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Tez Damismani: Prof. Dr. Yasar SOZEN

Mayis 2019, 97 sayfa

Bu tezde, topolojik bir degismez olan ayrica matematigin bircok dali ve teorik fizikte uy-
gulamalart bulunan Reidemeister torsiyon ile cebirsel topolojik bir enstriiman olan simp-
lektik zincir kompleks kavrami birlikte diisiiniilerek serbest ve yiizey gruplar i¢in cesitli
G—degerli temsil uzaylari incelenmistir. X cinsi en az 2 olan kapali yonlendirilebilir bir yii-
zeyi ve G Lie grubu ise GL (n,C), SL(n,C),0(2n+1,C),0(2n,C), Sp(2n,C), SO* (2n),
U(n),U(p,q),O(p,q) matris gruplarindan birini veya Gy, Fy, E¢ Istisnai gruplarindan birini
gostersin. ¥ yiizeyinin 7j(X) temel grubundan G Lie grubuna giden p : m;(X) — G homo-
morfizmalari icin Reidemeister torsiyon kavraminin iyi tanimli oldugu gosterilmistir. Ayrica,
simplektik zincir kompleks metodu kullanilarak bu tip temsillerin Reidemeister torsiyonu G
Lie grubu i¢in Atiyah-Bott-Goldman simplektik formu cinsinden ifade edilmistir. Bununla
birlikte, elde edilen sonuglar sinir1 en az 2 olan kapali yonlendirilebilir yiizeylerden olusan

kompakt 3—manifoldlarin temsil uzaylarina uygulanmigtr.

Anahtar Kelimeler: Reidemeister Torsiyon, Temsil Uzaylari, Atiyah-Bott-Goldman Simp-

lektik Form, Jeodezik Laminasyon, Thurston Simplektik Form.
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REPRESENTATION VARIETIES OF FREE OR SURFACE GROUP
AND REIDEMEISTER TORSION
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2019 May, 97 pages

In this thesis, by using the algebraic topological instrument symplectic chain complex and
the toplogical invariant Reidemeister torsion, which has also many applications in several
branches of mathematics and theoretical physics, several G-valued representation varieties
for free and surface groups are investigated. Let X be a closed oriantable surface of genus
at least 2 and let G denote one of the matrix groups GL (n,C), SL(n,C), O(2n+1,C),
0(2n,C), Sp(2n,C), SO*(2n), U(n), U(p,q), O(p,q) or one of the exceptional groups
G»,Fy, Eg. Tt is proved that for homomorphisms p : 7;(X) — G from fundamental group
m (%) to Lie group G, the concept of Reidemeiter torsion is well defined. Moreover, by using
symplectic complex method, the Reidemeister torsion of such representations is expressed
in terms of the well-known Atiyah-Bott-Goldman symplectic form for the Lie group G.
In addition, the obtained results are applied to the representation varieties of the compact

3—manifolds with boundary consisting of closed orientable surfaces with genus at least 2.

Keywords: Reidemeister Torsion, Representation Varieties, Atiyah-Bott-Goldman Symp-

lectic Form, Geodesic Lamination, Thurston’s Symplectic Form.
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1. GIRIS

Bu tez calismasinda geometrik dneme sahip olmasi ve diisiik boyut topoloji/geometride de-
geri her gegen giin artarak devam etmesi sebebiyle serbest ve yiizey gruplari icin G—degerli
temsil uzaylar1 ele alinmigtir. Burada G Lie grubu, genel lineer grup GL(n,C), 6zel li-
neer grup SL(n,C), ortogonal grup O(2n+1,C), O(2n,C), simplektik grup Sp(2n,C),
SO* (2n), tniter grup U(n), U(p,q), O(p,q) matris gruplarindan birini veya Gy, Fy, Eg
Istisnai gruplarindan birini gostermektedir. Bu tip temsiller i¢in Reidemeister torsiyon for-
miillerinin gelistirilmesi amac¢lanmigtir. Bununla birlikte elde edilen formiillerin sinir1 en az 2
olan kompakt yonlendirilebilir 3—manifoldlara uygulanmasi hedeflenmistir. Bu tezde gelis-
tirilen teknikler yukarida adi1 gecen konulardaki bir¢cok temel problemde kullanilabilecektir.
Ozellikle de Reidemeister torsiyon ile simplektik zincir kompleks metodu birlikte kullani-
larak uzmanlarinca ¢ok iyi bilinen yiizey veya kompakt 3—manifold iizerindeki geometrik
yapilarin biiyiikliigiinii anlama gibi geometrik 6neme sahip problemlere [1] potansiyel uy-

gulamalar1 olmas1 6ngoriilmektedir.

Reidemeister torsiyon, 1935 yilinda K. Reidemeister tarafindan [2] makalesinde tanitilmistir.
K. Reidemeister bu makalesinde Reidemeister torsiyon yardimiyla 3—boyutlu lens uzayla-
rin1 parcali lineer denk (PL-equivalence) olarak siniflandirmistir. W. Franz ise [3] makale-
sinde Reidemeister torsiyon kavramini genellestirerek daha yiiksek boyutlu lens uzaylarini
siniflandirmistir. G. de Rham tarafindan 1964 yilinda, Reidemeister ve Franz’in sonugla-
rin1 e8riligi sabit (+1) olan uzaylara genigletilmigtir. 1969 yilindaki [4] makalesinde R.C.
Kirby ve L.C. Siebenmann, Reidemeister torsiyonun manifoldlar i¢in topolojik korunmasini
ispatlamiglardir. Reidemeister torsiyonun simplisiyal kompleksler i¢in topolojik korunmasi
ise 1973 yilinda T.A. Chapman tarafindan [5, 6] ¢alismalarinda gosterilmistir. Dolayisiyla
K. Reidemeister ve W. Franz tarafindan yapilan lens uzaylarinin siniflandirmasinin aslinda
topolojik oldugu anlagilmistir. J. Milnor [7] makalesinde Reidemeister torsiyon yardimiyla
homeomorfik ama kombinatorik olarak farkli iki sonlu simplisiyal kompleks olusturarak Ha-
uptvermutung sanisinin dogru olmadigini ispatlamistir. Ayrica J. Milnor [8,9] makalelerinde
Alexander polinomu ile Reidemeister torsiyonun esitligini elde etmistir. Bundan sonra Re-
idemeister torsiyonun topolojik degismez olarak diigiim ve link teoride bircok faydali uygu-

lamasi1 olmustur.



Topolojik bir degismez olan Reidemeister torsiyon, matematigin bir¢ok dali (Topoloji [2,
3, 7], Diferansiyel Geometri [10-12], Temsil Uzaylar [1, 13, 14], Diigtim Teorisi [15-17],
Chern-Simons Teori [18], 3—boyutlu Seiberg-Witten Teori [19], Cebirsel K-Teori [9], Dina-
mik Sistemler [20-22]) ve teorik fizikte [1, 18,23] pek¢ok uygulamalari yer almaktadir.

Konumuzdan uzaklagsmadan, yukarida ifade edilen uygulamalarin birkagindan kisaca bahse-
delim. Onceki paragraflarda ifade edildigi gibi Reidemeister torsiyon kavrami kullanilarak
lens uzaylar1 topolojik olarak siniflandirilmistir [2, 3, 5, 6]. [12] makalesinde ise kompakt
Riemann manifold iizerindeki diiz (flat) demet katsayili formlarin de Rham kompleksine
karsilik gelen bir analitik torsiyon tanimlamiglardir. Ayrica bu makalede tanimlanan torsi-
yon ile manifoldun temel grubunun iizerindeki evrensel ortiisii etkisi ve diiz demete karsilik
gelen temsil sayesinde elde edilen Reidemeister torsiyon kavramlarinin ayni oldugu sanisi
sunulmustur. J. Cheeger [10] ve W. Miiller [11] ise bu san1y1 birbirinden bagimsiz olarak gos-
termislerdir. E. Witten analitik torsiyonu kullanarak degismeli-olmayan Chern-Simons ayar
alan teorisini incelemistir [18]. 1996 yilindaki [19] nolu kaynakta Reidemeister torsiyon ve

3—boyutlu Seiberg-Witten degismezinin ¢akistig1 ispatlanmusgtir.

Reidemeister torsiyon bir¢cok yonden Euler karakteristigine su sekilde benzemektedir. Bi-
lindigi iizere klasik Poincare-Hopf teoremi sayesinde Euler karakteristigi piiriizsiiz vektor
alanlarinin durgun noktalarin1 saymaktadir. D. Fried ise [21] calismasinda Reidemeister tor-
siyonun piiriizsiiz manifold {izerinde hicbir yerde sifir olmayan Morse-Smale vektor alanlari-
nin kapali yoriingelerini saydigini gostermistir. M. Hutchings ve Y. Lee ise [22] makalesinde
Fried’in sonucunu genellestirmistir. A. Schwarz [23] calismasinda bir manifold iizerinde bir
kuantum alan teorisi kurmus ve boylece ayrigim fonksiyonunun, analitik torsiyonun bir kuv-

veti olacak sekilde yazilabilecegini ispatlamistir.

Reidemeister torsiyonun, bir manifoldun temel grubunun temsilleri i¢in bir sayisal degismez
oldugu bilinmektedir ve ayrica cesitli temsil uzaylar1 icin Reidemeister torsiyon formiilleri
hesaplanmugtir [9, 24, 25]. D. Johnson simdiye kadar hi¢ yaymlamamis oldugu notlarinda
3—manifoldlarin temel grubundan SL(2,C) Lie grubuna giden indirgenemez temsiller i¢in
Reidemeister torsiyon calismugtir. T. Kitano ise [15] makalesinde D. Johnson’nin bu elde

ettigi sonuglardan yararlanarak Seifert-lifli manifoldlarin SL(2,C) indirgenemez temsilleri



icin bir Reidemeister torsiyon formiilii gelistirmistir.

E. Witten, reel simplektik zincir kompleks kavramini ilk olarak 1991 yilinda tanitmistir [1].
Ayrica ayn1 makalede, bu cebirsel topolojik enstriiman ve Reidemeister torsiyon kavramlari
birlestirilerek cesitli Rep(X, G) temsil uzaylarinin hacimleri hesaplanmistir. Burada X yiizey,
G kompakt Lie grup olmak iizere Rep(X,G) uzay1 yiizeyin temel grubundan G’ye giden

homomorfizmalarin eglenik siniflarin1 gostermektedir

Simplektik zincir kompleks kavrami yardimiyla Reidemeister torsiyon konusu hakkinda bu
zamana kadar cok kapsamli caligsmalar yapilmadigini literatiire baktiimizda acik bir ge-
kilde gormekteyiz. Bu konunun heniiz ¢ok iyi arastirilmamis olmasindan dolay1 tezimizin
literatiirde 6nemli bir yere sahip olacagini 6ngdérmekteyiz. Tez ¢alismamiz kapsaminda in-
celedigimiz problemleri ifade etmeden once simplektik zincir kompleks metodu yardimiyla
Reidemeister torsiyonlar ile ilgili kaynaklardan kisaca bahsedecegiz. J. Dubois [16, 17] ma-
kalelerinde, reel simplektik zincir kavrami ile temsillerin deformasyon teorisini birlikte kul-
lanmuigtir. Bununla birlikte, Reg(K) temsil uzay: iizerinde bir hacim elemani bulmug ve bu
hacim elemanin Reidemeister torsiyonla ilgisini ispatlamistir. Burada K, 3—boyutlu kiirenin
icinde bir diigiim, M bu diiglimiin kiiredeki tiimleyeni ve G ise M’nin temel grubunu gos-
termek iizere, Reg(K) temsil uzay1r SU(2) degerli G’nin diizgiin (regular) temsillerini isaret
etmektedir. J. Dubois [26] nolu makalesinde ise bu hacim elemaninin bir Conway kiiresi

boyunca mutasyon (mutation) altinda korundugunu agiklamustir.

Y. kapali yonlendirilebilir cinsi en az 2 olan yiizeyi olsun. X yiizeyinin Teichmiiller uzay1
Teich(X), yiizey iizerindeki kompleks yapilarin deformasyon siniflari olarak tanimlanir. Uni-
formizasyon Teoremi sayesinde bahsedilen uzay, yiizey iizerindeki egriligi (—1) olan Ri-
emann metriklerinin deformasyon siniflar1 olarak algilanacagi gibi holonomy fonksiyonu
yardimiyla Rep (X,PSL (2, R)) icinde agik olan ve yiizeyin temel grubundan PSL(2,R) gru-

buna giden bire bir, ayrik homomorfizmalar olarak da diisiiniilebilir.

Bilindigi gibi Teich(X) uzay: iizerinde Weil-Petersson 2-formu [27], PSL(2,R) i¢in Atiyah-
Bott-Goldman (ABG) simplektik formu [28] ile yiizey ilizerinde bir L maksimal jeodezik

laminasyon yardimiyla tanimlanan Thurston simplektik formu [29] bulunmaktadir. W. Gold-



man [28] ¢aligmasinda Weil-Petersson 2-formu ile PSL(2,R) i¢in ABG-simplektik formu-
nun sabit bir katinin ¢akistigin1 1984 yilinda ispatlamistir. [30] makalesinde benzer bir ilis-
kinin Thurston jeodezik laminasyon teorisini kullanarak PSL(2,R) i¢in ABG-simplektik
formu ve Thurston simplektik formu arasinda oldugunu gosterilmistir. Ayrica 2008 yilindaki
[31] caligmasinda reel simplektik zincir kavrami yardimiyla Teich (£) C Rep (X,PSL(2,R))
temsillerinin Reidemeister torsiyonunu PSL(2,R) i¢cin ABG-simplektik form cinsinden ifade
eden bir formiil elde edilmis ve bunun sonucunda bu tip temsillerin Reidemeister torsiyonu
Thurston simplektik form cinsinden ifade edilebilecegi gosterilmigtir. Literatiire baktigi-
mizda, daha ¢ok yiizeyin temel grubundan SU(2), PSL(2,R) veya PSL(2,C) Lie grupla-
rina giden temsiller icin Reidemeister torsiyon tanimlanmis ve bu konu iizerinde ¢aligma-
larin oldugu goriilmektedir. Bununla birlikte 2012 yilindaki [32] makalesinde PSL(n,R),
n > 3 degerli Hitchin temsilleri icin Reidemeister torsiyon kavraminin iyi tamimli oldugu
gosterilmistir. Bununla birlikte bu temsillerin Reidemeister torsiyonun PSL(n,R) i¢in ABG-
simplektik formu cinsinden de ifade edilebilecegi gosterilmistir. Yukaridaki paragraflarda da
ifade edildigi iizere bu tip temsil uzaylari, topoloji, geometri ve cebirsel geometri ile olan
iligki ve uygulamalarindan dolay: giiniimiizde popiiler arastirma konularindan biridir. 2014
yilindaki [14] calismasinda ise 3—boyutlu hiperbolik manifoldlarin topoloji ve geometrisini
anlamada ¢ok faydali enstriimanlardan olan pileli-yiizeyler (pleated surface) ile Reidemeis-
ter torsiyon ve komplekslestirilmis Thurston simplektik form arasindaki iligki ispatlanmugtir.
Ayrica ayn1t makalede ¢ember iizerinde lifli 3—manifoldlara ilging bir sekilde uygulanabile-

cegi gosterilmistir.

Bu uygulamalara ek olarak [33] makalesinde simplektik zincir kompleks metodu sayesinde
kompleks 1sinsal uzaylarin Reidemeister torsiyonunu Fubuni-Study form cinsinden ifade
eden ilging bir formiil ispatlanmistir. Ayrica 2011 yilindaki [34] ¢alismasinda Riemann yii-
zeylerinin Reidemeister torsiyonunu yiizeyin periyod matrisi cinsinden ifade edilebilecegi
gosterilmisgtir. [13] makalesinde ise kapali manifoldlarin Reidemeister torsiyonu manifoldun
reel veya kompleks katsayili homolojileri iizerindeki kesisim formlar1 cinsinden ifade edil-
migtir. Literatiire baktigimizda, carpim manifoldlarin Reidemeister torsiyonunun yeteri kadar
incelenmedigini gozlemleyebiliriz. 1965 yilindaki [35] makalesinde Kwun ve Szczarba, tam
ve tam olmayan genel zincir komplekslerinden olusan tensor zincirinin Reidemeister torsi-

yon formiilii hesaplamiglardir. 2012 yilindaki [36] calismasinda ise yonlendirilebilir kapali



manifoldlardan olusan ¢arpim manifoldunun Reidemeister torsiyonunu hesaplayan ilging bir
formiil ispatlanmis ve elde edilen bu formiilii Riemann yiizeyleri, Grassman manifoldlar ve
kompleks 1s1nsal uzaylara uygulanmistir. 2018 yilindaki [41] makalesinde ise Istisnai gruplar
olan G, Fy ve E¢ degerli temsiller icin Reidemeister torsiyonun iyi tanimli oldugu Matlab
programi (Ek 1., Ek 2., Ek 3.) kullanarak gosterilmistir. Bununla birlikte bu tip temsillerin
Reidemeister torsiyonunun Rep(X, G) icin ABG-simplektik formu cinsinden ifade edilebile-

cegi gosterilmis ve G—degerli Hitchin temsillerine uygulanmigtr.

Alt1 boliimden olusan bu tez ¢caligmasinin birinci boliimii girig kismidir. Bu kisimda Reide-
meister torsiyonla ilgili literatiir verilmistir. Ikinci boliimiinde tezde sik¢a kullanilacak olan
temel tanimlar 6zellikle de cebirsel topolojideki ve manifold teorisindeki temel kavramlar-
dan bahsedilmistir. Burada genel bir zincir kompleks, homoloji grubu, Zig-Zag LLemma, ma-
nifold, simetrik bilineer form, Lie grup, Matris gruplari, Lie cebir ve killing form tanimi

verilmigtir.

Uciincii boliimde, Reidemeister torsiyon ve simplektik zincir kompleks ele alinmistir. Bu-
rada zincir kompleks icin Reidemeister torsiyon tanimi ve temel teoremleri verildikten sonra
cebirsel topolojik enstriiman olan simplektik zincir kompleks kavramu ile ilgili tanimlar ve
teoremler verilmistir. Dordiincii boliimde ise bir temsilin Reidemeister torsiyon tanimi agik-

lanmustir.

Besinci boliimde, X cinsi en az 2 olan kapali yonlendirilebilir bir yiizeyi ve G Lie grubu
ise GL (n,C), SL(n,C), O(2n+1,C), O(2n,C), Sp(2n,C), SO*(2n), U(n), U(p,q),
O(p,q) matris gruplarindan birini veya G, Fy, Eg Istisnai gruplarindan birini gostermek
tizere ¥ yiizeyinin ) (X) temel grubundan G Lie grubuna giden p : 7 (X) — G homomorfiz-
malart icin Reidemeister torsiyon kavraminin iyi tanimli oldugu gosterilmistir. Ayrica bu tip
temsillerin Reidemeister torsiyonu, G Lie grubu icin ABG-simplektik formu cinsinden ifade
edilmistir. Son boliimde ise elde edilen sonuglar, sinir1 cinsi en az 2 olan kapal1 yonlendirile-
bilir ylizeylerden olusan kompakt 3—manifoldlarin temsil uzaylarina uygulanmigstir. Burada
elde edilen sonuglar serbest veya ylizey grubunun iyi temsillerine ve Schottky temsillerine
uygulanmustir. Ayrica, elde edilen bu sonuglar Thurston simplektik formu cinsinden de ifade

edilmistir.



Boylece bu tez calismasinda, goriiniirde birbiriyle iligkisi asikar olmayan bu kavramlarin
rahatlikla etkin ve verimli bir sekilde kullanilabilecegi gosterilmis, literatiirde ifade edilen

eksikliginin bir nebze olsun giderilmesi hedeflenmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Cebirsel Topolojideki ve Manifold Teorisindeki Temel Tamimlar
Bu kisimda, ileri boliimlere temel olusturacak bazi temel kavramlar verilecektir. Tk olarak
cebirsel topolojideki temel tanimlardan bahsedelim ve daha sonra ise manifold teorisinden

birkac temel kavram verelim.

Tanmm 2.1.1. p > 0 tamsayis1 olmak iizere C,, bir abelyan grup olsun ve d, : C, — Cp—;
ise bir homomorfizma olsun. Eger her p i¢in d, 0 d,11 = 0 olmasi durumunda C, = (Cs, dx)
dizisine bir zincir kompleks ad1 verilir. Burada d, homomorfizmasina bir sinir operatorii denir

ve her p > nicin C), = 0 ise Cy uzunlugu n olan zincir kompleks olarak adlandirilir.

Tanm 2.1.2. C, = (C,d,) zincir kompleks olmak iizere Z, (C), B, (C:) ve H,(Cy) s1-
rastyla d, homomorfizmasinin ¢ekirdegini kerd,, d,+1 homomorfizmasinin goriintiisiinii

Imd,, 11 ve p.inci homoloji grubunu Z, (C) /B, (C.) gostermektedir.

Tanmm 2.1.3. (C,, d,) uzunlugu n olan bir zincir kompleks olarak kabul edelim. Eger her p
i¢in Z, (C.) = B, (C.) esitligi saglaniyor ise C, fam olarak adlandirilir. n = 2 olmasi duru-

munda C,, kisa-tam, n > 2 olmasi durumunda ise C, uzun-tam denir.

Lemma 2.14. A, = (A*,af) ,Cy = (C*,a*c) ve D, = (D*,af) zincir kompleksleri olsun.

Ayrica f: Ay — Dy ve g : D, — Cy zincir fonksiyonlarini gostersin. Bu durumda

kisa-tam dizisinden, her p i¢in 8, : Hy11(Cy) — Hp(Ay) homomorfizmasi ve asagidaki uzun



tam dizi elde edilir:

1
Hp1(4) 3 Hy (D) 3 By (C)
l |
Hy(42) 1% Hy(D.) 25 Hy(C.)

1 |
Hy (A "3 H, (D) 2 Fiy-i©)

1

Lemma 2.1.4, Zig-Zag Lemma olarak bilinmektedir.

Simdi de manifold teorisinden birka¢ temel kavram verelim.

Tanim 2.1.5. M topolojik uzayi1 eger sayilabilir tabana sahip, Hausdorff ve ayrica lokal ola-
rak her bir noktasinin komgsulugu R"”’deki bir noktanin komsuluguna homeomorfik ise M

topolojik uzayina n-boyutlu manifold denir.

Tanim 2.1.6. Bir G Lie grubu, grup ozelliklerini saglayan sonlu boyutlu diizgiin bir mani-

foldtur dyle ki grup islemleri (¢arpim ve tersi)

(x,y) = Ly

diizgiin doniistimlerdir.

Tez boyunca kullanacagimiz matris gruplarini hatirlatarak devam edelim. [ reel veya komp-

leks cismi gostermek iizere

GL (n,F) = {A € My, (F) | detA # 0}

8



Lie grubuna genel lineer grup denir.

SL (1, ) = {A € My (F) | detA = 1}

Lie grubuna ozel lineer grup denir.

O(2n+ 1,F) = {A € Moy i1x2n+1 (]F) |AtJA :J}

100

Lie grubu tek-boyutlu ortogonal grup olarak adlandirilir. Burada J = |0 0 [,| ve I, ise

01, 0
n X n kare matrisini gostermektedir.

Cift-boyutlu ortogonal grup ise asagidaki gibi tanimlainir:

0(2n,F) = {A € Moy (F) |AJA=J} .

Burada J = "I ve I,, ise n x n kare matrisidir.
I, 0

Sp(2n,F) grubuna simplektik grup denir ve agsagidaki gibi tanimlanir:

Sp(2n,F) = {A € Mayx2q (F) |AJTA=J} .

Burada J = "1 ve I, ise n X n kare matrisini isaret etmektedir.
-1, 0

SO (2n,C) 6zel ortogonal grubunun bir alt grubu olan SO*(2n) ise asagidaki sekide ifade

edilir:

SO*(2n) = {A €S0(2n,C) | —JAJ =A}.

9



0 1
Burada SO(2n,C) ={A € O(2n,C) |detA =1} ,J = "| ve I, ise n x n kare matrisi-
-1, 0

dir.

U(n) = {A € My»n (C) | A*A = 1,}

Lie grubuna iiniter grup denir. Burada * eslenik transpozu ve I, ise n X n kare matrisi isaret

etmektedir.

U(p,q) ve O(p,q) asagidaki gibi gosterilir:
U(p.q) = {A €M) x(prq) (C) |[ATA=T},

O(p:4) = {A € Mip:g)x(prq) (R) | AVA =T}

I, 0
0 —I,

Burada J = ve * eslenik transpozdur.

Tanmm 2.1.7. V, bir F reel R cismi veya kompleks C cismi iizerinde n boyutlu bir vektor

uzay1 olsun.

B:VxV — F

fonksiyonu eger

L4 B(x7y) :B(y7x)7 vx?y 6 V7
® B(x+y,z) =B(x,2) +B(y,2), Vx,y,z€V,

e B(Ax,y)=AB(x,y), VA€F, Vx,yeV

10



kosullarini sagliyor ise B’ye V' vektor uzay: lizerinde bir simetrik bilineer form denir. Ayrica
her y € V vektorlerini ele aldigimizda B(x,y) = 0 olmasi i¢in x = 0 olmasini gerektiriyor ise

bu durumda B bozulmamus (dejenere olmayan) form olarak adlandirilir.

Tamim 2.1.8. V, [ reel veya kompleks cismi iizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzay1 olsun.

V lizerinde eger

e Bilineerlik: Alx,y] = [Ax,y] = [x,Ay], VA €Fvex,yeV,
e Ters simetrik: [x,y] = —[x,y], x,y €V,

e Jacobi dzdeslii: [x, [y,z]] + [y, [z,x]] + [z, [x,y]] = 0, x,y,z€V

ozelliklerini saglayacak sekilde bir

[,] VXV — V

Lie braketi olarak adlandirilan doniisiim tanimli ise V’ye bir Lie cebiri denir.

Tanim 2.1.9. ¢ sonlu boyutlu bir kompleks Lie cebir olsun. Her x € ¢ icin

ady : Y — 9

y — [x]

olarak tanimlanan lineer doniigiimiinii gostersin. Bu durumda,

B:9x9 — C
(x,y) +— Tr(ad;oady)

olarak tanimlanan simetrik B bilineer formuna ¢ iizerindeki Killing form denir.

11



3. REIDEMEISTER TORSIYON VE SIMPLEKTIK ZINCIR
KOMPLEKS

Bu boliimde topolojik bir degismez olan Reidemeister torsiyon ve temel teoremleri verile-
cektir. Bu konularda daha detayl1 bilgi sahibi olmak i¢in [13, 24, 25] kaynaklarina bakiniz.
Ayrica, cebirsel topolojik enstriitman olan simplektik zincir kompleks kavramu ile ilgili ge-
rekli tanimlar verilecektir. Bu konuda daha detayl bilgi sahibi olmak i¢in [1] ve [31] maka-

lelerine bakiniz.
3.1. Zincir Kompleks icin Reidemeister Torsiyon

Reel sayilar iizerindeki sonlu boyutlu vektdr uzaylarinin bir zincir kompleksini goz 6niine

alalim:
an a1
C, = (O—>Cn—>Cn_1 — - — () %C()—H)).

Burada p =0,...,n olmak iizere

Z,(C.) =ker{d,:C, = Cp_1},
By (Cy) =Im{0py1: Cpp1 — Cp}

ve C, zincir kompleksinin p.inci homoloji grubu asagidaki gibi olur:
Hy, (C.) =Z,(Cy) /By (Cy).

B, (Cy) ve H, (Cs) uzaylarinin tabanlarini sirastyla b, = {b}), e ,blnfp} veh, = {hll,, e ,hZ”}

kabul edelim. C), uzay1 i¢in kisa-tam diziler asagidaki gibidir:

o,
0 — Z,(C.) < C, = B,_1(C.) — 0, 3.1
P
0 — B,(C.) < Z,(C.) — H,(C,) — 0. (3.2)

12



Burada 1 birim doniisiimii ve ¢, dogal drten doniigiimii isaret etmektedir. (3.1) kisa-tam dizisi
1. Izomorfizma Teoremi’nin bir sonucundan elde edilir. (3.2) kisa-tam dizisi ise H, (Cy)

uzayinin tanimindan elde edilen bir sonuctur.

¢, Hy,(Cs) = Z,(C,) lineer doniisiimii, (3.2) kisa-tam dizisindeki ¢, : Z, (C,) — H), (Cy)

doniisiimiiniin kismi olarak diisiiniildiigiinde
Zp (C*> =By (C*) U gp (Hp (C*))

esitligi saglanir. Béylece Z, (C,) uzay1 b, LI/, (h,,) olan yeni bir tabana sahip olur. Bununla
birlikte s, : Bp—1 (Cy) — Cp, lineer déniistimil, (3.1) kisa-tam dizisindeki d), : C, = B, (Cy)

doniisiimiiniin bir kism1 olsun. Bu durumda
Cp =2, (C)Usp (Bp—1(Cs))
esitlifine ulagilir. Boylece C), uzay1
b, Uy (hy)Usy (byo1)

tabanina sahiptir. Burada LI ayrik birlesimi gostermektedir.

Tanim 3.1.1. C, uzunlugu n olan sonlu boyutlu vektor uzaylarinin zincir kompleksi olsun.
p =0,...,n olmak iizere Cp, B,(C) ve H, (C) uzaylarinin tabanlar sirasiyla ¢, b, ve h,

olsun. Asagida verilen alterne ¢arpima

n n n _1\(pt+D)
T(Ces{eptg:{hpty) = I_Io[bpl—'gp(hp)'—'sp (bpfl)’cp}( )
b

C. zincir kompleksinin {CP}Z:O , {h P};:O tabanlarindaki Reidemeister torsiyonu denir. Bu-
rada C, kompleksi e, ve f, tabanlarina sahip olsun. Bu durumda Ti’,’, , €, tabanindan £, ye

giden degisim-taban-matrisinin determinanti [e,,f,| olarak ifade edilir.

13



Reidemeister torsiyonun b, tabanindan, s, ve £, kistmlarindan bagimsiz oldugunu J. Milnor
[9] makalesinde ispatlamistir. p =0, ..., nigin C, ve H, (C,) uzaylarimin bagka birer tabanlar
sirastyla c;, ve h;, oldugunu kabul edelim. Bu durumda J. Milnor’'un aym: makalesindeki

sonucuna gore degisim-taban-matrisinin formiilii asagidaki gibidir:

n [C/ C} (=1F
Pl 000) - F(Gd ) medeai il e

p=0 p?

Zincir komplekslerin bir kisa-tam dizisi agagidaki gibi olsun:
0 — A. - B, -5 D.— 0. (3.4)

Zig-Zag LLemma kullanilarak uzunlugu 37 4 2 olan uzun-tam dizi agsagidaki gibi olur:

! J
Ci: -+ —> Hp+1 (A*) ,;_+1> Hp+1 (B*) F—H>Hp+1 (D*)

|
l
Hy (A.) -2 Hy (B.) % Hy (D.)

I (3.5)

Burada C3, = H, (D+), C3p41 = Hp (As) ve C3p2 = H), (By)’dir. Ayrica hfn), h?, ve hllf s1-
rastyla C3p, G341 ve G342 igin tabanlardir. J. Milnor [9] makalesinde, (3.4) kisa-tam dizi-
sindeki zincir komplekslerin Reidemeister torsiyonunun alterne carpimi ile (3.5) uzun-tam
dizisindeki zincir kompleksinin Reidemeister torsiyonuna esit oldugunu gostermistir. Daha

acik sekide ifade etmek icin asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.2. [9]A,, By, Dy, H, (A+), H, (By) ve H, (D) uzaylarimin tabanlar sirastyla

A B P h?, hg ve hg oldugunu kabul edelim. Bu durumda eger cB

D
> Cpr Cp> 1 € ve ¢ tabanlart

14



uyumlu, diger bir ifade ile [cg , c‘?, &) ;ﬂ =*dlvern <EID:> = cg ise asagidaki formiil saglanir:

T (B ) (0)5) = T (A e}, (ni0) T (Do <P (02))
x T (C*, {esp o™, {O}SM) :

Teorem 3.1.2, Reidemeister torsiyon hesaplamalarinda kullanilan temel bir sonugtur ve bu

teoremin sonucu olarak asagidaki lemma elde edilir.

Lemma 3.1.3. [13] A, ve D, vektor uzaylarimin zincir kompleksi olsun. c‘z, cg , h‘; ve hl?

swrastyla Ay, Dy, Hy(Ay) ve Hy(D.) uzaylarimin tabanlarim gostersin. Bu durumda,

T(a0nn {ueh, (o)) = T(an g} {br}) T(o Gk (090)

esitligi elde edilir.

3.2. Simplektik Zincir Kompleks
Tanimm 3.2.1. [, reel veya kompleks cismi gostermek lizere, agsagidaki verilen ozellikleri

saglayan (Ci, 0y, { @ 4—+}) zincir kompleksine F—simplektik zincir kompleks denir:

1. p=0,...,q i¢cing=2 (mod 4),

2. Wpg—p: CpxCy_p — F d—uyumlu, ters-simetrik ve bozulmamus bilineer doniisiimler

vardir. Daha acik bir ifade ile,

®pg-p (Ipr1a,b) = (_1)p+1wp+l7q—(p+1) (@,0-pb)

®pgpla,b) = (=)’ P a, p,(b,a).
Burada ¢ = 2 (mod 4) olmas1 sebebiyle g ¢ift say1 ve ¢/2 tek say1 olur. Boylece

Wpg—pla,b) = (— 1)17((1717) Wg—p,p(b,a)

15



elde edilir. Buna ek olarak, p = 0,...,q/2 olmak iizere

Opg—p * CpxCgp — F

ters-simetrik bozulmamis bilineer doniisiimlerin d —uyumlu olmasindan dolay1 bu doniigiim-

ler homolojilere genisletilebilir. Daha fazla bilgi i¢in [1] makalesine bakiniz.

Tanim 3.2.2. C, uzunlugu g olan F—simplektik zincir kompleks oldugunu kabul edelim. C,
ve C;—, uzaylarinin tabanlar sirasiyla ¢, ve ¢, olsun. Eger @, ,, bilineer doniisiimiiniin

¢, ve ¢, tabanlarindaki matrisi agagidaki gibi ise:

bu tabanlara @—uyumlu denir. Burada I 4,k x k birim matrisidir. k ise C;, ve C,_, uzaylari-

nin boyutlarina, 2I°de C, /> uzaymin boyutuna esittir.

Teorem 3.2.3. [31] p=0,...,q icin (C*,a*, {a)*7q_*}) w—uyumlu ¢, tabanlari olan bir
R—simplektik zincir kompleks ve h), ise H, (C.) uzayimn tabani olsun. Bu durumda asagi-

daki esitlik saglanir:

(a/2) .
T(C*v{cp}g’{hp}g) = H A(hmhq*p)( g A(hq/Zahq/Z)

Burada A (hp,hq_ p) , bozulmamaug
[0pg—p] = Hy(C) xHy—p (Cx) — R

eslemesindeki hy, ve h,_, tabanlarina karsilik gelen matrisin determinantidr.
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Teorem 3.24. [14] p=0,...,q olmak iizere (C*,é?*, {ww_*}) o—uyumlu ¢, tabanlar
olan bir C—simplektik zincir kompleks ve h, ise H, (C.) uzayin tabamdir. Bu durumda

asagidaki egitlik elde edilir:

(q/2)-1 (—1)4/2

—1\?
H ‘A(hp’hq—p)‘( Y \/|A(hq/27hq/2){

p=0

|T(C*’{cp}g7{hp}g)|

Burada A (hp, hq_p) , bozulmamug

[0pg-p] © Hy(C) xHy—p (C.) — C

eslemesindeki hy, ve h,_, tabanlarina karsilik gelen matrisin determinantim gostermektedir.

Teorem 3.2.3 ve Teorem 3.2.4’iin uygulamalar1 ile ilgili daha ayrintili bilgiye [13,33,34,41]

kaynaklarindan ulasilabilir.
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4. TEMSILIN REIDEMEISTER TORSIYONU

Bu boliimde, X cinsi g > 2 olan kapali1 yonlendirilebilir bir yiizeyi ve Y ise ¥'nin evrensel
ortiisiinii gostersin. Lie cebiri ¢ olan serbest veya yiizey gruplari i¢in G Lie grubu, asagidaki

matris gruplari olsun:

GL (n,C),SL(n,C),0(2n+1,C),0(2n,C),Sp(2n,C),SO* (2n),U(n),U(p,q),0(p,q).

Yiizeyin temel grubundan G Lie grubuna giden bir homomorfizmay1

p:mlX — G

ile gosterelim. E, = TxY / ~ ise p ile baglantili X yiizeyi tizerindeki eslenik demet (adjoint

bundle) olsun. Burada

(x2,12) = (yoxy,yet1)

esitligi saglanacak sekilde bir (x1,11), (x2,5) € X ¥ ve y € 71 () var ise

(Xl,tl) ~ (Xz,tz).

Burada y’nin ilk parcadaki etkisi ortii fonksiyonu (deck transformation) etkisi ve ikinci par-

cadaki etkisi ise eglenik etkisidir (adjoint action). Daha acik ifade etmek gerekirse

Yeoxi = Y(xl) ’
Yot =Ady) (1) =p()up (v
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K, X yiizeyi lizerindeki bir hiicre-parcalanigi ve K ise K parcgalaniginin ¥ evrensel ortiisiine

kaldirlis1 (lifting) olsun.
d
Zim (X)) =9 Y mn|m€Z, nem(X),deN
k=1

integral grup halkasi tanimindan yola ¢ikarak ve ortii fonksiyonu etkisi ile eslenik etkisi goz
oniine alindiginda C, (I? ; Z) uzayimin sag-7Z [y (X)]-modiilii ve ¢ ise sol-Z [m; (¥)]-modiilii
olur. Daha agik bir ifade ile, o € C, (f;Z) ,YEm () ve t € ¥ olmak iizere

C. (K,z) «Zm (T)] — C. <K,Z) d
(G,an}’k — Y mo % = Y my, 'eo,
k=1 k=1 k=1

ZmE)|x¥Y — ¢

(1,1) > yor = Adyy(t) = p(Mip (1)~

Burada y~! 6rtii fonksiyonu sayesinde etkir.
Tensor iligkisi c e Yy®t = 0 ® yet yardimiyla asagidaki esitlikler kolayca elde edilebilir:

Yy leoc®t=0®7yet,
o't =7ye0' Qyet.

Burada 6’ = Y~ ! e 6 demektir. Boylece
C. (K;%Adp> = C, (E;Z) RY /) ~

olarak tamimlanir. Burada ¢ ® t’nin denklik sinifi {ye c ® yet; v € m (X)} yoriingesi iceri-

sindeki biitiin elemanlar1 gostermektedir.
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Bu durumda agsagidaki zincir kompleks elde edilir:

228 01 (Kiag,) 2 Go(Ki%ag,) — 0. @)

Burada d,, olagan sinir operatdriidiir ve H, <K N p>  H* <K N p) uzaylar sirasiyla (4.1)
eszincir kompleksininin homoloji ve kohomolojini gostermektedir. Ayrica C* (K ;%Adp) ,
C. (I? ; Z> uzaymdan ¢ Lie cebirine giden Z[m;(X)]-modiil homomorfizmalarinin kiimesi-

dir. Daha fazla bilgi i¢cin [24] makalesine bakiniz.

p,p’: m (X) — G homomorfizmalari eglenik ise bir A € G igin

p'()=Ap()A~!
esitligi saglanir. Bu durumda C, (K;%Adp) ve C, (K;%Adp,> izomorfiktir. Aynm1 sebeple,
C* (K 194 p) ve C* (K ;%Adp,) uygun eszincirler de izomorfiktir. Bilindigi gibi H, <K 19Ad p)
homolojileri ¥ yiizeyinin K hiicre-parcalanisindan bagimsizdir. Bu konu hakkindaki ispat

icin 6rnegin [31] nolu makalede bulunan Lemma 1.2.1’e bakiniz.

(4.1) zincir kompleksini goz oniine alalim. C,, (K;Z) uzaymin tabani agagidaki gibi olsun:

P P
(et}

Burada my,, C,(K) uzaymin boyutuna esittir. Eger j = 1,...,m), igin e/ tabaninn &%’ kaldiri-

lig1 gz Oniine alinirsa C), (I? ; Z) uzayinin bir
C'p = {ET,...,E?HP}
Z[m (X)]-tabani elde edilir. Yari-basit ¢ Lie cebirinin bir B—ortonormal tabanim

o = {n}im?
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olarak kabul edelim. Daha acik bir ifadeyle, B Killing formunun bu tabandaki matrisi bir

dim¥ tane

. HR . . . .
Diyag( 1,...,1) diyagonal matristir. Bu durumda, C,, (K ;%Adp> uzayinin bir C—tabani

elde edilir ve bu tabana C), (K N p) uzayi i¢in bir geometrik taban adi verilir.

Tamm 4.0.1. p=0,1,2 i¢in ¢, = ¢, ®p &7, (4.1) zincir kompleksindeki C, (K s 9Ad p) uza-
yinin bir geometrik tabani ve hy, ise H), <Z;€4Adp) homoloji grubunun bir tabani olsun. Bu

durumda

T (C* (K;gAdp> Aer@p 427}12,:()’ {hp};:o)

K, Adp ve {h P}izo iigliistiniin Reidemeister torsiyonu olarak adlandirilir.
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5. REIDEMEISTER TORSIYONUN IYi TANIMLILIGI VE
SONUCLARI

Bu boliimde G—degerli temsillerin Reidemister torsiyonunun iyi tanimli oldugunu ispatlan-
mis ve simplektik zincir kompleksi sayesinde bu tip temsiller i¢in Reidemeister torsiyon
formiilii iiretilmistir. Simdi Tanim 4.0.1°de verilen Reidemeister torsiyonun, .27 tabanindan,
p eslenik siifindan, 27; kaldirilislarindan ve hiicre-parcalanisindan bagimsiz oldugunu asa-
g1da verecegimiz sonuglarda aciklayacagiz. Bu konu ile ilgili daha ayrintili bilgi icin [31]

makalesindeki Lemma 1.4.2°e ve Lemma 2.0.5’e bakiniz.

5.1. G—degerli Temsiller icin Reidemeister Torsiyonun Iyi Tammhhig

Teorem 5.1.1. p =0,1,2 olmak iizere X, K, p, ¢, = ¢, ®p & ve h, yukaridaki gibi olsun.

Bu durumda

T (C* (K;gAdp> Aer @ 42/}12,:0, {hp};:o)

Reidemeister torsiyonu <f tabamindan, p eslenik sinifindan, Ei? kaldirilislarindan ve K hiicre-

parcalanmisindan bagimsizdrr.

Ispat. 11k olarak Reidemeister torsiyonun .7 tabanindan bagimsiz oldugunu ispatlayalim. ¢

Lie cebirinin bir B—ortonormal tabani <7’ olsun. Bu durumda Reidemeister torsiyonun

2 c ¢ (=1)° ’ ’
(et 000) - (G ) (el )

(1,

degisim-taban-formiiliinden asagidaki esitlik saglanir:

T (C* (K;gAdp> ,{C;}izoa {hp}i:o)
T(C. (Kithay ) fen oo (o))

= det(T)*®).
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Burada

—1)?
12] <[c,,®pd'7c,,®pm])( ) _ 12] P M]p:oﬁcp(”)” _ det(T) ¥
p=0 [h;?’hl’] p=0 ’ ’

Ayrica, c;, geometrik tabani ¢, ®, </’ tabanina esittir ve T ise ./’ tabanindan &7 tabanina
giden degisim-taban-matrisini gostermektedir. <7 ve <7’ tabanlar1 B—ortonormal taban ol-

dugundan dolay1

det7 = =£1

olur. Bununla birlikte ¥ yiizeyinin Euler-karakteristik etkisininden
x(X)=-2(-1)

cift say1 oldugunu bilinmektedir. Boylece Reidemeister torsiyonun B—ortonormal .7 taba-

nindan bagimsiz oldugunu elde edilmis olur.

Eslenik temsiller i¢in biikiimlii zincirler ve eszincirler izomorfik oldugundan, Reidemeister

torsiyon p eslenik sinifindan bagimsizdir.

Simdi Reidemeister torsiyonun 5? kaldiriliglarindan bagimsiz oldugunu ispatlayalim. y €

7| (£) bir sabit olmak iizere {e},... e}, } tabam igin

kaldiriligini diistinelim. Burada ef icin farkli bir kaldirilis alinmigtir. Bu durumda
7 yet =& © Adyy (1)
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esitligine tensor carpim ozelliginden faydalanarak ulasilir. Burada ¥ sol taraftan ortii fonk-
siyonu (deck transformation) ile etkir ve Ad,(,) : 9 — ¢ ise p(¥) € G ile konjugasyon kul-
lanilarak elde edilen bir eslenik lineer doniisiimdiir. (3.3) degisim-taban-formiilii yardimiyla

asagidaki esitlik elde edilir:

T (C* <K;gAdp> 7{0;}5,:()»{1117}57:0)
7 (Ktng, ) e I} o)

= det(T). (5.1)

/

Burada ¢, ve ¢,

sirastyla ¢, ®p o7 ve c;, ®p 4/ geometrik tabanlarina esittir. 7" ise 2/ tabanina
kargilik gelen Ad) () : 4 — ¢ lineer doniigiimiiniin matrisini gdstermektedir. det 7 = 1 oldu-
gunu gostererek, Reidemeister torsiyonun Ei-’ kaldirilislarindan bagimsiz oldugu sonucu elde
edilecektir. Ad,(,) lineer doniisiimiindeki determinantin tabandan bagimsiz oldugunu goster-
mek i¢in 4 = gl(n,C), sl(n,C), 0(2n+1,C), 0(2n,C), sp(2n,C), so* (2n), u(n),u(p,q),

0 (p,q) Lie cebirlerinin agagida sirasiyla verilen Z tabanlarini ele alalim:

%y

(n,C) = {Ek,z, 1<kl < n},
Ey, 1<k<I<n,
Boi(n.C) = \ Ek, 1 <l <k<n,

Exk—Erpiprr, 1<k<n—1,

( Erk — Entin+k 2<k<n+l,
Eypikr1 — Bt 1 <k<n,
Ei g1 —Enviir1, 1 <k<n,
@0(2n+17(C) =
Eciri11 = Envivinvkt1, 1 <k#1<n,
Eriinvivl —Erpintirr, 1 <k<I<n,
| Entirir1 = Engipiher, 1<I<k<n,
Evi—Enfinrk, 1<klI<n,
Boonc) = Einti—Eppsr, 1<k<I<n,

Epiki—Entih, 1 <k<Il<n,
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(
Ek.,k _EVH-k,I’H-ka 1 < k < n,

Eri—Eniknts, 1<k#1<n,

B =
p(2n,C
TN Eppar+ Err, 1<k<1<n,

L En+l,k+En+k,lv 1<k<I< n,

(

Eri—Eniinik, V=1 (Exi—Eninrk), 1<k<l<n,

( ).
Ei = Entkntis (Etk—Enyini) s 1 <k<I<n,
(Ex, )
(E ).

) V-1
Exnit —Eppnk, V-1
| Envkd = Entiks V-1

<@50*(2@ =
1<k<lI<n,

b

ntkd — Enyix), 1<k<l<n,

V—1Ekk, 1<k<n,
Bun) =\ Exi —Eis 1 <k<l<n,

V=1(Ex +E), 1<k<I<n,

( (Exi—Eix), E(Ekl+El,k), 1<k<I<p,

2

Pq) — -
S(Exi—Epg) Q(EkJJrELk), p+1<k<l<p+aq,
| V—1Ekk, 1<k<p+gq,

3 (Exg—Epg) 1<k<I<p,
@0(17@): %(Ek,l+El,k), 1§k§P,p+1§l§p+q,
%(Ek,l_El,k>, p+1<k<I<p+g.

Burada

gl(n,C) =M, (C),

sl(n,C)={A € gl(n,C)|Tr(A) =0},

100
0(2n+1,C)={A€gl(2n+1,C) |[JA+AJ=0},J= |0 0 I,|,
017, 0
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0 I,
0(2n,C)={A€gl(2n,C) |[JA+A'J=0},J =
I, 0

)

0 I,
sp(2n,C) = {A € gl(2n,C) |A'T+JA=0},J =
~I, 0

b

_ 0 I,
50" (2n) ={X €s0(2n,C) | —JXJ =X}, J =
~I, 0

b

u(n) = {A € gl(n,C) |A* +A =0},

I, O
u(p,q) ={Xcgl(p+q,C) | XJ+IX=0},7=| " :
0 —I,

t IP 0
o(p.g)={Xegl(p+q,R) | XT+IX=0},J=
0 -1,

ve * eslenik transpozu, I, ise n X n kare matrisini gostermektedir.

Ik olarak, Lie cebiri

g[ (n, C) - Man ((C)
olan G = GL (n,C) genel lineer grubunu ele alalim. Bu durumda

Ady(y) ¢ 9l(n,C) — gl(n,C)
t o= p(ipm
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Bir Q € G i¢in asagidaki esitlikler saglanir:

A 0 - 0
0 2 :

opmot=|. " . =D, p(y)=0"'DQ.
0 - 0 4]

Burada Ay,...,A,, p (7) € GL (n,C)’nin 6zdegerleridir.

gl(n,C) Lie cebirinin

B

ainC) = {Exg, 1 <k, I <n}

tabanini ele alalim. Bu durumda
Adp(y) (Exy) = Ady 1pg (Ei) = Ady10AdpoAdg (Ex;) = (Adg) ™" o AdpoAdg (Ex,).

Byncy = 1Adg1 (Exg), 1 <k 1 <n}

ayni zamanda gl (n, C)’nin bir tabanidir ve buradan asagidaki esitlikler elde edilir:

Ady(y (Adg-1 (Ecr)) = ((Adg) ™ oAdpoadg) (Adg-1 (Evs)

- A
= (AdQ) 1OAdD (EkJ) = —kAdel (EkJ) .

A
Bu durumda %; (n,C) tabanindaki lineer Ad),(,) doniisiimiiniin matrisi agsagidaki gibidir:
A .
A ok<i;
Diyag
%, k>1
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Dolayistyla %, c) tabanina karsilik gelen lineer Ad,,(y) : gl(n,C) — gl(n,C) doniisiimii-
niin matrisindeki determinantin det 7 = 1 oldugunu elde edilir. Boylece Reidemeister torsi-

yon Ei.’ kaldiriliglarindan bagimsiz oldugu sonucuna varilir.

sl(n,C)={A € gl(n,C)|Tr(A) =0}

Lie cebirine sahip G = SL (n,C) 6zel lineer grubunu ele alalim. Bu durumda

Adpy(y + sl(n,C) — sl(n,C)

t — pMip(y)".

Bir Q € GL (n,C) i¢in agagidaki esitlikler elde edilir:

-11 o ... ()-
0 A :

op(et=| " | =D pn=0"D0
| 0 0 An_

Burada p () € SL (n,C)’nin 6zdegerleri Ay, ..., A, dir.
s[(n,C) Lie cebirinin
Ep.1, 1<k<lI<n,
%5[(11,@) =9 Ery, 1<Il<k<n,

Ek,k_Ek+1,k+17 1 Skgl’l—l

tabanini ele alalim. Bu durumda

Ady(y) (Eij) = Ady-1pg (Eij) = Ady-10AdpoAdy (Eij) = (AdQ)—1 oAdpoAdy (E;j).
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5[ (n,C)’ nin bagka bir taban1 agagidaki gibidir:

Ady1 (Exy) 1<k<l<n,
‘%;[(n,(C) = Adp- (E) 1 <I<k<n,
AdQ—l (Ek,k) —AdQ—l (Ek+1,k+1) , 1<k<n-—1

Buradan asagidaki esitlikler elde edilir:

Adp(y (Adg-1 (Ery)) = FEAdg1 (Eei),
Adp(y) (Adg-1 (Exx — Exr1441)) = Adg1 (Exx — Exr1441) -

Boylece %;[(n C) tabanindaki lineer Ad,,(,) doniisimiiniin matrisi agagidaki gibi olur:

Diyag| % 1<i<k<n

Bu durumda %, ) tabanina karsilik gelen Ad,y) : 5l(n,C) — sl(n,C) lineer doniisiimii-
niin matrisindeki determinantin det 7 = 1 oldugunu elde edilir. Dolayisiyla Reidemeister

torsiyon ?}’ kaldiriliglarindan bagimsizdir.
100
0(2n+1,C)={A€gl(2n+1,C) [JA+AJ=0},J= [0 0 I,

017, 0

Lie cebiri olan G = O (2n+ 1,C) ortogonal grubunu goz oniine alalim. Bu durumda
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Adp(,},) : 0(2n—|—1,(C) — 0(27’l+1,(C)
t — p(Mp (1)~

Bir Q € GL (2n+ 1,C) i¢in asagidaki esitlikler saglanir:

Burada A4, ...

Birv=|vy,...

Boylece 1, 4;,

—11 0 ... 0 |
0 A s

opmot=1| 7 . |~ em=0Do
0 -+ 0 Aup

s Aontt1, p () € O(2n+ 1,C)’nin 6zdegerleridir. Biliyoruz ki
0(2n+1,C) = {A € Mapyixon41 (C) |ATA=J}.

,Vont1] # 0icin Av = Av esitligi vardir ve asagidaki esitlikler saglanir:

JAY = AJv,

J
~ =~
AlJAy = AA'Jv,

A (Jv) = 5.

R /%1, ey % 0zdegerlerini elde ederiz.
n

0 (2n+1,C) Lie cebirinin

E i — Envinth 2<k<n+l,
Elpik+1 — Err1,1, 1 <k<n,
Elk+1 — Epkt1.15 1 <k<n,

%0(2n+1 C) =
Eiir011 = Envivtinskr1, 1 <k#1<n,

Eriinvivl —Erpintirr, 1 <k<I<n,

Envkrrirl —Envivigr, 1<SI<k<n
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tabanin1 goz oniine alalim. Bu durumda

Ady(y) (Eij) = Ady-1pg (Eij) = Ady-1 0 Adp o Adg (Eij) = (AdQ)—1 oAdpoAdy (E;j).

0 (2n+ 1,C)’nin bagka bir taban1 asagidaki gibidir:

Ady-1 (Exx) —Ady-1 (Entintk) » 2<k<n+l,

Ady1 (Eypiis1) —Adg-1 (Egyr1) 1 <k<n,

Bl omirc) = Adgy-1 (Erg1) —Adg-1 (Engrs1,1) s 1<k<n,
Adgy1 (Ex1041) —Adg1 (Engipinsks1), 1 <k#1<n,

Adg1 (Epyipyi41) —Adp (Epyipyisr) , 1<k <I<n,

| Adp- (Ensis1a41) —Adp1 (Epyiyigs1), 1 <I<k<n.

Buradan asagidaki esitlikler saglanir:

Ady(y) (Ady-1 (Ex g — Enyknsk)) = Adp-t (Exk — Entkntk) »
Ady(y) (Adg-1 (Evpsks1 —Ex11)) = Mes1Adg1 (Evpsis1 —Exs11)
Ady(y) (Adg-1 (Ev g1 — Ensrr1,1)) = ﬁAdQ—l (E1js1 — Enrs1,1) 5

et

Ady(y) (Adg-1 (Exyrit1 = Entisinrir)) = 1o Ado-1 (Ex1041 = Engis1n4k+1) 5

Ady(y) (Ady-1 (Exsrnist — Eringis)) = Msrthig1Adg1 (Epgtnsi1 — Eiptnsirt)

| Adp(y) (Adp-1 (Epsisr i1 — Enyivijs1)) = +AdQ,1 (Enskt 1041 — Ensi41041) -

T A1
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Lineer Ad,, () doniisiimiiniin %72(2” +1,0) tabanindaki matrisi asagidaki gibidir:

L., 1, 2<k<n+1;

A’k+17 1<k<n
1 )
m, 1<k<l’l,
Diyag
Mt -
L 1<k#I1<n

Mvihigr, 1<k<i<n;

1
Bu durumda %,(5,41,c) tabamna karsilik gelen Ad () : 0(2n+1,C) — 0(2n+1,C) lineer
doniistimiiniin matrisindeki determinantin det 7 = 1 oldugunu elde ederiz. Boylece Reide-

meister torsiyon E? kaldiriliglarindan bagimsizdir.

0 I,
I, 0

0(2n,C)={A€gl(2n,C) |JA+AT=0},J =

Lie cebirine sahip G = O (2n,C) ortogonal grubunu ele alalim. Bu durumda

Bir Q € GL (2n,C) i¢in asagidaki esitlikler saglanir:

24 0 - 0

0 2 :
op(mot=|. " . =D, p(y)=0"'DQ.

0 - 0 7LG_
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Burada p (y) € O (2n,C)’nin 6zdegerleri A1, ..., Ay, dir. Ortogonal grubun
0(2n,C) = {A € M2yx2, (C) |AVA =T}

olarak tanmimlandigini biliyoruz. Bir v = [vy,...,v,] # 0 igin Av = Av esitligi vardir ve asa-

gidaki esitlikler saglanir:

JAY = AJv,

J
~ =

AlJAy = AA'Jv,
A (Jv) = 5.

Dolayisiyla A1, ..., A, %1, el % Ozdegerlerini elde ederiz.
0 (2n,C) Lie cebirinin
Exi—Envintk, 1<kl<n,
Bonc) = Einti—Eipsi, 1 <k<l<n,

Enikg—Epvih, 1<k<I<n

tabanini ele alalim. Asagidaki esitliklerin saglandigini biliyoruz:

Adpy(y) (Eij) = Ady 1pg (Eij) = Ady 1 0o AdpoAdy (E; ;) = (Adg) ™" oAdpoAdy (Eyj).

0 (2n,C)’nin bagka bir taban1 agagidaki gibi olur:
Ady-1 (Exg) —Ady-1 (Epsinek), 1<kl <n,

%;(2%@) = AdQ—l (Ek,n—i—l) —AdQ—l (El,n+k> , 1<k<[l<n,
Ady1 (Epsig) —Adp1 (Eng), 1 <k<I<n,
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Buradan asagidaki esitlikler vardir:

(

AdP(Y) (AdQ” (Ek,l _En+lvn+k)> = %Adgfl (EkJ —En+l,n+k) )

Adp(y) (Adg1 (Eins1 — Einrk)) = MhAdg1 (Epst = Epnk)

| Adp(y) (Adp-1 (Entrg — Entix)) = ﬁAdel (Entit — Enti) -
@; (21,0) tabanindaki lineer Ad,,(,) doniisiimiiniin matrisi asagidaki gibidir:
e 1 <kiIl<nm

A’

Diyag | LA, 1<k<I<n;

PBo(2n,c) tabamna karsilik gelen Ad,(y) : 0 (2n,C) — 0 (2n,C) lineer doniisiimiintin matrisin-

deki determinantin det 7 = 1 oldugunu elde ederiz. Bu durumda Reidemeister torsiyonun Ei-’

kaldirilislarindan bagimsiz oldugu elde edilir.

0 I
sp(2n,C) = {A € gl(2n,C) |AJ+JA=0},J =
~I, 0

Lie cebiri olan G = Sp (2n,C) simplektik grubunu g6z 6niine alalim. Bu durumda

Adp(y) Dsp (2”,@) — 5P (2]1,@)
. — pMp(y)".
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Bir Q € GL (2n,C) i¢in asagidaki esitlikler saglanir:

A 0 - 0
0 A 5

opmot=| " .| =Ppn=07"D0.
(0 - 0 A

Burada A, ..., A2, p (y) € Sp(2n,C)’nin 6zdegerleridir. Biliyoruz ki

Sp(2n,C) = {A € GL(2n,C) |AJA =T} .

Birv = [vy,...,v,] # 0 igin Av = Av esitligi vardir ve asagidaki esitlikler saglanir:

( Av
N
AJ Ay = Jv,
—— ~—
Aw w
AAwW = w,
fy — 1
\ A'w = zw.
Boylece i = 1,...,n olmak iizere A, ; = )ufl.
sp (2n,C) Lie cebirinin
(
Ek,k - En+k,n+k> 1<k< n,

B Ek.,l _En+l,n+k7 1 < k 7é l < n,
s5p(2n,C) —
s Exnvi+Enik, 1<k<I<n,

| Entik T Epiks, 1<k<l<n
tabanini ele alalim. Asagidaki esitliklerin saglandigini biliyoruz:

Adyy (Eij) = Ady-1po (Eij) = (Adg) ™' 0AdpoAdy (E; ).
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sp (2n,C)’nin tabanini agagidaki gibi ele alalm:

Adel (Ek,k) —Adel (En+k,n+k)7 1 S k S n,

%I (2 (C) _ AdQ—l (EkJ) —AdQ—l (EFH-I,VH-]{)? 1 S k 7& l S n,
sp(2n, Ady-1(Exnt) +Adg-1(Eppyi), 1<k<I1<n,

\ Aqu (En+l,k) +AdQ—1 (En+k,l)a 1<k<[<n.

Buradan asagidaki esitlikler elde edilir:
(
Adpy(y) (Adg1 (Exg — Envinik)) = Adg1 (Exk — Entinik)

Adp(y) (Adg1 (Exi = Entinti)) = %Adgfl (Exi = Enyin+k)

Adp(y) (Adg1 (Expn1 +Ernik)) = MMAdg1 (Egprr +Epn)

| Adp(y) (Adg1 (Ensix+Enirg)) = ﬁAdQ—l (Ens1+Entiy) -

Bu durumda ‘@;p(Zn,(C) tabanindaki Ad, , lineer doniigiimiiniin matrisi asagidaki gibi olur:

Diyag

PBap(2n,c) tabamnina karsilik gelen Ad), () : sp (2n, C) — sp (2n, C) lineer doniigiimiiniin mat-

risindeki determinantin det 7 = 1 oldugunu elde ederiz. Dolayisiyla Reidemeister torsiyon

E? kaldiriliglarindan bagimsizdir.

0 I,

50" (2n) = {X €s0(2n,C) | —JXJ =X}, J =
—I, 0
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Lie cebiri olan G = SO* (2n,C) Lie grubunu ele alalim. Bu durumda

o(y) : 507 (2n,C) — s0*(2n,C)

t o pp (.

Bir Q € GL (2n,C) i¢in asagidaki esitlikler saglanir:

A 0 - 0
0 A s

opmot=| " , | =P pn=07"D0.
0 - 0 )~2n_

Burada p (y) € SO* (2n,C)’nin 6zdegerleri A1, ..., Ay, dir. Birv = [vy,...,v,] # 0i¢in Av =

Cqrue . . —1
Av esitligi vardir ve i = 1,...,n olmak iizere A,1; = A .

s0* (2n,C) Lie cebirinin
4
Evi—Entinik, V—1(Exi—Enyintk

( ), 1<k<I<n,
(Erx— n+kn+l), 1<k<lI<n,
(B )
(E )

Eix—Entkntis

v—1
Eni1—Erptk, vV—1
| Envkd —Entiks V=1

%50*(2;1) =
L 1<k<lI<n,

ntkd —Envix), 1<k<I<n

tabanini ele alalim ve agagidaki esitliklerin saglandigini biliyoruz:
-1
Ady(y) (Eij) = Ady-1pg (Eij) = (Adg) " oAdpoAdy (Eij).

50* (2n,C)’nin baska bir taban1 agsagidaki gibidir:

AdQ 1(Ek,l Eqq n—O—k)a \/—_lAdQ I(Ek,l_ _ n+k) 1<k<I<n,
%/ o) = Adgy- I(El,k_ n+kn+1)7 \/—_lAdQ 1(Elk— n+kn+z), l<k<I<n
AdQ I(Ekn+l Eln+k)7 \/—_1AdQ I(EknJrl Eln+k)a 1<k<I<n,
| Adg-1 (Eniit —Ens1x) » V=TAdg1 (Enirs —Entix), 1<k<I<n.
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Buradan asagidaki esitlikler vardir:
(

Adp(y (Adg-1 (Exy = Ensinix)) = FAdg1 (Exy—Ensintr)
Ady(y) (Adg-1 (Evg = Ensinrr)) = 3-Adgr (Evg = Ensinr)

Adpy) (AdQ*1 (Ek7n+l _El-,n+k)) - 7L/</11Ade1 (Ek,n+l —El,n+k) )

\ Adp(y) (Adel (EnJrkJ _En+l,k)) = ﬁAdel (En+k7l _En+l,k) .

Lineer Ad,,(,) doniisimiiniin %’; 0*(2n.C) tabanindaki matrisi asagidaki gibidir:

Diyag

Bu durumda #,o+(2,,c) tabanina karsilik gelen Ad,,(,) : 50 (2n,C) — s0* (2n,C) lineer do-
niistimiiniin matrisindeki determinantin det 7 = 1 oldugunu elde edilir. Dolayisiyla Reide-

meister torsiyon Eﬁ-’ kaldiriliglarindan bagimsizdir.

u(n) = {A € gl(n,C) |A* +A =0},

Lie cebirine sahip G = U (n) tiniter grubunu ele alalim. Bu durumda
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Bir Q € GL (n,C) i¢in agagidaki esitlikler saglanir:

At O 0
0 A :

op(et=| " | =Dpn=0"DQ
_0 0 7Ln_

Burada p (y) € U (n) nin 6zdegerleri A1, ..., 4, dir. Uniter grubun

U(n) = {A € Myxn (C) | A*A = I,,}

olarak tanimlandigini biliyoruz. Bir v = [vy,...,v,] # 0 igin Av = Av esitligi vardir ve asagi-

daki esitlikler saglanir:

ATAv = AA*y,
v = AA%y,

%v = A%,

L %v = ATy,

Dolayisiyla %, AT matrisinin bir 6zdegerleridir ve buradan %7 A matrisinin bir 6zdegeridir.

Bu durumda
(Av,Av) = (Av, Av) = AL (v,V),
(Av,Av) = (,A*Av) = (v,v),
AL=1,A|=1,2=¢% 6=06(1) eR.
Boylece A iiniter matrisinin 6zdegerleri ¢/%, ... /% olur.
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u(n) Lie cebirinin
V—1Ex, 1 <k<n,
PBun) = Exi—Erg, 1<k<lI<n,

\/_1<Ek7l+El,k)7 1<k<il<n

tabanini ele alalim. Bu durumda
-1
Adyy) (Eij) =Ady-1pg (Eij) = (Adg) ™ oAdpoAdg (E; ;).

u (n)’nin bagka bir taban1 asagidaki gibidir:
V—1Ady1 (Exx), 1 <k<n,
By =\ Adg-1 (Ers) —Adg-1 (Erx) 1<k<I<n,

V=1 (Ady-1 (Exy) +Ady-1 (Erx)), 1<k<I<n.

Buradan asagidaki esitlikler vardir:

Adp(Y) (AdQ71 (Ek7k>) :‘AdQ71 (Ekvk) )

Adp(y) (AdQ—l (Ek,l) —AdQ—l (El,k)) = ei(ekfel)AdQ—l (EkJ) — ei(elfek)AdQ—l (El,k)
= COS (Gk — Gl)Adel (EkJ — El,k) ~+isin (Gk — Gl)Adel (EkJ + El,k) s

Adp(y) (iAdQ—l (EkJ) -I-iAdQ—l (El,k)) =1 (ei(ek*GI)AdQ_l (EkJ) -|—ei(91*9k)AdQ_l (El,k)>
= —sin (91( — Ql)Adel (EkJ - Elvk) +icos (Gk — Ol)Aqu (Ek7l +El,k) .

%{l (n) tabanindaki lineer Ad,,(,) doniisiimiiniin matrisi asagidaki gibidir:

1,...,1, 1 <k<n;

Diyag
cos (6 —6;) —sin(6 —6))

sin(Ok—Gl) COS(Gk—Gl)

L 1<k<lI<n
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Py (n) tabanina karsilik gelen Ad,,(y) : u(n) — u(n) lineer dontisiimiiniin matrisindeki deter-
minantin det 7 = 1 oldugunu elde ederiz. Boylece Reidemeister torsiyon 21].’ kaldirilislarindan

bagimsizdir.

I, O
u(p,q) ={X €gl(p+4,C) | X*J+JX =0}, J= | *
0 —I,
Lie cebiri olan G = U (p,q) Lie grubunu ele alalim. Bu durumda
Adpyy) : u(p,q) — u(p,q)
t — pMip ().
Bir Q € GL (p + ¢, C) icin asagidaki esitlikler saglanir:
A 0 - 0
; 0 A f ;)
Op(n)Q~'=| . o =D, p(y)=0Q 'DQ.
0 -« 0 Apig

Burada p (y) € U(p,q) nun 6zdegerleri A1, ...,A,,, dir. Biliyoruz ki

U(p.q) = {A €M )x(prq) (C) |[ATA=T}.

Birv= [v 1y ,vaJ # 0 i¢in Av = Av esitligi vardir ve asagidaki esitlikler saglanir:

JAV = AJv,
J
~
AJAy = AA*Jv,
A*(Jv) = 1Jv.
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Boylece %, A* matrisinin bir 6zdegerleridir ve buradan L, A matrisinin bir 6zdegeridir ve

asagidaki esitlikler saglanir:
(Av,v) = (v,A*v),

(Av,v) = <V,Iv> = (v,A*v),
AL=1, [A|=1,A=¢% 6=06(1) eR.

Bu durumda A matrisinin 6zdegerleri €%, ..., ¢! olur.

u(p,q) Lie cebirinin

;

%(Ek,l—El,k)a @(Ek,HrEz,k), 1<k<I<p,

Buipa) = %(EM-I—E;J{), g(Ek7l_El7k); 1<k<p,p+1<Ii<p+yq,
E(Ek,l_El,k)a Tl(Ek,l+Ez,k), p+1<k<I<p+gq,

| V1B 1<k<ptq

tabanini ele alalim. Asagidaki esitligin saglandigin biliyoruz:
-1
Adp(y) (Eivj) == (AdQ) OAdD OAdQ (Ei,j) .

u (p,q) nun bagka bir tabanin1 agagidaki gibi ele alalim:

r 5Ady1 (Exy—Epg) @AdQ,l (Exi+Eig), l<k<i<p
Buipg) = %iZQ_I (Bt +Eie). %A%—l (Exi—Eix), 1<k<p,p+1<I<p+q,
3Ady-1 (Exi—Erg), Y5-Ady-1 (Exi+Epx), prl<k<I<p+q,
V—T1Ady 1 (Exg), ciepia
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Buradan asagidaki esitlikler elde edilir:

(

Ad()<AdQ <EH Eu)):: “&_@3%171<%#)—-“@‘%DMQT1<%$

= COS(Qk — Ql)AdQ_l (Ekl ”‘) _|_151n(9k_ el)AdQ (EkhLEzk) ,

Adyy (mdQ (F3e)) = ( i(ek*"/)Ad (B + et 20ady (@

Adyy (AdQ (M» — O-0Ad, | (%) +e000Ad, (%
= cos (6 — 0;) Ady-1 (M> isin (6, — ;) Ady-1 <M>,

= Sln(@k—GI)AdQ,l <M) +icos (6 — el)AdQ (Ekl Ezk) :

Adp(y) (Adg-1 (Exk)) = Adg-1 (Ex) -

Lineer Ad,,(,) doniisiimiiniin %’{L (p:q) tabanindaki matrisi asagidaki gibidir:

cos (6y — 6;) —sin(6; — 6,

(O=6) —sin(B =6 I<k<I<p;
sin (6, —6;) cos (6 —6))
cos (6, —6;) sin(6,—6)) 1 <k<p,
—sin (6 — 6;) cos (6 — 6) ’ p+1<I<p+gq;

Diyag | "

cos (6, —6;) —sin(6; — 6))
sin (6, —6;) cos (6 —6))

, pH1<k<I<p+gq;

1,...,1, 1<k<p+gq
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Bu durumda %,,(,, ;) tabanina karsilik gelen Ad(,) : u(p,q) — u(p,q) lineer doniiiimiiniin

matrisindeki determinantin det 7 = 1 oldugunu elde ederiz. Dolayisiyla Reidemeister torsi-

yonun Eﬂ.’ kaldiriliglarindan bagimsiz oldugu elde edilir.

I, 0

o(p.q)={Xeagl(p+q.R)|X'T+IX=0},J=
0 -1,

Lie cebirine sahip G = O(p, g) Lie grubunu ele alalim. Bu durumda

Adpyiyy 2 0(p,g) — o(p,q)
o o— pMp(n .

Bir Q € GL (p + ¢, C) i¢in asagidaki esitlikler vardir:

_)Ll 0 --- 0 |
0 2 :

op(mot=|. 7 . =D, p(y)=0"'DQ.
(0 0 Apyg

Burada p (y) € O (p+ ¢)’nun 6zdegerleri A, ..., A, dir.

0 (p,q) Lie cebirinin

3 (Ei—Eii) 1<k<I<p,
Bolpg) = %(Ek,1+E1,k), 1<k<p, p+1<I<p+q,
7 (Eci —En) p+1<k<Ii<p+q.

tabanini ele alalim. Asagidaki esitliklerin saglandigim biliyoruz:

Adpy) (Eij) = (Adg) " o Adp o Adg (Ey ).
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0 (p,q)’nun bagka bir taban1 agagidaki gibidir:

%AdQ*I (Exi —Evg) 1 <k<I<p,
‘%g(p,q) - %AdQ*I (Exy+Ex), 1<k<p, p+1<I1<p+q,
Adg1 (Exy —Evg) p+1<k<I<p+gq.

Buradan asagidaki esitlikler saglanir:

Adp(y) (3Adg1 (Eei+Eri)) = 3EAdg1 (Exg) + 35 Adg-1 (Evi)

i+ i — g
= BtAdg1 (g +vi) + g Adgr (g —vi) = =" Ad g1 (u) + —5"Adg1 (vig)

= cosh (ln uk,)AdQ,1 (ukl) + sinh (ln ,Ltkl)Aqu (Vkl) ,

Adp(y (3Adg1 (Exi—Ery)) = 35:Adg1 (Exi) — 3 3Adg1 (Erg)

M — 7 M+
= %Adel (Ut +vua) — ﬁAdQ* (g —via) = —5*-Ad g1 () + —5*Ad g1 (via)

= sinh (In ;) Adg-1 (ugg) + cosh (In gy ) Ad -1 (vig) -

Burada asagidaki esitlikler kullanilmigtir:

Ep 1 +E; Evi—Epx
Uy = ——> -, Vil = — 5,

Ey; = wg+tvu, Epp = ug—vu,

Moo M €1
A M N T Mt
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%g (r:) tabanindaki lineer Ad,,(,) doniisiimiiniin matrisi asagidaki gibidir:

cosh (In ) sinh (In ) 1<k<p, p+1<I<p+yq,
sinh (In ) cosh (In wy) 1<k<I<p;

Diyag

cosh(Inpy) sinh(Ingy) | 1<k<p, p+1<I<p+gq,

sinh (In ;) cosh (In ) p+1<k<I<p+gq
Boylece %, 4) tabanina karsilik gelen Ad(,) : 0 (p,q) — 0(p,q) lineer doniisiimiiniin mat-
risindeki determinantin det 7 = 1 oldugunu elde ederiz. Reidemeister torsiyonun é? kaldiri-

lislarindan bagimsizdir.

Bu durumda ¢ Lie cebirinin yukarida verilen tabanlardaki lineer Ad,(,) : ¢ — ¢ doniigii-
miiniin matrisindeki determinantin 1 oldugunu elde ederiz. Boylece Reidemeister torsiyon

E? kaldiriliglarindan bagimsiz oldugu sonucuna varilir. m

Bu tip temsil uzaylar i¢in Reidemeister torsiyonun iyi tanimli oldugunu Teorem 5.1.1°de
ispatlanmistir. Bundan sonraki kisimlarda T (C* <K ;%Adp> Aep®p o }120:0 : {hl’}i:0> ye-

rine T <Z, {hp}izo) gosterimi kullanilacaktir. Bununla birlikte
G=G x---xXGy

olmak iizere p : 71 (X) — G homomorfizmasi ve G; yukarida verdigimiz listedeki bir Lie grup
icin Teorem 5.1.1°1 kullanarak bu tip temsil uzaylar1 i¢in Reidemeister torsiyonun iyi tanimli

oldugunu soyleyebiliriz.

5.2. G—degerli Temsil Uzaylari icin Reidemeister Torsiyon Formiilii

Asagidaki sonuclarda, simplektik zincir kompleksi sayesinde bu tip temsil uzaylar i¢in Re-
idemeister torsiyon formiilleri hesaplanacaktir. Oncelikle Kronecker eslemesini, — p kap car-
prmuint ve Poincare dualiteyi hatirflayalm. X, K, G, ¢, p ve ¢, = ¢, ®p 2/ yukaridaki gibi

kabul edecegiz.
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Tanmm 5.2.1. i =0,1,2 i¢in
()« Ct (K;gAdp> x C; <K;€4Adp> — C
Kronecker eslemesi
(6,00pt) =B(t,0(0))

olarak tanimlanir. Burada B, G Lie grubu i¢in Killing formdur.

Kronecker eslemesinin iyi tanimlilif1 B nin konjiigasyon altindaki de8ismezliginden kay-

naklandigini soyleyebiliriz. Ayrica, bu esleme
(,-y + H (Z;%Adp> x H; (Z;%Adp> — C
seklinde genisletilebilir.
u:cC (K;%Adp> % Ci (K;%dp) . Citi (i;c)
kap carpimi
(6: U 67) (0i47) = B(6: ((01+))50) - 0j ((0147) gria))

olarak tanimlanir. Burada 6, j € Ciy <E ;Z) ve K ise K parcalaniginin ¥ evrensel ortiisiine
kaldirthisidir (lifting). Ayrica burada 6; : C; (I?; Z) — 9 veB;:C; (I?; Z) — Y ise Z|m (X)]-

modiil homomorfizmalarim1 gostermektedir.
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U kap ¢arpiminin iyi tanimlhilig1 ¢ Lie cebirinin bozulmamis B : ¢4 x ¢ — C Killing formu
sayesindedir. Bununla birlikte 6; U 6; ise m; (X) temel grubu etkisi altinda bir degismezdir.

Boylece asagidaki kap carpimi elde edilir:

—p : Ct (K;%Adp> x C/ (K;%Adp> — CH(K;C).
Bu kap carpimu biikiimlii kohomolojilere genisletilebilir:

—p : H (Z;%Adp> x H/ (Z;%Adp) — H™/(%;C).

Burada [6;] —p [6;] = [6; —5 0] esitligi vardur.

Eger lokal agikarlagtirmalar diigiiniirsek 6; = o; @ 11 ve 0; = a; @1 esitliklerini elde ederiz.
Burada o; € Hi(Z), aj € Hj(Z) ve t1, 1 € ¢’dir. Boylece 6, —p 9J‘ =0\ Q;j B(l‘l,tz) esitligi

saglanir.

K hiicre-parcalanigina karsilik gelen X yiizeyinin dual hiicre-pargalanisi K’ olsun. Reidemeis-
ter torsiyon altboliim (subdivision) altinda degismez oldugundan o € K ve ¢’ € K’ hiicreleri
en ¢ok bir kez karsilagsacagini diisiinmek genelligi bozmaz. Ayrica her bir hiicrenin ¢api, X
birebirlik (injectivity) yarigapinin yarisina veya daha kii¢iik capa sahiptir. C; (E ; Z) uzayi-
nin ¢; tabanina karsilik gelen C; (IZ s Z> uzayinin tabanini ¢ ile gosterelim ve C; (K’ 394 p>

uzayinn tabani ¢; = ¢} ®p <7 olsun.

K ve K’ hiicre-parcalaniglarinin kaldiriliglar: sirasiyla K ve K’ olsun. i = 0,1,2 olmak iizere
(dizei © Ci(Kiag, ) % Coi (K's%aa,) — € (5.2)
kesisim formu asagidaki gibi tamimlanir:

(01®1,0000);, ; = Y, O1.(yeo) B(ti,ye1n2).
vem (X)
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Burada y’nin ¢, deki etkisi ortii fonksiyonu (deck transformation) etkisi ve #,’deki etkisi ise
eslenik etkisidir (adjoint action). “.” kesisim esleme sayisini (intersection number pairing)

gostermektedir.

o1, 0> ve m(X) temel grubunun ¥ evrensel ortiisii iizerindeki etkisi kompakt olmasi top-
lamanin sonlu bir kiimenin {izerinde oldugunu gosterir. Kesisim esleme sayisi ters-simetrik
olmasindan ve B conjugasyon altinda degismez olmasindan dolay1 (-, ')i,2—i kesigsim formuda
ters-simetriktir. Bununla birlikte kesisim egleme sayisinin ayni dzelliginden dolay1 (-, -) i

kesisim formu d —uyumlu olur.

(5.2) kesisim formunun biikiimlii homolojilere dogal genislemesinden ve biikiimlii homolo-
jilerinde hiicre-parcalanisindan bagimsiz olmasi 6zelliginden asagidaki ters-simetrik bozul-

mamis form elde edilir:

[]ini @ Hi (ZQgAdp) X Hy_; <Z§gAdp) — C. (5.3)

)

i =0,1,2 icin (5.3) kesisim formlarinin ve Kronecker eslemesinin izomorfizmalar1 birlegti-

rilirse asagidaki Poincare dualite izomorfizmalar elde edilir:
* .
PD : H; (Z;gAdp> = Hy, ; (Z;gAdp> ~ g2 (Z;gAdp> .

Bu durumda i = 0, 1,2 olmak iizere asagidaki degismeli diyagram vardir:

Hz_i<2;§¢Adp) X H’(Z;gAdp) —4 H?(%;0)
TPD TPD ®) T (5.4)

['7'}i,27i

Hi(Z9p,) x Hri(Tia,) =5 C

Burada C — H? (X;C) izomorfizmas: 1 € C’i, H 2 (X;C) temel iiretecine gonderir ve bu izo-

morfizmanin tersi X izerindeki integrasyondur.
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Degismeli (5.4) diyagramini kullanilarak agagidaki esleme elde edilir:
Qiry : H (Z;gAdp) x H* (Z;gAdp) —2 H?(Z:C) A C.

Burada Q; 1, Rep(X, G) tizerindeki G Lie grubunun Atiyah-Bott-Goldman simplektik formu

olarak adlandirilir.

Onerme 5.2.2. X, K, K', G, 9, p ve ) = ¢p ®p & yukaridaki gibi ise
D, =C. (K:%,) ©C. (K'sq, )

o—uyumlu tabanlari olan bir C—simplektik zincir kompleksidir.

Ispat. Daha once de belirttigimiz iizere (-,-) in—i+ G (K N p> X Cy_j <K’ ;%Adp> — C ke-

sisim formu

(01©11,00®0), ; = Y, O1.(yeo) B(t1,7e0)
vem(X)

seklinde tanimlandiini biliyouruz. Burada y’nin o,’deki etkisi ortii fonksiyonu etkisi ve
tp’deki etkisi ise p(7y) nin eslenik etkisidir. “.” kesisim sayis1 eslemesini gostermektedir. Ay-

rica B ise ¢ Lie cebirinin Killing formudur. Bununla birlikte
Wi : DixDy_; — C

formu, (5.2) formunun C; <K;%Adp> X Co_j (K;%Adp> ve C; (K’;%Adp> x Co_j (K’;%Adp>
izerinde sifir olarak genisletilmesinden elde edilen bir bilineer doniisiim olarak kabul edelim.
Aslinda bu (+,-) i2—; kesisim formu bilineer, ters-simetrik ve d—uyumlu oldugu i¢in @w;z—;

ile ayn1 ozelliklere sahip olur. Dolayisiyla D, bir C—simplektik zincir kompleks olacaktir.
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C; (IZ ; Z) ‘nin ¢; tabanina karsilik gelen C; (IZ’ ;Z) uzayinin ¢; tabant kullanilarak D, simp-
lektik zincir kompleksinin @—uyumlu tabana sahip oldugunu elde ederiz. Bu durumu daha

ayrintili agiklamak gerekirse, K hiicre-pargalaniginin i-boyutlu hiicreleri i¢in

{el,... e}

bir taban ise K’ hiicre-pargalaniginin (2 — i)-boyutlu hiicreleri i¢in

karsilik gelen tabami gerer. K ve K’ hiicre-parcalanisindaki hiicreler bir kereden fazla kar-
. N/ :
stlasmaz. Bu durumda ¢'; tabani <e’j> tabani ile tam olarak bir kere kargilasir, diger (g;()/

tabani ile karsilasmaz. Boylece {e’i yee ,efni} tabaninin {e’i, . ,eini} kaldirilislarini sabitle-

digimizde
(@)

karsilik gelen dualde de sabitlenmis olacaktir. Bu durumda asagida verilen esitlikler saglanir:

P

<(€A’;) R X, <e;3>/®y> = B(x,y)@.(ek)lzB(x,y)Saﬁ.
i2—i

o = {aﬁ }dﬁn:nl% bir ¢ Lie cebirinin B—ortonormal tabani oldugunu biliyoruz. i = 0, 1,2 ol-

mak tizere C; <K 1904 p> ve Cy_; (K’ 194 p> uzaylarinin tabanlari sirasiyla {e’;x ®ag }a 5 ve

{ (/egy ®b3} olsun. Burada bg = B (ag,ag) ag’dr. C; <K;%Adp> aC; (K’;%Adp> uzay1
a7

icin bu tabanlar kullanilirsa D, simplektik zincir kompleksinin @—uyumlu tabanlar elde

edilir. Boylece Onerme 5.2.2’nin ispati tamamlanmus olur. m

Asagidaki teoremde, ¥ yiizeyinin 7; (X) temel grubundan yukarida ele aldigimiz G Lie gru-
buna giden p : m;(X) — G temsillerini diigiinecegiz ve bu tip temsiller i¢in bir Reidemeister

torsion formiilii kuracagiz.
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Teorem 5.2.3. X, K, K’ ve p yukaridaki gibi olsun. i = 0,1,2 olmak iizere ¢; ve ¢} sira-
swyla C; <K ;%Adp) ve C; (K’ ;%Adp) uzaylarina karsilik gelen geometrik tabanlar olsun. Bu

durumda i =0,1,2 icin H; Z;%Adp) uzaymn bir tabani h; ise asagidaki egitlikler saglanir:

(i)
T (= 0} | = %’
(i)

T (0 20) | = Y az o ey

|6 (h%,h%)
Burada A (h;,hy ),
[', ']i,Zfi . H; (Z;gAdp> X Hy_; (ZGgAdp) — C

kesisim eslemesindeki h; ve hy_; tabanlarina karsilik gelen matrisin determinantidir. Ayrica

0 (hz_i,hi) ise
Qiri : H <Z;gAdp> x H>™ (Z;gAdp> — H*(%;C) k¢

eslemesindeki W ve W~ tabanlarina karsilik gelen matrisin determinantini gostermekte-
dir. Son olarak h;, H; (Z;E?Adp> uzayn bir tabanidir ve hi ise h; tabanina karsilik gelen
H (Z;%Adp) uzaymn Poincare dual tabanidir.

Ispat. Onerme 5.2.2 yardimiyla
D, = C, (K;gAdp> ® Cs (K/;gAdp>

zincir kompleksinin ¢; ve ¢; geometrik tabanlarina sahip @—uyumlu bir C—simplektik zincir

kompleks oldugunu biliyoruz. Bu durumda

Wj2—; : DixDpy_; — C
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G (K;gAdp)@Ci (K';gAdp) X Cr (K;gAdp)@CZ—i (K';gAdp> — C

bilineer doniisiimil vardir. Dolayisiyla Teorem 3.2.4 kullanilarak asagidaki esitlik elde edilir:

(=1

2
)'Jr (D*, {ci@cg}izo,{hi@h,-}f:o)’ — |A (ho @ ho, ho & h2)[\/[A (hy S hy,hy Dhy)]
(5.5)

Burada A (hg ®hg,hy @ hy) asagidaki verilen esitligi gostermektedir:

0 [" ']0,2

hy ve h, tabanlarinda )
det = —A(hg,hy)". (5.6)

['7 ']0,2 0

hy ve h, tabanlarinda

Ayrica, bozulmamis

[lop = Ho (Z;gAdp> X Hy (Z;gAdp) — C
formu

()02 Co (K;%Adp> &) <K’;gAdp> — C
kesisim formunun bir genisletilmesini gostermektedir.

Benzer sekilde A (h; @ hy,h; @h;) asagidaki verilen esitligi gostermektedir:

0 ['7 ']1,1

h; tabaninda 5
det =A(h,hy)”. 5.7
- ['7 ']1,1 0
h; tabaninda
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Ayni sekilde biliyoruz ki ters-simetrik bozulmamaig

RRIREE: <Z§gAdp) x H\ (Z;%xdp) — C
formu

()i 2 G (K;gAdp> x Cy <K’;€4Adp> — C

kesisim formunun bir genisletilmesidir.

[ -]171 formunun ters-simetrik ozelligiyle birlikte (5.6) ve (5.7) esitliklerini goz Oniine alin-

diginda (5.5) esitligi asagidaki gibi olur:

2 A (ho, hy)[?
‘T (D*, {ci@c;}izo’{hi@hi}iz:0> ’ = Ay (5.8)

Bununla birlikte Lemma 3.1.3 kullanilarak asagidaki esitligin saglandigini biliyoruz:
2
T(D.{cod}l, (hionly) =T (C. (Ki%ag, ) {etio tidlo) . 59
Son olarak (5.8) ve (5.9) esitlikleri kullanilirsa asagidaki denklem elde edilir:

‘T (E: {hi}iZ:O)’ = |A(hg,hy)|-\/|A(hy,hy)| -y,

Boylece (i)’nin ispat1 gosterilmis oldu.
Asagidaki degismeli diyagrami diisiinelim:

HY (z;%dp) % H (E;%dp> R H2(3C)
TPD TPD O T

[+ i

H; (z;%dp> x Hz,i(z;%dp> i
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Bu degismeli diyagram sayesinde 0 (hzf", hi) -A(h;;hy_;) = 1 esitliine ulagilir ve bu esitlik

sayesinde (ii) ispatlanmigtir. m

Ayrica, Hy (Z;%Ad p> ve dolayisiyla H; (Z;%Adp> sifir olmas1 durumunda Theorem 5.2.3’¢

gore asagidaki esitlikler saglanir:

T(Z{0,hy,0})] = ——— —

& (h!. n")].
|A(hy,hy)] 5 (00l

Burada 0 = 1.0 konvensiyon kullanilir ve dolayisiyla A(0,0) = 1 elde edilir.

Not 5.2.4. W. Gu ve R. Arenas, G, Istisnai grubunu incelemislerdir [37]. R.L. Bryant’in [38]
calismasinda yer alan G, Istisnai grubunun % Lie cebirindeki goriisiinii dikkate alinarak ve
orada gelistirdikleri geometrik diisiinceler kullanilarak, W. Gu ve R. Arenas %, Lie cebiri

icin agagida verilen tabani ele aldilar:

X2
X3
Xy

X1 = Er3—E3p+Es4—Eys,

Ez1—Ei3+Ees—Esg,
Eip—Ex1+E74—Ey47,
Er6—Eep+Es) —Es,
Ei4—E41+Ey7—E7),
E71—E17+Eyq—Ey4p,
E¢1 —E16+Esp—Eys,

YI = Ey5—Ess+Ee¢7—E7p,

Eq6—Eca+E75—Es7,
E47—E74+Ese—Egs,
E37—E73+Ee2—Eng,
Ey7—E7p+E36—Eg 3,
Ey7—E71+E35—Es3,
Ers—FEsp+Es3—E34.

Bununla birlikte, {exp(X;), exp(Y;):i=1...,7} lerin G, Istisnai grubunu gerdigini de is-
patladilar. E; ; burada i j—girdileri 1 ve diger yerlerde sifir olan 7 x 7 kare matrislerdir. Konu
hakkinda ayrintili bilgi i¢in okuyucuya [37] nolu kaynakta bulunan 5. Boliime bakilmasi

Onerilmektedir.
F. Bernardoni ve arkadaslar1, F; Istisnai grubunu arastirmiglardir [39] ve .%4 Lie cebirini iis

alarak (exponentiating) {exp(c;) :i = 1,...,52} lerin Fj Istisnai grubunu gerdigini ispatla-

miglardir. Burada {¢; : i = 1,...,52}, %4 Lie cebirinin tabamdir [39, Sayfa 912]. Benzer
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sekilde, F. Bernardoni ve arkadaglari [40] makalesinde ise .%4’iin {c¢; : i =1,...,52} taba-
nina {c; : i = 53,...,78} taban elemanlarini ekleyerek Lie cebiri & olan Eg Istisnai gru-
bunun {¢; : i =1,...,52,53,...,78} tabanim elde etmiglerdir. Bununla birlikte {exp(c;) :
i=1,...,52,53,...,78} in Eg Istisnai grubunu gerdigini gostermislerdir. Bu konu hakkinda
detayl bilgi sahibi olmak icin [40] makalesine bakiniz.

Simdi ise yukarida bahsedilen ¢4 € {%,,.%4,&} Lie cebirine karsilik gelen {b;} taban ele-
manlarin diisiinelim. Bu durumda ¢ Lie cebirinin yukarida verilen tabanlara karsilik gelen

lineer Ad

exp(b) - ¢ — ¢ doniigiimiiniin matrisindeki determinantin 1 oldugu Matlab prog-

rami (Ek 1., Ek 2., Ek 3.) kullanarak gosterilmistir [41]. Dolayisiyla Reidemeister torsiyon

éi.’ kaldirilislarindan bagimsiz oldugu sonucuna varilmistir.
Boylece %, %4 ve & degerli temsil uzaylar i¢in Reidemeister torsiyonun iyi tanimli ol-

dugunu [41, Theorem IV.1]’de ispatlanmistir. Bununla birlikte Teorem 5.2.3’de elde edilen

sonuclarin bu tip temsil uzaylar: i¢cinde saglandig1 gosterilmistir [41, Theorem IV.3].
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6. UYGULAMALAR

Bu boliimde, Teorem 5.2.3’de elde edilen sonuglarimizi serbest veya ylizey grubunun iyi
temsillerine ve Schottky temsillerine uygulayacagiz. Bu konu hakkinda detayli bilgi icin

okuyucuya [42] makalesi onerilmektedir.

6.1. Serbest veya Yiizey Grubunun Iyi Temsilleri

I" sonlu iiretecli bir grubu ve G ise kompleks rediiktif (reductive) cebirsel bir grubu gostersin.
Ornegin; klasik matris grubu, GL (n,C), SL(n,C), O(n,C), Sp(n,C). Eger p ('), G grubu-
nun herhangi bir parabolik alt grubunu icermez ise, p : I' — G temsili indirgenemez olarak

adlandirir.

Hom (T, G), T" grubundan G grubuna giden tiim homomorfizmalarin kiimesini gostersin ve
Hom™? (T, G) ise I"nin indirgenemez G—temsillerinin kiimesi olsun. Hom”? (T", G) uzay1
Hom (", G)’nin bir Zariski acik alt kiimesidir [42, Onerme 27]. Hom™ (T",G) kiimesi G
konjigasyonu altinda etkiyen degismezdir. Hom™ (", G) kiimesindeki her yoriinge kapalidir
[42, Teorem 30] ve kategorik bir boliimdeki her bir denklik sinifi bir tek kapali yoriinge

icerir. Bu durumda

Hom™ (I',G) //G

kategorik boliimii kiime-teorik (set-theoretic) boliim ile cakisir. Bunu x”¢ (T, G) ile gostere-

lim.
I" bir serbest veya yiizey grup, G ise GL (n,C) veya SL (n, C) oldugunu kabul edelim. Bu du-
rumda Y™ (T, G) bir diizgiin manifoldtur [42, Onerme 49]. Eger goriintiisiiniin stabilizatorii

G’nin merkezi ile ¢akisir ise indirgenemez p : I' = G temsili iyi olarak adlandirilir. Bu tiir

homomorfizmalarin kiimesi Hom (I", G) nin Zariski acik bir alt kiimesidir [42, Onerme 33].

% (T, G) = Hom™ (I",G) /G

57



olmas1 durumunda y?(T',G), ™ (I',G) uzaymm agik bir altkiimesidir ve I" serbest ve

yiizey gruplari i¢in bir diizgiin manifoldtur [42, Sonug 50].

Y, cinsi g > 2 olan kapali yonlendirilebilir bir yiizey olsun ve I ise X, yiizeyinin 7y (X,)

temel grubunu gostersin. Bu durumda p : I' — G indirgenemez ise i = 0,2 i¢in
H; (Zg;gAdp> —H' (Zg;gAdp> =0

olur [28].

Bunlar birlestirilir ve Teorem 5.2.3 uygulanir ise asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 6.1.1. X, cinsi g > 2 olan kapali yonlendirilebilir bir yiizey, G kompleks rediiktif
cebirsel bir grup ve T ise ¥4 yiizeyinin 71y (X,) temel grubu olsun. Bu durumda p € xV (T, G)

icin asagidaki verilen esitlikler saglanir:

TS hih)| = = /13 (b, )|

VA (hy,hy)|

Burada A (hy,hy),

[".]171 . Hl (Zg;gAdp> ><H1 <Zg;gAdp> — C
kesisim eslemesinin h| tabanina karsilik gelen matrisin determinanti, & (h1 , hl) ise

1 1 —B 2 feg
9171 : H (Zg;gAdp) X H <Zg;gAdp> — H (Zg;C) — C

Atiyah-Bott-Goldman simplektik formunun h' tabanina karsilik gelen matrisin determinan-
tidir. Ayrica hy, H; <Zg;gAdp> uzaywn bir tabanmidir ve h! ise hy tabamina karsilik gelen

H! <Zg;gAdp) uzaymn Poincare dual tabanidir.
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Hg, g > 2 olan kulplu-cisim (handlebody) ve X, ise H, kulplu-cisminin sinir yiizeyi olsun.
M, H, manifoldunun ikiye katlanmigini (double) ve G ise Lie cebiri & olan rediiktif bir Lie

grubunu gostersin.
p : m(Hy) — G,

bir homomorfizma 6yle ki por : m (X,) — G iyi bir homomorfizma olsun. Burada r :
7y (Xg) — 7 (Hg) homomorfizmas: 0H, — H, gommesi (embedding) ile elde edilen homo-
morfizmadir. Ayrica p : my (H,) — G bir iyi temsildir [42, Not 65]. Asagidaki zincir komp-

lekslerin kisa-tam dizisini goz Oniine alalim:

0 C. (25 %aa,, ) — Co (Hei%ag, ) ©C. (Hyi%aa, ) — Co (Miag, ) — 0. 6.1)
(6.1) dizisine karsilik gelen 77, Mayer-Vietoris uzun-tam dizisi ise asagidaki gibi olur:

0 Hy (54, ) = Hy (He:Gaa, ) @ Hs (HeGaa, ) — Hy (M;%Adp>
H l(zg;fm,m) — H (Hy%pg, ) & Ha (HeGaa, ) — Ho (M;‘%dp)
H, l():g; Yrdp ) = Hi (HsSaa, ) & Hn (HgGag, ) = H (M;‘%dp)
" l(zg;%dpo,) () 0 () > () 0.

Teorem 6.1.2. X, Ho, M, G, 9, p ve r yukaridaki gibi olsun. (6.1) kisa-tam dizisini ve
karsilik gelen (6.2) Mayer-Vietoris uzun-tam dizisini goz oniine alalim. i = 0,1,2,3 icin hng,
H; <Hg;gAdp> uzaymin tabani olsun. Bu durumda j = 0,1,2,3 ve k = 0,1,2 olmak iizere
H; (M;%Adp> ve H <Zg§gAdpor> uzaylarmn sirastyla tabanlar hy[ ve hfg vardir oyle ki bu
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tabanlara karsilik gelen (6.2) uzun-tam dizisinin Reidemeister torsiyonu 1 olur ve asagidaki

Sformiil gecerlidir:

(o )| - e ()

Ispat. Biliyoruz ki p o r iyi oldugundan dolay1 H (2g2gAdpor> ve H (Zg§gAdpor) sifirlanir.

Boylelikle (6.2) uzun-tam dizisini asagidakiler gibi yazabiliriz:
0 — H3 <Hg;gAdp> @Hg, (Hg;gAdp> — H3 (M;gAdp> — 0, (63)

0 — H (Hy:%aa, ) © H (Hyi%aa, ) — Ho (Mi %, )

l ‘ (6.4)

H (Zg;gAdpor) — H (HgQgAdp> G H; (Hg;gAdp> — H (M;gAdp) — 0,

0 — Hy (Hg;gAdp> @ Hy (Hg§gAdp> — Hj (M;gAdp) — 0. (6.5)

J=0,3i¢in H; (M;%Adp) uzayinin tabani, (6.3) ile (6.5) kisa-tam dizilerinden elde edilen
izomorfizmalar ve H; (Hg;gAdp) uzayinin h?f” tabani kullanarak elde edilen taban diisiiniil-

mektedir.

Poincare dualiteyi ve (6.4) dizisinin tamligim1 kullandigimizda

2dim Hy (Hg;%dp) — 2dimH, (Hg;%dp> — dimH, (zg;%dpor)

esitligine ulagiriz. Bununla birlikte [42] nolu kaynakta bulunan Teorem 61’den

H) (Hg;%dp> =0
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elde edilir. Dolayisiyla (6.4) dizisi agsagidaki hale gelir:

00— H (M;gAdp> — H (Zg;gAdpor>

[ | (6.6)

H, (Hg;%dp> @ H, (Hg;%dp) s H, (M;%Adp> 0.

(6.6) kisa-tam dizisini daha basit olarak ifade etmek gerekirse, U, V, W ve T sirasiyla
H, (M;gAdp) ,Hl (Zg;gAdpor> ,Hl (Hg;gAdp> G H; (Hg;gAdp> ve Hj (M;gAdp) géstersin.
Bu durumda (6.6) kisa-tam dizisi asagidaki gibi yazilir:

0o-—U-%Sv Pw L o (6.7)

W vektor uzayinin tabanini
{wi,...,wq}
olarak gosterelim. T uzayinin tabanini
hY' = {y (1), Ywa)} = {ywiy) s ¥ (i)}

olarak diisiinelim. U uzayinin herhangi bir h12\/1 tabanim ele alalim. (3.1) ve (3.2) kisa-tam

dizileri kullanilirsa (6.7) dizisi bize asagidaki kisa-tam diziyi verir:
0 — B, =<+ Cp -» B, — 0.

Burada p =0, 1,2°dir.

p = 0 i¢in asagidaki kisa-tam dizi yazilir:

0O — By —T » B 1 — 0.
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Burada

Bo=Imy=T,
B_;=0.

T uzaymin hllw tabanin1 By lizerindeki taban olarak ele alalim. Bu durumda 7' uzayinin ta-

banlar1 i¢in degisim-taban-matrisinin determinanti

Y us{o}),n)] =1

olur.

Benzer sekilde (6.7) kisa-tam dizisi asagidaki gibi yazilir:

Y
0 — By & W —-» By — 0.

Burada

BlzlmB,
By=Imy=T

esit olacaktir. Y : W — By doniisiimiiniin kismui s : Bg — W olarak

W /Kery = Imy

izomorfizmasinin tersini ele alalim. B; uzayinin tabani {wi].; ije{l,....d}\{i1, ;... ,ik}}

olarak diisiiniildiigiinde W’nun tabanlari i¢in degisim-taban-matrisinin determinanti

[{W,'j;ij € {1,...,d}\{i1,i2,...,ik}}Lls(hll\/[),{W],...,Wd}] =1
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olur.

Son olarak ayni sekilde p = 2 i¢in asagidaki kisa-tam dizi elde edilir:

OHBZ<—>V—ﬁ»Bl—>O.

Burada

B> =Ima,

B] :Imﬁ.

B, uzaynin tabanmini o (h}!) olarak ele alalim. Onceki adimda elde edilen B; uzayimn taba-

nin1 kullanalim. 8 : V — B; doniisiimiiniin kismi s : B; — V olarak
V/kerf = Imf

izomorfizmasinin tersini ele alalim. Bunlar birlikte diistiniidiildiigiinde V uzayi icin bir taban
elde ederiz. V uzaymin elde edilen bu tabanim h?g tabani olarak diisiinelim. Bu durumda, V

uzayinin tabanlari i¢in degisim-taban-matrisinin determinanti

Lo () Us ({wiij € {1, d}\ Lisiasoie} ) ] =1
olur.

Dolayisiyla, Teorem 3.1.2 ve Lemma 3.1.3 kullanilirsa agagidaki esitlik saglanir:

T (Hg, {h?g}Z)z _T (zg, {hfg}i) T (M, {n}})). (6.8)

[14] nolu kaynakta bulunan Onerme 2.11 ve Not 4.6 kullamlarak asagidaki esitlik elde edilir:

T (M, {n)) | = 1. 6.9)
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(6.8) ve (6.9) denklemleri bize Teorem 6.1.2°nin ispatini tamamlar. m

Sonu¢ 6.1.3. X, H,, M, G, ¥, p, r, hng, hljvI ve hfg Teorem 6.1.2°deki gibi kabul edelim. Bu

durumda Teorem 5.2.3 ve Teorem 6.1.2 birlikte ele alimirsa asagidaki esitlikler saglanir:

%)

(i)

1

A (b, by

(o )

4

(ii)

3 2
o) e )
Burada A (hfg , hfg ) ,
[ ]ig o H (Zg;gAdpo,> X Hj <Zg;gAder> — C
kesisim eslemesinin h?g tabanmina karsilik gelen matrisin determinanti, o (h1 , hl) ise
Jeg

.Q.|71 . [‘Il (Zg;gAdpor) ><If1 (Zg;gAdpor> i) HZ(Zg;(C) — C

Atiyah-Bott-Goldman simplektik formunun h' tabanina karsilik gelen matrisin determinan-
tidir. Ayrica h?g, H, (Zg;gAdpor) uzaymmin bir tabanidir ve h! ise h?g tabanina karsilik gelen

H! (Zg;%Ad por> uzayin Poincare dual tabanidir.

Asagidaki altboliimde Teorem 6.1.2°nin uygulamalarinin birkacindan bahsedelim.
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6.2. Schottky Temsili ve Thurston Simplektik Formu
Uygulamamiza baglamadan 6nce Thurston simplektik form kavramindan bahsedelim. Bu

konuda daha kapsamli bilgi sahibi olmak i¢in [29] makalesine bakiniz.

X, cinsi g > 2 olan kapal yonlendirilebilir bir yiizey olsun. Eger A C X, kapali ve ayrica
A’nin yapraklar: (leaves) olarak adlandirilan ve 6z-kesisim noktasi olmayan ayrik tam jeode-
ziklerden olusuyor ise A’ya bir jeodezik laminasyon denir (Sekil 6.1). Bu kavramin aslinda

topolojik bir nesne oldugu iyi bilinmektedir.

[£2]

Sekil 6.1. Ug kapal1 yaprakl jeodezik laminasyon

Eger X, — A sonlu tane ideal iiggenden (koseleri sonsuzda olan tiggenlerden) olusuyor ise A

jeodezik laminasyonu maksimal olarak adlandirilir (Sekil 6.2).

Sekil 6.2. Dokuz yaprakli maksimal jeodezik laminasyon

A bir jeodezik laminasyon ve G bir abel grup olsun. A i¢cin G—degerli kesen esdongii (trans-
verse cocycle), A’y1 kesen yaylarin (transverse arcs) kiimesinden G abel grubuna giden bir
fonksiyondur. Ayrica o sonlu toplamsal ve A’y1 kesen yaylarin homotopisi altinda degis-

mezdir. Daha agik bir ifade ile, A’nin k yayin1 kesen yapraklarini ayrik i¢ kisimlarla k; ve k;
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olarak iki alt yaya ayristirlldiginda

o(k)=o0(k)+ 0 (k)

esitligine ulagilir. Benzer sekilde k kesen yayinin sekli A jeodezik laminasyonunun kesen

yapraklar1 vasitasiyla k’ olarak deforme oldugu durumda

o(k)=o0o (k)
esitligi elde edilir (Sekil 6.3).
k K
y 4
W
- ko -

Sekil 6.3. A laminasyonunun yapraklarini kesen k ve k' yaylari

A i¢in G—degerli kesen esdongii grubunu

A (1;G)

olarak gosterelim. Eger A bir maksimal jeodezik laminasyon ve G = R, C, R/27nZ olmak
lizere 7 (A;G) = G%~6 izomorfizmas1 vardir [49]. Ornegin A laminasyonunu tagiyan bir
® C X, kalin tren-yolunu (fattened train-track) kullanilarak .77 (1;R) = R%~° jzomorfizasi

elde edilir.

Bir @ C X tren-yolu, kenar (edge) olarak adlandirilan sonlu tane ‘uzun’ ey, ..., e, dikdort-

genlerden olusur. Bu uzun kenarlar sadece kisa ayritlarda yer alan (muhtemelen bir noktaya
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indirgenmis) yaylar boyunca karsilagirlar. @, ‘kisa’ ayritlara paralel olan yaylar ile yaprakla-
nir (foliated). Ayrica bir dikdortgenin ‘kisa’ ayritindaki her bir nokta bagka bir dikdortgende
de bulunur. Tiim dikdortgenlerin kisa ayritlarinin birlesiminin tiim bilegeni bir yay almakla
birlikte cember degildir. ¥, — ®’nin ZgTID kapanisinda en az 3 dikdortgenin bulustugu nok-
talara karsilik gelen belirli bir ‘sivri uglar’ (spikes) vardir. Ayrica, ﬁ’in hicbir bileseni

0,1 veya 2 sivri ucu olan bir disk veya sivri ucu olmayan bir halka olmamalidir.

@ tren-yolunun kenarlarinin kisa ayritlarin1 kullanarak ve bu ayritlara paralel yaylar yar-
dimiyla ®’nin yapraklanmasini sagladik. Bu yapraklanmadaki herbir kenarin kisa ayritina
paralel olan yaylara ®’nin baglantilar: (ties) denir. Birka¢ kenarin karsilastig1 sonlu tane
baglantilara ® ’nin makaslar: (switches) denir. Eger bir baglanti makasl degilse, o zaman
bir genel baglanti olarak adlandirilir. Eger A tamamen &’nin i¢inde yer alirsa ve A’nin yap-
raklar1 ®’nin baglantilarin1 keser ise, bu durumda A, & tarafindan tasinr (carried) denir
(Sekil 6.4). Bir tren-yolunun insasi ile ilgili daha kapsaml bilgiye [50, 51] kitaplarindan

ulagabilirsiniz.

makas egelen

baglantilar

|

jeodezik laminasyon
yapraklary

tasinar

Sekil 6.4. ® tren-yolu tarafindan tasinan jeodezik laminasyon

® C X, bir tren-yolu olsun. ®’nin kenarlarindaki reel-degerli bir fonksiyon e8er makas ilis-
kisini (switch relation) saglar ise @ i¢in bir kenar agirlik sistemi (edge weight system) adi

verilir. Daha agik bir ifade edecek olursak ®’nin her bir s makasi i¢in ey,...,e,, s'nin bir
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tarafina komgu kenarlar1 ve e, 1,...,e,14 ise diger tarafina komgu kenarlar1 olarak kabul

edelim. Bu durumda

esitligi vardir. @ icin tiim kenar agirlik sistemlerinin reel vektor uzayin # (®;R) ile goste-

relim.

A, @ tren-yolu ile taginan bir jeodezik laminasyon olsun. Esdongii grubundan kenar agirhik
sistemine giden 77 (A;R) — # (P;R) ve as (¢) = o (k.) olarak tanimlanan birebir doniisii-
miinii goz Oniine alahm. Burada k., ¢’nin bir baglantisidir. A maksimal laminasyon oldugu

durumda ise bir

H (A;R)

I

W (P;R)

izomorfizmasi vardir [49].

. . elen . . sag
s, @ tren-yolunun bir makasi olmak iizere ¢5°°" makasin bir tarafindaki kenar1 ve e§°17 ese

makasin diger tarafindaki kenarlar1 gostersin. Burada X, yiizeyinin yonlendirme ve efelen

sol g

gelen kenarindan goriildiigii diisiiniilerek e3°! sola dogru dallanan ve 5 © ise saga dogru dal-

lanan kenardir. Bu durumda % (®) iizerindeki bilineer ters-simetrik
OThurston - W(CI),R) X W(@,R) — R

Thurston simplektik formu asagidaki gibi tanimlanir:

1 a\e;
Ortunton (0.0) =3 L0\ b ()
N
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Burada toplam, @ tren-yolunun tiim makaslari iizerindendir. 77 (A;R) = % (®;R) izomor-

fizmas1 sayesinde
Thurston - %(A;R) X%(X;R) 3 R

Thurston simplektik formu elde edilir. Ayrica @rphyrsion bir cebirsel kesisme sayisidir ve ©’den

bagimsizdir [29,51].

Y, yiizeyinin Teich(X,) Teichmiiller uzayi, X, iizerindeki kompleks yapilarindaki izotop s1-
niflarinin uzayidir. Uniformizasyon Teoremi sayesinde, Sabit Gauss egriligi (—1) olan Ri-
emann metriklerinin izotop simflarinin uzayidir. Bu uzay ayrica, m;(X,) temel grubundan
PSL(2,R) giden tiim ayrik birebir (faithful) homomorfizmalarin konjugasyon siniflarinin
uzay1 ile tanimlanir. Bir A maksimal jeodezik laminasyon ve her m € Teich (X,) hiperbo-
lik metrige kargilik gelen o, € 57 (A;R) kesme egdongiisii (shearing cocycle) yardimiyla F.
Bonahon [29] makalesinde Teich(X,) uzaym .7°(A;R) uzayinda acik bir koni olan €(1)
olarak gommiistiir. Eger k, A’1 kesen bir yay ise 0, (k) kesme egdongiisii, k’nin ug¢ noktala-
rint igeren X, — A bilesenlerine karsilik gelen H? /p,, (1) (£,))’deki iki ideal iiggen arasindaki
‘sola kaymay1’ olger. Burada p,, : 71 (X,) — PSL(2,R), m ile iligkili ayrik birebir (faithful)

temsildir.

Bir p : m(X,) — PSL(2,C) homomorfizmasim diisiinecek olursak asagidaki degismeli di-

yagram saglanir:

H' (Zg;5[(2,C)Adp> < H' (Zg;sl(Z,C)Adp> =5 H2(%,:C)
TPD TPD O T (6.10)

['7' 1.1

H (Z5s1(2.C)pg,) % Hi (Zgsl(2,0)ng,) — €.

Burada C — H? (£,;C) izomorfizmasi 1 € C’i, H* (£,;C)’nin temel iiretecine gonderir ve

bu izomorfizmanin tersi X, lizerindeki integrasyondur.
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PSL (2,C) uizerindeki

- i
Opsiioc) ¢ H' (Zesl(2,0)ng, ) X H' (Zeisl 2,0y, ) —% HA(ZC) =5 C

formuna Atiyah-Bott-Goldman simplektik form adr verilir [28]. @pgy (2 ) ise X, yiizeyinin

Teich(X,) Teichmiiller uzayinin iizerindeki

~B fZ
Ogoman + H' (Tgsl(2.R) g, ) X H' (Zeisl2R),y, ) —3 H2(ZiR) —5R

Goldman simplektik formuyla ilgili oldugu bilinmektedir.

Burada Br determinanti 1 olan reel elemanli 2 x 2 kare matrisler grubunun kiimesi olan
5[(2,R)’nin Killing formunu gostermektedir. Bu durumu daha detayl agiklamak gerekirse,

21,22 € H! (Zg;sl(Z,(C)Adp> olsun. Bu durumda
Li=0QL=0Qui+V-10Qv;

esitlikleri elde edilir. Burada i = 1,2 icin o; € H' (Zg), ti=ui+/—1v;ve u;, v; € sl(2,R).
Dolayisiyla, asagidaki esitligi yazabiliriz:

B(tl,l‘z) = BR (ul,uz) —BR(V17V2) —+ \/—_13[@(141,\/2) + \/—_13R(v1,u2). (6.11)

(6.11) denklemi sayesinde asagidaki esitlik elde edilir:

Wpsi(2,C)(21,22) = OGoldman (1 ® U1, 00 @U2) — OGoldman (01 @ V1,00 @V2)

+ vV —1 0coldman (051 ®u1,0£2®\/2) + vV —1 OGoldman (OC] ®V1,062®u2).
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Bozulmamus ters-simetrik
or : A (L,C)xH(A,C) — C

formu agsagidaki gibi tanimlanir:

ar <Gl +v—10, G{ +v-1 Gé) = Thurston (6176{) — (Thurston (62; Gﬁ)
+ v —1 Orhurston (GZa G{) + v —1 Orhurston (Gla Gﬁ) .

F. Bonahon’un [29] makalesindeki reel-analitik parametre ile elde edilen T, Teich(X,) =

A (A;R) izomorfizmast ele alindiginda

OGoldman — 2C’)I‘hulrston

esitligine ulasilir [52]. @rhyurston Thurston simplektik formunun komplekslestirilmesini dii-

stindiigiimiizde
Wpsy (2,c) = 2007. (6.12)

esitligi elde edilmistir [14]. Bu konuda daha kapsaml bilgiye [14] makalesinden elde edile-
bilir.

F; cinsi g > 2 olan ve X = {x1 e ,xg} tarafindan iiretilen bir serbest grup olsun. F; serbest
grubundan PSL (2, C) Lie grubuna giden homomorfizmalarin kiimesini Hom (Fg,PSL (2,C))

ile gosterelim. Bununla birlikte

p = (P(xl)a--wp(xg))
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doniisiimiinii gz dniine alacak olursak Hom (Fg, PSL(2,C)) ile PSL(2,C)* 6zdeslestirilir.
% (Fg,PSL(2,C))

Hom (Fg,PSL(2,C)) //PSL(2,C)’ nin boliimiinii gdstersin. Bu durumda y (Fg,PSL(2,C))
bir cebirsel varyete (variety) yapisina sahiptir ve Hom (Fg, PSL (2,C)) /PSL(2,C) teorik bé-
liimiinden sadece indirgenebilir noktalarda farklidir. Bilindigi gibi indirgenebilir noktalarin
goriintiileri C iizerinde bir noktay1 sabitler [43,44]. & (Fg,PSL(2,C)) ve & (Fg,PSL(2,C))
sirastyla tiim ayrik, birebir temsiller ve PSL (2,C)’de yogun goriintiiye sahip temsiller kii-
mesidir. & (Fg,PSL (2,C)) agiktir ve bos degildir ve 2 (F,, PSL(2,C)) ise kapalidir. Ayrica
bu kiimenin x (Fg,PSL (2, C))’deki tiimleyeninin hacmi sifirdir [45,46].

i=1,...,¢ olmak iizere A; ve B; dH?>’de 2g ayrik kapal (topolojik) diskler ve YisoonYe €
PSL(2,C) ise C Riemann kiiresinin Mébiiis doniigiimleri olarak kabul edelim. Burada ¥, (A;),

B;’nin timleyeninin kapanigidir.

N, %}

kiimesi Schottky grup olarak adlandirilan mertebesi g olan bir serbest ayrik grubu iiretir.

x; — 7; tarafindan elde edilen p temsili

2 (Fg,PSL(2,C))
icinde kalir.

& (Fg,PSL(2,C))

Schottky temsillerinin kiimesi olsun. . (Fy, PSL(2,C)) bu durumda 2 (Fg,PSL (2,C)) nin
icinde yer alir [47].
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Y. Minsky, x (Fg,PSL(2,C)) uzayimin agik bir
M (Fg,PSL(2,C))

altkiimesinin varligini ispatlamistir [48]. .% (Fg,PSL (2, C)) uzayindan biiyiik olan bu acik

kiime tizerinde Out (F,) diizgiin siireksiz etkir.

Teorem 5.2.3 ve Teorem 6.1.2°de kullanilan argiimanlar ile ayrica (6.10) degismeli diyagram
ve (6.12) denklemi ile yukarida elde edilen sonuglar birlikte ele alindiginda asagidaki teorem

elde edilir.

Teorem 6.2.1. Fy sinirt £, ve cinsi g > 2 olan Hg kulplu-cismin (handlebody) i (H,) temel
grubunu ve M ise Hy 'nin ikiye katlanmigini (double) gostersin. A C Lq sabit bir maksimal
Jjeodezik laminasyon ve p € # (Fg, PSL (2, (C)) olarak kabul edelim. i =0,1,2,3 icin hfg ise
H; (Fg;ﬁl(Z,C)Adp> uzaywn bir tabant olsun. Bu durumda j = 0,1,2,3, k =0,1,2 olmak
lizere H (M;s[(Z,(C)Adp> ve Hy <Zg;5[(27C)Adpor> uzaylarimin sirastyla h?/[ ve hfg olacak
sekilde tabanlari vardir oyle ki verilen tabanlara karsilik gelen (6.2) uzun-tam dizisinin Re-

idemeister torsiyonu 1’°dir. Bununla birlikte asagidaki formiiller saglanir:

(i)
Eg 8
3 2
(v
(0 ) -
(ii)
4 1 Kl
(o)) = o (5 08 |- Vi
(iii)

= /I (e {002 v=Th0})| = 229 g

(i)

73



Burada A (hfg,hgg_o ,
[ oy Hi (zg;s[(z,C)Adpw> ¥ Hy_j (Zg;s[(2,C)Adpor> —C

.. DY )y . .. . —
kesisim eslemesinin h,* ve hy* | tabanlarindaki matrisin determinantini, & (hk,h2 k)

g I
Qo @ HF (zg;s[(z,C)A%) x B2 (Zg;s[(2,(C)Adpor) B H2(Z;C) =5 C

eslemesinin h* ve h*=* tabanlarina karsilik gelen matrisin determinantini ve Qr ise
wr : A (L,C)xH(A,C) — C

kompleks Thurston simplektik formunun b ®+/—1 b tabamindaki matrisin determinantidur.
Ayrica hfg, H <Eg;5[(2,C) Adpor> uzaymn bir tabamdir ve h* ise hfg tabamina karsilik
gelen H* <Zg;5[(2,(C) Adpor) uzaymin Poincare dual tabanini gostermektedir. Son olarak,
X (X380(2,C)) = x (X,)dimcsl(2,C), b ise reel analitik Teich (Xg) — S (A;R) gomme-
sinden elde edilen izomorfizma yardimiyla ve H' <Zg;5[(2,C) Adpo,> uzaymmin h' tabanina
karsilik gelen 7€ (A;R) kesen esdongii grubunun tabamdur [29]. r: 7t (£4) — 71 (Fg) bu-

rada Lo — F, gommesi ile elde edilen homomorfizmadir.

H, sinirt JH =X, U ...U Eg, cinsi en az 2 olan ¢ tane kapal1 yiizeylerden olusan kompakt

bir hiperbolik 3—manifold olsun. G ise Lie cebiri ¢ olan rediiktif bir Lie grup olsun.
p:mH — G

bir homomorfizma 6yle ki i = 1,..., ¢ i¢in p or; : m; (X,,) — G bir iyi homomorfizma olsun.
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Burada r; : m; (£g,) — 71 (H) homomorfizmasi X, — H gommesi ile elde edilen homomor-

fizmadir. Asagidaki zincir komplekslerin kisa-tam dizisini ele alalim:

14
0— '®1C* (Zg[;gAdpori) — Cy (H;gAdp> ®C, <H;gAdP> — Cy (M;gAdp) — 0.
(6.13)

(6.13) dizisine karsilik gelen .77, Mayer-Vietoris uzun-tam dizisi asagidaki gibidir:

14
0 & Hs (Z4i%,,, ) = Hs (Hihaa, ) @ Hs (Hithay, ) — Hs (Mit%ag, )
) |

[

l
.@1 H, (Egi;gAdpori> — H <H§gAdp> ® H, (H;gAdp) — Hy (M;gAdp>
=
|

[

l
.@1 H1 (Zgi;gAdpori> —)Hl <H;gAdP> @Hl (H;gAdp> —>H1 (M;gAdp>
1=
|

[

L
.@1 H <Zgi;gAdpori> — Hy (HQgAdp> @ Hy <H§gAdp> — Hy (M;gAdp) — 0.
1=
(6.14)

Teorem 6.1.2°de kullandigimiz argiimanlardan faydalanarak asagidaki teoremi yazabiliriz:

Teorem 6.2.2. X,., H, M, G, ¥, p ve r; yukaridaki gibi kabul edelim. (6.13) kisa-tam di-
zisini ve (6.14) Mayer-Vietoris uzun-tam dizisini ele alalim. k = 0,1,2,3 icin H (H;%Adp>
uzaywnin tabani th olsun. Bu durumda i =1,... .0, k=0,1,2,3 ve j =0,1,2 olmak iizere
H; <M;§4Adp> ve H; (Zgi;gAdpori> uzaylarumin sirasvyla hkM ve hjz-gi tabanlart vardir oyle ki
bu tabanlardaki (6.14) uzun-tam dizisinin Reidemeister torsiyonu 1 olur. Bununla birlikte

asagidaki egitlik saglanir:

o ()] Ty (s 5, )




Ispat. p o r;’nin iyi olabilmesi icin
H.] (Zgl ’ gAdpori) = O

olmasi gerektigini biliyoruz. Buradai=1,...,¢ ve j = 0,2’dir. Dolayisiyla (6.14) uzun-tam

dizisini agsagidakiler gibi yazabiliriz:

0 — Hy(H:%u, ) 0Hs (H%a,) — Hy (Mi%a,) — 0, (6.15)

0 — Hy (H:%aq, ) @ Ha (H:%aa, ) — Ho (Mi %, )

l ‘ (6.16)

i
© Hi (Zgi;%dpo,i> — H) <H;%dp) © H) (H;%dp) — H) (M;%dp> —0,
0 —s Hy (H;gAdp)eaHo (H;%dp> % Hy (M;%dp) — . (6.17)

k=0,3i¢in H, (M; %d,,) uzayinin tabani, (6.15) ile (6.17) kisa-tam dizilerinden elde edilen
izomorfizmalar ve Hj (H;%Adp> uzayinin th tabanm1 kullanarak elde edilen taban diisiiniil-

mektedir.

(6.16) dizisi daha acik bir ifade ile U, V, W, T ve S sirasiyla Hy (H;%Adp> & H (H;gAdp) ,

l
H, (M;%;dp> , '@1H1 <Zgi;gAdpori> , Hy (H;%Adp> @ H; <H;§¢Adp) ve Hj (M;%Adp> olsun.

1=

Boylece (6.16) uzun-tam dizi asagidaki gibi olacaktir:
0 U2y 2wl rits Lo (6.18)
(3.1) ve (3.2) kisa-tam dizileri sayesinde (6.18) uzun-tam dizisini asagidaki gibi ele alalim:

0 — B, =<+ Cp -» B,_1 — 0.
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Burada p =0,1,2,3,4°diir.

(6.18) uzun-tam dizisinden asagidaki kisa-tam dizi yazilabilir:

0O — By —+ S » B — 0.

Burada

By =1Imd; =Ima =S,

B_1=0.

S uzaymnin fg tabanini o (fBr) olarak kabul edelim. Br burada H| (H;%Adp> S H, (H;%Adp)
uzayinin h{l ile elde edilen bir tabandir. S uzayinin « () tabanin1 By uzaymin tabani olarak

ele aldigimizda S uzaymin tabanlar i¢in degisim-taban-matrisinin determinanti

[oe (Br) Uso ({0}),a(Br)] =1

olur.

p = 1 icin asagidaki kisa-tam dizi elde edilir:
o
0O — By =<« T —» By — 0.

Burada

By =Imod, = Imh = kera,

By =Imo

esit olur. & : T— B doniisiimiiniin kismi sq : By — T olarak

T/B, = B
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izomorfizmasinin tersini diisiinelim. By uzaymin g, = Br \ 51 (& (Br)) tabanini goz oniine

aldigimizda T uzayinin tabanlar icin degisim-taban-matrisinin determinanti

{Br \s1((Br))yusi(a(Br)),{Br} =1

oldugu sonucuna ulasiriz.
p = 2 icin asagidaki kisa-tam dizi yazilabilir:
h
0 — By & W —» B — 0.

Burada

B, =1Imd; = Img = kerh,
B] = Imh.

Bs, ise B, uzayimn keyfi bir tabani olsun. Onceki adimdan elde edilen B; uzayinin tabanin

ele alalim. Ayrica 4 : W— B doniisiimiiniin kismu s, : By — W olarak

W/B, = B

izomorfizmasinin tersini goz Oniine alalim. Bu durumda W i¢in bir taban elde ederiz. Bu
tabani By ile gosterelim. Elde edilen bu tabani g, Ll s2(Bp, ) olarak diistinelim. Bu durumda

W uzayinin tabanlari i¢in degisim-taban-matrisinin determinanti

[{Bs,} Us2(Bg, ), {Br }] =1

olur.
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p = 3 icin asagidaki kisa-tam dizi elde edilir:
0—>B3‘—>V—g»Bz—>0.

Burada

B3 = Imd; = Imf = kerg,

By = Img

esit olacaktir. B uzaymin tabanini Bz, = f(By) olarak ele alalim. Onceki adimdan elde

edilen B, uzayinin tabanin diisiinelim. g : V—B; doniisiimiiniin kismi1 s3 : B, — V olarak
V/By = B,

izomorfizmasinin tersi ele alinirsa V uzay1 i¢in bir taban bulunur. V' uzayinin hg/I tabanini

sectifimizde V uzayinin tabanlari i¢in degisim-taban-matrisinin determinanti

[{Bs;} Us3(Bs, ), {B,}] =1

olur.

Son olarak, p = 4 i¢in asagidaki kisa-tam dizi yazilabilir:

f
0 — By <« U —» By — 0.

Burada

By =Imds = kerf =0,
B3 = Imf.
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Onceki adimdan elde edilen B3 uzaymin tabanini goz 6niine alalim. Ayrica f : U —» B3 do-

niisiimiiniin kismi1 s4 : B3 — U olarak
U/By = Bj

izomorfizmasinin tersi diisiindiildii§iinde U uzay: i¢in bir taban elde edilir. Dolayisiyla U

uzayinin tabanlari i¢in degisim-taban-matrisinin determinanti

[{0} Usa(Bay): {Bss}] =1

olur.

Sonug olarak, .77, dizisinin bu tabanlardaki Reidemeister torsiyonunun 1’e esit oldugu elde

edilmistir.

Teorem 3.1.2 ve Lemma 3.1.3 sayesinde asagidaki formiil gecerlidir:

T (H {h}fg}f))z = ilﬁqr (zg,., {hfg}z) T (M, {n}},).

[14] nolu kaynakta bulunan Onerme 2.11 ve Not 4.6 kullanilirsa asagidaki esitlik saglamr:

(M, {n)M)| = 1.

Boylece Teorem 6.2.2’nin ispati bitmis olur. m

Sonu¢ 6.2.3. X, H. M, G, ¥, p, r;, th, hkM ve hjz.g" Theorem 6.2.2°deki gibi olsun. Bu

durumda Teorem 5.2.3 ve Teorem 6.2.2 birlikte ele alinirsa asagidaki esitlikler elde edilir:

()

(o) =TTy (s )| -1 "

i=1 A(hl ,h>1:gi> ‘
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(ii)

= 090) =11 (5 ;) - 1w

j =0,1,2 olmak iizere /"' burada H b (Zgi;gAdpori> uzayinin hjz-g" tabanina karsilik gelen

HI (Zgi;gAdpori> uzaymun Poincare dual tabanmdir.

H kompakt yonlendirilebilir bir 3—manifoldu i¢in tam hiperbolik yap1 olan
Hol : 7 (H) — Isom™H?® = PSL(2,C)
holonomi temsilinin
Hol : m (H) — SL(2,C)

temsiline kaldirilabilecegi 1yi bilinmektedir [53, 54]. Ayrica, kaldiriliglarin (lifts) ve donme
(spin) yapilarinin H iizerinde bire bir uygunluk oldugu bilinmektedir. Kaldiriliglardan birini

ele aldigimizda ve SL(2,C)’nin sonlu boyutlu bir V temsilini olusturdugumuzda, bir
p : m(H) — SL(V)

temsilini elde ederiz. Her pozitif n tamsayisi igin, boyutu n olan SL(2,C)’nin indirgene-
mez tek bir V,, temsili vardir. Daha acik bir ifade ile, standart V» = C? temsilinin (n—1)-th

simetrik kuvvetidir. V,, ve yukaridakiler goz 6niine alindiginda
pn : m(H) — SL(n,C)

elde edilir. H, smir1 JH =X, U ...U X,, cinsi en az 2 olan ¢ tane kapal1 yiizeylerden olusan
kompakt elementer olmayan bir hiperbolik 3—manifold olsun. Burada H nin holonomisinin

PSL (2,C)’de indirgenemez bir temsili olmasi durumunda H bir elementer olmayandir.
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P. Menal-Ferrer ve J. Porti’nin [54] nolu makalesinde bulunan Teorem 0.1 sayesinde dH C H

kapsamasi
H! (H;s[(n,(C)Adpn) < H' <8H;5[(n,(C)Adpn>
bir gdmmesine, birebir fonksiyona (injection) neden olur. Burada ayrica

dimH' (H;5[(naC)Adpn) = %dimHl <8H;5[(n,C)Adpn>

esitligi saglanacagindan

12 (Hist(1,C),,, ) = H? (9Hisl(n,0),, )
izomorfizmasi vardir.

Y., H, p, yukaridaki gibi olsun ve M, r; ise Teorem 6.2.2°deki gibi kabul edelim. (6.13)
kisa-tam dizisini ve (6.14) Mayer-Vietoris uzun-tam dizisini ele alalim. k = 0,1,2,3 olmak
lizere th ise Hy (H;s[(n,C) Adp,,> uzayinin bir tabam olsun. Bu durumda Theorem 6.2.2
sayesindei=1,...,/,k=0,1,2,3ve j=0,1,2icin th ve hjz.gi sirastyla Hy, (H;H[ (n, (C)Adpn>
ve H; (Egi;sl(n,(C) Adpn) uzaylarinin tabanlar1 olur dyle ki bu tabanlardaki (6.14) dizisinin
Reidemeister torsiyonu 1’e esittir. Bunlar birlestirilir ve Sonug¢ 6.2.3 uygulanir ise asagidaki

sonug elde edilir:

Sonug 6.2.4. X, H, p,, r;, h,I;I ve h];gi yukaridaki gibi kabul edelim. Bu durumda asagidaki

Sformiiller saglanir:

()

T (1, {nf}) | = ﬁ\/’ﬂ" (zg,., {hfg}z) ‘ _ ﬁ éA (h(;:i,hzgi> | |

=1 A(hl i’h?gi>‘
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(ii)

s LA
SNV ECR

(o) =TTy (50|

n="2durumunuve i=1,... L icin A; C L¢, bir maksimal jeodezik laminasyon sabitleyelim.
Eger py: m (H) = SL(2,C) dyle ki pyor; € Teich (£,) , i = 1,... ., ise bu durumda Teorem
6.2.1°deki (iii) esitligini uygulayarak ve oradaki notasyonu kullanarak asagidaki formiil elde
edilir:

(iii)

a3 ¢ . . i éx(ZgA;sl(Z,(C)) ¢ 4
‘T<H7{hk }())‘:H ‘T<Zgi’{07bl@ \% —1 bl70})‘:2 = l H ‘QT,i|'
i=1

I
Burada A (hj ,h2_j> ,

oy B (Zaisl 2,0y, ) X Hooj (4512, 0y, ) — €

.. T Ly, . L . i —i)i
kesisim eslemesinin h jg’ ve h,*! j tabanlarindaki matrisinin determinantini, 0 (hJ i p2 1)7’>

NG

Qjoj B (Sg3s(2,0)ag,,, ) X HP Y (Zaisl (2,0, ) —5 H?(Z4;C)

eslemesinin h/+i ve W= tabanlarina karsilik gelen matrisin determinantini ve Qr ; ise
or @ H(A;C)x A (A;C) — C

kompleks Thurston simplektik formunun b' @ /—1 b’ tabamindaki matrisin determinantin
gostermektedir. Ayrica h]);gi , Hj (Zgi;s[(Z,(C) Adpzori) uzaymn bir tabamini ve hi+ ise h?gi
tabanina karsilik gelen H’ (Zgi;sl (2,C)4 dpyor, ) HZAYIIN Poincare dual tabanini gostermek-
tedir. Son olarak, Y’ reel analitik Teich (X,,) — J (A;;R) gommesi ile edilen izomorfizma
yardimiyla ve H' (Zg[;sl (2, (C)Adpzori> uzaymun h' tabanmina karsilik gelen 7 (A;;R) kesen
esdongii grubunun tabamdir [29]. 1; 2 my (Xg;) — m (H) burada X4, — H gommesi ile elde

edilen homomorfizmadir.
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EKLER

Ek 1. G, Istisnai Grubu icin Matlab Program
Bu ekde, [37] nolu kaynakta da bulundugu gibi Lie cebiri % olan G, Istisnai grubunun
{X;,Y; :i=1...,7} tabani ele alindi. Asagidaki Matlab programi, %, Lie cebirinin bu verilen

tabana kargilik gelen Adexp(x1) 1 %2 — ¢ dOniisiimiindeki matrisin determinantini hesaplar.

Xl=zeros(7); X1(2,3)=1; X1(3,2)=-1; X1(54)=1; X1(4,5)=-1;
Yl=zeros(7); Y1(4,5)=1; Y1(5.4)=1; YI1(6,7)=1; YI1(7,6)=-1;
X2=zeros(7); X2(3,1)=1; X2(1,3)=-1; X2(6,4)=1; X2(4,6)=-1;
Y2=zeros(7); Y2(4,6)=1; Y2(6,4)=-1; Y2(7,5)=1; Y2(5,7)=-1;
X3=zeros(7); X3(1,2)=1; X3(2,1)=-1; X3(7.4)=1; X3(4,7)=-1;
Y3=zeros(7); Y34, 7)=1; Y3(7.4)=-1; Y3(5,6)=1; Y3(6,5)=-1;
X4=zeros(7); X4(2,6)=1; X4(6,2)=-1; X4(5,1)=1; X4(1,5)=-1;
Y4=zeros(7); Y4(3,7)=1; Y4(7,3)=-1; Y4(6,2)=1;, Y4(2,6)=-1;
XS5=zeros(7); X5(1,4)=1; X54,1)=-1; X52,7)=1; X5(7,2)=-1;
Y5=zeros(7); Y52,7)=1; Y5(7,2)=-1; Y5@3,6)=1; Y5(6,3)=-1;
X6=zeros(7); X6(7,1)=1; X6(1,7)=-1; X6(2,4)=1; X6(4,2)=-1;
Y6=zeros(7); Y6(1,7)=1; Y6(7,1)=-1; Y6(3,5)=1; Y6(5,3)=-1;
XT=zeros(7); X7(6,1)=1; X7(1,6)=-1; X7(5,2)=1; X7(2,5)=-1;
Y7=zeros(7); Y7(2,5)=1; Y7(5,2)=-1; Y7(4,3)=1; Y73,4)=-1;

syms X
M1=x*X1;

Al=simplify(expm(M1));

B 1=simplify(inv(A1));
C=[X1,Y1,X2,Y2,X3,Y3,X4,Y4,X5,Y5,X6,Y6,X7,Y7];
for i=0:13

K=C(,7*i+1:7*i+7);

T1=simplify(B1*K*Al);

T1

end

Go %0 %0 %o ToTo %o %o To Fo Fo Yo Yo To Fo Fo Yo Yo To Fo Fo Yo To Fo Fo Yo Yo To Fo Yo Yo To Fo Fo Yo Yo Yo
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Symsx

g2_Xl=sym(zeros(14));

g2 _XI1(1,1)=1; g2 X1(2,2)=1; g2_X1(3,3)=cos(x);
g2_X1(5,3)=sin(x); g2_X1(6,3)=sin(x); g2 _X1(4,4)=cos(x);
g2_X1(6,4)=-sin(x); g2_XI1(5,5)=cos(x); g2_XI1(3,5)=-sin(x);
g2_X1(4,5)=-sin(x); g2_X1(6,6)=cos(x); g2_X1(4,6)=sin(x);
g2_X1(7,7)=cos(x); g2_X1(9,7)=-sin(x); g2_X1(10,7)=sin(x);
g2_X1(8,8)=cos(x); g2_X1(10,8)=-sin(x); g2_X1(9,9)=cos(x);
g2_X1(7,9)=sin(x); g2_X1(8,9)=sin(x); g2_X1(10,10)=cos(x);
g2_X1(8,10)=sin(x); g2 X1(11,11)=(cos(x))"2; g2_X1(12,11)=-(sin(x))"2;
g2 X1(14,11)=-(sin(2*x))/2; g2_X1(12,12)=(cos(x))"2; g2_X1(11,12)=-(sin(x))"2;
g2 X1(14,12)=-(sin(2*x))/2; g2_X1(13,13)=1; g2 X1(11,13)=-(sin(2*x))/2;

22 X1(12,13)=-(sin(2*x))/2; g2_X1(14,13)=(sin(x))"2; g2_X1(14,14)=cos(2*x);
g2 X1(11,14)=sin(2*x): g2 X1(12,14)=sin(2*x);

simplify(det(g2_X1))

ans=
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Ek 2. F, Istisnai Grubu icin Matlab Programi
Bu ekde, .%4 Lie cebirinin {c¢; : i = 1,...,52} taban ele alind1 [39]. Asagidaki Matlab prog-
raminda ise, 74 Lie cebirinin bu verilen tabana kargihk gelen Adeyp(c1) : F4 — F4 lineer

doniisiimdeki matrisin determinanti hesaplanmusgtir.

syms X

Ml=x*cl;

Al=simplify(expm(M1));

B 1=simplify(inv(A1));
C=[cl,c2,c3,c4,c5,c6,c7,c8,c9,c10,c11,c12,c13,c14,c15,c16,c17,c18,c19,
c20,c21,¢22,c23,c24,c25,¢26,c27,¢28,¢29,¢30,¢31,¢32,¢33,c34,¢35,c36,
c37,c38,¢39,c40,c41,c42,c43,c44,c45,c46,c47,c48,c49,c50,c51,¢52];

for i=0:51
K=C(:,27*1+1:27*1+27);
Tl1=simplify(B1*K*Al);
T1;

end

Go %0 %0 %o ToTo %o Yo To To Fo Yo Yo To Fo Fo Yo Yo To Fo Fo Yo To Fo Fo Yo Yo To Fo Yo Yo Fo Fo Fo Yo Yo Fo
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Symsx

f4_cl=sym(zeros(52)); f4_cl(1,1)=1; f4_c1(2,2)=cos(x);
f4_c1(3,2)=sin(x); f4_c1(3,3)=cos(x); f4_c1(2,3)=-sin(x);
f4_c1(4,4)=cos(x); f4_c1(5,4)=sin(x); f4_c1(5,5)=cos(x);
f4_c1(4,5)=-sin(x); f4_c1(6,6)=1; f4_c1(7,7)=cos(x);
f4_c1(8,7)=sin(x); f4_c1(8,8)=cos(x); f4_c1(7,8)=-sin(x);
f4_c1(9,9)=1; f4_c1(10,10)=1; f4_c1(11,11)=cos(x);
f4_c1(12,11)=sin(x); f4_c1(12,12)=cos(x); f4_c1(11,12)=-sin(x);
f4_cl1(13,13)=1; f4_cl1(14,14)=1; f4_cl1(15,15)=1;
f4_c1(16,16)=cos(x); f4_c1(17,16)=sin(x); f4_c1(17,17)=cos(x);
f4_c1(16,17)=-sin(x); f4_c1(18,18)=1; f4_c1(19,19)=1;
f4_c1(20,20)=1; f4_c1(21,21)=1; f4_c1(22,22)=cos(x/2);

f4_c1(23,22)=sin(x/2); 14_c1(23,23)=cos(x/2); f4_c1(22,23)=-sin(x/2);
f4_c1(24,24)=cos(x/2); 14_c1(26,24)=-sin(x/2); f4_c1(25,25)=cos(x/2);
f4_c1(29,25)=-sin(x/2); f4_c1(26,26)=cos(x/2); f4_c1(24,26)=sin(x/2);
f4_c1(27,27)=cos(x/2); 14_c1(28,27)=-sin(x/2); f4_c1(28,28)=cos(x/2);
f4_c1(27,28)=sin(x/2); f4_c1(29,29)=cos(x/2); f4_c1(25,29)=sin(x/2);
f4_c1(30,30)=cos(x); f4_c1(31,30)=sin(x);  f4_c1(31,31)=cos(x);
f4_c1(30,31)=-sin(x); f4_c1(32,32)=1; f4_c1(33,33)=1;
f4_c1(34,34)=1; f4_c1(35,35)=1; f4_c1(36,36)=1;
f4_c1(37,37)=cos(x/2); f4_c1(38,37)=sin(x/2); f4_c1(38,38)=cos(x/2);
f4_c1(37,38)=-sin(x/2); f4_c1(39,39)=cos(x/2); f4_c1(41,39)=-sin(x/2);
f4_c1(40,40)=cos(x/2); 14_c1(44,40)=-sin(x/2); f4_c1(41,41)=cos(x/2);
f4_c1(39,41)=sin(x/2); f4_c1(42,42)=cos(x/2); f4_c1(43,42)=-sin(x/2);
f4_c1(43,43)=cos(x/2); f4_c1(42,43)=sin(x/2); f4_c1(44,44)=cos(x/2);
f4_c1(40,44)=sin(x/2); f4_c1(45,45)=cos(x/2); f4_c1(46,45)=sin(x/2);
f4_c1(46,46)=cos(x/2); f4_cl1(45,46)=-sin(x/2); f4_c1(47,47)=1;
f4_c1(48,48)=1; f4 _c1(49,49)=1; f4_c1(50,50)=1;
f4_c1(51,51)=1; f4_c1(52,52)=1;

simplify(det(f4_c1))

ans=
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Ek 3. E¢ Istisnai Grubu icin Matlab Program

Bu ekde, & Lie cebirinin {c;:i=1,...,52,53,...,78} tabani ele alindi [40]. Burada [39]
nolu kaynakta verilen .%4 Lie cebirinin {c¢; : i = 1,...,52} tabam diigiiniilmiistiir. Asagidaki
Matlab programi, & Lie cebirinin verilen bu tabana karsilik gelen Adyp,(c60) : 66 — &6 lineer

doniisiimiindeki matrisin determinant1 hesaplar.

syms X

M1=x*c60;

Al=simplify(expm(M1));

B1=simplify(inv(Al));
C=[cl1,c2,c3,c4,c5,c6,c7,c8,¢9,c10,c11,c12,c13,c14,c15,c16,c17,c18,c19,
c20,c21,c22,c23,c24,c25,c26,c27,c28,¢29,c30,c31,c32,c33,c34,¢35,c36,
c37,c38,c39,c40,c41,c42,c43,c44,c45,c46,c47,c48,¢49,c50,c51,c52,c53,
¢54,¢55,¢56,¢57,¢58,¢59,c60,c61,c62,c63,c64,c65,c66,c67,c68,c69,c70,
c71,c72,c73,c74,c75,c76,c77,c78];

for i=0:77
K=C(:,27*1+1:27*1+27);
Tl1=simplify(B1*K*Al);
simplify(T1)

end

Go o To %o To T To T %o To T To Yo o Yo To To To Fo Fo Fo Fo Fo Fo To Fo Fo To To Fo o Yo Yo To To Fo Yo
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symsx
e6_c60=sym(zeros(78));
e6_c60(21,1)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(2,2)=(3+cos(x))/4;
e6_c60(36,2)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(7,3)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(57,3)=sin(x)/2;
e6_c60(20,4)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(5,5)=(3+cos(x))/4;
e6_c60(30,5)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(11,6)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(55,6)=sin(x)/2;
e6_c60(19,7)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(8,8)=(3+cos(x))/4;
e6_c60(36,8)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(1,9)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(59,9)=-sin(x)/2;

e6_c60(1,1)=(3+cos(x))/4;
e6_c60(33,1)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(8,2)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(61,2)=-sin(x)/2;
e6_c60(19,3)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(4,4)=(3+cos(x))/4;
e6_c60(31,4)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(15,5)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(56,5)=-sin(x)/2;
e6_c60(17,6)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(7,7)=(3+cos(x))/4;
e6_c60(35,7)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(2,8)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(61,8)=-sin(x)/2;
e6_c60(21,9)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(10,10)=(3+cos(x))/4;

e6_c60(16,10)=(-1+cos(x))/4; e6_c60(32,10)=(1-cos(x))/4;

e6_c60(11,11)=3+cos(x))/4;

e6_c60(6,11)=(1-cos(x))/4;

e6_c60(34,11)=(-1+cos(x))/4;e6_c60(55,11)=-sin(x)/2;

e6_c60(10,12)=(-1+cos(x))/4; e6_c60(16,12)=(-1+cos(x))/4;

e6_c60(54,12)=-sin(x)/2;

e6_c60(20,13)=(-1+cos(x))/4;e6_c60(31,13)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(14,14)=(3+cos(x))/4;

e6_c60(36,14)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(5,15)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(56,15)=-sin(x)/2;

e6_c60(13,13)=(3+cos(x))/4;

e6_c60(2,14)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(61,14)=sin(x)/2;
e6_c60(18,15)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(16,16)=(3+cos(x))/4;

e6_c60(12,16)=(-1+cos(x))/4; e6_c60(32,16)=(1-cos(x))/4;

e6_c60(17,17)=3+cos(x))/4;

e6_c60(34,17)=(1-cos(x))/4;

e6_c60(6,17)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(55,17)=sin(x)/2;
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e6_c60(9,1)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(59,1)=sin(x)/2;
e6_c60(14,2)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(3,3)=(3+cos(x))/4;
e6_c60(35,3)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(13,4)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(58,4)=sin(x)/2;
e6_c60(18,5)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(6,6)=(3+cos(x))/4;
e6_c60(34,6)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(3,7)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(57,7)=-sin(x)/2;
e6_c60(14,8)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(9,9)=(3+cos(x))/4;
e6_c60(33,9)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(12,10)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(54,10)=-sin(x)/2;
e6_c60(17,11)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(12,12)=(3+cos(x))/4;
e6_c60(32,12)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(4,13)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(58,13)=sin(x)/2;
e6_c60(8,14)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(15,15)=(3+cos(x))/4;
e6_c60(30,15)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(10,16)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(54,16)=-sin(x)/2;
e6_c60(11,17)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(18,18)=(3+cos(x))/4;



e6_c60(5,18)=(1-cos(x))/4; e6_c60(15,18)=(1-cos(x))/4; e6_c60(30,18)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(56,18)=sin(x)/2; e6_c60(19,19)=(3+cos(x))/4; e6_c60(3,19)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(7,19)=(1-cos(x))/4; e6_c60(35,19)=(-1+cos(x))/4;e6_c60(57,19)=sin(x)/2;

e6_c60(20,20)=(3+cos(x))/4; e6_c60(4,20)=(-1+cos(x))/4; e6_c60(13,20)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(31,20)=(-1+cos(x))/4;e6_c60(58,20)=sin(x)/2; e6_c60(21,21)=(3+cos(x))/4;
e6_c60(1,21)=(-1+cos(x))/4; e6_c60(9,21)=(1-cos(x))/4; e6_c60(33,21)=(1-cos(x))/4;

e6_c60(59,21)=sin(x)/2; e6_c60(22,22)=1; e6_c60(23,23)=1;
e6_c60(24,24)=cos(x); e6_c60(53,24)=sin(x)/2; e6_c60(70,24)=-sin(x)*v/3/2;
e6_c60(25,25)=1; e6_c60(26,26)=1; e6_c60(27,27)=1;
e6_c60(28,28)=1; e6_c60(29,29)=1; e6_c60(30,30)=(3+cos(x))/4;

e6_c60(5,30)=(1-cos(x))/4; e6_c60(15,30)=(1-cos(x))/4; e6_c60(18,30)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(56,30)=sin(x)/2; e6_c60(31,31)=(3+cos(x))/4; e6_c60(4,31)=(-1+cos(x))/4;
e6_c60(13,31)=(-1+cos(x))/4;e6_c60(20,31)=(-1+cos(x))/4;e6_c60(58,31)=sin(x)/2;
e6_c60(32,32)=(3+cos(x))/4; e6_c60(10,32)=(1-cos(x))/4; e6_c60(12,32)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(16,32)=(1-cos(x))/4; e6_c60(54,32)=sin(x)/2; e6_c60(33,33)=(3+cos(x))/4;
e6_c60(1,33)=(1-cos(x))/4; e6_c60(9,33)=(-1+cos(x))/4; e6_c60(21,33)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(59,33)=-sin(x)/2; e6_c60(34,34)=(3+cos(x))/4; e6_c60(6,34)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(11,34)=(-1+cos(x))/4;e6_c60(17,34)=(1-cos(x))/4; e6_c60(55,34)=-sin(x)/2;
e6_c60(35,35)=(3+cos(x))/4; e6_c60(3,35)=(-1+cos(x))/4; e6_c60(7,35)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(19,35)=(-1+cos(x))/4;e6_c60(57,35)=sin(x)/2; e6_c60(36,36)=(3+cos(x))/4;
e6_c60(2,36)=(-1+cos(x))/4; e6_c60(8,36)=(-1+cos(x))/4; eb6_c60(14,36)=(1-cos(x))/4;
e6_c60(61,36)=-sin(x)/2; e6_c60(37,37)=cos(x/2); e6_c60(77,37)=sin(x/2);
e6_c60(38,38)=cos(x/2); e6_c60(76,38)=sin(x/2); e6_c60(39,39)=cos(x/2);
e6_c60(78,39)=-sin(x/2); e6_c60(40,40)=cos(x/2); e6_c60(75,40)=sin(x/2);
e6_c60(41,41)=cos(x/2); e6_c60(74,41)=-sin(x/2); e6_c60(42,42)=cos(x/2);
e6_c60(72,42)=-sin(x/2); e6_c60(43,43)=cos(x/2); e6_c60(71,43)=-sin(x/2);
e6_c60(44,44)=cos(x/2); e6_c60(73,44)=sin(x/2); e6_c60(45,45)=cos(x/2);
e6_c60(68,45)=-sin(x/2); e6_c60(46,46)=cos(x/2); e6_c60(67,46)=-sin(x/2);
e6_c60(47,47)=cos(x/2); e6_c60(69,47)=sin(x/2); e6_c60(48,48)=cos(x/2);
e6_c60(66,48)=-sin(x/2); e6_c60(49,49)=cos(x/2); e6_c60(65,49)=sin(x/2);
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e6_c60(50,50)=cos(x/2); e6_c60(63,50)=sin(x/2); e6_c60(51,51)=cos(x/2);
e6_c60(62,51)=sin(x/2); e6_c60(52,52)=cos(x/2); e6_c60(53,53)=(3+cos(x))/4;
e6_c60(64,52)=-sin(x/2); e6_c60(24,53)=-sin(x)/2; e6_c60(70,53)=(1-cos(x))*(sqrt(3)/4);
e6_c60(54,54)=cos(x); e6_c60(10,54)=sin(x)/2; e6_c60(12,54)=sin(x)/2;
e6_c60(16,54)=sin(x)/2; e6_c60(32,54)=-sin(x)/2; e6_c60(55,55)=cos(x);
e6_c60(6,55)=-sin(x)/2; e6_c60(11,55)=sin(x)/2; e6_c60(17,55)=-sin(x)/2;
e6_c60(34,55)=sin(x)/2; e6_c60(56,56)=cos(x); e6_c60(5,56)=sin(x)/2;
e6_c60(15,56)=sin(x)/2; e6_c60(18,56)=-sin(x)/2; e6_c60(30,56)=-sin(x)/2;
e6_c60(57,57)=cos(x); e6_c60(3,57)=-sin(x)/2; e6_c60(7,57)=sin(x)/2;
e6_c60(19,57)=-sin(x)/2; €6_c60(35,57)=-sin(x)/2; e6_c60(58,58)=cos(X);
e6_c60(4,58)=-sin(x)/2; e6_c60(13,58)=-sin(x)/2; e6_c60(20,58)=-sin(x)/2;
e6_c60(31,58)=-sin(x)/2; €6_c60(59,59)=cos(x); e6_c60(1,59)=-sin(x)/2;
e6_c60(9,59)=sin(x)/2; e6_c60(21,59)=-sin(x)/2; €6_c60(33,59)=sin(x)/2;
e6_c60(60,60)=1; e6_c60(61,61)=cos(x); e6_c60(2,61)=sin(x)/2;
e6_c60(8,61)=sin(x)/2; e6_c60(14,61)=-sin(x)/2; e6_c60(36,61)=sin(x)/2;
e6_c60(62,62)=cos(x/2); e6_c60(51,62)=-sin(x/2); e6_c60(63,63)=cos(x/2);
e6_c60(50,63)=-sin(x/2); e6_c60(64,64)=cos(x/2); e6_c60(52,64)=sin(x/2);
e6_c60(65,65)=cos(x/2); e6_c60(49,65)=-sin(x/2); e6_c60(66,66)=cos(x/2);
e6_c60(48,66)=sin(x/2); e6_c60(67,67)=cos(x/2); e6_c60(46,67)=sin(x/2);
e6_c60(68,68)=cos(x/2); e6_c60(45,68)=sin(x/2); e6_c60(70,70)=(1+3*cos(x))/4;
e6_c60(47,69)=-sin(x/2); e6_c60(69,69)=cos(x/2); e6_c60(53,70)=(1-cos(x))*(sqrt(3)/4);
e6_c60(43,71)=sin(x/2); e6_c60(71,71)=cos(x/2); e6_c60(24,70)=sin(x)*sqrt(3)/2;
e6_c60(72,72)=cos(x/2); e6_c60(42,72)=sin(x/2); e6_c60(73,73)=cos(x/2);
e6_c60(44,73)=-sin(x/2); €6_c60(74,74)=cos(x/2); e6_c60(41,74)=sin(x/2);
e6_c60(75,75)=cos(x/2); e6_c60(40,75)=-sin(x/2); e6_c60(76,76)=cos(x/2);
e6_c60(38,76)=-sin(x/2); e6_c60(77,77)=cos(x/2); e6_c60(37,77)=-sin(x/2);
e6_c60(78,78)=cos(x/2); e6_c60(39,78)=sin(x/2);

simplify(det(e6_c60))

ans=
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