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OZET

GENELLESTIRILMIS OLASILIK DAGILIMLARI UZERINE BiR
CALISMA

Selen CAKMAKYAPAN
Doktora, Istatistik Boliimii
Tez Damismani: Doc. Dr. Gamze OZEL KADILAR
Aralik 2017, 93 sayfa

Miihendislik, aktiierya, ¢evre ve tibbi bilimler, demografi, ekonomi, finans, sigortacilik,
biyolojik ¢aligmalar, yasam ¢oziimlemesi ve daha birgok farkli alanda, elde edilen verilerin
modellenmesinde ¢ok sayida klasik dagilimdan faydalanilmaktadir. Ancak, 6zellikle yasam
coziimlemesi, finans, sigortacilik gibi bazi1 alanlarda bu dagilimlarin veriyi modellemede
yetersiz kalabildigi goriilmektedir. Bu sorun dagilimlarin veri modellemede daha esnek
olmast gerekliligini ortaya c¢ikarmistir. Bu gereklilik, bilinen dagilim ailelerinin
genigletilmesiyle, yeni olasilik dagilim aileleri tanimlanmasi iizerine yapilan caligmalar

arttirmistir.

Yeni dagilim aileleri tanimlamada fstellestirme, doniistirme, parametre ekleme gibi
yontemlerin yam sira yaygin olarak “iiretici dagilimlar” kullanilmaktadir. Burada iiretmenin
anlami; temel alinan farkli her bir G dagilimi i¢in farkli bir F dagiliminin elde edilmesidir.

Uretici olarak isimlendirilen dagilim, genellestirilmis dagilim ailesine adin1 veren dagilimdir.

Tez calismasinda, farkli karakterdeki (saga ¢arpik, sola ¢arpik, agir kuyruklu vs.) veri setlerini
modellemede alternatif olacak {i¢ yeni dagilim Onerilmistir. Bu yeni dagilimlar sirasiyla,
Kumaraswamy Genellestirilmis Dagilim Ailesi, Marshall-Olkin Dagilim Ailesi ve
Kumaraswamy Marshall-Olkin  Dagilim  Ailesi iyesi dagilimlardir. Dagilimlarin

tanimlanmasinda tiretici dagilim yaklasimi ve ek olarak parametre ekleme yontemleri dikkate



alinmistir. Bu dagilimlar Kumaraswamy Lindley (KL), Marshall- Olkin Rayleigh (MOR) ve
Kumaraswamy Marshall- Olkin Log Lojistik (KMOLL) dagilimlari1 olarak adlandirilmistir.
Ayrica, tez ¢aligmasiin son boliimiinde, bir¢gok dagilimi i¢inde barindiran yeni bir dagilim
ailesi; Lindley Genellestirilmis Dagilim ailesi elde edilmistir. Bu ailenin tiim 6zellikleri

incelenmis ve mevcut dagilim aileleri ile iliskisi ele alinmistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis Olasilik Dagilimlari, Olasilik Dagilim Ailesi,

Momentler, Entropi, Glivenirlilik, Bootstrap.



ABSTRACT

A STUDY OF THE GENERALIZED PROBABILITY DISTRIBUTIONS

Selen CAKMAKYAPAN
Doctor of Philosophy, Department of Statistics
Supervisor: Ass. Prof. Dr. Gamze OZEL KADILAR
December 2017, 93 pages

Numerous classical distributions are used in the modeling of acquired data in engineering,
actuarial, environmental and medical sciences, demography, economics, finance, insurance,
biological studies, life analysis and many other fields. However, it can be seen that in some
areas such as life analysis, finance, insurance, these distributions may be insufficient in the
data modeling. This problem has led to the need for distributions to be more flexible in data
modeling. This requirement has increased the studies done on defining new probability

distribution families by extending the known distribution families.

In defining new distribution families, "generator distributions™ are commonly used as well as
methods such as exponentialization, transformation, and parameter addition. Here, meaning of
the “generating” is to obtain a different F distribution for each different G distribution. The
distribution called the generator is the distribution giving the name to the generalized

distribution family.

In the thesis study, three new distributions are proposed, which will be an alternative in
modeling data sets (right-skewed, left-skewed, heavy-tailed, etc.). These new distributions are
Kumaraswamy Generalized Distribution Family, Marshall-Olkin Distribution Family and
Kumaraswamy Marshall-Olkin Distribution Family members. The generator distribution
approach and additional parameter methods have been taken into consideration in defining the
distributions. These distributions are called Kumaraswamy Lindley (KL), Marshall-Olkin
Rayleigh (MOR) and Kumaraswamy Marshall-Olkin Log Logistics (KMOLL) distributions.



Moreover, in the last part of the thesis, a new family of distributions, which contains many
distributions; The Lindley Generalized Distribution family was obtained. All properties of this

family are examined and the relationship with the existing distribution families is considered.

Anahtar Kelimeler: Generalized Probability Distribution, Probability Distribution Family,
Moments, Entropy, Reliability, Bootstrap.
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1. GIRIS
Bir raslant1 degiskeni, kesikli ya da siirekli degerleri rasgele olan ve bu degerler i¢in bir
olasilik dagilimi tanimlanabilen bir degiskendir. Diger bir deyisle, bir raslant1 degiskeni
orneklem uzaymndaki Olgiilebilir tim mimkiin degerleri gostermektedir. Raslanti
degiskenleri, fizik, kimya, miithendislik, biyoloji ve sosyal bilimler gibi alanlarda olasilik
hesaplamalarinda siklikla kullanilmaktadir. Bu nedenle, raslanti degiskenlerinin olasilik
dagilimlarinin incelenmesi olduk¢a Onemlidir. Bir raslanti degiskeninin olasilik
dagiliminin yanisira degiskene ait hazard (risk) dagilimi ve yasam (survival) fonksiyonu da

temel olarak incelenmektedir.

Miihendislik, aktiierya, ¢evre ve tibbi bilimler, demografi, ekonomi, finans, sigortacilik,
biyoloji ve yasam ¢oziimlemesi gibi alanlarda elde edilen verilerin modellenmesinde ¢ok
sayida klasik olasilhik dagilimindan faydalanilmaktadir. Ancak, o6zellikle yasam
¢ozlimlemesi, finans, sigortacilik gibi alanlarda bu dagilimlarin verileri yeteri kadar temsil
edemedigi ve modellemede yetersiz kaldigi durumlarla karsilagilmaktadir. Bu nedenle,
farkli karakteristige sahip verileri daha iyi temsil edecek daha esnek dagilimlara ihtiyag
duyulmaktadir. Bu durum, klasik olasilik dagilimlarinin genellestirilerek yeni olasilik

dagilimlar1 ve dagilim ailelerinin elde edilmesi {lizerine yapilan ¢aligmalar1 arttirmistir.

Genellestirilmis (generalized) bir dagilim ailesinin pratikte tercih edilmesine yonelik temel

nedenler asagidaki gibi siralanabilir:
e Orijinal ya da temel (baseline) olasilik dagilimina gore daha esnektir,
e Cok farkli karakterdeki verileri modelleyebilir,
e Simetrik bir dagilimi bile ¢arpik verileri modellemede kullanigh hale getirir,

e Gergek verileri modellemede karsilagilan kalin kuyruklu (heavy-tailed) dagilim

ithtiyacini karsilar,

e Simetrik, sola carpik (left-skewed), saga garpik (right-skewed), artan ya da azalan

gibi farkl sekillere sahip dagilimlarin iiretilmesini saglar,

e Her tiirli hazard (risk) fonksiyonunu temsil edebilecek dagilimlari tanimlama

imkani verir,

e Temel dagilim, genellestirilmis dagilimlarin alt bir dagilimi oldugu igin, tiim

karakteristik ozellikleri 6zel bir durum olarak sakl: kalir.


https://tr.wikipedia.org/wiki/Olas%C4%B1l%C4%B1k_da%C4%9F%C4%B1l%C4%B1m%C4%B1
https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=%C3%96rneklem_uzay%C4%B1&action=edit&redlink=1

Bu tez calismasinda, ikinci bolimde onceki caligmalara yer verilmis, tigiincii boliimde
Ustellestirilmis dagilim ailesi, dordiincii boliimde Kumaraswamy genellestirilmis dagilim
ailesi, besinci boliimde Marshall-Olkin genellestirilmis dagilim ailesi ve altinci boliimde
Kumaraswamy Marshall-Olkin genellestirilmis dagilim ailesi tizerinde ¢alisilmistir. Bu
dagilim ailelerine liye yeni dagilimlar elde edilmis ve istatistiksel 6zellikleri incelenmistir.
Tanimlanan yeni dagilimlara iliskin benzetim c¢aligmalar ile uygulamalara yer verilmis ve
bootstrap caligmalar1 yapilmistir. Bunun yani sira, yedinci boliimde yeni bir dagilim ailesi

Onerilmis 6zellikleri elde edilmistir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Literatiirde, yeni bir olasilik dagilimi1 tanimlamada kullanilan birgok yontem yer
almaktadir. Bu yontemlerden tek degiskenli siirekli dagilimlar1 tanimlamada kullanilan
Pearson [1] tarafindan gelistirilmis diferansiyel denklem yontemi ve Tukey [2]’in
gelistirdigi kantil fonksiyonunu yontemi temel calismalar olarak sayilabilir. Bununla
beraber son yillarda yeni ve daha esnek dagilimlari iretmek igin farkli yontemler
gelistirmeye yonelik c¢alismalar devam etmektedir. 1980’lerden sonra gelistirilen
yontemlerin ¢ogu mevcut iki dagilimin birlestirilmesi ya da mevcut dagilim ailelerine yeni

parametrelerin eklenmesine dayanmaktadir [3].

Lai [4] ¢alismasinda, genellestirilmis Weibull dagilimlarini tanimlamak igin kullanilan
yontemleri belirtmistir. Weibull dagilimi da dahil olmak iizere, tim dagilimlar igin

kullanilabilen bu yontemler kisaca asagidaki gibi 6zetlenmistir:

e Kilasik bir olasilik dagilimina iliskin hazard fonksiyonuna (hf) bir parametre

eklemek,

e Klasik bir olasilik dagilimina sahip raslanti degiskenine doniisiim (dogrusal, ters,

logaritmik, vb.) uygulamak,

e Kilasik bir olasihik dagilima iliskin dagilim fonksiyonuna ya da olasilik
fonksiyonuna yeni bir dagilim ya da olasilik fonksiyonu ifade edecek sekilde
doniisiimiinii yapmak,

e Iki ya da daha fazla dagilimdan gelen degiskenlere yarisan risk yaklagimi
(Competing risk approach) uygulamak,

e Kilasik bir dagilimdan gelen iki veya daha fazla degiskeninin karistirilmasi
(mixing),

e X,, i=12.,N, aym dagilimli ve bagimsiz degiskenler ve N birlestirme
(compounding) degiskeni olmak iizere, T=min(X,,X,,...,X,) ile ifade edilen
birlestirme yontemi uygulamak,

e Klasik bir dagilima sahip raslanti degiskeninin dagilim fonksiyonunun, w(.)

bicimindeki bir olasilik fonksiyonu altindaki degeri ile yine bu degiskenin olasilik
fonksiyonunun ¢arpimina esit oldugu yontemi f (t) =y (G(t))g(t) uygulamak,



e Klasik bir dagilima bir kirilma (tilt, frailty) parametresi ekleyerek dagilimi

genellestirmek (Marshall-Olkin genellestirmesi [5] vb.).

Bu boliimde, ayrica literatiirdeki siirekli raslanti degiskenlerine ait yaygin olarak son
zamanlarda tanimlanan genellestirilmis dagilim ailelerine iliskin tanimlayic1 fonksiyonlara

ve bu ailelerin liyesi yeni dagilimlara yer verilmistir.

Gupta vd. [6], bir olasilik dagiliminin pozitif deger alan bir parametre yardimiyla kuvvetini
alarak iistellestirilmis dagilm (UD) ailesini (exponentiated family of distributions)
tanimlamustir.  Ustellestirilmis dagilim ailesi ve ozellikleri, birgok dagilimin temelini

olusturdugundan olasilik kuraminda 6nemli bir yere sahiptir.

UD ailesine iliskin dagilim fonksiyonu (df) ve olasilik yogunluk fonksiyonu (0yf), sirasiyla
asagidaki esitliklerdeki gibi tanimlanir:

FUsteI—G (X) =G* (X)’ (21)

fosar- () = A ()G (x). (2.2)

Burada G(.), temel dagiliminin df’sini ve g(.) temel dagilimin oyf’sini géstermektedir.

Gupta vd. [6] ¢alismasinda bu aileye iliskin 6zelliklere yer vermis, Cramer ve Kamps [7]

ise, tistellestirilmis yasam fonksiyonlarini temel alan yeni dagilimlar {izerine ¢aligmstir.

Eugene vd. [8], ¢alismalarinda beta dagilimindan faydalanarak ve beta genellestiren
dagilim ailesini (beta-generated family of distributions, Beta-G) onermistir. Literatiirde, bu
sekilde “genellestiren dagilim” kullanarak elde edilen aileler kisaca ‘“genellestiren
dagilimin adi-G” bigiminde gosterilmektedir. Beta-G dagilim ailesine iligkin oyf, x>0,

a >0 ve >0 olmak iizere, asagida gibi tanimlanir:

fous- (00 = g7 75 (160690, @3)

Burada g(.) ,herhangi bilinen bir olasilik oyf’sini, G(.) ise bu dagilima iliskin df’yi

gostermektedir.

Literatiirde, Beta-G dagilim ailesine iiye olarak tanimlanan dagilimlar arasinda, Eugene
vd.’nin beta-normal dagilimi [8], Nadarajah ve Kotz’un beta-Gumbel dagilimi [9],
Nadarajah ve Gupta’nin beta-Frechet dagilimi [10], Nadarajah ve Kotz’un beta-iistel
dagilimi, Akinsete vd.’nin beta-pareto dagilimi [11], Pescim vd. [12] ile Paranaiba vd.

[13]’nin beta genellestirilmis yar1 normal ve beta Burr XII dagilimlari yer almaktadir.



Ayrica, beta-Nakagami [14], beta-ters Weibull [15], beta-Gompertz [16], beta ters istel
[17] ve beta-Reyleigh [18] dagilimlarida elde edilmistir.

Dontistiiriilmiis (transmuted) dagilim ailesi, Shaw ve Buckley [19] tarafindan Onerilmistir.
Bu ¢alisma Bourguignon, Ghosh ve Cordeiro [20] tarafindan iki degiskenli ve ¢ok
degiskenli dagilimlar i¢in genellestirilmistir. Doniistiiriilmiis dagilim ailesine iliskin df ve

oyf, |2,| <1 olmak {izere, sirasiyla asagidaki gibidir:

Fr_g(X) =G(X)[1+2-2G(x)], (2.4)
fr_g(X) = g(X)[1+ 2 —24G(x)]. (2.5)
Dontistiiriilmiis dagilim ailelerinden yararlanarak birgok yeni alt dagilim elde edilmistir.
Dondistiiriilmiis-Weibull (Aryal ve Tsokos, [21]), doniistiiriilmiis-Rayleigh (Merovci, [22]),
dontistiriilmiis-tistellestirilmis degistirilmis (exponentiated modified) Weibull (Ashour ve
Eltehiwy, [23]), dondstirilmis-degistirilmis Weibull (Khan ve King, [24]),
doniistiiriilmiis-Lomax (Ashour ve Eltehiwy, [25]), doniistiiriilmiis-iistellestirilmis Gamma
(Hussian, [26]), doniistirtilmis ters Rayleigh (Ahmad, Ahmad ve Ahmed, [27]),
doniistiiriilmiis-Pareto (Merovci ve Puka, [28]), donustiiriilmiis-ters Weibull (Khan, King
ve Hudson, [29]), doniistiirtilmiis-degistirilmis ters Weibull (Elbatal, [30]), doniistiirilmiis
Gompertz (Abdul-Moniem ve Seham, [31]), donistirilmis-Marshall-Olkin Frechet
(Afify, Hamedani, Ghosh ve Mead, [32]) ve doniistiiriilmiis-iistel (Owoloko vd., [33])

dagilimlar tanimlanmustir.

Bourguignon vd. [34] c¢alismasinda genisletilmis dontistiiriilmiis (extended transmuted)

dagilim ailesine, 6zelliklerine ve uygulamasina yer vermistir.

Corderio vd. [35], istellestirilmis dagilimlar i¢in yeni bir genellestirme Onermistir.
Ustellestirilmis genellestirilmis dagilim (UGD) ailesi olarak bilinen bu aileye iligkin df ve

oyf sirastyla asagidaki gibi tanimlanmisir:

ap
FGen.UsteI—G(X):[1_{1_6()()} :l ’ (2.6)

fGenUstel -G (X) = [1— G (X):Ia_l {1— [1— G (X)]a }ﬂ : (2.7)

Burada «, >0 sekil parametreleri ve X >0 olarak tanimlidir.



Corderio vd. [35]’e gore, UGD ailesi, beta genellestirilmis dagilim ailesinden daha esnek
bir ailedir. Bu durum, bu ailenin beta fonksiyonu gibi 6zel fonksiyonlar1 igermemesinden

kaynaklanmaktadir.

UGD ailesi iiyesi dagilimlardan, UG-Gumbel, UG-iistel, UG-Lojistik, UG-genellestirilmis
Pareto ve UG-Beta dagilimi, Corderio vd. [35] tarafindan tanimlanmustir. Daha sonra, UG-
ters (Elbatal ve Muhammed, [36]), UG-Gumbel (Andrade, Rodrigues, Bourguignon ve
Cordeiro, [37]), UG-Weibull (Oguntunde vd. [38]), UG-Frechet (Abd-Elfattah, Assar ve
Abd-Elghaffar, [39]) ve UG-iistel (Oguntunde, Adejumo ve Adepoju [40]) dagilimlari
onerilmistir. Bu ¢aligmalarda dagilimlara iliskin istatistiksel 6zellikler elde edilmis, alt
olasilik dagilimlart belirtilmis, 6zellikle yasam verileri olmak ftzere, farkli alanlarda

uygulamalar gerceklestirilmistir.

Literatiirde Weibull-G ve Weibull-X olarak ifade edilen iki farkli Weibull genellestirilmis

dagilim ailesi de mevcuttur. Weibull-G’ye iliskin df ve oyf «, >0 parametreleri ve

X >0 olmak iizere, sirasiyla, agagidaki gibi tanimlanir:

Vi
Fvveibuuc;(x)lexp{a{%} } (2.8)
6" (x) 6 T
fWeibuII—G(X)zaﬂg(X)Wexp _a{l—G(x)} : (2.9)

Burada, dagilim ailesini tanimlarken yapilan doniisiim bag (link) fonksiyonu olarak da

tanimlanmaktadir. Burada y bag fonksiyonu, G(x)/[1-G(x)] bi¢imindedir.

Weibull-G dagilim ailesinden yararlanarak, Weibull-Weibull, Weibull-tekdiize (uniform),
Weibull-Burr XII, Weibull-normal bi¢imindeki alt dagilimlar Bourguignon, Silva ve
Cordeiro [41] tarafindan tanimlanmistir. Merovci ve Elbatal [42], Weibull-Rayleigh,
Oguntunde vd. [43], Weibull-iistel dagilim1 6nermistir. Bu dagilimlar bir¢ok dagilimi da alt
dagilim olarak i¢inde barindirabilen, 6zel parametre degerleriyle bilinen dagilimlara

dontigebilen dagilimlardir.

Weibull-X olarak adlandirilan genellestirilmis dagilim ailesine iliskin df ve oyf, sirasiyla,

Alzaatreh vd. [44] tarafindan asagidaki gibi tanimlanmustir:

Fiveibut—x (X) =1-exp {—Of [ﬂ_l |09(1—G(X))T}, (2.10)



a-1 o
| 4 [-logl-G(x) [log-6(x)
fwe'bu”_X(X)_,B[l—G(X)]{ ; } eXp[ { . } ] @4

Burada «, >0 sekil parametreleri ve X >0’dir. Bu aile ile Weibull-G ailesi arasindaki
fark, doniisiim fonksiyonlarindan kaynaklanmaktadir. Burada ilgili v bag fonksiyonu
—log [1—G(X)] e esittir.  Iki  farkli  genellestirilmis Weibull dagilim ailesi
karsilastirildiginda Weibull-G ailesinin daha basit bir fonksiyonel yapiya sahip oldugu

goriilmektedir.

Alzaatren vd. [44] calismasinda Weibull-Pareto dagilimini  6nermistir. Uygulama
calismasinda kullandig1 veriye Weibull-Pareto dagiliminin, doniistiiriilmiis-Pareto ve

Kumaraswamy-Pareto dagilimlarindan daha iyi bir uyum sagladigini gostermistir.

Zografos ve Balakrishnan [45], Stacy’nin genellestirilmis gama dagilimindan yararlanarak

yeni bir dagilim ailesi lizerine ¢alismistir. Stacy’nin genellestirilmis gama dagilima,

% exp (-xy )

f(x)=
r(9) 2.12)

bi¢cimindedir. Burada, x>0 ve &, y >0 olarak tanimlidir. Zografos ve Balakrishnan [45],

bu fonksiyondan yola ¢ikarak, —log[1—G(x)] bag fonksiyonunu kullanmistir.

b
y =1i¢in y(ab)= Ita'le'tdt/ I'(a) olmak iizere, asagidaki yeni dagilim ailesininin df e
0

oyf’sini sirasiyla asagidaki gibi tanimlamstir:

Feamal-G (X) = y{é, —log(] - G(x))}, (2.13)

g(x
r(s

~—

foamal-G (X) {-log (1-G (x))}"" (2.14)

N

Ramos, Cordeiro, Marinho, Dias ve Hamadani [46], Zografos-Balakrishan log-lojistik
dagilimini 6nermistir. Calismalarinda dagilimin birgok istatistiksel 6zelligini tanimlamanin
yani sira, gogis kanseri hastalarina iligkin bir veri kiimesine tizerinden dagilimin

uygunlugu farkl dagilimlar da kullanilarak 6nerilen dagilimla karsilagtiriimistir.

Bir diger genellestirilmis gama dagilim ailesi, Ristic ve Balakrishnan [47] tarafindan

tanimlanmustir. Bu aileye iligkin oyf, x>0, a >0 i¢in asagidaki gibidir:



fGamal-c (X) = %{409 [G (X):I}a-l- (2.15)

Bu dagilim ailesi iiyesi olan gama-iistellestirilmis iistel dagilimi, Pogany ve Saboor [48]

tarafindan Onerilmistir.

Bir bagka gama genellestirilmis dagilim ailesi ise, Gama-X dagilim ailesidir. Bu aileye
iliskin df ve oyf fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki gibidir:

7((1, ~log [1_G(X)]j

Feama—x (X) = F(Of , (2.16)
1 a-1 1/ p-1

f = —1 -G -G . 2.17

Gama—X (X) 5T (@) g(x)( 0g [1 (X)]) [1 (X)] ( )

Alzaatreh vd. [49], bu ailenin iyesi gama-normal dagilimi ¢alismalarinda tanimlamis,

ozelliklerini elde etmis ve bagka dagilimlarla karsilagtirmistir.

McDonald’in genellestirilmis beta dagilimina iligkin olasilik yogunluk fonksiyonu

asagidaki gibidir [50], [51]:

1
B(a.8)

Corderio ve Castro [52], McDonald’in genellestirilmis beta dagilimi ailesinin {iyesi olan

f(x) = = (x) [1—G°(x)]ﬂ 9 (2.18)

yeni bir genellestirilmis Kumaraswamy dagilimi tanimlamistir. Corderio vd.’nin [53]
calismasinda ise, McDonald-normal dagilimi tanimlamis ve istatistiksel 6zelliklerine yer

vermistir.

Tahir, Mansoor, Zubair ve Hamedani [54], McDonald log-lojistik, Roozegar, Tahmasebi
ve Jafari [55], McDonald-Gompertz, Roozegar ve Esfandiyari [56] McDonald-quasi
Lindley dagilimlarini tanimlamig ve Merovci, Elbatal ve Puka [57], bu dagilimin farkli bir

formunu incelemistir.

Log-gama genellestirilmis dagilim ailesi, Amini, MirMostafaee ve Ahmadi [58] tarafindan
Onerilmistir. Bu dagilima iliskin oyf’ler «, >0 sekil parametreleri ve X>0 igin
asagidaki gibidir:

ﬂa

flog-Gama-G (X) = % g(x) {'log [G(X)]}a_l Gﬁ_l(x), (2.19)



[04
-1 -
fLog-Gama-G (x)= ﬁ_ g(x) {-Iog [1- G(X)]}a [1- G(X)]ﬂ g (2.20)
(a)
Burada, sirasiyla -log [G (X)] ve -log [1 -G (X)] dontigtim fonksiyonlar1 kullanilmustir.

Amini vd. [58], bu dagilim ailesine iliskin istatistiksel o6zelliklerinin yani sira Bayesci

yaklasim kullandig1 bir uygulamaya da yer vermistir.

Kumaraswamy genellestirilmis (Kw-G) dagilim ailesi Cordeiro ve Castro [59] tarafindan

Onerilmistir. Bu aileye iliskin df ve oyf sirasiyla asagidaki gibi tanimlanmustir:
4, b
Fars(0=1-[1-G*(0) ] (2.21)

fre () =aDg(0G* ([ 1-G*(x) | (2.22)

Literatiirde, bu dagilim ailesi iiyesi birgok dagilim tanimlanmistir. Kw-Weibull, Kw-
normal, Kw-ters normal, Kw-gamma, ve Kw-Gumbel dagilimlari, Cordeiro ve de Castro
[59] tarafindan elde edilmistir. Kw-genellestirilmis Pareto dagilimi Nadarajah ve Eljabri
[60], Kw-ters Weibull dagilimi Shahbaz, Shahbaz ve Butt [61], Kw-Dagum dagilimi,
Huang ve Oluyede [62], Kw-iistellestirilmis Lomax dagilimi El-Batal ve Kareem [56],
[63], Kw-donistiiriilmiis istellestirilmis degistirilmis Weibull dagilimi Al-Babtain vd.
[64], Kw-gii¢ fonksiyonu (power function) dagilimi Oguntunde vd. [65], Kw-dogrusal
tstellestirilmis dagilimi Merovci ve Elbatal [66] ve Kw-Gompertz Makeham dagilimi,

Chukwu ve Ogunde [67] tarafindan onerilmistir.

Marshall-Olkin genellestirilmis dagilim ailesi, Marshall ve OIkin [5] tarafindan
onerilmistir. Marshall ve Olkin [5] yontemi, 6nerdikleri ailede yasam fonksiyonunu temel
alarak, eklenen yeni parametre ile daha esnek bir dagilim elde etmeyi amaglamistir. Bu aile
aslinda bilinen bir olasilik dagilimma iliskin df ve oyf’nin oransal bir fonksiyonundan
olugsmaktadir. Marshall-Olkin genellestirilmis (MO-G) dagilim ailesine iliskin oyf ve df,

x>0 ve y>0 ig¢in, sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir:

—1. ¥Sg (X)
Fuo-c (X) =1 5. 0] (2.23)
fyo.c (X) = 28(x) (2.24)

>
[1-(1-7)S6 (x)]

MO-G dagilim ailesine {iye olan bir ¢ok alt dagilim Onerilmistir. MO-normal dagilimi
Garcia, Gomez-Deniz ve Vazquez-Polo [68], MO-geometrik dagilim Gomez-Deniz [69],

MO-genisletilmis Weibull dagilimi1 Cordeiro ve Lemonte [70], MO-Frechet, Krishna, Jose,

9



Alice ve Ristic, [71], MO-genisletilmis tekdiize dagilimi Jose ve Krishna [72], MO-
genigletilmis log-lojistik dagilimi Gui [73], MO-genisletilmis Burr tiirii-XIl dagilimi Al-
Saiari, Baharith ve Mousa [74], MO-iistel Pareto dagilimi1 EI-Nadi, Fatehy ve Ahmed [75],
MO-gama dagilimi Ristic vd. [76], MO-genellestirilmis kesilmis gama tstel dagilimi
Okorie, Akpanta ve Ohakwe [77] tarafindan onerilmistir.

Bu ¢aligmalarin yani sira MO-G dagilim ailesine iligkin farkli ¢aligmalar da bulunmaktadir.
Economou ve Caroni [78], MO-G dagilim ailesinin oransal olasilik ozelligi iizerinde
calismustir. Caroni [78], MO-genisletilmis Weibull dagilimi i¢in egim parametresine iliskin
hipotez testlerine Monte Carlo benzetim yontemiyle yaklasmigtir. Lam ve Leung [80] ile
Gupta ve Peng [81] ise, en ¢ok olabilirlik tahminleri iizerine ¢alismistir. Nanda ve Das
[82], egim parametresini incelemistir. Barreto-Souza vd. [83], MO-G dagilim ailesine
iliskin istatistisel 6zelliklerin yer aldig1 bir ¢galisma yapmustir.

Kumaraswamy Marshall-Olkin genellestirilmis (KwMO-G) dagilim ailesi Alizadeh, Tahir,
Cordeiro, Mansoor, Zubair ve Hamedani [84] tarafindan onerilmistir. Bu ailede Marshall-
Olkin dagilimini temel dagilim olarak kabul edilip, Kumaraswamy dagilimi iiretici dagilim
olarak kullanilmaktadir. Bu aileye iliskin df ve oyf, a>0, b>0,» >0 ve x>0 olmak

lizere sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir:

G(x) gl
Feumo.c(X) =1—41— , 2.25
KwM (X) { [1_(1_7)[1_6()()] } ( )

b-1

aby g (x)G**(x) [ G(x) )
frmo_c (X) = — 11— . (2.26)
[1-(1-7)(1-G(x)] _[1—(1—7)(1—G(X))ﬂ

Literatiirde yer alan bu ailenin iiyesi dagilimlara, KwMO-Lomax, KwMO-Fréchlet ve

KwMO-iistel dagilimlar 6rnek olarak gosterilebilir [84].
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3. USTELLESTIRILMIiS DAGILIM AILESI

Ustellestirilmis  dagilim  ailesi, literatiirde “Genellestirilmis Dagilim  (generated
distribution)” olarak da isimlendirilse de, “Ustellestirilmis Dagilim (UD)” ifadesi daha ¢ok
tercih edilmektedir. Yeni tanimlanan genellestirilmis dagilim ailelerinin bircogu UD ailesi
cinsinden ifade edilebilmektedir. Bu durum, bu aileyi daha 6nemli bir hale getirmistir. UD
yapisinda tanimlanabilen her dagilim, bu ailenin karakteristik 6zelliklerini de tasir. Bu
sebeple, bu boliimde yeni tamimlanacak dagilimlara da temel olan UD ve &zelliklerine yer

verilmistir.

UD ailesi Gupta vd. [6] tarafindan, yasam ¢oziimlemesinde kullanilan oransal hazard
modellerinden yola c¢ikarak bir makine parcasinin hata zamanlarini modellemede
kullanilmak tizere tanimlanmistir. F(X)=G?(x) olarak tanimlanan dagilim ailesi, temel

alinan bir G dagilimmin a pozitif deger alan bir parametre yardimiyla kuvvetinin
alinmasi ile elde edilmektedir. UD’da a, pozitif ve tam say1 ise, bu model Lehman
alternatifleri adiyla da amlmaktadir [84]. Aslinda, UD ailesi, Gompertz [85]’in Gompertz

uc deger dagilimi icin elde ettigi listellestirme ¢alismasina kadar dayanmaktadir.

3.1.  Daglima iliskin Fonksiyonlar
UD ailesine iliskin df ve oyf, G temel dagilim olarak adlandirilmak iizere, asagidaki

esitliklerdeki gibi tanimlanir:
I:UsteI—G (X) = Ga (X)! (31)

stteI—G (X) = aGa_l(X)g (X) (3.2)
Burada, § temel dagilima iligskin oyf’yi gostermektedir. Dagilimin yagam fonksiyonu (yf)

ise, S(x) temel dagilimin yf’si olmak iizere, asagidakii gibi elde edilir:

SUsteI—G (X): 1_[1_S(X)]a ' (33)

SUsteI—G (X) = Sa (X) (34)
Esitlik (3.2)’de a parametresi N gibi pozitif bir tamsayiya esitse, G ’den gelen bagimsiz

ayni dagilimli N raslanti degiskeninin en kii¢iigiiniin yasam fonksiyonu elde edilir.

Cramer ve Kamps [7], ustellestirilmis yasam fonksiyonlarmi temel alan ardisik k-n

yapidaki modeller {izerine c¢alismis ve a parametresini i=1..,n ile indeksleyerek

asagidaki esitlige ulasmistir:
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Foers, (00 =1-[1-G(x)]" ,i =1,...,n. (3.5)
t(X)=—InS(x) ve t(x) siirekli, monoton artan ve tiirevlenebilen fonksiyon ve &
parametre vektorii olmak tizere, herhangi bir yf 0<c,d ve c<x<d asagidaki formda

yeniden yazilir.

S(X)=S(x,&) =" =™, (3.6)
Esitlik (3.6), baz1 durumlarda dogrudan G(x) yerine kullanilabilir ve Esitlik (3.6)’daki
S(x) her dagilim i¢in gegerlidir. Ayrica, tanim araliginin —oo < X olmasi durumunda bile

gecerli olmasina ragmen, bu g¢alismada X ’in pozitif tanim araligina sahip siirekli bir
degisken oldugu durum dikkate alinmistir. X ’in pozitif tanim araligina sahip bir siirekli

degisken oldugu dagilimlara Weibull, Rayleigh, Beta, Pareto I dagilimlar1 6rnek verilebilir.
Esitlik (3.3) ve (3.4)’teki fonksiyonlarin her ikisi tstellestirilmis olsa da ayni degildir.
Esitlik (3.6)’da bu iki fonksiyon yerine yerlestirilirse,

Speao (X) =1-{1-e"®}", (3.7)
Suserc (X) =€ (3.8)

elde edilir. Burada, Esitlik (3.8), t"(X) =at(X) i¢in, Esitlik (3.4) ile ayni formdadur.

X raslanti degiskeninin df’si F,_, . (x)=G?(x) olmak iizere, Z=—-InG(x) ile Z "nin

stel -G

tistellestirilmis bir dagilim oldugunu gérmek kolaydir. Burada Z ’ye iligkin hf a’ya esittir.

Esitlik (3.7)’ye karsilik gelen df ve oyf, x>0 igin, sirasiyla asagidaki esitliklerle de

verilebilir:
|:UsteI—G (X) = {1_ e_t(X)} J (39)
fona o (x) =t () {1-e @}, (3.10)
Esitlik (3.1)’de verilen UD’ye karsilik gelen hf ise, asagidaki gibi tanimlanir:
a-1
o (9= e 3OO0 _ g5, (3.11)

SUsteI—G (X) - 1_Ga(x)
Burada Esitlik (3.11), temel dagilimina iliskin hf ile r(.) gibi bir fonksiyonunun
carpimindan elde edilir ve r(.) fonksiyonu Esitlik (3.12)’deki gibidir [6], [87]:

_G*(x)-G*(¥)

1-G?(x) (3.12)

r(x)
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Burada, r(0)=1 ve r(x)=Ilim,_ r(x):a—_l oldugundan, tim xe[0,0] igin,
a

a-l <r(x)<1 ve 0<a[l-r(x)]<1 tamm araliklari gegerlidir. a’min degerleri dikkate
a
alindiginda,

e O<a<lise, —wo< r(x)sl:l—r(x)zi:hU(x)zh(x),

e a>1ise aT_1<r(x)£1:>0§a[1—r(x)]£130shU(x)sh(x),

e a>1 i¢in r(.)artan, a<1 igin r(.) azalan bir fonksiyondur.
Teorem:

e a>1ve G artan hf'liise, Fy, . 'de artan hf’ye sahiptir.

e a>1ve G azalan hfliise, Fy, ;’de azalan hf’ye sahiptir [6].
Herhangi bir olasilik dagilimina ait hf i¢in asagidaki sonuglar gegerlidir:

e Tiim X degerleri igin, h'(X) >0 kosulu saglaniyorsa, G artan hf’lidir,
e Tiim x degerleri i¢in, h (x) <0 kosulu saglaniyorsa G azalan hf'lidir,

e y>0 varsa, (0,y) araligindaki tiim x ’ler i¢in, h' (y)=0 igin h' (x)<0, ve tiim

x> yicin h (y)>0 ise, G kiivet (bathtub) sekilli hf’ye sahip bir dagilimdur,

e y>0 varsa, (0,y) araligindaki tiim x ’ler i¢in, h' (y)=0 igin h' (x)>0, ve tim
x>y i¢in h'(y)<O ise, G yukar kiivet (upside-down bathtub) seklinde hf’ye
sahip bir dagilimdur. [6], [87].

Herhangi bir olasilik dagilimina iliskin hf’nin yapisini tanimlamak i¢in

o) =2

g(x)

orani incelenebilir. Buna gore,

Lemma:

a) Tim x>0 i¢in #'(x) >0 ise, G artan hf’li dagilim sinifindandir,

b) Tim X>0 igin #'(x) <0 ise, G azalan hf’li dagilim siifindandir,
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c) % >0 ise, tim xe€(0,%),7'(x,)=0 i¢cin 5'(x) <0 ve tim X<X, i¢in #'(x)>0 ’dir.
Buna gore,

a. lim_ .g(x)=« ise, G kiivet sekilli hf’li dagilim sinifindandur,
b. lim _.g(x)=0 ise, G artan hf’li dagilim sinifindandur.

d) x>0 ise, tim xe(0,%),7'(x,)=0 igin n'(x)>0 ve tim X>X; i¢in #'(x) <0 ’dir.
Buna gore,

a. lim _ .g(x)=0 ise, G ist kiivet sekilli hf’li dagilim sinifindandir,

b. lim _ .g(x)=« ise, G azalan hf’li dagilim sinifindandir.

UD’ye iliskin hf dikkate alinarak yukaridaki Lemma uygulanacak olursa,

2

f, (x)=a(a-1)G**(x)g*(x)+aG**(x)g'(x) ve ny(x)=(I- a)(??ln G(x) -%ln g(x)

elde edilir. Boylece, tim x>0 igin,

2 2

d d
a>1ve —InG(x)<———1Ing(x
dx? 9 (1-a) dx’ 9()

ise, F.

- artan hf'li dagilim aileleri smifindandir. Ayrica, tiim x>0 i¢in, a<1 ve

d2 2
—ING(X)>———
(1-a) dx

e Ing(x)

ise, F.

sl azalan hf’li dagilim aileleri sinifindandir [87].

Ozellikle veri iiretme asamasinda ¢ok kullamisli olan dagilimlarin kantil fonksiyonu UD

icin asagidaki gibi tanimlanir:

QL'JsteI—G (U) = t_l |:_ In(l_ ul/a):l- (313)
Burada t™(.), t(.) fonksiyonunun tersidir.

Genellestirilmis dagilimlara iligkin incelenen bir diger istatistiksel 6zellik, mod degeridir.

UD’ye iligkin mod degerinin hesaplanmasinda, yukarida verilen Esitlik (3.10)’un

logaritmasindan faydalanilirsa,

IN fiu o (0 =INa+INE(X)~t() +@-1)In[1-e"* ] (3.14)

yazilir. Esitlik (3.14)’teki logaritma esitliginin tlirevi alinip, 0’a esitlenirse dagilima iligkin

mod degeri asagidaki gibi elde edilir:
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Ustel 5(X) t"(X) 0+ (a— 1)[M:|

Ustel G(X) t ( ) e_t(X)
=t"(x)[1-e" ]-[t()] [1-(a-1e" "]
Boylece, Esitlik (3.15)1 saglayan x degeri, Esitlik (3.10)’daki oyf’nin mod degerini verir.

(3.15)

3.2.  Momentler
Esitlik (3.10)’daki df’ye sahip bir X raslanti degiskenine iliskin n. dereceden merkezsel

olmayan moment asagidaki gibidir:
E(X")=n>c;1,(n) (3.16)
j=1

Burada

Ve a=123,..
| o, apozitif amatamsay: degilse

c,=(-)"a(a-1)..(a- j+1)/ j,
I,(n)= Tx”'lexp [-ju(x) Jox

bi¢iminde tanimlanir. Ayrica momentler, yasam foksiyonu cinsinden asagidaki gibi ifade

edilir:

E(x r) = r'T XrilSUstel—G (X)
) (3.17)

Burada, Esitlik (3.7)’den, yasam fonksiyonu a= N ve pozitif tamsayi ise,

Soser6 00 =2, ¢; &Xp[jt ()]

ve a pozitif ancak tamsayi degil ise,

Stser-c ()=, C; exp[=jt(X)]
bigiminde tanimlanir.Burada, j-1=iigin,
¢ =(-D'a(@-1)(a-2).(a-i)/ (i+)=a/ (i+1c
¢ =(-1)'(a-1(a-2)..(a-i)/ i!
ve
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I,(n)= T X" texp[-(i + 1)t (x)Jdx

bi¢imindedir. Buna gore, E(Xr)zrzivjcili(r) olur. Boylece, n. dereceden momentler
i¢in,
E(X")=nad." c / (i+1)I,(n)

esitligi elde edilir.

3.3.  Sira istatistikleri

Dagilim fonksiyonu (x) = [1—6’“” ]a ve yP’si S, ~(X)= 1—[1— el T olan UD

FUsteI -G Ustel-G

ailesi i¢in sira istatistikleri asagidaki gibidir:

1

_ M ateoya " o () (] _ a-t)\a-1 _ a-t(x)yali-1)
fi:n(x)_—B(i,n_Hl)[l (L—e@)* | at'(x)e " (L-e ') (1—e )
_ S i 1  art0NaiH) L ag gy ant(0)
_,Z_;( 1)( ; ]B(i,n—i+1)(l e 100)al ) Lat(x)e (3.18)
SRTNCS
(-1)’n! .

Burada w; = g; =a(i+ j)t'(x)e" @—-e)* = dir [88].

(n—i—PIE-Djii+j)

3.4. Parametre Tahminleri
G temel dagilimi igin parametre vektdrii @ =(a@,,...,@,) olmak iizere, UD’ye iliskin
parametre vektorii (k+1) boyutlu € =(a, ) bigimindedir. Dagilim parametrelerin tahmini

icin en c¢ok olabilirlik yonteminden faydalanilmaktadir. Dagilima iliskin olabilirlik

fonksiyonu,

L(0,0) {ﬁ f(x 10)S(x |9)} )
= (3.19)

o{ﬁaea-l(xi |@)g(x [)[1-G(x, |w)ﬂ
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olarak tanimlanir. Burada X =(X,,...,X,) ilk r sirali istatistikleridir. Bu esitligin logaritmasi

alinarak olabilirlik fonksiyonun logaritmas1 asagidaki gibi elde edilir:

logL =rloga+(a—1)> logG(x | w)+ > log g(x | »)
i=1 i=1

+(n-r)log[1-G*(x, | @) |

(3.20)

Esitlik (3.20)’nin parametrelere gore kismi tiirevleri alinarak en ¢ok olabilirlik esitlikleri

asagidaki gibi elde edilir.

ologL :£+ZlogG(xi ) (n—=r)G*(x, | @) log G(X, | ®)
oa a ‘o 1-G*(x, | w)
dlog L - 1 0G(x|w) < 1 dg(x |w)
=(a-1)+ ' + '
0w, (a-1) Z_;‘G(Xi lw) O, ,Z::‘ g(x |lw) O,

_(n=n)aG™(x, | @) 3G(x | @)
1-G%(x, |w) 0w,

Bu esitlikler, 0’a esitlenip ¢oziilerek parametre degerlerine ulagilmaktadir.
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4. KUMARASWAMY GENELLESTIiRiLMIiS DAGILIM AILESI

Kumaraswamy genellestirilmis dagilim (KGD) ailesi, UD ailesinden farkl1 olarak, “iiretici
dagilim” yaklasimiyla tanimlanan bir ailedir. Burada “iiretici” kelimesi, temel alinan farkli
her bir G dagilimi i¢in, iiretici dagilimin 6zelligini tasiyan, farkli bir F dagiliminin elde
edilmesi anlamindadir. Tanimlanan yeni dagilim esnekligini, temel dagilimdan farkli
olarak, eklenen iiretici dagilim parametrelerinden alir. Kw-G olarak kisaca gosterilen aile
Cordeiro ve Castro [59] tarafindan Onerilmistir. Bu dagilim ailesi Kumaraswamy
dagilimini {diretici dagilim olarak kabul eder ve temel alinan herhangi bir G olasilik
dagilimiyla yeni bir Kumaraswamy tiirii dagilimu tiretir. Bu aileye iliskin df ve oyf sirasiyla

asagidaki esitliklerle tanimlanmistir:
4, A b
Fruc(0=1-[1-G* (0] , 1)
— a-1 a b-1
frw s ()= abg ()G (0)[1-G*(x) | . (4.2)
. o k. (b-1 i}
Ayrica, Esitlik (4.2)’deki binom agilimi kullanarak, w, :(-1) ab ‘ olmak tizere,
oyf’ye iliskin agagidaki esitlik elde edilir:
frus (9= 2 WG g(x). 43)
k=0

Kw-G dagilimmin parametreleri, temel alinan G dagiliminin parametreleri ile a>0 ve
b>0 sekil parametrelerinden olusur. Parametre sayisinin artmasiyla basiklik ve
carpikligin degiseceginden dagilim daha esnek bir hale getirmektedir. Bu esneklik
sayesinde, temel dagilimlarin ¢arpik veri setlerinin modellenmesinde yetersiz kalmasi
durumunda bile, daha iyi uyum saglayabilen alternatif bir dagilima ulasilmaktadir. Bu

dagilima iliskin yf ve hf fonksiyonu ise sirasiyla Esitlik (4.4) ve (4.5)’te verilmistir:

Sas(0={1-G* (¥}, (4.4)
_ abG*' (x)g(x)
w6 (X) = TG0 (4.5)

Kw-G dagilimi i¢in b bagimsiz bilesenlerinin bir a sistemini olusturdugu ve her bilesenin
a bagimsiz alt bilesenlerinden olustugu distiniiliirse, herhangi bir b bilesenin hata
vermesiyle beraber, sistemin kendisi de hata verecektir. Diger taraftan, herhangi bir b
bileseninin hata vermesi, tiim a alt bilesenlerinin hata vermesiyle miimkiindiir. Ornegin,

X Xja s j=1,....b olmak fizere, | . bilesenin alt bilesenlerinin, G(x) dagilimi

ja
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gosteren, yasam sirelerini ifade etsin. X, | bilesene iliskin yasam siiresini ve X tim

sistemin yasam siiresini ifade etsin. Bu durumda, X ’e iligkin df, bir sistemin hata verme
olasilig1 olarak da ifade edilebilir.

Bu boéliimde alt basliklar altinda, dncelikle Kumaraswamy dagilimina yer verilmistir. Daha
sonra yeni tamimlanacak dagilima iliskin temel dagilim olarak segilen Lindley
dagilimindan bahsedilmis ve tez g¢alismasinda yeni bir dagilim olarak Kumaraswamy

Lindley dagilimi tanimlanmistur.

4.1. Kumaraswamy Dagilim
Kumaraswamy dagilimi, Beta dagilimina benzer bir dagilim olmasinin yani sira, genis
sekil cesitliligine sahip olmasi yiiziinden bir¢cok veriyi modellemede kullanilmaktadir.
Kantil fonksiyonunun kolaylikla elde edilebilir olmasi, 6zellikle veri iiretme ve benzetim
caligmalarinda bu dagilimi tercih edilir hale getirmistir. Kumaraswamy dagilimi, hidroloji
alani lizerine yapilan bir ¢alismada, Kumaraswamy [89] tarafindan Onerilmistir. Daha
sonra, bircok farkli alanda kullamildig1 calismalar yapilmistir. Bu dagilimin son
donemlerde daha c¢ok ilgi gormiis, istatistiksel ozellikleri incelenmis ve dagilimin
kullanildigi birgok yeni ¢alisma hayata gegirilmistir [90]-[94].
Jones [94] calismasinda, bu dagilimi Beta dagilimina alternatif bir dagilim olarak
degerlendirmis ve benzer 6zelliklerinin yani sira, avantajli 6zelliklerini belirtmistir. Beta ve
Kumaraswamy dagiliminin benzer yanlar1 asagida listelenmistir:

e Her iki dagilim i¢in de tek modlu, kiivet sekilli, monoton ve sabit yogunluklu

dagilim sekilleri elde edilebilir ve bu sekiller parametre degerlerine baglidir.

e Ozel olarak kuvvet fonksiyonu ve tek diize dagilim ile ifade edilebilir.

e Sira istatistikleri kolay yorumlanabilir.

e Mod ifadesi kapali forma sahiptir.

e ki dagilim i¢in de X raslant1 degiskeninin tanim aralig (0,1)’dir.

e Basiklik ve carpikligin dagilim parametrelerinin fonksiyonlar1 ile olan iligkisi

benzerdir.

e En cok olabilirlik tahminleri benzerlik gosterir.

e Benzer ve basit standart limit dagilimlarina sahiptirler.
Ote yandan, Kumaraswamy dagiliminin avantajli yanlar1 ise asagidaki gibi siralanabilir:

e Dagilim fonksiyonu 6zel bir fonksiyonu icermeyen basit bir yapiya sahiptir.

e Kantil fonksiyonu kolaylikla elde edilebilir.
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e Kantil fonksiyonu yoluyla rasgele degisken iiretimi kolaydir.

e L-momentleri fonksiyonel olarak ifade edilebilir.

e Sira istatistiklerinin momentleri basit sekilde elde edilebilir.
Ayrica, Kumaraswamy dagilimi, McDonald’in genellestirilmis Beta dagiliminin 6zel bir
seklidir [50]. Son yillarda, Cordeiro ve Castro [59] bu esnek ve birgok agidan avantajl
dagilimi kullanarak Kw-G dagilim ailesini tanimlamig ve bu ailenin bir {iyesi olan yeni

dagilimlarin 6niinii agmistir.

Kumaraswamy dagilimina iliskin oyf, a>0 ve B>0 sekil parametreleri ve c,b sinir

parametreleri olmak tizere, Esitlik (4.6)’da verilmistir.

a-1 o B-1
1 Z-C Z-C
fZ(Z;a,ﬁ,b,c)Z—a,B(—] |:]—(—]} ,c<z<bh
b-c b-c b-c
(4.6)

Bu dagilim, smir parametrelerinden dolayr “min-max dagilimi" olarak da

adlandirilmaktadir. Burada X :;;C degisken doniisimii ile, b=1 ve ¢=0 alindiginda,
-C

dagilimin yaygin olarak kullanilan hali, standart Kumaraswamy dagilimi, elde edilir. Bu
calismada, Kumaraswamy dagilimindan bahsedilen standart Kumaraswamy dagilim olacak
ve bu dagilima iliskin 6zelliklere yer verilecektir.

Kumaraswamy dagilima iliskin df ve oyf, sirasiyla, X € (0,1) ve a>0, >0 i¢in asagidaki
gibi tanimlanir:

F(x)=1-(1-x")’, (4.7)
f(X)=apx"'(1-x")"". (4.8)

Dagilima iliskin yf ve hf ise sirasiyla asagidaki esitliklerle verilmistir:

S(x)=1-(1-x“), (4.9)
h(x) = (alﬁ_x;’) | (4.10)

Dagilimin kantil fonksiyonu F*(u)=Q(u), u tek diize dagilimh bir raslant1 degiskeni ve

0 <u <1 olmak iizere, Esitlik (4.11) ile ifade edilir:

1o
Qu)=[1-(-u* . (4.11)
Kantil fonksiyonunun 6zel bir degeri olarak, bu dagilima iliskin medyan ise asagidaki

gibidir:
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med (X)=(1-0.5"#)""" (4.12)

4.2.  Lindley Dagilimi

Bu boliimde, tez calismasinin konusu olan Kum-Lindley dagilimini elde etmek igin temel
dagilim olarak segilen Lindley dagilimi ele alinmistir. Bu dagilim, Lindley [95] tarafindan
Onerilmistir. Ghitany [96], ¢alismasinda Lindley dagilimina ve 6zelliklerine ayrintili olarak
yer vermistir. Ayrica listel dagilimin yetersiz oldugu bircok durumda daha iyi bir model
olarak kullanilabilecegini ifade etmistir. Deniz ve Ojeda [97], Lindley dagiliminin kesikli
bi¢cimini sigorta verilerini modellemede kullanmistir. Sankaran [98], Poisson-Lindley
karma dagilimin elde etmistir. Ghitany vd. [99], Adhikari ve Srivastava [100], sirasiyla
Poisson-Lindley dagilimmin boyut yanli (Size-biased) ve sifiri-kesilmis (zero-truncated)
bigimlerini 6nermistir. Ghitany vd. [101], kesikli Poisson-Lindley dagilimina iligkin cesitli
parametre tahmin yontemleri tizerine bir ¢aligma gergeklestirmistir. Bakouch vd. [102],
genisletilmis Lindley dagilimini Onermistir. Mazucheli ve Achcar [103], Lindley
dagiliminin yasam siiresi verilerinin uygulamalari iizerinde durmustur. Ghitany vd. [104],
iki parametreli agirliklandirilmis Lindley dagilimimi gelistirmis ve yasam verilerine
uygulanmasini yapmustir. Son olarak, Zakerzadah ve Dolati [105] ve Elbatal vd. [106] ise,

genellestirilmis Lindley ve Kumaraswamy Quasi Lindley dagilimilarini elde etmistir.

Lindley dagilima iligkin df, oyf, yf ve hf, x>0 ve 6 >0 i¢in, sirasiyla, asagidaki gibidir:

—_ -Ox HX

L(x)=1-e [1+0+J, (4.13)

02 -Ox

l()=—"—e" (1+x), (4.14)
— ~-Ox ex

S(X)—e |:m+l}, (415)
_ 6 (1+x)

)= or1v a0 (4.16)
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4.3. Kumaraswamy-Lindley Dagilim
Bu alt boliimde yeni dagilim olarak Kumaraswamy-Lindley (KL) dagilimi elde edilmis ve

Ozellikleri incelenmistir.

4.3.1. Dagilima iliskin Fonksiyonlar
Bu dagilima iligkin df, x>0 ve a,b,8>0o0lmak iizere, Esitlik (4.2)’de Esitlik (4.14)’lin

yerine konmasi ile asagidaki gibi elde edilir:

FKL(x):l-{l-[l-e'H" [1+9‘9LD } . (4.17)

Esitlik (4.13), Esitlik (4.14) ve Esitlik (4.1)’den dagilima iliskin oyf asagidaki gibi

tanimlanir:

fKL(x):ab(ei1(1+x)e“’xJ(1-e""‘{1+;le {1-(1-e"’x[1+0€f]D} . (4.18)

Ayrica, binom ag¢ilimi yardimiyla oyf’nin bir diger ifadesi, W, =(-1)k ab( "

j olmak

lizere, asagidaki gibi elde edilmistir:

a(k+1)-1 2
- ] 0. 0 o
f (X)= k;wk [1-e ”x(1+0_jflﬂ 7 (1+x)e™ (4.19)

Sekil 4.1’de KL dagilima iligkin farkli parametre degerleriyle elde edilen df ve oyf

grafikleri gosterilmistir.
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Birikimli Dagilim Fonksiyonu Olasilik Yogunluk Fonksiyonu
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Sekil 4.1 KL dagilimina iliskin df ve oyf grafikleri

Dagilimlar1 karakterize eden diger iki fonksiyon da, hazard fonksiyonu ve yasam
fonksiyonudur. KL dagilimima iligkin bu fonksiyonlar asagidaki esitliklerde sirasiyla

tanimlanmustir:

S (X)=1-F (x)= {1- (1- e [1+ QHLDB‘F | (4.20)

ab[92/(0+1)](1+x)e-ex[]_e.gx[]+ Ox D

)]

KL dagilmimim farkli parametrelere karsilik gelen yf ve hf grafikleri ise, Sekil 4.2°de

he (X)=

(4.21)

verilmistir. Ozellikle hf grafiklerinin farkli sekillere sahip olmasi dagilimim esnekliginin ve
farkl1 verileri modellemedeki giiciiniin bir gostergesidir. Sekil 4.2’ye gore, KL dagiliminin
hf’si i¢in artan, azalan ve kiivet seklini alabildigi ve dagilimin bu nedenle oldukca esnek

oldugu sodylenebilir.
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Sekil 4.2 KL dagilimina iliskin yf ve hf grafikleri

4.3.2. Dagihimin UD ile ifade Edilmesi

Nadarajah vd.’nin [106] yapt181 ¢alismada, KGD ailesinin UD cinsinden ifade edildigini de
gdstermistir. Bu nedenle, KGD iiyesi KL dagilimin1 UD ailesi ile ifade etmek miimkiindiir.
Bu sayede, dnceki boliimde verilen UD ailesine iliskin tiim 6zellikler KL dagilimi igin de

gecerli olacaktir. Temel dagilim Lindley dagilimi olmak fiizere, a>0 parametresiyle
listellestirilmis-Lindley (UL) dagilimina sahip bir raslanti degiskeni X~UL(a,0) icin df

ve oyf sirasiyla asagidaki esitliklerle tanimlanmustir:

R (x;a,0)= {J-e‘f’x (1+90:1ﬂa, (4.22)

0° Ox
fo (X;8,0) = I+x)e™|1- 1+—1| . 4.23
KL dagilimma iliskin df ve oyf’nin, x>0 ve a,b,0>0 olmak iizere, UD ile ifadesi

asagidaki gibi bulunmustur:

=1- Z( j (x;ka,0)(x), (4.24)

alg k":’fl (x;a(k +1),0)(x). (4.25)
b-1

Burada w, = (-1)k ab[ )

) bigiminde tanimlanmustir.
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4.3.3. Momentler
X ~KL(a,b,0) olmak iizere, X ’in momentlerini elde etmek igin UL(a(i+1),9)
dagilimli Y; degiskenlerinin momentlerinden faydalanilabilir [59]. Y; degiskenlerine

iliskin momentler Esitlik (4.16)’daki gibi olmak {izere, KL dagilimhi X raslanti

degiskeninin momentleri asagidaki gibidir:

E(X“):a'li W Ew). (4.26)

= (i+1)

Momentler igin elde edilen bir diger esitlik ise asagidaki gibi elde edilmistir:

E(X”):iwir(n,a(i+l)-1). (4.27)

i=0

o0

Burada, wi:(-l)i ab(bi_lj ve r(n,a):'[x"L(X)al(X)dx ya da Q(x)=L"(x) olmak

1
iizere, 7(n,a)= IQ(u)" u®du integralleri ile ifade edilir.
0

4.3.4. Moment Cikaran Fonksiyon

X~ KL(a,b,@) olmak tizere, moment ¢ikaran fonksiyon,

— -Ox Ox * -Ox ox | "
M(t)—abE{exp(tX){l-e (1+mﬂ {1-{1@ [1+mﬂ }
= (b-1 K tX
:abkz_(;( . J(-l) E[J)?)<—El)l)]}

olarak bulunmustur. Esitlik (4.28)’te U birim aralikta uniform dagilan ve X ’ten bagimsiz

(4.28)

olmayan raslant1 degiskenidir.

Moment ¢ikaran fonksiyonu UL dagilimi yardimiyla tamimlamak miimkiindiir.

Y, ~ UL(a(i +l) ,0) icin M, (t) moment ¢ikaran fonksiyon olmak iizere ,

M (t)=a"y LM, (1)

2 (i+1)

(4.29)

esitligi gecerlidir. Bir diger gosterim,
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p(ta)= ]gexp(tX)La (x)1(x)dx

—0

veya
1
p(ta)= _[exp {tQ(u)}uadu
0
olmak iizere agagidaki gibi elde edilmistir:

M (t)= ZW plta(i+1)-1). (4.30)

4.3.5. Entropi
Dagilim fonksiyonu F(x) olan bir X raslanti1 degiskeninin entropisi, belirsizlik degisimin

bir olglisiidiir. En ¢ok kullanilan entropi olgiitleri, Shannon [107] ve Rényi [108] entropi

Olgiitleridir. Shannon entropisi E[-Iog f(X)] ile tanimlanir ve Rényi entropisinin 6zel bir

halidir.

X~ KL(a,b,H) olmak tlizere, X raslanti degiskeninin Shannon entropisi,

E[-log f, (X)]=-log(ab)-E[logl(X)]-(a-1)E[log L(X)]
-(b-1)E[ log {1-1* (X )} | w3

bicimindedir. Burada,

00

E[logI(X)]= a'lz% E[logl(Y,)].

k=0
__Cry(b+1)

1
E[log L(X) =§IIOQU(1-u)b'ldu:gw

a

a=0

E |:|Og {1- L2 ( X )}:| = b:[|09(u)ub'ldu — _%

esitlikleri gecerlidir. Burada, C Euler sabitini ifade etmek tizere, Esitlik (4.31)’den, Esitlik
(4.32) ya da es deger olarak Esitlik (4.33)’e ulasilir:
- + -
(a-1)C+y(b+1) b-1
a b (4.32)

E[-log f,, (X)]=-log(ab)- gwklk +
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(a-1) C+z//(b+1) b-1

— W
E|-log f, (X)|=-log(ab)-a™ k +
Belirsizligin bir diger 6lgiitii olan Reényi entropisi,
JR(a):ilog“ff"(x)dx]5>o,§¢1
1o 1% (4.34)

bigimindedir. Bu esilikteki integral ifadesi KL dagilimi igin,

22}

J 4 () 0x=(ab)" [1° (GOL* (31 ()

—00

b-1)6

dx

ya da binom ag¢ilimi esdegeriyle

J i (ac= ey 3 Oy o)

—o0 j=0

bi¢iminde bulunmustur. Burada K (&, j)= jl“ Ao qy olur.

4.3.6. Giivenilirlik

Giivenilirlik ya da dayaniklilhik kavrami, bir baski-direng modelinde bilesenin omrii ile
ilgilidir. X,, bu bilesenin kuvvete olan direncini ifade eden raslanti degiskeni olarak
tamimlansin. X, ise, bilesenin maruz kaldigi kuvveti ifade eden raslanti degiskeni olsun. Bu

durumda, bilesenin 6mrii, sahip oldugu direncin maruz kaldigi kuvveti asip agsmamasi ile

ilgilidir. Diger bir deyisle, X, > X, oldugu siirece bir basar1 s6z konusudur. Aksi takdirde

bir hata ile karsilasilir. Giivenilirlik ise, bu bilesenin dayanma olasiliginin bir dl¢iistidiir ve

R=P(X,<X,) olarak ifade edilir. Giivenilirlik 6zellikle miihendislik alaninda birgok

uygulamada kullanilan bir 6lgtittiir. Bu 6lgiit,

R= T f,(X)F, (x)dx
0 (4.35)

bigimindedir. X, ~KL(a,,b,,0,) ve X,~KL(a,,b,,6,) iki KL dagiliml bagimsiz
degisken olmak iizere, bu degiskenlere iliskin giivenilirlik ifadesi olan P(X,<X,)

olasilig1 Esitlik (4.36)’daki gibi elde edilmistir:
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R=1- abliki;[ J( j ()" (4.36)

= [a, (j+1)+ak]

4.3.7. Sira Istatistikleri
f. (X). 1. sira istatistigi X;.,” ye iliskin yogunluk fonksiyonu olmak iizere, KL dagiliml
X,,...X,, i=1,...,n, raslant1 degiskenleri i¢in asagidaki esitlige ulasilmigtir:
f(x) — i+j-1
f. (X)= x)"™ 4.37
|.n() B(n|+12()( jKL() ( )

Cordeiro ve Castro [59], Kw-G ailesine iligkin sira istatistiklerini tanimlarken, farkli seri

acilimlarint kullanmistir. Bu agilimlar, KL dagilimimin sira istatistikleri i¢in kullanilarak,

i(n-i
n-i (-1)J [ J jwk pr,i+j-l
=D

= B(i,n-i+1)

ve

=2 (JZz (I T

olmak iizere, Esitlik (4.37)’e es deger olarak Esitlik (4.38)’e ulasilir:

X)= S 0L ()1 (%), (4.38)

rk=0

Sira istatistiklerine iliskin momentler ise, z(n,a) = J-x”L(x)al (x)dx olmak iizere,

—o0

E(X:)= iqrvkr(s,a(k+1)+r—1) (4.39)

rk=0

o0

ve moment ¢ikaran fonksiyon p(za)= I exp(tX)L*(x)I(x) olmak iizere,

—00

M., (t)= goqr,kp(t,a(kﬂ)Jrr—f) (4.40)

bi¢iminde bulunmustur.
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4.3.8. Parametre Tahminleri

Bu alt boliimde KL dagilimma ait en ¢ok olabilirlik parameter tahminleri yapilacaktir.
RO A KL(a,b,G) dagilimindan rasgele bir 6rneklem olsun. KL(a,b,G) dagilimina
iliskin log-olabilirlik (logL) fonksiyonu asagida verilmistir:
logL = nloga+ nlogb+ > log I (x;;60)+(a-1) Y log L(x;:0)

= = (4.41)

+(b-1)>log {1- L (x, ;9)}.
=1
Bu esitliligin her bir parametreye (a,b,H) gore birinci tlirevinin alinip, sifira esitlenmesiyle

en c¢ok olabilirlik esitlikleri asagidaki gibi elde edilmistir:
n H .
%:E-FZIOQ 1_e-9x1 1+ xJ
oa a = 0 +1

0 0
B (b B 1) a !
0+1

M _ E+Zlog{ {1_ o { Hé’x ]D } (4.43)

alogL Z (0 +1)e” {29(“1) -x(1+x)0°  *(1+x) }

02(14- X ) (6+l)e‘9x ((9+1)2e9xi
)Z (0 +1)e™ ox [x(0+1) + 6 +2]
1O0+1-(0+1+6x) (6% +20+1)e™

an O+1-(0+1+0x) ] Ox[x(0+1) +0+2]
(6 +1)e™ (6% +20 +1)e%

L [@+1-(0+1+6x) )
(0 +1)e”

Parametre tahminlerinin giiven araliklart ve hipotez testleri i¢in Fisher bilgi matrisine

(4.44)

—a(b-1)2

ihtiya¢ duyuldugundan, Fisher bilgi matrisi asagidaki gibi tanimlanmistir:
Iz 12 lig

I=|1Iy Iy Iy
l31 I3 a3

Fisher bilgi matrisinin elemanlar1 ise, Esitlik (4.45)-(4.49)’daki gibi elde edilmistir:
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ollogl  n logL(X;0))’ I*(X; 6)
1, =22 =——2—n( ) i (4.45)
cara (L(:0)
L = =azlong_rl logL(X;0)L* (X;6)
2% Gach 1-13(X;0)
|y _0fMgL 1 8L(X;¢9)_n(b_ 0 L**(X;6) (alogL(X;6) + 1) OL(X;0)
B %a00 L(X;0) o0 1-I*(X:6) o0
‘na L%L(X; 6)logL(X; 6) OL(X;6) (4.46)
(1-rpe)
d°logL n
2 = 02 =_b_2, (4.47)
&%logL L*Y(X;6) OL(X;6
Iy =1y = o =N 5 ) : ), (4.48)
oo  1-13(X;0) o0
o°logL 1 8°(X;0) 1 0°L(X:0)
3= 2 = N 2 -n(@-1) 2y 2
o0 12(X;6) 06 I*(X:0) 00
1 azl(x;e)m 1 0*L(X:6)
I(X;0) 06° L(X;0) 06°
a-2 . 2 .
“na(a-1)(b-1) X0 TLXY) (4.49)

1-12(X;0) 067
L?@D(X;0) 0*L(X;0)
-1 90
L**(X;0) 0°L(X;6)
1-12(X;0) o6*

-na*(b-1)

-na(b-1)

4.3.9. Benzetim Calismasi

Bu boliimde onerilen yeni dagilima iliskin benzetim g¢alismasina yer verilmistir. Bu
benzetim ¢aligmasinda en c¢ok olabilirlik yontemi kullanilarak elde edilen tahminlerin hata
kareler ortalama (HKO) ve ortalama mutlak sapma (OMS) degerleri hesaplanarak, tahmin
edilen dagilim parametreleri ilizerinde degerlendirme yapilmistir. Benzetim ¢aligsmalarinin
senaryolart her bir dagilim i¢in segilen rasgele dort parametre kombinasyonuna ve bes
orneklem biiyiikligine dayanmaktadir. Rasgele segilen parametre kombinasyonlarinda
farkli parametre biyiikliikleri ve parametreler arasindaki biyiikliik siralamasinin

gozlemlenebilecegi degerler segilmeye calisiimistir.

Orneklem biiyiikliikleri (n), 30, 50, 200, 500 ve 1000 olarak belirlenmistir. Bu sayede,

farkli orneklem biiyiikliiklerinin parametre tahminleri lizerindeki etkisi gozlemlenmeye
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calisilmigtir. Caligsmada tekrar sayisinin 1000 olmasi, baska bir pilot calisma araciligiyla,
yeterli goriilmiistiir. Veri {iiretim asamasinda benzetim tekniklerinden ters donilisiim
yontemi kullanilmistir. Ters doniisiim yontemi dagilimlara iliskin kantil fonksiyonlarina
dayanan bir yontemdir. X siirekli bir raslanti degiskeni ve F bu raslanti degiskeninin
dagilim fonksiyonu olmak iizere, U ~U(0,1) i¢in F*(U)=Q) raslanti degiskeni ile X
aynt dagilimhdir. U(0,1) tekdiize dagilimdan {iretilen U degeri F*(U) doniistimii sonucu

F dagilim fonksiyonuna sahip dagilimdan iiretilmis olur. Bu yontem ters doniisiim

yontemi olarak bilinmektedir.

KL dagilimina iliskin veri iiretim asamasinda kullanilan kantil fonksiyonu asagidaki

esitlikte yer almaktadir:

Qu (U) =-W [{[1— @-uen —1}(9 +)e D g 1} /6. (4.50)
Burada, w(.) Lambert fonksiyonunu ifade etmektedir.

Benzetim ¢alismalarinin tiim asamalar1 R Paket Programi ile gergeklestirilmistir. Keyfi
olarak verilen parametre degerleriyle KL dagilimindan {iretilen veri setleri, sonrasinda en
cok olabilirlik yontemi ile tahmin edilmistir. Tahmin sirasinda en c¢ok olabilirlik
esitliklerinin  ¢oziimlenmesinde CG (conjugate gradient) optimizasyon yontemine
basvurulmustur. Parametre tahminlerinde kullanilan farkli iteratif yontemlerin parametre
sonuclarint etkiledigi yapilan pilot calismasinda saptanmistir. Yontemler arasinda en
basarili yontem CG yontemi olarak belirlenmis ve benzetim ¢alismasinda bu yontem tercih
edilmistir. Son olarak, ger¢ek degerler ile tahmin edilen degerler arasindaki farki
Ol¢ebilmek adina HKO ve OMS degerleri hesaplanarak kaydedilmistir. KL dagilimina
iliskin sonuglar Tablo 4.1’deki elde edilmistir.
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Tablo 4.1 Keyfi parametre degerlerine gore KL dagilimina iliskin benzetim sonuglari

Iy

n a b 6 HKO OMS
a=05 b=02 =03
30 |0.61096  0.27959  0.27647 |0.04046  0.01269 0.00790 |0.19913 0.11416 0.10364
50 |0.55895 0.23620  0.28098 |0.01713 0.00334 0.00241 |0.13145 0.05190 0.05354
200 |0.52394 0.23498  0.27965 |0.00376 0.00605 0.00170 |0.06145 0.04657 0.04046
500 |0.51033 0.23207  0.27837 |0.00103  0.00469 0.00151 |0.03146 0.03898 0.03195
1000 [0.50376  0.20842  0.29350 |0.00042  0.00050  0.00030 |0.01865 0.01158 0.01082
a=35 b=025 9=5
30 [3.61750 0.29453  4.88590 |0.29207 0.02312 0.20308 |0.50777 0.07347 0.40279
50 |3.60730 0.28311  4.89930 |0.21327 0.01184  0.20495 |0.49935 0.06295 0.42199
200 [3.53300 0.25563  4.99890 |0.07846  0.00067 0.08194 |0.28953 0.02623 0.25874
500 |3.50660 0.25403  4.97150 |0.01734 0.00020 0.01512 |0.12947 0.01370 0.10347
1000 [3.50700  0.25232  4.98530 |0.01905 0.00012 0.02222 |0.13281 0.01133 0.11727
a=5 b=7 =12
30 |5.61570 7.41750  12.95200 |1.26130 3.25490  3.94960 |1.17100 2.02740 2.06710
50 |5.45190 7.03510 12.88100 |0.77812 2.21220 3.15400 |0.91127 1.62450 1.68240
200 |5.10060 7.08370  12.25900 |0.13670 1.35490  1.06490 |0.38364 1.33090 1.17910
500 |5.00800 7.35590  11.92900 |0.05244  1.07900 0.60337 |0.26361 1.16030 0.94288
1000 [5.04780  6.99760  12.14300 |0.03136 0.55616 0.40510 |0.20408 0.87245 0.74028
a=10 b=5 0=3
30 |10.31100 5.07510 3.06380 |0.90454  0.75492  0.04175 |1.05330 0.98723 0.19202
50 |10.29400 5.35680  3.01400 |0.71955 0.78363 0.01161 |0.81810 0.84462 0.10522
200 |10.00700 5.01250 3.00350 |0.06075 0.05824  0.00155 |0.27207 0.26809 0.04345
500 |10.03700 5.05730  2.99990 |0.07808  0.08356  0.00147 |0.29114 0.29265 0.03726
1000 |10.01100 5.00780  3.00020 |0.01294 0.01291  0.00031 |0.12492 0.12521 0.01965

Tablo 4.1°deki sonuglar incelendiginde, 6rneklem biiyiikliigiiniin parametre tahminleri

tizerinde etkili oldugu sdylenebilir. Genel olarak, orneklem biiytlikliigiiniin artmasi

tahminler iizerindeki hatayr disiirdiigii sonucuna ulagilmigtir. Ayrica, 1000 tekrar

tizerinden hesaplanan ortalama parametre tahminlerinin gergek degerler ile oldukca yakin

olarak hesaplanabildigi Tablo 4.1’den goriilmektedir.

Bu calismada esas amag, kullanilan tahmin yonteminin ve tercih edilen optimizasyon

tekniginin kullanigh oldugunu ve dogru sonuglar elde edebildigini gostermektir. Buradan

yola ¢ikarak, onerilen dagilimin kullanilabilir ve R gibi paket programlar ile parametre

tahminlerinin kolayca hesaplanabilir oldugu s6ylenebilir. Bununla birlikte, bayesci tahmin

yontemleri gibi farkli parametre tahmin yontemlerinin kullanilmasinin ve daha iyi

sonuglarin elde edilmesinin 6nii agiktir.
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4.3.10. Uygulama

Bu alt bolimde, Onerilen KL dagiliminin gergek yasamda kullanilabilecegini gostermek
amaciyla, gercek bir veri seti lizerinden bir uygulamasina yer verilmistir. Kullanilan veri
seti, 400 mikrometre uzunlugundaki 59 test iletkenine ait hata zamanlardan (saat)
olugsmaktadir. Tiim iletken 6rnekleri belirli bir yliksek sicakliga ve akima maruz birakilmis

ve bu siirecte hata verdikleri zamanlar kaydedilmistir.

Tablo 4.2 400 mikrometrelik elektron gog¢ii 6rneklerinin hata zamanlari (saat)

6.545 9.289 7.543 6.956 6.492 5459 8.12  4.706 8.687  2.997
8.591 6.129 11.038 5.381 6.958 4.288 6.522 4.137 7.459  7.495
6.573 6.538 5.589 6.087 5807 6.725 8532 9.663 6.369 7.024
8.336 9.218 7.945 6.869 6.352 4.7 6.948 9.254 5.009 7.489
7.398 6.033 10.092 7.49 4531 7.974 8799 7.683 7.224  7.365
6.923 5.64 5.434 7937 6515 6.476 6.071 10491 5.923

Tablo 4.2°deki veriler Schafft’in [110] ve sonrasinda Ristic ve Nadarajah [111] tarafindan
da kullanilmigtir. Ristic ve Nadarajah [111], calismalarinda iistellestirilmis tistel Poisson
(UUP) dagilimimi dnermis ve veri setini bu dagilim ile modellemistir. Bu boliimde, Tablo
4.2’de yer alan hata zamanlarina iligkin veri seti yeni Onerilen KL dagilimi ile
modellenmeye ¢alisilmistir. Tez ¢calismasinda, bu ve daha sonraki uygulamalarda, dagilima
iliskin parametre tahminlerinin elde edilmesi agamasinda iteratif matematiksel yontemler
kullanilmistir. Bu yontemlerin uygulanmasinda R Paket Programindan ve AdequacyModel

paketinden faydalanilmistir.

Verinin modellenmesinde, onerilen dagilim KL’ nin yani sira farkli dagilimlar da dikkate
alinmigtir. Ayrica Ristic ve Nadarajah’mn [111] elde ettigi farkli dagilimlara iligkin

sonuglara da yer verilmistir. Bu dagilimlar ve kisaltmalar1 Tablo 4.3°te yer almaktadir:
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Tablo 4.3 Karsilastirilan dagilimlar ve kisaltmalari

Dagilhim Kisaltma Kaynak
Kumaraswamy Lindley KL Onerilen
Lindley L [95]
Weibull W -

Ustel U -
Ustellestirilmis Ustel Poisson UUP [111]
Ustel Poisson UP [111]
Ustel Binom UB [111]
Ustel Geometrik UG [111]
Ustel Logaritmik UL [111]
Genellestirilmis Ustel Poisson GUP [111]
Poisson Ustel PU [111]

Dagilimlara iliskin en ¢ok olabilirlik tahminleri elde edildikten sonra, veriyi en iyi
modelleyen dagilima karar vermek i¢in Akaike Bilgi kriteri (AIC), Diizeltilmis Akaike
Bilgi kriteri (Corrected AIC, CAIC) ve Bayesci Bilgi kriteri (BIC) hesaplanmistir. Bu
kriterlere iliskin esitlikler asagidaki gibidir:

2n

AIC=-2L0+2p,CAIC=| ——
n-p-LO

]p-ZLO,BIC:-2L0+ pln,

Burada, LO log-olabilirligi, p modeldeki parametre sayisin1 ve n 6rneklem biiytikligiini

gostermektedir.

Tablo 4.4 ve 4.5’te dagilimlarin veriyi modellemedeki basarisini karsilastirmak tizere, bilgi
kriterlerine ve Cramer-von Misses (W) ve Anderson Darling (A) istatistiklerine yer
verilmistir. AIC degerine bakildiginda en iyi uyum saglayan modeller KL ve UUP’dir.
BIC’e gore yakin olmakla beraber, Weibull dagilimi daha diisiik bir degere sahiptir ve bu

kritere gore en iyi dagilimdir.

Tablo 4.5’te ise, KL’nin daha iyi bir model olduguna iliskin destekler sonuglar elde
edilmistir. Ozellikle Lindley dagilimmin KL dagiliminin bir alt dagilimi olmas1 sebebiyle
karsilagtirilmasi ve yorumlanmasi 6nem tagimaktadir. Lindley dagilimi bu veri setini temsil
etmekte yetersiz kalmasma ragmen, Kumaraswamy genellestirmesiyle elde edilen KL

dagilimi gayet iyi bir uyum gostermistir.
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Tablo 4.4 Kullanilan dagilimlarin bilgi kriterleri ile karsilastirilmasi

Dagilim Parametre Tahminleri AlC CAIC BIC
KL(a,b, ) 7.04235 8.96162  0.30971 228.6246 229.0609 234.8572
L(0) 0.25719 318.7054 318.7756 320.7830
W (e, B) 4.698249 7.613126 228.9946 229.2088 233.1496
U (a) 6.9800 349.2809 349.3511 351.3585
UP(B,1)° 0.1480 1.56x1077 351.3 355.5
UG(B,14)" 0.1433  1x10” 351.3 355.4
OL(B,A) 0.1727  0.99999 353.5 357.6
UB(B,4)" 0.1092  1.04x10° 355.3 359.4
PU(a, A)" 0.6492  55.7364 233.3 237.4
GUP(B,1,a) 0.0087  77.4455  57.6974 236.6 242.1
OUP(B,A,a) 0.1170  21.1892 9.8556  228.6 234.9

Tablo 4.5 Cramer-von Misses ve Anderson Darling istatistikleri

Dagilim W A
KL(a,b,8) 0.0340 0.1915
L(©) 0.0389 0.2307
W (e, B) 0.0822 0.4619
U () 0.0417 0.2489

Sekil 4.3’de veriyi modellemede kullanilan olasilik dagilimilaria ait egriler yer
almaktadir. Buna gore, veriye iligkin histograma en uygun modelin KL oldugu

gorilmektedir.

" Sonuglar Ristic ve Nadarajah [111] calismasindan alinmustr.
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Sekil 4.3 Veriye ait histogram ve model egrileri

4.3.11. Bootstrap Calismasi

Tez caligmasimin bu ve sonraki bootstrap bolimlerinde, uygulama i¢in kullanilan veri
setleri iizerinden bootstrap analizler yapilmistir. Bu analizlerde, veri setinden yerine
konularak yeniden Ornekleme gerceklestirilmistir. Elde edilen her bir 6rneklem igin
parametre tahmini yapilarak, gercek veri setinden elde edilen parametre tahminlerinin
dogruluguna iliskin sonuglar elde edilmeye calisilmistir. Bu sonuglarin 6ncesinde bu

yonteme iligkin genel bilgiler verilip, gerekli tanimlamalar yapilacaktir.

Yeniden oOrneklemeye dayali tahmin yontemleri 1940’11 yillara dayanmaktadir. Bu
yontemlerden biri de Jacknife olarak amilan yontemdir. Bu yontemde, her adimda bir
eleman disarda birakilarak, ilgilenilen hesaplama yapilir. Efron, 1979 yilinda Jacknife
yontemden esinlenerek bootstrap yontemini ortaya atmustir [112]. Efron, yeniden
ornekleme {izerine yapilan ¢aligmalar1 6zetlemis ve yeni bir ¢alisma alani olusturmustur.
Yeniden 6rnekleme fikri karmasik ve ¢ogu zaman hatali benzetim calismalarinin yerini
almis ve Efron’nun sonraki yillarda yaptig1 ¢alismayla beraber bilim diinyasinda kabul
gérmiis ve hizla yayilmustir. {lk olarak 1979°da verilmesine ragmen, yaklasimm yaygin
olarak kullanilmasit 1990’lar1 bulmustur. Yapilan ilk kuramsal caligsmalarda bootstrap
yaklasiminin asimptotik olarak tutarli oldugu gosterilmis ve gergek problemlere

uygulanmistir. Bu yaklagim ile klasik yaklasimi karsilagtiran ¢ok sayida benzetim
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caligmas1 yaymlanmis ve bootstrap yaklasiminin uygulamada g¢ok kullanigli olmasina

ragmen bazi kisitlamalarinin oldugu goriilmiistiir.

Literatiirde bootstrap yontemi birgok farkli amag igin kullanilmistir. Bunlardan bazilari,
tahmin edicilerin yanliligin1 belirlemek, giiven araliklar1 olusturmak, hipotez testleri ve
tahminlerin standart hatalariin tahmini olarak sayilabilir. Parametre tahmininde
karsilasilan en 6nemli iki problemden biri tahmin edicinin bulunmasi, bir digeri de tahmin
edicinin uygunlugunun degerlendirilmesidir. Tahmin edicilerin standart sapmasi her zaman
bilinen yollarla elde edilemeyebilir. Bootstrapt yontemi, tahmin edicilerin standart

sapmasinin bulunmasinda kullanilabilen bir yontemdir.

Tanim: n birimlik bir rasgele 6rneklem X, X,,..., X, rasgele vektoriinden olussun. Gergel
degerli tahmin edici @ = (X, X,,..., X,,) verilsin ve & 'nin uygunlugu degerlendirmek i¢in
ampirik dagilim fonksiyonu F_, her X,, i=1..,n rasgele vektdriine 1/n olasilik atayacak

sekilde belirlendiginde, F

. cinsinden tanimlansin. Bu durumda verilen yontem bir

bootstraptir.

Bootstrap yontemi, parametrik ve parametrik olmayan olmak {izere ikiye ayrilabilir.
Parametrik yontem, bilinen veya kabul edilen bir F(®) dagilimindan yeniden 6rneklemeyi
temel alir. Burada @, @ nin tahmin edicisidir. Ote yandan, parametrik olmayan bootstrap
yonteminde bilinen bir F dagilimi yoktur. Yeniden ornekleme, deneysel dagilim

fonksiyonu Ifn temel alinarak yapilir. Ifn ’den yeniden Ornekleme, ornek veri setinden

yerine koyarak yeniden 6rnekleme yapmaya esittir. @— @’ nin bootstrap dagilimi, @ ’larin

F,’den bagimsiz yerine koyarak ornekleme ile rasgele olarak iiretilmis dagilima karsilik

gelir @ ’nin standart hatasinin bootstrap tahmini @ — @ *nin bootstrap dagiliminin standart
sapmasidir. @* gergek dagilim yerine bootstrap drneklemini kullanarak elde edilen @ ’nin
degeri olmak iizere, ®* ’in dagilmimim standart sapmasi @ ’nin standart hatasinin

bootstrap tahminini verir [113].

Onceki boliimde, 400 mikrometrelik elektron gdcii 6rneklerinin hata zamanlarina iliskin
veri seti KL dagilimi kullanilarak modellenmisti. Burada ise, bir bootstrap ¢alismasi
diizenlenerek tahmin edilen parametre degerlerine iligkin degerlendirilmeler yapilmaya
calistlmistir.  {lk  olarak, 59 adet veri yerine konularak yeniden 6rnekleme
gerceklestirilmistir. Bu islem 1000 kez tekrarlanmistir. Her bir tekrardan elde edilen veri

seti KL dagilimi ile modellenmis ve dagilima iliskin bootstrap parametreleri tahmin
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edilmistir. Burada ilgilenilen kitleye iliskin @ parametresi KL dagiliminin parametrelerine

yani a,b ve 0’ya karsilik gelir. Tablo 4.6’da elde edilen 1000’er adet parametre tahminine

iliskin tanimlayici istatistikler verilmistir. Uygulama kisminda elde edilen parametre
degerleri a=7.0435, b=8.96162, §=0.30971 olarak tahmin edilmigken, bootstrap

tahminleri  &4*=7.0108, b*=8.0042, 6*=0.31659 olarak hesaplanmistir. Degerlerin
birbirine olduk¢a yakin oldugu goriilmektedir. Ayrica, bootstrap tahminlerinin standart
sapmasi, tahmin edicilerin standart hatasinin bootstrap tahminini verir. Elde edilen en
kiiglik ve en biiyiik degerleri ise bootstrap tahminlerine iligskin aralik hakkinda bilgi verir.
Bu araligin ¢ok genis olmasi, aykiri tahminlerin olduguna isaret edebilir. Tablo 4.6’da

buna benzer bir sonu¢ géziikmemektedir.

Tablo 4.6 Bootstrap drneklemesine iligkin tahmin edilen KL parametrelerinin tanimlayici

istatistikleri
Parametre Ortalama Std Sapma Min Q1 Medyan Max Q3
a* 7.0108 0.0583 6.9516  6.9979 7.0098 8.7549 7.0206
b* 8.0042 0.0168 7.9836 8.0001 8.0037 8.4970 8.0073

o* 0.31659 0.00834 0.29104 0.31075 0.31645 0.35093 0.32204

Bootstrap yonteminin kullanim alanlarindan bir digeri de, parametrelerin yan tahminini
elde etmektir. Yani tahmin etmekteki bir amag¢ yapilan tahminin iyiligini

degerlendirmektir. Bir diger amag ise, yan diizeltmesi yaparak daha iyi tahmin degerini
elde etmektir. Boostrapt yan tahmini Yan, = ®*-® olmak iizere, yan diizeltmeli tahmin
w=2&-d* esitligi ile elde edilir. Burada, bootstrap tahminin @ ’dan biiylik ya da kiigik
olmasi 6nemlidir. Duruma gore yan diizeltmesi standart sapmayi yiikseltebilir [113]. Tablo

4.7’de, KL dagilimma iligkin parametrenin yan diizeltmeli tahmin degerlerine yer

verilmistir:

Tablo 4.7 Bootstrap 6rneklemesine iliskin KL parametrelerinin yan diizeltmeli tahminleri

Parametre Yan Yan diizeltmeli tahmin

a* 0.03155 6.97925
[+ 0.95742 7.04678
o=  -0.00688 0.32347
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Giiven araliklar1 bir tahminin ne kadar giivenilir oldugunu gostermesi agisindan 6nemlidir.
Boostrapt teknigi ile boostrap-t araliklari elde edilebilmektedir. Burada ampirik bir standart
normal dagilim olusturulur ve bu dagilim iizerinden klasikteki yaklasima benzer bir yolla
giiven araliklart  bulunur. Ancak, bu araliklar etkili gozlemlerden olumsuz

etkilenebildiginden kullanilirken dikkatli olunmalidir. B yeniden ornekleme sayisin

gostermek tizere, araliklarin belirlenmesi i¢in  Z*(b) = a)b,\_a) b=12,..,B degerleri
sh*

hesaplanir. Bu esitlikte her bir bootstrap tahmin degerinin klasik degerinden c¢ikartilip,

bootstrap tahminin standart hatasina boliinmesi (sh *) ile elde edilen B adet Z degeri

hesaplanir. Sonrasinda, bu degerlerin « . yiizdelik degeri f, belirlenir. Son olarak,
bootstrap giiven araligi @—f_, sh<w < @—{, sh seklinde elde edilir [113].

Elektron gocii orneklerinin hata zamanlarina iliskin bootstrap-t araliklari ise Tablo 4.8’de
verilmistir. Burada, B=1000 , =5 olup ve @ yerine KL dagiliminin a,b,8
parametreleri gelir. Tablo 4.8 incelendiginde, uygulama kisminda elde edilen tahmini
parametrelerin ikisinin bu araliklar igiresinde yer aldigi goriilmiistiir. Yan diizeltmesi
yapilan tiim tahminler ise bu araliklar i¢inde yer alir. Bu sayede, elde edilen tahminlerin

giivenilir oldugu soylenebilir.

Tablo 4.8 KL parametrelerinin bootstrap-t aralig:

Parametre Alt simir  Ust simir
a* 6.97618 7.042445
bh* 7.995799 8.014336

o* 0.303068 0.3300983

Bir diger giiven aralig1 ise, bootstrap yiizdeliklerinden elde edilebilir. Bu aralik icin alt ve
tist sirlar [@y,,,, @y ] =[@*,,@*, ] seklinde tanimlanir. Bootstrap yiizdelik araliklari,
bootstrap-t araliklarina gore daha giivenilirdir ve daha karmasik problemlere uygulanabilir.
Tablo 4.9°da KL parametrelerine iligkin bootstrap yiizdelikleri yer almaktadir. Sinirlarin t

araliklariyla oldukca yakin oldugu goriilmektedir. Yine benzer sekilde, yan diizeltmeli

parametre degerlerinin bu araliklar i¢erisinde yer aldig1 agik¢a goriilmektedir.
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Tablo 4.9 Bootstrap drneklemesine iliskin tahmin edilen KL parametrelerin bootstrap

yiizdelikleri
Parametre Alt simir Ust simir
ax* 6.979155  7.035420
bh* 7.994064 8.012601
0* 0.3030817 0.3301120
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5. MARSHALL-OLKIN GENELLESTIRILMIiS DAGILIM AILESi

Tez calismasinin bu bolimiinde Marshall-Olkin Genellestirilmis Dagilim (MOGD) ailesi
dikkate alinmistir. Bu aile, 6nceki boliimde yer verilen KGD ailesinden farkli olarak, yeni
dagilim tanimlamak i¢in temel ve firetici dagilim yontemini kullanmaz. Bu dagilim
ailesinde s6z konusu olan yontem, parametre eklemek ve temel dagilima iligkin oransal bir

fonksiyon kullanmaktir.

Yeni ve daha esnek dagilim aileleri elde etmek i¢in parametre ekleme yontemi, son yillarda
lizerinde birgok c¢alisma yapilan, arastirilan bir alandir. Bu c¢alismalar arasinda
sayilabilecek en Onemli g¢alismalardan biri Marshall ve Olkin [5] tarafindan
gerceklestirilmistir ve MOGD ailesini tanimlamigtir. Bu aile temel dagilima iligkin bir
orani ve egim (tilt) parametresi olarak da bilinen yeni bir parametreyi igeren bir formda
tanimlanmistir. Bu nedenle, oransal (proportional) olasilik ailesi ya da parametreli aile
olarak da bilinmektedir [5]. Temel dagilim, yeni tanimlanan dagilimin 6zel bir sekli haline
geldiginden, daha esnek bir dagilim elde edilmis olur. Bu sayede farkli veri setlerini
modelleme kabiliyeti artmaktadir. Yeni tanimlanan MOGD ailesi {iyesi dagilimlar

“Marshal-Olkin-temel alinan dagilim” ya da kisaca MO-GD seklinde adlandirilmigtir.

F(x), stirekli bir X raslanti degiskenine iliskin herhangi bir df ve S (X)=1-G(x) temel
alinan olasilik dagiliminin yf’sini géstermek tizere, MO-GD ailesine iliskin df ve oyf,

x>0 icin sirastyla asagidaki esitlikler ile tanimlanir:

—1. 56 (X)
Fuo-c (X) =1 [1'(1'3/)56 (x)]’ (5.1)
fyo.c (X) = 28 (1) (5.2)

[1-@-9)Se (]

Burada ¥~ ¥ eklenen yeni parametre yani e§im parametresidir. Ozel olarak y=1 alinirsa,
yeni dagilim temel dagilima esit olur. Marshall ve Olkin [5], bu yontemin kararlilik
ozelligine dikkat ¢ekmistir. Ornegin, yontem iki kez uygulanacak olursa yeni bir dagilim

elde edilemez. MO-G dagilimina iliskin yf, Esitlik (5.3)’te, hf ise, Esitlik (5.4)’te

verilmistir:

— »Se (x)
Swo-c (X) = 1-(1 ‘—J’)SG )’ (5.3
o ()= B0 54)

1-(1-7)Se (x)
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Esitlik (5.4)te, y>1 ise h(x)<h,(x) ve ye(0,1) ise h(x)>h,(x) olur. Burada, h,(x) temel

dagilima iliskin hf’yi gostermektedir.

Barreto-Souza vd. [83], |Z|<1, k>0 ve I() gama fonksiyonu olmak iizere, Esitlik

(5.5)’teki seri agilimindan yararlanarak

R 69

MO-G dagilimina iliskin df y e (0,7) i¢in Esitlik (5.6) ile y>1 i¢in Esitlik (5.7) ile yeniden

tanimlamistir:
o 00 = 92X W, ™ () 56)
fuo.c (9= 99D V,61 (4 (5.7)

i _ i
(+D-1/9) 40

Buradaw;, =y(j+1)(1-y)j(-1)j"k(i] Ve v, = )

Tez galigmasinin bu bolimiinde MOGD ailesi {iyesi yeni bir olasilik dagilimi tanimlanmis
ve Ozellikleri incelenmistir. Bu kapsamda, temel dagilim olarak Rayleigh dagilimi
secilmigtir. Alt baslik olarak oncelikle Rayleigh dagilim iizerinde durulmus, sonrasinda

yeni dagilim Onerilmistir.

5.1. Rayleigh Dagilim

Weibull dagiliminin 6zel bir sekli olan Rayleigh dagiliminin kullanimi olduk¢a yaygindir.
Riizgar hizi, enerji analizlerinde ve oyf’nin dogrusal olarak artan basarisizlik oranina sahip
olmasi nedeniyle de yasam siiresi ve giivenilirlik analizlerinde siklikla kullanilmaktadr. Ik
olarak, akustik iizerine yapilan bir ¢aligmada Rayleigh [51] tarafindan kullanilan bu
dagilim, sonrasinda bir¢cok farkli bilim ve teknoloji alaninda uygulanmistir. Dyer ve
Whisenand [52], dagilimin iletisim miihendisligindeki dnemini vurgulamistir. Kurban vd.
[53], Korukgu [54] riizgar enerjisi verisini ve Bhattacharya ve Tyagi [55] bazi tibbi veri
setlerini Rayleigh dagilimi ile modellemistir. Fernandez [56], yaptigi calismada bu

dagilima iligskin parametre tahminlerinde karsilasilan problemlere yer vermistir.

Rayleigh dagilimli bir rastlantt degiskeni icin, df, oyf, yf ve karsilik gelen hf, x>0 ve

o > 0 sekil parametresi olmak tizere, sirasiyla agagidaki gibi tanimlanir:
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F(x)=1-exp (ZLZZJ (5.8)

f(x)——exp( j (5.9)
S(x)= exp( j (5.10)
h(x) = (5.11)

Literatiirde farkli genisletilmis Rayleigh dagilimlariyla karsilasmak miimkiindiir. Voda
[114] calismasinda Genellestirilmis Rayleigh dagilimimi 6nermis, istatistiksel 6zelliklerine
yer vermis ve dagilimin soldan kesilmis seklini tanimlamistir. Voda [115-116], en ¢ok
olabilirlik tahmin edicilerini elde etmis ve iki bilesenli karma bir dagilim iizerinde
durmustur. Tsai ve Wu [117], Rayleigh dagilimli yasam ¢ézlimlemesi verilerinde kesilmis
yasam testleri i¢in 6rnekleme plani kabul sorununu arastirmigtir. Gomez ve Gomez [118],
kablosuz solma kanallar1 alaninda Rayleigh dagiliminin bir genellestirmesini uygulamaistir.
Kesilmis Rayleigh dagilimi, Merovci [22] tarafindan gelistirilmistir. Cordeiro vd [18], beta
genellestirilmis Rayleigh ve Ahmad vd [27] Kesilmis ters Rayleigh dagilimlarini
tanimlamis, ozelliklerine yer vermistir. Gomes vd. [119], Kumaraswamy genellestirilmis
Rayleigh dagilimimi 6nermis, Hussian ve Amin [120] ise, Kumaraswamy ters Rayleigh
dagilimini incelemistir. Asgharzadeh ve Azizpour [121] ise, Rayleigh dagiliminin hibrit

sensorleme altinda bayesci yaklasimini ¢aligmistir.

5.2. Marshall-Olkin Rayleigh Dagilim

Bu boliimiinde, MOGD ailesi iiyesi yeni bir dagilim Onerilmistir. Yeni dagilimin
tiiretilmesinde Rayleigh dagilimi kullanilmistir. Marshal-Olkin Rayleigh dagilimi, kisaca
MOR olarak adlandirnilmistir. Bu kisitmda MOR dagilimma iligkin fonksiyonlar,
istatistiksel ozellikler, benzetim, uygulama ve bootstrap c¢alismalari, alt bagliklar halinde

incelenecektir.

5.2.1. Dagihima iliskin Fonksiyonlar
MOR dagilimina iliskin oyf ve df, Esitlik (5.1) ve (5.2)’de, Esitlik (5.8) ve (5.9)’un yerine

yazilmasiyla, o, y >0 ve x>0 olmak iizere, sirasiyla asagidaki gibi elde edilmistir:
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X2
yxexp (- 262}
2 2!
o’ {1—(1-y)exp( X ZH
20

2
1- exp(- X Zj
20
Fuor (X) = N

1-(1-yp)exp (— 257 j

fuor (X) =

(5.12)

(5.13)

MOR dagilimi karmasik olmayan, basit yapisiyla kolay hesaplanabilir ve kullanish bir

dagilimdir. Bu sebeple yasam analizi, hidroloji, iktisat bilimi, giivenilirlik analizleri ve

Rayleigh dagiliminin kullanildig1 her alana uygulanabilir. Sekil 5.1°de, farkli parametre

degerleri i¢in MOR dagiliminin oyf ve df grafikleri yer almaktadir.

=2, =5

= v=7,06=3
.= y=4,6=4

v=5, o=1

Dagilim Fonksiyonu Olasilik Yogunluk Fonksiyonu
2 4 o — =0.1,0=8
(\ -
2 24 Ny —
h
o =1 1
. ] I
g z a4 | |
*7 N
(=]
o | I
3 S
(=]
° I I I T T g _

Sekil 5.1. MOR dagilimina iligkin df ve oyf grafikleri

MOR dagilimina iliskin yf S,z (X), (5.14) esitligindeki gibi elde edilmistir:

XZ
yexp (— 202]
x2 )
1- (1-y)exp(- 2]
20

MOR dagilimna ait hf ise, asagida tanimlanmustir:

Swior (X) =
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X

o’ {1 -(1- y)exp(—z);zﬂ

Sekil 5.2°de farkli parametre degerleri icin MOR dagilimmin hf ve yf grafiklerine yer

Nyor (X) = (5.15)

verilmistir. Grafiklerden de goriilecegi gibi, hf oldukga esnektir. Cok farkli sekillere sahip
olmasi, parametre sayisinin az olmasi, basit bir yapiya sahip olmasi nedeniyle MOR

dagiliminin cazip dagilim oldugu sdylenebilir.
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Sekil 5.2 MOR dagilimina iliskin yf ve hf grafikleri

5.2.2. Momentler
Bir dagilimin bir¢cok 6nemli 6zelligi, karakteristigi momentler yardimiyla elde edilebilir.

n=1,2,.., olmak iizere, MOR dagilimina iligkin n. dereceden merkezsel olmayan
E(X")=p, momentleri, y parametresinin degerine gore farklilk gosterir. ye(0,1) ise,

Esitlik (5.16) ve y>1 ise, Esitlik (5.17) ile asagidaki gibi elde edilir:

0

o o w onl X 2 \\JK
E(X") = Ziwjyij" f)F ™ (x)dx = Ziwj’kj'x—ze 20 [1- exp [%B dx
o o

=0 k=0 0 j=0 k=0 0
o bk . i - k | E+ %ﬂ
= gggwj,k(-l)' (J i J(1+i)[z s a”'zr(gﬂj, (5.16)
j=0 k=0 i=
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E(X")= Zv J.x“f(x)F‘(x)dx jn—ﬂezxa (1 exp(-—zjj dx

iivj(l)(j 1+i)'(5”]22” ”Zr(z 1) (5.17)

j=0 i=0

Burada (1- e® )a = i“(-l)i (?j(eb )i seklinde tanimlanir.
i=0

5.2.3. Moment Cikaran Fonksiyon
X ’in moment g¢ikaran fonksiyonu M (t)= EE¥) , ye(0,1) ve y>1 icin sirasiyla Esitlik

(5.18) ve (5.19)’da verilmistir:

0

M(t):izj:wj,kje“f(X)Fj'k(X)dX=iiwj,kiizetx-;” (1 eXp(-z_ZD *

j=0 k=0 0 j=0 k=0 o

~ o j jk PN j-k i 2‘7(1—;) T ’ ot
E N S == MR

(5.18)
© @ ®© , j _°° X tx»§ ) -X_Z j
M(t)=jz:;vjj;e f(X)F (x)dx—!;?e [1 exp( 202]]
— N Zlifi) T - ot
_;,Zvl(l)( j1+|{ 7 x/z(1+i){ef(ﬂ/z(m)}]}}'
(5.19)

(+D@-1/9)'

Burada w;, =y(j+1)(1-y)j(-1)j'k(|ij VeV = )

5.24. Entropi
Bu alt bolimde, MOR dagilimindan gelen X raslanti degiskenin belirsizliginin 6lgiitiine

iliskin Rényi entropisi,

J.(8)= %Iog [ 120
0
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esitliginden yararlanarak elde edilecektir. Burada f(x), MOR dagiliminin dagilim

fonksiyonunu ve 6 >0 olmak tizere,

7’8’ (%) & ; [1- (X)]
fox)=r=222 (20) 2 Z(l 7 I'(20+ j)——F—-

esitligi gegerlidir.

MOR dagilimna iliskin Rényi entropisi, 7 € (0.1) i¢in asagidaki gibi elde edilmistir:

T (6)=mlog[iejf‘)(x) [1- F(x)] de

1 = X X’ (5 + )
:mlog (Zejj‘ﬁexp[-T dx (5.20)

0
5>1ise, f°(x)= ‘591“22)5)2(1 )fF(25+])[ ( )] olur ve y>1 icin asagidaki esitlik

gecerlidir:

Tr(8)= ﬁ'og (Z hjf 1”(x)Ff'(x)olxj

=0

1 = X’6 x’ :
=——lo h 1- - d 5.21
b e e e K c21

:ﬁlog_gljo( [J }

Burada,

U2+ )
! ' (26);!

j -1,

©+j)2
ve

_ (y-1)' (26 + j)
! Y’ I(26) ]!

bi¢iminde tanimlanir.
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5.25. Giivenilirlik
Giivenilirlik ~ daha  oncede tanimlandigt  gibi R=P(X,<X,) bigimindedir.

X, ~MOR(y,,0,) , X, ~MOR(y,,0,) dagihmli, bagimsiz rasgele degiskenler ve

o, =0, =0 olsun. Bu durumda, giivenilirlik dl¢iiti R asagidaki gibi elde edilir:

R=P(X,<X,) j f, (X)F, (X)dx
0

| 718(x) 7, [1- G()]
2 {1-(L-p )[1-Gw]) 1-@-7)[1-GW)]

h u
= N2 2 d (5.22)
yy'([[l'(l'yl)u] []'(]'Vz)u] !

_ "2 I (1-v,) _(-p)  (1-7)-(I-p) |y,
(-7, )-(1-y )] o| 1-Q-p)u 1-(T-p)u [I-(1-y )u]

5.2.6. Sira Istatistikleri
X,., I. sira istatistigini gostermek iizere, MO-G dagilimindan gelen X,,X,,.., X, rasgele
orneklemi igin I. sira istatistiginin olasilik yoguluk fonksiyonu f,(X), Barreto-Souza vd.

[50] calismalarindaki yaklasimla, Esitlik (5.23)’teki gibi elde edilmistir:

( 1)| Gl+i-l( )
fln(X) yn/g(x)Z(l 1)|(n |)| [1 (1 V)(] G(x))]|+'1 (523)

Burada g ve G sirasiyla Rayleigh dagilimma iligkin yf ve df’yi gostermektedir. Esitlik
(5.23)’den, y € (0, 1) olmak iizere, Esitlik (5.24) yazilabilir:

g(x)iZZuj,kG‘+| R (5.24)

j=0 1=0 k=0
D) @=—) () 1+i+]
Burada u.,, = Vn'( L) (1_ V) [ ] ) . “dir. Benzer sekilde y >1 i¢in,
- (i-)I(n—-i)! |k i

()= g(X)ZZCuG“' Y (5.25)
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(=1 (v —1)} l+i+i
elde edilir. Burada, ¢, = e D O D) i de tanimidir,
PRG-I

5.2.7. Parametre Tahminleri

X, Xy ..,X,, 7 Ve ¢ parametreli MOR dagilimindan gelen gozlem degerlerini gostermek

tizere, MOR(y,0) i¢in log-olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir:

n n n 2
logL = nlogy + Zlogxi - izz xi2 - ZZlog I-(1-y)exp -X—'2 : (5.26)
— 20%21 =L 20

Esitlik (5.26)’ya iliskin gore kismi tiirevler,

x?
) 2exp ( Zozj
{Hl-y)exp[- o H

2
dlogL _ 1 2(1-7) XizeXp('zizj
0g - -7 < o

=P 2

a i= I 3 i= »2
(o} o 1 o 1[1-(1-y)exp(—zx'2ﬂ
o

bigiminde tanimlanmistir. Buna gére Fisher bilgi matrisi,

| |
[:{ 11 12}
Io1 1

olmak tizere, matrisinin elemanlari

(5.27)

2
dlogL _ n 4 eexp(- Xi2)
I =220 oy o (5.28)

= 2 )V
L-(l-y)exp(- ” )+1J

20
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_dlogL h 2(1 y) n 2(]-y)xi4
Ioo = oD =-> 52 2
oOo i—1 6( 2 ] i=1 6[ )+1]
2
2
n 6(1-y)x| al n 2
+ 2 : '.23)(4'1 ’
i=1 4( (1 y)exp +J i=1 0
(5.29)
2 |2 2 |2
ologl _ {0 2(1'3’)xi eXp('az) n 2xiexp(- 02)
lip=121= 00 —‘; 5 2'21 5 2
} 03[-(1-y)exp(- X‘2)+1J o (-(I-y)exp(- '2>+1J
(5.30)

bi¢ciminde tanimlanmustir.

5.2.8. Benzetim Calismasi

Kantil fonksiyonlar1 6zellikle basiklik ve carpikligin kantiller ile tanimlanabilmesinin yani
sira, benzetim g¢alismalarinda veri iiretim asamasinda kullanilmasi sebebiyle istatistikte
Ooneme sahiptir. Tez ¢alismasinin benzetim boliimlerinde kantil fonksiyonunu temel alan

ters doniisiim yontemi kullanilmstir.

Fuor (X) , MOR dagilimmin df’sini gostermek iizere, O0<u <1 igin FM‘;R (X) = Qyor (U)

kantil fonksiyonu Esitlik (5.31)’deki gibi tanimlanmustir:

Quor (W) = {- 202 [In(1 -u) - In(I -u+up)]} " (5.31)
Ters doniisiim yontemiyle MOR dagilimli rasgele degiskeni iiretmek oldukga basittir. U ,
(0,1) araliginda tekdiize dagilimli bir degisken olmak iizere, X ~MO—Raerigh(y,a)
raslant1 degiskeni Esitlik (5.31) ile elde edilir. Bu esitlik kullanilarak, keyfi parametre

degerleri ile farkli biiyiikliiklerde veri setleri elde iiretilmistir. Sonrasinda veri setleri MOR

dagilimi ile modellenmis, parametre tahminleri elde edilmistir.

Tim veri iretim asamasi R Paket Programi kullanarak yapilmis ve parametre
tahminlerinde AdequacyModel paketi kullanilmistir. Elde edilen tahmini parametrelerin
veri iretiminde kullanilan keyfi parametre degerleriyle olan farkini degerlendirmek ve
hatasini inceleyebilmek adina HKO ve OMS degerleri hesaplanmigtir. Hesaplanan degerler
Tablo 5.1°de verilmistir:
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Tablo 5.1 Keyfi parametre degerlerine géore MOR dagilimina iligkin benzetim sonuglari

n 4 6 HKO OMS
y=01 c=05
30 |0.21955  0.41704 |0.03489  0.03116 [0.14641  0.17654
50 |0.16765 045851 |0.01100  0.01515 |0.09241  0.13004
200 |0.11652  0.48553 |0.00122  0.00533 |0.03621  0.07146
500 |0.10675  0.49528 |0.00039  0.00140 |0.02109  0.04245
1000 |0.10640  0.49476 |0.00038  0.00225 |0.02090  0.04443
y=25 o=5
30 |3.31794 4.93636 |2.21175 0.23823 [1.46719  0.54249
50 |3.01818 4.96328 |1.24807  0.14378 |1.13553  0.42339
200 |2.59504  4.99183 [0.19160  0.03429 |0.48059  0.20940
500 |2.55247  4.98763 |0.07775  0.06207 |0.30941  0.14676
1000 |2.52185  4.99895 |0.03238  0.00649 |0.20094  0.09170
y=7 o=10
30 |8.14479  10.02726 |7.45502  0.49949 |3.17642  0.79577
50 |7.80224  10.01147 |5.52365 0.31117 |2.61912 0.63148
200 |7.32942  9.98123 |1.42896  0.08373 [1.33183  0.33224
500 |7.20334 9.97916 |0.66872  0.03656 |0.89682  0.21881
1000 |7.04697  9.99931 |0.27066  0.01705 |0.58834  0.14861
y=15 =9
30 |15.11900 9.02110 |8.61520  0.20403 |3.17760  0.46983
50 |15.25267 9.02121 |6.12620  0.11393 [2.73901  0.35398
200 |15.02850 8.96931 |1.58330  0.33646 |1.37827  0.20144
500 |15.13865 8.94253 |1.63197  0.49207 |1.44446  0.19240
1000 | 15.01619 8.97896 |0.30027  0.16524 |0.60023  0.09101

Tablo 5.1’in ilk siitunu, tretilen veri setinin Orneklem biiyiikliiklerini ifade etmektedir.
Ikinci ve iigiincii siitunlar ise, tahmin edilen parametre degerlerini igermektedir. Bu
degerler incelendiginde, tahmin edilen parametrelerin gercek degerlerine oldukga yakin
oldugu ve orneklem biiyiikliigii arttikca daha da yaklastigi sdylenebilir. Farkli parametre
biiytikliikleri hata miktarlarini etkilese de, bu etki 6rnek biiyiikliigliniin artmasiyla ciddi
derecede diismektedir. Hassas ¢alismalarda, tahmin edilen MOR dagilim parametrelerinin
tahmininde olabildigince biiyilik veri seti lizerinde calismak daha saglikli sonuglar
doguracaktir. Ote yandan, kullanilan yontemin elde edilen benzetim sonuglar1 cercevesinde
yeterince bagarili oldugunu séylemek miimkiindiir. Sonug olarak, MOR dagilimi parametre
sayist az, parametre tahmini kolay ve basit fonksiyonel yapisina sahip kullanigh bir

dagilimdir.
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5.2.9. Uygulama

Bu boliimde, MOR dagiliminin uygulanabilirligini gostermek amaciyla, gergek bir veri
setinin lizerinde uygulama gerceklestirilmistir. Tablo 5.2°de kullanilan ariza veri seti yer
almaktadir [122]. Veri seti, es zamanl giivenirlilik testine tabi tutulmus, ayni 6zellikli 20
tiniteden, test siiresi boyunca ariza meydana gelen 14 initeye iliskin degerden
olusmaktadir. Bu 14 {inite i¢in ariza sonrasi test sona erdirilerek, ariza saatleri asagidaki

gibi kaydedilmistir:

Tablo 5.2 Ariza verisi (saat)

260, 420, 550, 630, 720, 800, 900, 970, 1050, 1135, 1220, 1300, 1400, 1490

Tablo 5.3’te ariza verisini modellemede kullanilan diger dagilimlarin listesi verilmistir:

Tablo 5.3 Karsilastirilan dagilimlar ve kisaltmalari

Dagilim Kisaltma Kaynak
Marshall-Olkin Rayleigh MOR Onerilen
Rayleigh R [121]
Ters Rayleigh IR [119]
Kesilmis Rayleigh TR [22]
Kumaraswamy-Rayleigh KR [119]
Kesilmig-Ters-Rayleigh TIR [27]
Kumaraswamy-Ters-Rayleigh KIR [120]

Tablo 5.4, incelendiginde, AIC kriterlerine gore veriyi en iy1 modelleyen dagilim MOR
dagilimidir. CAIC ve BIC kriterlerine gore ise, az farkla en iyi ikinci dagilim oldugu

sOylenebilir.

Tablo 5.4 Kullanilan dagilimlarin bilgi kriterleri ile karsilagtirilmasi

Dagilim Parametre Tahminleri AlIC CAIC BIC

MOR(y.0) 4.0247 516.5468 208.2166 209.3075 209.4947
R(o) 696.9812 208.3814 208.7147 209.0205
TR(o, A) 696.9812 1x107" 210.3814 211.4723 211.6595
KR(a,b,c) 1.6370 600.0020 0.9994 210.8654 213.2654 212.7825
IR(9) 389066.7 214.9010 215.2343 215.5400
KIR(a, 1) 1.068613  407182.4 216.8701 217.9610 218.1482
TIR(6,4)  389066.2  1x10™ 216.9010 217.9919 218.1791
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Tablo 5.5’te ise, dagilimlara iliskin W ve A istatistiklerine yer verilmistir. Buna goére en

kiiclik degerlerle, veriyi en iyi modelleye MOR dagilim1 olmustur.

Tablo 5.5 Cramer-von Misses ve Anderson Darling istatistikleri

Dagihim w A
MOR(y,0)  0.01392043 0.1172192
R(o) 0.02124438 0.1695305
TR(a, 1) 0.02124438 0.1695305
KR(a,b,c)  0.02275150 0.1794724
IR(9) 0.13718060 0.8923135
KIR(a, 4) 0.13639140 0.8875740
TIR(6, 1) 0.13718060 0.8923133

Son olarak, veriye iliskin dagilim egrilerinin histogrami ¢izilmis, gorsel olarak da, MOR
dagiliminin veriyi daha iyi modelledigine karar verilmistir. Dikkat edilirse, veri iki tepeli
olmasma ragmen MOR dagilimi ile iyi bir uyum saglanabilmistir. Aslinda bu durum az
parametreli ve parametre tahminlerinin kolay elde edilebilir olmasi yiiziinden MOR

dagilimin1 daha tercih edilir bir konuma getirir.

0.0005 0.0010 0.0015

0.0000

T T
200 400

T T
800 1000

X

1200 1400

1
1600

Sekil 5.3 Veriye ait histogram ve model egrileri
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5.2.10. Bootstrap Calismasi

Onceki béliimde, es zamanli giivenirlilik testine tabi tutulmus 20 iinitenin icerisiden ariza
vermis, 14 {niteye iliskin ariza saatleri MOR dagilmi ile modellenmisti. Bu boliimde ise,
elde edilen parametrelerin giivenirliligine iliskin degerlendirme yapabilmek adina
bootstrap c¢alismas1 gergeklestirilmistir. Bu amagla, ariza saatleri veri setinden yerine
konularak, 1000 kez yeniden ornekleme yapilmis ve her biri MOR dagilimi ile
modellenmistir. Elde edilen bootstrap tahminleri 7* ve 6* ’ye iliskin 1000 6rneklemin

tizerinden hesaplanan ortalama deger ve tanimlayici istatistikler Tablo 5.6’da verilmistir.

Uygulamada elde edilen parametre tahmin degerleri y =4.0247 ve 6 =516.5468 iken,
Tablo 5.6’dan da goriildiigii gibi, bootstrap tahminleri 7*=6.6306 ve &*=502.230

seklinde bulunmustur. Burada dikkat ¢geken 7 parametresine iligskin boostrapt standart hata

tahminin bir miktar biiyiik olmasidir. Orneklem biiyiikliigiiniin yeterince biiyiik olmamas1
bu duruma sebep gosterilebilir. Aslinda, daha giivenilir parametre tahminlerinin elde

edilmesi i¢in daha genis 6rneklemlerle ¢aligmak daha dogru olacaktir.

Tablo 5.6 Bootstrap drneklemesine iligkin tahmin edilen MOR parametrelerinin

tanimlayici istatistikleri

Parametre Ortalama Std Sapma  Min Q1 Medyan Max Q3
7* 6.6306 6.2153 0.4592 2.6783 4.5821 39.4842 8.1446
c* 502.230 63.940 327.74 45776 497.48 743.34 543.93

Tablo 5.7°de yan diizeltmeli bootstrap tahminleri yer almaktadir. Yanin negatif olarak elde

edilmesi tahminin standart hatasini arttirici faktor olabilmektedir.

Tablo 5.7 Boostrap drneklemesine iliskin MOR parametrelerinin yan diizeltmeli tahminleri

Parametre Yan Yan diizeltmeli tahmin
7* 2.60590 1.41880
o* -14.3168 530.8636

Tablo 5.8’de MOR parametrelerinin bootstrap-t araligi degerlerine yer verilmistir:
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Tablo 5.8 MOR parametrelerinin bootstrap-t aralig

Parametre  Alt Simir Ust Siir
7?* -11.96901 6.760205

c* 417.0412 625.5351

Tablo 5.8 incelendiginde, elde edilen t araliklarinin 7* alt sinir degerinin negatif oldugu

gorilmektedir. Bu bootstrap t araliklariin bir dezavantijidir. Aralik genisligini koruma
ozellikleri yoktur. Diger bir deyisle, y parametresi esasen 0 ve pozitif degerler icin
tanimlidir. Bu durumda, Tablo 5.9’da yer alan bootstrap yiizdeliklerini dikkate almak daha
uygun olacaktir. Bu araliklar incelendiginde 7 =4.0247 ve 6 =516.5468 tahminlerinin ve

yan diizeltmeli tahminlerin bu araliklar i¢inde yer aldigi1 goriiliir. Bu sayede, uygulamaya

iliskin yapilan modellemenin ve parametre tahminlerinin giivenilir oldugu sdylenebilir.

Tablo 5.9 Bootstrap drneklemesine iligkin tahmin edilen MOR parametrelerinin bootstrap

yiizdelikleri
Parametre Alt Siir Ust Siir
7* 1.289195 20.01841
6* 407.5585 616.0524
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6. KUMARASWAMY MARSHALL-OLKIN GENELLESTIRILMIS
DAGILIM AILESI

Tez galismasinin bu boliimiinde; daha 6nceki iki boliimde bahsedilen KGD ve MOGD
ailelerinin  birlestirilmesiyle elde edilen Kumaraswamy Marshall-Olkin Dagilim
(KMOGD) ailesine yer verilmistir. Burada, birlestirmenin anlami, MOGD ailesi iiyesi
herhangi bir dagilimin Kumaraswamy genellestirmesine tabi tutulmasiyla elde edilen
dagilim ailesidir. Caligmadaki temel dagilim bilinen bir G olasilik dagilimu, {iretici dagilim
ise Kumaraswamy Marshall-Olkin dagilimidir. Bu durum, MO-G dagilimini temel dagilim
olarak alip Kumaraswamy genellestirmesi yapmak ile aynidir. Bu dagilim, genel ifade ile
KwMO-G olarak adlandirilmistir. KwMO-G dagilimma iliskin df, oyf, hf ve yf, a>0,

b>0, >0 ve x>0 olmak iizere sirasiyla agagidaki gibi tanimlanmustir:

G(x) gl
Fewmo ¢ =1-41- 6.1
) { [1—(1—7/)[1—G(x)] } 6-)
abyg(x)G**(x) | G(¥) i
framo-a (X) = ve S : (6.2)
[1-(1-7)(1-G(x)] _[1—(1—7)(1—G(X))ﬂ
hwmo-c (X) = aby (6" () (6.3)

[1—(1—7/)(1—G(X))] {[1_(1_7)(1—G(X))]a —Ga(x)} :

G(x) 9’
S =q1- : 6.4
KwMO-G (X) { (1—(1—7)[1—G(X)]J } ( )

Burada G(.), bilinen her hangi bir olasilik dagilim fonksiyonunu ifade ederken, X, G

dagilimmin tanim kiimesi i¢inde degerler almaktadir. Dikkat edilirse, bu dagilim ailesi
KGD ailesinin tim ozelliklerini tagimasinin yani sira, @ Ve b parametrelerinin sifira

esitlenmesiyle MOGD ailesine doniistiigli goriilebilir.

Tez caligmasinda KMOGD ailesi kapsaminda yeni bir olasilik dagilimi tanimlanmis ve
Ozellikleri incelenmistir. Bu amagcla, temel dagilim olarak log-lojistik dagilimi dikkate
alinmigtir. Asagida oncelikle log-lojistik dagilimina deginilmis, sonrasinda yeni dagilim

ayrintilartyla incelenmistir.
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6.1. Log-Lojistik Dagilinm

Fisk dagilimi olarak da bilinen Log-lojistik (LL) dagilimi, son yillarda yasam ¢oziimlemesi
ve giivenirlilikte yaygin olarak kullanilmaktadir. Lojistik dagilimli bir raslant1 degiskeninin
logaritmasi, LL dagilima uymaktadir. LL dagilimi, Log-normal dagilima alternatif bir
dagilimdir. Ciinkii, log-normal dagilimdakine benzer sekilde hata oran fonksiyonu once
artmakta sonra azalmaktadir. LL dagilimma iligkin df, oyf, hf ve yf, x>0 olmak iizere,

sirastyla agagida verildigi gibidir:

G(x)=1- {1+(5ﬂ , (6.5)

y-1

g(x) =" (6.6)
a’ HX] +1}
ho) = — 2 6.7)

S(x) = {1+(fﬂ . (6.8)

Burada a >0 6l¢ek parametresi ve y >0 sekil parametresidir.

6.2. Kumaraswamy Marshall-Olkin-Log-Lojistik Dagilimi

Literatiirde, LL dagilimi i¢in Gui [123] tarafindan bir genellestirme Onerilmistir. Bu
genellestirmede, MOGD ailesi iiyesi olan Marshall-Olkin log-lojistik (MOLL) dagilimini
tanimlamig ve tizerinde calismistir. MOLL dagilima iliskin df ve oyf, Esitlik (6.9) ve
(6.10)’daki gibidir:

b

Fuow (X) =1 X+ pa’)’ (6.9)
B ﬁyayxy-l

fMOLL (X) - (Xy+ﬂay)2 ) (610)

Burada x>0 vea, £, y >0 olarak tanimlidir. Ozel olarak, MO-G dagilim parametresi /3,

1’e esitlenirse, MOLL dagilimi LL dagilimina doniisiir. Tez ¢alismasiin bu boliimiinde ise,
KMOGD ailesi iiyesi bir dagilim olarak, LL dagilimi i¢in yeni bir genellestirme

Onerilmistir. Burada tanimlanan yeni dagilim Kumaraswamy Marshall-Olkin-Log-Lojistik
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dagilimi olarak adlandirilmis ve kisaca KMOLL ile gosterilmistir. KMOLL dagilimina
iliskin fonksiyonlar elde edilirken, KMOGD ailesi 6zelliklerinden yararlanilabildigi gibi,
KGD ailesi 6zellikleri de kullanilabilir. Burada, dikkat edilmesi gereken en 6nemli nokta,
temel alman dagilimin kullanilan aile ozelliklerine gore degisecegidir. KGD ailesi

ozellikleri i¢in temel dagilim MOLL dagilimi, diger durumda LL dagilimidir.

6.2.1. Dagihima iliskin Fonksiyonlar

Ikinci béliimde yer verilen KGD ailesine ait Esitlik (5.1) ve Esitlik (5.2)’de, Esitlik (6.5)
ile Esitlik (6.6 yerlerine yazilarak KMOLL dagilimna iliskin df ve oyf elde edilmistir.
Yine Esitlik (6.1) ve Esitlik (6.2)’de Esitlik (6.9) ile Esitlik (6.10) yerlerine yazilarak ayni
esitlikler asagidaki gibi tanimlanabilir:

XY
Fevo (X) =1- [1 - (XV'F—MJ ] , (6.11)

fnou (X) = ab 219X ( > ] | H—j } : (6.12)
(X}’ +ﬁa3’) xV +ﬁay xV +ﬁa3’

Burada a>0, b>0, a>0, y>0 ve p>0’dir. Dikkat edilirse, g parametresi Marshall-

Olkin genellestirmesinden ve a, b parametreleri Kumaraswamy genellestirmesinden gelen
parametrelerdir.
KMOLL dagilimina iliskin Esitlik (6.11) ve Esitlik (6.12) ile verilen oyf ve df’lerin, farkli

parametre degerleri i¢in olasi sekillerini gérebilmek adma Sekil 6.1°deki grafikler elde

edilmistir:
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Dagihm Fonksiyonu Olasilik Yodunluk Fonksiyonu
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Sekil 6.1 KMOLL dagilimina iliskin df ve oyf grafikleri

KMOLL dagilimna iligkin yf asagida verildigi gibidir:

X’ 7
Simore (X) —[1'()(Y+—Wj ] . (6.11)

Bir raslanti degiskeninin diger bir karakteristigi de hf’dir. KMOLL dagilimina iligkin hf
Esitlik (6.12)’de yer almaktadir:

hywor (X) = ab S 2 [ s j | {1- [x—yj } ' (6.12)
(X" + Bo’ ) \ x" + po’ X'+ Bo’

Ozellikle yf ve hf’nin farkli parametre degerlerine karsilik, farkli sekle sahip olmalar1 bu

dagilimin esnek oldugunun bir gostergesidir. Bu sayede farkli yapidaki verileri modelleme
kabiliyetine sahip olacaktir. Sekil 6.2’den de goriilecegi gibi hf artan, azalan, J sekli gibi
bir¢ok sekle sahip olabilmektedir.
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Yasam Fonksiyonu Hazard Fonksiyonu
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Sekil 6.2 KMOLL dagilimina iliskin yf ve hf grafikleri

6.2.2. Momentler
Bir dagilimi karakterize eden bir¢ok Ozellige momentler yardimiyla ulagilabilir. Bu
bolimde KMOLL dagilimina iliskin momentlere yer verilmistir. Dagilima iligkin n.

dereceden merkezsel olmayan moment,

E(X")= 3w [ X" o (O (1) (6.13)
i=0 0

olarak tammlanmistir. Burada w, = (-1) ab[ ; j olup ve f,q ()ile Fyg () sirasiyla

MOLL dagilimma iliskin oyf ve df’yi ifade eder. Esitlik (6.13)’te yer alan integral
ifadesinde 0 <u <1 i¢in F,,, (X) =u donisimi yapildiginda Esitlik (6.14) elde edilir.

1
[ X" o QYRS () dx = [ Qo (Wu™™du (6.14)
0

0

Burada Q.. (), MOLL dagilimma iliskin kantil fonksiyonunu gostermektedir. Gerekli

islemler yapildiktan sonra, sonu¢ olarak KMOLL dagiliminin n. momentine iliskin esitlik

asagidaki gibi elde edilir:

E(X") = ﬁ"’ya"iwiB(E +a(i+]),]-%j. (6.15)
i=0 Y

Burada B(.,.), beta fonksiyonudur.
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6.2.3. Moment Cikaran Fonksiyon

X ’in moment iireten fonksiyonu M (t)=E(e™) olup asagidaki gibi elde edilmistir:

M (1) = 3w, [ €% o QORI ()
i=0 0

Esitlik (6.16)’da integral i¢in kantil dontistimii yapilirsa asagidaki esitlik elde edilir:

O t—3

1
e” fuoL (X) Fali ™ (x)dx = I g'Quou (W al+D-1q,

(6.16)

Burada Q5 () , 0<u<1 igin MOLL dagilimma iliskin kantil fonksiyonunu temsil

etmektedir. Maclaurin agilim1 kullanilarak,

o ﬁu l/yj
oo Suf )],
;‘{ 1-u

esitligi yazilabilir. Son olarak esitlikler yerine yazilirsa, moment ¢ikaran fonksiyon,

M (t) = Z(ta)Jﬂ J‘ j/y+a(i+1)—1(1_u)—j/7du

0

7

i=0 j=0

bi¢iminde elde edilir.

6.2.4. Entropi

iiW. (ta) ﬂw ( .+a(|+1) 1-—}

(6.17)

Shannon entropisi, c¢esitli yogunluk fonksiyon sekillerinin karsilastirilmasinda ve

kuyruklarin agirlik 6lgiimiinde benzer bir rol oynar. Bir X raslanti degiskeninin Shannon

entropisi E[-Iog f(x)] seklinde tanimlanir. KMOLL dagilimi i¢in Shannon entropisi

asagidaki gibi elde edilmistir:

E I:_IongMOLL (X)] = -Iog (ab) -E [Iog fMOLL(X)] - (a - 1)E [IOg FMOLL(X)]
-(b-1)E {log[1- Ry () ]}.

(6.18)

Asagida FEsitlik (6.18)’de yer alan beklenen deger esitliklerinin karsiliklarina yer

verilmistir:
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E [Iog fMOLL(X)] = ab]glog [fMOLL(X)] fyor OF : () [1 F;o (X)]b_l dx

MOLL
0
=> wl,.

k=0

(6.19)

Esitlik (6.19)" da |,

MOLL (X)] fMOLL (X) Fl\:g(lj‘l_l)-l (X) dX

0
1
J-|Og MOLL QMOLL(U)]} a(kﬂ)-ldu
0
1
e

L y+]
log {ya Yy (1-u) }A"(k”“du

o J19]
-_1 |Ogy-loga—— l ()72 ————— F,(jak+aak+a+1,2)
ak+a 2J=1](ak+ atl)

bi¢iminde tanimlanmigtir. Burada 2F1, genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu ifade

edip, (a), =a(a+1)..(a+k-1) olmak iizere,

. k
F,(-j,ak+a,ak+a+1,2)= z(a)K(b)k X
= () K
biciminde tanimlanmistir. Benzer sekilde Esitlik (6.19)’da yer alan diger beklenen deger
ifadeleri,

1
1
E|l 1-F® =Dl b'ld =-=
[tog(1- 2 00) = bfloguu™du=-F
_b o1 boB(a+1b)
Eflog Fyo, ()] = 5!'09 u(l-u)~“du= PR

a=0

_ -C+z//(b+])
a

olarak elde edilmistir ve burada C, Euler sabitidir [107]. Son olarak, KMOLL dagilimi
icin elde edilen Shannon entropisi agagida gibidir:

C-yb+1) b-1
a b -

X raslanti degiskeninin KMOLL dagilimina sahipse, y > 0 olmak {izere, Rényi entropisi

E[ -logfyor, (X)]= -log(ab) - iwk I +(@-1) (6.20)

icin integral esitligi asagidaki gibi elde edilir:
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J
[ [ Fuaou (D W FJéit”"(x)} dx

0
0 i=0

© o o
I fuor OO Fierd” (X) {Z w R (x)} dx
0 i=0

0

2.

i=0

If‘s(x)dx=

fl\(/IsOLL (x) Fal” (x)dx.

O t—3

- (b-1 N ,
Burada Wi:(-l)'ab( j ve c(;,i:(lwo)1Z[m(5+1)-z]wmc(;j_m ‘dir. Bu ifade igin

I m=1

Fo. (X) =U doniigiimii kullanilarak integral ifadesi

© 1
[ fuion COFEL7™ (X = [U”" £33 Quy, (U)du
0 0

1) 511 ait+oa-o+ 0D (+1)(©G-1)
=Gt f ) [u C (w7 du

0

= G BV ) Blai+oa -5+ L POD L GYDO-D )
Y Y
olarak elde edilmistir. Son olarak, KMOLL dagilimli X raslanti degiskeni i¢in elde edilen

Rényi entropisi Esitlik (6.21) ile verilmistir:

VAGE % log {(ya'lﬁ'“y)"'lB (ai toa-s+8" Uy(‘s D 0 Uy ©-D, Jﬂ (6.21)

6.2.5. Giivenilirlik

X, ~KMOLL(a, b;,a,7,.4) ve X, ~KMOLL(a,,b,,0,,7,.6,) bagimsiz raslanti degiskenleri

ele alinsn ve o, =a,=a,y, =y, =78, =p, =P olarak tanimlansin. f (x), X, e ait oyf

olmak iizere fl(x):ZVviF,\%,i_T_l)'l(x) foo (X)) dir. F(x) ise, X, ’ye ait df olup

i=0

- - (b-1
F(x)=1-[1- F,j}gLL(x)Tz =1->"s,F& (x) bigimindedir. Burada, w; =(-1) ab( i ] ve
k=0

b,
s, =(-1)" ( kzj olarak tanimlanmistir. Bu ifadeler R=P(X,<X,) esitliginde yerine

yazilirak, KMOLL dagilimina iliskin giivenirlilik Esitlik (6.22) ile bulunmustur:

SR 2 W.S
R= N i DAk 6.22
Za1(i+1) = g‘al(i+1)+a2k (6.22)
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6.2.6. Sira istatistikleri

Bu Dbolimde, sira istatistiklerinin elde edilmesinde KGD ailesi 06zelliklerinden
faydalamlmistir. X,.,, i=1,2,...n olmak iizere, i. sira istatistigin oyf’si f.(x) olsun.
Nadarajah vd. [107], Kum-G dagilimindan gelen X,,X,,.., X, rasgele orneklemi igin
f..,(X) ’yi asagidaki gibi tamimlamustir:

f(x i 0
fi:n(x):ﬁﬂx) 1-F()]™. (6.23)
Esitlik (6.23)’de binom agilimi1 kullanilirsa,

f(x "
f. (X)= 5 (-|)+1)Z( )‘( jF 1 (x) (6.24)
olur. X;,X,,..,X,, KMOLL dagilimindan gelen rasgele bir rneklem ise, Esitlik (6.24)’te
yer alan f(x) ve F(x) sirasiyla KMOLL dagilimma iliskin oyf ve df olur. KMOLL
dagilimi MOLL dagilimu ile ifade edilirse, Esitlik (6.24)’ten Esitlik (6.25) elde edilir:

fin ()= 2 GuFior ™ (X) fuor (%). (6.25)

rk=0

Burada,

(n-i
n-i ('1) J Wy pr,i+j-l
qr,k = z

~ B(i,n-i+1)

ve

e i

m=0 I=r

KMOLL sira istatistikleri i¢in s. dereceden beklenen deger ve moment ¢ikaran fonksiyonu

strastyla Esitlik (6.26) ve (6.27)’de verilmistir:

© 1
E (Xlsn ) = ,-’kZ::o qr,k Z!. Q:/IOLL (u)ua(k+l)+r_ldu

(6.26)

=p"a B( +ak+a+r§+lJ
V4 4
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M, (0= q, j ety

rk=0
o o n_npnly
=Zqukt” ( +a(k+1)+r1-—j
rk=0 n=0 - V y
6.2.7. Parametre Tahminleri

(6.27)

Bu boliimde, KMOLL dagilimimna iligkin bilinmeyen parametrelerin en ¢ok olabilirlik

tahminleri elde edilmistir. X;,X;,...,X; gozlemlerinin a,b,a,y ve B parametreli KMOLL

dagilimindan oldugu varsayilsin. Bu durumda en ¢ok olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi

elde edilir:

o g (0 Y[ w )
L(a,b,OL,J/,,B)_];[ O + Bo’ ) (xiy"’ﬂayJ {]'{x,y-i—ﬁavJ ]

Esitlik (6.29)’da log-olabilirlik esitligine yer verilmistir:

b-1

logL=loga+logb+log ,b’+lo(g,ry+ylogozJr(y—])Z:logxi —ZZlog(X? + fa’ )

i=1 i=1

i=1 i=1

+(a-1){yzn:logxi -Zn:log(xy+ﬂay)j|+(b-])log[]_[ y X! J ]

X/ + po’

Buna gore, parametrelere iliskin kismi tiirevler asagidaki gibidir:

algg L_ _+[ Zlogx Zlog(xy +:5ay)}

a

X! T X! : X!
(b 1)2[ [Xy +ﬁ06 J ] (xiy—i_ﬂ(xy] IOQ[X?"‘,BOCV}

dlogL v . YO (% Y ’ Ay oy g2
. =apyb- 1a Izllx (—H)’a] [1 (xf+/3a>'” '+ pa’ )

[prta-npar + 2ppa Tyl o'+ L
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n 7 : 7
alggL =1, loga + a(b - I)Z Plogx, () - Ploga(xa) -
r - (Xf‘y +2B(xa) +ﬁ2a2") 1- X
X/ + pa’ (6.33)
n n ], 7] :
. az log - pologa + x]logx; | Z (ﬁa ogo + xjlogx, )’
i=1 X + pa’ i=1 x|+ pa’

dlogL _ 1 : (X‘a)y[xuiy J
TR AR e
'1(x;’+ﬂay){]'£ i)

X+ fol

a] -@-1Da - 2ayi(xiy +pa’ ). (6.34)

Buna gore, (a, b,a,y, 8) parametrelerinin en gok olabilirlik tahminleri (4,b,4,5,8), kismi

tiirevler 0’a esitlenip denklem sisteminin ¢oziilmesiyle elde edilir.

6.2.8. Benzetim Calismasi

KMOLL dagiliminin parametre sayisinin fazla olmasi en ¢ok olabilirlik tahmin
yonteminde esitliklerin ¢oziilmesinde siire kaybi yaratabilmektedir. Ancak, gelistirilen
hazir paket programlar ile parametre tahminlerini elde etmek hem olduk¢a hizli, hem de
olduke¢a kolaydir. Bu paket programlardan biri bu tez ¢alismasi uygulamalarinda kullanilan
R Project programi1 ve AdequacyModel paketidir. Bu paket sayesinde iteratif yontemler
kullanilarak parametre tahminlerine hizlica ulasilmistir. Elde edilen tahminlerin basarisini
denetlemek i¢inse her boliimde oldugu gibi bu bdliimde de yine bir benzetim ¢aligmasi

gergeklestirilmistir.
Veri dlretim asamasinda kullanillan KMOLL dagilimina iligkin kantil fonksiyonu
Qumor (U)= F|<_|\l/|o|_|_(x) , X ~KMOLL(a,b,a,7, ) olmak iizere, Esitlik (6.28)’deki gibi

tanimlanir:

/ -1/a Ay
Quunc (= | [1- (- *T" 1] 6.28)
U, (0,1) araliginda tekdiize dagilml bir degisken olmak tizere, X ~ MO —Rayleigh(y, o)
raslant1 degiskeni Esitlik (6.28) ile elde edilir.

Bu béliimde, Esitlik (6.28) kullanilarak, keyfi parametre degerleri ve farkli 6rneklem
biyiikliikleri i¢in veri setleri tretilmistir. Daha sonra, veri setleri KMOLL dagilimi ile

modellenmis, parametre tahminleri elde edilmistir. Bu silire¢ 1000’er kez tekrarlanmistir.
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Tekrar sayisi, oncesinde yapilan pilot bir ¢alismayla 1000 olarak yeterli goriilmiistiir. Elde
edilen tahmini parametrelerin veri iiretiminde kullanilan keyfi parametre degerleriyle olan
farki degerlendirmek ve hatasini inceleyebilmek adina, 1000 tekrar lizerinden elde edilen,

HKO ve OMS degerleri hesaplanmistir. Hesaplanan degerler Tablo 6.1°de verilmistir.

Tablo 6.1°de goriildiigii gibi, keyfi verilen parametre degerlerinin tahmini 6rneklem
biiyiikliigii 30 oldugunda dahi oldukca iyidir. Orneklem biiyiikliigii arttiginda hata
degerleri oldukca azalmistir. Parametre sayisinin fazla olmasi nedeniyle islemler zaman
alic1 olur ancak bu sorun iteratif yontemler ve kullanimi kolay yazilimlar ile rahatlikla
¢oziilebilmektedir. Kolay olmasinin yani sira bu ¢oziimiin olduk¢a basarili oldugu elde

edilen sonuglarca da desteklenmistir.
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Tablo 6.1 Keyfi parametre degerlerine gore KMOLL dagilimina iliskin benzetim sonuglari

Iy

a

b

4

A

a

b

HKO

OMS

a=0.2

b=0.3

y=0.5

a=07

£=09

30
50
200
500
1000

0.45647
0.33824
0.24245
0.20788
0.21130

0.43289
0.43532
0.28958
0.29157
0.28612

0.56772
0.55672
0.51212
0.51022
0.49626

0.81996
0.76653
0.71355
0.69759
0.71724

1.08654
1.03672
0.93423
0.90142
0.92992

0.19628
0.06635
0.05251
0.00904
0.01623

0.40476
0.08391
0.20782
0.02648
0.05055

0.07754
0.04538
0.01548
0.00728
0.00659

0.13090
0.07640
0.02315
0.01111
0.00665

0.29463
0.20011
0.05912
0.02728
0.01616

0.34909
0.22391
0.09919
0.04850
0.04062

0.36469
0.24778
0.13016
0.06238
0.05568

0.30266
0.24418
0.12104
0.07374
0.05677

0.36620
0.28991
0.16392
0.10828
0.07776

0.57116
0.46773
0.26050
0.16909
0.12179

a=3

b=5

7=9

a=2

B=1

30
50
200
500
1000

3.32148
3.17492
3.06135
3.00051
3.00960

5.04578
5.03974
5.03972
5.00887
5.01858

9.33761
9.15106
9.08898
9.01284
9.03417

2.00240
2.00074
2.00344
2.00035
2.00159

6.99998
6.99995
7.00000
6.99998
6.99993

0.57386
0.30642
0.12276
0.01564
0.02999

0.44779
0.24774
0.12558
0.00853
0.02885

0.37861
0.16903
0.07090
0.01086
0.01317

0.00783
0.00514
0.00259
0.00020
0.00067

0.00001
0.00001
0.00000
0.00000
0.00000

0.84885
0.56725
0.37731
0.13260
0.18718

0.72482
0.49231
0.35144
0.09042
0.17863

0.66850
0.44492
0.26527
0.11492
0.12688

0.09691
0.07117
0.05212
0.01372
0.02718

0.00308
0.00231
0.00166
0.00044
0.00087

a=35

b=3

y=3

a=25

p=4

30
50
200
500
1000

3.64354
3.53571
3.54384
3.47904
3.47833

3.26691
3.18134
3.01076
3.04076
3.03968

5.75350
5.45207
5.19639
5.06034
5.02897

2.67467
2.66357
2.53152
2.52083
2.51407

4.02422
4.02136
4.00435
4.00282
4.00181

0.93711
0.57887
0.21817
0.08328
0.04920

1.06676
0.98199
0.24783
0.09469
0.05637

0.83417
0.56875
0.09809
0.02457
0.01422

0.11928
0.82024
0.01754
0.00651
0.00374

0.00219
0.01000
0.00029
0.00011
0.00006

1.16700
0.89930
0.53923
0.32885
0.25112

1.21308
0.99548
0.56658
0.35164
0.26795

0.93442
0.69301
0.33026
0.16767
0.12997

0.33320
0.29892
0.14233
0.08742
0.06652

0.04372
0.03816
0.01790
0.01103
0.00836

a=17

b=20

y =10

a=15

B =25

30
50
200
500
1000

17.07369
17.05000
17.07760
17.00369
17.03595

20.03207
20.02739
19.88111
20.00743
19.94333

10.40155
10.31008
10.05742
10.03228
10.01766

15.18601
15.16031
15.01722
15.01765
15.00460

25.00957
25.00891
25.00081
25.00096
25.00019

0.08231
0.31513
0.16537
0.00156
0.09129

0.22295
0.94432
0.52347
0.00268
0.29287

0.95658
0.54658
0.13333
0.04651
0.02914

0.39287
0.23252
0.06313
0.02296
0.01317

0.00135
0.00082
0.00023
0.00008
0.00005

0.23579
0.47842
0.22485
0.04404
0.15575

0.34212
0.84216
0.37361
0.05794
0.26936

1.06738
0.81983
0.41584
0.24223
0.19107

0.70833
0.55061
0.28789
0.16985
0.12856

0.04182
0.03272
0.01725
0.01018
0.00772
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6.2.9. Uygulama

Bu bolimde KMOLL ve farkli dagilimlar gercek bir veri seti kullanilarak
karsilastirilmistir. Bu dagilimlar model se¢im kriterleri ile kullanilarak karsilastirilmis ve
veriyi en iyi modelleyen dagilim secilmistir. Bu veri seti i¢in veriyi en iyi modelleyen

dagilim KMOLL dagilimidar.

Tablo 6.2°de Kanada, Carcross’ta bulunan Wheaton Nehri’ndeki tasma miktarlarma (m3/s)
ait 1958-1984 yillar1 arasindaki gézlem degerleri bulunmaktadir. Bu veri seti iizerinde daha
once Akinsete vd. [11], Cordeiro vd. [35], Merovci ve Puka [28], Alshawarbeh vd. [124]
ve Bourguignon vd. [125] de caligmustir.

Tablo 6.2 Wheaton Nehri tagkin verileri

17 22 144 11 04 206 53 07 19 13 12 093
14 187 85 255 116 141 221 11 25 144 17 37.6
06 22 39 03 15 11 73 229 17 01 11 06
9 1.7 7 201 04 28 141 99 104 107 30 3.6
56 308 133 42 255 34 119 215 276 364 2.7 64
15 25 274 1 271 20.2 168 53 9.7 275 25 27

1958-1984 yillar1 siiresince ortalama 12.2 (m3/s)’lik tasma s0z konusu olmustur. En kiiciik
tasma miktar1 0.10 (mg/s) iken en yiiksek tasma 64.00 (m3/s)’dir. Carpiklik katsayisinin
pozitif olmasi, Wheaton Nehri taskin miktarlarinin saga carpik bir dagilim gosterdigine

isaret etmektedir.

Uygulamanin bu asamasinda, veri seti kendisini en iyi temsil edecek olasilik dagilimi ile
modellenmeye calisilmistir. Bu amacla, i¢clerinde KMOLL dagiliminin da yer aldigi, 14
farkl1 dagilim kullanilarak veri modellenmistir. Ilgili dagilimlar, kisaltmalar1 ve kaynaklart

Tablo 6.3’te verilmistir:
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Tablo 6.3 Karsilastirilan dagilimlar ve kisaltmalari

Dagilhim Kisaltma Kaynak
Kumaraswamy Marshall-Olkin Log-Lojistik ~ KMOLL  Onerilen
Marshall-Olkin Log-Lojistik MOLL [123]
Log-Lojistik LL [123]
Ustellestirilmis Genellestirimis Gumbel UGG [35]
Ustellestirilmis Gumbel UG [35], [126]
Lehmann Il Gumbel LIG [35]
Gumbel G [35]
Dontistiiriilmiis Pareto DP [28]
Pareto P [125]

Beta Pareto BP [11], [125]
Kumaraswamy Pareto KP [125]
Ustellestirilmis Pareto UpP [127], [125]
Cauchy C [124]

Beta Cauchy BC [124]

Tablo 6.4’de modellere iligkin en ¢ok olabilirlik yontemiyle elde edilen parametre
tahminleri ve model secim kriter degerleri yer almaktadir. Tablo 6.4 incelendiginde, AIC
ve CAIC kriterlerine gore en iyi dagilimm KMOLL oldugu goriilmektedir. BIC kriterine
gore ise KMOLL ve LL dagilimlar1 ¢ok yakindir.
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Tablo 6.4 Kullanilan dagilimlarin bilgi kriterleri ile karsilastirilmasi

Dagihimlar Parametre Tahminleri AIC CAIC BIC
KMOLL(a,b,y,0,5)  0.06698 6.753377 12996759 83.00146 79.00011 512.0195 512.9286 523.4028

MOLL(y,0, B) 1212673  3.198365  2.477358 521.6782  522.0311 5285082
LL(y,a) 1212673  6.758040 510.6782  519.8521  524.2315
UGG(a, B u.0) " 0.0988 0.4769 2.6317 1.6639 521.8000  522.4000  530.9000
UGB o) " 1.0312 6.7165 8.1893 544.9000 5452000  551.7000
LIG(a, p,0) " 0.1474 0.5571 1.7214 5245000  524.8000  531.3000
G(u,0)" 6.968289  8.189349 542.8729  543.0468  547.4262
DP(o, 1) * 0.349 -0.952 578.4020  578.7550  580.9550
BP(a, 5.4 %) 3.1473 85.7508  0.0088 0.1 573.4000  580.3000  573.8000
KP(a,b,k,x,..) " 2.8553 85.8462 0.0528 0.1 548.4000  555.3000  548.8000
UP(ak, ;) 2.8797 0.4241 0.1 578.6000  583.2000  578.8000
P(a,x,,) " 0.2438634 0.1 610.1280  610.3020  610.4050
BC(x,8,4,6) " 387.6492  1.4589 -2.0467 0.0787 528.9604  529.5574  528.3897
C(n0)" 6.462228  7.071776 580.9417  581.1156  585.4951

Dagilimlarin modellemesinde kullanilan diger iki istatistik W ve A istatistigidir. Tablo
6.5’te diger kriterlere gore ilk li¢ sirada KMOLL, MOLL ve LL dagilimlarina iliskin A ve
W istatistik degerleri yer almaktadir. Tablo 6.5’te en kiigiik degere sahip olan model
KMOLL dur.

Tablo 6.5 Cramer-von Misses ve Anderson Darling istatistikleri

W A
KMOLL(a,b,y.e, )  0.1082669 0.6421834
MOLL(y,a, f) 0.2960627  1.648446
LL(y,a) 0.2960627  1.648446

Son olarak veriyi en 1yl modelleyen ilk ii¢ dagilima iliskin egri ve histogram Sekil 6.3’te

verilmistir:

) Degerler ilgili kaynaktan alinmistir.

71



KMOLL
-~ MOLL
LW

0.14
]

012
|

0.10
|

Yogunluk

0.06
|

0.02
|

0.00
|

Sekil 6.3 Veriye ait histogram ve model egrileri

6.2.10. Bootstrap Calismasi

Bu boliimde uygulama basligi altinda modellenen Wheaton Nehri’ne ait tagsma miktarlarina
iliskin 72 veri tekrar ele alinmistir. Gergeklestirilen bootstrap ¢alismasi ile elde edilen
parametre tahminlerine iliskin degerlendirme ve hatta gerekliyse yan diizeltmesi yapmak
amaglanmistir. 1000 adet bootstrap Orneklemesinden elde edilen parametre tahmin

degerleri ve tanimlayici istatistikler Tablo 6.6’da yer almaktadir:

Tablo 6.6 Bootstrap drneklemesine iligkin tahmin edilen KMOLL parametrelerinin

tanimlayici istatistikleri

Parametre Ortalama Std Sapma Min Q1 Medyan Max Q3
ax 0.0764496 0.2536 0.0441 0.0562 0.06184 7.9374  0.0712
h* 6.7784952 6.0050 2.9540 5.4310 6.1600 106.1270 6.9610
7* 13.096408 2.0210 0.2880 11.8510 13.9530 16.0260 14.4800
a* 83.559315 6.6770 12.7240 84.6820 84.9660 87.1740 86.0430
B* 79.207996 7.1970 0.7770 81.1330 81.1540 81.3660 81.2420

Uygulama kisminda elde edilen 4=0.06698 , b=6.753377 7=12.996759 , & =83.00146 ve

,3 =79.00011 parametre tahmin degerlerine bakildiginda, bootstrap tahminleri ile olduk¢a
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yakin olduklar1 goriilmektedir. Yan miktarlar1 ¢ok olmamakla beraber, yan degerleri ve

yan diizeltmeli tahminler Tablo 6.7’de verilmistir:

Tablo 6.7 Bootstrap 6rneklemesine iliskin KMOLL parametrelerinin yan diizeltmeli

tahminleri
Parametre Yan Yan diizeltmeli tahmin
a* 0.00947 0.05751
5* 0.025118 6.728259
y* 0.099649 12.89711
a* 0.557855 82.4436
B* 0.207886 78.79222

Son olarak tahminlere iliskin giiven araliklari, bootstrap t-araliklari ve bootstrap
yiizdelikleri olarak Tablo 6.8 ve Tablo 6.9°da elde edilmistir. Bu araliklar tahmin edilen

parametre degerlerini igeren araliklardir.

Tablo 6.8 KMOLL parametrelerinin bootstrap-t araligi

Parametre Alt Simir Ust Sinir
a* 0.04822999 0.082751
b* 4.981635 9.289578
7* 11.09623 16.11554
a* 79.28179 103.9202
B* 76.68892 102.8810

Tablo 6.9 Bootstrap drneklemesine iligkin tahmin edilen KMOLL parametrelerinin

bootstrap yiizdelikleri

Parametre Alt Sinir Ust Siir
a* 0.05120906 0.08573001
6* 421717643 8.52511930

* 9.87798294  14.8972838

¥
a* 62.0827309  86.7211339
B* 55.1191879  81.3112970
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7. LINDLEY GENELLESTIRiLMIiS DAGILIM AILESI

Tez ¢aligmasinin bu boliimiinde, bir¢ok dagilimi biinyesinde bulunduran yeni bir dagilim
ailesi tanimlanmistir. KGD ailesine benzer sekilde bu bdliimde de, iiretici dagilim
yaklasimindan faydalanilmistir. Ailenin tanimlanmasinda kullanilan yontemin ayrintilar
Alzaatreh vd. [3]'nin calismasinda yer almaktadir. Aslinda bu yontem bir doniisiimi

icerisinde barindirir. Bu doniisiim ise, uygun bir y/(.) fonksiyonu kullanilarak yapilan
doniisimdiir. Burada, iiretici dagilim olarak adlandirilan dagilima y/(.) doniistimi yapilir.
Lindley Genellestirilmis Dagilim (LGD) ailesi tanimlanirken w(G(x))=-log/1- F(x)]

doniistimi kullanilmustir. Aileye ismini veren ve tretici dagilim olarak adi gegen dagilim

Lindley dagilimidar.

Ugiincii boliimde de ele alinan Lindley dagilimi, Lindley [95] tarafindan &nerilen, ézellikle
son yillarda yasam verileri analizi ve 6zellikle baski-kuvvet (stress-strength) giivenirliligi
modelleme uygulamalarinda kullanilan bir dagilimdir. Bu dagilimin {iretici dagilim olarak
secilmesinde, son yillardaki artan kullanimi ve g¢ekici 6zellikleri etkili olmustur. Lindley
dagilimi, yasam siireleri verilerine iligkin analizlerde yaygin olarak kullanilan Weibull ve
tistel dagilima ¢ok iyi bir alternatiftir [96]. Yapilan calismalar, bekleme ve yasam

zamanlarina iligkin verileri modellemede listel dagilimdan daha iyi oldugunu gostermistir

[96].

Ustel dagilim i¢in mod her zaman sifirken, Lindley dagiliminda, dagilim parametresinin
bir fonksiyonudur ve degiskenlik gosterir. Ozellikle hazard fonsiyonunun kiivet sekli, tek
tepeli gibi formlar1 temsil edebilmesi bu dagilimi digerlerinden istiin kilmaktadir [102].

Bunun yaninda istel dagilima benzer sekilde mod (X )<med (X )< E(X) iliskisi gegerlidir.

Ustel dagilim sabit hazard fonksiyonuna sahiptir ve bu yaklasim ¢ogu veri i¢in uygun bir
yaklasim degildir. Lindley dagilimi ise, hazard ve yasam fonksiyonlarinin yapisit ve

esnekligi acisindan ¢ekici 6zelliklere sahiptir.

7.1. Dagihma Iliskin Fonksiyonlar
LGD ailesine iligskin df ve oyf, x>0 ve 8 >0 olmak iizere, sirasiyla Esitlik (7.1) ve Esitlik

(7.2) ile tanimlanmistir:

oglLGM] 2
+0

-0 — 9 0
(1+1te dt—1-[1-m[log(l-G(x))]}[l-G(x)] , (7.1)

I:Lindley-G (X) =
0

74



[1-GM]"™". (7.2)

2
fLindley—G (X) = 6

Burada G(.), herhangi bir olasilik dagilimini ifade etmektedir. Genellestirilmis dagilim

ailesi sayesinde, temel alininan farkli her bir "G" olasilik dagilimi i¢in yeni bir dagilim elde
edilmis olur ve yeni tanimlanan dagilimin esnekligi iiretici dagilim ve eklenen &

parametresi ile saglanir.

Burada aileye ilisin df, Lindley dagiliminin oyf’sini 0’dan doniisiim fonksiyonuna integrali
alinarak elde edilmis olur. Lindley dagilimina iliskin tiim fonksiyonlar (df, oyf, hf, yf)
Uciincii Boliim’de verilmistir (Esitlik (3.13)-(3.16)). Dagilim ailesini tanimlarken segilen
bag ya da doniisim fonksiyonunun segimi 6nemlidir. Olasilik dagilimi olma kosullarini
saglayan farkli doniisim fonksiyonlari da literatiirde mevcuttur [3]. Dagilim ailesinin
tanimlanabilir olmasindan daha ziyade esnek, kullanigh, kolay elde edilebilir ve

karakteristik 6zelliklerine ulagilabilir olmasina dikkat edilmesi gereklidir.

Ozellikle genellestirilmis dagilim ailelerinin matematiksel olarak daha islevli sekilde
tanimlanmasi1 karakteristik Ozelliklerini elde etmede kolaylik saglar. Dagilim ailesine

iliskin istatistiksel fonksiyonlarin elde edilmesinde yararlanilan 6zel seri agilimlari

asagidaki gibidir:
0 i t .
=3[ H=
=0 ! (7.3)
I L © Zi+1 1
)=y < 7.4
9(1-2)=2ip M (7.4)
( 1 i+1 |+1
log (1+ <1 :
og(1+z) ; 1 . ] (7.5)
Bir diger kuvvet serisi agilimi ise,
(iaiu‘J :icn,iu‘
i=0 i=0 (76)

bi¢imindedir. Burada,

¢, = (iay)" Z[m(n+1) if,Coim 1=1,2,... Ve ¢ o =28

m=1
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olarak tanimlidir [128]. Lindley-G dagilimina iliskin oyf’nin bir diger ifadesi Esitlik (7.3)
0-1
ve Esitlik (7.4) yardimiyla, w, = (-1)k[ " J olmak tizere, Esitlik (7.7) ile verilmistir:

2

0+1

02 0 e
0+1g(x"f)z WijGk " (x). (7.7)
kj=0

90GE)Y WG () +

fLindley—G (X) =
Dagilim ailesini karakterize eden diger iki fonksiyon hf ve yf ise asagidaki esitliklerdeki
gibidir:

0 0
Stindley-G )=1-F(x)= [1‘ 0+ [Iog (1-G (X))]} [1 -G (X)] ) (7.8)

g(x)[1-log(1-G(x))]
0+1-6log(l- G(x))][] - G(x)] '

Tlindiey-6 (X) = 0’ [ (7.9)

Lindley-G dagilimina iligkin kantil fonksiyonu, W (.) Lambert fonksiyonunu ifade etmek
tizere, 0 <u <1 i¢in Esitlik (7.10) ile elde edilir:

QLindIey-G (u ) =G* (1 B e_Lrl(U))

0+ 1+W[(u-1)(0+1)e"" ]
0

=G™|1-exp

(7.10)

Kantil fonksiyonlarinin acgik bir sekilde elde ediliyor olmasi benzetim calismalarinda ve
asagidaki gibi tanimlanan Bowley’in carpiklik (C), Moors’un basiklik (B) katsayilarinin

hesaplanmasinda kullanilabilmesini saglar. Bu katsayilar,
~Q(3/4)-2Q(1/2)+Q(1/4)
Q(3/4)-Q(/4)

B Q(7/8)—Q(5/8)+Q(3/8)-Q(1/8)
- Q(6/8)-Q(2/8)

bi¢ciminde hesaplanir.

¢

7.2.  LGD Ailesinin UD ve KGD Ailesi Cinsinden Ifade Edilmesi

Bir dagilim ailesinin bagka bir dagilim ailesi cinsinden ifade edilebiliyor olmasi, ayni
zamanda kendi karakteristik 6zelliklerinin yani sira, o ailenin de 6zelliklerini tasiyabildigi
anlamina gelir. Bu agidan bakildiginda LGD ailesi, 6nceki béliimlerde ele alman UD ve

KGD ailesi cinsinden ifade edilmektedir. Boylece bu ailelerin 6zellikleri LGD igin de
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gecerli olacaktir. 0>0 ve ¢ temel alinan G dagilimina iligkin parametreler olmak {iizere,
parametresiyle, LGD ailesi iiyesi bir dagilima sahip bir raslanti degiskeni olan

X~ Lindley-G(0.5) icin df ve oyf, UD ve KGD ailesi cinsinden, sirasiyla asagidaki

esitliklerle elde edilmistir.

’ Z.O: stteI-G(X;(k+1)’C-’Z)Zk+ 02 ZOO: stteI—G(X;(k+j+2)!é)zkzj
0+1e k+1 0+15% k+j+2

JHl JH !
R FERP i, g

b-1
Burada, z, = (—1)kab( " J bi¢iminde tanimlanmustir.

fLindIey-G (x)= ,  (7.11)

LlndleyG( 06)_ fKWG( 95)

7.3. Momentler
LGD ailesine iliskin n. dereceden merkezsel olmayan momentler ve n=12,... olmak

tizere Esitlik (7.13)’deki gibi elde edilmistir.
E(X")= [ X" g6 ()X
0

— [y 900
—gx Tor (109[1-G(0])dx

“[1-log(1-u)ldu

oulger( i [ug 2

0+1{z( (% feowan TS in“(u)uk”ﬂdu}

k=0 i=0

0+1{z(1)[ jl(nk)“LZZ(U[ jl(nk+|+1)}

k=0 i=0

(7.13)

Burada I(.), Lindley dagilima iliskin oyf’yi gdstermektedir. G™(x)=Q(u)=x olmak
1
tizere temel alman dagilimin kantil fonksiyonuna esittir ve I(n,k)=J'Q“(u)u"du seklinde

tanimlanmustir.
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7.4. Moment Cikaran Fonksiyon
Esitlik (7.1)’deki df’ye sahip bir X raslanti degiskenine iliskin moment ¢ikaran fonksiyon
asagidaki gibi ifade edilir:

M()= EE” )= je ety 000X
:Te“ 9 1og[1- G(X)T)dx
o 1-G(x)

= ﬁ j e (1-u)"'[1-log(1-u)]du

(e e

al
0’ N k -1 tQu D (0-1); tQ(u), , k+i+1
=0+1{z<-1> ( eSS e

CD;—»
o
e

ips
-~

|_\
~

0* | & [O-1 x © ] _
=9+l kZ;,(-l) [ ) Ie(t,k)+k§; ) ( jle(t,k+|+1)}

(7.14)

1
Burada G™*(x)=Q(u)=x ve I (tk)= [e®“u*du bigimindedir.
0

7.5.  Entropi
LGD’ye iliskin entropileri elde etmek igin Esitlik (7.3)-(7.6)’daki agilimlar kullanilmisgtir.

¥>0 ve y#1 i¢in tamml olan entropi &lgiitii @ >0 olmak iizere, LGD ailesi iiyesi bir

dagilima sahip raslant1 degiskeni icin asagidaki gibi elde edilmistir:

Te(v)= % log {j £ ey ( )dx}

Yoo
=i|ogT 6" [ ~log(1-G(x )] [1-G(x ]Y“gv(x)dx (7.15)
1-y 5 (0+1)
1 | e
"1, (0+1) D"'k"["k}
Burada,
e[ i(70-y
0,,= 3331k (a7
=0 k=0 i=0 \ J |
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G ( x)dx vec,, =(ka,)" D [k-mG+1),Cim » 2, =(k+1)"

m=1

O'—-S

olarak tanimlanmustir.

E[-Iog f(x)] olarak tanimlanan ve y >1 durumunda Rényi entropinin 6zel durumu olan
Shannon entopisi esitligi, Esitlik (7.16)’nin beklenen degeri olup asagidaki gibi elde
edilmistir:

109 ey (X) = -l0g [1- log (1-G (x))] -(6-1)log(1-G(x))

-log 0? +log (0+1)-log (g (x)) (7.16)

i+l

E [-Iog fLindley G }: ii |+1|<E [Giﬂﬂ(x)}-'-(e - ])iﬁEI:Gkﬂ(x):l

e (7.17)
-log#? +[0g(0+])-E[log (g (x))]

Burada c,,, =(ka, ) Z[m (i+2)-k]a,Cryym Ve @ =(k+1)" dir.

7.6. Giivenirlilik

Birbirinden bagimsiz X, X, rasgele degiskenleri i¢in bir olasilik ifadesi olan R
giivenirlilik fonksiyonu, X, ’e iliskin oyf ile X, ’ye iliskin df’nin ¢arpimimin tanim
araliginda integraline esittir.

& temel dagilima iliskin parametre/parametreleri gostermek tizere, X, ~ Lindley —G(4,,&)

ve X, ~ Lindley—G(6,,&) olmak iizere, ilgili carpim asagidaki gibidir:

L 00F, (9= 52 {a (9 [1-6(0]"* -9 (o8 1-6 (x)][1-6 ()]}

-gff,{g<x>[1-e<x>]€“”2-(@fi]-l}gmlog[l-s Nr-e(]""

929—2%1 g(x)log[1-G (x)]z -G (X)Tﬁgz_z}

Bu esitlik integral ifadesinde yerine yazilarak, LGD ailesine iliskin giivenilirlik fonksiyonu

uygun agilimlar kullanilarak, Esitlik (7.18)’deki gibi elde edilir:
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R :T f, (X)F, (x)dx

6 1 b, 4 3 (-1)™ 0,+0,-2
0,41 6,+6,-2 \6,+1 ~JGZ(i+j+2)(i+1) j

¥

2

U=
1 - . -YJ
02 +l i=0 j=0 | l+] +3 (718)

7.7.  Sira Istatistikleri

Xii”, 1=1,2,...0 glmak lizere, i. sira istatistigin oyf’si fin (X) olsun. LGD ailesine iliskin

Xi "nin oyf’si, Esitlik (6.3)-(6.4) yardimiyla, asagidaki gibi elde edilmistir:
n! S ‘ n—i G (x) &, .\ (6-1 0
fu = — 1 G(
i (%) (i—l)!(n—i)!;,“( ( j( +k§; 1 =D, e g9

e W Sl

Burada G(.), temel alinan her hangi bir olasilik dagiliminin df’sini ifade etmektedir.

N

(7.19)

7.8.  Parametre Tahminleri
LGD ailesine iligkin parametre tahminlerinin elde edilmesi i¢in en ¢ok olabilirik yontemi
kullanilmigtir. X, X;,.., X, gozlemlerinin & parametresi ve ek olarak temel alinan herhangi
bir dagilimina iliskin parametre/paremetrelerini gosteren & parametre vektoriiyle Lindley-
G dagilimindan oldugu varsayilsin. Buna gore, en ¢ok olabilirlik fonksiyonu asagidaki elde
edilmistir:

n

L(e"@:H{eg—jz[f-fogv-G<xvf>ﬂ<1-G(xi;s»“g(xi,-gf)}

i=1 (7.20)
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En ¢ok olabilirlik esitliginin logaritmasini en biiyiikk yapacak parametre degerleri,

parametre tahminlerine ulagtiracaktir. Buna iliskin en ¢ok olabilirlik esitlikleri agagidaki

gibi elde edilmistir:

logL = n[ 2log6 - log (6 + 1) | + Zn:log [1 -log (1- G (x 5))]

n = _ (7.21)
+(9-1)Z:log|:1-G(xi;f):l+Z:log[g(xi,‘f):|.
e Ll e (i) 722
dlogL _ i 1 dG (xi;¢)
& Aot o] & 029
L n 1 oG (Xi;¢)
CDEmewa &

Esitliklerin 0’a esitlenip ¢oziilmesiyle  ve & ya ulasilir. Fisher bilgi matrisi,

I 1
I:{ 11 12}
Iy Iy

olmak tizere, matrisin elemanlarina iliskin esitlikler asagidaki gibidir:

82IogL -2n n
_ _2n , 7.24
Ill 6(92 92 +(0+1)2 ( )
L _oMogl_ I0g1-6 ()] [ae<xi:f>f
22 — -
c®  iFE[1-1og[1-6 (x: )| [1-G (i) P L &
n 1 3G (%;¢)  9%G(x;;¢)
(6-1 + , (7.25)
= [1-6(5e)] o
_dPlogL _ 1 oF (x:¢) (7.26)

12 = g5 'izzl(l-F(xi;f)) &

81



8. SONUC VE TARTISMA

Bu tez g¢alismasinda, gercek hayatta birgok farkli alanda yaygin olarak kullanilan, bilinen
olasilik dagilimlarinin  6neminin vurgulamasinin yani sira, Yyetersiz kalabildikleri
durumlarin da olabildigine dikkat ¢ekilmeye calisilmistir. Analizlerde kullanilan ¢ok farkli
karakterdeki veri setlerini modellemek ve veriyi en iyi sekilde temsil edecek dagilimlari
ifade edebilmek 6nem tasimaktadir. Bu nedenle, bilinen modellere yeni, esnek ve kullanigh
dagilim alternatifleri nermek onem kazanmistir. Yeni olasilik dagilimlarin tanimlanmasi

ya da genellestirilmesi bu ihtiyaci karsilamay1 hedeflemektedir.

Calismada UD, KGD, MOGD ve KMOGD ailesi olmak iizere, dort dagilim ailesine yer
verilmistir. Bu ailelerinin 6zelliklerinin incelenmesinin yani sira, esas olarak literatiire KL,
MOR ve KMOLL olmak {izere, li¢ yeni olasilik dagilimi kazandirilmistir. Bu yeni
dagilimlara iligkin istatistiksel 6zellikler ayrintilar1 ile ele alinmistir. Teorik bilgilerin yan
sira, gercek veri setlerini modellemede kullanilmistir. Yine modelleme basarilarini

desteklemek amacli boostrap ve benzetim ¢alismalart gergeklestirilmistir.

Tanimlanan yeni dagilimlar, ¢ok iyi alternatifler olmalarini saglayacak 6zelliklere sahiptir.
Ik olarak KL dagilimi ele alinirsa, Lindley parametresi € ’ya ek olarak, a ve b
parametrelerine sahiptir. Bu parametreler, dagilimin esneklik kabiliyetini arttirmistir.
Bunun yani sira, Lindley dagilimi aslinda iistel ve gamma dagilimlarindan olusan bir

karma (mixture) dagihmdir. Oyle ki, f,(X;0) @ parametreli iistel dagilmm oyf’si ve

f,(x;2,0) parametreleri 2 ve @ olan gamma dagiliminin oyf’sini ifade etmek tzere,

p= Hil icin Lindley dagiliminin oyf’si asagidaki esitlikle de ifade edilebilir:
+

1(x) = pf,(x) +(1- p) F,(x)

Bu 6zellik a=Db=1olmak iizere, KL dagilimi igin hala gegerliligini korumaktadir. Diger
bir deyisle, Lindley dagilimi KL’ nin bir alt dagilimidir. Buna iliskin ifadeler Tablo 8.1°de

verilmistir:

Tablo 8.1 KL dagilimu ile iligkili bazi dagilimlar
X ~KL(,1,0) = Lindley(0)

X ~ KL(1,1,6) = Karma| Ustel(#), Gamma(2, 6) |
X ~KL(,1,0) = Yari—Lindley(8,6)
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KL dagilimi artan, azalan, kiivet tipi, monoton ve sabit yogunluklu dagilim sekilleri i¢in
uygundur. Ayrica, istel dagilim ailesinin bir iiyesi olarak ifade edilmesi sayesinde bu
ailenin tiim 6zelliklerine de sahiptir. Kantil fonksiyonu kolayca elde edilebilir oldugundan,

ters doniisiim yontemiyle rasgele degiskenden veri liretimi kolaydir.

Literatiire kazandirllan bir diger dagilim da MOR dagilimidir. Bu dagilim, Rayleigh

dagiliminin o parametresine ek olarak » parametresine sahiptir. » =1 i¢in, yeniden

Rayleigh dagilim elde edilir. Bu sayede, Rayleigh dagilimi ile Weibull dagilimi arasindaki
bilinen gecis durumu halen gegerliligini korumaktadir. Ayrica Marshall-Olkin
genellestirmesinin  kararlilik  6zelligini tasimaktadir. Bu sayede, yontem iki kez
uygulanacak olsa dahi yeni bir dagilim elde edilemez. MOR dagilimina iligkin bazi alt
dagilimlar Tablo 8.2°de verilmistir:

Tablo 8.2 MOR dagilim ile iligkili bazi dagilimlar
X ~MOR(L,0)= X ~ Rayleigh(o)

X ~MOR(L 0)= X ~ Rice(0,0)

X ~MOR(L, 0)= X ~Weibull(2,0/2)

JX ~MOR(L,1//24)= X ~ Ustel(2)

MOR dagilimina iliskin hf grafikleri incelendiginde, keyfi verilen parametre degerlerine
karsilik gelen oldukga farkli sekillerdeki grafikler dikkat ¢ekmektedir. Bu nedenle, artan,
azalan ya da kiivet seklinde dagilim gdsteren veri tipleri i¢in iyi bir alternatiftir. Ayrica, iKi
tepeli bir veri seti i¢in gayet 1yl bir uyum gosterdigi goriilmiistiir. Bu dagilimi ¢ekici
yapabilecek, en Onemli Ozelligi basit fonksiyel yapisi, az parametre sayist ve kolay
parametre tahminidir. Bunun yan1 sira kantil fonksiyonu da kolayca elde edilebilir ve basit

yapistyla veri liretiminde kullanilabilmektedir.

Son olarak, onerilen dagilim KMOLL dagilimidir. Bu dagilim aldig1 parametre degerleri
ile hem KGD ailesi, hem de MOGD ailesinin iiyesi olabilme 6zelligine sahiptir. Bu sayede,
her iki aileye iligskin ozellikleri de igerisinde barmdirir. MOLL ve LL dagilimlarinin
KMOLL dagilimmin alt dagilimlaridir. Bunun yani sira, KMOLL’nin baska dagilimlarla
olan iligkisinden de bahsedilebilir. Buna iliskin, dagilimlar ve parametreleri Tablo 8.3’te

verilmistir:
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Tablo 8.3 KMOLL dagilimu ile iligkili bazi dagilimlar

X ~KMOLL(1,1,0,7, )= X ~ MOLL(Z, 1,07, B)

X ~KMOLL(1,1,0,9,1) = X ~ LL(a,7)

X ~KMOLL(a,1,a,y, 5) = X ~ Dagum(a,y, 8~ a)

X ~KMOLL(1,b,a 1, 8) = X ~ BurrXII(b, 1, fa)

X ~KMOLL(1,b,a,1, ) = X ~ Paretoll(1/b,0, fo. / b)
X ~KMOLL(a,1,a,7, ) = X ~ Lomax(1/b,pa/b)

KMOLL dagilimi, onerilen diger iki dagilimdan farkli olarak, daha fazla parametre
sayisina sahiptir. Ancak, bu durum dagilimin tercih edilmesi i¢in dezavantaj degildir.
Ozellikle, kullanilan paket programlar sayesinde parametre tahminleri oldukca hizli ve
kolay elde edilebilmektedir. Bu durum, benzetim ve bootstrap calismalariyla da agikca
gosterilmistir. Parametre sayis1 ¢ok olmasina ragmen agik bir kantil fonksiyonel yapisina
sahiptir. Bu dagilimdan gelen bir raslant1 degiskenine iliskin veri tiretimi yapmak oldukga

basittir. Eklenen parametreler dagilimin esnekligini oldukca arttirmistir.

Son boliimde, bir¢ok farkli dagilim tanimlamaya olanak saglayacak yeni bir dagilim ailesi
olan LGD tanimlanmistir. Bu ailenin tanimlanmasinda firetici dagilim yaklasimidan
faydalanilmistir.  Son  yillarda, yayginlasan kullanimi, esnekligi ve Ozellikle
fonksiyonlariin ¢ok farkli sekil yapisina sahip olabilmesi sebebiyle, iiretici dagilim olarak
Lindley dagilimi secilmistir. Yeni tanimlanan dagilim ailesinin tanimlanmasi sonrasinda
cogu karakteristik fonksiyonlar1 da elde edilmistir. Ayrica, bu dagilim ailesinin UD ve
KGD ailesi ile olan iligkisi incelenmistir. LGD’nin bu aileler cinsinden tanimlanmasi,

onlarin tercih edilir 6zelliklerini tagiyabiliyor oldugu anlamina gelmektedir.

Sonug olarak bu ¢alismada, genellestirilmis dagilim aileleri incelenmis, yeni dagilimlar ve
bir dagilim ailesi tanimlanmis, bu dagilimlarin momentler, entropi, giivenilirlik gibi
karakteristik 6zellikleri belirlenmis ve gergek hayatta kullanilabilir oldugu gosterilmistir.
Literatlire kazandirilan yeni ii¢ dagilimin ve yeni tanimlanan dagilim ailesine iiye bir¢ok
dagilimin, farkli alanlarda etkin sekilde kullanilabilecegi ve yeni calismalarin Oniinii
acacag diistiniilmektedir. Ayrica, bu ¢alisma yeni dagilim tanimlamada kaynak olmasinin

yani sira, yeni olasilik dagilim ailelerini tanimlamaya 151k tutacak niteliktedir.

Bu calismada, kullanilan parametre tahmin yontemi en ¢ok olabilirlik yontemidir. Farkli
yontemler ile parametre tahminlerini elde etmek miimkiindiir ve buna iliskin ¢aligsmalar da

yapilabilir. Ayrica, dagilimlara iliskin elde edilen ¢esitli karakteristikler, alana gore
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cesitlendirilip, arttirilabilir (Ornegin, ortalama durgunluk zamani (mean inactivity time),
ortalama artik yasam (mean residual life) fonksiyonu vs.). Bu ¢aligmada, siirekli verilerin
modellenmesinde kullanilabilecek 6nerilen bu dagilimlarin disinda, kesikli deg§iskenlere

iliskin yapilacak yeni ¢alismalarin da oldukg¢a dikkat ¢ekici olabilecegi diisiiniilmektedir.
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