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Bu tezde, asimetrik topolojiye 06zgl olarak olusturulan, gecisli dizginimsu
uzaylarin teorisi ve bu teori igerisinde dogal bicimde gelistirilen gegisli topolojik
uzaylarin temel 6zellikleriyle birlikte, elde edilen ¢esitli sonuglar hakkinda
detayli bir derleme g¢alismasi sunulmustur.

Tez, bes bolumden olugsmaktadir.

ilk boélim olarak Giris bélimii ile baslayan tezin ikinci bolimiinde, tez
calismasi igerisinde ihtiyag duyulan bazi kavramlar ve sonuglari iceren temel
bilgiler, topoloji ve duzgunluk teorileri gergevesinde ifade edilmistir.

Bunu takiben, literatirde asimetrik yapilar olarak bilinen dizginimsu ve yakinimsi
uzaylara, Ug¢ alt bolumden olusan Uguncu boélimde detaylariyla yer verilmigtir.
Burada, duzgunumsu ve yakinimsi uzaylarin birbirleri ile iligkilerinin yani sira,

bu yapilarin, topolojik ve ikili topolojik uzaylar ile olan c¢esitli baglantilari da
incelenmigtir.

Tezin ana fikrini olusturan doérdinci boélumande, gegisli dizginimsua yapilarin
teorisi, gecisli dUzgunumsu uzaylar ve gegigli topolojik uzaylar olarak iki alt
bdélimde ele alinmigtir. Buna gore; teoriyi gelistiren bazi 6nemli
karakterizasyonlar, ornekler ve teorinin temel sonuglariburada genis Olgtude
sunulmustur.

Doérduncu bolum, her metriklenebilir uzayin bir gegigli uzay oldugu gergeginin
kanitlanmasi, ve iligkili bir 6rnek ile tamamlanmistir.



Son kisim olan besinci bolumde ise, tez ¢alismasinda elde edilen bazi dnemli
sonuglara kisaca deginilmis ve tez, kaynaklar dizini ile sonlandiriimigtir.

Anahtar Kelimeler: Duzgun uzay, simetrizasyon, asimetrik topoloji, gegisli
duzgunumsu uzay, metriklenebilir uzay, komsuagi, Pervin duzgunumsu uzay, gegisli
topolojik uzay, tam sinirh metrikimsi uzay, duzgun surekli fonksiyon, ikili topolojik
uzay, ikiser tamamen regtler uzay, sifir —kime, yakinimsi uzay, yakin surekli
fonksiyon, duzgunlestirilebilir uzay, sifir —boyutlu uzay, Arsimed 6zelligi, yari-
hesaplanabilir uzay, orto-kompaktu zay.



ABSTRACT

THE THEORY OF TRANSITIVE QUASI-UNIFORM SPACES

Sule HASMAN

Post Graduate, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Filiz YILDIZ
November 2017, 74 pages

In this thesis, a detailed compilation study about the theory of transitive quasi-
uniform spaces constructed in peculiar to asymmetric topology as well as the
various results, together with the fundamental properties of transitive topological
spaces developed within this theory, was presented.

The thesis consists of five sections.

In the second section of the thesis which starts with Introductionsection, the basic
knowledge containing some concepts and results required inside the thesisis
mentioned in the context of the theories of topology and uniformity.

Following that, quasi-uniform and quasi-proximity spaces known as asymmetric
structures in the literature, are mentioned in detail, in the third section consisting of
three subsections. Here, some various connections between the structures of quasi-
uniform and quasi-proximity, and topological —bitopologica Ispaces have been
investigated, besides there lationships among these structures.

In the fourth section comprising the main topic of thesis, the theory of transitive
quasi-uniform structures is handled in two subsections as the transitivequasi-uniform
spaces and the transitive topological spaces. According to that, some important
characterizations, examples and fundamental results effecting in improving this
theory are presented here, widely.



The fourth section is concluded by proving that the fact every metrizable space is
transitive, and with an associated example.

In the last part which is the fifth section, some major results which are obtained in
that theory are mentioned, briefly and the thesis finished with the references list.

Keywords: Uniform space, symmetrization, asymmetrictopology, transitive quasi-
uniform space, metrizable space, neighbornet, Pervin quasi-uniform space,
transitive topologica Ispace, totally bounded quasi-metric space, uniformly continuous
function, bitopological space, pairwise completely regular space, zero-set, quasi-
proximity space, proximally continuous function, uniformizable space, zero-
dimensiona Ispace, Archimedean property, semi-stratifiable space, orthocompact
space.
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1 GIRIS

Weil, diizgiin yapilarla ilgili calismasini 1937’de yayimnladiktan ii¢ yil sonra Tukey, diiz-
giinliiklere oOrtiisel yaklagimi Onermistir. Diizgiiniimsii yapilar iizerine calismalar ise
1948’de Nachbin’in " topolojik sirali uzaylar " caligmasi ile baglamigtir.

Diizgiin yapilar gibi diizgiiniimsii yapilar da bir topoloji iiretir. U diizgiiniimsii
yapmin tersi olan U~! siizgeci de bir diizgiiniimsiidiir. Boylece diizgiiniimsii yapilar,
dogal olarak ikili topolojik uzaylarla baglantilidir. Kelly, 1963’deki caligmasinda bu
iligkiden bahsetmistir. Bir X uzayinin diizgiinlestirilebilir olmasi i¢in o uzayin tamamen
regiiler olmasi gerekirken; ikili topolojik uzaylarda uzayin ikiser tamamen regiiler olmasi
bu uzayin diizgiiniimsiilestirilebilir olmasin1 gerektirmektedir.

Yakinimsi kavrami ise, tam sinirhi diizgiiniimsiilerle iligkili olarak ortaya ¢ikmigtir.
Ayrica goriilmiigtiir ki; bir yakinimsidan elde edilen diizgiiniimsiiniin iirettigi topoloji
ile o yakimimsidan elde edilen topoloji cakismaktadir.

Herhangi bir topolojik uzayla uyumlu en ince diizgiiniimsii, her zaman gecisli civar-
lardan olugan bir tabana sahip olmak zorunda degildir. Ancak, metriklenebilir uzaylar
ile uyumlu en ince diizgiiniimsiiniin gecisli civarlardan olugan bir taban1 daima vardair.

Bu caligmada diizgiiniimsii yapilar civarlar yoluyla ele alinmigtir. Girig boliimii olan
birinci boliimde asimetrik topolojik uzaylarla ilgili baz1 caligmalarin tarihsel siirecleri
verilmigtir.

Ikinei boliim, tezde hatirlatilmasima ihtiyvac duyulan bazi temel kavramlardan olug-
mustur.

Uciincii boliimde, diizgiiniimsii ve yakinimsi uzaylar ve bu yapilarla ilgili bazi temel
teoremler verilmistir. Bu asimetrik yapilarin topolojik uzaylarla iligkisi incelenmistir.
Topolojik uzaylarda saglanmayan bazi1 ozelliklerin bu uzaylarda saglandigr goriilmiis-
tiir. Ornegin, diizgiiniimsii uzaylarda boliim déniigiimlerinin carpimi yine bir boliim
doniigiimii iken topolojik uzaylarda bu durum gegerli degildir.

Dordiincii boliimde gecigli civarlardan olusan tabana sahip diizgiiniimsii yapilara
deginilmigtir. Gegisli diizgiiniimsii uzaylardan elde edilen topolojik uzaylar ile ilgili
bazi temel teoremler bu boliimde verilmis ve metriklenebilir uzaylarin gecigli oldugu
sonucuna varilmigtir.

Beginci boliim olan son boliimde ise, bu tez caligmasinda elde edilen énemli baz

sonuglara yer verilmigtir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez konusunda ihtiyag duyulan bazi topolojik kavramlara yer verilmistir ve
[1] ve [2] nolu kaynaklardan yararlanilmigtir. Simetrik yapilarin ele ahindigi bu boliim,

iki alt béliimden olugmaktadir.

2.1 Topolojik Uzaylar

Tanmim 2.1.1. (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. A ile A kiimesinin kapanisi

ve A° ile de A kiimesinin ici gosterilsin.

a) Eger (A)° = ) ise A kiimesine (X, 7)’da hi¢ bir yerde yogun degildir (seyrektir)

denir.

b) Eger A, (X, 1) daki sayilabilir sayidaki seyrek A,, (n = 1,2,...) kiimelerinin bir-
lesimi olarak yazilabiliyorsa A kiimesine (X, 7)’da 1. kategoridendir denir. X’in

1. kategoriden olmayan diger biitiin altkiimelerine ise 2. kategoridendir denir.

Ornek 2.1.2. Her ¢ € Q' icin {¢}, (R, 7.) Oklid uzayimnda hic¢ bir yerde yogun degildir
ve Q = J,co{q} olarak yazilabileceginden Q, R'de 1. kategoridendir.

Herhangi bir kiime iizerinde siirekli doniigiimler yardimiyla topoloji iiretilebilir.

Teorem 2.1.3. X bir kiime, (Y, 7), bir topolojik uzay ve f: X — Y bir doniigiim ise
{fY@)|G € 7} ailesi, X iizerinde f déniigiimiinii siirekli yapan en kaba topolojidir.
Kamt: Bakiniz |1, Teorem 6.1]. O

Tanmm 2.1.4. X bir kiime, (Y, 7), bir topolojik uzay ve f : X — Y bir doniigiim
olsun. f déniigiimiinii siiekli yapan X iizerindeki en kaba topoloji olan { f~'(G)|G € 7}

topolojisine f doniigiimii ile X iizerinde iiretilen baslangi¢c topolojisi denir.

Ornek 2.1.5. (X,7) bir topolojik uzay ve A C X olmak iizere A iizerindeki 7|4 alt

topolojisi, i(z) = x 6zdeglik doniisiimii ile iiretilen bir baglangic topolojisidir.

Tanim 2.1.6. (X, 7o )aca, topolojik uzaylarmn bir ailesi olsun. I1,e 4 X, ¢arpim kiimesi
tizerinde, p, @ aeaXo — Xa, pa(x) = 2, izdiglim doniigimlerinin (p,)aca ailesi ile
iiretilen baglangic topolojisine carpim topolojisi denir ve {p;*(Go)|Ga € Ta,a € A}

ailesi bu topolojinin bir alttabanidir.

1Q, rasyonel sayilar kiimesidir.



Not 2.1.7. N = {1,2,...,n},n € Nolmak iizere (X;, 7;);en topolojik ailesi igin II? , X;

tizerindeki ¢arpim topolojisinin bir tabani {II"_,G;|G; € 7;,i € N} bigimindedir.

Teorem 2.1.8. (X, 7) bir topolojik uzay, Y bir kiime ve f : X — Y bir doniigiim
ise {G C Y|fY(G) € 7} ailesi, Y fiizerinde f diiniiglimiinii siirekli yapan en ince
topolojidir.

Kamt: Bakiniz |1, Teorem 6.7]. O

Tanimm 2.1.9. (X, 7) bir topolojik uzay, Y bir kiime ve f : X — Y bir déniigiim olsun.
f doniigiimiinii siirekli yapan Y iizerindeki en ince topoloji olan {G C Y|f~1(G) € 7}
topolojisine, f doniigiimii ile Y iizerinde iiretilen bitis topolojisi denir.

Tanmim 2.1.10. (X, 7) bir topolojik uzay, "R", X iizerinde bir ikili denklik bagintisi ve
[z] = {y € X|xRy} kiimesi, bu bagmtiya gore x noktasinin denklik sinifi olsun. X’den
X’in R ikili bagmntisina gére boliim kiimesi X/R = {[z]|x € X} {izerine ¢ : X — X/R,
q(z) = [z] ile tammlanan boliim doéniiglimiiniin iirettigi bitig topolojsine 7'nun R ikili

bagintisina gore bélim topolojist denir.

Ornek 2.1.11. Her z,y € R i¢in 2Ry < (x < 0 ve y < 0) veya (z > 0 ve y > 0)

ile tamumh R ikili bagintisim ve (R, 7.,y) sonlu tiimleyenler topolojisini diigiinelim.

R/R = {][0], [1]} bolim kiimesi iizerinde ¢ : R — R/R, ¢(z) = [z] bolim déniigiimii ile

tiretilen bitig topolojisi, R iizerindeki ayrik olmayan topolojidir.

Tanmm 2.1.12. (X, 7) topolojik uzay1 igin X’in her noktasinin hem kapal hem agik

kiimelerden olusan bir komguluk tabani varsa (X, 7) uzaymna sifir-boyutlu uzay denir.
Agagida herhangi bir topolojik yap1 olmaksizin bir X kiimesi iizerinde tanimli olan

ve diizglin(imsii) yapilarin temelini tegkil eden siizgeg kavrami verilecektir:

Tanim 2.1.13. X bir kiime, P(X), X’in kuvvet kiimesi ve () # F C P(X) olsun. Eger

F, asagidaki sartlar1 saglhyorsa F ailesine X iizerinde bir stizge¢ denir.
i) D¢ F.
it) Fy, Fy € Fise Fi N F, € Fdir.
iti) F'e Fve ED Fise E € Fdir.

F bir siizge¢ ve B C F olsun. Eger her F' € F icin B C F olacak sekilde bir B € B

varsa B ailesine F’'nin bir taban: denir.



Ornek 2.1.14. (X, 7) bir topolojik uzay ve 2 € X olsun. z noktasmn tiim komsu-
luklariin /C,(z) ailesi X iizerinde bir siizgectir ve bu siizgece, x’in komsuluk sizgeci

denir.
Tanimm 2.1.15. (X, 7) bir topolojik uzay, F, X iizerinde bir siizge¢ ve z € X olsun.
i) Eger IC.(z) C F ise F siizgeci x noktasina yakinsar ve x’e F'nin bir limiti denir.

i1) Eger her N € K.(z) ve her F' € F i¢cin N N F # () ise x noktasina F siizgecinin

bir yigilma noktast denir.

2.2 Dizglin Uzaylar

Tamim 2.2.1. (a) X bogtan farkhh herhangi bir kiime olmak tizere A={(x,x)|z € X}
ile gosterilen kiimeye X x X’in kdsegen: denir.

(b) A C X x X olmak iizere A~' = {(z,y)|(y,z) € A} seklinde tanimlanir. Eger
A = A7! oluyorsa A’ya simetrik kiime denir.

(c) ABC X x X ise, Ao B ={(z,y)|3z € X : (x,2) € B ve (z,y) € A} seklinde
tanimlanir. Bu bilegke iglemi [3]’de su gekilde alinmigtir: U,V € X x X olmak {izere
UoV ={(z,y)|Fz € X : (x,2) € U ve (2,y) € V}. Ancak bu ¢aligmada bilegke iglemi,

ilk tanim dikkate alinarak kullanilacaktir.

Tamim 2.2.2. X # () bir kiime, U, X x X iizerinde bir siizge¢ ve U # () olsun.
a) Her U € U i¢in A C U’dur.
b) Her U € U igin V oV C U olacak seklide V' € U vardir.
c) Her U € U i¢in V! C U olacak sgekilde bir V' € U vardir.

Eger U, yukaridaki a)-c) sartlarim saghyorsa X iizerinde bir dizgiin yapr ve (X,U)

ikilisine de diizgiin uzay denir. Diizgiinliigiin elemanlarina civar denir.

Tanim 2.2.3. (X, U), bir diizgiin uzay ve B C U olsun. Eger her U € U i¢in B C U

olacak gekilde bir B € B varsa, B ailesine U diizgiinliigii i¢in bir taban denir.
Onerme 2.2.4. X bir kiime ve B C P(X x X) olmak iizere eger B,

i) Her B € Bigin A C B,



i1) Her By, By € B i¢in B3 C By N By olacak sekilde B3 € B var,
iii) Her B € Bigin C' o C' C B olacak sekilde bir C' € B var,

iv) Her B € Bigin C~! C B olacak sekilde bir C' € B var,

kogullarini saghyorsa B, X iizerinde bir diizgiinliigiin tabanidir.

Kanit: Bakimiz |1, Teorem 13.1]. O

Ornek 2.2.5. a) X bir kiime olmak fizere {A}, X iizerinde bir diizgiinliigiin tabanidir.
Bu diizgiinliik A’y1 iceren biitlin altkiimelerin ailesi olan ayrik diizgiinliktir.
b) Herhangi bir X kiimesi {izerinde {X x X} kiimesi de bir diizgiin yapidir ve bu

diizgiin yapiya ayrik olmayan dizgunlik denir.

Ornek 2.2.6. Her € > 0 icin U, = {(z,y) : |z — y| < ¢} C R x R olsun?. Bu durumda
B = {U.e > 0} ailesi, R iizerinde bir diizgiin yapimin tabamidir. Bu diizgiin yapiya

R’nin dogal dizgiin yapisi denir.

Ornek 2.2.7. a € Rve U, = AU{(z,y) € R x R|lz > a,y > a} olsun. Bu durumda

{U,|a € R} ailesi, R iizerinde bir diizgiinliigiin tabanidur.

Not 2.2.8. d, bir X kiimesi iizerinde metrik olsun. d ile X iizerinde diizgiinliik iireti-
lebilir. Bu diizgiinliigiin tabani da € > 0 ve U, = {(z,y) € X x X|d(z,y) < €} olmak
tizere {Uc|e > 0} ailesidir.

Eger bir diizgiin uzay bir metrik ile iiretilebiliyorsa bu diizgiin uzaya metriklenebi-

lirdir denir.
Not 2.2.9. Her diizgiinliigiin simetrik civarlardan olusan bir tabam vardair.

Tanimm 2.2.10. (X,U) bir diizgiin uzay ve z € X olsun. Her U € U i¢in U(x) ={y €
X|(z,y) € U} ile tanimhdr.

Teorem 2.2.11. (X,U) bir diizgiin uzay olsun. Her x € X i¢in N, = {U(2)|U € U}
ailesi, X iizerinde bir topolojinin x noktasindaki komsuluk siizgecini olugturur.
Kanit: Bakiniz [1, Teorem 13.2]. OJ

Onceki teoremde bahsedilen N, ailesinin #’in komsuluk siizgeci oldugu topolojiye
(U diizgiinligi ile tanimlanan) dizgin topoloji denir ve 7y ile gosterilir.

Bir topolojik uzay herhangi bir diizgiinliik ile iiretilebiliyorsa uzaya dizgiinlestirile-

bilir denir.

2R ile reel sayilar kiimesi gosterilmektedir.



Ornek 2.2.12. (R,7.) Oklid topolojik uzay1, Ornek 2.2.6’daki diizgiin yapi ile belirle-
nebildiginden diizgiinlestirilebilirdir.
Her topolojik uzay diizgiinlestirilebilir olmak zorunda degidir. Ornegin reel sayilar

tizerindeki (R, 7¢of) sonlu tiimleyenler topolojisi diizgiinlegtirilebilir degildir.

Teorem 2.2.13. Bir topolojik uzayin diizgiinlestirilebir olmasi icin gerek ve yeter kogul
o topolojik uzayin tamamen regiiler olmasidir.
Kamt: Kanit igin [2, Teorem 38.2| bakimiz . [J

Ayrica diizgiinlegtirilemeyen topolojilerin supremum topolojileri diizgiinlegtirilebilir
olabilir. Ornegin; R iizerindeki 7., = {R,0} U {(a,0)|a € R} ve 7y = {R,0} U
{(—00,b)|b € R} topolojileri T} degildir ve dolayisiyla diizgiinlegtirilemezler. Ancak

Tart V Tagt = To dir®.

3Burada 7., R {izerindeki Oklid topolojisidir.



3 ASIMETRIK YAPILAR

3.1 Diizgiunimsii Uzaylar

Bu béliimde diizgiiniimsii uzaylarla ilgili bazi temel bilgiler ve sonuclar verilecektir. Ek
olarak, bu uzaylarin topolojik yapilarla olan iligkisi incelenecektir. Burada [1], |2], [3],

[4], [5], [6], [7] ve [8] nolu kaynaklardan yararlanilmigtir.

Tanim 3.1.1. X bostan farkh bir kiime ve U, X x X {izerinde bir siizge¢ olmak iizere;

(a) U'nun her elemanm A’y1 igerir,

(b) Eger U € U ise bu durumda V2CU olacak gekilde en az bir V € U vardir
sartlart saglaniyorsa U’ya X kiimesi iizerinde bir dizginimst denir. U’nun elemanla-
rina civar ve (X,U) ikilisine de dizginimsi uzay denir.

Burada V?= VoV ve V" =V"0V (n=1,2,...) ile tammhdir. Hatta V C V? C V3 C
... dir. Ayrica X iizerindeki herhangi bir I/ diizgiiniimsiiliigii i¢in U~ '={U|U € U} da
yine X {izerinde bir diizgiiniimsiiliiktiir. /~"e & nun eslenigi denir ve U 1= oluyorsa
U, Boliim 2.2’ de verilen tanimin kosullarini saglar, yani bir diizgiinliik olur.

Bir U diizgiiniimsiiliigiiniin herhangi bir B altailesi i¢cin &/’nun her elemani B’nin
bir elemanini iceriyorsa, B’ye U'nun bir tabani denir. Eger B, U icin bir taban ve
n bir pozitif tamsay1 ise bu durumda {B"|B € B} ailesi de U igin bir taban olur:
U€c U= 3B € B: BC U=B € U oldugundan IV € U: V2> ¢ B Cc U= IB* € B:
B*?C V= B*? C U olur. Bu sekilde devam edilirse n = 2k, k € Z* icin {B"|B € B}
ailesi U’nun bir tabani olur. Ayrica B***! C B?*2 oldugundan n = 2k + 1 tipindeki
pozitif tamsayilar i¢in de kanit tamamlanir.

U'nun bir § altailesi i¢in, S’nin elemanlarinin sonlu arakesitleri ¢//’nun bir tabani

oluyorsa bu altaileye U icin bir alttaban denir.

Not 3.1.2. X’in yansiyan bagintilarindan olugan bir B tabani ile iiretilen filtrenin bir
diizgiiniimsiiliik olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul, her B € B icin C? C B olacak sekilde

bir C' € B bulunmasidir.

Onerme 3.1.3. X iizerindeki her U diizgiiniimsiiliigii icin (U yansiyan ve gegislidir,

yani bir 6nsiralama bagintisidir.

Kanit: Her U € U igin A C U oldugundan (U yansiyandir. Herhangi z,y,z € X

icin (z,v), (y,2) € (U olsun. Bu durumda, her U € U i¢in (z,y), (y,2) € U olur ve
7



U bir diizgiiniimsii yap1 oldugundan V? C U olacak sekilde bir V' € U vardir. Ayrica
(z,y), (y,2) € U oldugundan (x,y), (y,z) € V dir. Buradan (x,z) € V? C U olur.

Ornek 3.1.4. R reel sayilar kiimesi iizerinde U,,Q.,Z. ve M, bagmtilarini asagidaki
gibi tanimlayalim:

Ue ={(@y)llz —yl < e}, Qe ={(z,9)lz —y < €}, Ze = {(z,y)lx <y <z + €},
M, = AU {(z,y)|r rasyonel ve |z —y| < €}. R x R iizerinde {U.Je > 0} tabam
tarafindan iiretilen siizgeq £, {Q.le > 0} tabam ile iiretilen siizgeq Q, {Z e > 0}
tabani ile iiretilen siizge¢ Z ve {M.|e > 0} tabam ile iiretilen siizge¢ de M olsun.
Bu durumda &, R iizerinde bir diizgiinliik , ayrica Q, Z ve M ise birer diizgiiniimsii
yapt olurlar. Hatta £’ye Ornek 2.2.6’da da bahsedildigi gibi, R’'nin dogal diizgiin yapis
denir. Burada Z'nin bir diizgiiniimsii yap1 oldugunu gosterelim: Herhangi bir e>0 i¢in
Ze € {Ze > 0} alahm. Z. = {(z,y)|r <y < z + €} i¢in Z: de taban elemamdir ve
Z; o Z; C Z. dir.

Ornek 3.1.5. T, bir X kiimesi tizerinde yansiyan ve gecisli bir ikili bagmt: ise X x X
tizerinde {T'} tarafindan iiretilen siizgeg bir diizgiiniimsii yap: olur: T € {T'} i¢in T’

gecisli oldugundan T2 = T olup T? C T dir.

Ornek 3.1.6. X = {1,2,3,4,5} ve R = {(x,y)|z < y} olsun. R> = R oldugundan

{R} tabani tarafindan X iizerinde iiretilen siizge¢ bir diizgiiniimsii yapidir.

Ornek 3.1.7. (X, 7) bir topolojik uzay ve G € 7 olsun. Sg = [(X \ G) x X]U [X x
(] ile tammh kiime X iizerinde bir 6nsiralama bagmtisidir (yani yansimah ve gegisli
bir bagimtidir): Yansima o6zelligi aciktir. x,y, 2 € X i¢in (x,y), (y,2) € Sg olsun. Bu
durumda (x € G veyay € G) ve (y € G veya z € G) olur. O halde (z € G ve y &€ G)
veya (y € Gvey € G) veya (z € G ve z € G) veya (y € G ve z € G) olur. Buradan da
r ¢ Gveya z € G olup (x, z) € Sg elde edilir. Boylece Sg gegisli olur ve Sg’nin bir ikili
onsiralama bagmntist oldugu goriiliir. Bu durumda 6nceki nota gore {S¢|G € 7} ailesi
X iizerinde bir diizgiiniimsiiliigiin alttabani olur. Bu diizgiiniimsiiliige de (X, 7)'nun

Pervin dizginimsiligi denir ve P, ile gosterilir.

Tanim 3.1.8. B; ve By bir X kiimesi iizerinde iki diizgiinlimsii yap1 i¢in tabanlar
olsun. Eger By’nin her elemani B;’in bir elemanini iceriyorsa By, By’den daha ince veya

By, By’den daha kabadir denir. Yine X kiimesi {izerindeki U, ve Us diizgiiniimsii yapilar:
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icin de Uy C U, oluyorsa U, Us’den daha incedir denir ve tersine U, Us’den daha ince

ise Uy C U dir. Aymi diizgiliniimsii yapiy1 lireten (alt)tabanlara denk (alt)tabanlar denir.

Ornek 3.1.9. Yukarida verilen {U] e>0}, {Q.| € > 0}, {Z.] ¢ > 0} ve {M.| € > 0}
tabanlarindan herhangi iki tanesi denk degildir. Ornegin {Q.| ¢ > 0} ve {Z| ¢ > 0}
ailelerinin denk olabilmeleri i¢in herhangi bir € > 0 i¢in ). C Z, olacak sekilde Z, €
{Z.] € > 0} elemanima karsihk bir Q. €{Q.| € > 0} olmaldir. (). C Z. olmasi i¢in her
z € X'e karsilik Q.(z) C Z.(x) olmahdir. Ancak Q.(z) = (z—¢€,00) ve Z(z) = [z, x+€)
oldugundan hi¢ bir € > 0 i¢in Q.(x) C Z.(z) olmasi miimkiin degildir. Herhangi bir
n € Z"i¢n R, = {(z,y)|=2 < z —y < 1} olsun. Bu durumda {R,|n € Z*} ve
{U,| € > 0} tabanlar1 denk olur: £ igin {R,|n € Z*}in bir taban oldugunu gostermek
yeterlidir. U € & alalim. Bir € > 0 i¢in U, C U olur. % € R’dir ve reel sayilarin Argimed
ozelliginden % < 3 olacak gekilde bir n dogal sayis1 vardir. Buradan % < % < e olur. O
halde {(z,y)|=2 <z —y < 2} C U, C U'dur. Béylece {R,|n € Z"} ailesinin & i¢in bir

taban oldugu goriiliir.

Tanmm 3.1.10. X bir kiime ve d : X x X — [0, 00) bir fonksiyon olsun. d agagidaki

ozellikleri saghyorsa d’'ye X iizerinde bir yari-metrikimsi denir:
(1) Vo € X i¢in d(z,z) =0
(17) Vo,y,z € X i¢in d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2).

Herhangi z,y € X i¢in d '(z,y) = d(y,r) ile tammh d! : X x X — [0,00) fonksi-

yonu da bir yari-metrikimsidir ve d=’e, d’nin yari-metrikimsi eslenigi denir. Bir d yari-
metrikimsisine, eger her z,y € X i¢in d(x,y) = d(y, x) oluyorsa yari-metrik denir. d'nin
simetrizasyonu d* = sup{d,d'} ile tammhdir ve X iizerindeki herhangi bir d yar-
metrikimsisi i¢in d* bir yari-metriktir: z,y, 2 € X olsun. d*(z,y) = sup{d(z,y),d ' (z,y)} =
sup{d~(y,z),d(y,x)} = d*(y,x) ve d°(z,x) = sup{d(z,z),d (x,2)} = sup{0,0} =

0 olur. Ayrica d*(z,2) = sup{d(z,z),d ' (z,2)} < sup{d(z,y)+ d(y,z),d  (z,y) +
d™Hy,2)} = sup{d(z,y),d" (z,y)} + sup{d(y, 2),d"(y,2)} = d&*(z,y) + d*(y, 2) olur

ve d°(z,z) < d*(x,y) + d*(y, z) elde edilir.

d, X iizerinde bir yari-metrikimsi olsun. Eger her x,y, z € X i¢in d(z, 2) < sup{d(z,y),d(y, z)}

saglaniyorsa d’'ye Arsimed-iozelligi géstermeyen denir.



Ornek 3.1.11. d: N x N — R*,

m<n

d(m,n) = m>n

o —_ 3=

m=n

ile tanimlanan d doniigiimii Argimed-ozelligi gostermeyen bir metrikimsidir.

d, X iizerinde bir yar-metrikimsi ve Ve > 0 icin U, = {(z,y) € X x X|d(z,y) < €}
olsun. {U.le > 0} tabam tarafindan X x X iizerinde tiretilen siizgeg, X iizerinde d
ile iiretilen diizgiiniimsiiliiktiir. Gergekten her € > 0 igin Us € {Uce > 0} ve U§2 -
U. oldugundan bu siizge¢ bir diizgiiniimsii yap:1 olur. Biz bu diizgiiniimsiiliigii U, ile

gosterecegiz.

Not 3.1.12. d, bir X kiimesi iizerinde bir yari-metrikimsi olsun. Bu durumda U1 =U;
olacag agiktir.
{U;|i € T} ailesi bir X kiimesi tizerindeki diizgiiniimsii yapilarin bir ailesi olsun.

{U;|i € I} nn supremumu \/,_, U;, X iizerindeki tiim U;’lerden daha ince olan en

iel
kaba diizgiiniimsiiliik olarak tanimlanir ve (J,.,;U; alttabani ile iiretilir. {{4]i € 1} nin
infimumu /\iel U;, X tizerindeki tiim U;’lerden daha kaba olan en ince diizgiiniimsiiliik
olarak tammlanir. /\, ; ¢;’nin bir alttabani i¢in supremumda oldugu gibi kullanigh bir
tasvir yoktur [6].

U, bir X kiimesi iizerinde diizgiiniimsiiliik ise U \/ U~e U’'nun simetrizasyonu de-
nir. U’nun simetrizasyonu bu ¢alismada U* ile gosterilecektir. {U NU U € U} ailesi
U* icin bir tabandir. Ayrica U* bir diizgiinliiktiir: U e Y* = IW e U : WNWL C

UsWAW ) cUl=WInWcUl=WnWlcU'=U"eu.

Onerme 3.1.13. Bir X kiimesi iizerindeki ayrik diizgiinliik, bu kiime tizerindeki tiim
diizgiiniimsiiliiklerin supremumudur.
Kanit: D, X iizerindeki ayrik diizgiinliik, ve {U;|i € I}, X iizerindeki tiim diizgiintimsii

yapilarin ailesi olsun. Bir U € \/,_, U; alahm. Quasi diizgiinliik tammindan A C U olup

el
U € D elde edilir. Boylece \/,.; U; C D bulunur. Diger kapsama i¢in bir D € D alalim.
Zaten A C D dir. S, I'nin sonlu bir altkiimesi olsun. Bu durumda Uie[<mjes A) =

A C Dolup D €\, _; U; elde edilir. O

i€l
Ornekler 3.1.14. Boliimiin basinda verilen R iizerindeki £ diizgiinliigiinii ve Q,2

diizglintimsiiliiklerini diigiinelim.
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(a) Z.NZ ' = {(x,y)|r = y} oldugundan Z* R iizerindeki ayrik diizgiinliiktiir.

(b) ©° = & = &° dir: € bir diizgiinlik oldugundan £° = £ oldugu agiktir. Ayrica
QNQ " ={(z,y)| —e<y—z<e} ={(z,9)||r —y| < ¢} olugundan Q° = &
oldugu goriiliir.

Onerme 3.1.15. X # () ve U, X iizerinde bir diizgiiniimsii yap1 olsun. Her z € X
ve her U € U igin U(z) = {y € X|(z,y) € U} olugturahm. = € X olmak {izere
N(z) ={U(2)|U € U} ailesi X {izerindeki bir topolojiye gore ’in komguluk siizgecini
olugturur ki bu topoloji iy = {T' C X|zr € T = 3V e U : V(x) C T} ’dir. Ayrica bu 7,
topolojisine gore herhangi bir € X in komguluklar ailesi olan ., (x) ile N(z) ailesi
cakigir.

Kanit: Oncelikle, V'(z)’in X iizerinde herhangi bir topolojiye gére 2’in komsuluk siiz-

geci oldugunu gosterelim.

(N1) Bir U(x) € N(z) alahm. A C U oldugundan her x € X i¢in (z,2) € U olup
x € U(x) elde edilir.

(N2) U(z) e N(z) ve N D U(x) olsun. V := U U {(z,y)|y € N} seklinde tanimlanirsa
N = V(x) olur. Ayrica V D U oldugundan V € U olup N € N (z) elde edilir.

(N3) Ui(z),Us(z) € N(z) olsun. Uy NUz € U ve Uy(x) N Us(z) = (U N Us)(x) oldu-
gundan U, (xz) N Us(x) € N () bulunur.

(N4) U(x) € N(z) alahm. Bu durumda 3V € U igin V2 C U olur. Bu V igin
V(z) € N(z) dir ve Yy € V(z) igin U(z) € N (y) saglanir. Gergekten; y € V(x)
olsun. U(z) € N(y) oldugunu gostermek igin V(y) C U(x) oldugunu gostermek
yeterlidir. z € V(y) = (2,¥),(y,z) € V oldugundan (z,2) € V2 = V2 C U

oldugundan (z,2) € U = z € U(x) olur.
Simdide gy ={T' C X|x € T =3V €U : V(x) C T} ailesinin topoloji olma gartlarini
sagladigini gosterelim.

(T1) = & 0 oldugundan 6nerme saglanacagi igin ) € 7, olur. z € X'e kargihk her

U e U i¢in U(z) C X olacagindan yine X € 7, ’dur.

(T2) 7,1, € iy = x € T1 N1 i¢in E|U1,U2 eU: Ul(l') C Ty ve UQ(JJ) c Ty =
Ur(z) NUx(x) = (U NU)(x) C Ty NTy ve Uy MUy € U oldugundan Th NT, € 1y

olur.
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(T3) (Th)xea C 7y ve © € [Jyep T olsun. Bu durumda bir Ay € A icin z € T}, ’dur.
Buradan x € Uy(x) C T), olacak sekilde bir Uy € U vardir ve Ty, C (Jycp T

oldugundan (J,_, Th € 7y bulunur.

Son olarak 7, topolojisine gore herhangi bir z € X’in komguluklar ailesi K., (z)’in
N (x) ailesi ile ¢akigtigim gosterelim.

U(z) € N(x) alahm. U*(z) := {y € X|U(z) € N(y)} tamimlayahm. Bu U* igin
U*(x) € 7y ve x € U*(x) C U(x) saglamir. Simdi bunlan gosterelim. U(z) € N (x) ve
U*(z)in tammindan x € U*(x) olur. Her y € U*(z) i¢in U(z) € N(y) oldugundan
(N4)’e gore bir M € N (y) var dyle ki her z € M i¢in U(x) € N (z) saglanir. U*(x)’in
tanimindan z € U*(x) olur. Buradan M C U*(z) olur ve 7,'nun tanimindan U*(z) € 7
elde edilir. Diger taraftan, her y € U*(x) icin U(x) € N (y) oldugundan y € U(x)’tir.
Yani U*(x) C U(z) dir. U*(x) € 7y ve x € U*(x) C U(x) oldugundan komguluk tanimi
geregi U(z) € K., (z) olur. Boylece N(x) C K., (x) oldugu gosterilmis oldu. Simdi
de diger kapsamay1 gosterelim. K € K, (z) alahm. Komguluk tanimindan bir 7' € 7,
icin x € T C K saglanir. 7,/nun tammmindan 3V € U : o € V(z) C T olur. Buradan
V(z) T C K ve (N2)den K € N(z) elde edilir. O

Tamim 3.1.16. (X,U) bir diizgiliniimsii uzay ise 6énceki 6nermede tanimlanan 7, to-

polojisine U tarafindan tiretilen topoloji veya U ile uyumlu topoloji denir.

Ornek 3.1.17. 7y reel sayilar tizerindeki iist topoloji ve P de (R, Ty )’iin Pervin
diizglinlimsiiliigii olmak iizere 7ps Sorgenfrey topolojisi olur.

Dikkat edilirse, herhangi bir x € X ve U € U igin U(z), 7-agik olmak zorunda
degildir.
A, B C X igin eger U(A) = UpeaU(x) C B olacak sekilde bir U € U varsa B’ye A'nin

U-komsulugu denir.

Onerme 3.1.18. Bir kompakt kiimenin her komsulugu U-komsuluktur.

Kamit: Kant igin [1, Teorem 13.6] bakiniz. [J

Onerme 3.1.19. {4;]i € I}, bir X kiimesi iizerindeki diizgiiniimsiiliiklerin bir ailesi

olsun. Bu durumda \/,_,; U; i iirettigi topoloji ile f;’lerin iirettigi topolojilerin supre-

mumu gakigir. Yani 7y, o, = Ve, dir,

Kamt: G € 7y, & U € ;U : Vo € G igin U(z) C G < Bir sonlu S C [ altkii-

mesi i¢in U;c;(MjesUii) = U & Uier(NjesUji)(x) =U(x) CG & Vje Svediel
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i¢in HU]”Z' S L{M : Ujﬂ' Cc U ve Ujﬂ'(ﬂf) CcCGeGe Uiel(ﬂjes Tz/fj,i) < G e \/iel TU; |
Gosterim. Bundan sonra yazimda kolaylik olmasi igin (X,U) diizgiiniimsii uzayin-
dan elde edilen topoloji, eger herhangi bir T topolojik ozelligine sahipse (X,U), T

ozelligine sahiptir diyecegiz.

Onerme 3.1.20. (X,U) bir diizgiiniimsii uzay olsun.
(¢) (X,U) Ty'dir < MU kismi sirahidir.

(i) (X,U) Ty'dir & (X,U*) Hausdorff tur.

(222) (X, U) Tydir & U = A

Kanit:

(¢2) (=) Her U € U igin A C U oldugundan A C NU olup yansima ozelligi saglanir.
Herhangi =,y € X i¢in (z,y) € NU ve = # y olsun. 7, Ty oldugundan 3G € 7y
icin (z € G,y € G) veya (x ¢ G,y € G) saglanir. Genelligi bozmaksizin (z ¢
G,y € G) oldugunu kabul edelim. Bu durumda 3U e U : U(y) C G ve © € G
olur. Buradan = ¢ U(y) olur ve (y,z) ¢ U olup (y,z) & NU elde edilir. Boylece
ters simetri ozelligi saglanmig olur.

z,y,z € X i¢in (x,y), (y,2) € U ve (z,2z) € NU oldugunu varsayalim. 3Uy € U
icin (z,2) € Uy ve (z,y) € Uy olur. z € Uy(x) ve y € Up(x) oldugundan y # z
dir. Ayrica (y,z) € NU oldugundan her V € U igin z € V (y) olur ve bu da y’yi
iceren her acik kiimenin z’yi de igerdigi anlamina gelir. Bu ise 7;,’'nun T olmasi

ile geligir. Buradan MU gecisli olur.

(<) z,y € X ve x # y olsun. (z,y) € NU ise (y,x) ¢ NU olur. Bu durumda
her U € U igin (z,y) € U ve en az bir Uy € U igin de (y,z) ¢ Uy olur. Buradan
y € Up(y) ve x & Up(y) olur. Ayrica Uy(y) € N (y) oldugundan 7, Tj elde edilir.

(i2) (=) v,y € X ve x # y olsun. (X, 7y), Ty oldugundan U € U : y ¢ U(x) olur.
U € U oldugundan V? C U olacak sekilde bir V € U vardir. Bu V civar icin
re(VNVH(z),ye VNV H(y) ve VNV H(z)N(VNVH(y) = 0 saglanir.
Ayrica (V NV 1)(z) ve (V NV (y) kiimeleri 745 ye gore sirasiyla x ve y nin
komguluklaridir. Buradan (X, 74s) Hausdorff olur.

(<) z,y € X ve x # y olsun. (X, 7ys) Hausdorff oldugundan 3U,V € U :
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UNU ) (2)n VNV (y) = 0 saglamir. Buradan z € V(y) veya x & V1(y)
olup x & V(y) veya y ¢ V(z) bulunur. Genelligi bozmaksizin = ¢ V (y) oldugunu
kabul edelim. Burada V' (y) € K,,,(y) oldugundan (X, 7,) Tp elde edilir.

(i22) NU ¢ A kabul edelim. O halde x # y ve (x,y) € NU olacak gekilde z,y € X

vardir. Her U € U i¢in y € U(x) olur. Bu durumda x € G olan her G € 7 i¢in
V(xz) C G olacak sekilde bir V' € U olmalidir. Ayrica her U € U i¢in y € U(x)
oldugundan y € V(z) olup y € G elde edilir. Bu ise (X, /) nun 77 olmasi ile
geligir. O halde NU C A olmahdir. Diger taraftan, her U € U icin A C U
oldugundan A C NU gercegi zaten vardir.
(<) z,y € X alalim ve x # y olsun. z € G olan her G € 7y i¢cin y € G
olsun. Her U € U i¢in A C U oldugundan (x,z) € U’dir. Buradan z € U(z) ve
U(z) € Ky, (z) oldugundan varsayim geregi y € U(x) olmalidir. Boylece VU € U
icin (z,y) € U olup (x,y) € NU elde edilir. Bu ise N\U = A olmasi ile geligir. O

Daha once gordiigiimiiz gibi her d yari-metrikimsisinden bir diizgiintimsiiliik elde
edilir. Ancak bunun tersi her zaman gegerli degildir. Yani, her diizgiiniimsiiliik bir
yari-metrikimsiden elde edilmek zorunda degildir. Eger bir diizgliniimsiiliik bir yari-
metrikimsiden elde edilebiliyorsa bu diizglintimsii yapiya yari-metrikimsilenebilirdir de-

nir. Bununla ilgili 6nemli bir teorem asagida sunulmusgtur.

Teorem 3.1.21. (X,U) bir diizgiiniimsii uzay olsun. U diizgiiniimsiiliginiin yari-
metriklenebilir olmast i¢in gerek ve yeter kogul U nun sayilabilir bir tabana sahip ol-
masidir.
Kanit: Ortiisel kanit i¢in [2, Teorem 38.3] bakiniz. [J

X bir kiime ve d, X iizerinde bir yari-metrikimsi olsun. x € X alalim ve ¢ > 0
olsun. By(z,€) = {y € X|d(z,y) < €} ile tamimh kiimeye x civarindaki e-yuvar: denir.
{By(x,€)|lz € X,e > 0} tabani ile X iizerinde iiretilen topolojiye d ile {iretilen topo-
loji denir ve 74 ile gosterilir. Eger herhangi bir topoloji bir yari-metrikimsi tarafindan

iretilebiliyorsa, bu topolojiye yari-metrikimsilenebilirdir denir.

Onerme 3.1.22. X bir kiime ve d, X iizerinde bir yari-metrikimsi olsun. Bu durumda
Ty, = Tq olur.

Kanait:
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e (G € 1y, olsun. Her z € G i¢in bir U € Uy vardir 6yle ki U(x) C G saglanir. Bu
durumda Je > 0 : By(z,€) C U(z) C G olur. Buradan da G € 7, elde edilir.

e H € 74 olsun. Her x € H i¢in bir € > 0 vardir 6yle ki By(z,€*) C H saglanir.
Ayrica Uy'nin bir U taban elemani igin U(z) = By(x,€*) oldugundan U(x) C
H’dir ve H € 7y, elde edilir. UJ

Béliimiin baginda bahsettigimiz R iizerindeki £ diizgiinliigiinii, O, Z ve M diizgii-
niimsiiliiklerini diigiinelim. 7z Oklid topolojisidir. 7o, {(x,00)|z € R} tabanma sahip
olan alt topolojidir. 7z, {[a,b)|a < b,a,b € R} tabam ile iiretilen Sorgenfrey topoloji-
sidir. T\ = {GU H|G € 1¢ ve H C Q'} Michael line topolojisidir *. £, Q, Z ve M ’'nin

hepsi metrikimsilenebilirdir. Ornegin Z diizgiiniimsiiliigii,

y—z <y
dS(xuy) =
1 52>y

metrikimsisi ile tretilir.

Teorem 3.1.23. d, X iizerinde bir yari-metrikimsi olsun. Eger 7;'nin « kardinalitesine
sahip bir B tabani varsa bu durumda 74-1’in de x kardinalitesine sahip bir tabani vardair.
Kanit: Her B € B igin Sp,, = {B|x € B C By(z,27")} olsun. § = {Sp,|B € B,n €
N} kuralm. B' = {B;-1(5,27")|S € S,n € N} olsun. B’ ve § 'nin tanimindan B’
‘nin kardinalitesinin B ’nin kardinalitesinden daha biiyiik olmadig1 goriiliir. Ayrica her
n € Nve B € Bigin Sg,, X Sp,, C Uy—n olur. Gergekten; (a,b) € Sp,, X Sp,, alalm.
Bu durumda a € Sp, ve b € Sp, olacagindan a € B C By(a,27") ve b € B C
By(b,27")’dir. Buradan b € B C By(a,27") olup d(a,b) < 27" ve (a,b) € Uy-n elde
edilir. n € N ve z € X secelim. B, 74 i¢in bir taban oldugundan = € B C By(z, 2*(”“))
olacak sekilde bir B € B vardir. Herhangi bir y € Sp,.+1 i¢in y € B C By(y, 2~ ")
ve x € B oldugundan x € By(y,2-™*Y) ve d(y,z) < 2=V olup d~'(z,y) < 2~ "+
bulunur. Buradan da y € Bg-1(x,2~ ™) olup Spni1 C Bg-1(z, 2~ ™)) bulunur.
Ayrica herhangi bir z € By1(Sp,i1,2" ") = Usesp.a Ba1 (¢, 2-(+1) icin It €
SBmi1 @ 2 € By1(t, 27V olur. Buradan da d(t,x) < 2= ve d(z,t) < 2=V
olup d(z,z) < 27" bulunur ve z € By-1(x,27") elde edilir. Sonug olarak, Sp,11 C
By-1 (2,27 ) ve By-1(Spni1,2" ") C By1(2,27") oldugundan = € Sp,y1 C

By1(Sppi1, 2~ ") C Byi(x,27") olur. Boylece B, 741 icin tabandir. O

4Burada Q' ile irrasyonel sayilarin kiimesi gosterilmektedir.
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Onerme 3.1.24. X bostan farkli bir kiime ve d, X iizerinde bir yari-metrikimsi olsun.

(2) 74 bir Ty-uzaydir < Vr,y € X i¢in d(z,y) = d(y,x) = 0 olmas1 z = y olmasini

gerektirir.
(42) 74 bir Ti-uzaydir < Vr,y € X i¢in d(z,y) = 0 olmast z = y olmasini gerektirir.
Kanit:

(2) (=) z,y € X ve  # y olsun. 74, Ty oldugundan Je > 0 : y & By(x,€) veya
r & By(y,€) olur. Buradan d(z,y) > € veya d(y,z) > € olur. Bu ise d(z,y) =
d(y,x) = 0 olmas ile celigir.

(<) 74'nin Ty olmadigini kabul edelim. z,y € X alalim ve x # y olsun. Bu
durumda her € > 0 i¢in y € By(x,¢€) ve x € By(y,€) olur. Yani her € > 0 igin
d(z,y) < € ve d(y,x) < ¢'dir. Buradan lim.,od(z,y) = 0 ve lim.,0d(y,z) = 0

olacagindan varsayim ile z = y olmasi gerekir. Bu ise x # y secimi ile celigir.

(#2) (=) z,y € X olsun. d(z,y) = 0 ve z # y oldugunu varsayalhm. 74, T} oldugundan
e, 60 > 0 : [ € By(z,€61),y & Ba(z,€61)] ve [y € By(y,e2),x & Bqy(y, €2)] olur.
Buradan d(x,y) > €1 ve d(y,x) > €3 olur. Bu ise d(x,y) = 0 olmasi ile geligir.
(<) 7/nin Ty olmadigim varsayahm. z,y € X ve  # y olsun. Bu durumda
her € > 0 icin y € By(z,€) olur. Yani her ¢ > 0 i¢in d(z,y) < €dir. Buradan

lim. o d(z,y) = 0 ve varsayimdan = = y olmas1 gerekir. Bu ise celigkidir. (J

Onerme 3.1.24 (7)'de bahsedilen d yari-metrikimsisi, Ty-yari-metrikimsi olarak adlan-

darilir.

Ornek 3.1.25. 1 : R x R — R*, I(z,y) =max{z — 5,0} ile tamml [ déniigiimi,
R iizerinde bir Ty-yari-metrikimsidir. {'nin eslenigi ise [7*(z,y) =max{y — z,0} ile
tammbhdir. 7; = {(a,0)|a € R} U{R, 0} ve 71-1 = {(—00,b)|b € R} U {R, 0} dir. I* ise
R iizerindeki 6klid metrigidir.

Tanim 3.1.26. (X, 7) bir topolojik uzay ve W, X iizerinde bir ikili bagmti olsun. Eger
her z € X igin W(x), 2’in bir komgulugu oluyorsa W ikili bagintisina (X, 7)nun bir
komsuagi denir.

W, (X, 7)nun bir komguagi olmak iizere eger W simetrik (gegisli) bir ikili baginti
ise W’ye simetrik (gecisgli) komguagi denir. Eger her x € X icin W(z) agik (kapal)
oluyorsa W’ye agik (kapali) komguag denir.
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Tamm 3.1.27. Bir (X, 7) topolojik uzayinin komguaglarinin bir < U,, > dizisine, eger
her n € N igin (U,41)? C U, olma sartin1 sagliyorsa normal dizi denir.
U, (X, 1) topolojik uzaymin bir komsuagi olsun. Eger U, (X, 7)’nun komguaglarinin en

az bir normal dizisinin elemani ise U’ya normal komsuag: denir.

Not 3.1.28. X bir kiime olsun.

1) (X,U) bir diizgiiniimsii uzay ve U € U olsun. Bu durumda U, (X, 7,)’nin bir
normal komsuagi olur: Oncelikle U; := U secelim. V2 C U olacak sekilde bir
V € U vardir. Uy := V secelim. Yine W2 C V olacak sekilde bir W € U vardir.
Uz := W secelim. Bu gekilde secime devam edilerek olusturulan < U,, > dizisi bir

normal dizi olur.

2) Her gecisli komguag bir normal komguagidir: U bir gegigli komguag: olsun. Bu
durumda U? C U olur. < U, > dizisi olarak da her n € N icin U,, = U sabit
dizisini alirsak U, .1 C U, saglanir. Boylece, her gecisli komguagi normal komguagi

olur.

3) Eger < U,, > bir normal dizi ise () —, U, bir ge¢isli bagintidir: z,y, z € X alalm
ve (z,y),(y,2) € ()~ U, olsun. Her n € N i¢in (z,y),(y,2) € U, olur. Bu
durumda n + 1 i¢in de (z,y), (y, 2) € U,41 olur. Buradan, her n € N igin (z, z) €

U2, C U, olup N2, U, m gegisli oldugu goriiliir.

Onerme 3.1.29. (X, 7) bir topolojik uzay ve U bir komsuagi olsun. U* = U{U"|n €
N} gecisli bir komguagidir.

Kanit: Oncelikle U®'in bir komsuagi oldugunu gésterelim. z € X icin U®(z) =
(U{U™n € N})(z) oldugundan her n € N i¢in U"(x) C U (x)'dir ve U>®(z) € K,(x)
olur. Simdi de U*’1n gegisliligini gosterelim. Herhangi a, b, ¢ € X i¢in (a,b), (b,c) € U™
olsun. (a,b) € U™ olma gartim1 saglayan n € N dogal sayilarmin i¢inde en kiigiik olanm
ny olsun ve yine ayni gekilde (b, ¢) € U™ olma gartini saglayan n € N dogal sayilarinin
icinde en kiigiik olam ny olsun. n := max{ny, ny} olarak secilirse (a,b), (b, c) € U™ olur.

Buradan (a,c) € U*" ve (a,c) € U™ olur. O

Yardimci: Teorem 3.1.30. (X, 7) bir topolojik uzay ve U, (X, 7)'nun bir komguag:
olsun. Bu durumda her A C X i¢in A C U~(A) olur.
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Kanmit: A C X ve a € A olsun. Kapanis tanimindan A N U(a) # (’dir ve buradan
a €U A) olur. O

Onerme 3.1.31. (X, 7) bir topolojik uzay ve U, (X, 7)nin bir komsuag: olsun. Bu

durumda asagidakiler denktir.
(a) U~! bir komguagdir.
(b) U bir simetrik komsuag icerir.
(c) Her A C X igin A C U(A) dur.

Kanit: (a) = (b) U(x),U Y (x) € K, (z) ve UNU! C U oldugundan U bir simetrik
komsuag icerir.

(b) = (c) a € A alahm. Varsayimdan, simetrik bir V' C U vardir ve ANV (a) # 0 olur.
Buradan ANV ~!(a) # 0 olup a € V(A) elde edilir. Boylece a € U(A) bulunur.

(¢) = (a) z € X alalm. = ¢ U(X \ U~'(z)) oldugundan varsayimdan = ¢ X \ U~(z)
olur. Buradan 3N € K. (z) igin NN (X \ U (z)) =0 olup N C U~ !(z) bulunur. O
halde U~ !(x) € K, (x)dir. O

Onerme 3.1.32. B, X iizerindeki bir I/ diizgiiniimsiiliigii icin bir taban olsun. Her-
hangi bir A C X i¢in A'nin 7 topolojisine gore kapanigt A = (.5 U~ ' (A) dur.
Kanit:

e Her U € B birer komguag: oldugu icin Yardimer Teorem 3.1.30’den A C U~'(A)
olup A C Nyeg U™ (A) bulunur.

e 2 € Npes U '(A) alam. Her U € B icin € U~'(A) olur. Bu durumda her
U € Bicin en az bir a € A var dyle ki z € U™'(a) saglanir. Oyleyse her U € B
igin ANU(x) # 0 olur. Ayrica her N € K, (x) igin V(z) C N olacak sekilde bir
V € B vardir. Buradan AN N # 0 olup = € A elde edilir. [J

Onerme 3.1.33. (X, ) bir diizgiiniimsii uzay olsun. bu durumda asagidakiler vardir:
(2) (X,U), Ry uzaydir < NU simetriktir.
(#) (X,U), Hausdorff uzaydir & ;U ' o U = A.

Kanait:
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(2) (=)z,ye X,z #yve(r,y) € U olsun. Her U € U i¢in y € U(x) olur. Buradan

z € {y} bulunur. Diger yandan U(y) € K, (y) oldugundan y € T C U(y) olacak
sekilde bir T € 7, vardir. (X, 7,) Ry oldugundan {y} ¢ T C U(y) olur. Ayrica
z € {y} oldugundan = € U(y) bulunur. Béylece her U € U icin (y,z) € U
oldugundan NI simetrik elde edilir.
(<) G € 7y ve z € G olsun. Bu durumda = € Uy(z) C G olacak gekilde bir
Uy € U vardir. y € {z} alam. Her U € U i¢in 2 € U(y) olur. Buradan da
(y,x) € NU ve NU simetrik oldugundan (z,y) € NU bulunur. Her U € U i¢in
(z,y) € U oldugundan (z,y) € Uy ve Up(x) C G oldugundan y € G bulunur.
Boylece {2} C G elde edilir,

(1) (=) Her U € U ve her v € X igin (z,z) € U ve (x,2) € U™ oldugundan
(z,z) e Ut oUldir ve A C ey (U o U) elde edilir. Tersine, z,y € X, z #y
ve (z,y) € Nyeu(U™' o U) olsun. Her U € U icin (x,y) € U~ o U olur. Bu
durumda 3z € X : (z,2) € U ve (z,y) € U~ Vdir. Buradan (z, 2), (y, 2) € U olup
z € U(x) ve z € U(y) bulunur. Bu ise (X, 7/)’nun Hausdorff olmas: ile ¢eligir. O
halde (U™ o U) C A olmahidar,

(<) x,y € X ve x # y olsun. Bu durumda, her U € U i¢in U(x) NU(y) = 0
olur. Aksine U(z) NU(y) # D olsa 3z € X : (x,2) € U ve (y, z) € U’dur. Boylece
(z,y) € Npey(U P o U) olur ve bu da ;o (U o U) = A olmasi ile celigir.
O halde U(z) N U(y) = 0 olmaldir. Ayrica U(z) € K, (z) ve U(y) € K, (y)

oldugundan (X, 7/)'nun Hausdorff oldugu goriiliir. O

Tamim 3.1.34. (X,U) ve (Y, V) diizgiiniimsii uzaylar ve f : (X,U) — (Y, V) bir do-
niigiim olsun. Eger her V' € V i¢in (f x f)(U) C V olacak sekilde bir U € U varsa yani
her Ve Vigin (f x f)~1(V) € U oluyorsa f’ye diizgiin siirekli denir °. Bu ¢ahgmada
gosterimde kolaylik olmasi icin f x f yerine f ifadesini kullanacagiz.

Tanim 3.1.34’den bir diizgiiniimsii uzaydan kendisine olan birim déniigiim diizgiin sii-
reklidir. Quasi diizgiin uzaylar arasmdaki diizgiin siirekli déniigiimlerin bilegkeleri de

yine diizgiin siirekli olur.

Onerme 3.1.35. {Ui|i € I} ve {Vi|i € I} sirasiyla X ve Y iizerinde diizgiiniimsii

yapilarm aileleri olsun. U = \/,.,;U; ve V = \/,.; V; olmak iizere eger her 7 € I i¢in

X fi X x X =Y XY, (f x f)(z1,22) = (f(21), f(z2)) ile tanimhidir.

19



f (X, U;) — (Y, V) diizgiin siirekli ise f: (X,U) — (Y, V) diizgiin siireklidir.

Kamt: V' € V alalm. [);.4V; C V olacak gekilde bir sonlu S C I altkiimesi vardur.
[ (X,U;) — (Y,V,;) diizgiin siirekli oldugundan her i € I i¢in f~1(V;) € U; olur.
Ayrica f7H((N;es V) C f7H(V) oldugundan (), g(f~1(V;)) € f~H(V) olup f~H(V) €U
elde edilir. UJ

Not 3.1.36. f : (X,U) — (Y,V) diizgiin siirekli olsun. Herhangi bir V' € V igin
(f72 V)™t = 74 (V1) oldugundan f: (X,U~') — (Y, V1) diizgiin siirekli olur.

Sonug 3.1.37. f: (X,U) — (Y, V) diizgiin siirekli ise f : (X,U*) — (Y, V?) diizgiin
siirekli olur.

Kanit: Onerme 3.1.35 ve Not 3.1.36’den bulunur. [J

Onerme 3.1.38. Quasi diizgiin uzaylar arasindaki diizgiin siirekli déniisiim, bu uzay-
larin {irettikleri topolojilere gore de siireklidir.
Kanit: (X, U) ve (Y,V) diizgiiniimsii uzaylar ve f : (X, U) — (Y,V) diizgiin siirekli
bir déniigiim olsun. G € 7 ve z € f~}(G) alahm.Bu durumda f(z) € G ve bdylece
IV e V: f(z) € V(f(z)) C G olur. Buradan f~'(V(f(z))) C f~Y(G)dir. O halde
YV (f(x) = (1 V) (x) ve f71(V) € U oldugundan f~(G) € 7y bulunur. O
Onceki onermenin tersi her zaman dogru olmak zorunda degildir. Bununla ilgili
kullanigh bir teorem ilerleyen boliimlerde verilecektir. Ancak (X, 7) ve (X2, 1) to-
polojik uzaylar olmak tizere f : (Xy,71) — (X, 7) siirekli bir doniigim ise f :
(X1, Pr) — (Xa, Pr,) diizgiin siirekli olur: C' € P,, alalim. Bu durumda bir n € N i¢in
G1,Ga, - - Gy € 7o vardir 6yle ki Sg, NS, N---NSg, C Colur. f: (X, 7) — (X2, 72)
siirekli oldugundan f~(G4),--- , f~Y(G,) € 71 dir. Diger yandan f~!(Sg,N---NSg,) =
[(Se) NN f1(Sq,) = Sp-1G) N -+ N Sp-1q,y dir. f71(Se, N--- N Se,) C
YC) ve f7YGy), -+, f7HG,) € 71 oldugundan f~1(C) € P,, elde edilir. Boylece
(X1, Pr) = (Xg, Py,) diizgiin siirekli olur.
Yukarida Pervin diizgiiniimsiiliik icin bahsedilen durum ileride tamimlayacagimiz 4y

monoton diuzginimsulik ve ince dizgunimsilik i¢in de gegerli olacaktir.

Sonug 3.1.39. f: (X,U) — (Y,V) diizgiin siirekli bir doniigiim olsun. Bu durumda
f, -1 — Ty—1 ve s — Tys siirekli olur.

Kanit: Not 3.1.36, Sonu¢ 3.1.37 ve Onerme 3.1.38’dan bulunur. O
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Herhangi bir topolojik uzay diizgiinlegtirilebilir olmak zorunda olmasa da kesinlikle
her topolojik uzay diizgiiniimsiilestirilebilirdir yani, bir diizgiiniimsiiliik tarafindan iire-
tilebilirdir. Dikkat edilirse Ornek 3.1.7 de gecen Pervin diizgiiniimsiiliik her topolojiden
elde edilebilir ve Pervin diizgiiniimsiiliik hangi topolojiden elde edilmig ise yine o topo-
lojiyi iiretir. Yani (X, 7) bir topolojik uzay olmak tizere 7p_ = 7 olur.

Burada deginilmesi gereken bir diger konu da gudur: Her topolojik uzay, bir en ince
diizgiiniimsiiliik ile uyumludur. (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere 7 ile uyumlu olan
en ince diizgiiniimsiiliik, FN, ile gosterilir ve (X, 7)nun ince dizginimsaligi denir.
Ince diizgiiniimsiiliik, o topoloji ile uyumlu olan diizgiiniimsiiliiklerin supremumu olarak
ifade edilir. Buna gore, {U;,7 € I}, bir X kiimesi {izerindeki diizgiiniimsiiliiklerin bir

ailesi olmak tizere 7, _ 1, = V,c; T, oldugundan 7x5, = 7’dur.

iel
Onerme 3.1.40. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. FA,, 7’nun tiim normal komsuag-
larindan olusur.

Kanit: W = {W|W, 7nun bir normal komsuagi} ailesini kuralm ve W € W olsun.
Boylece her z € X igin W(z) € K,(x) ve her z € X i¢in (x,x) € W’dir. Ayrica W
bir normal komsuag oldugundan V? C W olacak sekilde bir V ikili bagintis1 vardir
oyle ki V.W e< V,, > olacak gekilde bir < V,, > normal dizisi elde edilir. Boéylece W
ailesi, 7 ile uyumlu bir diizgiiniimsiiliik olusturur. Buradan YW C FN ;. bulunur. Tersine
U € FN, alahm. Her civar bir normal komsuag oldugundan U € W olur. Boylece
FN . CW elde edilir. O

Onerme 3.1.41. (X,7) bir topolojik uzay ve (Y, V) bir diizgiiniimsii uzay olsun.
f:(X,7) = (Y, V) siirekli bir doniigiim olmak iizere, Y, 7 ile uyumlu ve f: (X,U) —
(Y, V) diizgiin siireklidir < U = FN . ’dir.

Kamt: (=) 7y = 7 oldugundan Y C FN, dir. Biz FN, C U oldugunu gosterme-
liyiz. U € FN, alalim. Y yerine X, V yerine FN, ve f olarak da idyx : (X,7) —
(X, Trar,) birim doniigiimii alimirsa 77y, = 7 oldugundan idx siirekli ve hipotezden
idx : (X,U) — (X, FN,) diizgiin siirekli olur. Buradan, idx '(U) € U olacagindan
U €U olup FN, C U elde edilir.

(<) V € Valalm. f~'(V)’nin 7’nun bir normal komguag oldugunu gosterecegiz. Her
r € X ic¢in (f(z), f(x)) € V oldugundan f(z) € V(f(z)) € K., (f(z))dir. f siirekli
oldugundan f~(V(f(z))) = (f~4(V))(z) € K,,(x) bulunur ve boylece f~*(V) bir
komsuagi olur. V' bir civar oldugundan 7,’nin bir normal komsuagidir. Ciinkii W2 C V
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olacak gekilde bir W € V vardir. Bu durumda, Vi := V ve V, := W olarak secelim.
Yine O? C W olacak sekilde bir O € V vardir. V5 := O secelim ve bu sekilde se-
cime devam ederek < V), > dizisini olugturahm. Boylece < V,, > bir normal dizi olur.
U= fYV),Uy:= f7YW),Us := f~1(O) - geklinde bir < U,, > dizisi olugturalm.
W2 C Viken (f~Y(W))? C f~4(V) oldugundan f~! <V, >=< U, > yine bir normal
dizi olur. Boylece f~1(V) bir normal komsuag olacagindan f~1(V) € FN; elde edilir.
OJ

Tanimm 3.1.42. X bir kiime ve [ bir indis kiimesi olmak {izere her ¢ € I igin (Y;,U;)
diizglinlimsii uzay ve f; : X — Y; doniisiim olsun. X {izerinde her ¢ € [ icin f; donii-
siimiinii diizgiin siirekli yapan bir en kaba U diizgiinlimsiiliigii vardir. U’ya baslangic
diizgiintimsiiligi denir ve {f, 1 (U;)|U; € U; ve i € I} alttabani ile iiretilir. Eger her U,

diizgiinliik ise U baglangi¢ diizgiiniimsiiliigii de bir diizgiinliik olur.

Onerme 3.1.43. X bir kiime ve I bir indis kiimesi olmak tizere her i € I icin (Y;,U;)
diizgiiniimsii uzay ve f; : X — Y, doniigiim olsun. 4, X iizerinde (f;);c; ailesi ile
tiretilen baglangig diizgiinimsiiligii olmak tizere U, her i € [ i¢in f; : X — (Y, 7y,)
doniigliimiinii siirekli yapan en kaba topoloji 7 ile uyumludur.

Kanait:

e G € 7vez € G olsun. Bu durumda bir n € N igin z € f~YGy) N f71(Gy) N
N f7HG,) C G olacak gekilde Gy € 7y, - -+ G, € 7y, vardir. Buradan f(z) €
G, f(z) € Gy, -+, f(x) € G, olur. Bu durumda 3U; € Uy, -, U, € U, :
f(x) e Ui(f(x)) C Gy, , f(x) € Up(f(x)) C G, dir. Boylece z € f~H(Uy)(x) C
UG, -,z € YU, (z) € fHG,) olur. Buradan da =z € (f~1(U;) N
Y U) N0 f7YU,))(z) € G olup G € 7y elde edilir.

e H € 1 alahm ve z € H olsun. Bu durumda 3U € U : € U(x) C H olur ve
dneN:heri=1,..,niginz € fYU;)(x) C U(x) C H olacak sekilde U; € U;
vardir. f-1(U)(x) = fUi(f(@))) oldugundan f(x) € (o Ui f(2) C F(H)
olur. Her i = 1,..,n i¢in U;(f(x)) € Ky, (f(z)) oldugundan 3G; € y, : f(z) €
G; C U;(f(x)) bulunur ve x € (), f~1(G;) C H olup H € 7 elde edeilir. [J

(X,U) bir diizgiintimsii uzay ve A C X olsun. {U N (A x A)|U € U} ailesine U nun A

tizerine indirgedigi altuzay dizginimsiligi denir ve U| 4 ile gosterilir. Ayrica U| 4, @ :
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A — (X,U) birim doniigiimiinii diizgiin siirekli yapan A {izerindeki en kaba diizgiiniim-
siiliiktiir. Onerme 3.1.43'dan 7, = 7|4 esitligine ulasihr. Eger f : (X,U) — (Y, V)
diizgiin stirekli bir doniigiim ise f|4 kisitlama doniigiimii de U|4 — V diizgiin siireklidir.
B C A C X olmak {izere U ve U| ,’'min B iizerindeki altuzay diizgiiniimsiiliikleri ¢akigir.

(X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Herhangi bir G € 7 i¢in Sg N (A x A) C
Scna oldugundan P, = P-|a olur. Ancak FN, = FN ;|4 esitligi her zaman dogru
olmak zorunda degildir. Ornegin, X = R, 7 = 7, 6klid topolojisi ve A = Q almirsa
FN o = FN | saglanmaz. Bu durum ilerleyen boliimlerde verilecek bir teorem ile

aciklanacaktir.

Tamim 3.1.44. {(X,,U;)|i € I} diizgiiniimsii uzaylarm bir ailesi ve X = [],_; X; olsun.

iel
m; » X — X, izdiigiim doniigsiimii olmak iizere X {iizerinde tiim izdiisiim doniisiimlerini
diizgiin siirekli yapan en kaba diizgiiniimsiiliige carpim diizginimsiligi denir. Eger
(X,U) ve (Y, V) diizgiiniimsii uzaylar ise X x Y iizerindeki ¢carpim diizgiiniimsiiliigiiniin
tabani B su sekildeki bagintilar igerir: B € B igin bir U € U ve bir V € V vardir
oyle ki her z,y € X i¢in B((z,y)) = U(z) x V(y) olur. Onerme 3.1.43’den, baslangig
diizgilintimsiiliigii baglangic topolojisini iirettiginden ¢arpim diizgiiniimsiiliigii de ¢carpim

topolojisi ile uyumludur.

Onerme 3.1.45. f : (X,U) — [[;c;(Y:, Vi) olsun. f diizgiin siireklidir <> Her i € I
icin m; o f diizgiin siireklidir.

Kanit: (=) f diizgiin siirekli olsun. Her @ € [ i¢in 7; diizgiin siirekli oldugundan 7; o f
doniigtimii de diizgiin siirekli olur.

(<) I Vi carpim diizgiiniimsiiliigiiniin herhangi bir ijl(‘/}), (7 € 1,V; € V;) civar
igin m; o f diizgiin siirekli oldugundan f~'(7;'(V;)) = (w; 0 f)7'(V;) € U olur ve f'nin

diizgiin siirekli oldugu goriiliir. [

Teorem 3.1.46. T, (X;,U;) (i € I) diizgliniimsii uzaylarinin herhangi bir ailesinin
bir altkiimesi olsun. Bu durumda (Y, d) bir Ty-yari-metrikimsi uzay olmak iizere f :
T — (Y,d) diizgiin siirekli doniigiimii g o (7|r) seklindedir. Burada en az bir sayilabilir
C C I vardir ki 7: [[.c;Xs = [[;cc Xi doniisiimii 7((2;)ier) = (%i)iec ile tanimhidir
ve g : m(T') — Y bir diizgiin siirekli déniigiimdiir.

Kanit: f diizgiin siirekli oldugundan her n € N i¢in I’nin sonlu bir [/, altkiimesi

ve i € I, igin U; € U; vardir dyle ki (z,y) € [Nier, (m x m) U] N (T x T) igin

23



d(f(x), fly)) < n+r1 olur. C' = Upenl, olsun ve yukarida tanimlanan 7((z;)ier) =
(74)icc izdiigiim déniigiimiinii diigiinelim. Her z € 7(T) igin t, € T N7 *({z}) olsun
ve x — f(t,) kurah ile g : 7(T) — Y doéniigiimiinii tammlayalim. ¢',¢” € T alahm.
Eger n(t') = n(t") ise I, € C (n € N) oldugundan d(f(t'), f(t")) < =5 olur. n — oo
icin d(f(t'), f(t")) = 0 ve d(f(t"), f(t')) = 0 olur. d, Ty-yari-metrikimsi oldugundan
f(t") = f(t") elde edilir. Buradan her = € 7(7T') noktasina karsilik ¢,’in se¢iminden ve
¢’nin tanimindan f = go (w|7T") oldugu sonucuna varilir. Simdi de g’nin diizgiin siirekli
oldugunu gosterelim: n € N olsun. Her i € I, i¢in (7 (t);, 7(t');) € U; olacak gekilde
t,t' € T alinirsa, varsayindan d(g(7(t)), g(x(t'))) = d(f(t), f(t')) < ;7 olur. Boylece

¢g’'nin diizgiin siirekli oldugu goriiliir. [

Onerme 3.1.47. U ve V, bir X kiimesi iizerinde diizgiiniimsiiliikler olsun. U € U,
V €V ve M C X x X olmak iizere, V o M oU bileskesi, i/ ~! x V’nin iirettigi topolojiye
goére M 'nin bir komgulugudur.

Kamit: (1, 25) € M alahm. U™'(z1) € K, (1) ve V(22) € K, (2)'dir. Oyleyse bir
Gy, € Ty ve bir G, € Ty vardir ki xy € G, C U™ (1) ve 23 € G, C V(x2) olur.
Bu durumda M C Uy, anyenr Gor X Guy € Uy mmyens U H(@1) X V(w2) C Vo MoU
olacagindan U(
O

YeM Gy X Gyy € Tyy-1xy gergegiile, VoMoU € K ,, elde edilir.

1,22 Tu—1x

Sonug 3.1.48. (X,U) bir diizgiiniimsii uzay olsun. Bu durumda {U|U € U ve U €
Ty-1xy ) ailesi U igin bir tabandir.

Kamit: U € U alalim. U C X x X oldugundan Onerme 3.1.47°den U o U o U €
K, 1, (U)dr. U €U oldugundan W? C U olacak gekilde bir W € U vardir. Herhangi
bir (z,y) € W? icin énceki 6nermeden W o {(z,y)} oW € K, _, ((x,y)) ve ayrica
Wo{(z,y)} oW C W? oldugundan W? € 1/-1,, elde edilir. [J

Ornek 3.1.49. Béliimiin basinda R iizerindeki Q diizgiiniimsiiliigii icin tanimlanan
Q. civarlarini diigiinelim. Hicbir 7o« o acik kiime A’y1 kapsayamayacagindan @), civari,
A’nin 7oy o komsulugu olamaz. Ancak her Q. € Q icin V2 C Q. olacak sekilde bir V' €
Q var ve onceki sonugtan da V? € 7g-1,¢ oldugundan Q., A'nin 7o-1,o komsulugu

olur.

Onerme 3.1.50. U ve V, bir X kiimesi iizerinde diizgiiniimsii yapilar olsun. M C
X x X olmak iizere M nin 7,y topolojisine gére kapamgst M = N{V o MoU|U € U
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ve V € V} olur.
Kanit:

e (a,b) € M = VN € K, ,((a,b)) igin NN M # () = Onerme 3.1.47°den her
UeUveV eVigin Vol(a,b)}oUt €Ky, ((a,0) = e, d) € X x X :
(c,d) € Vo{(a,b)}oU ! ve (c,d) € M = 3z, t € X : (¢, t) e U, (t,2) € {(a,b)}
ve (z,d) € V = (a,c) € U,(¢c,d) € M ve (d,b) e VI = VU el ve V €V igin
(a,b) e V1o MoU.

e (a,b)en{VioMoUIU €U,V €V}veN €Kk, ,((a,b)) olsun. Bu durumda
(a,b) € G x H C N olacak sekilde G € 7y ve H € 7 vardir. Buradan 3U; € Y
ve Vi € Vigin a € Uy(a) C G ve b € Vi(b) C H olur ve Uy(a) x V1(b) C N
elde edilir. Ayrica hipotezden (a,b) € V' o M o U, dir ve béylece 3z,t € X icin
t € Ui(a),z € Vi(b) ve (t,z) € M olur. O halde (¢, z) € U;(a) x V1(b) oldugundan
NNM # 0 ve (a,b) € M bulunur. OJ

Sonug 3.1.51. U, X iizerinde bir diizgiiniimsii yapi olsun. Bu durumda {U|U € U ve

U, Tyyxy-1-kapalh} ailesi U i¢in bir taban olur.

Onerme 3.1.52. 7, ve 7, bir X kiimesi {izerindeki topolojiler olsun. (Y, V) bir diizgii-
nlimsii uzay ve f : X — Y 7 — 1y ve 79 — 1y—1 siirekli bir déniisiim olsun. Bu durumda
her V € Vigin f~1(V) € K,,xr, (D) olur.

Kanit: V € V alalim. Béylece W2 C V olacak sekilde bir W € V vardir. Eger bir x € X
alimrsa f, 71 — 7y ve 15 — 1p-1 stirekli oldugundan bir G; € 71 ve Gy € 75 vardir dyle
ki x € G1 NGy, f(G1) C W(f(z)) ve f(Gy) C W(f(x)) olur. Herhangi bir (a,b) €
Gy x Gy igin (f(a), f(2)), (f(z), f(b)) € W oldugundan (f(a), f(b)) € W? C V'dir ve
(a,b) € f~4(V) bulunur. Béylece G5 x G; C f~1(V)'dir ve ayrica Gy X G € 7o X 7y

oldugu dikkate alimirsa, f~*(V), A’'nin 75 x 7; komsgulugu olur. [J

Teorem 3.1.53. (X, 7) kompakt Hausdorff uzay ve G, X iizerinde kapal kismi sirah
kiime olsun. Bu durumda X iizerinde "/ = G ve 1ys = 7 olacak sekilde sadece bir U
diizgiiniimsiiliigi vardir.

Kanit: U, X iizerinde "U = G ve 1ys = 7 sartini1 saglayan bir diizgiiniimsiiliik olsun.
Oncelikle U siizgecinin, G’nin tiim 7 x 7 komsuluklarindan olustugunu gésterelim.

Sonug 3.1.48’den U’nun tiim elemanlari zaten G'nin 7 x 7 komgulugudur. &/’nun elemani
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olmayan G’nin bir V' 7 x 7 komgulugunu alalim. Bu durumda {U \ V|U € U} ailesi
X x X {izerinde bir V siizgeci icin taban olur. Ciinkii Uy, Uy € U olmak {izere UyNU; € U
dir ve (U1 NU) \V C (U \ V)N (U \ V) dir. (X, 7) kompakt oldugundan V’nin bir
7 x 7 yigilma noktas1 (z,y) vardir ve (z,y) ¢ G dir. Aksine, (x,y) € G olsa (z,y) € V
olur ve V € K, «.(V) oldugundan G C T C V olacak sekilde bir T' € 7 x 7 vardur.
Aynica (7,y) € Nyey (U \ V) oldugundan 7N (U \ V) # (’dir. Béylece, z € T,z € U
ve z € V olacak gekilde bir z € X olmahidir. Bu ise T C V olmasi ile geligir. O halde
(x,y) ¢ G olmahdir. U, V’den daha kaba oldugundan (z,y), U’'nun da bir yigilma
noktasidir. Ayrica Sonug 3.1.51°den U’nun elemanlarinin 7 x 7’ya gore kapaniglarinin
arakesiti G olur. Bu ise (x,y)’nin U’nun bir yigilma noktas1 ve (x,y) € G olmasi ile
celigir. Boylece U’nun, G'nin tiim 7 X 7 komsuluklarindan olustugu gdésterilmis olur.
Kanitin tamamlanmasi i¢in U’nun, X iizerinde "U = G ve 7= = 7 sartlarini saglayan
bir diizgiiniimsii yap1 oldugu gosterilmelidir. ¢/’nun yapisindan dolay1 agikca N\ = G
dir. U’nun, X iizerinde bir diizgiiniimsiiliik oldugunu gdstermek icin Tanim 3.1.1°deki
(b) sartin1 sagladigim gostermek yeterlidir. Bir 7 x 7 agk U € U alalim &yle ki her
V e U igin V> ¢ U yani V2\ U # 0 olsun. Her V € U igin V' := {((x,y),2) €
X2x X|(z,y) € U, (z, 2), (2,y) € V} kiimesini tanmimlayahm. Buradan B = {V'|V € U}
ailesi [(X x X))\ U] x X iizerinde bir siizgecin tabani olur. Ayrica, (X x X)\ U C
X x X ve (X x X)\ U altkiimesi 7 x 7 kapali oldugundan kompakt olur. Yine X
kompakt oldugundan [(X x X)\ U] x X kompakttir. Boylece, B bir ((a,b), ¢) yigilma
noktasina sahiptir ve (a,c) € G dir. Aksine (a,c) € G olsa, X kompakt ve Hausdorff
oldugundan regiilerdir ve buradan G C L ve (a,c) € H olacak gekilde ayrik acik L ve
H kiimeleri vardir. Simdi W = {((z,y), 2)|(z, 2) € H} kiimesini kuralim. Bu durumda
(a,c) € H oldugundan ((a,b),c) € W ve W NV’ = 0 olur. Bu ise ((a,b), ¢)’nin B’nin
bir yigilma noktasi olmasi ile ¢eligir. Buradan (a,c) € G olmahdir. (¢,b) € G oldugu
da ayni gekilde gosterilir. G kismi sirali oldugundan gegislidir ve (a,b) € G olur. Ancak
((a,b),¢) € [(X x X)\ U] x X oldugundan (a,b) ¢ U dir ve "U = G oldugundan
G C U dir. Boylece (a,b) € G olmasmin bir ¢eligki oldugu goriiliir. O halde, U bir
diizgiiniimsii yapidir. Simdi de 7ys = 7 oldugunu gosterelim. H € 71s ve x € H
alalim. Bu durumda 3V € U : (V NV ~1)(z) C H olur. U’'nun tiim elemanlar1 G'nin
7 X 7 komgulugu oldugundan G C A x B C V olacak sekilde A, B € 7 vardir. Ayrica
G~' c Bx A c V~!tdir ve G yansimali oldugundan z € (GN G 1)(z) olur. Buradan
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z € [(AxB)N(BxA)|(z) C Hdir. Ayrica [(Ax B)N(B x A)](z) € T oldugundan H’in
her elemani bir i¢ nokta olur ve H € 7 elde edilir. Boylece 74s C 7 bulunur. NI/ kismi
sirali oldugundan 7 topolojisi Hausdorff’tur. Gergekten; x,y € X ve z # y olsun.
G kismi sirali oldugundan (x,y) € NU veya (y,z) &€ NU olur. (x,y) ¢ NU oldugunu
varsayalim. Bu durumda 3U € U : (x,y) € U¥dir. Ayrica UNU~! € U* civart igin V =
UNU~! alahm. Bu durumda = € V(x) ve y € V(y) olur. Ayrica V(z) NV (y) = 0 dir.
V(z) € Kypypo(z) ve V(y) € Ko (y) oldugundan 7 topolojisi Hausdorff’tur. Hausdorff
uzaylar icerisinde kompakt olanlar minimal oldugundan 7 C 7s olur ve boylece 1ys = 7

elde edilir. O

Sonug 3.1.54. (X, 7) kompakt Hausdorff bir uzay olsun. 7 ile uyumlu tek diizgiinliik
A’nin tiim komsuluklar ailesidir.

Kanit: Bilindigi gibi A kiimesi, Hausdorff uzaylar icin carpim uzayinda kapalidir.
Bu durumda onceki teoremde G yerine A’y1 ve U’yu da diizgiinliik alirsak U°* = U

olacagindan 1, = 7 elde edilir. [J

Not 3.1.55. Daha 6nce belirttigimiz gibi, diizgiin siirekli doniigiimler, tanimli olduk-
lar1 diizgiiniimsii uzaylarin uyumlu oldugu topolojilere gore de siirekli olurlar. Bu du-
rumun tersinin hangi sartlar altinda gecerli oldugu asagidaki teorem ile verilecektir.
Diger yandan, diizgiin uzaylar arasinda taniml bir siirekli déniigiimiin tanimh oldugu
diizgiin uzayin diizgiin topolojisi kompakt ise bu déniigiimiin diizgiin siirekli oldugu bi-
linmektedir. Bununla ilgili literatiir kanitina bu calismada deginilmemigtir ancak ilgili

okuyucular icin [1, Teorem 13.8] tnerilir.

Teorem 3.1.56. (X,U) ve (Y,V) diizgliniimsii uzaylar ve (X,U®) bir kompakt Ha-
usdorff uzay olsun. Eger f : X — Y doniiglimii 7, — 7y ve 74-1 — 7y-1 siirekli ise
(X, U) — (Y, V) diizgiin siirekli olur.
Kanit: V € V alalim. Onerme 3.1.52'den f~'(V), A’nin bir 7,-1,4, komsulugu olur.
Ayrica Teorem 3.1.53’a gore, U, A'nin tiim komguluklarindan olugtugundan f~1(V) €
U'dur. O

Yukaridaki teoremde bir I/ diizgiiniimsiiliigii icin kurulan ¢/ simetrizasyonu ile iire-
tilen topolojinin kompakt olmasi kosulunun kaginilmaz olduguna dikkat edilmelidir. &/
ve U~! diizgiiniimsiiliiklerinin her ikisinin de topolojilerinin kompakt olmasi teorem

icin yeterli degildir.
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Ornek 3.1.57. X = [~1,1]— {0} ve Q, béliimiin baginda tanimlanan diizgiiniimsiiliik
olmak iizere U = Q|xxx olsun. Bu durumda (X, 1) ve (X, 74-1) topolojik uzaylarinin
her ikisi de kompakttir. f: X — X,

—1 52 <0

fz) =

1 ;2>0

doniigiimiini tanimlayahm. f, 7y — 7y ve 7y-1 — 741 stireklidir ancak, f : (X, U) —

(X,U) diizgiin siirekli degildir.

Tanmim 3.1.58. Y bir kiime ve I bir indis kiimesi olmak iizere her i € I igin (X;,U;)
diizgliniimsii uzay ve f; : X; — Y bir doniigiim olsun. Y iizerinde her ¢ € [ icin f;
doniigiimiinii diizgiin siirekli yapan bir en ince V' diizgiintimsiiliigii vardir. Bu sekilde
tamml V'ye bitis dizgiinimsiligi denir. Agkga V, {U : A CUCY XY ve heri € [
igin ;1 (U) € U;} siizgecinden daha kabadir. Eger her U; siizgeci diizgiinliik ise V bitig
diizglinimsiiliigii de bir diizgiinliik olur.

X ve Y diizgiliniimsii uzaylar olmak iizere f : X — Y diizgiin siirekli ve orten bir
doniigiim olsun. Eger Y iizerinde f ile olusturulan bitig diizgliniimsiiliigii varsa f boliim
doniigtimii olur.

(X,U) bir diizgiiniimsii uzay olsun. Acgktir ki, (NU) N (NU)~! ikili bagmtist X
tizerinde bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisini ~ ile gosterelim. ¢ : X — X/ ~
béliim doniigiimii ile X/ ~ iizerinde olugturulan bitig diizgiiniimsiiliigiine, U’ nun Ty
béliimii, yani U’ nun bélim dizgunligi denir.

Bu boliimiin kalan kisminda yazimda kolaylik olmasi amaciyla su gosterimler kul-
lanilacaktir. X bir diizgiiniimsii uzay olmak ilizere X uzayinin diizgiinlimsiiliigii Uy ile

ve X’in ayrik diizgiinliik ile donatilmig olan kiimesi DX ile gosterilecektir.

Yardimci Teorem 3.1.59. X ve Y diizgiiniimsii uzaylar olsun. Bu durumda Ux «y
carpim diizgiiniimsiligli, Ux«py ve Upxxy diizglinlimsiiliiklerinin her ikisinden de
daha kaba olan en ince diizgiiniimsiiliiktiir.

Kanit: Istenileni elde etmek icin Upx«y NUxxpy = Uxxy oldugunu géstermeliyiz.
7 € Upxxy NUxxpy almirsa, W? C Z olacak sekilde bir W € Upxxy AUxxpy vardir.
O halde her z € X ve her y € Y i¢in U(z) x {y} C W(x,y) ve {z} x V(y) C W(z,y)
olacak sekilde U € Ux ve V' € Uy bulunur. Belirli bir x € X ve y € Y secelim. Herhangi
bir (a,b) € U(x) x V(y) i¢in (a,b) € U(x) x {b} C W(x,b) ve (z,b) € {z} x V(y) C
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W(z,y) olur. (z,b) € W(z,y) gerceginden W(z,b) C W (W (z,y)) = W?(x,y) olup
(a,b) € W2(x,y) C Z(z,y) bulunur. Buradan her z € X ve y € Y igin U(z) x V(y) C
Z(x,y) olur ve boylece Z € Uxyy elde edilir. Diger taraftan bir W € Uxyy alalim.
Bu durumda her z € X ve y € Y icin U(z) x V(Y') C W (x,y) olacak sekilde U € Ux
ve V € Uy vardir. U ve V ayni1 zamanda ayrik diizgiinliigiin de civarlari oldugundan

U(SL’) X V(y) € Upxxy NUxxpy olur. Buradan da W € Upx«y AUx«py elde edilir. [

Teorem 3.1.60. X ve Y diizgiiniimsii uzaylar ve f : X — Y bir boliim doniigiimii
olsun. D ve E ayrik diizgiinliigii tagiyan diizgiin uzaylar ve g : D — FE bir 6rten do-
niigiim olsun. Bu durumda f x g : X x D — Y x E doniigiimii diizgiiniimsii uzaylar
arasinda bir béliim déniigiimii olur.
Kanit: Z bir diizgiiniimsii uzay ve h : Y x B — Z, ho (f x g) diizgiin siirekli ola-
cak gekilde bir doniigiim olsun. (Z,)nen, her n € N i¢in Z2,, C Z, olacak sekilde
Uz'nin civarlarinin bir dizisi olsun. Gercekten her civar bir normal komsuagi oldu-
gundan boyle bir dizi vardir. Her n € N igin W,, = h™'(Z,) olugturahm. W,, yan-
styandir ve W72, C W, dir. Ayrica ho (f X g) : X x D — Z diizgiin siirekli ol-
dugundan her n € N i¢in (ho (f x ¢9))"1(Z,) = (f x g) Y (W,) € Uxxp dir. Her
n € Nicin V, = {(y1,22) € Y xY : ((v1,e),(y2,€)) € Wy,e € E} kiimesini
olugturalim. W,, yansiyan oldugundan V,, de yansiyandir ve VHQ+1 c V, dir. Ustelik
{((y1,€), (y2,€)) : (y1,y2) € Ve € E} € Uy« oldugundan, V,, € Uy ise W,, € Uywg
olur. Ayrica V;,’in tanimindan {((y1, e), (y2,€)) : (y1,42) € V,e € E} C W, oldugu goz
oniine alinirsa W,, € Uy g bulunur. O halde V,, € Uy oldugu gosterilmelidir. Bunun
i¢in, f bir boliim doniigiimii oldugundan f~(V},,) € Ux oldugunu gostermek yeterli
olur. n € N alahm. (f x ¢g)~'(W,) € Uxxp oldugundan bir M, € Ux vardir Syle ki
{((f(m1),g(d)), (f(m2),9(d))) : (my1,mq) € M,,d € D} C W, olur. (my,ms) € M,
olsun. Herhangi bir e € E'igin g 6rten oldugundan g(d) = e olacak sekilde bir d € D var-
dir ve boylece V,,’in tammindan (f(my), f(mz)) € V,, bulunur. Buradan M,, C f~1(V},)
olup f~1(V},,) € Ux elde edilir. Bu durumda her n € N i¢in V,, € Uy olur ve h'm diizgiin
siirekli oldugu goriiliir. U

Topolojik uzaylarda herhangi iki béliim déniigiimiiniin ¢arpimi bir boliim doniigiimii
olmak zorunda degilken® diizgiiniimsii uzaylarda béliim déniisiimlerinin carpimi yine

bir boliim doéniistimiidiir.

6Ornek i¢in bakimz [8, Ornek 2.4.20].
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Yardimci Teorem 3.1.61. f: X — Y ve g: Z — T diizgiinlimsii uzaylar arasinda
boliim doniigiimleri olsun. Bu durumda f x g de bir boliim doniisiimii olur.

Kanit: F herhangi bir diizgiiniimsii uzay olsun. Bir A : Y X T — E doniigiimii i¢in
ho(fxg): X xZ — FE doniigiimiiniin diizgiin siirekli oldugunu varsayalim. Te-
orem 3.1.60°den f x g : X x DZ — Y x DT ve fxg: DX xZ — DY xT
dontigiimlerinin her ikisi de béliim doniigiimiidiir. ho (f X g) : X x DZ — E ve
ho(fxg) : DX x Z — FE diizgin siirekli déniisiimleri g6z 6niine aliminca, Te-
orem 3.1.60°in kamitindan h : Y x DT — E ve h : DY x T — FE doéniigiimleri de
diizgiin siirekli olur. Boylece Yardimecr Teorem 3.1.59’den herhangi bir U € Uy igin
h=Y(U) € Upyxr ve h™'(U) € Uy xpr iken h™1(U) € Uy 7 olacagindan h : Y xT — E

diizgiin siirekli olur. Sonug olarak, f x ¢ boliim doniigiimiidiir. [

Teorem 3.1.62. Quasi diizgiin uzaylar arasindaki f; : X; — Y;, (¢ € I) bolim donii-
stimlerinin herhangi bir (f;)ie; ailesinin [[,.; fi carpimi bir boliim doniigtimiidiir.
Kanit: Teoremin kanitina cok uzun oldugu icin bu calismada yer verilememistir. Ancak

isteyen okuyucular kanita |5, Onerme 2.1.21]’den ulagabilirler. O

3.2 Yakimmimsi Uzaylar

Bu boliimde 6ncelikle yakinimsi uzaylarla ilgili baz1 temel bilgiler ve sonuglar verilecek
ve daha sonra yakinimsi uzaylarin, topolojik uzaylar ve diizgiiniimsii uzaylarla olan
iligkisi incelenecektir. Bu kisimda [3],[5] ve [6] nolu kaynaklardan yararlanilmigtir.

Gosterimlerde A, B C X ve 0, P(X), kuvvet kiimesinde bir ikili bagint1 olmak iizere
(A, B) € 6 yerine AJB ve (A, B) € 6 yerine de AjB kullanilacaktir.

Tanimm 3.2.1. X bogtan farkli bir kiime, P(X), X’in kuvvet kiimesi ve ¢, P(X)’te bir
ikili bagint1 olsun. Agagidaki sartlar: saghyorsa §’ya, yakinimsilik ve (X, 0) ikilisine de

yakimimst uzay denir:
a) Xo0 ve 06X

b) C6AUB < C§A veya CéB

AU BOC & ASC veya BoC
c) Vr € X igin {x}é{z}

d) Eger A6B ise A6C ve X \ COB olacak sekilde bir C' C X vardir.
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d’nin tersi 671 ile gosterilir ve § bir yakimimsilik ise 6—! de bir yakinimsiliktir. Burada
eger § = ! oluyorsa § bir yakinhk olur.
(X, 0) bir yakinimsi uzay ve A, B C X olmak iizere eger AJB ise A, B’ye yakindir ve

benzer olarak, eger AéB ise A, B’den uzaktir denir.

Onerme 3.2.2. (X, ) bir yakimms: uzay olsun Bu durumda asagidakiler vardir:
i)y ACA, BC B ve AdB ise A'6B’ dur.
it) ANB # () ise A0B dur.

Kanait:

i)y A = AU (A"\ A) olarak yazahm. A0B oldugundan yakinhk tanimi b)’den
A'dB bulunur. Ayni sekilde B’ = BU (B’ \ B) olarak yazilirsa A'6 B oldugundan
A'§B"dir.

i1) Yakinhk tamim c¢)’den (ANB)§(ANB)’dir. ANB C Ave ANB C B oldugundan
i)’ye gore A6B olur. OJ

A, B C X ve (X, ) bir yakinims1 uzay olmak iizere eger AJ(X \ B) oluyorsa B’ye A'nmn

bir d-komsulugu denir.

Onerme 3.2.3. (X, ) bir yakinims: uzay ve <, P(X) iizerinde agagidaki gibi tanimh
bir ikili bagint1 olsun:

A <5 B < B, A'nin bir é-komgulugudur.
Bu durumda <5 agsagidaki sartlar saglar:

a) X <s X vel <50

b) A< Bise A C B dir.

c) ACB<sC CDise A< D olur.

d) A< By ve A<s Byise A <5 By N By dir.

e) A <5 Bve Ay <5 Bise AU Ay <5 B dir.

f) A< Bise A <5 C <5 B olacak gekilde bir C' C X vardir.

Kanait:
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a) * X = X6(X\X)=> X <5 X

*P0X = Po(X\0) =0 <50
b) A< B= A)(X \ B) = Onerme 3.2.2 4i)’den AN(X\B)=0= ACB.

c) B <s C oldugundan B§(X \ C) dir. B=BUAve X\C = (X\C)U(X\D)
olarak yazilabildiginden yakinlik tanimi b)’den A5(X \ D) olur ve A <5 (X \ D)

bulunur.

d) AS(X\B) ve AS(X\ By) oldugundan A§(X \ B;)U(X\ By) olur ve A <5 BiN B,

bulunur.

e) A5(X \ B) ve A;6(X \ B) oldugundan A; U A36(X \ B) olur ve A; U Ay <5 B

bulunur.

f) A < B oldugundan A§(X \ B) olur ve bir E C X i¢in ASE ve (X \ E)§(X \ B)
saglanir. Bu durumda C' := X \ FE secilirse A <5 C' <5 B elde edilir. O

Yukarida tanimlanan < ikili bagintisina d’nin gii¢li icermesi denir.

Not 3.2.4. X bir kiime olmak iizere < ikili bagintist P(X) {izerinde Onerme 3.2.3’deki
a)-f) sartlarini saglayan bir ikili baginti olsun. " A < (X\B) = AJB " ile tanimlanan ¢
ikili bagintis1 X iizerinde bir yakinimsilik olur. Ayrica bu tanimlanan § icin A5(X\B) <
A < B karakterizasyonu agiktir.

Béylece herhangi bir giiclii icermeden bir yakinimsilik ve herhangi bir yakinimsiliktan
da bir giiclii icerme elde edilebildigi goriilmiis olur. O halde giiclii icermenin simetri
sart1, yvakinimsiliga simetri sarti eklenerek yakinlk yapilmasi ile ortiisiir. Buradan giiclii

icermenin simetri sart1 su sekilde ifade edilebilir:
A<<5B<:>(X\B) <5 (X\A)

Onerme 3.2.5. (X,6) bir yakinms: uzay ise cl; : P(X) — P(X), cls(A) = {z :
{z}dA} ile tanimli doniigiimii X iizerinde bir kapanig operatoriidiir.

Kanait:

o r € A= {z}d{z}ve A = {x}U(A\{x}) oldugundan {x}0A = z € cls(A) = A C
CL;(A)
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e Yukaridan cls(A) C cls(cls(A)) oldugu agiktir. Simdi diger kapsamay1 gosterelim.
xz € cls(cls(A)) ise {z}d cls(A)dir ve cls(A) = AU (cls(A) \ A) oldugundan
{z}0A olup x € cls(A) elde edilir. Boylece her iki kapsamadan cls(cls(A)) =cls(A)

bulunur.

e v € cls(AUB) & {2}dAU B & {z}dA veya {z}0B & = € cl;(A) veya z €
cls(B) & x € cls(A) U cls(B).

e 1 € cls(0) alimirsa, {z}d 0 olur. Ayrica, X = {z} U (X \ {z}) olarak yazilabildi-
ginden X0 () bulunur. Bu ise geligkidir. O halde cls(0) = 0 olmahdir. OJ

Bir X kiimesi tizerindeki ¢ yakinimsilig: ile iiretilen 75 topolojisi 6nceki dnermede
tanimlanan kapanig operatorii yolu ile verilir ve bu topolojiye 0 ile uyumlu denir. Yani
75 topolojisine gére bir A C X’in kapamgini A ile gdsterirsek A =cls(A) olur.

Dikkat edilirse A6B iken clsB C X \ A olur: Bir # €clsB icin x € A olsa A =
{z} U (A\ {z}) olarak yazilabileceginden ve {z}éB oldugundan AéB olurdu.

Herhangi bir A C X altkiimesinin igini i¢(A) ile gosterelim. A6B iken A C i¢(X \ B)
olur. Boylece herhangi bir z € X ve A C X icin {z}6(X \ A) ise kesinlikle {x}5A olur.

Onerme 3.2.6. (X,0) bir yakimmsi uzay ve z € X olsun. Bir A C X altkiimesinin
x’in T5-komsgulugu olmasi igin gerek ve yeter kosul x’in bir d-komsgulugu olmasidir.
Kamt: (=) A € K, (x) alahm. z € G C A olacak gekilde G € 75 vardir. G € 75
oldugundan clsg(X \ G) = X \ G olur. Ayrica z ¢ X \ A C X \ G =cls(X \ G) dur.
Boylece {x}5(X \ G) olur. Diger yandan, X \ G = (X \ A) U (AUG) ve {z}6(X \ G)
oldugundan {z}6(X \ A) bulunur ve A, z’in bir é-komsulugu olur.

(<) A, 2’in bir §-komsgulugu olsun. Bu durumda {z}5(X \ A) dir. Buradan z €ic(A)
olur ve i¢(A) € 75 oldugundan A € I, (z) bulunur. O

Onerme 3.2.7. (X,U) bir diizgiiniimsii uzay olsun. &, P(X) iizerinde "AdyB <
YU € U i¢in (A x B)NU # (" ile tanimh bir ikili baginti olsun. Bu durumda 6, X
tizerinde bir yakinimsilik olur.

Kanit: §;,/nin Tamim 3.2.1’deki a), b) ve ¢) sartlarini sagladigi aciktir. Biz d) sartinin
saglandigini gosterelim. Ady B olsun. Bu durumda 3U € U : (A x B)NU = § olur.
Buradan U(A) N B = 0 olur. Ayrica V2 C U olacak sekilde bir V' € I vardir. Ustelik,
[Ax (X\V(A) NV =0 ve [V(A) x BNV = 0 oldugundan Ady, (X \ V(A)) ve
V(A)&y B olur. Bu durumda, X \ V(A) C X oldugundan istenen elde edilir. (J
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Herhangi bir (X, ) diizgiiniimsii uzay1 icin Onerme 3.2.7’de tanimlanan &,’ya U ile
tiretilen yakinimsilik denir. Hatta d;,'ya karsilik gelen <, giiclii icermesi "A <y B <
AU e U : U(A) C B” ile verilir.

Onerme 3.2.8. (X,U) bir diizgiiniimsii uzay olsun. Bu durumda 7, = 75, olur.

Kanait:

e G € 1y olsun. Zaten X \ G Ccls, (X \ G) vardir. Diger kapsamay1 gosterelim.
x ecls, (X \ G) ve x € G olsun. Buradan {x}d,(X \ G) olur. Bu durumda her
UelUigin U(zx)N (X \ G) # 0 olur. Ayrica x € G oldugundan V(z) C G olacak
sekilde bir V' € U vardir. O halde V(z) N (X \ G) # 0 olmahdir. Bu ise miimkiin
degildir. Boylece cl;, (X \ G) C X \ G olur ve G € 75, elde edilir.

e G ety ver € Golsun z ¢ (X \G) ve X\ G =cly, (X \ G) oldugundan
U(z) N (X \ G) = 0 olacak gekilde bir U € Y vardir. Bu durumda, U(x) C G
oldugundan G € 7, elde edilir. [J

Tanim 3.2.9. Bir U diizgiiniimsii yapisi i¢in eger oy = o oluyorsa U, 0 ile uyumludur
denir. (X, §) bir yakinimsi uzay olsun. ¢ ile uyumlu diizgiiniimsiiliiklerin sinifi 7 (¢) ile
gosterilir. Yani 7(0) = {U|dy = 0} dir. U,V € 7(5) ise U ile V yakinwmse denktir denir

ve kisaca qp-denk yazilir.

Onerme 3.2.10. U ve V, X iizerinde iki diizgiiniimsiiliik olsun. Eger i C Vise 7y C 1y
ve 0y C Oy olur.

Kanait:

e G € 7y vex € G olsun. Bu durumda = € U(z) C G olacak sekilde bir U € U

vardir. Ayn1 zamanda U € V oldugundan G € 7y, olur.

e (A, B) € dy olsun. O halde her V € V i¢in (A x B) NV # (0 olur. Ayrica her
U €U ic¢in U € V dir. Buradan her U € U igin de (A x B)NU # 0 olur ve
(A, B) € 0y elde edilir. O

Ornek 3.2.11. Her A, B C R icin d(A, B) =inf{|ja — b| : a € A,b € B} tammlayahm.

a) R iizerindeki & diizgiinliigii icin Ad¢B < d(A, B) = 0 dir: Oncelikle bu sekilde
tanimli olan d¢'nin bir yakinimsilik oldugunu gosterelim. dg'nin Tanim 3.2.1’deki

a),b) ve c) sartlarim sagladigi agiktir. d) sartinin da saglandigini gosterelim.
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Ab¢ B olsun. Bu durumda d(A, B) # 0 dir. € := d(A, B) ve d(A, z) = d(B, r) ola-
cak sekilde x € X secelim. C := By(x, e/4)UB olarak alirsak AjzC ve (X —C)0sB
olur.

Simdi ¢ icin Onerme 3.2.7’de verilen tanim ile bu érnekte verilen tanimin cakis-
tigin1 yani "Ve > 0 igin (A x B) N U, # 00 < d(A, B) = 0" oldugunu gosterelim:
(=) d(A, B) # 0 oldugunu varsayalim. e := d(A, B) olarak secersek (Ax B)NU, =
() olur ve hipotez ile ¢elisir.

(<) Bir € > 0 igin (A x B) N U, = () oldugunu kabul edelim. Bu durumda her

a € A veher b€ Bigin |a — b| > € olur. Bu ise d(A, B) = 0 olmast ile geligir.

b) R iizerinde "A < B < A C Bve d(QN A, X — B) > 0" ile < ikili bagintisin
tanimlayalim. Bu durumda < bir giiclii icerme olur ve uyumlu oldugu yakinim-
silik da da dir: 0'nin Onerme 3.2.3°deki sartlan sagladigini géstermek kolaydar.
Biz A< (X —B) < 3e>0: Ax BN M, =0 oldugunu gosterelim.

(=)A< (X—-B)= ACBvedANQ,B) >0=¢:=dANQ,B) i¢in
(Ax BYNn M, =0.

(<) (A x B)N M, = () olacak gekilde bir € > 0 var olsun. Bu durumda M, (A) C
X — B olur. Buradan da ANB =0 ve hera € ANQ ve her b € Bigin |a—b| > ¢

olur.

Verilecek olan teorem igin gerekli olan "tam sinirhlik" kavrami ve ilgili 6zelliklerin-

den kisaca soz edelim.

Tanimm 3.2.12. Bir (X,U) diizgiiniimsii uzayina eger her U € U civari ( veya alttaban
elemani) ve her A € Aigin A x A C U olacak gekilde X’in sonlu bir A ortiisii varsa
tam sinarlidir denir.

Yukaridaki tanima gore;

Onerme 3.2.13. i) U, bir X kiimesi iizerinde bir diizgiiniimsiiliik ise U, U~" ve U*

nin hepsi birden tam siirlidir ya da hicbiri tam sinirh degildir.
1) E C X ve (X,U) tam sinirh olsun. Bu durumda U| gy g da tam simirhdir.
412) Tam sinirh diizgiiniimsiiliiklerin ters resmi tam sinirhidar.
tv) Tam sinirh diizgiiniimsiiliiklerin bir ¢arpimi tam sinirhdir.
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v) Tam simirhlik diizgiin siirekli doniigiim altinda korunur.

vi) Tam sinirh bir diizgiiniimsii ¢arpim uzaymin her bir ¢arpam da tam sinirhdar.
Kanit: i) ve 4i)’yi kamtlayalim. Oncelikle A C X ve U bir civar olmak iizere
AxAcCUiken Ax ACU ' ve Ax ACUNU! oldugundan %) agiktir. Simdi 42)’yi
gorelim: U € U|px g igin VN(E X E) olacak sekilde V' € U vardir. O halde X’in bir sonlu
A ortiisii vardir ki her A € Ai¢in Ax A C V olur. Buradan da (ANE) x (ANE) CU
olur ve {AN E|A € A} ailesi de E'nin sonlu bir ortiisii oldugundan U|g« g tam smirh
elde edilir.

Diger kanitlar benzer bicimde goriiliir.

Onerme 3.2.14. X iizerinde {]i € I'} tam sumrh diizgiiniimsii yapilarn bir ailesi

olsun. Bu durumda \/,_; U; supremum diizgiiniimsiiligi de tam smirh olur.

icl

Kanit: U; € U; (i € I) olmak iizere bir | J,_, U; alttaban elemanini alalm. Her ¢ € [ i¢in

iel
U; tam smirh oldugundan X’in sonlu A; ortiileri var ve her A; € A; icin A; x A; C U;
olur. Bu durumda herhangi bir iy € I igin A;,, X’in bir sonlu &rtiisiidiir ve her A;, € A;,

igin A;, x A;, C Uy, C U;e; Ui olur.

Ornek 3.2.15. R iizerindeki & diizgiinliigiinii diisiinelim. R'nin herhangi bir A 6rtii-
siiniin sonlu olmasi i¢in R € A olmahdir. Bu durumda R x R C U, olacak sekilde bir
e > 0 sayist bulunamayacagindan (R, E) tam sinirh olamaz. Benzer gekilde Q, Z ve M
diizgiiniimsiiliikkleri de tam sinirh degildir. Ancak agiktir ki, £, R’nin sinirh bir altkii-
mesine kisitlanirsa tam sinirl olur ve Q° = £ oldugundan bu sinirh altkiime iizerinde
Q da tam siirh olur.

Bu bilgilerden sonra yukarida sozii edilien teorem icin gerekli bir yardimci teorem

verelim.

Yardimec1 Teorem 3.2.16. (X, ) bir yakimimsi uzay olsun. Eger A6B ve EOF ise,
(A\ E)éB veya A6(B \ F) olur.
Kanit: (A\ E)éB oldugunu kabul edelim. A = (ANE)U(A\ E) olarak yazilabildiginden
ve ASB oldugundan (AN E)§B’dir. Ustelik, B = (BNF)U(B\ F) ve ESF oldugundan
(AN E)§(B\ F)dir. Béylece Ao(B \ F) bulunur. O

X bir kiime ve A, B C X olmak iizere T'(A, B) = (X x X) — (A x B) gosterimini

kullanalim.
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Teorem 3.2.17. (X,0) bir yakinims1 uzay ve ASB sartin saglayan tiim 7'(A, B) sek-
lindeki kiimelerin ailesi S olsun. S, ¢ ile uyumlu olan bir tam sinirh Uy diizgiiniimsii-
ligiiniin alttabamdir. Ayrica Us, § ile uyumlu en kaba diizgiiniimsiiliiktiir ve 7(0) nin
tek tam smirl elemanidir.

Kanait:

e S, Us'nin bir alttabamidir: Her T'(A, B) € S elemam yansiyandir. T(A,B) € S
olsun. A6B oldugundan bir ¢ C X vardir ki A0C ve (X \ C)dB olur. Buradan
T(AC), T(X\C,B)eSve [T(A,C)NT(X \ C,B)]> C T(A, B) olur.

e Us tam smirhdir: T(A, B) € S olsun. A0B oldugundan AN B = () dir ve (X —
A)U(X — B) = X olur. Ayrica (X —A)x (X —A) CT(A,B) ve (X —B) x (X —
B) C T(A, B) dir. O halde T'(A, B)’ye karsihik X’in sonlu A= {X — A, X — B}
ortiisiiniin her bir elemanimin kendisi ile kartezyen ¢arpim T(A, B) tarafindan

kapsanir.

o Us € w(0) dir: o, U ile diretilen bir yakinimsilik olsun. a = ¢ oldugunu gésterelim.
Eger AdB ise T(A, B) € Us dir. Aynica (A x B)NT(A, B) = () oldugundan AaB
olur. Béylece o C § bulunur. Diger kapsama i¢in; her n € N, her (A, B) € §
ve S'nin her {T'(E;, F;)|1 < i < n} altailesi igin (A x B) N [N{T(E;, F;)|1 <
i < n}] # 0 oldugunu tiimevarim yontemi ile gosterelim: n = 1 igin bakalim.
Yani (A x BYNT(E,F) # 0 olup olmadigimi gorelim. (A x B) NT(E,F) =
[(A—E)x BJU[Ax (B—F)] dir. A0B ve ESF oldugundan énceki yardime teoreme
gore (Ax B)NT(E, F) = () olmast AdB ile geligir. O halde (Ax B)NT(E,F) # 0
olmahdir. Simdi £ < n i¢in istenen saglansin £ = n icin de saglandigini gosterelim.
Her k < ni¢in Gy = N{T(E;, F})|1 < i <k} olsun. Bu durumda (A x B)NG,, =
[(AxB)N(X —E,) x X)NG,1]U[AXxBNX x (X —F,))NG,_1] =[((A—
E,)x B)NG,_1]U[(Ax (B—F,))NG,_1] olur. Onceki lemma ve tiimevarimdan
bu birlegimdeki her bir terim bogtan farkl olur. Béylece (A, B) € a bulunur ve

0 C o olur.

e Us, § ile uyumlu en kaba diizgiiniimsiiliiktiir: 4 € 7(J) olsun. T(A, B) € Us
alalm. A6B ve &, = d oldugundan (A x B) N U = () olacak sekilde bir U € U
vardir. Buradan U C T'(A, B) olur. Boylece T(A, B) € U olur ve Us C U elde
edilir.
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e Us, 0 ile uyumlu tek tam simirl diizgiintimsiliktir: 4 € 7(J) ve U tam sinirh
olsun. W2 C U olacak sekilde U, W € U alalim. U tam sinirh oldugundan X’in
sonlu bir {4;|1 < ¢ < n} ortiisii vardir ve her i € {1,2,...,n} i¢in A; x A, C W
olur. (4; x (X — W(4;))) N W = 0 oldugundan A;5(X — W(4;)) olur. V =
N{T(A;, X — W(A))|1 < i < n} olsun. Bu durumda V € Us ve V. C U{A; X
W(A)|1 <i<n} CW?C U olur. Buradan U € Us ve U C Us bulunur. Daha
once Us C U oldugundan U = Uj elde edilir. [J

Sonug 3.2.18. ) ve p, bir X kiimesi {izerinde yakinimsilik olsunlar. Bu durumda 6 C p
ise U, C Us olur.
Kamt: T(A, B) €U, = ApB = ASB = T(A, B) € Us. O

Sonug 3.2.19. 4, bir X kiimesi iizerinde bir yakinimsilik olsun. Bu durumda ¢, = 0
olur.

Kanait:

e A0y,B = 3IT(C,D) €Us : Ax BNT(C,D) =0 = CéD ve Ax BN (X x X\
CxD)=0=CdDve ACC,BC D= A§B =6 C &;.

e A0B=T(A,B)€lUsve Ax BNT(A,B) =0 = Ay, B = &y, C 6. O

Not 3.2.20. (X,6) bir yakimimsi uzay olsun. Bu durumda, &, = ¢ oldugundan

T, 5145

= 75'dir. Ayrica, Onerme 3.2.8’den Tous = Tus Ve bylece 1, = 75 olur.
Gosterim. (X,U) bir diizgiiniimsii uzay olsun. Bu durumda U,,, &y ile uyumlu tam
sinirh diizgiiniimsiiliigli gostersin.

Teorem 3.2.17°den ¢y ile uyumlu tam sinirh diizgiiniimsiiliikk s, olmalidir. O halde
U, = Uy, 'dur.

Diger yandan, U, X iizerinde U{’dan daha kaba olan en ince tam sinirh diizgiiniimsii-
liktir: U, C U oldugu agiktir. U, CV C U ve V tam smirl bir diizgiiniimsiiliik olsun.
Bu durumda &y C 0y C &, olur. Ayrica, &y = &, oldugundan &y, = &, ve boylece de

V € m(dy) olur. V tam smirh oldugundan V = U, bulunur.

Onerme 3.2.21. Bir X kiimesi fizerindeki diizgiiniimsiiliiklerin bos olmayan {l4]i € I}
ailesi igin (Ajeily) = Nier(U;), dar.

Kamt: Her ¢ € I igin (U;),, C U; oldugundan Ayer(U;),, C U, dir. Buradan Ay (U;), C
NietU; olur. Nier(U;),, tam sinirli ve A;e U;’den daha kaba olan en ince diizgiiniimsiiliik
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(Nieil;)., oldugundan A;er(U;)w C (Nieild;),,'dir. Diger taraftan, her i € I i¢in Ajeild; C
U; oldugundan (Aeilh;), C Udir. (Nieilh;), tam smirh ve U;’den daha kaba olan
en ince tam simrh diizgiiniimsilik (U;), oldugundan (A;e/l;), C (U;), dir. Boylece

(/\Z-eﬂ/{i)w C /\ie[(ui)w elde edilir. O

Tanim 3.2.22. ¢ ve p, bir X kiimesi iizerinde yakinimsilik olsunlar. Eger p C 0 oluyorsa
3, p’dan daha kaba (veya p, §’dan daha ince) denir. Her X kiimesi iizerinde bir en ince
yakinimsilik vardir. Bu yakimmsihiga ayrik yakinamsilik denir ve A0B <& AN B # ()
ile verilir. Yine X kiimesi iizerinde A0B < A # () ve B # () ile tanimh bir en ince

yakinimsilik vardir.

Onerme 3.2.23. {§;)i € I}, bir X kiimesi {izerindeki yakimimsiliklarin bostan farkh
bir ailesi olsun ve dy su gekilde tamimlansin: AdyB < A’nin sonlu her A 6rtiisii ve B’nin
her sonlu B ortiisii i¢in A" € A ve B’ € B vardir 6yle ki her i € [ i¢gin A’6;B" duir.

Bu durumda &y, X iizerinde bir yakimimsiliktir ve her ¢ € I i¢in d;’den daha ince olan
en kaba yakinimsiliktir.

Kanit: §p’in Tanim 3.2.1’deki a),b) ve ¢) sartlarim sagladigi agiktir. Biz d) sartinin
sagladigini gosterelim. AdyB olsun. Bu durumda A ve B’nin birer sonlu A ve B 6rtiileri
vardir ki her A’ € Ave B’ € Bigin biri € I vardir ve A'6; B’ olur. £ = {E'|A'6; E', (X —
EN6;B A€ A,B' € B} ve D={X — E'|A'6E', (X — E")0;B', A’ € A, B' € B} kura-
lm. € ve D sonludur. O halde E = UE olarak secilirse ASE ve (X — E)&yB saglanir.
AdyB olsun. Tamimdan, A'nin {A} ve B'nin {B} ortiilerine kargihik her ¢ € I i¢in A, B
olmahdir. Boylece g C d; olur. Buradan her ¢ € [ igin 4y, ¢;,’den daha ince olur. Simdi
de dp’in d;’lerden daha ince olan en kaba yakinimsilik oldugunu gosterelim. Her i € [
icin dy C 0 C §; olacak sekilde bir § yakimimsiligi var ve AdyB olsun. Bu durumda A
ve B’nin 6yle sonlu ortiileri A ve B var ki her A’ € A ve B’ € B icin A5, B’ olacak
sekilde bir ¢ € I vardir. Buradan A’6 B’ olur. Ayrica A € A ve B € B oldugundan AéB
bulunur. Béylece § C §y elde edilir. [J

Gosterim. Yukaridaki 6nermede tanimlanan dy, {d;|¢ € I} yakimmsilik ailesinin sup-
remum yakinimsihgidir. § bir yakinimsilik olmak iizere 6 ve d~Vin her ikisinden de daha
ince olan en kaba yakinimsilik vardir ve ¢° ile gosterilir. Burada, 6° = § V 6! oldugu
agiktir. Sonug olarak, Ad*B ancak ve ancak A, A’nin bir sonlu ortiisii ve B, B'nin bir
sonlu ortiisii olmak iizere A'0B’ ve B'§A’ olacak sekilde A" € A ve B’ € B vardir.

Diger yandan, yakimmsiliklarin bir {6;|i € I} ailesinin infimumu daima vardir ve
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bu infimum, tiim ¢;’lerden daha kaba olan yakinimsiliklarin supremumuna egittir.

Onerme 3.2.24. {U;|i € I} bir X kiimesi iizerindeki tam sinirh diizgiiniimsiiliiklerin
bir ailesi olmak iizere 6y = \/,.; oy, ve U = \/,.; U; olsun. Bu durumda 6y = &, dur.

Kanit: Her ¢ € [ icin U; C U oldugundan &, C &, ’dir ve bdylece & C 9y olur. A5_MZ.B
iken AdyB oldugundan T(A, B) € U; iken T(A, B) € Us, olur. O halde her i € I icin

U; C Us, dir. Boylece U C Uy, bulunur ve 5%0 C Oy olup 9y C Oy elde edilir.

Sonug 3.2.25. Eger {4;|i € I}, bir X kiimesi iizerinde yakimmsiliklarin bir ailesi ise

00 = V,er 0i ve 7 =/, 75, olmak iizere 75, = 7 dur.

Sonug 3.2.26. Verilen bir topoloji ile uyumlu yakinimsiliklarin supremumu yine o

topoloji ile uyumludur.

Teorem 3.2.27. (X, ¢) bir yakinimsi uzay ve her C' C X icin C < V(C) olacak gekilde
V C X x X olsun. Bu durumda C C X ve U € Us ise C < (UNV)(C) olur.

Kamt: U = ()_, T(A;, B;) (n € N) olarak alabiliriz. Tiimevarim yontemi ile C' <
(UNV)(C) oldugunu gosterelim. Oncelikle n = 1 olma durumunu inceleyelim. U =
T(A, B) olsun. Bu durumda (U NV)(C) = (UNV)(CNA)UUNV)(C—-A) =
[(X—=B)NV(CNA)JUV(C'—A) olur. Diger yandan CNA C X ve C—A C X oldugundan
CNA<KV(CNA)ve C—A<KV(C— A) dir. Ayrica AdB oldugundan (C N A)dB dir
ve CNA < X — B olur. Boylece C < (UNV)(C) elde edilir. U = N, T(A;, B;) igin
C < (UNV)(C) iken U = N T(A;, By) igin de C < (U NV)(C) saglandigr agiktir,
UJ

Onerme 3.2.28. U ve V, bir X kiimesi iizerinde diizgiiniimsii yapilar olsun. Eger U
tam sinirl ise dyyp = Oy V 0y dir.

Kanait:
o UCU\/VVGVCU\/V:>5M\/VC(suveéquC(SV:>5uVVC(5uV5y.

e Kisalik olmasi icin gosterimlerde <,vs, yerine < ve <, yerine de <’ kul-
lanalim. A <’ B iken A < B oldugunu gostermek &, V 0y, C dyvy nin ispati
i¢in yeterli olur. A <’ B olsun. Bu durumda (U N V)(A) C B olacak sekilde
UelUveV €V vardir. Ayrica her C' C X i¢in (C x (X —V(C)))NV = oldu-
gundan C' < V(C') dir. Diger yandan, ¢/ tam sinirh oldugundan Us, = U, = U

dir ve boylece U, m(dy V dy) nin tam smirh elemanindan daha kabadir. O halde
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U € Us,vs, dir ve 6nceki teoremden A < (U NV)(A) C B olur. Buradan da
A < B elde edilir. O

Asagidaki sonug, onceki onermeden kolayca goriiliir.

Sonug 3.2.29. {U;|i € I}, bir X kiimesi iizerindeki diizgiiniimsiiliiklerin bir ailesi olsun

ve en ¢ok bir 7 € I igin ; tam sinirli olmasin. Bu durumda oy, = Vs Oy, olur.

icl

Yukaridaki sonug dikkate alindiginda ¢4, ’nin tam sinirh olusundan agagidaki aciktir.

Sonug 3.2.30. Eger U ve V bir X kiimesi iizerinde diizgiiniimsii yapilar ise, U, VV ve
V., VU gp-denk olurlar.

Sonug 3.2.31. Eger U tam sinirl bir diizgiintimsiiliik ise, 0« = (&y)® olur.
Kanit: d-1 = (0yy) "' oldugundan istenen elde edilir. [J

Onceki sonucta U tam sinirh degilse 0y = (&)® olmak zorunda degildir.

Ornek 3.2.32. Boliimiin baginda tammlanan R iizerindeki Q diizgiintimsiiliigiinii dii-
stinelim. dgs # (dg)® dir: A ¢ift tamsayilar ve B tek tamsayilar kiimesi olsun. infA <supB
ve infB <supA oldugundan A(dg)°B olur. Diger taraftan Q° = £ oldugundan Adg: B
olmasi i¢in d(A, B) = 0 olmalidir. Ancak herhangi bir a € Ave b € Bigin |[a —b| =1
dir. Dolayisiyla Adgs B olur.

Onerme 3.2.33. U bir diizgiiniimsiiliik ve ¢ bir yakimmsilik olmak tizere asagidakiler

esitlikler vardir.

b) (Us)~" = Us-
c) (Us)® = Uss
Kanit: Tanimlardan kolayca goriiliir. [J
Onerme 3.2.34. (X,6) bir yakinims: uzay olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
a) AéB
b) clss Adclss B

C) CL;—I AéCL;B
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Kamit: a)=-b) Her a € A i¢in {a}é°A dir. Buradan clssA D A, cls:B D B ve AéB
oldugundan clgs Adclss B bulunur.

b)=c) 6* C 67! ve §* C § oldugundan clss A C cls-1 A ve clgs B CclsB dir. Boylece
cls-1Adcls B olur.

c)=a) cls-1Adcl;B ve ASB oldugunu varsayalm. Bu durumda A0C ve (X — C)0B
olacak sekilde bir C' € X vardir. Buradan cls B C C olur ve AdclsB bulunur. Dolayisiyla
clsBSTA dur. O halde cl;B51D ve (X — D)5 ' A olacak sekilde bir D ¢ X vardir.
Aymi sekilde clg-1A C D elde edildiginden cl;Bd—lcls-1 A olur. Bu ise kabul ile celisir.
O

Onerme 3.2.35. (X, 7) bir normal Hausdorff uzay olsun. "AéB < AN B # (" ile
tanimh ¢ ikili bagintisi, 7 ile uyumlu en ince yakinliktar.

Kanit: 'nin bir yakinlik oldugu agiktir. 75 = 7 oldugunu gostermek igin de herhangi
bir x € X’in J-komguluklar: ile 7-komguluklarinin ¢akigtigini gésterelim. x € X ve N,
2’in bir 6-komsulugu olsun. O halde {z}§(X\ N)’dir. §'nm tamimindan {z}N(X — N) =
@dir. Buradan 2 € {z} € X — (X —N) = N° C N olur ve N € K,(z) elde edilir.

Tersine, x € X ve K € K, (z) alahm. Bu durumda x € G C K olacak gekilde bir G € 7
vardir ve z ¢ X \ K C X \ G olur. Ayrica (X, 7) Hausdorff oldugundan {z} kapaldir.
z € X\ G oldugundan {z} N (X \ G) = 0 olur ve §’'nin tammndan {z}5(X — G)
bulunur. Boylece {z}6(X — K) elde edilir. O halde K, z’in bir é-komsulugudur. X

lizerinde 8 C & ve 753 = 7 olacak gekilde bir # yakinimsihig var olsun. ABB oldugunu
kabul edelim. Bu durumda ABC ve (X — C)BB olacak sekilde bir C C X vardur.
Buradan B =clgB C C ve A C (X — (C)° C X — C olur. (X, 7) normal oldugundan
A C X\ C dir. Béylece AN B = () bulunur ve AéB elde edilir. OJ

Sonuc¢ 3.2.36. Bir kompakt Hausdorff topolojik uzay ile uyumlu tek yakinlik

Onerme 3.2.35°de tanimlanan yakinlhktir.

Onerme 3.2.37. (X, 7) bir kompakt Hausdorff uzay ise Onerme 3.2.35’de tammlanan
p yakinhgi, 7 ile uyumlu yakimimsiliklarin en kabasidir ve U,, 7 ile uyumlu en kaba
diizgiinliiktiir.

Kanit: 0, 7 ile uyumlu bir yakinimsilik olsun. Eger ApB ise Onerme 3.2.34’den ApB
dir. Onceki nottan A § B ve boylece AGB olur. O halde p, 7 ile uyumlu en kaba
yakimmmsiliktir. Ayrica Teorem 3.2.17 ve Sonug 3.2.18’den U, 7 ile uyumlu en kaba

diizgilintimsiiliik olur. [J
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Daha once U — V diizgiin siirekli bir doniisiimiin ayni zamanda 7;; — 7, siirekli
oldugu gosterilmisti. Simdi bu durumun tersinin hangi sartlar altinda dogru oldugu

verilecektir.

Sonug 3.2.38. (X,U) diizgiin uzayr kompakt Hausdorff ve (Y,V) bir diizgiin uzay
olsun. f : (X,7y) — (Y,7) siirekli bir doniigiim ise f : (X,U) — (Y,V) diizgiin
siireklidir.

Kanit: Onceki 6nermede oldugu gibi p, 7 ile uyumlu en kaba yakinimsilik olsun. 4* = U
ve V' =Vdir. U,)"' =U,~» =U, ve 7y, = 7y oldugundan f, 7y — 7 ve 71 — Ty
stireklidir. Boylece Teorem 3.1.56’den f, U, —V diizgiin siirekli olur. Onceki énermeye

gore U, C U dir ve buradan f: (X,U) — (Y, V) diizgiin siirekli bulunur. O

Yardimeci Teorem 3.2.39. (X, 7), bir yerel kompakt Hausdorff uzay olsun ve <, su
bagintiy1 gostersin: "A < B < B = X veya A C K C G C B olacak sekilde bir G
acik altkiimesi ve bir K kompakt altkiimesi vardir."

Bu durumda <, giiclii icerme gartlarini saglar ve ilgili yakinimsilik 7 ile uyumludur.
Kanit: Onerme 3.2.3'deki a) e) sartlarinm saglandigi aiktir. f) sart1 icin A < B ve
B # X olsun. Bu durumda A € K C G C B olacak sekilde bir G acik altkiimesi
ve bir K kompakt altkiimesi vardir. Her x € K i¢in (), 2’i iceren bir acik kiime
olsun 6yle ki C, kompakt ve C, C G saglansin. Buradan K ’nin sonlu bir I altkiimesi
vardir ki K C U{C,|z € I} olur. C = U{C,|z € I} kiimesini kuralm. O halde
ACKcCcCcCCGCBdi. Boylece A< C ve C < B elde edilir. Eger B = X ise
C := X secildiginde istenen saglanir. [J

Tanim 3.2.40. (X, 0) ve (Y, p) yakinimsi uzaylar ve f : X — Y olsun.
"AYB < f(A)pf(B)"

ile verilen ¢’ ikili bagintis1 X iizerinde bir yakimmsiliktir. Eger § C ¢’ ise f: (X,d) —
(Y, p)’ve yakin sirekli denir. Yani, A0B iken f(A)pf(B) oluyorsa f yakm siireklidir.
Boylece, f : X — (Y, p) doniiglimiinii yakin siirekli yapan en kaba yakmimsilik ¢’
olur. Eger V € w(p) ve U da {f~1(V)|V € V} ailesinin taban oldugu X {izerindeki
diizgiiniimsiiliigii gosteriyorsa U € m(d’) olacagr agiktir.

Yukaridaki bilgiler 1g1ginda agagidaki énerme verilebilir.

Onerme 3.2.41. f : X — Y ve V, Y iizerinde bir diizgiiniimsiiliik olsun. Eger U,
{f~Y(V)|V € V} ailesinin taban oldugu diizgiiniimsiiliik ise {f~*(V)|V € V,}, U, igin
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bir tabandir.

Kanit: C €U, ,C =T(A,B), A B C X ve AdyB olsun. Bu durumda (Ax B)NU = ()
olacak gekilde bir U € Y vardir. Buradan U C C olur. O halde f~!(V) Cc U C C olacak
sekilde bir V' € V vardir. Ayrica [f(A) x f(B)]NV = 0 dir. Boylece T(f(A), f(B)) €
Us, =V, olur. Diger yandan f~![T(f(A), f(B))] c C dir. O

Agagidaki ifadeler "yakin siirekli" ve "diizgiin siirekli" tanimlarindan agikca goriiliir.

Teorem 3.2.42. a) Eger f : (X,0) — (Y,p) yakm siirekli ise f : (X,67!) —
(Y, p7Y) ve f:(X,8%) — (Y, p*) yakmn siireklidir.

b) Herhangi iki yakin siirekli doniigiimiin bilegkesi de yine yakin siireklidir.
c) Eger f:(X,6) = (Y, p) yakin siirekli ise f, 75 — 7, ve 75-1 — 7,1 siireklidir.

d) f: (X,U) — (V,V) diizgiin siirekli ise f : (X,dy) — (Y,0y) yakin siirekli ve
[ (X, U,) = (Y,V,) diizgiin siireklidir.

Teorem 3.2.43. (X,0) ve (Y, p) yakinims1 uzaylar ve (X, %) bir kompakt Hausdorff
uzay olsun. Eger f : X — Y doniisiimii 75 — 7, ve 75-1 — 7,1 siirekli ise f,  — p yakin
siirekli olur.
Kanit: 75 = 7, oldugundan f, 74 — 7, siirekli ve (Us)™! = Us-1 oldugundan da f,
Tus)-1 — Ty~ streklidir. Teorem 3.1.56’den f, Us — U, diizgiin siirekli olur. Boylece
onceki not ¢)’den f: (X,0) — (Y, p) yakin siirekli bulunur. OJ

{(Xi,6;)|i € I}, yakinims: uzaylarin bogtan farkl bir ailesi ve X = Il;c;X; olsun.
X fdizerindeki her ¢ € [ i¢in m; izdiigiim doniisiimiinii yakin siirekli yapan en kaba
yakimimsilik, carpim yakimimsihigidir. Her ¢ € [ igin 7;’yi yakin siirekli yapan en kaba
yakinimsilik 0/ ile gosterilirse sup{d|i € I}, carpim yakinimsihigidir. Onerme 3.2.23%e
gore § carpim yakinimsiligi su sekilde karakterize edilebilir: A, B C X olsun. A0B < A
ve B sirastyla A ve B nin sonlu birer ortiileri ise her ¢ € [ i¢in m;(A")d/m;(B’) olacak

sekilde A’ € A ve B’ € B vardir.

Onerme 3.2.44. Her i € [ icin U;, 6; yakinimsihigini iireten diizgiiniimsiiliik olsun ve
U; lerin en fazla bir tanesi tam sinirli olmasin. Bu durumda I1;¢;U;, 11;c10; i {iretir.

Kanit: Sonug 3.2.29’den kanit aciktir. [

Onerme 3.2.45. Eger f : (X,0) — (Y,p) yakin siirekli doniisiim ve V € 7(p) ise
[ (X, U — (Y, V) diizgiin siirekli olacak sekilde bir U € w(9) vardar.
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Kanit: W, {f~}(V)|V € V} tabam ile iiretilen diizgiiniimsiiliik olsun. dy, f : X —
(Y, p) doniigiimiinii yakin siirekli yapan en kaba yakimimsiliktir. Boylece § C &y olur.
Simdi, U = Us V W olsun. Us; tam sinirh oldugundan 0y = oy, V Oy dir ve d C 9y olur.
Ayrica Us C U oldugunda &y C &y, olup & C 6 bulunur. Buradan § = &y olur, yani
U € m(d) dir. W C U oldugundan da f : (X,U) — (Y, V)’nin diizgiin siirekli oldugu
aciktir. [

Sonug 3.2.46. (X,U) herhangi bir diizgiiniimsii uzay ve (Y, V) bir tam sinirh diizgii-
niimsii uzay olsun. Bu durumda f : (X,U) — (Y, V) diizgiin siireklidir < f : (X, &) —
(Y, 0y) yakin siireklidir.

Kamit: (=) Teorem 3.2.42 ¢)’den goriiliir.

(<) V tam simirh oldugundan 6nceki 6nermede elde edilen diizgiintimsiiliik i¢in U = U
olur. Ayrica yine 6nceki 6nermede f, Us — Us,, diizgiin siirekli idi. Ustelik, U = U ve

Us, = V., = V oldugu gbz oniine alnirsa, f, U — V diizgiin siirekli olur. U

3.3 1kili Topolojik Uzaylara Diizgiiniimsiiler ile Yaklagim

Bu boliimde ikili topolojik uzaylara dair bazi temel bilgiler verilecek ve ikili topolojik
yapilarin diizgiiniimsii yapilarla olan iligkisi incelenecektir. Burada [9],[10] ve [11] nolu

kaynaklardan yararlanilmigtir.

Tanim 3.3.1. Uzerinde herhangi iki 7; ve 75 topolojileri tamimli olan bir X uzayimna

ikili topolojik uzay denir ve (X, 1, 7) ile gosterilir.

Tamim 3.3.2. (X, 1, 72) bir ikili topolojik uzay olmak iizere {UNV|U € 7,V € 1}
ailesi, X {izerinde bir topolojinin tabamidir. Bu topolojiye 7, ve m’nin ortak topolojisi
denir ve 7 V 7y ile gosterilir.

Quasi-yari-metrikten ve diizgiiniimsiiliikten ikili topolojik uzaylar iiretilebilir:

Onerme 3.3.3. d, bir X kiimesi iizerinde yari-metrikimsi olmak iizere (X, 74, 74-1) bir
ikili topolojik uzaydair.

Kanit: z € X olmak iizere By(z,€) = {y|d(z,y) < €} ve By-1(x,¢) = {yld(y,x) < €}
kiimelerini kuralim. 7, = {G C X|Vx € G : Je > 0, By(x,€) C G} ve 741 = {G C
X|Vx € G:3e>0,By-1(x,¢) C G} ile tammhdir. Tanmumdan goriildigi gibi 74 ve 74-1

yapilarinin her biri X iizerinde birer topolojidir. [J
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Yukaridaki énermede bahsedilen 74 ve 7,1 topolojilerinin ortak topolojisi, d ve d~!

yari-metrikimsilerinin simetrizasyon metriginden elde edilen topoloji olur. Yani;

Onerme 3.3.4. d bir yari-metrikimsi olmak tizere 745 = Tgyq-1 = 74 V 74-1'dir.
Kanit: G € 74 ve x € G olsun. Bu durumda Bgys(z,¢) C G ve olacak gekilde bir
€ > 0 vardir. Ayrica bu € > 0 sayist i¢in By(z,€), By-1(z,€) C Bgs(z,¢) C G'dir.
Boylece G € 74V 74-1 olur. Diger yandan, H € 73V 74-1 ve x € H olsun. Bu durumda
r € Gy NGy C H olacak sekilde Gy € 74 ve Gy € 741 vardir. O halde birer ¢; > 0
ve €3 > 0 sayilan i¢in By(x,e1) C Gy ve Bg-1(x,€3) C Go olur. € := min{e;, €2} olarak
secilirse Bys(x,€) = By(z,€) N By-1(z,¢) C Gy NGy C H olacagindan H € 74 elde
edilir. [J

Onerme 3.3.5. U, bir X kiimesi iizerinde diizgiiniimsii olmak fizere (X, 14, T4—1) bir
ikili topolojik uzaydair.

Kanit: Onerme 3.1.15’den 7,’nun bir topoloji oldugu bilinmektedir. 7,-1 topolojisi de
U~ diizgiiniimsiisii yardimiyla, benzer sekilde kurulur. 0 Onceki énermede sozii edilen
T4 ve Ty—1 topolojilerinin ortak topolojisi, U ve U~! diizgiiniimsiilerinin simetrizasyo-

nundan elde edilen topoloji olur. Yani;

Onerme 3.3.6. U bir diizglinlimsii olmak iizere 1ys = Tpvy-1 = T V 14-1'dir.
Kanit: Onerme 3.3.4’nin kanitinda yari-metrikimsi yerine diizgiiniimsii alinarak benzer

kanit goriiliir.

Not 3.3.7. Onceki béliimde verilen U, gosterimi hatirlanirsa, I ile U, nin aym ikili

topolojiyi iirettigi acikca goriiliir.

Ornek 3.3.8. Ornek 3.1.25°deki I ve [~! yari-metrikimsilerini diisiiniirsek 7, = R ve
71 = S olmak iizere (R, R, S) bir ikili topolojik uzaydir. Ustelik, 7, V 7,-1 = 73y;-1 =

Tis = T dir.

Tanim 3.3.9. Ikili topolojik uzaylar arasinda tanimli f : (X, 7, 7) — (Y,(1, &) do-

niiglimii igin f : (X, 1) = (Y, () ve f: (X, 72) = (Y, () dontigiimleri siirekli oluyorsa

f:(X,1m1,m) — (Y, (1, () doniigiimiine ikiger stirekli denir.

Tanim 3.3.10. (X, 7) bir topolojik uzay, o € X ve f : X — R olsun. Bu durumda
i) Her e > 0 reel sayisina karsilik bir N € K. (z¢) komsulugu, her z € N igin f(z) <

f(zo) + € olacak gekilde bulunabiliyorsa f’ye z¢ noktasinda ist yari sireklidir

denir.
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i1) Her € > 0 reel sayisina karsilik bir N € K. (z() komgulugu, her x € N i¢in f(x) >
f(zo) — € olacak sekilde bulunabiliyorsa f’ye x¢ noktasinda alt yar sireklidir

denir.

Tanimm 3.3.11. (X, 71, 7») bir ikili topolojik uzay ve A, B C X olsun. Eger X iizerinde
f(A) = {0}, f(B) = {1}, 0 < f < 1 olacak gekilde m-ays ((X,71) iizerinde alt yar
stirekli ) ve mo-liys ((X, 7o) tizerinde iist yari stirekli ) bir f doniigiimii varsa A, B’den

T ye gore Ti-tamamen ayrilmistir denir.

Tamim 3.3.12. (X, 7y, 7) bir ikili topolojik uzay olsun. Eger her 73-kapah A C X
altkiimesi, X — A’daki her noktadan 7,’ye gbre 7y-tamamen ayrilmis ise 7, 75’ye gdre
tamamen regiilerdir denir. Eger 7, 75’ye gbre tamamen regiiler ve 75, 7’e gére tamamen

regiiler ise, (X, 71, 72) uzay1 ikiser tamamen regilerdir denir.

Tanim 3.3.13. (X, 71, 7») bir ikili topolojik uzay olsun. Eger X {izerinde 7j-ays ve To-
iiys olan reel degerli bir f fonksiyonu varsa {z € X|f(x) < 0} kiimesi 7 -sufir-kimesidir

ve {x € X|0 < f(x)} kiimesi To-sufir-kiimesidir denir.

Onerme 3.3.14. Bir (X, 71, 7) ikili topolojik uzay1 ikiger tamamen regilerdir < 7-
sifir-kiimelerin ailesi, 7y-kapali kiimeler i¢in bir tabandir ve mp-sifir-kiimelerin ailesi,

To-kapali kiimeler icin bir tabandair.

Yardimci Teorem 3.3.15. X bir kiime ve {U,|ln € N} C P(X x X), Uy = X x X,
her n € Ni¢in A C U, ve (Upy1)? C U, olsun. Bu durumda bir d : X x X — R

dontistimii;
a) Her z,y,2z € X i¢in d(x,y) + d(y, z) > d(z, 2)
b) Her pozitif n tamsayisi i¢in U,, C {(x,y)|d(x,y) < 27"} C U,

sartlarin saglayacak sekilde vardir. Hatta eger her n € N i¢in U,, simetrik ise b) sartini
saglayan bir d yari-metrigi vardir.
Kanit: Kant i¢in |11, Yardimcr Teorem 6.12| bakinz. [

Daha 6nce belirtildigi gibi bir topolojik uzayin diizgiinlestirilebilir olmasi igin gerek
ve yeter kosul tamamen regiiler olmasidir. Diger taraftan, Ornek 3.1.7°da goriildiigii
gibi, her topolojik uzay Pervin diizgiintimsiiliigii ile diizgiintimsiilestirilebilirdir. Ayrica
bir (X, 1, 7) ikili topolojik uzaymn diizgiiniimsiilestirilebilir olmasi i¢in 7, = 7 ve
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Tu-1 = Ty olacak sekilde bir U diizgiiniimsii yapisi var olmalidir. O halde 7, = 7 ve
Tu, = To Olacak sekilde U ve Uy diizgliniimsii yapilar: kesinlikle vardir, ancak U, ile Uy
arasinda eglenik iligkisi olmak zorunda degildir. Asagidaki teoremde bir ikili topolojik

uzayin diizgiiniimsiilegtirilebilir olmas1 i¢in gerekli sart verilecektir.

Teorem 3.3.16. Bir (X, 7y, 75) ikili topolojik uzay: diizgiinimsiilestirilebilirdir < bu
uzay ikiger tamamen regiilerdir.

Kanit: (=) X iizerinde 7y = 7 ve 741 = 7y olacak sekilde bir U diizgiintimsiiligi
olsun. 7y-sifir-kiimelerin 7-kapal kiimeler i¢in bir taban olugturdugunu gdésterelim.
G € 11 ve a € G olsun. Bu durumda en az bir V' € U vardir ki V(a) C G olur.
U = {U3|U € U} ailesi U igin bir tabandir. Tiimevarimla her n € N i¢in (U,41)* C U,
olacak sekilde ’nun elemanlarinin bir {U,|n = 0,1,...} dizisini tamimlayalhm. U3, U
icin bir taban oldugundan W? C U, olacak sekilde bir W € U vardir. U, = W
olsun. Bu durumda, 6nceki yardimci teoremden X {izerinde her n = 1,2,... i¢in U,, C
{(z,y) € X x X|p(z,y) < 27"} C U,_1 olacak gekilde bir p yari-metrikimsisi vardir.
q=p ', 1 =1 ve 7, =74 olsun. 7{ C 71 ve 75 C 7 oldugunu gosterelim. K € 7] ve
z € K ise {y € X|p(z,y) < €} C K olacak gekilde ¢ > 0 vardir. ¢ > 27" olarak secelim.
Bu durumda U,(z) C K olur ve boylece K € 7 elde edilir. Benzer gekilde 75 C 7
oldugu da goriiliir. X tizerinde f dontisimii f(y) = p(a,y) ile tamimlanirsa f, 7{-liys
ve Ty-ays olur. Boylece f, 7i-ilys ve mp-ays bulunur. Buradan Z = {y € X|f(y) > 1}
kiimesi bir 7-sifir-kiimesidir. p(a,a) = 0 oldugundan a € Z ve X — G C Z’dir. Boylece
T1-sifir-kiimelerin 71-kapali kiimeler icin bir taban oldugu gosterilmis olur. O halde
onceki 6nermeden 7y, 7’ye gore tamamen regiilerdir. Benzer sekilde 7'nin de 7i’e gore
tamamen regiiler oldugu gosterilir. Boylece (X, 7, 75) ikiger tamamen regiiler olur.
(<) X dizerindeki her reel degerli f doniisiimii i¢in p(f)(z,y) = 0V (f(z) — f(v))
tamimlayalim. Bu durumda p, X iizerinde bir yari-metrikimsi olur. Simdi, (p(f))~! =
q(f) ahnmirsa, q(f) = p(—f)'dir. Up(p),r) = {(z, y)Ip(/)(@,y) <71} ve S = {Ugps)nlr >
0, f, Ti-ays ve Tp-iiys} kuralim. S, X {izerinde bir U diizgiiniimsiiliigiiniin alttabanidur.
Ty = T1 Ve Ty-1 = To oldugunu gosterelim. G € 7 ve x € G ise X iizerinde f(X —
G) = {0} ve f(z) = 1 olacak sekilde 71-ays ve 7o-iiys olan bir f déniigiimii vardir. Bu
durumda 2 € U4 1y(2) = {y € X[0V (1 = f(y)) < 1} C G oldugundan G € 7,/'dur.
Diger taraftan, H € 1, ve © € H ise V(x) C H olacak sekilde bir V' € U vardir.

S, U icin bir alttaban oldugundan X {izerindeki 7 -ays ve 7o-iiys olan doniigiimlerin
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sonlu bir F' altkiimesi var ve pozitif reel sayilarin sonlu bir {r(f)|f € F'} kiimesi i¢in
nfeF U(p(f)yr(f)) C V olur. Belirli bir x € X ve f € F igin U(p(f)’T(f))(CC) = {y c X’O \%
(f(x) = f(y)) <7r(f)} kitmesi m-agiktir. Buradan = € (;cp Up(s) () () C V() C H
oldugundan H, 1i-acik olur. Béylece 7 = 7,’dur. Yine benzer sekilde 7 = 73,-1 bulunur

ve (X, 11, 7o) diizgiintimsiilestirilebilir olur. [J
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4 GECISLI DUZGUNUMSU YAPILAR

4.1 Gegisli Diizgiiniimsii Uzaylar

Bu boliimde gegigli tabana sahip diizgiiniimsiiliiklerin 6zellikleri verilmis ve bu yapilarin
yakimimsihiklar ve topolojik uzaylarla iligkisi incelenmistir. Bu kisimda [1], [3], [5] ve

[12] nolu kaynaklardan yararlanilmigtir.

Tanim 4.1.1. B, ikili bagintilardan olugan bir aile olsun. Her B € B gecisli ise B
de gegiglidir. Bir gecigli (alt)tabana sahip bir diizgiiniimsiiliige gegisli dizginimsilik

denir.
Ornek 4.1.2. Pervin diizgiiniimsiiligi gecislidir.

Ornek 4.1.3. d, X iizerinde Arsimed-6zelligi gostermeyen bir yari-metrikimsi ise U,

sayilabilir bir gecigli tabana sahip olur.

Teorem 4.1.4. (X, 7) bir topolojik uzay ise S = {T(A, X — A)|A € 7}, 7 ile uyumlu
bir tam sinirh gecigli diizglintimsiiliik igin bir alttabandir.
Kanit: T(A, X — A) kiimesini Sy ile gosterelim. Sy = (X x X) — (A x X — A) dir. Her
AeTigin A C SyveSpoSy =54 oldugundan S, X iizerinde bir U diizgiiniimsiiliigii
i¢in bir alttabandir. U € U ve € X olsun. (;_; Sa, C U olacak sekilde bir {S4,|1 <
i < n},(n € N) ailesi vardir. Eger « ¢ (J;_, 4; ise X = [, Sa,(z) C U(z) olur. Bu
durumda U(z) = X € 7 du. Eger o € U;_; 4; ise (i, Sa,(z) = N{Ai|lz € Ai,1 <
i < n}, U(z)in bir acik altkiimesi olur. Buradan 7, C 7 dir. Tersine,A € 7 ve 2 € A
ise Sy € U ve Sa(x) = A dir. O halde A € 7y dir ve 7 C 74 olur. Boylece 7, U ile
uyumludur. Herhangi bir Sy € S i¢in A = {A, X — A} ailesi X'in sonlu bir 6rtiisiidiir.
AxACSyve (X —A)x (X —A) C Sy oldugundan U tam sinrh olur. O

Dikkat edilirse, 6nceki teoremde tanimlanan diizgiiniimsiiliik Ornek 3.1.7’de verilen
Pervin diizgiiniimsiiliigiidiir. (X, 7) bir topolojik uzay olmak fizere "Adp. B < ANDB #
(" ile tanmimh 0p_, Pervin yakinimsihgider. Boylece, her topolojik uzay bir yakimmsilik
ile uyumludur. Ayrica dp_, 7 ile uyumlu en ince yakinimsiliktir: 9, 7 ile uyumlu herhangi
bir yakinimsilik olsun. A6B ise A C X — B dir. Buradan AN B = ) olur ve Adp_ B
bulunur. ép_, 7 ile uyumlu en ince yakinimsilik oldugundan 7 ile uyumlu olan herhangi

bir tam sinirh diizgiiniimsiiliik P,’dan daha kabadir.
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Not 4.1.5. (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere P,, 7 ile uyumlu en ince tam sinirli

diizgiiniimsiiliikt{ir.

Ornek 4.1.6. 7, reel sayilar iizerindeki iist topoloji ve P de (R, 7)’nun Pervin diizgii-
nlimsiiliigii olsun. Bu durumda 7ps, Sorgenfrey topolojisidir. R tizerindeki Sorgenfrey
topolojisi § ve x € R olmak iizere z’in komguluklarn B, = {[z,y)|r < y,y € R} ile
gosterilirse S =< {B,|x € R} > dir. Ayrica iist topoloji 7 = {R, 0} U {(—00,a)|a € R}
dir ve P =<< {S¢|G € 7} >>, Sg¢ = S = R xR — (—00,a) X [a,00) olur.
T € mps ve x € T olsun. Bu durumda = € U(z) C T olacak sekilde bir U € P*® var-
dir. O halde bir a € R vardir ki  # a ve (S(—s,a) N Sja,e0)) (@) C T saglanir. Burada
r < a veya a < zx olabilir. x < a oldugunu kabul edelim. [z,a) € {B,|z € R} dir.
Ayrica [x,a) C (S(—cc,a) N Sja,e0)) () dir. Boylece < a iken (S(_scq) N Sja,00))(2), Sor-
genfrey topolojisinin taban elemanlarindan birini kapsar. Benzer gsekilde a < z iken de
la,x) € {By|x € R} ve [a,7) C (S(—0,a) N Sla,00)) (¢) dir. O halde {B,|r € R}, 7ps icin
bir tabandir.

Tanim 4.1.7. A, (X, 7) topolojik uzayimn acik kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger her

D C A alt ailesi icin ND acik oluyorsa A’ya i¢ koruyan denir.

Ornek 4.1.8. R, bir X topolojik uzaynda bir ikili 6n siralama bagintisi ve her z € X
icin R(x) agik olsun. Bu durumda {R(z)|z € X} i¢ korur: Y C X herhangi bir altkiime
olsun. Nyey R(y) nin agik oldugunu gosterelim. z € Nyey R(y) alalim. Bu durumda her
y € Y igin z € R(y) olur. Buradan R(z) C R(R(y)) = R(y) olup R(z) C Nyey R(y)
bulunur. R(z) agik oldugundan N,y R(y) nin her noktasinin i¢ nokta oldugu gosterilmis
olur ve Nyey R(y) kiimesinin agik oldugu goriiliir.

Gosterim. X bir kiime olmak tizere C C P(X) ve x € X ise C, ile {C € Clz € C}
ailesi gosterilecektir. Bu baglamda NC, = N{C € C|x € C'} dir.

Not 4.1.9. (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere C C 7 ise C i¢ koruyandir ancak ve
ancak her x € X icin NC, € 7 dur.

Gosterim. X bir kiime ve C C P(X) olmak iizere Ue ile {(z,y)|lz € X ve y €
NC,} ailesi gosterilecektir. Buna gore, Ue yansiyan ve gegiglidir. Diger yandan, A, X in
altkiimelerinin ailelerinin bogtan farkl bir ailesi olmak tizere Uy, {Uc|C € A} alttabam
ile iiretilen diizgiinimsiiliigi gosterilecektir. Eger V', bir (X, 7) topolojik uzayinin bir
komgu ag1 ise Cy ile {V(x)|z € X} ailesi gosterilsin.
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Teorem 4.1.10. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. A, i¢ koruyan agik ailelerin bir ailesi
ve UA ailesi, 7'nun alttabani olsun. Bu durumda Uy, 7 ile uyumlu gegisli bir diizgii-
niimsiiliiktiir. Hatta U, 7 ile uyumlu herhangi bir diizgiiniimsiiliik ise X’in i¢ koruyan
acgik ortiilerinin Gyle bir A ailesi vardir ki UA, 7 i¢in bir alttabandir ve U = U 4 dir.
Kanit: Her C € A igin Ue gegisli oldugundan U 4, X iizerinde gegisli bir diizgiiniimsii-
liktiir. G € 1y, ve x € G olsun. Bu durumda (_,(Uc,(z)) C G olacak gekilde A’nin
bir sonlu {C;|1 < i < n}, (n € N) altailesi vardir. Simdi her ¢ € {1,...,n} icin C; bir i¢
koruyan ailedir. Boylece Ug,(x) € 7 olur. O halde (_, (Uc,(x)) € 7 dir. Buradan G € 7
olur ve 7y, C 7 elde edilir. G € 7 ve x € G olsun. UA, 7 i¢in bir alttaban oldugundan
x € (), A C G olacak gekilde A;,..., A, € UA vardir. Heri € {1,...,n} i¢in A; € C,
olacak gekilde C; € A olsun. Bu durumda (;_, Ug, € U4 olur ve (;_, (U, (z)) C G olup
G € 1y, elde edilir. O halde 7 = 7, dir.

U’nun 7 ile uyumlu bir diizgiinlimsiiliik ve B'nin de &’nun gegisli bir tabani oldugunu
varsayalm. V € B,y € X ve G = n{V(x)|y € V(z),z € X} olsun. p € G alalim.
y € V(z) sartin saglayan her z € X igin V(p) C V(x)’tir. Boylece V(p) C G olur ve
G € 7 elde edilir. Buradan, her V' € B icin Cy, X’in bir i¢ koruyan agik ortiisiidiir.
Diger yandan, A = {Cy|V € B} olsun. Her x € X ve V € B i¢in V(z) = Ug, (2)
oldugundan U = U, oldugu goriiliir. Ayrica UA C 7 ve her V € Bicin V = Ug,
oldugundan UA, 7 i¢in bir alttabandir. (J

Sonug 4.1.11. (X, 7) bir topolojik uzay ve A, X’in tiim i¢ koruyan acik ortiilerinin
ailesi olsun. Bu durumda U4, 7 ile uyumlu olan en ince gegigli diizgiiniimsiiliik olur.

Kanit: U, 7 ile uyumlu herhangi bir gecisli diizgiiniimsiiliik olsun. Bu durumda &nceki
teoremden X'’in i¢ koruyan acik ortiilerinin bir D ailesi vardir ve U = Up dir. Ayrica

D C Adir. O halde Y =Up C Uy olur. O

Tanim 4.1.12. Onceki sonucta verilen en ince gecisli diizgiiniimsiiliige (X, 7) icin ince

gecisli dizginimsilik denir ve FT, ile gosterilir. Agikca goriiliir ki; 777 = 7’dur.

Onerme 4.1.13. Bir topolojik uzaym tiim gecisli komsuaglarinin ailesi, ince gecisli
diizgiiniimsiiliik i¢in bir tabandair.

Kanit: (X, 7) bir topolojik uzay, W = {W|W, 7’nun bir ge¢isli komsuagi} ve S =
{Uc|C € A} olsun. U € Uy alahm. Bu durumda Ug, N ---NUg, C U olacak sgekilde
Uey...,Uc, €S, (n€N) vardir. x € X ve her ¢ € {1,...,n} icin Ug,(x) agktir ve
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sonlu arakesitleri de agik olacagindan (), (Ug, (z)), «’in bir komsgulugu olur. Ayrica her

bir Ue, gecisli oldugundan (;_, Ue, € W dir. O

Onerme 4.1.14. (X, 7) bir topolojik uzay ve A, X’in tiim sonlu acik ortiilerinin ailesi
olsun. Bu durumda U4 = P, olur.

Kamt: S, = {Uc|C € A}, Uy =<< 81 >>, S = {S6|G € 7}, P, =<< Sy >> ve
Ue € &7 alalim. Her C € Ci¢in C' € 7 ve C sonlu oldugundan z € X i¢in NC,, 2’1 iceren
sonlu tane C’nin arakesiti olup yine NC, € 7 olur. Ayrica Uz = Spe, dir. Buradan
Ue € S dir ve S C S, elde edilir. Bir Sg € S, alalim. X'’in C := {X, G} acik ortiisiinii
diisiinelim. Bu durumda S = Ug olur. Boylece S € S; olup S; C &7 bulunur. O halde
S =8, dir. O

Teorem 4.1.15. (X, 7) bir topolojik uzay ve A, 7 =< UA > olacak sekilde i¢ koruyan
agik ailelerin bir ailesi olsun. U4 tam siirhdir ancak ve ancak A’nin her elemani sonlu
bir ailedir.

Kanit: Bakiniz [3, Onerme 2.8]. O

Sonug 4.1.16. (X, 7) bir topolojik uzay ise P, = FT . dur ancak ve ancak X’in her
ic koruyan acik ortiisii sonludur.

Kanit: A, X’in tiim i¢ koruyan agik ortiilerinin ailesi olmak tizere F7T, = U, dir.
(=) P, = FT, oldugundan U4 tam smirhdir. Onceki teoremden A’'nin tiim elemanlar:
sonlu olur.

(<) X'in her i¢ koruyan acik ortiisii sonlu ise 6nceki teoremden U, tam smirhidir.
O halde Uy, 7 ile uyumlu en ince tam sinirh gegigli diizgiiniimsiiliik olur. Buradan
P, C Uy = FT, bulunur. Diger yandan P,, 7 ile uyumlu herhangi bir tam simirh
diizgiiniimsiiliikten daha ince oldugundan F7, C P, dir. Boylece P, = F 7T, olur. [J

Tamim 4.1.17. X # () ve (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger C C P(X) ve kiime
icerme kismi siralamasi, C iizerinde bir iyi siralama ise C’ye iyi monoton denir. A,
X’in tiim iyi monoton agik ailelerinin ailesi olmak iizere U 4 diizgiiniimsiiliigii, X in ¢y

monoton dizginimsiligiu olarak adlandirihr ve M., ile gosterilir.

Onerme 4.1.18. (X, 1) bir topolojik uzay olmak iizere P, C M, dur.
Kanit: Zermelo Iyi Siralama Teoremi'ne gore her kiime iyi siralanabildiginden X’in

tiim sonlu acik aileleri de birer iyi sirali aile olur. Béylece P, C M. elde edilir. [J
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Her € > 0 ve f: X — R déniigiimii i¢in Uiy = fH(Qe) = {(z,y)|f(z) — f(y) < €}

olsun.

Onerme 4.1.19. U, X iizerinde bir diizgiiniimsiiliik ise f : (X,U) — (R, Q) doniisiimii
diizgiin siireklidir <> Her € > 0 i¢in U 5y € U dur.

Kanit: Diizgiin siireklilik tanimindan agiktir. [

Gosterim. (X, U) bir diizgiiniimsii uzay olsun. (X,U)’dan (R, Q)’ya tiim diizgiin sii-
rekli [sinirli] doniigiimlerin ailesi Q(U) [QB(U)] ile ve benzer sekilde (X, 6) bir yakinimsi
uzay olmak iizere (X,d)’dan (R, dg)’va tiim yakin siirekli [sinirli] doniigiimlerin ailesi

de Q(9) [@B(0)] ile gosterilsin.

Not 4.1.20. U ve V, bir X kiimesi iizerinde diizgiiniimsii yapilar ve § da, X iizerinde

bir yakimmsilik olsun. Bu durumda agagidakiler aciktir:
a) U CVise QU) C Q(V) ve QBU) C QB(V) dur.
b) QU) C Q(du).
¢) f€QU) (veya f € Q(6)) ise f altyan siireklidir.
d) QB(3) C QB(Us).

Yardimci Teorem 4.1.21. (X,6) bir yakinims: uzay ve A, B C X, ASB olsun. Bu
durumda f(A) =1 ve f(B) = 0 olacak sekilde bir f : X — [0,1], f € QB(4) vardir.
Kanit: |3, Yardimer Teorem 4.26.’da Ty uzaylar igin uygun kanit verilmigtir. O

Teorem 4.1.22. (X, 0) bir yakinimsi uzay olmak iizere,
Uen(d) & QBU)=QB(J).

Kanit: (=) U € 7(0) olsun. Not 4.1.20 d)’den Q(Us) = QB(0) oldugunu gostermek
yeterlidir. f € Q(Us) olsun. Us tam sinirli oldugundan U{A; x A;|1 < i <n} C U(1, f)
olacak gekilde X’in sonlu bir {A4;|1 <i < n}, n € N ortiisii vardir. Her ¢ € {1,...,n}
icin a; € A; secelim. F' = {a;|1 <14 < n} kiimesini kurahim. Bu durumda Ug 5y (F) = X
olur ve boylece 1+max{f(x)|z € F}, f i¢cin bir st simir ve —1+min{f(z)|x € F}, f
icin bir alt sinir olur. Buradan f € QB(Us) ve Q(Us) = QB(Us) dir. Boylece, Us C U
ve Not 4.1.20 a)’dan QB(Us) C QB(U) dir. Not 4.1.20 b)’den QB(U) C QB(9) dur.
Yine Not 4.1.20 d)’den QB(d) C QB(Us) dir ve QB(U) = QB(0) olur.
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(<) § = &y oldugunu gosterelim. ASB olsun. Bu durumda 6nceki yardimei teoremden
f(A) =1 ve f(B) = 0 olacak sekilde bir f € QB(9) vardir. QB(d) = QB(U) oldu-
gundan [ : (X,U) — (R, Q) diizgiin siireklidir. Her € > 0 i¢in f~*(Q.) € U dir. Her
U €U igin (Ax ByNU # 0 olsaydi € =  icin de (A x B) N f71(Q.) # 0 olurdu.
Ancak (z,y) € (Ax B)N f~4Q.) alnirsa f(z) = 1 ve f(y) = 0 oldugundan 1 < 3
elde edilir. O halde bir U € U icin (A x B) N U = ) olmahdir. Buradan Ad;B olur.
Bu durumda &, C & dir. Tersine, Ady,B ise f(A) = 1 ve f(B) = 0 olacak sekilde bir
f € QB(dy) vardir. Buradan f € QB(U) dir. Ayrica QB(U) = QB(J) oldugundan
f € QB(0) olur. Simdi AdB oldugunu varsayalim. f(A)dgf(B) dir ve her € > 0 igin
(Ax B)Nf~YQ.) # 0 dir. f~1(Q.) € U oldugu bilindiginden Ad,B olur. O halde A5B

olmalidir. Buradan d C ¢y, bulunur. [J

Sonug 4.1.23. (X, ) bir yakmimsi uzay olsun. {U. ple > 0, f € QB(d)}, Us i¢in bir
alttaban olur.
Kanit: U, X iizerinde {U ple > 0, f € QB(d)} alttabanina sahip diizgiiniimsiiliik
olsun. QB(§) = QB(Us) oldugundan U C Us ve QB(U) C QB(J) C QB(U) olur.
Boylece 6nceki teoremden U € 7(9) dir. U'nun tam smirh oldugu gosterilirse U = Us
olur. f € QB(9) ve € > 0 olsun. Genelligi bozmaksizin her x € X i¢in f(z) > 0 alalim.
Her negatif olmayan i tamsaysi i¢in A; = {t||f(¢) — ¥| < £} olsun. O halde f smirh
oldugundan U ; A; = X olacak gekilde bir n pozitif tamsayis1 vardir. j € [0,n], j bir
tamsay1 ve (z,y) € A; x A; olsun. Bu durumda |f(z) — £| < & ve |f(y) — | < £ olur.
Sonug olarak f(z) — f(y) < |f(x) — f(y)| < e dir ve (z,y) € Uy elde edilir. Yani
A; x Aj C Uy ve Ueyy € U dir. Boylece Y tam smirli olur ve ¢ ile uyumlu tek tam
sinirh diizgiiniimsiiliik var oldugundan U = Uy dir. U

Bu tez caligmasinda, C(X), X kiimesi iizerindeki reel degerli siirekli fonksiyonlarin

kiimesini ve C*(X), C(X)’in smirh elemanlarinin kiimesini gésterecektir.

Not 4.1.24. (X, 7), tamamen regiiler bir topolojik uzay ise, {U, e > 0, f € C(X)},

X iizerinde 7 ile uyumlu bir diizgiinliigiin alttabanidir.

Onerme 4.1.25. Herhangi bir (X, 7) topolojik uzay1 icin C'(X) ve C*(X) ile elde edilen
diizgiiniimsiiliikler sirasiyla Uy ve Ue« olsun. Uy ve Ue+ diizglinlimsiileri, 7 ile uyumlu
olmak zorunda degildir. Ancak 7 tamamen regiiler topoloji ise bu diizgiinlimsiiler 7 ile
uyumlu olur.

Kanit: Bakiniz [1, Teorem 8.14|. OJ
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Onerme 4.1.26. (X, 7) bir topolojik uzay ve D, X iizerindeki altyar siirekli fonksi-
yonlarin bir ailesi olsun dyle ki G € 7 ve 2 € G i¢in f(z) =1 ve f(X — G) = 0 olacak
sekilde bir f € D var olsun. Bu durumda {U p)le > 0, f € D}, 7 ile uyumlu olan bir
diizgiintimsiiliik i¢in bir alttaban olur.

Kanit: S = {Uple > 0,f € D} olsun. Her € > 0 ve f € D icin A C Uy ve
Uiesa,5) © Uea,5y C Uty oldugundan S, X dizerinde bir U diizgiiniimsiiliigii igin bir
alttabandir. € > 0, f € D ve € X olsun. Bu durumda U py(z) = f7'(f(z) — €, 00)
olur ve f altyar siirekli oldugundan f~!(f(x) —¢,00) € 7 dir. O halde 7, C 7 dir.
Simdi, G € 7 ve x € G alalim. Bu durumda f(z) =1 ve f(X — G) = 0 olacak gekilde

[ € D vardir. Boylece, v € U 5)(z) C G olur ve 7 C 74 elde edilir. [

Tanmm 4.1.27. (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere énceki 6nermede olugturulan

diizgiiniimsiilige (X, 7) i¢in yar: stirekli dizginimsilik denir ve SC, ile gosterilir.

Not 4.1.28. Yan siirekli diizgiintimsiiliik, X iizerindeki her bir f : X — (R, Q) siirekli

doniigtimiinii diizgiin siirekli yapan en kaba diizglinlimsiiliiktiir.

Tanmim 4.1.29. (X, 7) bir topolojik uzay ve A C P(X) olsun. Eger her 2 € X nokta-
sinin A’nin en ¢ok sonlu sayida elemanini kesen bir komsgulugu varsa, A ailesine yerel
sonlu aile denir. Eger her x € X noktasi, A'nin en ¢ok sonlu sayida elemaninin i¢ine

diigiiyorsa A ailesine nokta sonlu aile denir.

Tanim 4.1.30. (X, 7) bir topolojik uzay ve A, X’in tiim nokta sonlu (yerel sonlu) agik
ortiilerinin ailesi ise U4’ya (X, 7) i¢in nokta sonlu (yerel sonlu) ortisel dizginimsilik

denir ve PF,(LF;) ile gosterilir.

Tamim 4.1.31. {A4,|n € Z}7, X’in acik altkiimelerinin bir ailesi olsun. Her n € Z icin
A, C Anit, NpezAn = 0 ve Upez A, = X oluyorsa {A,|n € Z} ailesine X’in bir a¢ik
spekirumu denir ve a ile gosterilir. Her acik spektrumun i¢ koruyan oldugu kolayca

goriiliir.

Onerme 4.1.32. a bir acik spektrum ise A,, = X olacak sekilde bir n € Z vardir ancak
ve ancak a bir nokta sonlu acgik ortiidiir.
Kanit: (=) A, = X olacak sekilde bir n € Z var ve x € X olsun. A, C A,41 C ---

oldugundan A, ve A,’i kapsayan tiim kiimeler X’e egittir. Buradan a, sonlu bir aile

"7, tamsayilar kiimesidir.
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olur. Boylece x, a’'nin en fazla sonlu elemaninin ic¢ine diiger.

(<) Her z € X i¢in z € A,, € a olacak gekilde n, € Z var ve A,, C A,,+1 C -

olsun. a nokta sonlu oldugundan A4, .,, = X olacak gsekilde bir m € Z olmalidir. [J
Onceki 6nermede bulunan sarti saglayan a acik spektrumuna nokta sonlu agik spekt-

rum denir. Ayrica herhangi bir a agik spektrumu igin Uy = U, ., (An\ An—1) X A, oldugu

aciktir.

Teorem 4.1.33. A, bir (X, 7) topolojik uzayinda tiim agik spektrumlarin ailesi olsun.
Bu durumda U4 = SC,, olur.

Kanit: D, tiim altyar siirekli doniigiimlerin ailesi olsun. {Ujla € A} ile {U e >
0,f € D} ailelerinin denk tabanlar oldugunu gosterelim. f € D ve ¢ > 0 verilsin
ve zg € X alalim. Her n € Z igin A, = {z|f(z) > f(zo) — (n + 1)e} kiimesini
ve a = {A,|n € Z} ailesini kuralim. (z,y) € U, i¢in Uy = U,,c7(An \ Ano1) X Ay
esitliginden f(xg) —ne > f(x) > f(xo) — (n + 1)e olacak gekilde bir n € Z vardir.
Buradan y € Uy(z)’tir ve f(y) > f(xo) — (n + 1)e elde edilir. Boylece, f(z) — f(y) <
f(xo)+ne—(f(zo) —(n—1)e) = e ve (z,y) € U,y olur. Diger yandan a € A olsun. Her
r € Xiginx € A, \ A,,_1 sartin1 saglayan n € Z i¢in f(x) = —n tanimlayalim. Buradan
[, altyar: siireklidir. Simdi (x,y) € U,y ve © € Ay, \ Ap—1 olsun. Bu durumda f(y) >
f(z) —1=—(n+1)dir ve y € A, elde edilir. Boylece (z,y) € (A, \ A,_1) X 4, C U,
olur. [J

Sonug 4.1.34. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda SC., gegisli bir diizgii-
niimsiiliiktiir.

Kanit: Onceki teoremden, A, tiim acik spektrumlarin ailesi olmak iizere U, = SC, ol-
dugu goriildii. Daha 6nceden U 4'nin alttabaninin gecisli oldugu gosterilmis oldugundan

SC.. diizgiiniimsiiliigii, gecisli olur. [J

Sonug 4.1.35. (X, 1) sayilabilir kompakt bir topolojik uzay ise X’in her agik spekt-
rumu bir nokta sonlu acik ortiidiir ve SC, C PF, olur.

Kanit: a bir acik spektrum ise ayni zamanda X’in sayilabilir bir agik ortiistidiir. (X, 7)
sayilabilir kompakt oldugundan a’nin sonlu bir a’ altortiisii vardir. Buradan her x € X
icin x, a’'nin en fazla sonlu tane elemaninin i¢inde bulunacagindan a, X’in bir nokta
sonlu acik ortiisii olur. [

Simdi, Sonug 4.1.39’u vermek icin gerekli olan énermeleri sunalim:
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Onerme 4.1.36. (X, ) tam sinirh bir diizgiiniimsiiliik olsun. ¢ ayrik ise X sonludur.
Kanit: U ayrik oldugundan U C A olacak sekilde bir U € U vardir. Ayrica U nun tam
simirhligindan her i € {1,...,n} i¢in A; x A; C U olacak gekilde X'in bir {A;,..., A,},
(n € N) ortiisii vardir. Her 7 € {1,...,n} i¢in x; € A; segelim. A; C U(x;)’dir. Buradan
X =U" A U U(x;) C U A(x;) = U {x;} olur ve X, sonlu elde edilir. O

Onerme 4.1.37. (X, P) Pervin diizgiiniimsii uzay1 i¢in P ayrik ise X sonludur.
Kanit: Pervin diizgliniimsiiliigii tam sinirh oldugundan 6nceki 6nermeden istenen elde

edilir. [

Onerme 4.1.38. (X, 7) Hausdorff uzay ve U, 7 ile uyumlu bir diizgiiniimsiiliik olsun.
Eger 6yxu, X x X iizerindeki Pervin yakimimsihigi ise U ayrik diizgiinliktiir.

Kanit: (X, 7), Hausdorff oldugundan A = A’dir ve (X x X\ A)NA = () olur. dyxz/ ' nun
Pervin yakinimsi olusundan (X x X\ A)&yxyA’dir. O halde {((a,b), (¢, d))|(a, ¢), (b,d) €
UN[(X x X —A) x A] = () olacak gekilde bir U € U vardir. Boylece, her z € X i¢in
U~(z) = {z} olur ve U = A elde edilir. OJ

Sonug 4.1.39. (X, 7) bir Hausdorff uzay ve Py, X iizerindeki Pervin diizgiiniimstligi

olsun. Px X Px = Pxxx ise X sonludur.

Onerme 4.1.40. X bir topolojik uzay ve S, X’in bir kapal veya acik altuzay1 olsun.
S’nin her normal (gegisli) komguagi, X’in bir normal (gegisli) komsuagimm S’ye kisit-
lamasidir.

Kanit: V', S’nin bir normal komsguagi olsun. Eger S acik ise V=V U ((X — 5) x X)
ve S kapaliise V* =V U (X x X — 5) kuralim. V*, X’in bir komguag olur. V' gegisli
ise V* da gecislidir. [J

Sonucg 4.1.41. X bir topolojik uzay ve S C X olsun. S, bir acik ve bir kapal kiimenin
arakesiti geklinde yazilsimn. Bu durumda FN x|sxs = FNg ve FT x|sxs = FT g dir.
Kanit: FN, X’teki tiim normal komsguaglarindan olustugundan ve X’in tiim gegigli

komguaglar1 F7 icin bir taban oldugundan &nceki 6nermeden istenen elde edilir. [J

Teorem 4.1.42. X bir 77 uzay ve D = {z,|n € N}, X’in yogun bir altuzay: olsun.

Eger X — D, X te 2. kategoriden ise X’in her V komsuagi i¢in (V2N (D x D)) —U # ()

olacak gekilde D'nin bir U normal komguag: vardir.

Kanit: Her m,n € N i¢in g(m,z,) = D — {z;|i < m,x; # x,} kuralm ve U =
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Ui, ({zn} % g(n,,,)) olsun. D’nin C = {D} ortiisiinii diiginelim. C, D’nin bir nokta
sonlu ortiisiidiir ve Ue = D x D oldugundan U, D iizerindeki nokta sonlu diizgiiniim-
siiliigiin bir elemanidir. Buradan U, D’nin bir normal komsuagidir. V2N (D x D) Cc U
olacak gekilde X’in bir V' komsuag olsun. Her n € N igin A, = {xr € X — D|Vy €
D:V(x)ND — g(n,y) # 0} kurahm. Bu durumda (7, A, = X — D olur ve bdylece
X — D, 2. kategoriden oldugundan (A)° # @ olacak sekilde bir n € N vardir. O halde
Tm € DN (A)° olacak gekilde bir m > n vardir. Simdi, x € V(z,,) N A,, olsun. Boylece
V()N D C V*(x,)ND CU(zy) = g(m, ) C g(n,x,,) olur ve V(z)ND C g(n,x,,)

kapsamasi, A,’in kurulusu ile celigir. [J

Ornek 4.1.43. (R, 7.) Oklid topolojisi T} ’dir ve R — Q, 2. kategoridendir. Bu durumda
onceki teoreme gore, Qnun bir U normal komguagi vardir ki, R'nin her V' komsuagi
icin V2N (Q x Q) ¢ U olur. Bu ise R’deki komguaglarmin Q’ya kisitlamasimin Q’daki
komsuaglar ile birebir ortiisemeyecegini gosterir. Buradan, FNg, R iizerindeki 7. 'nin

ince diizgiiniimsiiligi olmak iizere FNg|gxq # FNg sonucu elde edilir.

Tanim 4.1.44. Bir X kiimesi iizerindeki bir ¢ yakinimsiligina, x € X ve A C X olmak

tizere Ad{z} iken {z}dA oluyorsa nokta simetriktir denir.
Onerme 4.1.45. (X,U) bir diizgiiniimsii uzay olsun. Asagidakiler denktir:
i) (X, 0y) nokta simetriktir.
it) Her U € U ve x € X icin V(z) C U(z) olacak sekilde simetrik bir V' € U vardar.
iit) Her U € U ve z € X icin V~*(z) C U(x) olacak sekilde bir V' € U vardur.
iv) Ty C Ty-1.

Kanit: i) = i) U € U ve z € X olsun. Bu durumda {z}8,(X — U(x))’dir. i)’den

(X — U(2))6{z} olur. Simdi V = T({z},X — U(z)) N T(X — U(x), {x}) kiimesini

kuralim. Teorem 3.2.17’den V € Us ve Us C U, C U oldugundan V' € U’dur. Ayrica V

simetriktir ve V' (x) C U(X)’dir.

ii) = iii) V simetrik ve V(z) C U(z) oldugundan V~!(z) C U(X) olur.

iit) = iv) G € 7y ve © € G olsun. U(z) C G olacak gekilde bir U € U vardir. ii7)’den

bir V € U i¢gin V-1(x) C U(x) C G olur ve G € 14-1 elde edilir.

i) =i)x € X, AC X ve{x}dAolsun. Budurumda {2} x ANU = () olacak sekilde bir
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U € U vardir. O halde ANU(z) = 0°dir ve z € A olur. Buradan v € X — A € 7y C 141
olacagindan bir V € U igin 2 € V~(x) C X — A’dir. Boylece Ady{z} olur. O
Bir diizgiintimsiiliige, énceki 6nermedeki i) —iv) sartlarindan birini saghyorsa nokta

stmetriktir denir. Buna gore agagidaki ii¢c sonug, kolayca goriiliir.
Sonucg 4.1.46. Nokta simetrik bir diizgiiniimsiiliik ile uyumlu topolojik uzay Ry dir.
Sonucg 4.1.47. 9, nokta simetrik bir yakinimsilik ise 75-1 = 755 dir.

Sonug 4.1.48. § bir yakimmsilik olmak iizere 6! nokta simetrik ise (X, 75) topolojik

uzayl, tamamen regiilerdir.
Sonucg 4.1.49. § bir yakinimsilik olmak iizere;
Ts = Ts—1 < 0 ve 5~ nokta simetriktir.

Kamt: (=) {z}JA olsun. Bu durumda z gclsA’dir ve = gcl,; A =cl,_, A olur. Béylece
x Zcls-1 A olup Ad{x} elde edilir. Buradan § nokta simetriktir. Benzer gekilde 6! de
nokta simetrik bulunur.

(<) § nokta simetrik oldugundan 75-1 C 75 ve §~! nokta simetrik oldugundan 75 C

T5—1 dir. [

Onerme 4.1.50. (X, 7), Ry uzay ise 6p, nokta simetriktir.

Kanit: 7 = 7p, = 7p_-1 oldugunu gosterelim. G € 7 ve € G olsun. (X, 7)nun Ry
olmasmdan {z} C G’dir. Ayrica X — {z} € 7 ve (Sx_@3) 7" = Sydir. S € P!
ve z € Srxy(z) C G oldugundan istenen elde edilir. [

Onerme 4.1.51. Eger (X, ) bir kompakt T diizgiiniimsii uzay ise U nokta simetrik-
tir.

Kanit: U nokta simetrik olmasim ve y € X alalim. Bu durumda, {U(y)\V (y)|U € U}
ailesi X iizerinde bir F siizgecinin tabani olacak gekilde bir V' € U vardir. (X, 7y)
kompakt oldugundan F'nin bir z yigilma noktasi vardir. Boylece her U € U igin
Ux)N(U Yy \V(y)) # 0 ve U(x)NU(y) # 0 olur. 7, topolojisi T} oldugundan z = y
olmahdir. Buradan V()N (U~1(y)\V (y)) # 0 olusundan V (z)N(U~1(z)\V(x)) # 0’dir
ve V(z) N (X \ V(z)) # 0 celigkisi bulunur. O

Tanim 4.1.52. (X, ) bir yakimms1 uzay, * € X ve A C X olsun. 2’in her G 75-

komsulugu i¢in AdG iken {z}dA oluyorsa, §’ya yerel simetrik denir.
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Not 4.1.53. 1) (X,6) bir yakinimsi uzay , € X ve A C X olsun. Eger {z}dA ise

GO A olacak sekilde z’in bir 75-komgulugu vardar.
2) Her yakinlik yerel simetriktir.
3) Nokta simetri ve yerel simetri kalitsal 6zelliklerdir.

Onerme 4.1.54. Eger p yerel simetrik bir yakimmsihk, § C p ve 75 = 7, olacak sekilde
bir ¢ yakinimsilik varsa J da yerel simetriktir.

Kanit: z € X'in her G 75-komgulugu icin AJG olsun. Boylece (A, G) € § C p'dir
ve ApG olur. 7, = 75 oldugundan G, ayn1 zamanda 2’in 7, -komgulugudur ve p yerel

simetrik oldugundan {z}pA’dir. Buradan x ecl,A =cl;A olup {z}dA elde edilir. (I

Ornek 4.1.55. X = [0,1] € R ve her € > 0 icin V. = A U [{0} x [0,€)] U [{1} x
(1—-€61JU[(3 —€3) x ((0,6) U (1 —¢1))] olsun. Bu durumda U =< {V.]e > 0} >
alahm. Agiktir ki, lim._,(V;)™! = A’dir. Buradan 7;-1 ayrik topoloji olur ve bdylece,
Ty C 11 olacagimdan U nokta simetriktir. Y = (0,1) C X olmak iizere V = U|yxy

olsun. 4y bir yakinhk olmamasina ragmen 75, = 75, ’dir. Ciinkii 0y nokta simetriktir.
Onerme 4.1.56. (X,U) bir diizgiiniimsii uzay olsun. Asagidakiler denktir:
i) (X, dy) yerel simetriktir.
ii) Her U € U ve z € X igin V?(x) C U(x) olacak sekilde simetrik bir V' € U vardur.
i17) Her U € U ve x € X igin V1(V(z)) C U(z) olacak sekilde bir V € U vardur.

iv) Her x € X icin {UY(U(x))|U € U} ailesi, 2’in 74-komguluk siizgecinin bir taba-

nmidar.

Kanit: i) = ii) U € U ve v € X olsun. Oncelikle {z}d,(X — U(z))dir ve boylece
(X —U(2))6uG ile Gy (X — U(x)) olacak sekilde bir G € K, (x) vardir. Diger yandan
{z}ou(X — @) oldugundan bir H € K, (z) vardir ki (X — G)oH ve Hoy(X — G)
saglanir. V =T(X -U(z),G)NT(G, X —-U(z))NT(H,X —G)NT(X —G, H) olsun. Bu
durumda Us C U oldugundan V' € U’dur ve V simetriktir. Ayrica V(V(x)) C V(G) C
U(x)'dir.

i1) = 11i) V = V! oldugundan istenen elde edilir.

iti) = iv) N € K, (x) olsun. Bu durumda U(z) C N olacak sekilde bir U € U vardir.
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ii1)’den bir V € U i¢in V1(V(z)) C U(z) C N saglanir.

iv) = i) x € X ve 2'in her G 75,-komsulugu i¢in Ady,G ve {x}&, A olsun. Bu durumda
({z} x A)NU = 0 olacak sekilde bir U € U vardir. ANU(z) = (’dir. Ayrica iv)’den
V-1V (z)) C U(x) olacak gekilde bir V' € U vardir. Buradan ANV =1V (z)) = 0 olur.

Ancak bu, varsayim ile celigir. [

Tamim 4.1.57. Bir diizgiiniimsiiliige, oénceki 6nermedeki i) — iv) sartlarmdan birini

sagliyorsa yerel simetrik denir.

Onerme 4.1.58. Bir yerel simetrik diizgiiniimsiiliik ile uyumlu topolojik uzay regii-
lerdir.

Kamit: A C X kapahiver ¢ Aolsun.x € X—A'dirve bir U e Uicinz € U(z) C X—A
saglamir. U yerel simetrik oldugundan = € V=1V (z)) C U(z) olacak gekilde bir
V € U vardir. Ayrica z €clV(z) C V-1(V(z)) € U(z) € X — A’dir. Sonug olarak
r g AC X—clV(z) ve x € V(x) € K,,(x) oldugundan 7, regiiler elde edilir. OJ

Onerme 4.1.59. (X, 1) regiiler uzay ise P, yerel simetriktir.

Kanit: v € X ve U € K.(z) olsun. 7 regiiler oldugundan V' C U olacak sekilde bir
V € K,(z) vardir. Simdi H := Sy N Sy 3 olsun. Béylece, H(z) C V'dir. Ustelik
Sy #(X —U) = X — U oldugundan H'(H(z)) = V C U olur. Béylece P, yerel
simetrik elde edilir. [J

Yardimc: Teorem 4.1.60. (X,7) kompakt olmayan bir topolojik uzay ve F, X
lizerinde yigilma noktasi olmayan bir siizgeg olsun. Bu durumda {T(G, X — G)|G €
7,X — G € F} ailesi, 7 ile uyumlu olan tam simirhi gegigli bir diizgiiniimsiiliik i¢in bir
alttabandir.

Kanit: Kaniti Teorem 4.1.4e benzerdir.

Onerme 4.1.61. (X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger 7 ile uyumlu tiim yakinimsi
yapilar nokta simetrik ise (X, 7) kompakttir.

Kanit: F, X {izerinde y1g1lma noktas1 olmayan bir siizgec olsun. Yardimci Teorem 4.1.60
den {T(G, X — G)|G € 7, X — G € F} ailesi, 7 ile uyumlu olan bir ¢ diizgiiniimsiiliik
icin bir alttabandir. F' € F — {X}, z € F ve F kapali olsun. Bu durumda Fé,{z}'dir
ve 0y nokta simetrik oldugundan {x}d,F olur ki bu durum, z’in F’nin bir yigilma

noktasi oldugu anlamina gelir. [
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Onerme 4.1.62. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger P, bir diizgiinliik ise her z € X
icin x’i iceren en kiigiik agik kiime {:E_}’dir.

Kanit: z € X ve U = T(X — {z},{z}) olsun. Bu durumda P, bir diizgiinlik oldu-
gundan U~' € P,’dur ve béylece U~ (x) = {z} oldugundan {z}, 2’in bir komsulugu
olur. (X,7) tamamen regiiler oldugundan {z}, 2’in her komsulugunun altkiimesidir.

Buradan m, 2’1 igeren en kiiciik acik kiime olur. [J

Sonug 4.1.63. (X, 1) bir Ty uzay olsun. P, diizgiinliiktiir < 7 ayrik topolojidir.
Kanit: (=) ¢ € X alalm. Onerme 4.1.62’den {z} € 7’dir. y € {2} ve = # y ol-
sun. (X, 7), To oldugundan =z € G ve y ¢ G olacak sekilde bir G € 7 vardir. Yine
Onerme 4.1.62'den z € m C G'dir ve y ¢ G oldugundan y ¢ m bulunur. O halde
x = ydir. Boylece {z} C {2} olur ve {2} acik elde edilir.

(<) Her G € 7 i¢in (S¢)™' = Sx—¢)dir. 7 ayrik oldugundan X — G € 7'dir ve
(S¢)™ € P, olur. O

Tanim 4.1.64. X bir topolojik uzay, x,y € X ve m + @ olsun. Eger x ve y’nin

arakesitleri bog olan komsuluklar1 varsa, bu uzaya R; uzay denir.
Not 4.1.65. (X, 7) bir topolojik uzay olsun.
a) X bir Ry uzay ise Ry’dur.
b) X’in Hausdorff uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kogul, Ry ve T} uzay olmasidir.

Teorem 4.1.66. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. i)’den iv)’ye olan tiim durumlar

ardisigim gerektirir. Ustelik eger (X, 7) R; ise asagidakiler denktir.
i) 7 sonludur.
i1) Py, T ile uyumlu tek diizgiiniimsiiliiktiir.
i71) Her i¢ koruyan agik aile sonludur.
iv) (X, 1) kalitsal kompakttir.
v) 6p,, T ile uyumlu tek yakimimsiliktir.

Kanit: iv) = v) (X, 7) kalitsal kompakt ve §, 7 ile uyumlu bir yakinimsilik olsun. dp_,

7 ile uyumlu en ince yakimimsilik oldugundan ép, C &’dir. Simdi & C ép, oldugunu
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gosterelim. Adp_B olsun. Buradan AN B = () olur ve A kompakt oldugundan A§B’dir.
i) = i) U, 7 ile uyumlu bir diizgiiniimsiiliik olsun. 7 sonlu oldugundan tiim altuzay
topolojileri de sonludur. Topolojisi sonlu olan uzay kompakttir ve boylece (X, 7) ka-
litsal kompakt olur. (X, 7) kalitsal kompakt oldugundan [13]’e gore ve iv) = v)’den
0y = O0p_’dir ve boylece ¢ ile uyumlu en kaba diizgiintimsiiliik P, oldugundan P, C U
olur. 7 sonlu oldugundan Onerme 4.1.14’den U, € P, ’dir. X'’in her komsuag U, ’yu
icerdiginden U C P, olur.

it) = i) it)’den FT, = P dir. Boylece Sonug 4.1.16’den her i¢ koruyan agik aile
sonlu olur.

i11) = v) Bakimz [13].

v) = 1) (X, 7), Ry ve 0p_, 7 ile uyumlu tek yakinimsilik olsun. O halde dp_ nokta si-
metriktir. Onerme 4.1.61’den ve p_, 7 ile uyumlu tek yakmimsilik oldugundan (X, 7)
kompakt olur. Diger taraftan her kompakt R; uzay tamamen regiiler oldugundan P,
bir diizgiinliiktiir. Boylece 6nceki énermeden C = {{z}|z € X} ailesi, X’in bir acik
ortiisiidiir. Ayrica (X, 7) kompakt oldugundan C sonludur. Sonug olarak, her G € 1
icin G = U{{z}|z € G} oldugundan 7 sonludur. [J

Agagidaki sonuc dnceki teoremden aciktir.
Sonug 4.1.67. (X, 7) bir Hausdorff uzay olsun. Buna gore agagidakiler denktir:

a) X sonludur.
b) P,, 7 ile uyumlu tek diizgiiniimsiiliiktiir.

c) 0p,, 7 ile uyumlu tek yakinimsiliktr.

Ornek 4.1.68. Burada tek yakinmmsihik ile uyumlu iken birden fazla diizgiiniimsiilitk
ile de uyumlu olan bir uzay ornegi verilecektir: N = N — {0} ve 7, N {izerinde sonlu
tiimleyenler topolojisi olsun. (N, 7) kalitsal kompakt oldugundan 6nceki teoremden ép, ,
tek uyumlu yakimimsilik olur. Gy = N ve her n > 1 i¢in G,, = N — {1,2,...,n — 1}
kuralim. Bu durumda G = {G,|n € N} ailesi, N'in sonsuz bir i¢ koruyan agik ortiisii

olur. Teorem 4.1.15’den F7T, tam siirh degildir ve boylece F T, # P, olur.

4.2 Gegisgli Topolojik Uzaylar

Bu kesimde gegisgli topolojik uzaylar ile ilgili bazi temel teoremlere ve 6rneklere yer

verilmigtir. Burada, [3|, [5], [8], [14], [15], [16], [17] ve [18] nolu kaynaklardan yararla-
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nilmigtir.

Tamim 4.2.1. Bir (X, 7) topolojik uzayma, FN, = FT, oluyorsa gecisli denir.
Daha once bir topolojik uzayin diizgiinlegtirilebilir olmasi i¢in tamemen regiiler
olmasi gerektigi ifade edilmigti. Asagidaki 6nermede ise bir topolojik uzayin gecisli bir
diizgiinliik ile uyumlu olabilmesinin sarti verilecektir. Aciktir ki; her diizgiinliik bir
diizgiliniimsii oldugundan gecisli civarlardan olusan bir tabana sahip olan diizgiinliikler
geciglidir. Temel kavramlar boliimiinde tanimi verilen " sifir-boyutlu uzay " kavramini

hatirlayarak agagidaki karakterizasyonu verelim.

Onerme 4.2.2. (X,7) bir topolojik uzay olsun. 7 ile uyumlu gecisli bir diizgiinlii-
giin olmas igin gerek ve yeter sart (X, 7)nun sifir-boyutlu olmasidir. Eger (X, 7) bir
sifir-boyutlu uzay ve A, X’in tiim agik bdoliintiilerinin ailesi ise sayfa 51’deki tanim ile
olugturulan U, yapisi, 7 ile uyumlu en ince diizgiinliik olur.

Kanit: (=) U, 7 ile uyumlu gegisli bir diizgiinliik olsun. Not 2.2.9’dan U’nun simetrik
civarlardan olugan bir tabani oldugu bilinmektedir. Ayrica U, bir diizgiinliik oldugun-
dan her bir civar A’y1 kapsar. Bu durumda U’ nun X iizerindeki denklik bagintilarindan
olugan bir B tabani vardir. Her x € X ve B € B i¢in B(x), hem agik hem kapal oldu-
gundan {B(x)|z € X, B € B} ailesi 7 i¢gin hem acik hem kapal kiimelerden olugan bir
tabandir. Boylece (X, 7) sifir-boyutlu olur.

(<) A, X’in tiim agik béliintiilerinin ailesi olsun. Her C € A igin C i¢ koruyan ve UA,
7 icin bir alttaban oldugundan Uy, 7 ile uyumlu gecisli bir diizgiinliik olur. Simdi de
U nin 7 ile uyumlu en ince gecigli diizgiinliik oldugunu gosterelim. V, 7 ile uyumlu
gecigli diizgiinliik ve B, V’'nin denklik bagintilarindan olugsan tabani olsun. Her B € B
i¢in {B(z)|x € X} € A’dir ve boylece B € Uy olur. Sonug olarak V C U, elde edilir.
O

Onerme 4.2.3. (X, 1), yerel kompakt sifir boyutlu Hausdorff uzay olsun. 7 ile uyumlu
en kaba diizgiiniimsiiliik gecislidir.

Kanit: ¢, Yardimc1 Teorem 3.2.39°de tanimlanan giiglii icerme ile belirlenen yakinim-
silik olsun. Bu durumda ¢, 7 ile uyumlu oldugundan Us da 7 ile uyumlu en kaba
diizgiiniimsiiliiktiir. Bir T'(A, B) € Us elemaninin gegisli bir civar kapsadigimi gostere-
lim. B # () ve A6B olsun. Bu durumda A ¢ K € G C X — B olacak sekilde bir
kompakt K kiimesi ve bir agik G kiimesi vardir. (X, 7) sifir boyutlu oldugundan K'nimn
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hem agik hem kapali oldugunu varsayabiliriz. Simdi, U = T'(K, X — K) olsun. Yardimci
Teorem 3.2.39°deki < giiclii icerme tanimindan K < K’dir ve dolayisiyla U € Uy olur.
Diger yandan, U gegislidir ve U C T'(A, B)'dir. O

Yardimci Teorem 4.2.4. U4, bir X kiimesi iizerinde gecigli bir diizgiiniimsiiliik ise U,,
da gecislidir.
Kanit: V, X iizerinde {T(G, X —G)|Géy (X —G)} alttabani ile iiretilen diizgiiniimsiiliik
olsun. V, U’dan daha kaba olan bir tam sinirh diizgiiniimsiiliik oldugundan V C U,,’dur.
Simdi 0y C 9y oldugu gosterilirse V = V,, = U5, D U;, = U, olacagindan V = U,
bulunur ve istenen elde edilir. O halde 6, C &, oldugunu gosterelim: AdyB olsun.
Buradan gegigli bir U € U civart igin (A x B) NU = @’dir. Ayrica U N (U(A) x (X —
U(A))) = 0 oldugundan V := T(U(A), X — U(A)) € V'dir. Boylece (A x B)NV =)
olur ve AdyB bulunur. OJ

Simdi tanimz, 2.1. alt béliimiinde verilen "sifir-kiime" kavramini ve Onerme 4.1.25°de

verilen Ue , Ue- gosterimlerini hatirlayarak agagidaki teoremi ifade edebiliriz:
Teorem 4.2.5. (X, 7) tamamen regiiler uzay olsun. Agagidakiler denktir:

a) Eger R, bir Z sifir-kiimesini iceren bir sifir-olmayan-kiime ise Z C H C R olacak

sekilde hem acik hem kapali bir H kiimesi vardir.
b) Her sifir-kiime, hem agik hem kapali kiimelerin sayilabilir kesigimidir.
c¢) 7 ile uyumlu olan en ince diizgiinliik gegislidir.
d) Ue- gegisli bir diizgiinliiktiir.
e) Ue gecisli bir diizgiinliiktiir.

Kanit: Teoremin kanitina ¢ok uzun oldugu i¢in bu ¢caligmada yer verilememistir. Ancak

ilgili okuyucular kanmita [3, Teorem 6.4]’den ulagabilir. (J

Tanim 4.2.6. Teorem 4.2.5’de bulunan denklik sartlarindan herhangi birini saglayan

bir tamamen regiiler uzaya gi¢li-sifir-boyutlu uzay denir.
Not 4.2.7. Her giiclii-sifir-boyutlu uzay sifir-boyutludur.

Onerme 4.2.8. Her sifir-boyutlu Lindel6f uzay1 giiclii-sifir-boyutludur
Kanit: (X, 7) bir sifir-boyutlu Lindel6f uzay, Z bir sifir-kiime ve R, Z’yi igeren bir sifir-

olmayan-kiime olsun. Her x € X i¢in G, N Z # () iken G, C R olacak sekilde hem acik
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hem kapali G, kiimesi alahm. Bu durumda {G,|z € X} ailesi sayilabilir {G,, |n € N}
altortiisiine sahiptir. Her n € N i¢in H,, = G, — U;«,Gy, ve H = U{H,|H, N Z # (}}
kuralim. O halde H hem acgik hem kapal bir kiimedir ve Z C H C R’dir. J

Sonug 4.2.9. Bir sayilabilir regiiler uzay ile uyumlu en ince diizgiinliik gegislidir.
Kanit: [8, Sonug 6.2.8]'den sayilabilir regiiler uzay giicli-sifir-boyutludur. Boylece Ta-

nim 4.2.6 ve Teorem 4.2.5 ¢)’den 7 ile uyumlu olan en ince diizgiinliik gegiglidir. O

Tanim 4.2.10. Bir (X, 7) topolojik uzaymnda acik kiimelerin bir sayilabilir ailesinin

arakesiti agik oluyorsa (X, 7)’ya P-uzay: denir.

Onerme 4.2.11. (X, 7) bir tamamen regiiler P-uzay ise giiclii-sifir-boyutludur.
Kanit: U, 7 ile uyumlu en ince diizgiinliik, U € U ve < U, >, U'nun simetrik ci-
varlarmin bir normal dizisi olsun. Bu durumda V' = N2, U, gecisli oldugundan, v, X

tizerinde bir denklik bagintisidir ve her x € X igin V(z) = N2

n=1

Un(x) kiimesi agiktir.
Oyleyse V gecisli komsuagi ve V C U oldugundan ’nun gecisli ve simetrik civarlardan

olusan bir taban1 vardir ve buradan U gecislidir. [J
Teorem 4.2.12. (X, 1) bir T, topolojik uzay olsun. Buna gore, agagidakiler denktir:
i) (X, 1) giicli-sifir-boyutlu ve metriklenebilirdir.
i1) 7 ile uyumlu ve sayilabilir gecisli tabani olan bir U diizgiinligi vardir.
i11) (X, 7) Argimed Ozelligini saglamayacak bigimde metriklenebilirdir.

Kamt: i) = i) d, X iizerinde 7 ile uyumlu bir metrik ve her n € N i¢in U,, =
{(z,y)|d(z,y) < 27"} olsun. Her n € N i¢in U, 7 ile uyumlu en ince diizgiinliigiin bir
elemani oldugundan V,, C U, olacak gekilde en ince diizgiinliigiin bir V,, civar1 vardir.
(X, 1) giigli-sfir-boyutlu oldugundan bu en ince diizgiinliik gegislidir ve boylece V,
denklik bagintisidir. Bu durumda {V,,|n € N}, 7 ile uyumlu olan bir diizgiinliik i¢in
sayilabilir gecigli bir taban olur.

i1) = 4i1) U, T ile uyumlu ve sayilabilir ge¢isli bir taban1 {U,,|n € N} olan bir diizgiinliik
olsun. Genelligi bozmaksizin, her n € N i¢in U,,, C U, ve U, simetrik kabul edelim.
Her z € X i¢in d(z,z) = 0 tamumlayalim. x # y icin (z,y) € U, olan en kii¢iik j pozitif
tam sayis1 n olmak iizere d(x,y) = 27" olsun. Bu durumda U; = U oldugundan d, 7
ile uyumludur ve Argimed-ozelligi gostermeyen bir metriktir.
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i) = 1) (X,d), Argimed-ozelligi gostermeyen ve 7 = 7, olacak gekilde bir metrik
uzay ve F, X’in kapali bir altkiimesi olsun. Her n € N i¢in V,, = {(z,y)|d(z,y) < 1}
kuralim. V,,(F') agiktir ve ayrica V,,(F')’deki her yakinsak dizinin limiti yine V,,(F')’'de
oldugundan kapaldir. F = N, V,,(F) oldugundan 6nceki teoremin b) gikkina gore
(X, 1q), giicli-sifir-boyutludur. O

Onerme 4.2.13. Her P-uzay: geciglidir.
Kanit: Onerme 4.2.11'un kamtinda belirtildigi gibi, P-uzaymin komsuaglarinin bir

normal dizisinin elemanlarinin arakesiti gecisli komsuagi oldugundan istenen elde edilir.

O

Onerme 4.2.14. Kapali gecisli uzaylarin her sayilabilir birlegimi gecislidir.

Kanit: X = U° | F,, ve F,,, X'in kapali ve gecigli altuzay1 olsun. U, X’in bir normal
komsuagr ve < U, >, U} C U olacak sekilde X’in komsuaglarimin bir normal dizisi
olsun. Her n € N i¢in F;, altuzaylarinin V,, C U, olacak gekilde bir gecisli V,, komguagi
vardir. Onerme 4.1.40’den her n € N icin W, N (F, x F,,) = V,, olacak sekilde bir W, €
FT x vardir. Her z € X i¢in m(z) ile {n € N|z € F,} kiimesinin en kiiciik eleman1
gosterilsin. Simdi, X uzaymin bir W komsuagimi su sekilde tanmimlayalim: W(z) =
(Winte) N Una))(@) = U{Ealn < m(x)}.

Boylece, Onerme 3.1.29°a gore W komsuagi icin tanimli W ikili bagintisi, gecisli
olur. Bu durumda, W* C U oldugunu gosterelim: (z,y) € W> ve k, (z,y) € W"
sartini saglayan n € N pozitif tamsayilarinin en kiiciigii olsun. Bu durumda sonlu bir
T = T1,T9, ..., Tk, Tpr1 = y dizisi vardir ki; her ¢ < k igin (x;, z,41) € W olur. Ayrica
her i < k igin m(x;) < m(z;yq)'dir. Simdi m(z;) = m(x;41) = m(x;12) = m olacak
sekilde bir i < k sayist var olsun. Bu durumda z;., € Wy, (x;) N F,, = V,,(x;) dir
ve benzer olarak ;.5 € Vi, (x;11) olur. Boylece ;40 € Vi(x;) C Wi(x;) N Upn(xy)
olacagindan (z;, z;,2) € W’dir ve buradan (z,y) € W*! bulunur. Bu ise k’nin se¢imi
ile celisir. O halde her ¢ < k i¢in m(z;) < m(z;12) olmahdir. Boylece (z,y) € Upy(ay) ©
Un(z2) © *** © Up(zy) CUroUpoUyoUso-+-0U,oU, C (Up)* CU olur. O

Not 4.2.15. Bir gecisli uzaym acik stirekli goriintiisii gecigli olmasi gerekmedigine
ornek [3, Boliim 6.34]’de verilmigtir. Buna ragmen geg¢igli uzaylarin kapal siirekli go-

riintiileri i¢cin durum farkhidir:
Onerme 4.2.16. Bir gecisli uzaymn kapali siirekli goriintiisii gecislidir.

Kanit: (X, 7) bir topolojik uzay ve f : X — Y siirekli kapal bir doniigiim olsun. Y 'nin
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komsuaglarinin bir < U, > normal dizisi U; = U olacak sekilde vardir. Her n € N
igin X’in bir < V,, > komguagmni, her x € X igin V,(z) = f~(U.(f(z))) seklinde
tamimlayalim. Aciktir ki; < V,, > bir normal dizidir. O halde V;, X’in bir normal
komguagidir. W C Vj olacak sekilde W, X’in bir gecisli komguagi olsun. Her y € Y icin
Qly) =Y — f(X =W (f1(y))) olacak gekilde Y 'nin bir Q komsuagini tanimlayalim. f
kapali oldugundan @ bir komguagidir. W C V; oldugundan @) C U; C U’dur. Simdi 2z €
Q(y) olsun. Bu durumda z ¢ f(X — W(f'(y))) oldugundan f~1(z) € W(f *(y))dir
ve W gegisli oldugundan W(f~1(z)) € W2(f~*(y)) = W(f*(y)) bulunur. Béylece
Q(z) C Q(y) olup @nun gegisli oldugu goriiliir. O

Sonucg 4.2.17. Gegisli topolojik uzay olma &zelligi homeomorfizma altinda korunur.

Onerme 4.2.18. (X,7) gecisli bir uzay olsun. X’in bir acik ve bir kapali kiimenin
arakesiti seklinde yazilabilen her altuzay1 gecislidir.
Kanit: S C X ve S, bir agik ve bir kapali kiimenin ara kesiti gseklinde yazilsin. Bu
durumda Sonug 4.1.41’den FN x|sxs = FNg ve FT x|sxs = FT s oldugundan S’nin
her normal komguag: bir gecisli komguag: kapsar. [

Agagidaki iki sonug, onceki énermeden agiktir.
Sonug 4.2.19. Bir gecisli uzayin her agik altuzayi gecislidir.
Sonuc 4.2.20. Bir gecisli uzayin her kapali altuzay: gegislidir.

Sonug 4.2.21. Bir Hausdorff gecisli uzayin her yerel kompakt altuzay: geciglidir.
Kanit: Hausdorff uzaylarda yerel kompakt altuzaylar bir kapal ve bir agik kiimenin
arakesiti seklinde yazilabildiginden istenen elde edilir. [J

Simdi, gecisli olmayan 6nemli bir topolojik uzay 6rnegi verelim.

Ornek 4.2.22. (Kofner Diizlemi) X = R? olmak iizere her 2 = (z¢,10) € X ve her
e > 0 i¢in C(z,€) ile = merkezli € yarigapli, z-ekseninin yukarisinda ve xy’da bu eksene
teget yuvar gosterilsin. Her negatif olmayan n tamsayist i¢in U, = {(z,y)|y = = veya
y € C(x,27™)} ve her pozitif m tamsaysi i¢in U, ,, = U, N {(x,y)|m(y) — me(z) <
27} olsun (m, ikinci izdigiim déniigiimiidiir.). U, = UZ2,, oldugundan {U,|n € N}
ailesi, X iizerindeki bir U diizglinlimsiiliigii i¢in tabandir. Bu gekilde olugturulan (X, 1)
topolojik uzayina Kofner Dizlem: denir. Kofner Diizlemi gecisli degildir:

Uy, bir W gegisli komsuagini igersin. Her m,n € N i¢in A(m,n) = {z|Unn(zx) C
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W(x),Vj € N:U;,—1(x) ¢ W(z)} karahm. X = U{A(m,n)|m,n € N} oldugundan
Baire Kategori Teoremi’ nden G' C mg olacak gekilde Oklid topolojisine gore
acik olan bir G kiimesi ve m,n € N vardir. Simdi, x € A(m,n) N G olsun. G, Oklid
topolojisine gore acitk oldugundan bir j > m tamsays1 vardir ki, U;,(z) C G olur.
Buna gére, B = A(m,n)NUj,(r) kuralim. Bu durumda U;,,(v) C B ve B C U;,(z) C
Upn(z) C W(z)dir. 2 € Uj,_1(z) olsun. Buradan bir p € U;,(z) C B vardir ve z €
U;n(p) olur. O halde U;,_1(z) C U;,(B)’dir. Genelligi bozmaksizin, z # p oldugunu
varsayalim. Her ¢ € X icin S(t,¢€) ile ¢ merkezli € yaricaph Oklid topolojisinde taniml
yuvar gosterilsin. S(z,€) C U;n(p) olacak sekilde ¢ > 0 segelim. p € B oldugundan
bir y € S(p,e) N B vardwr. Buradan z € Uj,(y)'dir ve B C A(m,n) oldugundan
Unn(B) C W(B) C W(W(x)) C W(z) olur. Béylece U;,_1(z) C W(x) celiskisi elde
edilir.

Simdi, artik gecisliligin keyfi altuzaylara gore kalitsal olmadigima o6rnek, Kofner

Diizlemi yardimiyla verilebilir.

Ornek 4.2.23. X = (R? x {1}) U (R? x {—1}) olsun. Her r = (r,75) € R? ve n € N
icin S, (1), z-ekseni iistiinde ve r;’de bu eksene teget olan 27" yaricaph acik disk olsun.
Benzer sekilde Sn_l(r), x-ekseninin altinda ve r;’de bu eksene teget olan 27" yaricaph
agik disk olsun. Her r € R%, n € N ve i € {1,—1} igin (r,7) noktasinda K, (r,i) temel
acik komguluklarini tamimlayalim. Burada K, (r,1) = [(S,(r) U {r}) x {1} U [S.(r) X
{1} ve K, (r, 1) =[S, ' (r) x {1}U[(S, " (r)U{r}) x {—1}]dir. X iizerinde bu temel
agik komguluklari veren taban ile iiretilen topolojiyi diigiinelim. Bu durumda R? x {1}
ve R? x {—1} uzaylarn Kofner diizlemine homeomorf oldugu icin gegisli degillerdir,

ancak X gecislidir?.

Onerme 4.2.24. (X, 7), biri ack veya kapali olan iki gecisli altuzaym birlesimi sek-
lindeyse gecislidir.

Kanit: Genelligi bozmaksizin X = AU B, AN B = 0, A agk ve gecisli, ayrica B’nin
kapali ve gegisli oldugunu kabul edelim. Simdi, (U;)® C U olacak sekilde U ve U;
X’in normal komguaglari olsun. Buna goére, V' C U; N (A x A) olacak gekilde A’nin
bir V' gegisli komguagmi ve W C U; N (B x B) olacak gekilde de B'nin bir W gecisli
komsuagini secelim. Onerme 4.1.40'daki gibi V* = VU (B x X) ve W* = WU (X x A)

8Burada A(m,n) ile A(m,n) kiimesinin Oklid topolojisine gére kapamg gosterilmektedar.
°[15 ,Ornek 1]
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kiimelerini kuralim. Bu durumda, Q = W*NV*NU; = WUV U ((B x A)NU;)dir ve
Q>, X’in gegigli bir komguagidir. Béylece Q> = Q3 C (U;)? C U olur. J

Onerme 4.2.24’den asagidaki sonuc kolayca elde edilir.
Sonug 4.2.25. Sonlu sayidaki acik (veya kapal) gegisli uzaylarin birlegimi gecislidir.

Teorem 4.2.26. Acik gecisli uzaylarin her sayilabilir birlesimi gecislidir.

Kamt: X = U2 |G, ve G, X'in acik ve gegisli altuzayi olsun. Go = () ve Onerme 4.2.24%¢
gore genelligi bozmaksizin her n € N igin GG,, C G, 1 oldugunu kabul edelim. Her x € X
icin m(x), z € G, — G, sartim saglayan dogal say1 olsun. U, X’in bir normal komgu-
ag1 ve < U, >, X'in, (U;)? C U sarti saglayan bir normal dizisi olsun. Her n € N i¢in
UnN (G, X Gy), G, gecisli uzayimin bir normal komguagidir. Buradan V,, C U,, olacak
sekilde G,’in bir gegisli komguagi V,, vardir. Simdi, V = U2, [V, N (G, — Gp_1) X Gy
olsun. V> C U oldugunu gosterelim. (z,y) € V™ ve k, (z,y) € V™ gartin1 saglayan
n pozitif tamsayilarinin en kiiciigii olsun. Bu durumda 1 < i < k igin (25, x;41) € V
olacak sekilde sonlu bir x = xy,29,..., Tk, Tpr1 = y dizisi vardir. Her ¢+ < k igin
m(xz;) > m(z;y)’dir. Ayrica her m(z;) = m(z;41) igin (x4, 2,40) € V olur ki, bu da
kE'min secimi ile celigir. O halde her ¢ < k i¢in m(x;) > m(z;y11) olmahdir. Béylece

(2,9) € Un(ay) © Um(zg) © 0 Upzy) CUroUso---0Uy C (Up)* C U olur. O

Onerme 4.2.27. (X,7) bir topolojik uzay ve C = {C;|i € I}, X’in bir nokta sonlu
acik Ortiisii olsun. C'nin her elemamni gegisli bir altuzay ise (X, 7) gegislidir.

Kanit: V', X’in bir normal komguag: olsun. Her ¢ € I igin C;’nin bir gecisgli komguagi
V; vardir ki her z € C; i¢in V;(z) C V() olur. Simdi W = {(x,y)|z € C; = y € Vi(z)}
kuralim. Bu durumda W, X’in gecisli bir komguagidir ve W C V'’dir. [J

Tanim 4.2.28. Bir topolojik uzaya, kapali ayrik altuzaylarin sayilabilir birlesimi olarak

vazilabiliyorsa F,-ayrik uzay denir.

Sonug 4.2.29. Her F,-ayrik uzay gecislidir.
Kamit: Ayrik topolojik uzay ayrik diizgiinliik ile uyumludur ve ayrik diizgiinliik de
geciglidir. Ayrik diizgiinliik, ayrik topoloji ile uyumlu en ince diizgiiniimsiiliik oldugun-
dan ayrik topolojik uzay gecislidir. Bu durumda, Onerme 4.2.14 gbz oniine alinirsa,
F,-ayrik uzay gecisgli olur. U

Tezin kalan kisminda " her metriklenebilir uzayin gecigli oldugu " temel sonu-

cuna ulagmak icin orto-kompakt" ve "yari-hesaplanabilme" kavramlarina ihtiyag var-
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dir. Orto-kompakthik hakkinda detaylara [3] nolu kaynaktan ve yari-hesaplanabilirlik
ile ilgili detayl bilgiye [17] nolu kaynaktan ulagilabilir.

Tanim 4.2.30. Bir topolojik uzayin her acik ortiisiiniin bir i¢ koruyan acik incesi varsa

bu uzaya orto-kompakt uzay denir.

Onerme 4.2.31. Her para-kompakt uzay orto-kompakttir.
Kanit: Bir noktay1 iceren agik kiimelerin sayisi sonlu ise, bu kiimelerin arakesiti de
acik olur. Boylece tanimlardan; her nokta-sonlu agik 6rtii, i¢ koruyan oldugundan her

para-kompakt uzay orto-kompakttir. [J

Tanim 4.2.32. Bir (X, 7) topolojik uzayinda, X’in kapalh her E altkiimesine karsilik
X'in agik altkiimelerinin bir < E), > dizisi; 72 B, = E,hern € Nve E C F =Ny, F,

icin E,, C F), olacak gekilde bulunabiliyorsa (X, 7)’ya, yari-hesaplanabilirdir denir.

Onerme 4.2.33. Her metrik uzay yari-hesaplanabilirdir.
Kanit: [17])'da verilen Sonug 1.4, T ve birinci sayilabilir oldugu bilinen metrik uzaylar
icin de gecerli bir karakterizasyon sagladigindan istenen aciktir. [

X bir yari-hesaplanabilir uzay, < x,, >, X’te bir dizi ve < V,, >, X’in komguaglari-
nin azalan bir dizisi olsun. Her n € N i¢in p € V,(z,,) iken p, < x,, >’in y1gilma noktas

oluyorsa < V,, >’e X’in bir yari-hesab: denir.

Yardimci Teorem 4.2.34. U, bir yari-hesaplanabilir. X uzayinin bir komguag: olsun.
X orto-kompakt ise her x € X igin V(z) C U(y) ve {x,y} C U(z) N U!(z) olacak
sekilde y, z € X olmasini saglayacak gekilde bir V' € F7T . vardir.
Kanmit: < U, >, U, C U sartin1 saglayan X’in bir yari-hesab1 ve her n € N icin
H, = {z € X|(U,) ' (x) C U,(x)} olsun. Bu durumda US>, H, = X'dir. Simdi her
r € X igin k, = min{n € N|z € H,} tanimlayalim. Ayrica, < V,, >, komsuaglarinin
bir dizisi ve {(V;,)%(z)|z € X}, {U,(z)|z € X} kiimesinin bir incesi olsun. Buna gore,
V = {(z,9)|ly € Vi,(®) — Uper, Hy} kuralm ve z € X , z € Hy, N (U, N Vi, )(2)
alalim. Bu durumda (Vj,)%(x) C Uy, (y) C U(y) olacak sekilde y € X vardir. Boylece
{z,y} € U'(z) oldugu agiktir ve 2 € Hj, oldugundan (U, )~ '(z) C U(z) ile = €
(Ur,) ' (z) C U(z) elde edilir. Aynica y € (Uy,) () C U(z)dir ve boylece {z,y} C
U(z) olur. Buradan {z,y} C U(z) N U~!(z) bulunur. Simdi (a,b), (b,c) € V olsun. Bu
durumda k. > ky > k,'dir. O halde ¢ € (V,)%(a) — Uper, Hy = Vi, () — Uper, H,, ve
(a,c) € V bulunur. Buradan V' gegislidir. O
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Teorem 4.2.35. X bir yari-hesaplanabilir orto-kompakt uzay ise gegiglidir.
Kanit: W, bir normal komguagi ve U? C W olsun. Yardimci Teorem 4.2.34’den V' C U3
olacak gekilde bir V' € FT . vardir. [J

Yukarida elde edilenler 1s181nda, bu tez caligmasinin énemli bir sonucu, bu agamada

ifade edilebilir.

Sonug 4.2.36. Her metriklenebilir uzay gecislidir.

Kanit: (X, 7) bir metriklenebilir uzay olsun. Bu durumda (X, 7) yari-hesaplanabilirdir.
Diger yandan, [18, Sonug 1)’e gore (X, 7) metriklenebilir uzayimin parakompakt oldugu
bilinmektedir. Boylece Onerme 4.2.31°e gére (X, 7) topolojik uzay1 orto-kompakttir. O

halde Teorem 4.2.35’den (X, 7) uzayimnin gecisli oldugu sonucuna ulagilir.(J]

Ornek 4.2.37. (R, 7.) 6klid topolojik uzay1 ve tiim alt uzaylar metriklenebilir oldu-

gundan Onceki sonuca gore gecisli uzaylardir.
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5 SONUCLAR

Klasik topolojide, topolojik uzaylarin diizgiinlestirilebilir olmas i¢in uzayin tamamen
regiiler olmasi, gerek ve yeter kosul iken, tiim topolojik uzaylarin, hi¢ bir kosul ol-
maksizin Pervin diizgiiniimsii yapilar sayesinde diizgiiniimsiilestirilebilir oldugu, bu tez
caligmasinin iiciincii béliimiinde ifade edildi.

Buna ragmen, ikili topolojik uzaylar teorisine bakildiginda, bir ikili topolojik uza-
yin ikiger tamamen regiilerlik aksiyomunu saglamasinin, diizgiiniimsiilestirilebilir olmak
icin gerek ve yeter kogul oldugu ise, yine tezin iigiincii boliimiinde kanitiyla sunuldu.
Bu durum, topolojide asimetrik yapilarin, yani, simetrinin bulunmadig: yapilarin dogal
bi¢imde ortaya c¢ikardigi bir sonuctur.

Diger yandan, diizgiiniimsii yapilarin 6zel bir tiirii olan gegisli diizgiinlimsii yapilar,
ilk olarak, 1982’de Fletcher ve Lingdren [3]'de tanimlamigtir. Ozel olarak, ince gecisli
diizgiliniimsiilerin yapisi, asimetrik topoloji literatiiriinde kullanigh cesitli sonuclar or-
taya c¢ikarmig, iistelik yakinimsilar ile diizgiiniimsiiler arasinda kuvvetli iligkilerin elde
edilmesini saglamigtir.

Sozii edilen sonuglar igerisinde, bir temel yapi olarak "gecisli topolojik uzaylar te-
orisi" ortaya c¢ikmigtir. Gegisli topolojik uzaylarin 6zellikleri dérdiincii boliimiin son
alt boliimiinde 6rnekler ile ele alindi. Burada deginilmesi gereken birkac noktay: ifade

edelim:

e Kompaktlikta oldugu gibi gecislilik de topolojik uzaylarda kalitsal bir 6zellik de-

gildir. Buna ragmen,
e Bir gecigli topolojik uzayin, acik alt kiimesi gecisli alt uzay, ve
e Bir gecisli topolojik uzayin, kapali alt kiimesi, gecisli alt uzaydir.

Diger yandan, gegisli uzaylar teorisinin, orto-kompakt ve yari-hesaplanabilir uzaylar

ile iligkisi, asagidaki 6nemli sonucu ortaya koymustur.
"Ti{im metriklenebilir uzaylar gecislidir”

Boylece 6zel olarak, reel sayilar ve tiim alt kiimelerinin dogal (agikar) topoloji ile

gecisli topolojik uzaylar olduklari da bu tez ¢aligmasinda agik¢a goriilmiigtiir.
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