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Bu tezde, asimetrik   topolojiye   özgü  olarak  oluşturulan,  geçişli düzgünümsü 
uzayların teorisi ve bu teori içerisinde  doğal biçimde  geliştirilen  geçişli topolojik 
uzayların  temel özellikleriyle  birlikte, elde edilen  çeşitli  sonuçlar  hakkında  
detaylı  bir derleme çalışması sunulmuştur. 

Tez, beş bölümden oluşmaktadır.  

İlk   bölüm  olarak  Giriş  bölümü ile başlayan tezin ikinci bölümünde,  tez 
çalışması  içerisinde ihtiyaç duyulan bazı kavramlar ve sonuçları içeren temel 
bilgiler, topoloji  ve düzgünlük teorileri çerçevesinde ifade edilmiştir. 

Bunu takiben, literatürde asimetrik yapılar olarak bilinen düzgünümsü ve yakınımsı 
uzaylara,  üç  alt bölümden oluşan üçüncü bölümde detaylarıyla  yer verilmiştir. 
Burada,  düzgünümsü ve yakınımsı uzayların  birbirleri ile  ilişkilerinin yanı sıra,   
bu  yapıların,  topolojik ve  ikili topolojik uzaylar ile  olan  çeşitli    bağlantıları  da  
incelenmiştir. 

Tezin   ana fikrini  oluşturan  dördüncü bölümünde, geçişli düzgünümsü yapıların 
teorisi, geçişli düzgünümsü uzaylar ve geçişli topolojik uzaylar olarak iki alt 
bölümde ele alınmıştır. Buna göre; teoriyi geliştiren  bazı önemli 
karakterizasyonlar, örnekler ve  teorinin  temel sonuçlarıburada  geniş ölçüde  
sunulmuştur.  

Dördüncü bölüm, her metriklenebilir uzayın  bir geçişli uzay  olduğu gerçeğinin 
kanıtlanması, ve ilişkili bir  örnek ile tamamlanmıştır. 
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Son kısım olan beşinci bölümde ise, tez  çalışmasında  elde edilen  bazı önemli 
sonuçlara  kısaca  değinilmiş  ve   tez,  kaynaklar dizini ile  sonlandırılmıştır. 

 

 

 Anahtar Kelimeler:    Düzgün uzay, simetrizasyon, asimetrik topoloji, geçişli 
düzgünümsü uzay, metriklenebilir uzay, komşuağı,  Pervin düzgünümsü  uzay, geçişli 
topolojik uzay, tam sınırlı metrikimsi uzay, düzgün sürekli  fonksiyon, ikili topolojik 
uzay, ikişer tamamen regüler uzay, sıfır –küme, yakınımsı uzay, yakın sürekli 
fonksiyon, düzgünleştirilebilir uzay, sıfır –boyutlu uzay, Arşimed özelliği, yarı-
hesaplanabilir uzay, orto-kompaktu zay. 
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In this thesis, a  detailed compilation study about the theory of transitive quasi-

uniform spaces constructed  in   peculiar to asymmetric topology as well as  the 

various results, together with the fundamental properties of  transitive topological 

spaces developed within this theory, was presented. 

The thesis consists  of five sections.  

In the second section of the thesis which starts with Introductionsection,  the basic 

knowledge containing some concepts and results required  inside  the thesisis 

mentioned  in the context of  the theories  of  topology and uniformity. 

Following that,  quasi-uniform and quasi-proximity spaces known as asymmetric 

structures in the literature, are mentioned in detail, in the third section consisting of 

three subsections. Here, some various connections between the structures of  quasi-

uniform and quasi-proximity, and topological –bitopologica lspaces have been  

investigated, besides there lationships among these structures. 

In the fourth section comprising the  main topic of thesis, the theory of transitive 

quasi-uniform structures is handled in two subsections  as the transitivequasi-uniform 

spaces and the transitive topological spaces. According to that,  some important 

characterizations, examples and fundamental results effecting  in  improving this 

theory are presented  here, widely.   
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The fourth section is concluded by proving that the fact every metrizable space is 

transitive,  and with an associated example. 

In the last part which is the fifth section, some major results which are obtained  in 

that theory are mentioned,  briefly and the thesis finished with the references list. 
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1 G�R��

Weil, düzgün yap�larla ilgili çal�³mas�n� 1937'de yay�nlad�ktan üç y�l sonra Tukey, düz-

günlüklere örtüsel yakla³�m� önermi³tir. Düzgünümsü yap�lar üzerine çal�³malar ise

1948'de Nachbin'in " topolojik s�ral� uzaylar " çal�³mas� ile ba³lam�³t�r.

Düzgün yap�lar gibi düzgünümsü yap�lar da bir topoloji üretir. U düzgünümsü

yap�n�n tersi olan U−1 süzgeci de bir düzgünümsüdür. Böylece düzgünümsü yap�lar,

do§al olarak ikili topolojik uzaylarla ba§lant�l�d�r. Kelly, 1963'deki çal�³mas�nda bu

ili³kiden bahsetmi³tir. BirX uzay�n�n düzgünle³tirilebilir olmas� için o uzay�n tamamen

regüler olmas� gerekirken; ikili topolojik uzaylarda uzay�n iki³er tamamen regüler olmas�

bu uzay�n düzgünümsüle³tirilebilir olmas�n� gerektirmektedir.

Yak�n�ms� kavram� ise, tam s�n�rl� düzgünümsülerle ili³kili olarak ortaya ç�km�³t�r.

Ayr�ca görülmü³tür ki; bir yak�n�ms�dan elde edilen düzgünümsünün üretti§i topoloji

ile o yak�n�ms�dan elde edilen topoloji çak�³maktad�r.

Herhangi bir topolojik uzayla uyumlu en ince düzgünümsü, her zaman geçi³li civar-

lardan olu³an bir tabana sahip olmak zorunda de§ildir. Ancak, metriklenebilir uzaylar

ile uyumlu en ince düzgünümsünün geçi³li civarlardan olu³an bir taban� daima vard�r.

Bu çal�³mada düzgünümsü yap�lar civarlar yoluyla ele al�nm�³t�r. Giri³ bölümü olan

birinci bölümde asimetrik topolojik uzaylarla ilgili baz� çal�³malar�n tarihsel süreçleri

verilmi³tir.

�kinci bölüm, tezde hat�rlat�lmas�na ihtiyaç duyulan baz� temel kavramlardan olu³-

mu³tur.

Üçüncü bölümde, düzgünümsü ve yak�n�ms� uzaylar ve bu yap�larla ilgili baz� temel

teoremler verilmi³tir. Bu asimetrik yap�lar�n topolojik uzaylarla ili³kisi incelenmi³tir.

Topolojik uzaylarda sa§lanmayan baz� özelliklerin bu uzaylarda sa§land�§� görülmü³-

tür. Örne§in, düzgünümsü uzaylarda bölüm dönü³ümlerinin çarp�m� yine bir bölüm

dönü³ümü iken topolojik uzaylarda bu durum geçerli de§ildir.

Dördüncü bölümde geçi³li civarlardan olu³an tabana sahip düzgünümsü yap�lara

de§inilmi³tir. Geçi³li düzgünümsü uzaylardan elde edilen topolojik uzaylar ile ilgili

baz� temel teoremler bu bölümde verilmi³ ve metriklenebilir uzaylar�n geçi³li oldu§u

sonucuna var�lm�³t�r.

Be³inci bölüm olan son bölümde ise, bu tez çal�³mas�nda elde edilen önemli baz�

sonuçlara yer verilmi³tir.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tez konusunda ihtiyaç duyulan baz� topolojik kavramlara yer verilmi³tir ve

[1] ve [2] nolu kaynaklardan yararlan�lm�³t�r. Simetrik yap�lar�n ele al�nd�§� bu bölüm,

iki alt bölümden olu³maktad�r.

2.1 Topolojik Uzaylar

Tan�m 2.1.1. (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. A ile A kümesinin kapan�³�

ve A◦ ile de A kümesinin içi gösterilsin.

a) E§er (A)◦ = ∅ ise A kümesine (X, τ)'da hiç bir yerde yo§un de§ildir (seyrektir)

denir.

b) E§er A, (X, τ)'daki say�labilir say�daki seyrek An, (n = 1, 2, . . .) kümelerinin bir-

le³imi olarak yaz�labiliyorsa A kümesine (X, τ)'da 1. kategoridendir denir. X'in

1. kategoriden olmayan di§er bütün altkümelerine ise 2. kategoridendir denir.

Örnek 2.1.2. Her q ∈ Q1 için {q}, (R, τe) Öklid uzay�nda hiç bir yerde yo§un de§ildir

ve Q =
⋃
q∈Q{q} olarak yaz�labilece§inden Q, R'de 1. kategoridendir.

Herhangi bir küme üzerinde sürekli dönü³ümler yard�m�yla topoloji üretilebilir.

Teorem 2.1.3. X bir küme, (Y, τ), bir topolojik uzay ve f : X → Y bir dönü³üm ise

{f−1(G)|G ∈ τ} ailesi, X üzerinde f dönü³ümünü sürekli yapan en kaba topolojidir.

Kan�t: Bak�n�z [1, Teorem 6.1]. �

Tan�m 2.1.4. X bir küme, (Y, τ), bir topolojik uzay ve f : X → Y bir dönü³üm

olsun. f dönü³ümünü süekli yapan X üzerindeki en kaba topoloji olan {f−1(G)|G ∈ τ}

topolojisine f dönü³ümü ile X üzerinde üretilen ba³lang�ç topolojisi denir.

Örnek 2.1.5. (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊂ X olmak üzere A üzerindeki τ |A alt

topolojisi, i(x) = x özde³lik dönü³ümü ile üretilen bir ba³lang�ç topolojisidir.

Tan�m 2.1.6. (Xα, τα)α∈A, topolojik uzaylar�n bir ailesi olsun. Πα∈AXα çarp�m kümesi

üzerinde, pα : Πα∈AXα → Xα, pα(x) = xα izdü³üm dönü³ümlerinin (pα)α∈A ailesi ile

üretilen ba³lang�ç topolojisine çarp�m topolojisi denir ve {p−1
α (Gα)|Gα ∈ τα, α ∈ A}

ailesi bu topolojinin bir alttaban�d�r.

1Q, rasyonel say�lar kümesidir.
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Not 2.1.7. N = {1, 2, . . . , n}, n ∈ N olmak üzere (Xi, τi)i∈N topolojik ailesi için Πn
i=1Xi

üzerindeki çarp�m topolojisinin bir taban� {Πn
i=1Gi|Gi ∈ τi, i ∈ N} biçimindedir.

Teorem 2.1.8. (X, τ) bir topolojik uzay, Y bir küme ve f : X → Y bir dönü³üm

ise {G ⊂ Y |f−1(G) ∈ τ} ailesi, Y üzerinde f dünü³ümünü sürekli yapan en ince

topolojidir.

Kan�t: Bak�n�z [1, Teorem 6.7]. �

Tan�m 2.1.9. (X, τ) bir topolojik uzay, Y bir küme ve f : X → Y bir dönü³üm olsun.

f dönü³ümünü sürekli yapan Y üzerindeki en ince topoloji olan {G ⊂ Y |f−1(G) ∈ τ}

topolojisine, f dönü³ümü ile Y üzerinde üretilen biti³ topolojisi denir.

Tan�m 2.1.10. (X, τ) bir topolojik uzay, "R", X üzerinde bir ikili denklik ba§�nt�s� ve

[x] = {y ∈ X|xRy} kümesi, bu ba§�nt�ya göre x noktas�n�n denklik s�n�f� olsun. X'den

X'in R ikili ba§�nt�s�na göre bölüm kümesi X/R = {[x]|x ∈ X} üzerine q : X → X/R,

q(x) = [x] ile tan�mlanan bölüm dönü³ümünün üretti§i biti³ topolojsine τ 'nun R ikili

ba§�nt�s�na göre bölüm topolojisi denir.

Örnek 2.1.11. Her x, y ∈ R için xRy ⇔ (x ≤ 0 ve y ≤ 0) veya (x > 0 ve y > 0)

ile tan�ml� R ikili ba§�nt�s�n� ve (R, τcof ) sonlu tümleyenler topolojisini dü³ünelim.

R/R = {[0], [1]} bölüm kümesi üzerinde q : R→ R/R, q(x) = [x] bölüm dönü³ümü ile

üretilen biti³ topolojisi, R üzerindeki ayr�k olmayan topolojidir.

Tan�m 2.1.12. (X, τ) topolojik uzay� için X'in her noktas�n�n hem kapal� hem aç�k

kümelerden olu³an bir kom³uluk taban� varsa (X, τ) uzay�na s�f�r-boyutlu uzay denir.

A³a§�da herhangi bir topolojik yap� olmaks�z�n bir X kümesi üzerinde tan�ml� olan

ve düzgün(ümsü) yap�lar�n temelini te³kil eden süzgeç kavram� verilecektir:

Tan�m 2.1.13. X bir küme, P (X), X'in kuvvet kümesi ve ∅ 6= F ⊂ P (X) olsun. E§er

F , a³a§�daki ³artlar� sa§l�yorsa F ailesine X üzerinde bir süzgeç denir.

i) ∅ 6∈ F .

ii) F1, F2 ∈ F ise F1 ∩ F2 ∈ F 'dir.

iii) F ∈ F ve E ⊃ F ise E ∈ F 'dir.

F bir süzgeç ve B ⊂ F olsun. E§er her F ∈ F için B ⊂ F olacak ³ekilde bir B ∈ B

varsa B ailesine F 'nin bir taban� denir.
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Örnek 2.1.14. (X, τ) bir topolojik uzay ve x ∈ X olsun. x noktas�n�n tüm kom³u-

luklar�n�n Kτ (x) ailesi X üzerinde bir süzgeçtir ve bu süzgece, x'in kom³uluk süzgeci

denir.

Tan�m 2.1.15. (X, τ) bir topolojik uzay, F , X üzerinde bir süzgeç ve x ∈ X olsun.

i) E§er Kτ (x) ⊂ F ise F süzgeci x noktas�na yak�nsar ve x'e F 'nin bir limiti denir.

ii) E§er her N ∈ Kτ (x) ve her F ∈ F için N ∩ F 6= ∅ ise x noktas�na F süzgecinin

bir y�§�lma noktas� denir.

2.2 Düzgün Uzaylar

Tan�m 2.2.1. (a) X bo³tan farkl� herhangi bir küme olmak üzere ∆={(x, x)|x ∈ X}

ile gösterilen kümeye X ×X'in kö³egeni denir.

(b) A ⊂ X × X olmak üzere A−1 = {(x, y)|(y, x) ∈ A} ³eklinde tan�mlan�r. E§er

A = A−1 oluyorsa A'ya simetrik küme denir.

(c) A,B ⊆ X ×X ise, A ◦ B = {(x, y)|∃z ∈ X : (x, z) ∈ B ve (z, y) ∈ A} ³eklinde

tan�mlan�r. Bu bile³ke i³lemi [3]'de ³u ³ekilde al�nm�³t�r: U, V ∈ X × X olmak üzere

U ◦ V = {(x, y)|∃z ∈ X : (x, z) ∈ U ve (z, y) ∈ V }. Ancak bu çal�³mada bile³ke i³lemi,

ilk tan�m dikkate al�narak kullan�lacakt�r.

Tan�m 2.2.2. X 6= ∅ bir küme, U , X ×X üzerinde bir süzgeç ve U 6= ∅ olsun.

a) Her U ∈ U için ∆ ⊂ U 'd�r.

b) Her U ∈ U için V ◦ V ⊂ U olacak ³eklide V ∈ U vard�r.

c) Her U ∈ U için V −1 ⊂ U olacak ³ekilde bir V ∈ U vard�r.

E§er U , yukar�daki a)-c) ³artlar�n� sa§l�yorsa X üzerinde bir düzgün yap� ve (X,U)

ikilisine de düzgün uzay denir. Düzgünlü§ün elemanlar�na civar denir.

Tan�m 2.2.3. (X,U), bir düzgün uzay ve B ⊂ U olsun. E§er her U ∈ U için B ⊂ U

olacak ³ekilde bir B ∈ B varsa, B ailesine U düzgünlü§ü için bir taban denir.

Önerme 2.2.4. X bir küme ve B ⊂ P (X ×X) olmak üzere e§er B,

i) Her B ∈ B için ∆ ⊂ B,

4



ii) Her B1, B2 ∈ B için B3 ⊂ B1 ∩B2 olacak ³ekilde B3 ∈ B var,

iii) Her B ∈ B için C ◦ C ⊂ B olacak ³ekilde bir C ∈ B var,

iv) Her B ∈ B için C−1 ⊂ B olacak ³ekilde bir C ∈ B var,

ko³ullar�n� sa§l�yorsa B, X üzerinde bir düzgünlü§ün taban�d�r.

Kan�t: Bak�n�z [1, Teorem 13.1]. �

Örnek 2.2.5. a) X bir küme olmak üzere {∆}, X üzerinde bir düzgünlü§ün taban�d�r.

Bu düzgünlük ∆'y� içeren bütün altkümelerin ailesi olan ayr�k düzgünlüktür.

b) Herhangi bir X kümesi üzerinde {X × X} kümesi de bir düzgün yap�d�r ve bu

düzgün yap�ya ayr�k olmayan düzgünlük denir.

Örnek 2.2.6. Her ε > 0 için Uε = {(x, y) : |x− y| < ε} ⊂ R× R olsun2. Bu durumda

B = {Uε|ε > 0} ailesi, R üzerinde bir düzgün yap�n�n taban�d�r. Bu düzgün yap�ya

R'nin do§al düzgün yap�s� denir.

Örnek 2.2.7. a ∈ R ve Ua = ∆ ∪ {(x, y) ∈ R × R|x > a, y > a} olsun. Bu durumda

{Ua|a ∈ R} ailesi, R üzerinde bir düzgünlü§ün taban�d�r.

Not 2.2.8. d, bir X kümesi üzerinde metrik olsun. d ile X üzerinde düzgünlük üreti-

lebilir. Bu düzgünlü§ün taban� da ε > 0 ve Uε = {(x, y) ∈ X ×X|d(x, y) < ε} olmak

üzere {Uε|ε > 0} ailesidir.

E§er bir düzgün uzay bir metrik ile üretilebiliyorsa bu düzgün uzaya metriklenebi-

lirdir denir.

Not 2.2.9. Her düzgünlü§ün simetrik civarlardan olu³an bir taban� vard�r.

Tan�m 2.2.10. (X,U) bir düzgün uzay ve x ∈ X olsun. Her U ∈ U için U(x) = {y ∈

X|(x, y) ∈ U} ile tan�ml�d�r.

Teorem 2.2.11. (X,U) bir düzgün uzay olsun. Her x ∈ X için Nx = {U(x)|U ∈ U}

ailesi, X üzerinde bir topolojinin x noktas�ndaki kom³uluk süzgecini olu³turur.

Kan�t: Bak�n�z [1, Teorem 13.2]. �

Önceki teoremde bahsedilen Nx ailesinin x'in kom³uluk süzgeci oldu§u topolojiye

(Udüzgünlü§ü ile tan�mlanan) düzgün topoloji denir ve τU ile gösterilir.

Bir topolojik uzay herhangi bir düzgünlük ile üretilebiliyorsa uzaya düzgünle³tirile-

bilir denir.
2R ile reel say�lar kümesi gösterilmektedir.
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Örnek 2.2.12. (R, τe) Öklid topolojik uzay�, Örnek 2.2.6'daki düzgün yap� ile belirle-

nebildi§inden düzgünle³tirilebilirdir.

Her topolojik uzay düzgünle³tirilebilir olmak zorunda de§idir. Örne§in reel say�lar

üzerindeki (R, τcof) sonlu tümleyenler topolojisi düzgünle³tirilebilir de§ildir.

Teorem 2.2.13. Bir topolojik uzay�n düzgünle³tirilebir olmas� için gerek ve yeter ko³ul

o topolojik uzay�n tamamen regüler olmas�d�r.

Kan�t: Kan�t için [2, Teorem 38.2] bak�n�z . �

Ayr�ca düzgünle³tirilemeyen topolojilerin supremum topolojileri düzgünle³tirilebilir

olabilir. Örne§in; R üzerindeki τalt = {R, ∅} ∪ {(a,∞)|a ∈ R} ve τüst = {R, ∅} ∪

{(−∞, b)|b ∈ R} topolojileri T1 de§ildir ve dolay�s�yla düzgünle³tirilemezler. Ancak

τalt ∨ τüst = τe dir3.

3Burada τe, R üzerindeki Öklid topolojisidir.
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3 AS�METR�K YAPILAR

3.1 Düzgünümsü Uzaylar

Bu bölümde düzgünümsü uzaylarla ilgili baz� temel bilgiler ve sonuçlar verilecektir. Ek

olarak, bu uzaylar�n topolojik yap�larla olan ili³kisi incelenecektir. Burada [1], [2], [3],

[4], [5], [6], [7] ve [8] nolu kaynaklardan yararlan�lm�³t�r.

Tan�m 3.1.1. X bo³tan farkl� bir küme ve U , X×X üzerinde bir süzgeç olmak üzere;

(a) U 'nun her eleman� ∆'y� içerir,

(b) E§er U ∈ U ise bu durumda V 2⊂U olacak ³ekilde en az bir V ∈ U vard�r

³artlar� sa§lan�yorsa U 'ya X kümesi üzerinde bir düzgünümsü denir. U 'nun elemanla-

r�na civar ve (X,U) ikilisine de düzgünümsü uzay denir.

Burada V 2= V ◦V ve V n+1=V n◦V (n=1,2,. . . ) ile tan�ml�d�r. Hatta V ⊂ V 2 ⊂ V 3 ⊂

. . . d�r. Ayr�caX üzerindeki herhangi bir U düzgünümsülü§ü için U−1={U−1|U ∈ U} da

yine X üzerinde bir düzgünümsülüktür. U−1'e U 'nun e³leni§i denir ve U−1=U oluyorsa

U , Bölüm 2.2' de verilen tan�m�n ko³ullar�n� sa§lar, yani bir düzgünlük olur.

Bir U düzgünümsülü§ünün herhangi bir B altailesi için U 'nun her eleman� B'nin

bir eleman�n� içeriyorsa, B'ye U 'nun bir taban� denir. E§er B, U için bir taban ve

n bir pozitif tamsay� ise bu durumda {Bn|B ∈ B} ailesi de U için bir taban olur:

U ∈ U⇒ ∃B ∈ B: B ⊂ U⇒B ∈ U oldu§undan ∃V ∈ U : V 2 ⊂ B ⊂ U⇒ ∃B? ∈ B:

B?2⊂ V⇒ B?2 ⊂ U olur. Bu ³ekilde devam edilirse n = 2k, k ∈ Z+ için {Bn|B ∈ B}

ailesi U 'nun bir taban� olur. Ayr�ca B2k+1 ⊂ B2k+2 oldu§undan n = 2k + 1 tipindeki

pozitif tamsay�lar için de kan�t tamamlan�r.

U 'nun bir S altailesi için, S'nin elemanlar�n�n sonlu arakesitleri U 'nun bir taban�

oluyorsa bu altaileye U için bir alttaban denir.

Not 3.1.2. X'in yans�yan ba§�nt�lar�ndan olu³an bir B taban� ile üretilen �ltrenin bir

düzgünümsülük olmas� için gerek ve yeter ko³ul, her B ∈ B için C2 ⊆ B olacak ³ekilde

bir C ∈ B bulunmas�d�r.

Önerme 3.1.3. X üzerindeki her U düzgünümsülü§ü için
⋂
U yans�yan ve geçi³lidir,

yani bir öns�ralama ba§�nt�s�d�r.

Kan�t: Her U ∈ U için ∆ ⊂ U oldu§undan
⋂
U yans�yand�r. Herhangi x, y, z ∈ X

için (x, y), (y, z) ∈
⋂
U olsun. Bu durumda, her U ∈ U için (x, y), (y, z) ∈ U olur ve
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U bir düzgünümsü yap� oldu§undan V 2 ⊂ U olacak ³ekilde bir V ∈ U vard�r. Ayr�ca

(x, y), (y, z) ∈
⋂
U oldu§undan (x, y), (y, z) ∈ V dir. Buradan (x, z) ∈ V 2 ⊂ U olur.

Örnek 3.1.4. R reel say�lar kümesi üzerinde Uε,Qε,Zε ve Mε ba§�nt�lar�n� a³ag�daki

gibi tan�mlayal�m:

Uε = {(x, y)||x − y| < ε}, Qε = {(x, y)|x − y < ε}, Zε = {(x, y)|x ≤ y < x + ε},

Mε = ∆ ∪ {(x, y)|x rasyonel ve |x − y| < ε}. R × R üzerinde {Uε|ε > 0} taban�

taraf�ndan üretilen süzgeç E , {Qε|ε > 0} taban� ile üretilen süzgeç Q, {Zε|ε > 0}

taban� ile üretilen süzgeç Z ve {Mε|ε > 0} taban� ile üretilen süzgeç de M olsun.

Bu durumda E , R üzerinde bir düzgünlük , ayr�ca Q,Z ve M ise birer düzgünümsü

yap� olurlar. Hatta E 'ye Örnek 2.2.6'da da bahsedildi§i gibi, R'nin do§al düzgün yap�s�

denir. Burada Z'nin bir düzgünümsü yap� oldu§unu gösterelim: Herhangi bir ε>0 için

Zε ∈ {Zε|ε > 0} alal�m. Zε = {(x, y)|x ≤ y < x + ε} için Z ε
2
de taban eleman�d�r ve

Z ε
2
◦ Z ε

2
⊂ Zε d�r.

Örnek 3.1.5. T , bir X kümesi üzerinde yans�yan ve geçi³li bir ikili ba§�nt� ise X ×X

üzerinde {T} taraf�ndan üretilen süzgeç bir düzgünümsü yap� olur: T ∈ {T} için T

geçi³li oldu§undan T 2 = T olup T 2 ⊆ T dir.

Örnek 3.1.6. X = {1, 2, 3, 4, 5} ve R = {(x, y)|x ≤ y} olsun. R2 = R oldu§undan

{R} taban� taraf�ndan X üzerinde üretilen süzgeç bir düzgünümsü yap�d�r.

Örnek 3.1.7. (X, τ) bir topolojik uzay ve G ∈ τ olsun. SG = [(X \ G) × X] ∪ [X ×

G] ile tan�ml� küme X üzerinde bir öns�ralama ba§�nt�s�d�r (yani yans�mal� ve geçi³li

bir ba§�nt�d�r): Yans�ma özelli§i aç�kt�r. x, y, z ∈ X için (x, y), (y, z) ∈ SG olsun. Bu

durumda (x 6∈ G veya y ∈ G) ve (y 6∈ G veya z ∈ G) olur. O halde (x 6∈ G ve y 6∈ G)

veya (y ∈ G ve y 6∈ G) veya (x 6∈ G ve z ∈ G) veya (y ∈ G ve z ∈ G) olur. Buradan da

x 6∈ G veya z ∈ G olup (x, z) ∈ SG elde edilir. Böylece SG geçi³li olur ve SG'nin bir ikili

öns�ralama ba§�nt�s� oldu§u görülür. Bu durumda önceki nota göre {SG|G ∈ τ} ailesi

X üzerinde bir düzgünümsülü§ün alttaban� olur. Bu düzgünümsülü§e de (X, τ)'nun

Pervin düzgünümsülü§ü denir ve Pτ ile gösterilir.

Tan�m 3.1.8. B1 ve B2 bir X kümesi üzerinde iki düzgünümsü yap� için tabanlar

olsun. E§er B2'nin her eleman� B1'in bir eleman�n� içeriyorsa B1,B2'den daha ince veya

B2,B1'den daha kabad�r denir. Yine X kümesi üzerindeki U1 ve U2 düzgünümsü yap�lar�
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için de U2 ⊂ U1 oluyorsa U1, U2'den daha incedir denir ve tersine U1, U2'den daha ince

ise U2 ⊂ U1 d�r. Ayn� düzgünümsü yap�y� üreten (alt)tabanlara denk (alt)tabanlar denir.

Örnek 3.1.9. Yukar�da verilen {Uε| ε>0}, {Qε| ε > 0}, {Zε| ε > 0} ve {Mε| ε > 0}

tabanlar�ndan herhangi iki tanesi denk de§ildir. Örne§in {Qε| ε > 0} ve {Zε| ε > 0}

ailelerinin denk olabilmeleri için herhangi bir ε > 0 için Qε ⊂ Zε olacak ³ekilde Zε ∈

{Zε| ε > 0} eleman�na kar³�l�k bir Qε ∈{Qε| ε > 0} olmal�d�r. Qε ⊂ Zε olmas� için her

x ∈ X'e kar³�l�k Qε(x) ⊂ Zε(x) olmal�d�r. Ancak Qε(x) = (x−ε,∞) ve Zε(x) = [x, x+ε)

oldu§undan hiç bir ε > 0 için Qε(x) ⊂ Zε(x) olmas� mümkün de§ildir. Herhangi bir

n ∈ Z+ için Rn = {(x, y)|−2
n
≤ x − y ≤ 1

n
} olsun. Bu durumda {Rn|n ∈ Z+} ve

{Uε| ε > 0} tabanlar� denk olur: E için {Rn|n ∈ Z+}'�n bir taban oldu§unu göstermek

yeterlidir. U ∈ E alal�m. Bir ε > 0 için Uε ⊂ U olur. 1
ε
∈ R'dir ve reel say�lar�n Ar³imed

özelli§inden 1
ε
< n

2
olacak ³ekilde bir n do§al say�s� vard�r. Buradan 1

n
< 2

n
< ε olur. O

halde {(x, y)|−2
n
≤ x− y ≤ 1

n
} ⊂ Uε ⊂ U 'dur. Böylece {Rn|n ∈ Z+} ailesinin E için bir

taban oldu§u görülür.

Tan�m 3.1.10. X bir küme ve d : X × X → [0,∞) bir fonksiyon olsun. d a³a§�daki

özellikleri sa§l�yorsa d'ye X üzerinde bir yar�-metrikimsi denir:

(i) ∀x ∈ X için d(x, x) = 0

(ii) ∀x, y, z ∈ X için d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Herhangi x, y ∈ X için d−1(x, y) = d(y, x) ile tan�ml� d−1 : X × X → [0,∞) fonksi-

yonu da bir yar�-metrikimsidir ve d−1'e, d'nin yar�-metrikimsi e³leni§i denir. Bir d yar�-

metrikimsisine, e§er her x, y ∈ X için d(x, y) = d(y, x) oluyorsa yar�-metrik denir. d'nin

simetrizasyonu ds = sup{d, d−1} ile tan�ml�d�r ve X üzerindeki herhangi bir d yar�-

metrikimsisi için ds bir yar�-metriktir: x, y, z ∈ X olsun. ds(x, y) = sup{d(x, y), d−1(x, y)} =

sup{d−1(y, x), d(y, x)} = ds(y, x) ve ds(x, x) = sup{d(x, x), d−1(x, x)} = sup{0, 0} =

0 olur. Ayr�ca ds(x, z) = sup{d(x, z), d−1(x, z)} ≤ sup{d(x, y) + d(y, z), d−1(x, y) +

d−1(y, z)} = sup{d(x, y), d−1(x, y)} + sup{d(y, z), d−1(y, z)} = ds(x, y) + ds(y, z) olur

ve ds(x, z) ≤ ds(x, y) + ds(y, z) elde edilir.

d,X üzerinde bir yar�-metrikimsi olsun. E§er her x, y, z ∈ X için d(x, z) ≤ sup{d(x, y), d(y, z)}

sa§lan�yorsa d'ye Ar³imed-özelli§i göstermeyen denir.
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Örnek 3.1.11. d : N× N→ R+,

d(m,n) =


1
n

;m < n

1 ;m > n

0 ;m = n

ile tan�mlanan d dönü³ümü Ar³imed-özelli§i göstermeyen bir metrikimsidir.

d,X üzerinde bir yar�-metrikimsi ve ∀ε > 0 için Uε = {(x, y) ∈ X ×X|d(x, y) < ε}

olsun. {Uε|ε > 0} taban� taraf�ndan X × X üzerinde üretilen süzgeç, X üzerinde d

ile üretilen düzgünümsülüktür. Gerçekten her ε > 0 için U ε
2
∈ {Uε|ε > 0} ve U ε

2

2 ⊂

Uε oldu§undan bu süzgeç bir düzgünümsü yap� olur. Biz bu düzgünümsülü§ü Ud ile

gösterece§iz.

Not 3.1.12. d, birX kümesi üzerinde bir yar�-metrikimsi olsun. Bu durumda Ud−1=Ud−1

olaca§� aç�kt�r.

{Ui|i ∈ I} ailesi bir X kümesi üzerindeki düzgünümsü yap�lar�n bir ailesi olsun.

{Ui|i ∈ I}'n�n supremumu
∨
i∈I Ui, X üzerindeki tüm Ui'lerden daha ince olan en

kaba düzgünümsülük olarak tan�mlan�r ve
⋃
i∈I Ui alttaban� ile üretilir. {Ui|i ∈ I}'n�n

in�mumu
∧
i∈I Ui, X üzerindeki tüm Ui'lerden daha kaba olan en ince düzgünümsülük

olarak tan�mlan�r.
∧
i∈I Ui'n�n bir alttaban� için supremumda oldu§u gibi kullan�³l� bir

tasvir yoktur [6].

U , bir X kümesi üzerinde düzgünümsülük ise U
∨
U−1'e U 'nun simetrizasyonu de-

nir. U 'nun simetrizasyonu bu çal�³mada U s ile gösterilecektir. {U ∩ U−1|U ∈ U} ailesi

U s için bir taband�r. Ayr�ca U s bir düzgünlüktür: U ∈ U s ⇒ ∃W ∈ U : W ∩W−1 ⊂

U ⇒ (W ∩W−1)−1 ⊂ U−1 ⇒ W−1 ∩W ⊂ U−1 ⇒ W ∩W−1 ⊂ U−1 ⇒ U−1 ∈ U s.

Önerme 3.1.13. Bir X kümesi üzerindeki ayr�k düzgünlük, bu küme üzerindeki tüm

düzgünümsülüklerin supremumudur.

Kan�t: D,X üzerindeki ayr�k düzgünlük, ve {Ui|i ∈ I},X üzerindeki tüm düzgünümsü

yap�lar�n ailesi olsun. Bir U ∈
∨
i∈I Ui alal�m. Quasi düzgünlük tan�m�ndan4 ⊂ U olup

U ∈ D elde edilir. Böylece
∨
i∈I Ui ⊂ D bulunur. Di§er kapsama için bir D ∈ D alal�m.

Zaten 4 ⊂ D dir. S, I'n�n sonlu bir altkümesi olsun. Bu durumda
⋃
i∈I(

⋂
j∈S4) =

4 ⊂ D olup D ∈
∨
i∈I Ui elde edilir. �

Örnekler 3.1.14. Bölümün ba³�nda verilen R üzerindeki E düzgünlü§ünü ve Q,Z

düzgünümsülüklerini dü³ünelim.
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(a) Zε ∩ Zε−1 = {(x, y)|x = y} oldu§undan Zs, R üzerindeki ayr�k düzgünlüktür.

(b) Qs = E = Es dir: E bir düzgünlük oldu§undan Es = E oldu§u aç�kt�r. Ayr�ca

Qε ∩ Qε
−1 = {(x, y)| − ε < y − x < ε} = {(x, y)||x − y| < ε} olu³undan Qs = E

oldu§u görülür.

Önerme 3.1.15. X 6= ∅ ve U , X üzerinde bir düzgünümsü yap� olsun. Her x ∈ X

ve her U ∈ U için U(x) = {y ∈ X|(x, y) ∈ U} olu³tural�m. x ∈ X olmak üzere

N (x) = {U(x)|U ∈ U} ailesi X üzerindeki bir topolojiye göre x'in kom³uluk süzgecini

olu³turur ki bu topoloji τU = {T ⊂ X|x ∈ T ⇒ ∃V ∈ U : V (x) ⊂ T} 'dir. Ayr�ca bu τU
topolojisine göre herhangi bir x ∈ X in kom³uluklar ailesi olan KτU (x) ile N (x) ailesi

çak�³�r.

Kan�t: Öncelikle, N (x)'in X üzerinde herhangi bir topolojiye göre x'in kom³uluk süz-

geci oldu§unu gösterelim.

(N1) Bir U(x) ∈ N (x) alal�m. 4 ⊂ U oldu§undan her x ∈ X için (x, x) ∈ U olup

x ∈ U(x) elde edilir.

(N2) U(x) ∈ N (x) ve N ⊃ U(x) olsun. V := U ∪ {(x, y)|y ∈ N} ³eklinde tan�mlan�rsa

N = V (x) olur. Ayr�ca V ⊃ U oldu§undan V ∈ U olup N ∈ N (x) elde edilir.

(N3) U1(x), U2(x) ∈ N (x) olsun. U1 ∩ U2 ∈ U ve U1(x) ∩ U2(x) = (U1 ∩ U2)(x) oldu-

§undan U1(x) ∩ U2(x) ∈ N (x) bulunur.

(N4) U(x) ∈ N (x) alal�m. Bu durumda ∃V ∈ U için V 2 ⊂ U olur. Bu V için

V (x) ∈ N (x) dir ve ∀y ∈ V (x) için U(x) ∈ N (y) sa§lan�r. Gerçekten; y ∈ V (x)

olsun. U(x) ∈ N (y) oldu§unu göstermek için V (y) ⊂ U(x) oldu§unu göstermek

yeterlidir. z ∈ V (y) ⇒ (x, y), (y, z) ∈ V oldu§undan (x, z) ∈ V 2 ⇒ V 2 ⊂ U

oldu§undan (x, z) ∈ U ⇒ z ∈ U(x) olur.

�imdi de τU = {T ⊂ X|x ∈ T ⇒ ∃V ∈ U : V (x) ⊂ T} ailesinin topoloji olma ³artlar�n�

sa§lad�§�n� gösterelim.

(T1) x 6∈ ∅ oldu§undan önerme sa§lanaca§� için ∅ ∈ τU olur. x ∈ X'e kar³�l�k her

U ∈ U için U(x) ⊂ X olaca§�ndan yine X ∈ τU 'dur.

(T2) T1, T2 ∈ τU ⇒ x ∈ T1 ∩ T2 için ∃U1, U2 ∈ U : U1(x) ⊂ T1 ve U2(x) ⊂ T2 ⇒

U1(x) ∩ U2(x) = (U1 ∩ U2)(x) ⊂ T1 ∩ T2 ve U1 ∩ U2 ∈ U oldu§undan T1 ∩ T2 ∈ τU
olur.
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(T3) (Tλ)λ∈Λ ⊂ τU ve x ∈
⋃
λ∈Λ Tλ olsun. Bu durumda bir λ0 ∈ Λ için x ∈ Tλ0 'd�r.

Buradan x ∈ U0(x) ⊂ Tλ0 olacak ³ekilde bir U0 ∈ U vard�r ve Tλ0 ⊂
⋃
λ∈Λ Tλ

oldu§undan
⋃
λ∈Λ Tλ ∈ τU bulunur.

Son olarak τU topolojisine göre herhangi bir x ∈ X'in kom³uluklar ailesi KτU (x)'in

N (x) ailesi ile çak�³t�§�n� gösterelim.

U(x) ∈ N (x) alal�m. U∗(x) := {y ∈ X|U(x) ∈ N (y)} tan�mlayal�m. Bu U∗ için

U∗(x) ∈ τU ve x ∈ U∗(x) ⊂ U(x) sa§lan�r. �imdi bunlar� gösterelim. U(x) ∈ N (x) ve

U∗(x)'in tan�m�ndan x ∈ U∗(x) olur. Her y ∈ U∗(x) için U(x) ∈ N (y) oldu§undan

(N4)'e göre bir M ∈ N (y) var öyle ki her z ∈ M için U(x) ∈ N (z) sa§lan�r. U∗(x)'in

tan�m�ndan z ∈ U∗(x) olur. BuradanM ⊂ U∗(x) olur ve τU 'nun tan�m�ndan U∗(x) ∈ τU
elde edilir. Di§er taraftan, her y ∈ U∗(x) için U(x) ∈ N (y) oldu§undan y ∈ U(x)'tir.

Yani U∗(x) ⊂ U(x) d�r. U∗(x) ∈ τU ve x ∈ U∗(x) ⊂ U(x) oldu§undan kom³uluk tan�m�

gere§i U(x) ∈ KτU (x) olur. Böylece N (x) ⊂ KτU (x) oldu§u gösterilmi³ oldu. �imdi

de di§er kapsamay� gösterelim. K ∈ KτU (x) alal�m. Kom³uluk tan�m�ndan bir T ∈ τU
için x ∈ T ⊂ K sa§lan�r. τU 'nun tan�m�ndan ∃V ∈ U : x ∈ V (x) ⊂ T olur. Buradan

V (x) ⊂ T ⊂ K ve (N2)'den K ∈ N (x) elde edilir. �

Tan�m 3.1.16. (X,U) bir düzgünümsü uzay ise önceki önermede tan�mlanan τU to-

polojisine U taraf�ndan üretilen topoloji veya U ile uyumlu topoloji denir.

Örnek 3.1.17. τüst reel say�lar üzerindeki üst topoloji ve P de (R, τüst)'ün Pervin

düzgünümsülü§ü olmak üzere τPs Sorgenfrey topolojisi olur.

Dikkat edilirse, herhangi bir x ∈ X ve U ∈ U için U(x), τU -aç�k olmak zorunda

de§ildir.

A,B ⊂ X için e§er U(A) = ∪x∈AU(x) ⊂ B olacak ³ekilde bir U ∈ U varsa B'ye A'n�n

U-kom³ulu§u denir.

Önerme 3.1.18. Bir kompakt kümenin her kom³ulu§u U -kom³uluktur.

Kan�t: Kan�t için [1, Teorem 13.6] bak�n�z. �

Önerme 3.1.19. {Ui|i ∈ I}, bir X kümesi üzerindeki düzgünümsülüklerin bir ailesi

olsun. Bu durumda
∨
i∈I Ui '�n üretti§i topoloji ile Ui'lerin üretti§i topolojilerin supre-

mumu çak�³�r. Yani τ∨
i∈I Ui =

∨
i∈I τUi d�r.

Kan�t: G ∈ τ∨
i∈I Ui ⇔ ∃U ∈

∨
i∈I Ui : ∀x ∈ G için U(x) ⊂ G⇔ Bir sonlu S ⊂ I altkü-

mesi için
⋃
i∈I(

⋂
j∈S Uj,i) = U ⇔

⋃
i∈I(

⋂
j∈S Uj,i)(x) = U(x) ⊂ G ⇔ ∀j ∈ S ve ∃i ∈ I
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için ∃Uj,i ∈ Uj,i : Uj,i ⊂ U ve Uj,i(x) ⊂ G ⇔ G ∈
⋃
i∈I(

⋂
j∈S τUj,i) ⇔ G ∈

∨
i∈I τUi �

Gösterim. Bundan sonra yaz�mda kolayl�k olmas� için (X,U) düzgünümsü uzay�n-

dan elde edilen topoloji, e§er herhangi bir T topolojik özelli§ine sahipse (X,U), T

özelli§ine sahiptir diyece§iz.

Önerme 3.1.20. (X,U) bir düzgünümsü uzay olsun.

(i) (X,U) T0'd�r ⇔ ∩U k�smi s�ral�d�r.

(ii) (X,U) T0'd�r ⇔ (X,U s) Hausdor�'tur.

(iii) (X,U) T1'd�r ⇔ ∩U = 4.

Kan�t:

(i) (⇒) Her U ∈ U için 4 ⊂ U oldu§undan 4 ⊂ ∩U olup yans�ma özelli§i sa§lan�r.

Herhangi x, y ∈ X için (x, y) ∈ ∩U ve x 6= y olsun. τU , T0 oldu§undan ∃G ∈ τU
için (x ∈ G, y 6∈ G) veya (x 6∈ G, y ∈ G) sa§lan�r. Genelli§i bozmaks�z�n (x 6∈

G, y ∈ G) oldu§unu kabul edelim. Bu durumda ∃U ∈ U : U(y) ⊂ G ve x 6∈ G

olur. Buradan x 6∈ U(y) olur ve (y, x) 6∈ U olup (y, x) 6∈ ∩U elde edilir. Böylece

ters simetri özelli§i sa§lanm�³ olur.

x, y, z ∈ X için (x, y), (y, z) ∈ ∩U ve (x, z) 6∈ ∩U oldu§unu varsayal�m. ∃U0 ∈ U

için (x, z) 6∈ U0 ve (x, y) ∈ U0 olur. z 6∈ U0(x) ve y ∈ U0(x) oldu§undan y 6= z

dir. Ayr�ca (y, z) ∈ ∩U oldu§undan her V ∈ U için z ∈ V (y) olur ve bu da y'yi

içeren her aç�k kümenin z'yi de içerdi§i anlam�na gelir. Bu ise τU 'nun T0 olmas�

ile çeli³ir. Buradan ∩U geçi³li olur.

(⇐) x, y ∈ X ve x 6= y olsun. (x, y) ∈ ∩U ise (y, x) 6∈ ∩U olur. Bu durumda

her U ∈ U için (x, y) ∈ U ve en az bir U0 ∈ U için de (y, x) 6∈ U0 olur. Buradan

y ∈ U0(y) ve x 6∈ U0(y) olur. Ayr�ca U0(y) ∈ N (y) oldu§undan τU , T0 elde edilir.

(ii) (⇒) x, y ∈ X ve x 6= y olsun. (X, τU), T0 oldu§undan ∃U ∈ U : y 6∈ U(x) olur.

U ∈ U oldu§undan V 2 ⊂ U olacak ³ekilde bir V ∈ U vard�r. Bu V civar� için

x ∈ (V ∩V −1)(x), y ∈ (V ∩V −1)(y) ve (V ∩V −1)(x)∩ (V ∩V −1)(y) = ∅ sa§lan�r.

Ayr�ca (V ∩ V −1)(x) ve (V ∩ V −1)(y) kümeleri τUs ye göre s�ras�yla x ve y nin

kom³uluklar�d�r. Buradan (X, τUs) Hausdor� olur.

(⇐) x, y ∈ X ve x 6= y olsun. (X, τUs) Hausdor� oldu§undan ∃U, V ∈ U :
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(U ∩ U−1)(x) ∩ (V ∩ V −1)(y) = ∅ sa§lan�r. Buradan x 6∈ V (y) veya x 6∈ V −1(y)

olup x 6∈ V (y) veya y 6∈ V (x) bulunur. Genelli§i bozmaks�z�n x 6∈ V (y) oldu§unu

kabul edelim. Burada V (y) ∈ KτU (y) oldu§undan (X, τU) T0 elde edilir.

(iii) ∩U 6⊂ ∆ kabul edelim. O halde x 6= y ve (x, y) ∈ ∩U olacak ³ekilde x, y ∈ X

vard�r. Her U ∈ U için y ∈ U(x) olur. Bu durumda x ∈ G olan her G ∈ τU için

V (x) ⊂ G olacak ³ekilde bir V ∈ U olmal�d�r. Ayr�ca her U ∈ U için y ∈ U(x)

oldu§undan y ∈ V (x) olup y ∈ G elde edilir. Bu ise (X, τU)'nun T1 olmas� ile

çeli³ir. O halde ∩U ⊂ 4 olmal�d�r. Di§er taraftan, her U ∈ U için 4 ⊂ U

oldu§undan 4 ⊂ ∩U gerçe§i zaten vard�r.

(⇐) x, y ∈ X alal�m ve x 6= y olsun. x ∈ G olan her G ∈ τU için y ∈ G

olsun. Her U ∈ U için 4 ⊂ U oldu§undan (x, x) ∈ U 'd�r. Buradan x ∈ U(x) ve

U(x) ∈ KτU (x) oldu§undan varsay�m gere§i y ∈ U(x) olmal�d�r. Böylece ∀U ∈ U

için (x, y) ∈ U olup (x, y) ∈ ∩U elde edilir. Bu ise ∩U = 4 olmas� ile çeli³ir. �

Daha önce gördü§ümüz gibi her d yar�-metrikimsisinden bir düzgünümsülük elde

edilir. Ancak bunun tersi her zaman geçerli de§ildir. Yani, her düzgünümsülük bir

yar�-metrikimsiden elde edilmek zorunda de§ildir. E§er bir düzgünümsülük bir yar�-

metrikimsiden elde edilebiliyorsa bu düzgünümsü yap�ya yar�-metrikimsilenebilirdir de-

nir. Bununla ilgili önemli bir teorem a³a§�da sunulmu³tur.

Teorem 3.1.21. (X,U) bir düzgünümsü uzay olsun. U düzgünümsülü§ünün yar�-

metriklenebilir olmas� için gerek ve yeter ko³ul U 'nun say�labilir bir tabana sahip ol-

mas�d�r.

Kan�t: Örtüsel kan�t için [2,Teorem 38.3] bak�n�z. �

X bir küme ve d, X üzerinde bir yar�-metrikimsi olsun. x ∈ X alal�m ve ε > 0

olsun. Bd(x, ε) = {y ∈ X|d(x, y) < ε} ile tan�ml� kümeye x civar�ndaki ε-yuvar� denir.

{Bd(x, ε)|x ∈ X, ε > 0} taban� ile X üzerinde üretilen topolojiye d ile üretilen topo-

loji denir ve τd ile gösterilir. E§er herhangi bir topoloji bir yar�-metrikimsi taraf�ndan

üretilebiliyorsa, bu topolojiye yar�-metrikimsilenebilirdir denir.

Önerme 3.1.22. X bir küme ve d, X üzerinde bir yar�-metrikimsi olsun. Bu durumda

τUd = τd olur.

Kan�t:
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• G ∈ τUd olsun. Her x ∈ G için bir U ∈ Ud vard�r öyle ki U(x) ⊂ G sa§lan�r. Bu

durumda ∃ε > 0 : Bd(x, ε) ⊂ U(x) ⊂ G olur. Buradan da G ∈ τd elde edilir.

• H ∈ τd olsun. Her x ∈ H için bir ε∗ > 0 vard�r öyle ki Bd(x, ε
∗) ⊂ H sa§lan�r.

Ayr�ca Ud'nin bir U taban eleman� için U(x) = Bd(x, ε
∗) oldu§undan U(x) ⊂

H'd�r ve H ∈ τUd elde edilir. �

Bölümün ba³�nda bahsetti§imiz R üzerindeki E düzgünlü§ünü, Q,Z veM düzgü-

nümsülüklerini dü³ünelim. τE Öklid topolojisidir. τQ, {(x,∞)|x ∈ R} taban�na sahip

olan alt topolojidir. τZ , {[a, b)|a < b, a, b ∈ R} taban� ile üretilen Sorgenfrey topoloji-

sidir. τM = {G∪H|G ∈ τE ve H ⊂ Q′} Michael line topolojisidir 4. E ,Q,Z veM 'nin

hepsi metrikimsilenebilirdir. Örne§in Z düzgünümsülü§ü,

dS(x, y) =

 y − x ;x ≤ y

1 ;x > y

metrikimsisi ile üretilir.

Teorem 3.1.23. d, X üzerinde bir yar�-metrikimsi olsun. E§er τd'nin κ kardinalitesine

sahip bir B taban� varsa bu durumda τd−1 'in de κ kardinalitesine sahip bir taban� vard�r.

Kan�t: Her B ∈ B için SB,n = {B|x ∈ B ⊂ Bd(x, 2
−n)} olsun. S = {SB,n|B ∈ B, n ∈

N} kural�m. B′ = {Bd−1(S, 2−n)|S ∈ S, n ∈ N} olsun. B′ ve S 'nin tan�m�ndan B′

'nin kardinalitesinin B 'nin kardinalitesinden daha büyük olmad�§� görülür. Ayr�ca her

n ∈ N ve B ∈ B için SB,n × SB,n ⊂ U2−n olur. Gerçekten; (a, b) ∈ SB,n × SB,n alal�m.

Bu durumda a ∈ SB,n ve b ∈ SB,n olaca§�ndan a ∈ B ⊂ Bd(a, 2
−n) ve b ∈ B ⊂

Bd(b, 2
−n)'dir. Buradan b ∈ B ⊂ Bd(a, 2

−n) olup d(a, b) < 2−n ve (a, b) ∈ U2−n elde

edilir. n ∈ N ve x ∈ X seçelim. B, τd için bir taban oldu§undan x ∈ B ⊆ Bd(x, 2
−(n+1))

olacak ³ekilde bir B ∈ B vard�r. Herhangi bir y ∈ SB,n+1 için y ∈ B ⊂ Bd(y, 2
−(n+1))

ve x ∈ B oldu§undan x ∈ Bd(y, 2
−(n+1)) ve d(y, x) < 2−(n+1) olup d−1(x, y) < 2−(n+1)

bulunur. Buradan da y ∈ Bd−1(x, 2−(n+1)) olup SB,n+1 ⊂ Bd−1(x, 2−(n+1)) bulunur.

Ayr�ca herhangi bir z ∈ Bd−1(SB,n+1, 2
−(n+1)) =

⋃
t∈SB,n+1

Bd−1(t, 2−(n+1)) için ∃t ∈

SB,n+1 : z ∈ Bd−1(t, 2−(n+1)) olur. Buradan da d(t, x) < 2−(n+1) ve d(z, t) < 2−(n+1)

olup d(z, x) < 2−n bulunur ve z ∈ Bd−1(x, 2−n) elde edilir. Sonuç olarak, SB,n+1 ⊂

Bd−1(x, 2−(n+1)) ve Bd−1(SB,n+1, 2
−(n+1)) ⊆ Bd−1(x, 2−n) oldu§undan x ∈ SB,n+1 ⊆

Bd−1(SB,n+1, 2
−(n+1)) ⊆ Bd−1(x, 2−n) olur. Böylece B′, τd−1 için taband�r. �

4Burada Q′ ile irrasyonel say�lar�n kümesi gösterilmektedir.
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Önerme 3.1.24. X bo³tan farkl� bir küme ve d, X üzerinde bir yar�-metrikimsi olsun.

(i) τd bir T0-uzayd�r ⇔ ∀x, y ∈ X için d(x, y) = d(y, x) = 0 olmas� x = y olmas�n�

gerektirir.

(ii) τd bir T1-uzayd�r ⇔ ∀x, y ∈ X için d(x, y) = 0 olmas� x = y olmas�n� gerektirir.

Kan�t:

(i) (⇒) x, y ∈ X ve x 6= y olsun. τd, T0 oldu§undan ∃ε > 0 : y 6∈ Bd(x, ε) veya

x 6∈ Bd(y, ε) olur. Buradan d(x, y) ≥ ε veya d(y, x) ≥ ε olur. Bu ise d(x, y) =

d(y, x) = 0 olmas� ile çeli³ir.

(⇐) τd'nin T0 olmad�§�n� kabul edelim. x, y ∈ X alal�m ve x 6= y olsun. Bu

durumda her ε > 0 için y ∈ Bd(x, ε) ve x ∈ Bd(y, ε) olur. Yani her ε > 0 için

d(x, y) < ε ve d(y, x) < ε'd�r. Buradan limε→0 d(x, y) = 0 ve limε→0 d(y, x) = 0

olaca§�ndan varsay�m ile x = y olmas� gerekir. Bu ise x 6= y seçimi ile çeli³ir.

(ii) (⇒) x, y ∈ X olsun. d(x, y) = 0 ve x 6= y oldu§unu varsayal�m. τd, T1 oldu§undan

∃ε1, ε2 > 0 : [x ∈ Bd(x, ε1), y 6∈ Bd(x, ε1)] ve [y ∈ Bd(y, ε2), x 6∈ Bd(y, ε2)] olur.

Buradan d(x, y) ≥ ε1 ve d(y, x) ≥ ε2 olur. Bu ise d(x, y) = 0 olmas� ile çeli³ir.

(⇐) τd'nin T1 olmad�§�n� varsayal�m. x, y ∈ X ve x 6= y olsun. Bu durumda

her ε > 0 için y ∈ Bd(x, ε) olur. Yani her ε > 0 için d(x, y) < ε'd�r. Buradan

limε→0 d(x, y) = 0 ve varsay�mdan x = y olmas� gerekir. Bu ise çeli³kidir. �

Önerme 3.1.24 (i)'de bahsedilen d yar�-metrikimsisi, T0-yar�-metrikimsi olarak adlan-

d�r�l�r.

Örnek 3.1.25. l : R × R → R+, l(x, y) =max{x − y, 0} ile tan�ml� l dönü³ümü,

R üzerinde bir T0-yar�-metrikimsidir. l'nin e³leni§i ise l−1(x, y) =max{y − x, 0} ile

tan�ml�d�r. τl = {(a,∞)|a ∈ R} ∪ {R, ∅} ve τl−1 = {(−∞, b)|b ∈ R} ∪ {R, ∅}'dir. ls ise

R üzerindeki öklid metri§idir.

Tan�m 3.1.26. (X, τ) bir topolojik uzay veW , X üzerinde bir ikili ba§�nt� olsun. E§er

her x ∈ X için W (x), x'in bir kom³ulu§u oluyorsa W ikili ba§�nt�s�na (X, τ)'nun bir

kom³ua§� denir.

W , (X, τ)'nun bir kom³ua§� olmak üzere e§er W simetrik (geçi³li) bir ikili ba§�nt�

ise W 'ye simetrik (geçi³li) kom³ua§� denir. E§er her x ∈ X için W (x) aç�k (kapal�)

oluyorsa W 'ye aç�k (kapal�) kom³ua§� denir.
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Tan�m 3.1.27. Bir (X, τ) topolojik uzay�n�n kom³ua§lar�n�n bir < Un > dizisine, e§er

her n ∈ N için (Un+1)2 ⊂ Un olma ³art�n� sa§l�yorsa normal dizi denir.

U , (X, τ) topolojik uzay�n�n bir kom³ua§� olsun. E§er U , (X, τ)'nun kom³ua§lar�n�n en

az bir normal dizisinin eleman� ise U 'ya normal kom³ua§� denir.

Not 3.1.28. X bir küme olsun.

1) (X,U) bir düzgünümsü uzay ve U ∈ U olsun. Bu durumda U , (X, τU)'n�n bir

normal kom³ua§� olur: Öncelikle U1 := U seçelim. V 2 ⊂ U olacak ³ekilde bir

V ∈ U vard�r. U2 := V seçelim. Yine W 2 ⊂ V olacak ³ekilde bir W ∈ U vard�r.

U3 := W seçelim. Bu ³ekilde seçime devam edilerek olu³turulan < Un > dizisi bir

normal dizi olur.

2) Her geçi³li kom³ua§� bir normal kom³ua§�d�r: U bir geçi³li kom³ua§� olsun. Bu

durumda U2 ⊂ U olur. < Un > dizisi olarak da her n ∈ N için Un = U sabit

dizisini al�rsak Un+1 ⊂ Un sa§lan�r. Böylece, her geçi³li kom³ua§� normal kom³ua§�

olur.

3) E§er < Un > bir normal dizi ise
⋂∞
n=1 Un bir geçi³li ba§�nt�d�r: x, y, z ∈ X alal�m

ve (x, y), (y, z) ∈
⋂∞
n=1 Un olsun. Her n ∈ N için (x, y), (y, z) ∈ Un olur. Bu

durumda n+ 1 için de (x, y), (y, z) ∈ Un+1 olur. Buradan, her n ∈ N için (x, z) ∈

U2
n+1 ⊂ Un olup

⋂∞
n=1 Un'�n geçi³li oldu§u görülür.

Önerme 3.1.29. (X, τ) bir topolojik uzay ve U bir kom³ua§� olsun. U∞ = ∪{Un|n ∈

N} geçi³li bir kom³ua§�d�r.

Kan�t: Öncelikle U∞'�n bir kom³ua§� oldu§unu gösterelim. x ∈ X için U∞(x) =

(∪{Un|n ∈ N})(x) oldu§undan her n ∈ N için Un(x) ⊂ U∞(x)'d�r ve U∞(x) ∈ Kτ (x)

olur. �imdi de U∞'�n geçi³lili§ini gösterelim. Herhangi a, b, c ∈ X için (a, b), (b, c) ∈ U∞

olsun. (a, b) ∈ Un olma ³art�n� sa§layan n ∈ N do§al say�lar�n�n içinde en küçük olan�

n1 olsun ve yine ayn� ³ekilde (b, c) ∈ Un olma ³art�n� saglayan n ∈ N do§al say�lar�n�n

içinde en küçük olan� n2 olsun. n := max{n1, n2} olarak seçilirse (a, b), (b, c) ∈ Un olur.

Buradan (a, c) ∈ U2n ve (a, c) ∈ U∞ olur. �

Yard�mc� Teorem 3.1.30. (X, τ) bir topolojik uzay ve U , (X, τ)'nun bir kom³ua§�

olsun. Bu durumda her A ⊂ X için A ⊂ U−1(A) olur.
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Kan�t: A ⊂ X ve a ∈ A olsun. Kapan�³ tan�m�ndan A ∩ U(a) 6= ∅'d�r ve buradan

a ∈ U−1(A) olur. �

Önerme 3.1.31. (X, τ) bir topolojik uzay ve U , (X, τ)'n�n bir kom³ua§� olsun. Bu

durumda a³a§�dakiler denktir.

(a) U−1 bir kom³ua§�d�r.

(b) U bir simetrik kom³ua§� içerir.

(c) Her A ⊂ X için A ⊂ U(A) d�r.

Kan�t: (a) ⇒ (b) U(x), U−1(x) ∈ Kτ (x) ve U ∩ U−1 ⊂ U oldu§undan U bir simetrik

kom³ua§� içerir.

(b)⇒ (c) a ∈ A alal�m. Varsay�mdan, simetrik bir V ⊂ U vard�r ve A∩ V (a) 6= ∅ olur.

Buradan A ∩ V −1(a) 6= ∅ olup a ∈ V (A) elde edilir. Böylece a ∈ U(A) bulunur.

(c)⇒ (a) x ∈ X alal�m. x 6∈ U(X \ U−1(x)) oldu§undan varsay�mdan x 6∈ X \ U−1(x)

olur. Buradan ∃N ∈ Kτ (x) için N ∩ (X \ U−1(x)) = ∅ olup N ⊂ U−1(x) bulunur. O

halde U−1(x) ∈ Kτ (x)'dir. �

Önerme 3.1.32. B, X üzerindeki bir U düzgünümsülü§ü için bir taban olsun. Her-

hangi bir A ⊂ X için A'n�n τU topolojisine göre kapan�³� A =
⋂
U∈B U

−1(A)'d�r.

Kan�t:

• Her U ∈ B birer kom³ua§� oldu§u için Yard�mc� Teorem 3.1.30'den A ⊂ U−1(A)

olup A ⊂
⋂
U∈B U

−1(A) bulunur.

• x ∈
⋂
U∈B U

−1(A) alal�m. Her U ∈ B için x ∈ U−1(A) olur. Bu durumda her

U ∈ B için en az bir a ∈ A var öyle ki x ∈ U−1(a) sa§lan�r. Öyleyse her U ∈ B

için A ∩ U(x) 6= ∅ olur. Ayr�ca her N ∈ KτU (x) için V (x) ⊆ N olacak ³ekilde bir

V ∈ B vard�r. Buradan A ∩N 6= ∅ olup x ∈ A elde edilir. �

Önerme 3.1.33. (X,U) bir düzgünümsü uzay olsun. bu durumda a³a§�dakiler vard�r:

(i) (X,U), R0 uzayd�r ⇔ ∩U simetriktir.

(ii) (X,U), Hausdor� uzayd�r ⇔
⋂
U∈U U

−1 ◦ U = 4.

Kan�t:
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(i) (⇒) x, y ∈ X, x 6= y ve (x, y) ∈ ∩U olsun. Her U ∈ U için y ∈ U(x) olur. Buradan

x ∈ {y} bulunur. Di§er yandan U(y) ∈ KτU (y) oldu§undan y ∈ T ⊂ U(y) olacak

³ekilde bir T ∈ τU vard�r. (X, τU) R0 oldu§undan {y} ⊂ T ⊂ U(y) olur. Ayr�ca

x ∈ {y} oldu§undan x ∈ U(y) bulunur. Böylece her U ∈ U için (y, x) ∈ U

oldu§undan ∩U simetrik elde edilir.

(⇐) G ∈ τU ve x ∈ G olsun. Bu durumda x ∈ U0(x) ⊂ G olacak ³ekilde bir

U0 ∈ U vard�r. y ∈ {x} alal�m. Her U ∈ U için x ∈ U(y) olur. Buradan da

(y, x) ∈ ∩U ve ∩U simetrik oldu§undan (x, y) ∈ ∩U bulunur. Her U ∈ U için

(x, y) ∈ U oldu§undan (x, y) ∈ U0 ve U0(x) ⊂ G oldu§undan y ∈ G bulunur.

Böylece {x} ⊂ G elde edilir.

(ii) (⇒) Her U ∈ U ve her x ∈ X için (x, x) ∈ U ve (x, x) ∈ U−1 oldu§undan

(x, x) ∈ U−1 ◦ U 'd�r ve 4 ⊂
⋂
U∈U(U−1 ◦ U) elde edilir. Tersine, x, y ∈ X, x 6= y

ve (x, y) ∈
⋂
U∈U(U−1 ◦ U) olsun. Her U ∈ U için (x, y) ∈ U−1 ◦ U olur. Bu

durumda ∃z ∈ X : (x, z) ∈ U ve (z, y) ∈ U−1'dir. Buradan (x, z), (y, z) ∈ U olup

z ∈ U(x) ve z ∈ U(y) bulunur. Bu ise (X, τU)'nun Hausdor� olmas� ile çeli³ir. O

halde
⋂
U∈U(U−1 ◦ U) ⊂ 4 olmal�d�r.

(⇐) x, y ∈ X ve x 6= y olsun. Bu durumda, her U ∈ U için U(x) ∩ U(y) = ∅

olur. Aksine U(x)∩U(y) 6= ∅ olsa ∃z ∈ X : (x, z) ∈ U ve (y, z) ∈ U 'dur. Böylece

(x, y) ∈
⋂
U∈U(U−1 ◦ U) olur ve bu da

⋂
U∈U(U−1 ◦ U) = 4 olmas� ile çeli³ir.

O halde U(x) ∩ U(y) = ∅ olmal�d�r. Ayr�ca U(x) ∈ KτU (x) ve U(y) ∈ KτU (y)

oldu§undan (X, τU)'nun Hausdor� oldu§u görülür. �

Tan�m 3.1.34. (X,U) ve (Y,V) düzgünümsü uzaylar ve f : (X,U) → (Y,V) bir dö-

nü³üm olsun. E§er her V ∈ V için (f × f)(U) ⊂ V olacak ³ekilde bir U ∈ U varsa yani

her V ∈ V için (f × f)−1(V ) ∈ U oluyorsa f 'ye düzgün sürekli denir 5. Bu çal�³mada

gösterimde kolayl�k olmas� için f × f yerine f ifadesini kullanaca§�z.

Tan�m 3.1.34'den bir düzgünümsü uzaydan kendisine olan birim dönü³üm düzgün sü-

reklidir. Quasi düzgün uzaylar aras�ndaki düzgün sürekli dönü³ümlerin bile³keleri de

yine düzgün sürekli olur.

Önerme 3.1.35. {Ui|i ∈ I} ve {Vi|i ∈ I} s�ras�yla X ve Y üzerinde düzgünümsü

yap�lar�n aileleri olsun. U =
∨
i∈I Ui ve V =

∨
i∈I Vi olmak üzere e§er her i ∈ I için

5f × f : X ×X → Y × Y, (f × f)(x1, x2) = (f(x1), f(x2)) ile tan�ml�d�r.
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f : (X,Ui)→ (Y,Vi) düzgün sürekli ise f : (X,U)→ (Y,V) düzgün süreklidir.

Kan�t: V ∈ V alal�m.
⋂
j∈S Vj ⊂ V olacak ³ekilde bir sonlu S ⊂ I altkümesi vard�r.

f : (X,Ui) → (Y,Vi) düzgün sürekli oldu§undan her i ∈ I için f−1(Vi) ∈ Ui olur.

Ayr�ca f−1(
⋂
j∈S Vj) ⊂ f−1(V ) oldu§undan

⋂
j∈S(f−1(Vj)) ⊂ f−1(V ) olup f−1(V ) ∈ U

elde edilir. �

Not 3.1.36. f : (X,U) → (Y,V) düzgün sürekli olsun. Herhangi bir V ∈ V için

(f−1(V ))−1 = f−1(V −1) oldu§undan f : (X,U−1)→ (Y,V−1) düzgün sürekli olur.

Sonuç 3.1.37. f : (X,U) → (Y,V) düzgün sürekli ise f : (X,U s) → (Y,Vs) düzgün

sürekli olur.

Kan�t: Önerme 3.1.35 ve Not 3.1.36'den bulunur. �

Önerme 3.1.38. Quasi düzgün uzaylar aras�ndaki düzgün sürekli dönü³üm, bu uzay-

lar�n ürettikleri topolojilere göre de süreklidir.

Kan�t: (X,U) ve (Y,V) düzgünümsü uzaylar ve f : (X,U) → (Y,V) düzgün sürekli

bir dönü³üm olsun. G ∈ τV ve x ∈ f−1(G) alal�m.Bu durumda f(x) ∈ G ve böylece

∃V ∈ V : f(x) ∈ V (f(x)) ⊂ G olur. Buradan f−1(V (f(x))) ⊂ f−1(G)'dir. O halde

f−1(V (f(x))) = (f−1(V ))(x) ve f−1(V ) ∈ U oldu§undan f−1(G) ∈ τU bulunur. �

Önceki önermenin tersi her zaman do§ru olmak zorunda de§ildir. Bununla ilgili

kullan�³l� bir teorem ilerleyen bölümlerde verilecektir. Ancak (X1, τ1) ve (X2, τ2) to-

polojik uzaylar olmak üzere f : (X1, τ1) → (X2, τ2) sürekli bir dönü³üm ise f :

(X1,Pτ1)→ (X2,Pτ2) düzgün sürekli olur: C ∈ Pτ2 alal�m. Bu durumda bir n ∈ N için

G1, G2, · · ·Gn ∈ τ2 vard�r öyle ki SG1 ∩SG2 ∩· · ·∩SGn ⊂ C olur. f : (X1, τ1)→ (X2, τ2)

sürekli oldu§undan f−1(G1), · · · , f−1(Gn) ∈ τ1 dir. Di§er yandan f−1(SG1∩· · ·∩SGn) =

f−1(SG1) ∩ · · · ∩ f−1(SGn) = Sf−1(G1) ∩ · · · ∩ Sf−1(Gn) dir. f−1(SG1 ∩ · · · ∩ SGn) ⊂

f−1(C) ve f−1(G1), · · · , f−1(Gn) ∈ τ1 oldu§undan f−1(C) ∈ Pτ1 elde edilir. Böylece

f : (X1,Pτ1)→ (X2,Pτ2) düzgün sürekli olur.

Yukar�da Pervin düzgünümsülük için bahsedilen durum ileride tan�mlayaca§�m�z iyi

monoton düzgünümsülük ve ince düzgünümsülük için de geçerli olacakt�r.

Sonuç 3.1.39. f : (X,U) → (Y,V) düzgün sürekli bir dönü³üm olsun. Bu durumda

f , τU−1 − τV−1 ve τUs − τVs sürekli olur.

Kan�t: Not 3.1.36, Sonuç 3.1.37 ve Önerme 3.1.38'dan bulunur. �
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Herhangi bir topolojik uzay düzgünle³tirilebilir olmak zorunda olmasa da kesinlikle

her topolojik uzay düzgünümsüle³tirilebilirdir yani, bir düzgünümsülük taraf�ndan üre-

tilebilirdir. Dikkat edilirse Örnek 3.1.7 de geçen Pervin düzgünümsülük her topolojiden

elde edilebilir ve Pervin düzgünümsülük hangi topolojiden elde edilmi³ ise yine o topo-

lojiyi üretir. Yani (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere τPτ = τ olur.

Burada de§inilmesi gereken bir di§er konu da ³udur: Her topolojik uzay, bir en ince

düzgünümsülük ile uyumludur. (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere τ ile uyumlu olan

en ince düzgünümsülük, FN τ ile gösterilir ve (X, τ)'nun ince düzgünümsülü§ü denir.

�nce düzgünümsülük, o topoloji ile uyumlu olan düzgünümsülüklerin supremumu olarak

ifade edilir. Buna göre, {Ui, i ∈ I}, bir X kümesi üzerindeki düzgünümsülüklerin bir

ailesi olmak üzere τ∨
i∈I Ui =

∨
i∈I τUi oldu§undan τFN τ = τ 'dur.

Önerme 3.1.40. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. FN τ , τ 'nun tüm normal kom³ua§-

lar�ndan olu³ur.

Kan�t: W = {W |W, τ 'nun bir normal kom³ua§�} ailesini kural�m ve W ∈ W olsun.

Böylece her x ∈ X için W (x) ∈ Kτ (x) ve her x ∈ X için (x, x) ∈ W 'dir. Ayr�ca W

bir normal kom³ua§� oldu§undan V 2 ⊂ W olacak ³ekilde bir V ikili ba§�nt�s� vard�r

öyle ki V,W ∈< Vn > olacak ³ekilde bir < Vn > normal dizisi elde edilir. Böylece W

ailesi, τ ile uyumlu bir düzgünümsülük olu³turur. BuradanW ⊂ FN τ bulunur. Tersine

U ∈ FN τ alal�m. Her civar bir normal kom³ua§� oldu§undan U ∈ W olur. Böylece

FN τ ⊂ W elde edilir. �

Önerme 3.1.41. (X, τ) bir topolojik uzay ve (Y,V) bir düzgünümsü uzay olsun.

f : (X, τ)→ (Y,V) sürekli bir dönü³üm olmak üzere, U , τ ile uyumlu ve f : (X,U)→

(Y,V) düzgün süreklidir ⇔ U = FN τ 'd�r.

Kan�t: (⇒) τU = τ oldu§undan U ⊂ FN τ d�r. Biz FN τ ⊂ U oldu§unu gösterme-

liyiz. U ∈ FN τ alal�m. Y yerine X, V yerine FN τ ve f olarak da idX : (X, τ) →

(X, τFN τ ) birim dönü³ümü al�n�rsa τFN τ = τ oldu§undan idX sürekli ve hipotezden

idX : (X,U) → (X,FN τ ) düzgün sürekli olur. Buradan, idX
−1(U) ∈ U olaca§�ndan

U ∈ U olup FN τ ⊂ U elde edilir.

(⇐) V ∈ V alal�m. f−1(V )'nin τ 'nun bir normal kom³ua§� oldu§unu gösterece§iz. Her

x ∈ X için (f(x), f(x)) ∈ V oldu§undan f(x) ∈ V (f(x)) ∈ KτV (f(x))'dir. f sürekli

oldu§undan f−1(V (f(x))) = (f−1(V ))(x) ∈ KτU (x) bulunur ve böylece f−1(V ) bir

kom³ua§� olur. V bir civar oldu§undan τV 'nin bir normal kom³ua§�d�r. Çünkü W 2 ⊂ V
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olacak ³ekilde bir W ∈ V vard�r. Bu durumda, V1 := V ve V2 := W olarak seçelim.

Yine O2 ⊂ W olacak ³ekilde bir O ∈ V vard�r. V3 := O seçelim ve bu ³ekilde se-

çime devam ederek < Vn > dizisini olu³tural�m. Böylece < Vn > bir normal dizi olur.

U1 := f−1(V ), U2 := f−1(W ), U3 := f−1(O) · · · ³eklinde bir < Un > dizisi olu³tural�m.

W 2 ⊂ V iken (f−1(W ))2 ⊂ f−1(V ) oldu§undan f−1 < Vn >=< Un > yine bir normal

dizi olur. Böylece f−1(V ) bir normal kom³ua§� olaca§�ndan f−1(V ) ∈ FN τ elde edilir.

�

Tan�m 3.1.42. X bir küme ve I bir indis kümesi olmak üzere her i ∈ I için (Yi,Ui)

düzgünümsü uzay ve fi : X → Yi dönü³üm olsun. X üzerinde her i ∈ I için fi dönü-

³ümünü düzgün sürekli yapan bir en kaba U düzgünümsülü§ü vard�r. U 'ya ba³lang�ç

düzgünümsülü§ü denir ve {f−1
i (Ui)|Ui ∈ Ui ve i ∈ I} alttaban� ile üretilir. E§er her Ui,

düzgünlük ise U ba³lang�ç düzgünümsülü§ü de bir düzgünlük olur.

Önerme 3.1.43. X bir küme ve I bir indis kümesi olmak üzere her i ∈ I için (Yi,Ui)

düzgünümsü uzay ve fi : X → Yi dönü³üm olsun. U , X üzerinde (fi)i∈I ailesi ile

üretilen ba³lang�ç düzgünümsülü§ü olmak üzere U , her i ∈ I için fi : X → (Yi, τUi)

dönü³ümünü sürekli yapan en kaba topoloji τ ile uyumludur.

Kan�t:

• G ∈ τ ve x ∈ G olsun. Bu durumda bir n ∈ N için x ∈ f−1(G1) ∩ f−1(G2) ∩

· · · ∩ f−1(Gn) ⊂ G olacak ³ekilde G1 ∈ τU1 , · · ·Gn ∈ τUn vard�r. Buradan f(x) ∈

G1, f(x) ∈ G2, · · · , f(x) ∈ Gn olur. Bu durumda ∃U1 ∈ U1, · · · , Un ∈ Un :

f(x) ∈ U1(f(x)) ⊂ G1, · · · , f(x) ∈ Un(f(x)) ⊂ Gn d�r. Böylece x ∈ f−1(U1)(x) ⊂

f−1(G1), · · · , x ∈ f−1(Un)(x) ⊂ f−1(Gn) olur. Buradan da x ∈ (f−1(U1) ∩

f−1(U2) ∩ · · · ∩ f−1(Un))(x) ⊂ G olup G ∈ τU elde edilir.

• H ∈ τU alal�m ve x ∈ H olsun. Bu durumda ∃U ∈ U : x ∈ U(x) ⊂ H olur ve

∃n ∈ N : her i = 1, .., n için x ∈
⋂
f−1(Ui)(x) ⊂ U(x) ⊂ H olacak ³ekilde Ui ∈ Ui

vard�r. f−1(Ui)(x) = f−1(Ui(f(x))) oldu§undan f(x) ∈
⋂n
i=1 Ui(f(x)) ⊂ f(H)

olur. Her i = 1, .., n için Ui(f(x)) ∈ KτUi (f(x)) oldu§undan ∃Gi ∈ τUi : f(x) ∈

Gi ⊂ Ui(f(x)) bulunur ve x ∈
⋂n
i=1 f

−1(Gi) ⊂ H olup H ∈ τ elde edeilir. �

(X,U) bir düzgünümsü uzay ve A ⊂ X olsun. {U ∩ (A×A)|U ∈ U} ailesine U 'nun A

üzerine indirgedi§i altuzay düzgünümsülü§ü denir ve U|A ile gösterilir. Ayr�ca U|A, i :
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A→ (X,U) birim dönü³ümünü düzgün sürekli yapan A üzerindeki en kaba düzgünüm-

sülüktür. Önerme 3.1.43'dan τU|A = τU |A e³itli§ine ula³�l�r. E§er f : (X,U) → (Y,V)

düzgün sürekli bir dönü³üm ise f |A k�s�tlama dönü³ümü de U|A−V düzgün süreklidir.

B ⊂ A ⊂ X olmak üzere U ve U|A'n�n B üzerindeki altuzay düzgünümsülükleri çak�³�r.

(X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. Herhangi bir G ∈ τ için SG ∩ (A×A) ⊂

SG∩A oldu§undan Pτ |A = Pτ |A olur. Ancak FN τ |A = FN τ |A e³itli§i her zaman do§ru

olmak zorunda de§ildir. Örne§in, X = R, τ = τe öklid topolojisi ve A = Q al�n�rsa

FN τ |Q = FN τ |Q sa§lanmaz. Bu durum ilerleyen bölümlerde verilecek bir teorem ile

aç�klanacakt�r.

Tan�m 3.1.44. {(Xi,Ui)|i ∈ I} düzgünümsü uzaylar�n bir ailesi ve X =
∏

i∈I Xi olsun.

πi : X → Xi izdü³üm dönü³ümü olmak üzere X üzerinde tüm izdü³üm dönü³ümlerini

düzgün sürekli yapan en kaba düzgünümsülü§e çarp�m düzgünümsülü§ü denir. E§er

(X,U) ve (Y,V) düzgünümsü uzaylar ise X×Y üzerindeki çarp�m düzgünümsülü§ünün

taban� B ³u ³ekildeki ba§�nt�lar� içerir: B ∈ B için bir U ∈ U ve bir V ∈ V vard�r

öyle ki her x, y ∈ X için B((x, y)) = U(x) × V (y) olur. Önerme 3.1.43'den, ba³lang�ç

düzgünümsülü§ü ba³lang�ç topolojisini üretti§inden çarp�m düzgünümsülü§ü de çarp�m

topolojisi ile uyumludur.

Önerme 3.1.45. f : (X,U) →
∏

i∈I(Yi,Vi) olsun. f düzgün süreklidir ⇔ Her i ∈ I

için πi ◦ f düzgün süreklidir.

Kan�t: (⇒) f düzgün sürekli olsun. Her i ∈ I için πi düzgün sürekli oldu§undan πi ◦ f

dönü³ümü de düzgün sürekli olur.

(⇐)
∏

i∈I Yi çarp�m düzgünümsülü§ünün herhangi bir π−1
j (Vj), (j ∈ I, Vj ∈ Vj) civar�

için πi ◦ f düzgün sürekli oldu§undan f−1(π−1
j (Vj)) = (πj ◦ f)−1(Vj) ∈ U olur ve f 'nin

düzgün sürekli oldu§u görülür. �

Teorem 3.1.46. T , (Xi,Ui) (i ∈ I) düzgünümsü uzaylar�n�n herhangi bir ailesinin

bir altkümesi olsun. Bu durumda (Y, d) bir T0-yar�-metrikimsi uzay olmak üzere f :

T → (Y, d) düzgün sürekli dönü³ümü g ◦ (π|T ) ³eklindedir. Burada en az bir say�labilir

C ⊂ I vard�r ki π :
∏

i∈I Xi →
∏

i∈C Xi dönü³ümü π((xi)i∈I) = (xi)i∈C ile tan�ml�d�r

ve g : π(T )→ Y bir düzgün sürekli dönü³ümdür.

Kan�t: f düzgün sürekli oldu§undan her n ∈ N için I'n�n sonlu bir In altkümesi

ve i ∈ In için Ui ∈ Ui vard�r öyle ki (x, y) ∈ [∩i∈In(πi × πi)
−1Ui] ∩ (T × T ) için
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d(f(x), f(y)) < 1
n+1

olur. C = ∪n∈NIn olsun ve yukar�da tan�mlanan π((xi)i∈I) =

(xi)i∈C izdü³üm dönü³ümünü dü³ünelim. Her x ∈ π(T ) için tx ∈ T ∩ π−1({x}) olsun

ve x 7→ f(tx) kural� ile g : π(T ) → Y dönü³ümünü tan�mlayal�m. t′, t′′ ∈ T alal�m.

E§er π(t′) = π(t′′) ise In ⊂ C (n ∈ N) oldu§undan d(f(t′), f(t′′)) < 1
n+1

olur. n → ∞

için d(f(t′), f(t′′)) = 0 ve d(f(t′′), f(t′)) = 0 olur. d, T0-yar�-metrikimsi oldu§undan

f(t′) = f(t′′) elde edilir. Buradan her x ∈ π(T ) noktas�na kar³�l�k tx'in seçiminden ve

g'nin tan�m�ndan f = g ◦ (π|T ) oldu§u sonucuna var�l�r. �imdi de g'nin düzgün sürekli

oldu§unu gösterelim: n ∈ N olsun. Her i ∈ In için (π(t)i, π(t′)i) ∈ Ui olacak ³ekilde

t, t′ ∈ T al�n�rsa, varsay�mdan d(g(π(t)), g(π(t′))) = d(f(t), f(t′)) < 1
n+1

olur. Böylece

g'nin düzgün sürekli oldu§u görülür. �

Önerme 3.1.47. U ve V , bir X kümesi üzerinde düzgünümsülükler olsun. U ∈ U ,

V ∈ V veM ⊂ X×X olmak üzere, V ◦M ◦U bile³kesi, U−1×V 'nin üretti§i topolojiye

göre M 'nin bir kom³ulu§udur.

Kan�t: (x1, x2) ∈ M alal�m. U−1(x1) ∈ KτU−1 (x1) ve V (x2) ∈ KτV (x2)'dir. Öyleyse bir

Gx1 ∈ τU−1 ve bir Gx2 ∈ τV vard�r ki x1 ∈ Gx1 ⊂ U−1(x1) ve x2 ∈ Gx2 ⊂ V (x2) olur.

Bu durumda M ⊂
⋃

(x1,x2)∈M Gx1 × Gx2 ⊂
⋃

(x1,x2)∈M U−1(x1) × V (x2) ⊂ V ◦M ◦ U

olaca§�ndan
⋃

(x1,x2)∈M Gx1 ×Gx2 ∈ τU−1×V gerçe§i ile, V ◦M ◦U ∈ KτU−1×V
elde edilir.

�

Sonuç 3.1.48. (X,U) bir düzgünümsü uzay olsun. Bu durumda {U |U ∈ U ve U ∈

τU−1×U} ailesi U için bir taband�r.

Kan�t: U ∈ U alal�m. U ⊂ X × X oldu§undan Önerme 3.1.47'den U ◦ U ◦ U ∈

KτU−1×U
(U)'d�r. U ∈ U oldu§undanW 2 ⊂ U olacak ³ekilde birW ∈ U vard�r. Herhangi

bir (x, y) ∈ W 2 için önceki önermeden W ◦ {(x, y)} ◦W ∈ KτU−1×U
((x, y)) ve ayr�ca

W ◦ {(x, y)} ◦W ⊂ W 2 oldu§undan W 2 ∈ τU−1×U elde edilir. �

Örnek 3.1.49. Bölümün ba³�nda R üzerindeki Q düzgünümsülü§ü için tan�mlanan

Qε civarlar�n� dü³ünelim. Hiçbir τQ×Q aç�k küme 4'y� kapsayamayaca§�ndan Qε civar�,

4'n�n τQ×Q kom³ulu§u olamaz. Ancak her Qε ∈ Q için V 2 ⊂ Qε olacak ³ekilde bir V ∈

Q var ve önceki sonuçtan da V 2 ∈ τQ−1×Q oldu§undan Qε, 4'n�n τQ−1×Q kom³ulu§u

olur.

Önerme 3.1.50. U ve V , bir X kümesi üzerinde düzgünümsü yap�lar olsun. M ⊂

X ×X olmak üzere M 'nin τU×V topolojisine göre kapan�³� M = ∩{V −1 ◦M ◦U |U ∈ U
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ve V ∈ V} olur.

Kan�t:

• (a, b) ∈ M ⇒ ∀N ∈ KτU×V ((a, b)) için N ∩M 6= ∅ ⇒ Önerme 3.1.47'den her

U ∈ U ve V ∈ V için V ◦ {(a, b)} ◦ U−1 ∈ KτU×V ((a, b)) ⇒ ∃(c, d) ∈ X × X :

(c, d) ∈ V ◦{(a, b)}◦U−1 ve (c, d) ∈M ⇒ ∃z, t ∈ X : (c, t) ∈ U−1, (t, z) ∈ {(a, b)}

ve (z, d) ∈ V ⇒ (a, c) ∈ U, (c, d) ∈ M ve (d, b) ∈ V −1 ⇒ ∀U ∈ U ve V ∈ V için

(a, b) ∈ V −1 ◦M ◦ U .

• (a, b) ∈ ∩{V −1 ◦M ◦ U |U ∈ U , V ∈ V} ve N ∈ KτU×V ((a, b)) olsun. Bu durumda

(a, b) ∈ G ×H ⊂ N olacak ³ekilde G ∈ τU ve H ∈ τV vard�r. Buradan ∃U1 ∈ U

ve V1 ∈ V için a ∈ U1(a) ⊂ G ve b ∈ V1(b) ⊂ H olur ve U1(a) × V1(b) ⊂ N

elde edilir. Ayr�ca hipotezden (a, b) ∈ V −1
1 ◦M ◦ U1'dir ve böylece ∃z, t ∈ X için

t ∈ U1(a), z ∈ V1(b) ve (t, z) ∈M olur. O halde (t, z) ∈ U1(a)×V1(b) oldu§undan

N ∩M 6= ∅ ve (a, b) ∈M bulunur. �

Sonuç 3.1.51. U , X üzerinde bir düzgünümsü yap� olsun. Bu durumda {U |U ∈ U ve

U, τU×U−1-kapal�} ailesi U için bir taban olur.

Önerme 3.1.52. τ1 ve τ2 bir X kümesi üzerindeki topolojiler olsun. (Y,V) bir düzgü-

nümsü uzay ve f : X → Y τ1− τV ve τ2− τV−1 sürekli bir dönü³üm olsun. Bu durumda

her V ∈ V için f−1(V ) ∈ Kτ2×τ1(4) olur.

Kan�t: V ∈ V alal�m. BöyleceW 2 ⊂ V olacak ³ekilde birW ∈ V vard�r. E§er bir x ∈ X

al�n�rsa f ,τ1 − τV ve τ2 − τV−1 sürekli oldu§undan bir G1 ∈ τ1 ve G2 ∈ τ2 vard�r öyle

ki x ∈ G1 ∩ G2, f(G1) ⊂ W (f(x)) ve f(G2) ⊂ W−1(f(x)) olur. Herhangi bir (a, b) ∈

G2 × G1 için (f(a), f(x)), (f(x), f(b)) ∈ W oldu§undan (f(a), f(b)) ∈ W 2 ⊂ V 'dir ve

(a, b) ∈ f−1(V ) bulunur. Böylece G2 × G1 ⊂ f−1(V )'dir ve ayr�ca G2 × G1 ∈ τ2 × τ1

oldu§u dikkate al�n�rsa, f−1(V ), 4'n�n τ2 × τ1 kom³ulu§u olur. �

Teorem 3.1.53. (X, τ) kompakt Hausdor� uzay ve G, X üzerinde kapal� k�smi s�ral�

küme olsun. Bu durumda X üzerinde ∩U = G ve τUs = τ olacak ³ekilde sadece bir U

düzgünümsülü§ü vard�r.

Kan�t: U , X üzerinde ∩U = G ve τUs = τ ³art�n� sa§layan bir düzgünümsülük olsun.

Öncelikle U süzgecinin, G'nin tüm τ × τ kom³uluklar�ndan olu³tu§unu gösterelim.

Sonuç 3.1.48'den U 'nun tüm elemanlar� zaten G'nin τ×τ kom³ulu§udur. U 'nun eleman�
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olmayan G'nin bir V τ × τ kom³ulu§unu alal�m. Bu durumda {U \ V |U ∈ U} ailesi

X×X üzerinde bir V süzgeci için taban olur. Çünkü U1, U2 ∈ U olmak üzere U1∩U2 ∈ U

d�r ve (U1 ∩ U2) \ V ⊂ (U1 \ V ) ∩ (U2 \ V ) dir. (X, τ) kompakt oldu§undan V 'nin bir

τ × τ y�§�lma noktas� (x, y) vard�r ve (x, y) 6∈ G dir. Aksine, (x, y) ∈ G olsa (x, y) ∈ V

olur ve V ∈ Kτ×τ (V ) oldu§undan G ⊂ T ⊂ V olacak ³ekilde bir T ∈ τ × τ vard�r.

Ayr�ca (x, y) ∈
⋂
U∈U (U \ V ) oldu§undan T ∩ (U \ V ) 6= ∅'dir. Böylece, z ∈ T, z ∈ U

ve z 6∈ V olacak ³ekilde bir z ∈ X olmal�d�r. Bu ise T ⊂ V olmas� ile çeli³ir. O halde

(x, y) 6∈ G olmal�d�r. U , V 'den daha kaba oldu§undan (x, y), U 'nun da bir y�§�lma

noktas�d�r. Ayr�ca Sonuç 3.1.51'den U 'nun elemanlar�n�n τ × τ 'ya göre kapan�³lar�n�n

arakesiti G olur. Bu ise (x, y)'nin U 'nun bir y�§�lma noktas� ve (x, y) 6∈ G olmas� ile

çeli³ir. Böylece U 'nun, G'nin tüm τ × τ kom³uluklar�ndan olu³tu§u gösterilmi³ olur.

Kan�t�n tamamlanmas� için U 'nun, X üzerinde ∩U = G ve τUs = τ ³artlar�n� sa§layan

bir düzgünümsü yap� oldu§u gösterilmelidir. U 'nun yap�s�ndan dolay� aç�kça ∩U = G

dir. U 'nun, X üzerinde bir düzgünümsülük oldu§unu göstermek için Tan�m 3.1.1'deki

(b) ³art�n� sa§lad�§�n� göstermek yeterlidir. Bir τ × τ aç�k U ∈ U alal�m öyle ki her

V ∈ U için V 2 6⊂ U yani V 2 \ U 6= ∅ olsun. Her V ∈ U için V ′ := {((x, y), z) ∈

X2×X|(x, y) 6∈ U, (x, z), (z, y) ∈ V } kümesini tan�mlayal�m. Buradan B = {V ′|V ∈ U}

ailesi [(X × X) \ U ] × X üzerinde bir süzgecin taban� olur. Ayr�ca, (X × X) \ U ⊂

X × X ve (X × X) \ U altkümesi τ × τ kapal� oldu§undan kompakt olur. Yine X

kompakt oldu§undan [(X ×X) \ U ]×X kompaktt�r. Böylece, B bir ((a, b), c) y�§�lma

noktas�na sahiptir ve (a, c) ∈ G dir. Aksine (a, c) 6∈ G olsa, X kompakt ve Hausdor�

oldu§undan regülerdir ve buradan G ⊂ L ve (a, c) ∈ H olacak ³ekilde ayr�k aç�k L ve

H kümeleri vard�r. �imdi W = {((x, y), z)|(x, z) ∈ H} kümesini kural�m. Bu durumda

(a, c) ∈ H oldu§undan ((a, b), c) ∈ W ve W ∩ V ′ = ∅ olur. Bu ise ((a, b), c)'nin B'nin

bir y�§�lma noktas� olmas� ile çeli³ir. Buradan (a, c) ∈ G olmal�d�r. (c, b) ∈ G oldu§u

da ayn� ³ekilde gösterilir. G k�smi s�ral� oldu§undan geçi³lidir ve (a, b) ∈ G olur. Ancak

((a, b), c) ∈ [(X × X) \ U ] × X oldu§undan (a, b) 6∈ U d�r ve ∩U = G oldu§undan

G ⊂ U d�r. Böylece (a, b) ∈ G olmas�n�n bir çeli³ki oldu§u görülür. O halde, U bir

düzgünümsü yap�d�r. �imdi de τUs = τ oldu§unu gösterelim. H ∈ τUs ve x ∈ H

alal�m. Bu durumda ∃V ∈ U : (V ∩ V −1)(x) ⊂ H olur. U 'nun tüm elemanlar� G'nin

τ × τ kom³ulu§u oldu§undan G ⊂ A × B ⊂ V olacak ³ekilde A,B ∈ τ vard�r. Ayr�ca

G−1 ⊂ B × A ⊂ V −1 dir ve G yans�mal� oldu§undan x ∈ (G ∩G−1)(x) olur. Buradan
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x ∈ [(A×B)∩(B×A)](x) ⊂ H'dir. Ayr�ca [(A×B)∩(B×A)](x) ∈ τ oldu§undan H'�n

her eleman� bir iç nokta olur ve H ∈ τ elde edilir. Böylece τUs ⊂ τ bulunur. ∩U k�smi

s�ral� oldu§undan τUs topolojisi Hausdor�'tur. Gerçekten; x, y ∈ X ve x 6= y olsun.

G k�smi s�ral� oldu§undan (x, y) 6∈ ∩U veya (y, x) 6∈ ∩U olur. (x, y) 6∈ ∩U oldu§unu

varsayal�m. Bu durumda ∃U ∈ U : (x, y) 6∈ U2'dir. Ayr�ca U ∩U−1 ∈ U s civar� için V =

U ∩ U−1 alal�m. Bu durumda x ∈ V (x) ve y ∈ V (y) olur. Ayr�ca V (x) ∩ V (y) = ∅ dir.

V (x) ∈ KτUs (x) ve V (y) ∈ KτUs (y) oldu§undan τUs topolojisi Hausdor�'tur. Hausdor�

uzaylar içerisinde kompakt olanlar minimal oldu§undan τ ⊂ τUs olur ve böylece τUs = τ

elde edilir. �

Sonuç 3.1.54. (X, τ) kompakt Hausdor� bir uzay olsun. τ ile uyumlu tek düzgünlük

4'n�n tüm kom³uluklar ailesidir.

Kan�t: Bilindi§i gibi 4 kümesi, Hausdor� uzaylar için çarp�m uzay�nda kapal�d�r.

Bu durumda önceki teoremde G yerine 4'y� ve U 'yu da düzgünlük al�rsak U s = U

olaca§�ndan τU = τ elde edilir. �

Not 3.1.55. Daha önce belirtti§imiz gibi, düzgün sürekli dönü³ümler, tan�ml� olduk-

lar� düzgünümsü uzaylar�n uyumlu oldu§u topolojilere göre de sürekli olurlar. Bu du-

rumun tersinin hangi ³artlar alt�nda geçerli oldu§u a³a§�daki teorem ile verilecektir.

Di§er yandan, düzgün uzaylar aras�nda tan�ml� bir sürekli dönü³ümün tan�ml� oldu§u

düzgün uzay�n düzgün topolojisi kompakt ise bu dönü³ümün düzgün sürekli oldu§u bi-

linmektedir. Bununla ilgili literatür kan�t�na bu çal�³mada de§inilmemi³tir ancak ilgili

okuyucular için [1, Teorem 13.8] önerilir.

Teorem 3.1.56. (X,U) ve (Y,V) düzgünümsü uzaylar ve (X,U s) bir kompakt Ha-

usdor� uzay olsun. E§er f : X → Y dönü³ümü τU − τV ve τU−1 − τV−1 sürekli ise

f : (X,U)→ (Y,V) düzgün sürekli olur.

Kan�t: V ∈ V alal�m. Önerme 3.1.52'den f−1(V ), 4'n�n bir τU−1×U kom³ulu§u olur.

Ayr�ca Teorem 3.1.53'a göre, U , 4'n�n tüm kom³uluklar�ndan olu³tu§undan f−1(V ) ∈

U 'dur. �

Yukar�daki teoremde bir U düzgünümsülü§ü için kurulan U s simetrizasyonu ile üre-

tilen topolojinin kompakt olmas� ko³ulunun kaç�n�lmaz oldu§una dikkat edilmelidir. U

ve U−1 düzgünümsülüklerinin her ikisinin de topolojilerinin kompakt olmas� teorem

için yeterli de§ildir.
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Örnek 3.1.57. X = [−1, 1]−{0} ve Q, bölümün ba³�nda tan�mlanan düzgünümsülük

olmak üzere U = Q|X×X olsun. Bu durumda (X, τU) ve (X, τU−1) topolojik uzaylar�n�n

her ikisi de kompaktt�r. f : X → X,

f(x) =

 −1 ;x < 0

1 ;x > 0

dönü³ümünü tan�mlayal�m. f , τU − τU ve τU−1 − τU−1 süreklidir ancak, f : (X,U) →

(X,U) düzgün sürekli de§ildir.

Tan�m 3.1.58. Y bir küme ve I bir indis kümesi olmak üzere her i ∈ I için (Xi,Ui)

düzgünümsü uzay ve fi : Xi → Y bir dönü³üm olsun. Y üzerinde her i ∈ I için fi

dönü³ümünü düzgün sürekli yapan bir en ince V düzgünümsülü§ü vard�r. Bu ³ekilde

tan�ml� V 'ye biti³ düzgünümsülü§ü denir. Aç�kça V , {U : 4 ⊂ U ⊂ Y × Y ve her i ∈ I

için f−1
i (U) ∈ Ui} süzgecinden daha kabad�r. E§er her Ui süzgeci düzgünlük ise V biti³

düzgünümsülü§ü de bir düzgünlük olur.

X ve Y düzgünümsü uzaylar olmak üzere f : X → Y düzgün sürekli ve örten bir

dönü³üm olsun. E§er Y üzerinde f ile olu³turulan biti³ düzgünümsülü§ü varsa f bölüm

dönü³ümü olur.

(X,U) bir düzgünümsü uzay olsun. Aç�kt�r ki, (∩U) ∩ (∩U)−1 ikili ba§�nt�s� X

üzerinde bir denklik ba§�nt�s�d�r. Bu denklik ba§�nt�s�n� ∼ ile gösterelim. q : X → X/ ∼

bölüm dönü³ümü ile X/ ∼ üzerinde olu³turulan biti³ düzgünümsülü§üne, U 'nun T0

bölümü, yani U ' nun bölüm düzgünlü§ü denir.

Bu bölümün kalan k�sm�nda yaz�mda kolayl�k olmas� amac�yla ³u gösterimler kul-

lan�lacakt�r. X bir düzgünümsü uzay olmak üzere X uzay�n�n düzgünümsülü§ü UX ile

ve X'in ayr�k düzgünlük ile donat�lm�³ olan kümesi DX ile gösterilecektir.

Yard�mc� Teorem 3.1.59. X ve Y düzgünümsü uzaylar olsun. Bu durumda UX×Y
çarp�m düzgünümsülü§ü, UX×DY ve UDX×Y düzgünümsülüklerinin her ikisinden de

daha kaba olan en ince düzgünümsülüktür.

Kan�t: �stenileni elde etmek için UDX×Y ∧ UX×DY = UX×Y oldu§unu göstermeliyiz.

Z ∈ UDX×Y ∧UX×DY al�n�rsa, W 2 ⊂ Z olacak ³ekilde bir W ∈ UDX×Y ∧UX×DY vard�r.

O halde her x ∈ X ve her y ∈ Y için U(x)× {y} ⊂ W (x, y) ve {x} × V (y) ⊂ W (x, y)

olacak ³ekilde U ∈ UX ve V ∈ UY bulunur. Belirli bir x ∈ X ve y ∈ Y seçelim. Herhangi

bir (a, b) ∈ U(x) × V (y) için (a, b) ∈ U(x) × {b} ⊂ W (x, b) ve (x, b) ∈ {x} × V (y) ⊂
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W (x, y) olur. (x, b) ∈ W (x, y) gerçe§inden W (x, b) ⊂ W (W (x, y)) = W 2(x, y) olup

(a, b) ∈ W 2(x, y) ⊂ Z(x, y) bulunur. Buradan her x ∈ X ve y ∈ Y için U(x)× V (y) ⊂

Z(x, y) olur ve böylece Z ∈ UX×Y elde edilir. Di§er taraftan bir W ∈ UX×Y alal�m.

Bu durumda her x ∈ X ve y ∈ Y için U(x)× V (Y ) ⊂ W (x, y) olacak ³ekilde U ∈ UX
ve V ∈ UY vard�r. U ve V ayn� zamanda ayr�k düzgünlü§ün de civarlar� oldu§undan

U(x)× V (y) ∈ UDX×Y ∩UX×DY olur. Buradan da W ∈ UDX×Y ∧UX×DY elde edilir. �

Teorem 3.1.60. X ve Y düzgünümsü uzaylar ve f : X → Y bir bölüm dönü³ümü

olsun. D ve E ayr�k düzgünlü§ü ta³�yan düzgün uzaylar ve g : D → E bir örten dö-

nü³üm olsun. Bu durumda f × g : X × D → Y × E dönü³ümü düzgünümsü uzaylar

aras�nda bir bölüm dönü³ümü olur.

Kan�t: Z bir düzgünümsü uzay ve h : Y × E → Z, h ◦ (f × g) düzgün sürekli ola-

cak ³ekilde bir dönü³üm olsun. (Zn)n∈N, her n ∈ N için Z2
n+1 ⊂ Zn olacak ³ekilde

UZ 'nin civarlar�n�n bir dizisi olsun. Gerçekten her civar bir normal kom³ua§� oldu-

§undan böyle bir dizi vard�r. Her n ∈ N için Wn = h−1(Zn) olu³tural�m. Wn yan-

s�yand�r ve W 2
n+1 ⊂ Wn'dir. Ayr�ca h ◦ (f × g) : X × D → Z düzgün sürekli ol-

du§undan her n ∈ N için (h ◦ (f × g))−1(Zn) = (f × g)−1(Wn) ∈ UX×D d�r. Her

n ∈ N için Vn = {(y1, y2) ∈ Y × Y : ((y1, e), (y2, e)) ∈ Wn, e ∈ E} kümesini

olu³tural�m. Wn yans�yan oldu§undan Vn de yans�yand�r ve V 2
n+1 ⊂ Vn d�r. Üstelik

{((y1, e), (y2, e)) : (y1, y2) ∈ Vn, e ∈ E} ∈ UY×E oldu§undan, Vn ∈ UY ise Wn ∈ UY×E
olur. Ayr�ca Vn'in tan�m�ndan {((y1, e), (y2, e)) : (y1, y2) ∈ Vn, e ∈ E} ⊂ Wn oldu§u göz

önüne al�n�rsa Wn ∈ UY×E bulunur. O halde Vn ∈ UY oldu§u gösterilmelidir. Bunun

için, f bir bölüm dönü³ümü oldu§undan f−1(Vn) ∈ UX oldu§unu göstermek yeterli

olur. n ∈ N alal�m. (f × g)−1(Wn) ∈ UX×D oldu§undan bir Mn ∈ UX vard�r öyle ki

{((f(m1), g(d)), (f(m2), g(d))) : (m1,m2) ∈ Mn, d ∈ D} ⊂ Wn olur. (m1,m2) ∈ Mn

olsun. Herhangi bir e ∈ E için g örten oldu§undan g(d) = e olacak ³ekilde bir d ∈ D var-

d�r ve böylece Vn'in tan�m�ndan (f(m1), f(m2)) ∈ Vn bulunur. Buradan Mn ⊂ f−1(Vn)

olup f−1(Vn) ∈ UX elde edilir. Bu durumda her n ∈ N için Vn ∈ UY olur ve h'�n düzgün

sürekli oldu§u görülür. �

Topolojik uzaylarda herhangi iki bölüm dönü³ümünün çarp�m� bir bölüm dönü³ümü

olmak zorunda de§ilken6 düzgünümsü uzaylarda bölüm dönü³ümlerinin çarp�m� yine

bir bölüm dönü³ümüdür.

6Örnek için bak�n�z [8, Örnek 2.4.20].
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Yard�mc� Teorem 3.1.61. f : X → Y ve g : Z → T düzgünümsü uzaylar aras�nda

bölüm dönü³ümleri olsun. Bu durumda f × g de bir bölüm dönü³ümü olur.

Kan�t: E herhangi bir düzgünümsü uzay olsun. Bir h : Y × T → E dönü³ümü için

h ◦ (f × g) : X × Z → E dönü³ümünün düzgün sürekli oldu§unu varsayal�m. Te-

orem 3.1.60'den f × g : X × DZ → Y × DT ve f × g : DX × Z → DY × T

dönü³ümlerinin her ikisi de bölüm dönü³ümüdür. h ◦ (f × g) : X × DZ → E ve

h ◦ (f × g) : DX × Z → E düzgün sürekli dönü³ümleri göz önüne al�n�nca, Te-

orem 3.1.60'in kan�t�ndan h : Y × DT → E ve h : DY × T → E dönü³ümleri de

düzgün sürekli olur. Böylece Yard�mc� Teorem 3.1.59'den herhangi bir U ∈ UE için

h−1(U) ∈ UDY×T ve h−1(U) ∈ UY×DT iken h−1(U) ∈ UY×T olaca§�ndan h : Y ×T → E

düzgün sürekli olur. Sonuç olarak, f × g bölüm dönü³ümüdür. �

Teorem 3.1.62. Quasi düzgün uzaylar aras�ndaki fi : Xi → Yi, (i ∈ I) bölüm dönü-

³ümlerinin herhangi bir (fi)i∈I ailesinin
∏

i∈I fi çarp�m� bir bölüm dönü³ümüdür.

Kan�t: Teoremin kan�t�na cok uzun oldu§u için bu çal�³mada yer verilememi³tir. Ancak

isteyen okuyucular kan�ta [5, Önerme 2.1.21]'den ula³abilirler. �

3.2 Yak�n�ms� Uzaylar

Bu bölümde öncelikle yak�n�ms� uzaylarla ilgili baz� temel bilgiler ve sonuçlar verilecek

ve daha sonra yak�n�ms� uzaylar�n, topolojik uzaylar ve düzgünümsü uzaylarla olan

ili³kisi incelenecektir. Bu k�s�mda [3],[5] ve [6] nolu kaynaklardan yararlan�lm�³t�r.

Gösterimlerde A,B ⊂ X ve δ, P (X), kuvvet kümesinde bir ikili ba§�nt� olmak üzere

(A,B) ∈ δ yerine AδB ve (A,B) 6∈ δ yerine de AδB kullan�lacakt�r.

Tan�m 3.2.1. X bo³tan farkl� bir küme, P (X), X'in kuvvet kümesi ve δ, P (X)'te bir

ikili ba§�nt� olsun. A³a§�daki ³artlar� sa§l�yorsa δ'ya, yak�n�ms�l�k ve (X, δ) ikilisine de

yak�n�ms� uzay denir:

a) Xδ∅ ve ∅δX

b) CδA ∪B ⇔ CδA veya CδB

A ∪BδC ⇔ AδC veya BδC

c) ∀x ∈ X için {x}δ{x}

d) E§er AδB ise AδC ve X \ CδB olacak ³ekilde bir C ⊂ X vard�r.
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δ'n�n tersi δ−1 ile gösterilir ve δ bir yak�n�ms�l�k ise δ−1 de bir yak�n�ms�l�kt�r. Burada

e§er δ = δ−1 oluyorsa δ bir yak�nl�k olur.

(X, δ) bir yak�n�ms� uzay ve A,B ⊂ X olmak üzere e§er AδB ise A, B'ye yak�nd�r ve

benzer olarak, e§er AδB ise A, B'den uzakt�r denir.

Önerme 3.2.2. (X, δ) bir yak�n�ms� uzay olsun Bu durumda a³a§�dakiler vard�r:

i) A ⊂ A′, B ⊂ B′ ve AδB ise A′δB′ d�r.

ii) A ∩B 6= ∅ ise AδB d�r.

Kan�t:

i) A′ = A ∪ (A′ \ A) olarak yazal�m. AδB oldu§undan yak�nl�k tan�m� b)'den

A′δB bulunur. Ayn� ³ekilde B′ = B ∪ (B′ \B) olarak yaz�l�rsa A′δB oldu§undan

A′δB′'dir.

ii) Yak�nl�k tan�m� c)'den (A∩B)δ(A∩B)'d�r. A∩B ⊂ A ve A∩B ⊂ B oldu§undan

i)'ye göre AδB olur. �

A,B ⊂ X ve (X, δ) bir yak�n�ms� uzay olmak üzere e§er Aδ(X \B) oluyorsa B'ye A'n�n

bir δ-kom³ulu§u denir.

Önerme 3.2.3. (X, δ) bir yak�n�ms� uzay ve�δ, P (X) üzerinde a³a§�daki gibi tan�ml�

bir ikili ba§�nt� olsun:

A�δ B ⇔ B, A'n�n bir δ-kom³ulu§udur.

Bu durumda �δ a³a§�daki ³artlar� sa§lar:

a) X �δ X ve ∅ �δ ∅

b) A�δ B ise A ⊂ B dir.

c) A ⊂ B �δ C ⊂ D ise A�δ D olur.

d) A�δ B1 ve A�δ B2 ise A�δ B1 ∩B2 d�r.

e) A1 �δ B ve A2 �δ B ise A1 ∪ A2 �δ B d�r.

f) A�δ B ise A�δ C �δ B olacak ³ekilde bir C ⊂ X vard�r.

Kan�t:
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a) * Xδ∅ ⇒ Xδ(X \X)⇒ X �δ X

* ∅δX ⇒ ∅δ(X \ ∅)⇒ ∅ �δ ∅

b) A�δ B ⇒ Aδ(X \B)⇒ Önerme 3.2.2 ii)'den A ∩ (X \B) = ∅ ⇒ A ⊂ B.

c) B �δ C oldu§undan Bδ(X \ C) dir. B = B ∪ A ve X \ C = (X \ C) ∪ (X \D)

olarak yaz�labildi§inden yak�nl�k tan�m� b)'den Aδ(X \D) olur ve A�δ (X \D)

bulunur.

d) Aδ(X \B1) ve Aδ(X \B2) oldu§undan Aδ(X \B1)∪(X \B2) olur ve A�δ B1∩B2

bulunur.

e) A1δ(X \ B) ve A2δ(X \ B) oldu§undan A1 ∪ A2δ(X \ B) olur ve A1 ∪ A2 �δ B

bulunur.

f) A�δ B oldu§undan Aδ(X \B) olur ve bir E ⊂ X için AδE ve (X \E)δ(X \B)

sa§lan�r. Bu durumda C := X \ E seçilirse A�δ C �δ B elde edilir. �

Yukar�da tan�mlanan �δ ikili ba§�nt�s�na δ'n�n güçlü içermesi denir.

Not 3.2.4. X bir küme olmak üzere� ikili ba§�nt�s� P (X) üzerinde Önerme 3.2.3'deki

a)-f) ³artlar�n� sa§layan bir ikili ba§�nt� olsun. " A� (X\B)⇒ AδB " ile tan�mlanan δ

ikili ba§�nt�s�X üzerinde bir yak�n�ms�l�k olur. Ayr�ca bu tan�mlanan δ için Aδ(X\B)⇔

A� B karakterizasyonu aç�kt�r.

Böylece herhangi bir güçlü içermeden bir yak�n�ms�l�k ve herhangi bir yak�n�ms�l�ktan

da bir güçlü içerme elde edilebildi§i görülmü³ olur. O halde güçlü içermenin simetri

³art�, yak�n�ms�l�§a simetri ³art� eklenerek yak�nl�k yap�lmas� ile örtü³ür. Buradan güçlü

içermenin simetri ³art� ³u ³ekilde ifade edilebilir:

A�δ B ⇔ (X \B)�δ (X \ A)

Önerme 3.2.5. (X, δ) bir yak�n�ms� uzay ise clδ : P (X) → P (X), clδ(A) = {x :

{x}δA} ile tan�ml� dönü³ümü X üzerinde bir kapan�³ operatörüdür.

Kan�t:

• x ∈ A⇒ {x}δ{x} ve A = {x}∪(A\{x}) oldu§undan {x}δA⇒ x ∈ clδ(A)⇒ A ⊂

clδ(A).
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• Yukar�dan clδ(A) ⊂ clδ(clδ(A)) oldu§u aç�kt�r. �imdi di§er kapsamay� gösterelim.

x ∈ clδ(clδ(A)) ise {x}δ clδ(A)'d�r ve clδ(A) = A ∪ (clδ(A) \ A) oldu§undan

{x}δA olup x ∈ clδ(A) elde edilir. Böylece her iki kapsamadan clδ(clδ(A)) =clδ(A)

bulunur.

• x ∈ clδ(A ∪ B) ⇔ {x}δA ∪ B ⇔ {x}δA veya {x}δB ⇔ x ∈ clδ(A) veya x ∈

clδ(B)⇔ x ∈ clδ(A) ∪ clδ(B).

• x ∈ clδ(∅) al�n�rsa, {x}δ ∅ olur. Ayr�ca, X = {x} ∪ (X \ {x}) olarak yaz�labildi-

§inden Xδ ∅ bulunur. Bu ise çeli³kidir. O halde clδ(∅) = ∅ olmal�d�r. �

Bir X kümesi üzerindeki δ yak�n�ms�l�§� ile üretilen τδ topolojisi önceki önermede

tan�mlanan kapan�³ operatörü yolu ile verilir ve bu topolojiye δ ile uyumlu denir. Yani

τδ topolojisine göre bir A ⊂ X'in kapan�³�n� A ile gösterirsek A =clδ(A) olur.

Dikkat edilirse AδB iken clδB ⊂ X \ A olur: Bir x ∈clδB için x ∈ A olsa A =

{x} ∪ (A \ {x}) olarak yaz�labilece§inden ve {x}δB oldu§undan AδB olurdu.

Herhangi bir A ⊂ X altkümesinin içini iç(A) ile gösterelim. AδB iken A ⊂ iç(X \ B)

olur. Böylece herhangi bir x ∈ X ve A ⊂ X için {x}δ(X \A) ise kesinlikle {x}δA olur.

Önerme 3.2.6. (X, δ) bir yak�n�ms� uzay ve x ∈ X olsun. Bir A ⊂ X altkümesinin

x'in τδ-kom³ulu§u olmas� için gerek ve yeter ko³ul x'in bir δ-kom³ulu§u olmas�d�r.

Kan�t: (⇒) A ∈ Kτδ(x) alal�m. x ∈ G ⊂ A olacak ³ekilde G ∈ τδ vard�r. G ∈ τδ

oldu§undan clδ(X \ G) = X \ G olur. Ayr�ca x 6∈ X \ A ⊂ X \ G =clδ(X \ G) d�r.

Böylece {x}δ(X \G) olur. Di§er yandan, X \G = (X \ A) ∪ (A ∪G) ve {x}δ(X \G)

oldu§undan {x}δ(X \ A) bulunur ve A, x'in bir δ-kom³ulu§u olur.

(⇐) A, x'in bir δ-kom³ulu§u olsun. Bu durumda {x}δ(X \ A) d�r. Buradan x ∈iç(A)

olur ve iç(A) ∈ τδ oldu§undan A ∈ Kτδ(x) bulunur. �

Önerme 3.2.7. (X,U) bir düzgünümsü uzay olsun. δU , P (X) üzerinde ′′AδUB ⇔

∀U ∈ U için (A × B) ∩ U 6= ∅′′ ile tan�ml� bir ikili ba§�nt� olsun. Bu durumda δU , X

üzerinde bir yak�n�ms�l�k olur.

Kan�t: δU 'n�n Tan�m 3.2.1'deki a), b) ve c) ³artlar�n� sa§lad�§� aç�kt�r. Biz d) ³art�n�n

sa§land�§�n� gösterelim. AδUB olsun. Bu durumda ∃U ∈ U : (A × B) ∩ U = ∅ olur.

Buradan U(A) ∩ B = ∅ olur. Ayr�ca V 2 ⊂ U olacak ³ekilde bir V ∈ U vard�r. Üstelik,

[A × (X \ V (A))] ∩ V = ∅ ve [V (A) × B] ∩ V = ∅ oldu§undan AδU(X \ V (A)) ve

V (A)δUB olur. Bu durumda, X \ V (A) ⊂ X oldu§undan istenen elde edilir. �
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Herhangi bir (X,U) düzgünümsü uzay� için Önerme 3.2.7'de tan�mlanan δU 'ya U ile

üretilen yak�n�ms�l�k denir. Hatta δU 'ya kar³�l�k gelen �U güçlü içermesi ′′A�U B ⇔

∃U ∈ U : U(A) ⊂ B′′ ile verilir.

Önerme 3.2.8. (X,U) bir düzgünümsü uzay olsun. Bu durumda τU = τδU olur.

Kan�t:

• G ∈ τU olsun. Zaten X \ G ⊂clδU (X \ G) vard�r. Di§er kapsamay� gösterelim.

x ∈clδU (X \ G) ve x ∈ G olsun. Buradan {x}δU(X \ G) olur. Bu durumda her

U ∈ U için U(x) ∩ (X \G) 6= ∅ olur. Ayr�ca x ∈ G oldu§undan V (x) ⊂ G olacak

³ekilde bir V ∈ U vard�r. O halde V (x) ∩ (X \G) 6= ∅ olmal�d�r. Bu ise mümkün

de§ildir. Böylece clδU (X \G) ⊂ X \G olur ve G ∈ τδU elde edilir.

• G ∈ τδU ve x ∈ G olsun x 6∈ (X \ G) ve X \ G =clδU (X \ G) oldu§undan

U(x) ∩ (X \ G) = ∅ olacak ³ekilde bir U ∈ U vard�r. Bu durumda, U(x) ⊂ G

oldu§undan G ∈ τU elde edilir. �

Tan�m 3.2.9. Bir U düzgünümsü yap�s� için e§er δU = δ oluyorsa U , δ ile uyumludur

denir. (X, δ) bir yak�n�ms� uzay olsun. δ ile uyumlu düzgünümsülüklerin s�n�f� π(δ) ile

gösterilir. Yani π(δ) = {U|δU = δ}'d�r. U ,V ∈ π(δ) ise U ile V yak�n�ms� denktir denir

ve k�saca qp-denk yaz�l�r.

Önerme 3.2.10. U ve V ,X üzerinde iki düzgünümsülük olsun. E§er U ⊂ V ise τU ⊂ τV

ve δV ⊂ δU olur.

Kan�t:

• G ∈ τU ve x ∈ G olsun. Bu durumda x ∈ U(x) ⊂ G olacak ³ekilde bir U ∈ U

vard�r. Ayn� zamanda U ∈ V oldu§undan G ∈ τV olur.

• (A,B) ∈ δV olsun. O halde her V ∈ V için (A × B) ∩ V 6= ∅ olur. Ayr�ca her

U ∈ U için U ∈ V d�r. Buradan her U ∈ U için de (A × B) ∩ U 6= ∅ olur ve

(A,B) ∈ δU elde edilir. �

Örnek 3.2.11. Her A,B ⊂ R için d(A,B) =inf{|a− b| : a ∈ A, b ∈ B} tan�mlayal�m.

a) R üzerindeki E düzgünlü§ü için AδEB ⇔ d(A,B) = 0 d�r: Öncelikle bu ³ekilde

tan�ml� olan δE 'nin bir yak�n�ms�l�k oldu§unu gösterelim. δE 'nin Tan�m 3.2.1'deki

a),b) ve c) ³artlar�n� sa§lad�§� aç�kt�r. d) ³art�n�n da sa§land�§�n� gösterelim.
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AδEB olsun. Bu durumda d(A,B) 6= 0 d�r. ε := d(A,B) ve d(A, x) = d(B, x) ola-

cak ³ekilde x ∈ X seçelim. C := Bd(x, ε/4)∪B olarak al�rsak AδEC ve (X−C)δEB

olur.

�imdi δE için Önerme 3.2.7'de verilen tan�m ile bu örnekte verilen tan�m�n çak�³-

t�§�n� yani ′′∀ε > 0 için (A×B) ∩ Uε 6= ∅ ⇔ d(A,B) = 0′′ oldu§unu gösterelim:

(⇒) d(A,B) 6= 0 oldu§unu varsayal�m. ε := d(A,B) olarak seçersek (A×B)∩Uε =

∅ olur ve hipotez ile çeli³ir.

(⇐) Bir ε > 0 için (A × B) ∩ Uε = ∅ oldu§unu kabul edelim. Bu durumda her

a ∈ A ve her b ∈ B için |a− b| ≥ ε olur. Bu ise d(A,B) = 0 olmas� ile çeli³ir.

b) R üzerinde ′′A � B ⇔ A ⊂ B ve d(Q ∩ A,X − B) > 0′′ ile � ikili ba§�nt�s�n�

tan�mlayal�m. Bu durumda � bir güçlü içerme olur ve uyumlu oldu§u yak�n�m-

s�l�k da δM dir: δ'n�n Önerme 3.2.3'deki ³artlar� sa§lad�§�n� göstermek kolayd�r.

Biz A� (X −B)⇔ ∃ε > 0 : A×B ∩Mε = ∅ oldu§unu gösterelim.

(⇒)A � (X − B) ⇒ A ⊂ B ve d(A ∩ Q, B) > 0 ⇒ ε := d(A ∩ Q, B) için

(A×B) ∩Mε = ∅.

(⇐) (A×B) ∩Mε = ∅ olacak ³ekilde bir ε > 0 var olsun. Bu durumda Mε(A) ⊂

X−B olur. Buradan da A∩B = ∅ ve her a ∈ A∩Q ve her b ∈ B için |a− b| ≥ ε

olur.

Verilecek olan teorem için gerekli olan "tam s�n�rl�l�k" kavram� ve ilgili özelliklerin-

den k�saca söz edelim.

Tan�m 3.2.12. Bir (X,U) düzgünümsü uzay�na e§er her U ∈ U civar� ( veya alttaban

eleman�) ve her A ∈ A için A × A ⊂ U olacak ³ekilde X'in sonlu bir A örtüsü varsa

tam s�n�rl�d�r denir.

Yukar�daki tan�ma göre;

Önerme 3.2.13. i) U , bir X kümesi üzerinde bir düzgünümsülük ise U ,U−1 ve U s

nin hepsi birden tam s�n�rl�d�r ya da hiçbiri tam s�n�rl� de§ildir.

ii) E ⊂ X ve (X,U) tam s�n�rl� olsun. Bu durumda U|E×E da tam s�n�rl�d�r.

iii) Tam s�n�rl� düzgünümsülüklerin ters resmi tam s�n�rl�d�r.

iv) Tam s�n�rl� düzgünümsülüklerin bir çarp�m� tam s�n�rl�d�r.
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v) Tam s�n�rl�l�k düzgün sürekli dönü³üm alt�nda korunur.

vi) Tam s�n�rl� bir düzgünümsü çarp�m uzay�n�n her bir çarpan� da tam s�n�rl�d�r.

Kan�t: i) ve ii)'yi kan�tlayal�m. Öncelikle A ⊂ X ve U bir civar olmak üzere

A×A ⊂ U iken A×A ⊂ U−1 ve A×A ⊂ U ∩U−1 oldu§undan i) aç�kt�r. �imdi ii)'yi

görelim: U ∈ U|E×E için V ∩(E×E) olacak ³ekilde V ∈ U vard�r. O haldeX'in bir sonlu

A örtüsü vard�r ki her A ∈ A için A×A ⊂ V olur. Buradan da (A∩E)× (A∩E) ⊂ U

olur ve {A ∩ E|A ∈ A} ailesi de E'nin sonlu bir örtüsü oldu§undan U|E×E tam s�n�rl�

elde edilir.

Di§er kan�tlar benzer biçimde görülür.

Önerme 3.2.14. X üzerinde {Ui|i ∈ I} tam s�n�rl� düzgünümsü yap�lar�n bir ailesi

olsun. Bu durumda
∨
i∈I Ui supremum düzgünümsülü§ü de tam s�n�rl� olur.

Kan�t: Ui ∈ Ui (i ∈ I) olmak üzere bir
⋃
i∈I Ui alttaban eleman�n� alal�m. Her i ∈ I için

Ui tam s�n�rl� oldu§undan X'in sonlu Ai örtüleri var ve her Ai ∈ Ai için Ai × Ai ⊂ Ui

olur. Bu durumda herhangi bir i0 ∈ I içinAi0 ,X'in bir sonlu örtüsüdür ve her Ai0 ∈ Ai0
için Ai0 × Ai0 ⊂ Ui0 ⊂

⋃
i∈I Ui olur.

Örnek 3.2.15. R üzerindeki E düzgünlü§ünü dü³ünelim. R'nin herhangi bir A örtü-

sünün sonlu olmas� için R ∈ A olmal�d�r. Bu durumda R × R ⊂ Uε olacak ³ekilde bir

ε > 0 say�s� bulunamayaca§�ndan (R, E) tam s�n�rl� olamaz. Benzer ³ekilde Q,Z veM

düzgünümsülükleri de tam s�n�rl� de§ildir. Ancak aç�kt�r ki, E , R'nin s�n�rl� bir altkü-

mesine k�s�tlan�rsa tam s�n�rl� olur ve Qs = E oldu§undan bu s�n�rl� altküme üzerinde

Q da tam s�n�rl� olur.

Bu bilgilerden sonra yukar�da sözü edilien teorem için gerekli bir yard�mc� teorem

verelim.

Yard�mc� Teorem 3.2.16. (X, δ) bir yak�n�ms� uzay olsun. E§er AδB ve EδF ise,

(A \ E)δB veya Aδ(B \ F ) olur.

Kan�t: (A\E)δB oldu§unu kabul edelim. A = (A∩E)∪(A\E) olarak yaz�labildi§inden

ve AδB oldu§undan (A∩E)δB'dir. Üstelik, B = (B∩F )∪(B \F ) ve EδF oldu§undan

(A ∩ E)δ(B \ F )'dir. Böylece Aδ(B \ F ) bulunur. �

X bir küme ve A,B ⊂ X olmak üzere T (A,B) = (X ×X) − (A × B) gösterimini

kullanal�m.
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Teorem 3.2.17. (X, δ) bir yak�n�ms� uzay ve AδB ³art�n� sa§layan tüm T (A,B) ³ek-

lindeki kümelerin ailesi S olsun. S, δ ile uyumlu olan bir tam s�n�rl� Uδ düzgünümsü-

lü§ünün alttaban�d�r. Ayr�ca Uδ, δ ile uyumlu en kaba düzgünümsülüktür ve π(δ)'n�n

tek tam s�n�rl� eleman�d�r.

Kan�t:

• S, Uδ'n�n bir alttaban�d�r: Her T (A,B) ∈ S eleman� yans�yand�r. T (A,B) ∈ S

olsun. AδB oldu§undan bir C ⊂ X vard�r ki AδC ve (X \ C)δB olur. Buradan

T (A,C), T (X \ C,B) ∈ S ve [T (A,C) ∩ T (X \ C,B)]2 ⊂ T (A,B) olur.

• Uδ tam s�n�rl�d�r: T (A,B) ∈ S olsun. AδB oldu§undan A ∩ B = ∅ dir ve (X −

A)∪ (X−B) = X olur. Ayr�ca (X−A)× (X−A) ⊂ T (A,B) ve (X−B)× (X−

B) ⊂ T (A,B) dir. O halde T (A,B)'ye kar³�l�k X'in sonlu A = {X − A,X −B}

örtüsünün her bir eleman�n�n kendisi ile kartezyen çarp�m� T (A,B) taraf�ndan

kapsan�r.

• Uδ ∈ π(δ) d�r: α, Uδ ile üretilen bir yak�n�ms�l�k olsun. α = δ oldu§unu gösterelim.

E§er AδB ise T (A,B) ∈ Uδ d�r. Ayr�ca (A×B)∩ T (A,B) = ∅ oldu§undan AαB

olur. Böylece α ⊂ δ bulunur. Di§er kapsama için; her n ∈ N, her (A,B) ∈ δ

ve S'nin her {T (Ei, Fi)|1 ≤ i ≤ n} altailesi için (A × B) ∩ [∩{T (Ei, Fi)|1 ≤

i ≤ n}] 6= ∅ oldu§unu tümevar�m yöntemi ile gösterelim: n = 1 için bakal�m.

Yani (A × B) ∩ T (E,F ) 6= ∅ olup olmad�§�n� görelim. (A × B) ∩ T (E,F ) =

[(A−E)×B]∪[A×(B−F )] dir. AδB ve EδF oldu§undan önceki yard�mc� teoreme

göre (A×B)∩T (E,F ) = ∅ olmas� AδB ile çeli³ir. O halde (A×B)∩T (E,F ) 6= ∅

olmal�d�r. �imdi k < n için istenen sa§lans�n k = n için de sa§land�§�n� gösterelim.

Her k ≤ n için Gk = ∩{T (Ei, Fi)|1 ≤ i ≤ k} olsun. Bu durumda (A×B)∩Gn =

[((A×B)∩ (X −En)×X)∩Gn−1]∪ [(A×B ∩X × (X −Fn))∩Gn−1] = [((A−

En)×B)∩Gn−1]∪ [(A× (B−Fn))∩Gn−1] olur. Önceki lemma ve tümevar�mdan

bu birle³imdeki her bir terim bo³tan farkl� olur. Böylece (A,B) ∈ α bulunur ve

δ ⊂ α olur.

• Uδ, δ ile uyumlu en kaba düzgünümsülüktür: U ∈ π(δ) olsun. T (A,B) ∈ Uδ
alal�m. AδB ve δU = δ oldu§undan (A × B) ∩ U = ∅ olacak ³ekilde bir U ∈ U

vard�r. Buradan U ⊂ T (A,B) olur. Böylece T (A,B) ∈ U olur ve Uδ ⊂ U elde

edilir.
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• Uδ, δ ile uyumlu tek tam s�n�rl� düzgünümsülüktür: U ∈ π(δ) ve U tam s�n�rl�

olsun. W 2 ⊂ U olacak ³ekilde U,W ∈ U alal�m. U tam s�n�rl� oldu§undan X'in

sonlu bir {Ai|1 ≤ i ≤ n} örtüsü vard�r ve her i ∈ {1, 2, ..., n} için Ai × Ai ⊂ W

olur. (Ai × (X − W (Ai))) ∩ W = ∅ oldu§undan Aiδ(X − W (Ai)) olur. V =

∩{T (Ai, X −W (Ai))|1 ≤ i ≤ n} olsun. Bu durumda V ∈ Uδ ve V ⊂ ∪{Ai ×

W (Ai)|1 ≤ i ≤ n} ⊂ W 2 ⊂ U olur. Buradan U ∈ Uδ ve U ⊂ Uδ bulunur. Daha

önce Uδ ⊂ U oldu§undan U = Uδ elde edilir. �

Sonuç 3.2.18. δ ve ρ, bir X kümesi üzerinde yak�n�ms�l�k olsunlar. Bu durumda δ ⊂ ρ

ise Uρ ⊂ Uδ olur.

Kan�t: T (A,B) ∈ Uρ ⇒ AρB ⇒ AδB ⇒ T (A,B) ∈ Uδ. �

Sonuç 3.2.19. δ, bir X kümesi üzerinde bir yak�n�ms�l�k olsun. Bu durumda δUδ = δ

olur.

Kan�t:

• AδUδB ⇒ ∃T (C,D) ∈ Uδ : A × B ∩ T (C,D) = ∅ ⇒ CδD ve A × B ∩ (X ×X \

C ×D) = ∅ ⇒ CδD ve A ⊂ C,B ⊂ D ⇒ AδB ⇒ δ ⊂ δUδ .

• AδB ⇒ T (A,B) ∈ Uδ ve A×B ∩ T (A,B) = ∅ ⇒ AδUδB ⇒ δUδ ⊂ δ. �

Not 3.2.20. (X, δ) bir yak�n�ms� uzay olsun. Bu durumda, δUδ = δ oldu§undan

τδUδ = τδ'd�r. Ayr�ca, Önerme 3.2.8'den τδUδ = τUδ ve böylece τUδ = τδ olur.

Gösterim. (X,U) bir düzgünümsü uzay olsun. Bu durumda Uω, δU ile uyumlu tam

s�n�rl� düzgünümsülü§ü göstersin.

Teorem 3.2.17'den δU ile uyumlu tam s�n�rl� düzgünümsülük UδU olmal�d�r. O halde

Uω = UδU 'dur.

Di§er yandan, Uω, X üzerinde U 'dan daha kaba olan en ince tam s�n�rl� düzgünümsü-

lüktür: Uω ⊂ U oldu§u aç�kt�r. Uω ⊂ V ⊂ U ve V tam s�n�rl� bir düzgünümsülük olsun.

Bu durumda δU ⊂ δV ⊂ δUω olur. Ayr�ca, δU = δUω oldu§undan δV = δU ve böylece de

V ∈ π(δU) olur. V tam s�n�rl� oldu§undan V = Uω bulunur.

Önerme 3.2.21. BirX kümesi üzerindeki düzgünümsülüklerin bo³ olmayan {Ui|i ∈ I}

ailesi için (∧i∈IUi)ω = ∧i∈I(Ui)ω'd�r.

Kan�t: Her i ∈ I için (Ui)ω ⊂ Ui oldu§undan ∧i∈I(Ui)ω ⊂ Ui'dir. Buradan ∧i∈I(Ui)ω ⊂

∧i∈IUi olur. ∧i∈I(Ui)ω tam s�n�rl� ve ∧i∈IUi'den daha kaba olan en ince düzgünümsülük
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(∧i∈IUi)ω oldu§undan ∧i∈I(Ui)ω ⊂ (∧i∈IUi)ω'dir. Di§er taraftan, her i ∈ I için ∧i∈IUi ⊂

Ui oldu§undan (∧i∈IUi)ω ⊂ Ui'dir. (∧i∈IUi)ω tam s�n�rl� ve Ui'den daha kaba olan

en ince tam s�n�rl� düzgünümsülük (Ui)ω oldu§undan (∧i∈IUi)ω ⊂ (Ui)ω'd�r. Böylece

(∧i∈IUi)ω ⊂ ∧i∈I(Ui)ω elde edilir. �

Tan�m 3.2.22. δ ve ρ, birX kümesi üzerinde yak�n�ms�l�k olsunlar. E§er ρ ⊂ δ oluyorsa

δ, ρ'dan daha kaba (veya ρ, δ'dan daha ince) denir. Her X kümesi üzerinde bir en ince

yak�n�ms�l�k vard�r. Bu yak�n�ms�l�§a ayr�k yak�n�ms�l�k denir ve AδB ⇔ A ∩ B 6= ∅

ile verilir. Yine X kümesi üzerinde AδB ⇔ A 6= ∅ ve B 6= ∅ ile tan�ml� bir en ince

yak�n�ms�l�k vard�r.

Önerme 3.2.23. {δi|i ∈ I}, bir X kümesi üzerindeki yak�n�ms�l�klar�n bo³tan farkl�

bir ailesi olsun ve δ0 ³u ³ekilde tan�mlans�n: Aδ0B ⇔ A'n�n sonlu her A örtüsü ve B'nin

her sonlu B örtüsü için A′ ∈ A ve B′ ∈ B vard�r öyle ki her i ∈ I için A′δiB′ d�r.

Bu durumda δ0, X üzerinde bir yak�n�ms�l�kt�r ve her i ∈ I için δi'den daha ince olan

en kaba yak�n�ms�l�kt�r.

Kan�t: δ0'in Tan�m 3.2.1'deki a),b) ve c) ³artlar�n� sa§lad�§� aç�kt�r. Biz d) ³art�n�n

sa§lad�§�n� gösterelim. Aδ0B olsun. Bu durumda A ve B'nin birer sonlu A ve B örtüleri

vard�r ki her A′ ∈ A ve B′ ∈ B için bir i ∈ I vard�r ve A′δiB′ olur. E = {E ′|A′δiE ′, (X−

E ′)δiB
′, A′ ∈ A, B′ ∈ B} ve D = {X − E ′|A′δiE ′, (X − E ′)δiB′, A′ ∈ A, B′ ∈ B} kura-

l�m. E ve D sonludur. O halde E = ∪E olarak seçilirse Aδ0E ve (X − E)δ0B sa§lan�r.

Aδ0B olsun. Tan�mdan, A'n�n {A} ve B'nin {B} örtülerine kar³�l�k her i ∈ I için AδiB

olmal�d�r. Böylece δ0 ⊂ δi olur. Buradan her i ∈ I için δ0, δi'den daha ince olur. �imdi

de δ0'�n δi'lerden daha ince olan en kaba yak�n�ms�l�k oldu§unu gösterelim. Her i ∈ I

için δ0 ⊂ δ ⊂ δi olacak ³ekilde bir δ yak�n�ms�l�§� var ve Aδ0B olsun. Bu durumda A

ve B'nin öyle sonlu örtüleri A ve B var ki her A′ ∈ A ve B′ ∈ B için A′δiB
′ olacak

³ekilde bir i ∈ I vard�r. Buradan A′δB′ olur. Ayr�ca A ∈ A ve B ∈ B oldu§undan AδB

bulunur. Böylece δ ⊂ δ0 elde edilir. �

Gösterim. Yukar�daki önermede tan�mlanan δ0, {δi|i ∈ I} yak�n�ms�l�k ailesinin sup-

remum yak�n�ms�l�§�d�r. δ bir yak�n�ms�l�k olmak üzere δ ve δ−1'in her ikisinden de daha

ince olan en kaba yak�n�ms�l�k vard�r ve δs ile gösterilir. Burada, δs = δ ∨ δ−1 oldu§u

aç�kt�r. Sonuç olarak, AδsB ancak ve ancak A, A'n�n bir sonlu örtüsü ve B, B'nin bir

sonlu örtüsü olmak üzere A′δB′ ve B′δA′ olacak ³ekilde A′ ∈ A ve B′ ∈ B vard�r.

Di§er yandan, yak�n�ms�l�klar�n bir {δi|i ∈ I} ailesinin in�mumu daima vard�r ve
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bu in�mum, tüm δi'lerden daha kaba olan yak�n�ms�l�klar�n supremumuna e³ittir.

Önerme 3.2.24. {Ui|i ∈ I} bir X kümesi üzerindeki tam s�n�rl� düzgünümsülüklerin

bir ailesi olmak üzere δ0 =
∨
i∈I δUi ve U =

∨
i∈I Ui olsun. Bu durumda δ0 = δU 'dur.

Kan�t: Her i ∈ I için Ui ⊂ U oldu§undan δU ⊂ δUi 'dir ve böylece δU ⊂ δ0 olur. AδUiB

iken Aδ0B oldu§undan T (A,B) ∈ Ui iken T (A,B) ∈ Uδ0 olur. O halde her i ∈ I için

Ui ⊂ Uδ0 'd�r. Böylece U ⊂ Uδ0 bulunur ve δUδ0 ⊂ δU olup δ0 ⊂ δU elde edilir.

Sonuç 3.2.25. E§er {δi|i ∈ I}, bir X kümesi üzerinde yak�n�ms�l�klar�n bir ailesi ise

δ0 =
∨
i∈I δi ve τ =

∨
i∈I τδi olmak üzere τδ0 = τ d�r.

Sonuç 3.2.26. Verilen bir topoloji ile uyumlu yak�n�ms�l�klar�n supremumu yine o

topoloji ile uyumludur.

Teorem 3.2.27. (X, δ) bir yak�n�ms� uzay ve her C ⊂ X için C � V (C) olacak ³ekilde

V ⊂ X ×X olsun. Bu durumda C ⊂ X ve U ∈ Uδ ise C � (U ∩ V )(C) olur.

Kan�t: U =
⋂n
i=1 T (Ai, Bi) (n ∈ N) olarak alabiliriz. Tümevar�m yöntemi ile C �

(U ∩ V )(C) oldu§unu gösterelim. Öncelikle n = 1 olma durumunu inceleyelim. U =

T (A,B) olsun. Bu durumda (U ∩ V )(C) = (U ∩ V )(C ∩ A) ∪ (U ∩ V )(C − A) =

[(X−B)∩V (C∩A)]∪V (C−A) olur. Di§er yandan C∩A ⊂ X ve C−A ⊂ X oldu§undan

C ∩A� V (C ∩A) ve C −A� V (C −A) d�r. Ayr�ca AδB oldu§undan (C ∩A)δB dir

ve C ∩A� X −B olur. Böylece C � (U ∩ V )(C) elde edilir. U =
⋂k
i=1 T (Ai, Bi) için

C � (U ∩ V )(C) iken U =
⋂k+1
i=1 T (Ai, Bi) için de C � (U ∩ V )(C) sa§land�§� aç�kt�r.

�

Önerme 3.2.28. U ve V , bir X kümesi üzerinde düzgünümsü yap�lar olsun. E§er U

tam s�n�rl� ise δU∨V = δU ∨ δV d�r.

Kan�t:

• U ⊂ U ∨ V ve V ⊂ U ∨ V ⇒ δU∨V ⊂ δU ve δU∨V ⊂ δV ⇒ δU∨V ⊂ δU ∨ δV .

• K�sal�k olmas� için gösterimlerde �δU∨δV yerine � ve �δU∨V yerine de �′ kul-

lanal�m. A �′ B iken A � B oldu§unu göstermek δU ∨ δV ⊂ δU∨V n�n ispat�

için yeterli olur. A �′ B olsun. Bu durumda (U ∩ V )(A) ⊂ B olacak ³ekilde

U ∈ U ve V ∈ V vard�r. Ayr�ca her C ⊂ X için (C × (X − V (C)))∩ V = ∅ oldu-

§undan C � V (C) dir. Di§er yandan, U tam s�n�rl� oldu§undan UδU = Uω = U

d�r ve böylece U , π(δU ∨ δV) nin tam s�n�rl� eleman�ndan daha kabad�r. O halde
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U ∈ UδU∨δV d�r ve önceki teoremden A � (U ∩ V )(A) ⊂ B olur. Buradan da

A� B elde edilir. �

A³a§�daki sonuç, önceki önermeden kolayca görülür.

Sonuç 3.2.29. {Ui|i ∈ I}, birX kümesi üzerindeki düzgünümsülüklerin bir ailesi olsun

ve en çok bir i ∈ I için Ui tam s�n�rl� olmas�n. Bu durumda δ∨
i∈I Ui =

∨
i∈I δUi olur.

Yukar�daki sonuç dikkate al�nd�§�nda Uω'n�n tam s�n�rl� olu³undan a³a§�daki aç�kt�r.

Sonuç 3.2.30. E§er U ve V bir X kümesi üzerinde düzgünümsü yap�lar ise, Uω ∨V ve

Vω ∨ U qp-denk olurlar.

Sonuç 3.2.31. E§er U tam s�n�rl� bir düzgünümsülük ise, δUs = (δU)s olur.

Kan�t: δU−1 = (δU)−1 oldu§undan istenen elde edilir. �

Önceki sonuçta U tam s�n�rl� de§ilse δUs = (δU)s olmak zorunda de§ildir.

Örnek 3.2.32. Bölümün ba³�nda tan�mlanan R üzerindeki Q düzgünümsülü§ünü dü-

³ünelim. δQs 6= (δQ)s d�r:A çift tamsay�lar veB tek tamsay�lar kümesi olsun. infA ≤supB

ve infB ≤supA oldu§undan A(δQ)sB olur. Di§er taraftan Qs = E oldu§undan AδQsB

olmas� için d(A,B) = 0 olmal�d�r. Ancak herhangi bir a ∈ A ve b ∈ B için |a− b| = 1

dir. Dolay�s�yla AδQsB olur.

Önerme 3.2.33. U bir düzgünümsülük ve δ bir yak�n�ms�l�k olmak üzere a³a§�dakiler

e³itlikler vard�r.

a) (Uω)−1 = (U−1)ω

b) (Uδ)−1 = Uδ−1

c) (Uδ)s = Uδs

Kan�t: Tan�mlardan kolayca görülür. �

Önerme 3.2.34. (X, δ) bir yak�n�ms� uzay olsun. Bu durumda a³a§�dakiler denktir:

a) AδB

b) clδsAδclδsB

c) clδ−1AδclδB
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Kan�t: a)⇒b) Her a ∈ A için {a}δsA d�r. Buradan clδsA ⊃ A, clδsB ⊃ B ve AδB

oldu§undan clδsAδclδsB bulunur.

b)⇒c) δs ⊂ δ−1 ve δs ⊂ δ oldu§undan clδsA ⊂ clδ−1A ve clδsB ⊂clδB d�r. Böylece

clδ−1AδclδB olur.

c)⇒a) clδ−1AδclδB ve AδB oldu§unu varsayal�m. Bu durumda AδC ve (X − C)δB

olacak ³ekilde bir C ⊂ X vard�r. Buradan clδB ⊂ C olur ve AδclδB bulunur. Dolay�s�yla

clδBδ−1A d�r. O halde clδBδ−1D ve (X − D)δ
−1
A olacak ³ekilde bir D ⊂ X vard�r.

Ayn� ³ekilde clδ−1A ⊂ D elde edildi§inden clδBδ−1clδ−1A olur. Bu ise kabul ile çeli³ir.

�

Önerme 3.2.35. (X, τ) bir normal Hausdor� uzay olsun. ′′AδB ⇔ A ∩ B 6= ∅′′ ile

tan�ml� δ ikili ba§�nt�s�, τ ile uyumlu en ince yak�nl�kt�r.

Kan�t: δ'n�n bir yak�nl�k oldu§u aç�kt�r. τδ = τ oldu§unu göstermek için de herhangi

bir x ∈ X'in δ-kom³uluklar� ile τ -kom³uluklar�n�n çak�³t�§�n� gösterelim. x ∈ X ve N ,

x'in bir δ-kom³ulu§u olsun. O halde {x}δ(X\N)'dir. δ'n�n tan�m�ndan {x}∩(X −N) =

∅'dir. Buradan x ∈ {x} ⊂ X − (X −N) = N o ⊂ N olur ve N ∈ Kτ (x) elde edilir.

Tersine, x ∈ X ve K ∈ Kτ (x) alal�m. Bu durumda x ∈ G ⊂ K olacak ³ekilde bir G ∈ τ

vard�r ve x 6∈ X \K ⊂ X \G olur. Ayr�ca (X, τ) Hausdor� oldu§undan {x} kapal�d�r.

x 6∈ X \ G oldu§undan {x} ∩ (X \G) = ∅ olur ve δ'n�n tan�m�ndan {x}δ(X − G)

bulunur. Böylece {x}δ(X − K) elde edilir. O halde K, x'in bir δ-kom³ulu§udur. X

üzerinde β ⊂ δ ve τβ = τ olacak ³ekilde bir β yak�n�ms�l�§� var olsun. AβB oldu§unu

kabul edelim. Bu durumda AβC ve (X − C)βB olacak ³ekilde bir C ⊂ X vard�r.

Buradan B =clβB ⊂ C ve A ⊂ (X − C)o ⊂ X − C olur. (X, τ) normal oldu§undan

A ⊂ X \ C dir. Böylece A ∩B = ∅ bulunur ve AδB elde edilir. �

Sonuç 3.2.36. Bir kompakt Hausdor� topolojik uzay ile uyumlu tek yak�nl�k

Önerme 3.2.35'de tan�mlanan yak�nl�kt�r.

Önerme 3.2.37. (X, τ) bir kompakt Hausdor� uzay ise Önerme 3.2.35'de tan�mlanan

ρ yak�nl�§�, τ ile uyumlu yak�n�ms�l�klar�n en kabas�d�r ve Uρ, τ ile uyumlu en kaba

düzgünlüktür.

Kan�t: δ, τ ile uyumlu bir yak�n�ms�l�k olsun. E§er AρB ise Önerme 3.2.34'den AρB

d�r. Önceki nottan A δ B ve böylece AδB olur. O halde ρ, τ ile uyumlu en kaba

yak�n�ms�l�kt�r. Ayr�ca Teorem 3.2.17 ve Sonuç 3.2.18'den Uρ, τ ile uyumlu en kaba

düzgünümsülük olur. �
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Daha önce U − V düzgün sürekli bir dönü³ümün ayn� zamanda τU − τV sürekli

oldu§u gösterilmi³ti. �imdi bu durumun tersinin hangi ³artlar alt�nda do§ru oldu§u

verilecektir.

Sonuç 3.2.38. (X,U) düzgün uzay� kompakt Hausdor� ve (Y,V) bir düzgün uzay

olsun. f : (X, τU) → (Y, τV) sürekli bir dönü³üm ise f : (X,U) → (Y,V) düzgün

süreklidir.

Kan�t:Önceki önermede oldu§u gibi ρ, τ ile uyumlu en kaba yak�n�ms�l�k olsun. U s = U

ve V−1 = V dir. (Uρ)−1 = Uρ−1 = Uρ ve τUρ = τU oldu§undan f , τU − τV ve τU−1 − τV−1

süreklidir. Böylece Teorem 3.1.56'den f , Uρ −V düzgün sürekli olur. Önceki önermeye

göre Uρ ⊂ U d�r ve buradan f : (X,U)→ (Y,V) düzgün sürekli bulunur. �

Yard�mc� Teorem 3.2.39. (X, τ), bir yerel kompakt Hausdor� uzay olsun ve �, ³u

ba§�nt�y� göstersin: "A � B ⇔ B = X veya A ⊂ K ⊂ G ⊂ B olacak ³ekilde bir G

aç�k altkümesi ve bir K kompakt altkümesi vard�r."

Bu durumda �, güçlü içerme ³artlar�n� sa§lar ve ilgili yak�n�ms�l�k τ ile uyumludur.

Kan�t: Önerme 3.2.3'deki a) e) ³artlar�n�n sa§land�§� aç�kt�r. f) ³art� için A � B ve

B 6= X olsun. Bu durumda A ⊂ K ⊂ G ⊂ B olacak ³ekilde bir G aç�k altkümesi

ve bir K kompakt altkümesi vard�r. Her x ∈ K için Cx, x'i içeren bir aç�k küme

olsun öyle ki Cx kompakt ve Cx ⊂ G sa§lans�n. Buradan K'n�n sonlu bir I altkümesi

vard�r ki K ⊂ ∪{Cx|x ∈ I} olur. C = ∪{Cx|x ∈ I} kümesini kural�m. O halde

A ⊂ K ⊂ C ⊂ C ⊂ G ⊂ B d�r. Böylece A� C ve C � B elde edilir. E§er B = X ise

C := X seçildi§inde istenen sa§lan�r. �

Tan�m 3.2.40. (X, δ) ve (Y, ρ) yak�n�ms� uzaylar ve f : X → Y olsun.

"Aδ′B ⇔ f(A)ρf(B)"

ile verilen δ′ ikili ba§�nt�s� X üzerinde bir yak�n�ms�l�kt�r. E§er δ ⊂ δ′ ise f : (X, δ)→

(Y, ρ)'ye yak�n sürekli denir. Yani, AδB iken f(A)ρf(B) oluyorsa f yak�n süreklidir.

Böylece, f : X → (Y, ρ) dönü³ümünü yak�n sürekli yapan en kaba yak�n�ms�l�k δ′

olur. E§er V ∈ π(ρ) ve U da {f−1(V )|V ∈ V} ailesinin taban oldu§u X üzerindeki

düzgünümsülü§ü gösteriyorsa U ∈ π(δ′) olaca§� aç�kt�r.

Yukar�daki bilgiler �³�§�nda a³a§�daki önerme verilebilir.

Önerme 3.2.41. f : X → Y ve V , Y üzerinde bir düzgünümsülük olsun. E§er U ,

{f−1(V )|V ∈ V} ailesinin taban oldu§u düzgünümsülük ise {f−1(V )|V ∈ Vω}, Uω için
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bir taband�r.

Kan�t: C ∈ Uω , C = T (A,B) , A,B ⊂ X ve AδUB olsun. Bu durumda (A×B)∩U = ∅

olacak ³ekilde bir U ∈ U vard�r. Buradan U ⊂ C olur. O halde f−1(V ) ⊂ U ⊂ C olacak

³ekilde bir V ∈ V vard�r. Ayr�ca [f(A) × f(B)] ∩ V = ∅ d�r. Böylece T (f(A), f(B)) ∈

UδV = Vω olur. Di§er yandan f−1[T (f(A), f(B))] ⊂ C dir. �

A³a§�daki ifadeler "yak�n sürekli" ve "düzgün sürekli" tan�mlar�ndan aç�kça görülür.

Teorem 3.2.42. a) E§er f : (X, δ) → (Y, ρ) yak�n sürekli ise f : (X, δ−1) →

(Y, ρ−1) ve f : (X, δs)→ (Y, ρs) yak�n süreklidir.

b) Herhangi iki yak�n sürekli dönü³ümün bile³kesi de yine yak�n süreklidir.

c) E§er f : (X, δ)→ (Y, ρ) yak�n sürekli ise f , τδ − τρ ve τδ−1 − τρ−1 süreklidir.

d) f : (X,U) → (Y,V) düzgün sürekli ise f : (X, δU) → (Y, δV) yak�n sürekli ve

f : (X,Uω)→ (Y,Vω) düzgün süreklidir.

Teorem 3.2.43. (X, δ) ve (Y, ρ) yak�n�ms� uzaylar ve (X, δs) bir kompakt Hausdor�

uzay olsun. E§er f : X → Y dönü³ümü τδ − τρ ve τδ−1 − τρ−1 sürekli ise f , δ − ρ yak�n

sürekli olur.

Kan�t: τδ = τUδ oldu§undan f , τUδ − τUρ sürekli ve (Uδ)−1 = Uδ−1 oldu§undan da f ,

τ(Uδ)−1 − τ(Uρ)−1 süreklidir. Teorem 3.1.56'den f , Uδ − Uρ düzgün sürekli olur. Böylece

önceki not c)'den f : (X, δ)→ (Y, ρ) yak�n sürekli bulunur. �

{(Xi, δi)|i ∈ I}, yak�n�ms� uzaylar�n bo³tan farkl� bir ailesi ve X = Πi∈IXi olsun.

X üzerindeki her i ∈ I için πi izdü³üm dönü³ümünü yak�n sürekli yapan en kaba

yak�n�ms�l�k, çarp�m yak�n�ms�l�§�d�r. Her i ∈ I için πi'yi yak�n sürekli yapan en kaba

yak�n�ms�l�k δ′i ile gösterilirse sup{δ′i|i ∈ I}, çarp�m yak�n�ms�l�§�d�r. Önerme 3.2.23'e

göre δ çarp�m yak�n�ms�l�§� ³u ³ekilde karakterize edilebilir: A,B ⊂ X olsun. AδB ⇔ A

ve B s�ras�yla A ve B nin sonlu birer örtüleri ise her i ∈ I için πi(A′)δ′iπi(B
′) olacak

³ekilde A′ ∈ A ve B′ ∈ B vard�r.

Önerme 3.2.44. Her i ∈ I için Ui, δi yak�n�ms�l�§�n� üreten düzgünümsülük olsun ve

Ui lerin en fazla bir tanesi tam s�n�rl� olmas�n. Bu durumda Πi∈IUi, Πi∈Iδi yi üretir.

Kan�t: Sonuç 3.2.29'den kan�t aç�kt�r. �

Önerme 3.2.45. E§er f : (X, δ) → (Y, ρ) yak�n sürekli dönü³üm ve V ∈ π(ρ) ise

f : (X,U → (Y,V) düzgün sürekli olacak ³ekilde bir U ∈ π(δ) vard�r.
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Kan�t: W , {f−1(V )|V ∈ V} taban� ile üretilen düzgünümsülük olsun. δW , f : X →

(Y, ρ) dönü³ümünü yak�n sürekli yapan en kaba yak�n�ms�l�kt�r. Böylece δ ⊂ δW olur.

�imdi, U = Uδ ∨W olsun. Uδ tam s�n�rl� oldu§undan δU = δUδ ∨ δW d�r ve δ ⊂ δU olur.

Ayr�ca Uδ ⊂ U oldu§unda δU ⊂ δUδ olup δU ⊂ δ bulunur. Buradan δ = δU olur, yani

U ∈ π(δ) d�r. W ⊂ U oldu§undan da f : (X,U) → (Y,V)'nin düzgün sürekli oldu§u

aç�kt�r. �

Sonuç 3.2.46. (X,U) herhangi bir düzgünümsü uzay ve (Y,V) bir tam s�n�rl� düzgü-

nümsü uzay olsun. Bu durumda f : (X,U)→ (Y,V) düzgün süreklidir⇔ f : (X, δU)→

(Y, δV) yak�n süreklidir.

Kan�t: (⇒) Teorem 3.2.42 c)'den görülür.

(⇐) V tam s�n�rl� oldu§undan önceki önermede elde edilen düzgünümsülük için U = Uδ
olur. Ayr�ca yine önceki önermede f , Uδ − UδV düzgün sürekli idi. Üstelik, U = Uδ ve

UδV = Vω = V oldu§u göz önüne al�n�rsa, f , U − V düzgün sürekli olur. �

3.3 �kili Topolojik Uzaylara Düzgünümsüler ile Yakla³�m

Bu bölümde ikili topolojik uzaylara dair baz� temel bilgiler verilecek ve ikili topolojik

yap�lar�n düzgünümsü yap�larla olan ili³kisi incelenecektir. Burada [9],[10] ve [11] nolu

kaynaklardan yararlan�lm�³t�r.

Tan�m 3.3.1. Üzerinde herhangi iki τ1 ve τ2 topolojileri tan�ml� olan bir X uzay�na

ikili topolojik uzay denir ve (X, τ1, τ2) ile gösterilir.

Tan�m 3.3.2. (X, τ1, τ2) bir ikili topolojik uzay olmak üzere {U ∩ V |U ∈ τ1, V ∈ τ2}

ailesi, X üzerinde bir topolojinin taban�d�r. Bu topolojiye τ1 ve τ2'nin ortak topolojisi

denir ve τ1 ∨ τ2 ile gösterilir.

Quasi-yar�-metrikten ve düzgünümsülükten ikili topolojik uzaylar üretilebilir:

Önerme 3.3.3. d, bir X kümesi üzerinde yar�-metrikimsi olmak üzere (X, τd, τd−1) bir

ikili topolojik uzayd�r.

Kan�t: x ∈ X olmak üzere Bd(x, ε) = {y|d(x, y) < ε} ve Bd−1(x, ε) = {y|d(y, x) < ε}

kümelerini kural�m. τd = {G ⊂ X|∀x ∈ G : ∃ε > 0, Bd(x, ε) ⊂ G} ve τd−1 = {G ⊂

X|∀x ∈ G : ∃ε > 0, Bd−1(x, ε) ⊂ G} ile tan�ml�d�r. Tan�mdan görüldü§ü gibi τd ve τd−1

yap�lar�n�n her biri X üzerinde birer topolojidir. �
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Yukar�daki önermede bahsedilen τd ve τd−1 topolojilerinin ortak topolojisi, d ve d−1

yar�-metrikimsilerinin simetrizasyon metri§inden elde edilen topoloji olur. Yani;

Önerme 3.3.4. d bir yar�-metrikimsi olmak üzere τds = τd∨d−1 = τd ∨ τd−1 'dir.

Kan�t: G ∈ τds ve x ∈ G olsun. Bu durumda Bds(x, ε) ⊂ G ve olacak ³ekilde bir

ε > 0 vard�r. Ayr�ca bu ε > 0 say�s� için Bd(x, ε), Bd−1(x, ε) ⊂ Bds(x, ε) ⊂ G'dir.

Böylece G ∈ τd ∨ τd−1 olur. Di§er yandan, H ∈ τd ∨ τd−1 ve x ∈ H olsun. Bu durumda

x ∈ G1 ∩ G2 ⊂ H olacak ³ekilde G1 ∈ τd ve G2 ∈ τd−1 vard�r. O halde birer ε1 > 0

ve ε2 > 0 say�lar� için Bd(x, ε1) ⊂ G1 ve Bd−1(x, ε2) ⊂ G2 olur. ε := min{ε1, ε2} olarak

seçilirse Bds(x, ε) = Bd(x, ε) ∩ Bd−1(x, ε) ⊂ G1 ∩ G2 ⊂ H olaca§�ndan H ∈ τds elde

edilir. �

Önerme 3.3.5. U , bir X kümesi üzerinde düzgünümsü olmak üzere (X, τU , τU−1) bir

ikili topolojik uzayd�r.

Kan�t: Önerme 3.1.15'den τU 'nun bir topoloji oldu§u bilinmektedir. τU−1 topolojisi de

U−1 düzgünümsüsü yard�m�yla, benzer ³ekilde kurulur. � Önceki önermede sözü edilen

τU ve τU−1 topolojilerinin ortak topolojisi, U ve U−1 düzgünümsülerinin simetrizasyo-

nundan elde edilen topoloji olur. Yani;

Önerme 3.3.6. U bir düzgünümsü olmak üzere τUs = τU∨U−1 = τU ∨ τU−1 'dir.

Kan�t: Önerme 3.3.4'nin kan�t�nda yar�-metrikimsi yerine düzgünümsü al�narak benzer

kan�t görülür.

Not 3.3.7. Önceki bölümde verilen Uω gösterimi hat�rlan�rsa, U ile Uω'n�n ayn� ikili

topolojiyi üretti§i aç�kça görülür.

Örnek 3.3.8. Örnek 3.1.25'deki l ve l−1 yar�-metrikimsilerini dü³ünürsek τl = R ve

τl−1 = S olmak üzere (R, R, S) bir ikili topolojik uzayd�r. Üstelik, τl ∨ τl−1 = τl∨l−1 =

τls = τe'dir.

Tan�m 3.3.9. �kili topolojik uzaylar aras�nda tan�ml� f : (X, τ1, τ2) → (Y, ζ1, ζ2) dö-

nü³ümü için f : (X, τ1)→ (Y, ζ1) ve f : (X, τ2)→ (Y, ζ2) dönü³ümleri sürekli oluyorsa

f : (X, τ1, τ2)→ (Y, ζ1, ζ2) dönü³ümüne iki³er sürekli denir.

Tan�m 3.3.10. (X, τ) bir topolojik uzay, x0 ∈ X ve f : X → R olsun. Bu durumda

i) Her ε > 0 reel say�s�na kar³�l�k bir N ∈ Kτ (x0) kom³ulu§u, her x ∈ N için f(x) <

f(x0) + ε olacak ³ekilde bulunabiliyorsa f 'ye x0 noktas�nda üst yar� süreklidir

denir.
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ii) Her ε > 0 reel say�s�na kar³�l�k bir N ∈ Kτ (x0) kom³ulu§u, her x ∈ N için f(x) >

f(x0) − ε olacak ³ekilde bulunabiliyorsa f 'ye x0 noktas�nda alt yar� süreklidir

denir.

Tan�m 3.3.11. (X, τ1, τ2) bir ikili topolojik uzay ve A,B ⊂ X olsun. E§er X üzerinde

f(A) = {0}, f(B) = {1}, 0 ≤ f ≤ 1 olacak ³ekilde τ1-ays ((X, τ1) üzerinde alt yar�

sürekli ) ve τ2-üys ((X, τ2) üzerinde üst yar� sürekli ) bir f dönü³ümü varsa A, B'den

τ2'ye göre τ1-tamamen ayr�lm�³t�r denir.

Tan�m 3.3.12. (X, τ1, τ2) bir ikili topolojik uzay olsun. E§er her τ1-kapal� A ⊂ X

altkümesi, X − A'daki her noktadan τ2'ye göre τ1-tamamen ayr�lm�³ ise τ1, τ2'ye göre

tamamen regülerdir denir. E§er τ1, τ2'ye göre tamamen regüler ve τ2, τ1'e göre tamamen

regüler ise, (X, τ1, τ2) uzay� iki³er tamamen regülerdir denir.

Tan�m 3.3.13. (X, τ1, τ2) bir ikili topolojik uzay olsun. E§er X üzerinde τ1-ays ve τ2-

üys olan reel de§erli bir f fonksiyonu varsa {x ∈ X|f(x) ≤ 0} kümesi τ1-s�f�r-kümesidir

ve {x ∈ X|0 ≤ f(x)} kümesi τ2-s�f�r-kümesidir denir.

Önerme 3.3.14. Bir (X, τ1, τ2) ikili topolojik uzay� iki³er tamamen regülerdir ⇔ τ1-

s�f�r-kümelerin ailesi, τ1-kapal� kümeler için bir taband�r ve τ2-s�f�r-kümelerin ailesi,

τ2-kapal� kümeler için bir taband�r.

Yard�mc� Teorem 3.3.15. X bir küme ve {Un|n ∈ N} ⊂ P (X ×X), U0 = X ×X,

her n ∈ N için ∆ ⊂ Un ve (Un+1)3 ⊂ Un olsun. Bu durumda bir d : X × X → R+

dönü³ümü;

a) Her x, y, z ∈ X için d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)

b) Her pozitif n tamsay�s� için Un ⊂ {(x, y)|d(x, y) < 2−n} ⊂ Un−1

³artlar�n� sa§layacak ³ekilde vard�r. Hatta e§er her n ∈ N için Un simetrik ise b) ³art�n�

sa§layan bir d yar�-metri§i vard�r.

Kan�t: Kan�t için [11, Yard�mc� Teorem 6.12] bak�n�z. �

Daha önce belirtildi§i gibi bir topolojik uzay�n düzgünle³tirilebilir olmas� için gerek

ve yeter ko³ul tamamen regüler olmas�d�r. Di§er taraftan, Örnek 3.1.7'da görüldü§ü

gibi, her topolojik uzay Pervin düzgünümsülü§ü ile düzgünümsüle³tirilebilirdir. Ayr�ca

bir (X, τ1, τ2) ikili topolojik uzay�n düzgünümsüle³tirilebilir olmas� için τU = τ1 ve
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τU−1 = τ2 olacak ³ekilde bir U düzgünümsü yap�s� var olmal�d�r. O halde τU1 = τ1 ve

τU2 = τ2 olacak ³ekilde U1 ve U2 düzgünümsü yap�lar� kesinlikle vard�r, ancak U1 ile U2

aras�nda e³lenik ili³kisi olmak zorunda de§ildir. A³a§�daki teoremde bir ikili topolojik

uzay�n düzgünümsüle³tirilebilir olmas� için gerekli ³art verilecektir.

Teorem 3.3.16. Bir (X, τ1, τ2) ikili topolojik uzay� düzgünümsüle³tirilebilirdir ⇔ bu

uzay iki³er tamamen regülerdir.

Kan�t: (⇒) X üzerinde τU = τ1 ve τU−1 = τ2 olacak ³ekilde bir U düzgünümsülü§ü

olsun. τ1-s�f�r-kümelerin τ1-kapal� kümeler için bir taban olu³turdu§unu gösterelim.

G ∈ τ1 ve a ∈ G olsun. Bu durumda en az bir V ∈ U vard�r ki V (a) ⊂ G olur.

U3 = {U3|U ∈ U} ailesi U için bir taband�r. Tümevar�mla her n ∈ N için (Un+1)3 ⊂ Un

olacak ³ekilde U 'nun elemanlar�n�n bir {Un|n = 0, 1, . . .} dizisini tan�mlayal�m. U3, U

için bir taban oldu§undan W 3 ⊂ Un olacak ³ekilde bir W ∈ U vard�r. Un+1 = W

olsun. Bu durumda, önceki yard�mc� teoremden X üzerinde her n = 1, 2, . . . için Un ⊂

{(x, y) ∈ X × X|p(x, y) < 2−n} ⊂ Un−1 olacak ³ekilde bir p yar�-metrikimsisi vard�r.

q = p−1, τp = τ ′1 ve τq = τ ′2 olsun. τ ′1 ⊂ τ1 ve τ ′2 ⊂ τ2 oldu§unu gösterelim. K ∈ τ ′1 ve

z ∈ K ise {y ∈ X|p(z, y) < ε} ⊂ K olacak ³ekilde ε > 0 vard�r. ε > 2−n olarak seçelim.

Bu durumda Un(z) ⊂ K olur ve böylece K ∈ τ1 elde edilir. Benzer ³ekilde τ ′2 ⊂ τ2

oldu§u da görülür. X üzerinde f dönü³ümü f(y) = p(a, y) ile tan�mlan�rsa f , τ ′1-üys

ve τ ′2-ays olur. Böylece f , τ1-üys ve τ2-ays bulunur. Buradan Z = {y ∈ X|f(y) > 1
4
}

kümesi bir τ1-s�f�r-kümesidir. p(a, a) = 0 oldu§undan a 6∈ Z ve X−G ⊂ Z'dir. Böylece

τ1-s�f�r-kümelerin τ1-kapal� kümeler için bir taban oldu§u gösterilmi³ olur. O halde

önceki önermeden τ1, τ2'ye göre tamamen regülerdir. Benzer ³ekilde τ2'nin de τ!'e göre

tamamen regüler oldu§u gösterilir. Böylece (X, τ1, τ2) iki³er tamamen regüler olur.

(⇐) X üzerindeki her reel de§erli f dönü³ümü için p(f)(x, y) = 0 ∨ (f(x) − f(y))

tan�mlayal�m. Bu durumda p, X üzerinde bir yar�-metrikimsi olur. �imdi, (p(f))−1 =

q(f) al�n�rsa, q(f) = p(−f)'dir. U(p(f),r) = {(x, y)|p(f)(x, y) < r} ve S = {U(p(f),r)|r >

0, f, τ1-ays ve τ2-üys} kural�m. S, X üzerinde bir U düzgünümsülü§ünün alttaban�d�r.

τU = τ1 ve τU−1 = τ2 oldu§unu gösterelim. G ∈ τ1 ve x ∈ G ise X üzerinde f(X −

G) = {0} ve f(x) = 1 olacak ³ekilde τ1-ays ve τ2-üys olan bir f dönü³ümü vard�r. Bu

durumda x ∈ U(p(f), 1
2

)(x) = {y ∈ X|0 ∨ (1− f(y)) < 1
2
} ⊂ G oldu§undan G ∈ τU 'dur.

Di§er taraftan, H ∈ τU ve x ∈ H ise V (x) ⊂ H olacak ³ekilde bir V ∈ U vard�r.

S, U için bir alttaban oldu§undan X üzerindeki τ1-ays ve τ2-üys olan dönü³ümlerin
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sonlu bir F altkümesi var ve pozitif reel say�lar�n sonlu bir {r(f)|f ∈ F} kümesi için⋂
f∈F U(p(f),r(f)) ⊂ V olur. Belirli bir x ∈ X ve f ∈ F için U(p(f),r(f))(x) = {y ∈ X|0 ∨

(f(x)− f(y)) < r(f)} kümesi τ1-aç�kt�r. Buradan x ∈
⋂
f∈F U(p(f),r(f))(x) ⊂ V (x) ⊂ H

oldu§undan H, τ1-aç�k olur. Böylece τ1 = τU 'dur. Yine benzer ³ekilde τ2 = τU−1 bulunur

ve (X, τ1, τ2) düzgünümsüle³tirilebilir olur. �
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4 GEÇ��L� DÜZGÜNÜMSÜ YAPILAR

4.1 Geçi³li Düzgünümsü Uzaylar

Bu bölümde geçi³li tabana sahip düzgünümsülüklerin özellikleri verilmi³ ve bu yap�lar�n

yak�n�ms�l�klar ve topolojik uzaylarla ili³kisi incelenmi³tir. Bu k�s�mda [1], [3], [5] ve

[12] nolu kaynaklardan yararlan�lm�³t�r.

Tan�m 4.1.1. B, ikili ba§�nt�lardan olu³an bir aile olsun. Her B ∈ B geçi³li ise B

de geçi³lidir. Bir geçi³li (alt)tabana sahip bir düzgünümsülü§e geçi³li düzgünümsülük

denir.

Örnek 4.1.2. Pervin düzgünümsülü§ü geçi³lidir.

Örnek 4.1.3. d, X üzerinde Ar³imed-özelli§i göstermeyen bir yar�-metrikimsi ise Ud
say�labilir bir geçi³li tabana sahip olur.

Teorem 4.1.4. (X, τ) bir topolojik uzay ise S = {T (A,X − A)|A ∈ τ}, τ ile uyumlu

bir tam s�n�rl� geçi³li düzgünümsülük için bir alttaband�r.

Kan�t: T (A,X−A) kümesini SA ile gösterelim. SA = (X×X)− (A×X−A) d�r. Her

A ∈ τ için ∆ ⊂ SA ve SA ◦SA = SA oldu§undan S, X üzerinde bir U düzgünümsülü§ü

için bir alttaband�r. U ∈ U ve x ∈ X olsun.
⋂n
i=1 SAi ⊂ U olacak ³ekilde bir {SAi |1 ≤

i ≤ n},(n ∈ N) ailesi vard�r. E§er x 6∈
⋃n
i=1Ai ise X =

⋂n
i=1 SAi(x) ⊂ U(x) olur. Bu

durumda U(x) = X ∈ τ d�r. E§er x ∈
⋃n
i=1Ai ise

⋂n
i=1 SAi(x) =

⋂
{Ai|x ∈ Ai, 1 ≤

i ≤ n}, U(x)'in bir aç�k altkümesi olur. Buradan τU ⊂ τ d�r. Tersine,A ∈ τ ve x ∈ A

ise SA ∈ U ve SA(x) = A d�r. O halde A ∈ τU d�r ve τ ⊂ τU olur. Böylece τ , U ile

uyumludur. Herhangi bir SA ∈ S için A = {A,X −A} ailesi X'in sonlu bir örtüsüdür.

A× A ⊂ SA ve (X − A)× (X − A) ⊂ SA oldu§undan U tam s�n�rl� olur. �

Dikkat edilirse, önceki teoremde tan�mlanan düzgünümsülük Örnek 3.1.7'de verilen

Pervin düzgünümsülü§üdür. (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere "AδPτB ⇔ A∩B 6=

∅" ile tan�ml� δPτ , Pervin yak�n�ms�l�§�d�r. Böylece, her topolojik uzay bir yak�n�ms�l�k

ile uyumludur. Ayr�ca δPτ , τ ile uyumlu en ince yak�n�ms�l�kt�r: δ, τ ile uyumlu herhangi

bir yak�n�ms�l�k olsun. AδB ise A ⊂ X − B d�r. Buradan A ∩ B = ∅ olur ve AδPτB

bulunur. δPτ , τ ile uyumlu en ince yak�n�ms�l�k oldu§undan τ ile uyumlu olan herhangi

bir tam s�n�rl� düzgünümsülük Pτ 'dan daha kabad�r.
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Not 4.1.5. (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere Pτ , τ ile uyumlu en ince tam s�n�rl�

düzgünümsülüktür.

Örnek 4.1.6. τ , reel say�lar üzerindeki üst topoloji ve P de (R, τ)'nun Pervin düzgü-

nümsülü§ü olsun. Bu durumda τPs , Sorgenfrey topolojisidir. R üzerindeki Sorgenfrey

topolojisi S ve x ∈ R olmak üzere x'in kom³uluklar� Bx = {[x, y)|x < y, y ∈ R} ile

gösterilirse S =< {Bx|x ∈ R} > d�r. Ayr�ca üst topoloji τ = {R, ∅} ∪ {(−∞, a)|a ∈ R}

d�r ve P =<< {SG|G ∈ τ} >>, SG = S(−∞,a) = R × R − (−∞, a) × [a,∞) olur.

T ∈ τPs ve x ∈ T olsun. Bu durumda x ∈ U(x) ⊂ T olacak ³ekilde bir U ∈ Ps var-

d�r. O halde bir a ∈ R vard�r ki x 6= a ve (S(−∞,a) ∩ S[a,∞))(x) ⊂ T sa§lan�r. Burada

x < a veya a < x olabilir. x < a oldu§unu kabul edelim. [x, a) ∈ {Bx|x ∈ R} dir.

Ayr�ca [x, a) ⊂ (S(−∞,a) ∩ S[a,∞))(x) dir. Böylece x < a iken (S(−∞,a) ∩ S[a,∞))(x), Sor-

genfrey topolojisinin taban elemanlar�ndan birini kapsar. Benzer ³ekilde a < x iken de

[a, x) ∈ {Bx|x ∈ R} ve [a, x) ⊂ (S(−∞,a) ∩ S[a,∞))(x) dir. O halde {Bx|x ∈ R}, τPs için

bir taband�r.

Tan�m 4.1.7. A, (X, τ) topolojik uzay�n�n aç�k kümelerinin bir ailesi olsun. E§er her

D ⊂ A alt ailesi için ∩D aç�k oluyorsa A'ya iç koruyan denir.

Örnek 4.1.8. R, bir X topolojik uzay�nda bir ikili ön s�ralama ba§�nt�s� ve her x ∈ X

için R(x) aç�k olsun. Bu durumda {R(x)|x ∈ X} iç korur: Y ⊂ X herhangi bir altküme

olsun. ∩y∈YR(y) nin aç�k oldu§unu gösterelim. z ∈ ∩y∈YR(y) alal�m. Bu durumda her

y ∈ Y için z ∈ R(y) olur. Buradan R(z) ⊂ R(R(y)) = R(y) olup R(z) ⊂ ∩y∈YR(y)

bulunur. R(z) aç�k oldu§undan ∩y∈YR(y) n�n her noktas�n�n iç nokta oldu§u gösterilmi³

olur ve ∩y∈YR(y) kümesinin aç�k oldu§u görülür.

Gösterim. X bir küme olmak üzere C ⊂ P (X) ve x ∈ X ise Cx ile {C ∈ C|x ∈ C}

ailesi gösterilecektir. Bu ba§lamda ∩Cx = ∩{C ∈ C|x ∈ C}'dir.

Not 4.1.9. (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere C ⊂ τ ise C iç koruyand�r ancak ve

ancak her x ∈ X için ∩Cx ∈ τ dur.

Gösterim. X bir küme ve C ⊂ P (X) olmak üzere UC ile {(x, y)|x ∈ X ve y ∈

∩Cx} ailesi gösterilecektir. Buna göre, UC yans�yan ve geçi³lidir. Di§er yandan, A, X'in

altkümelerinin ailelerinin bo³tan farkl� bir ailesi olmak üzere UA, {UC|C ∈ A} alttaban�

ile üretilen düzgünümsülü§ü gösterilecektir. E§er V , bir (X, τ) topolojik uzay�n�n bir

kom³u a§� ise CV ile {V (x)|x ∈ X} ailesi gösterilsin.
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Teorem 4.1.10. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. A, iç koruyan aç�k ailelerin bir ailesi

ve ∪A ailesi, τ 'nun alttaban� olsun. Bu durumda UA, τ ile uyumlu geçi³li bir düzgü-

nümsülüktür. Hatta U , τ ile uyumlu herhangi bir düzgünümsülük ise X'in iç koruyan

aç�k örtülerinin öyle bir A ailesi vard�r ki ∪A, τ için bir alttaband�r ve U = UA d�r.

Kan�t: Her C ∈ A için UC geçi³li oldu§undan UA, X üzerinde geçi³li bir düzgünümsü-

lüktür. G ∈ τUA ve x ∈ G olsun. Bu durumda
⋂n
i=1(UCi(x)) ⊂ G olacak ³ekilde A'n�n

bir sonlu {Ci|1 ≤ i ≤ n}, (n ∈ N) altailesi vard�r. �imdi her i ∈ {1, . . . , n} için Ci bir iç

koruyan ailedir. Böylece UCi(x) ∈ τ olur. O halde
⋂n
i=1(UCi(x)) ∈ τ d�r. Buradan G ∈ τ

olur ve τUA ⊂ τ elde edilir. G ∈ τ ve x ∈ G olsun. ∪A, τ için bir alttaban oldu§undan

x ∈
⋂n
i=1 Ai ⊂ G olacak ³ekilde A1, . . . , An ∈ ∪A vard�r. Her i ∈ {1, . . . , n} için Ai ∈ Ci

olacak ³ekilde Ci ∈ A olsun. Bu durumda
⋂n
i=1 UCi ∈ UA olur ve

⋂n
i=1(UCi(x)) ⊂ G olup

G ∈ τUA elde edilir. O halde τ = τUA d�r.

U 'nun τ ile uyumlu bir düzgünümsülük ve B'nin de U 'nun geçi³li bir taban� oldu§unu

varsayal�m. V ∈ B, y ∈ X ve G = ∩{V (x)|y ∈ V (x), x ∈ X} olsun. p ∈ G alal�m.

y ∈ V (x) ³art�n� sa§layan her x ∈ X için V (p) ⊂ V (x)'tir. Böylece V (p) ⊂ G olur ve

G ∈ τ elde edilir. Buradan, her V ∈ B için CV , X'in bir iç koruyan aç�k örtüsüdür.

Di§er yandan, A = {CV |V ∈ B} olsun. Her x ∈ X ve V ∈ B için V (x) = UCV (x)

oldu§undan U = UA oldu§u görülür. Ayr�ca ∪A ⊂ τ ve her V ∈ B için V = UCV

oldu§undan ∪A, τ için bir alttaband�r. �

Sonuç 4.1.11. (X, τ) bir topolojik uzay ve A, X'in tüm iç koruyan aç�k örtülerinin

ailesi olsun. Bu durumda UA, τ ile uyumlu olan en ince geçi³li düzgünümsülük olur.

Kan�t: U , τ ile uyumlu herhangi bir geçi³li düzgünümsülük olsun. Bu durumda önceki

teoremden X'in iç koruyan aç�k örtülerinin bir D ailesi vard�r ve U = UD dir. Ayr�ca

D ⊂ A d�r. O halde U = UD ⊂ UA olur. �

Tan�m 4.1.12. Önceki sonuçta verilen en ince geçi³li düzgünümsülü§e (X, τ) için ince

geçi³li düzgünümsülük denir ve FT τ ile gösterilir. Aç�kça görülür ki; τFT τ = τ 'dur.

Önerme 4.1.13. Bir topolojik uzay�n tüm geçi³li kom³ua§lar�n�n ailesi, ince geçi³li

düzgünümsülük için bir taband�r.

Kan�t: (X, τ) bir topolojik uzay, W = {W |W, τ 'nun bir geçi³li kom³ua§�} ve S =

{UC|C ∈ A} olsun. U ∈ UA alal�m. Bu durumda UC1 ∩ · · · ∩ UCn ⊂ U olacak ³ekilde

UC1 , . . . , UCn ∈ S, (n ∈ N) vard�r. x ∈ X ve her i ∈ {1, . . . , n} için UCi(x) aç�kt�r ve
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sonlu arakesitleri de aç�k olaca§�ndan
⋂n
i=1(UCi(x)), x'in bir kom³ulu§u olur. Ayr�ca her

bir UCi geçi³li oldu§undan
⋂n
i=1 UCi ∈ W dir. �

Önerme 4.1.14. (X, τ) bir topolojik uzay ve A, X'in tüm sonlu aç�k örtülerinin ailesi

olsun. Bu durumda UA = Pτ olur.

Kan�t: S1 = {UC|C ∈ A}, UA =<< S1 >>, S2 = {SG|G ∈ τ}, Pτ =<< S2 >> ve

UC ∈ S1 alal�m. Her C ∈ C için C ∈ τ ve C sonlu oldu§undan x ∈ X için ∩Cx, x'i içeren

sonlu tane C'nin arakesiti olup yine ∩Cx ∈ τ olur. Ayr�ca UC = S∩Cx dir. Buradan

UC ∈ S2 dir ve S1 ⊂ S2 elde edilir. Bir SG ∈ S2 alal�m. X'in C := {X,G} aç�k örtüsünü

dü³ünelim. Bu durumda SG = UC olur. Böylece SG ∈ S1 olup S2 ⊂ S1 bulunur. O halde

S1 = S2 dir. �

Teorem 4.1.15. (X, τ) bir topolojik uzay ve A, τ =< ∪A > olacak ³ekilde iç koruyan

aç�k ailelerin bir ailesi olsun. UA tam s�n�rl�d�r ancak ve ancak A'n�n her eleman� sonlu

bir ailedir.

Kan�t: Bak�n�z [3, Önerme 2.8]. �

Sonuç 4.1.16. (X, τ) bir topolojik uzay ise Pτ = FT τ 'dur ancak ve ancak X'in her

iç koruyan aç�k örtüsü sonludur.

Kan�t: A, X'in tüm iç koruyan aç�k örtülerinin ailesi olmak üzere FT τ = UA d�r.

(⇒) Pτ = FT τ oldu§undan UA tam s�n�rl�d�r. Önceki teoremden A'n�n tüm elemanlar�

sonlu olur.

(⇐) X'in her iç koruyan aç�k örtüsü sonlu ise önceki teoremden UA tam s�n�rl�d�r.

O halde UA, τ ile uyumlu en ince tam s�n�rl� geçi³li düzgünümsülük olur. Buradan

Pτ ⊂ UA = FT τ bulunur. Di§er yandan Pτ , τ ile uyumlu herhangi bir tam s�n�rl�

düzgünümsülükten daha ince oldu§undan FT τ ⊂ Pτ d�r. Böylece Pτ = FT τ olur. �

Tan�m 4.1.17. X 6= ∅ ve (X, τ) bir topolojik uzay olsun. E§er C ⊂ P (X) ve küme

içerme k�smi s�ralamas�, C üzerinde bir iyi s�ralama ise C'ye iyi monoton denir. A,

X'in tüm iyi monoton aç�k ailelerinin ailesi olmak üzere UA düzgünümsülü§ü, X'in iyi

monoton düzgünümsülü§ü olarak adland�r�l�r veMτ ile gösterilir.

Önerme 4.1.18. (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere Pτ ⊂Mτ 'dur.

Kan�t: Zermelo �yi S�ralama Teoremi'ne göre her küme iyi s�ralanabildi§inden X'in

tüm sonlu aç�k aileleri de birer iyi s�ral� aile olur. Böylece Pτ ⊂Mτ elde edilir. �
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Her ε > 0 ve f : X → R dönü³ümü için U(ε,f) = f−1(Qε) = {(x, y)|f(x)− f(y) < ε}

olsun.

Önerme 4.1.19. U , X üzerinde bir düzgünümsülük ise f : (X,U)→ (R,Q) dönü³ümü

düzgün süreklidir ⇔ Her ε > 0 için U(ε,f) ∈ U dur.

Kan�t: Düzgün süreklilik tan�m�ndan aç�kt�r. �

Gösterim. (X,U) bir düzgünümsü uzay olsun. (X,U)'dan (R,Q)'ya tüm düzgün sü-

rekli [s�n�rl�] dönü³ümlerin ailesi Q(U) [QB(U)] ile ve benzer ³ekilde (X, δ) bir yak�n�ms�

uzay olmak üzere (X, δ)'dan (R, δQ)'ya tüm yak�n sürekli [s�n�rl�] dönü³ümlerin ailesi

de Q(δ) [QB(δ)] ile gösterilsin.

Not 4.1.20. U ve V , bir X kümesi üzerinde düzgünümsü yap�lar ve δ da, X üzerinde

bir yak�n�ms�l�k olsun. Bu durumda a³a§�dakiler aç�kt�r:

a) U ⊂ V ise Q(U) ⊂ Q(V) ve QB(U) ⊂ QB(V) d�r.

b) Q(U) ⊂ Q(δU).

c) f ∈ Q(U) (veya f ∈ Q(δ)) ise f altyar� süreklidir.

d) QB(δ) ⊂ QB(Uδ).

Yard�mc� Teorem 4.1.21. (X, δ) bir yak�n�ms� uzay ve A,B ⊂ X, AδB olsun. Bu

durumda f(A) = 1 ve f(B) = 0 olacak ³ekilde bir f : X → [0, 1], f ∈ QB(δ) vard�r.

Kan�t: [3, Yard�mc� Teorem 4.26.]'da T0 uzaylar için uygun kan�t verilmi³tir. �

Teorem 4.1.22. (X, δ) bir yak�n�ms� uzay olmak üzere,

U ∈ π(δ)⇔ QB(U) = QB(δ).

Kan�t: (⇒) U ∈ π(δ) olsun. Not 4.1.20 d)'den Q(Uδ) = QB(δ) oldu§unu göstermek

yeterlidir. f ∈ Q(Uδ) olsun. Uδ tam s�n�rl� oldu§undan ∪{Ai×Ai|1 ≤ i ≤ n} ⊂ U(1, f)

olacak ³ekilde X'in sonlu bir {Ai|1 ≤ i ≤ n}, n ∈ N örtüsü vard�r. Her i ∈ {1, . . . , n}

için ai ∈ Ai seçelim. F = {ai|1 ≤ i ≤ n} kümesini kural�m. Bu durumda U(1,f)(F ) = X

olur ve böylece 1+max{f(x)|x ∈ F}, f için bir üst s�n�r ve −1+min{f(x)|x ∈ F}, f

için bir alt s�n�r olur. Buradan f ∈ QB(Uδ) ve Q(Uδ) = QB(Uδ) d�r. Böylece, Uδ ⊂ U

ve Not 4.1.20 a)'dan QB(Uδ) ⊂ QB(U) d�r. Not 4.1.20 b)'den QB(U) ⊂ QB(δ) d�r.

Yine Not 4.1.20 d)'den QB(δ) ⊂ QB(Uδ) dir ve QB(U) = QB(δ) olur.
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(⇐) δ = δU oldu§unu gösterelim. AδB olsun. Bu durumda önceki yard�mc� teoremden

f(A) = 1 ve f(B) = 0 olacak ³ekilde bir f ∈ QB(δ) vard�r. QB(δ) = QB(U) oldu-

§undan f : (X,U) → (R,Q) düzgün süreklidir. Her ε > 0 için f−1(Qε) ∈ U d�r. Her

U ∈ U için (A × B) ∩ U 6= ∅ olsayd� ε = 1
2
için de (A × B) ∩ f−1(Qε) 6= ∅ olurdu.

Ancak (x, y) ∈ (A × B) ∩ f−1(Qε) al�n�rsa f(x) = 1 ve f(y) = 0 oldu§undan 1 < 1
2

elde edilir. O halde bir U ∈ U için (A × B) ∩ U = ∅ olmal�d�r. Buradan AδUB olur.

Bu durumda δU ⊂ δ d�r. Tersine, AδUB ise f(A) = 1 ve f(B) = 0 olacak ³ekilde bir

f ∈ QB(δU) vard�r. Buradan f ∈ QB(U) d�r. Ayr�ca QB(U) = QB(δ) oldu§undan

f ∈ QB(δ) olur. �imdi AδB oldu§unu varsayal�m. f(A)δQf(B) d�r ve her ε > 0 için

(A×B)∩f−1(Qε) 6= ∅ dir. f−1(Qε) ∈ U oldu§u bilindi§inden AδUB olur. O halde AδB

olmal�d�r. Buradan δ ⊂ δU bulunur. �

Sonuç 4.1.23. (X, δ) bir yak�n�ms� uzay olsun. {U(ε,f)|ε > 0, f ∈ QB(δ)}, Uδ için bir

alttaban olur.

Kan�t: U , X üzerinde {U(ε,f)|ε > 0, f ∈ QB(δ)} alttaban�na sahip düzgünümsülük

olsun. QB(δ) = QB(Uδ) oldu§undan U ⊂ Uδ ve QB(U) ⊂ QB(δ) ⊂ QB(U) olur.

Böylece önceki teoremden U ∈ π(δ) d�r. U 'nun tam s�n�rl� oldu§u gösterilirse U = Uδ
olur. f ∈ QB(δ) ve ε > 0 olsun. Genelli§i bozmaks�z�n her x ∈ X için f(x) ≥ 0 alal�m.

Her negatif olmayan i tamsay�s� için Ai = {t||f(t) − iε
2
| < ε

2
} olsun. O halde f s�n�rl�

oldu§undan ∪ni=1Ai = X olacak ³ekilde bir n pozitif tamsay�s� vard�r. j ∈ [0, n], j bir

tamsay� ve (x, y) ∈ Aj ×Aj olsun. Bu durumda |f(x)− jε
2
| < ε

2
ve |f(y)− jε

2
| < ε

2
olur.

Sonuç olarak f(x) − f(y) ≤ |f(x) − f(y)| < ε d�r ve (x, y) ∈ U(ε,f) elde edilir. Yani

Aj × Aj ⊂ U(ε,f) ve U(ε,f) ∈ U d�r. Böylece U tam s�n�rl� olur ve δ ile uyumlu tek tam

s�n�rl� düzgünümsülük var oldu§undan U = Uδ d�r. �

Bu tez çal�³mas�nda, C(X), X kümesi üzerindeki reel de§erli sürekli fonksiyonlar�n

kümesini ve C∗(X), C(X)'in s�n�rl� elemanlar�n�n kümesini gösterecektir.

Not 4.1.24. (X, τ), tamamen regüler bir topolojik uzay ise, {U(ε,f)|ε > 0, f ∈ C(X)},

X üzerinde τ ile uyumlu bir düzgünlü§ün alttaban�d�r.

Önerme 4.1.25. Herhangi bir (X, τ) topolojik uzay� için C(X) ve C∗(X) ile elde edilen

düzgünümsülükler s�ras�yla UC ve UC∗ olsun. UC ve UC∗ düzgünümsüleri, τ ile uyumlu

olmak zorunda de§ildir. Ancak τ tamamen regüler topoloji ise bu düzgünümsüler τ ile

uyumlu olur.

Kan�t: Bak�n�z [1, Teorem 8.14]. �
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Önerme 4.1.26. (X, τ) bir topolojik uzay ve D, X üzerindeki altyar� sürekli fonksi-

yonlar�n bir ailesi olsun öyle ki G ∈ τ ve x ∈ G için f(x) = 1 ve f(X −G) = 0 olacak

³ekilde bir f ∈ D var olsun. Bu durumda {U(ε,f)|ε > 0, f ∈ D}, τ ile uyumlu olan bir

düzgünümsülük için bir alttaban olur.

Kan�t: S = {U(ε,f)|ε > 0, f ∈ D} olsun. Her ε > 0 ve f ∈ D için ∆ ⊂ U(ε,f) ve

U(ε/2,f) ◦ U(ε/2,f) ⊂ U(ε,f) oldu§undan S, X üzerinde bir U düzgünümsülü§ü için bir

alttaband�r. ε > 0, f ∈ D ve x ∈ X olsun. Bu durumda U(ε,f)(x) = f−1(f(x) − ε,∞)

olur ve f altyar� sürekli oldu§undan f−1(f(x) − ε,∞) ∈ τ d�r. O halde τU ⊂ τ d�r.

�imdi, G ∈ τ ve x ∈ G alal�m. Bu durumda f(x) = 1 ve f(X −G) = 0 olacak ³ekilde

f ∈ D vard�r. Böylece, x ∈ U(1,f)(x) ⊂ G olur ve τ ⊂ τU elde edilir. �

Tan�m 4.1.27. (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere önceki önermede olu³turulan

düzgünümsülü§e (X, τ) için yar� sürekli düzgünümsülük denir ve SCτ ile gösterilir.

Not 4.1.28. Yar� sürekli düzgünümsülük, X üzerindeki her bir f : X → (R,Q) sürekli

dönü³ümünü düzgün sürekli yapan en kaba düzgünümsülüktür.

Tan�m 4.1.29. (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊂ P (X) olsun. E§er her x ∈ X nokta-

s�n�n A'n�n en çok sonlu say�da eleman�n� kesen bir kom³ulu§u varsa, A ailesine yerel

sonlu aile denir. E§er her x ∈ X noktas�, A'n�n en çok sonlu say�da eleman�n�n içine

dü³üyorsa A ailesine nokta sonlu aile denir.

Tan�m 4.1.30. (X, τ) bir topolojik uzay ve A, X'in tüm nokta sonlu (yerel sonlu) aç�k

örtülerinin ailesi ise UA'ya (X, τ) için nokta sonlu (yerel sonlu) örtüsel düzgünümsülük

denir ve PF τ (LF τ ) ile gösterilir.

Tan�m 4.1.31. {An|n ∈ Z}7, X'in aç�k altkümelerinin bir ailesi olsun. Her n ∈ Z için

An ⊂ An+1, ∩n∈ZAn = ∅ ve ∪n∈ZAn = X oluyorsa {An|n ∈ Z} ailesine X'in bir aç�k

spektrumu denir ve a ile gösterilir. Her aç�k spektrumun iç koruyan oldu§u kolayca

görülür.

Önerme 4.1.32. a bir aç�k spektrum ise An = X olacak ³ekilde bir n ∈ Z vard�r ancak

ve ancak a bir nokta sonlu aç�k örtüdür.

Kan�t: (⇒) An = X olacak ³ekilde bir n ∈ Z var ve x ∈ X olsun. An ⊂ An+1 ⊂ · · ·

oldu§undan An ve An'i kapsayan tüm kümeler X'e e³ittir. Buradan a, sonlu bir aile

7Z, tamsay�lar kümesidir.
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olur. Böylece x, a'n�n en fazla sonlu eleman�n�n içine dü³er.

(⇐) Her x ∈ X için x ∈ Anx ∈ a olacak ³ekilde nx ∈ Z var ve Anx ⊂ Anx+1 ⊂ · · ·

olsun. a nokta sonlu oldu§undan Anx+m = X olacak ³ekilde bir m ∈ Z olmal�d�r. �

Önceki önermede bulunan ³art� sa§layan a aç�k spektrumuna nokta sonlu aç�k spekt-

rum denir. Ayr�ca herhangi bir a aç�k spektrumu için Ua =
⋃
n∈Z(An\An−1)×An oldu§u

aç�kt�r.

Teorem 4.1.33. A, bir (X, τ) topolojik uzay�nda tüm aç�k spektrumlar�n ailesi olsun.

Bu durumda UA = SCτ olur.

Kan�t: D, tüm altyar� sürekli dönü³ümlerin ailesi olsun. {Ua|a ∈ A} ile {U(ε,f)|ε >

0, f ∈ D} ailelerinin denk tabanlar oldu§unu gösterelim. f ∈ D ve ε > 0 verilsin

ve x0 ∈ X alal�m. Her n ∈ Z için An = {x|f(x) > f(x0) − (n + 1)ε} kümesini

ve a = {An|n ∈ Z} ailesini kural�m. (x, y) ∈ Ua için Ua =
⋃
n∈Z(An \ An−1) × An

e³itli§inden f(x0) − nε ≥ f(x) > f(x0) − (n + 1)ε olacak ³ekilde bir n ∈ Z vard�r.

Buradan y ∈ Ua(x)'tir ve f(y) > f(x0) − (n + 1)ε elde edilir. Böylece, f(x) − f(y) <

f(x0)+nε−(f(x0)−(n−1)ε) = ε ve (x, y) ∈ U(ε,f) olur. Di§er yandan a ∈ A olsun. Her

x ∈ X için x ∈ An\An−1 ³art�n� sa§layan n ∈ Z için f(x) = −n tan�mlayal�m. Buradan

f , altyar� süreklidir. �imdi (x, y) ∈ U(1,f) ve x ∈ An \An−1 olsun. Bu durumda f(y) >

f(x)− 1 = −(n+ 1)'dir ve y ∈ An elde edilir. Böylece (x, y) ∈ (An \ An−1)× An ⊂ Ua

olur. �

Sonuç 4.1.34. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda SCτ , geçi³li bir düzgü-

nümsülüktür.

Kan�t: Önceki teoremden, A, tüm aç�k spektrumlar�n ailesi olmak üzere UA = SCτ ol-

du§u görüldü. Daha önceden UA'n�n alttaban�n�n geçi³li oldu§u gösterilmi³ oldu§undan

SCτ düzgünümsülü§ü, geçi³li olur. �

Sonuç 4.1.35. (X, τ) say�labilir kompakt bir topolojik uzay ise X'in her aç�k spekt-

rumu bir nokta sonlu aç�k örtüdür ve SCτ ⊂ PF τ olur.

Kan�t: a bir aç�k spektrum ise ayn� zamanda X'in say�labilir bir aç�k örtüsüdür. (X, τ)

say�labilir kompakt oldu§undan a'n�n sonlu bir a′ altörtüsü vard�r. Buradan her x ∈ X

için x, a'n�n en fazla sonlu tane eleman�n�n içinde bulunaca§�ndan a, X'in bir nokta

sonlu aç�k örtüsü olur. �

�imdi, Sonuç 4.1.39'u vermek için gerekli olan önermeleri sunal�m:
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Önerme 4.1.36. (X,U) tam s�n�rl� bir düzgünümsülük olsun. U ayr�k ise X sonludur.

Kan�t: U ayr�k oldu§undan U ⊂ ∆ olacak ³ekilde bir U ∈ U vard�r. Ayr�ca U 'nun tam

s�n�rl�l�§�ndan her i ∈ {1, . . . , n} için Ai×Ai ⊂ U olacak ³ekilde X'in bir {Ai, . . . , An},

(n ∈ N) örtüsü vard�r. Her i ∈ {1, . . . , n} için xi ∈ Ai seçelim. Ai ⊂ U(xi)'dir. Buradan

X = ∪ni=1Ai ⊂ ∪ni=1U(xi) ⊂ ∪ni=1∆(xi) = ∪ni=1{xi} olur ve X, sonlu elde edilir. �

Önerme 4.1.37. (X,P) Pervin düzgünümsü uzay� için P ayr�k ise X sonludur.

Kan�t: Pervin düzgünümsülü§ü tam s�n�rl� oldu§undan önceki önermeden istenen elde

edilir. �

Önerme 4.1.38. (X, τ) Hausdor� uzay ve U , τ ile uyumlu bir düzgünümsülük olsun.

E§er δU×U , X ×X üzerindeki Pervin yak�n�ms�l�§� ise U ayr�k düzgünlüktür.

Kan�t: (X, τ), Hausdor� oldu§undan ∆ = ∆'d�r ve (X×X \∆)∩∆ = ∅ olur. δU×U 'nun

Pervin yak�n�ms� olu³undan (X×X\∆)δU×U∆'d�r. O halde {((a, b), (c, d))|(a, c), (b, d) ∈

U} ∩ [(X ×X −∆)×∆] = ∅ olacak ³ekilde bir U ∈ U vard�r. Böylece, her x ∈ X için

U−1(x) = {x} olur ve U = ∆ elde edilir. �

Sonuç 4.1.39. (X, τ) bir Hausdor� uzay ve PX , X üzerindeki Pervin düzgünümsülü§ü

olsun. PX × PX = PX×X ise X sonludur.

Önerme 4.1.40. X bir topolojik uzay ve S, X'in bir kapal� veya aç�k altuzay� olsun.

S'nin her normal (geçi³li) kom³ua§�, X'in bir normal (geçi³li) kom³ua§�n�n S'ye k�s�t-

lamas�d�r.

Kan�t: V , S'nin bir normal kom³ua§� olsun. E§er S aç�k ise V ∗ = V ∪ ((X − S)×X)

ve S kapal� ise V ∗ = V ∪ (X ×X − S) kural�m. V ∗, X'in bir kom³ua§� olur. V geçi³li

ise V ∗ da geçi³lidir. �

Sonuç 4.1.41. X bir topolojik uzay ve S ⊂ X olsun. S, bir aç�k ve bir kapal� kümenin

arakesiti ³eklinde yaz�ls�n. Bu durumda FNX |S×S = FN S ve FT X |S×S = FT S'dir.

Kan�t: FN , X'teki tüm normal kom³ua§lar�ndan olu³tu§undan ve X'in tüm geçi³li

kom³ua§lar� FT için bir taban oldu§undan önceki önermeden istenen elde edilir. �

Teorem 4.1.42. X bir T1 uzay ve D = {xn|n ∈ N}, X'in yo§un bir altuzay� olsun.

E§er X−D, X'te 2. kategoriden ise X'in her V kom³ua§� için (V 2∩ (D×D))−U 6= ∅

olacak ³ekilde D'nin bir U normal kom³ua§� vard�r.

Kan�t: Her m,n ∈ N için g(m,xn) = D − {xi|i ≤ m,xi 6= xn} kural�m ve U =
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⋃∞
i=1({xn} × g(n, xn)) olsun. D'nin C = {D} örtüsünü dü³ünelim. C, D'nin bir nokta

sonlu örtüsüdür ve UC = D ×D oldu§undan U , D üzerindeki nokta sonlu düzgünüm-

sülü§ün bir eleman�d�r. Buradan U , D'nin bir normal kom³ua§�d�r. V 2 ∩ (D×D) ⊂ U

olacak ³ekilde X'in bir V kom³ua§� olsun. Her n ∈ N için An = {x ∈ X − D|∀y ∈

D : V (x) ∩D − g(n, y) 6= ∅} kural�m. Bu durumda
⋃∞
n=1An = X −D olur ve böylece

X −D, 2. kategoriden oldu§undan (A)◦ 6= ∅ olacak ³ekilde bir n ∈ N vard�r. O halde

xm ∈ D ∩ (A)◦ olacak ³ekilde bir m > n vard�r. �imdi, x ∈ V (xm) ∩An olsun. Böylece

V (x)∩D ⊂ V 2(xm)∩D ⊂ U(xm) = g(m,xm) ⊂ g(n, xm) olur ve V (x)∩D ⊂ g(n, xm)

kapsamas�, An'in kurulu³u ile çeli³ir. �

Örnek 4.1.43. (R, τe) Öklid topolojisi T1'dir ve R−Q, 2. kategoridendir. Bu durumda

önceki teoreme göre, Q'nun bir U normal kom³ua§� vard�r ki, R'nin her V kom³ua§�

için V 2 ∩ (Q×Q) 6⊂ U olur. Bu ise R'deki kom³ua§lar�n�n Q'ya k�s�tlamas�n�n Q'daki

kom³ua§lar� ile birebir örtü³emeyece§ini gösterir. Buradan, FN R, R üzerindeki τe'nin

ince düzgünümsülü§ü olmak üzere FN R|Q×Q 6= FNQ sonucu elde edilir.

Tan�m 4.1.44. Bir X kümesi üzerindeki bir δ yak�n�ms�l�§�na, x ∈ X ve A ⊂ X olmak

üzere Aδ{x} iken {x}δA oluyorsa nokta simetriktir denir.

Önerme 4.1.45. (X,U) bir düzgünümsü uzay olsun. A³a§�dakiler denktir:

i) (X, δU) nokta simetriktir.

ii) Her U ∈ U ve x ∈ X için V (x) ⊂ U(x) olacak ³ekilde simetrik bir V ∈ U vard�r.

iii) Her U ∈ U ve x ∈ X için V −1(x) ⊂ U(x) olacak ³ekilde bir V ∈ U vard�r.

iv) τU ⊂ τU−1 .

Kan�t: i) ⇒ ii) U ∈ U ve x ∈ X olsun. Bu durumda {x}δU(X − U(x))'dir. i)'den

(X − U(x))δU{x} olur. �imdi V = T ({x}, X − U(x)) ∩ T (X − U(x), {x}) kümesini

kural�m. Teorem 3.2.17'den V ∈ Uδ ve Uδ ⊂ Uω ⊂ U oldu§undan V ∈ U 'dur. Ayr�ca V

simetriktir ve V (x) ⊂ U(X)'dir.

ii)⇒ iii) V simetrik ve V (x) ⊂ U(x) oldu§undan V −1(x) ⊂ U(X) olur.

iii) ⇒ iv) G ∈ τU ve x ∈ G olsun. U(x) ⊂ G olacak ³ekilde bir U ∈ U vard�r. iii)'den

bir V ∈ U için V −1(x) ⊂ U(x) ⊂ G olur ve G ∈ τU−1 elde edilir.

iv)⇒ i) x ∈ X, A ⊂ X ve {x}δUA olsun. Bu durumda {x}×A∩U = ∅ olacak ³ekilde bir
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U ∈ U vard�r. O halde A∩U(x) = ∅'dir ve x 6∈ A olur. Buradan x ∈ X−A ∈ τU ⊂ τU−1

olaca§�ndan bir V ∈ U için x ∈ V −1(x) ⊂ X − A'd�r. Böylece AδU{x} olur. �

Bir düzgünümsülü§e, önceki önermedeki i)− iv) ³artlar�ndan birini sa§l�yorsa nokta

simetriktir denir. Buna göre a³a§�daki üç sonuç, kolayca görülür.

Sonuç 4.1.46. Nokta simetrik bir düzgünümsülük ile uyumlu topolojik uzay R0'd�r.

Sonuç 4.1.47. δ, nokta simetrik bir yak�n�ms�l�k ise τδ−1 = τδs 'dir.

Sonuç 4.1.48. δ bir yak�n�ms�l�k olmak üzere δ−1 nokta simetrik ise (X, τδ) topolojik

uzay�, tamamen regülerdir.

Sonuç 4.1.49. δ bir yak�n�ms�l�k olmak üzere;

τδ = τδ−1 ⇔ δ ve δ−1 nokta simetriktir.

Kan�t: (⇒) {x}δA olsun. Bu durumda x 6∈clδA'd�r ve x 6∈clτδA =clτδ−1A olur. Böylece

x 6∈clδ−1A olup Aδ{x} elde edilir. Buradan δ nokta simetriktir. Benzer ³ekilde δ−1 de

nokta simetrik bulunur.

(⇐) δ nokta simetrik oldu§undan τδ−1 ⊂ τδ ve δ−1 nokta simetrik oldu§undan τδ ⊂

τδ−1 'dir. �

Önerme 4.1.50. (X, τ), R0 uzay ise δPτ nokta simetriktir.

Kan�t: τ = τPτ = τPτ−1 oldu§unu gösterelim. G ∈ τ ve x ∈ G olsun. (X, τ)'nun R0

olmas�ndan {x} ⊂ G'dir. Ayr�ca X − {x} ∈ τ ve (SX−{x})
−1 = S{X}'dir. S{X} ∈ Pτ

−1

ve x ∈ S{X}(x) ⊂ G oldu§undan istenen elde edilir. �

Önerme 4.1.51. E§er (X,U) bir kompakt T1 düzgünümsü uzay ise U nokta simetrik-

tir.

Kan�t: U nokta simetrik olmas�n ve y ∈ X alal�m. Bu durumda, {U−1(y)\V (y)|U ∈ U}

ailesi X üzerinde bir F süzgecinin taban� olacak ³ekilde bir V ∈ U vard�r. (X, τU)

kompakt oldu§undan F 'nin bir x y�§�lma noktas� vard�r. Böylece her U ∈ U için

U(x)∩(U−1(y)\V (y)) 6= ∅ ve U(x)∩U−1(y) 6= ∅ olur. τU topolojisi T1 oldu§undan x = y

olmal�d�r. Buradan V (x)∩(U−1(y)\V (y)) 6= ∅ olu³undan V (x)∩(U−1(x)\V (x)) 6= ∅'dir

ve V (x) ∩ (X \ V (x)) 6= ∅ çeli³kisi bulunur. �

Tan�m 4.1.52. (X, δ) bir yak�n�ms� uzay, x ∈ X ve A ⊂ X olsun. x'in her G τδ-

kom³ulu§u için AδG iken {x}δA oluyorsa, δ'ya yerel simetrik denir.
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Not 4.1.53. 1) (X, δ) bir yak�n�ms� uzay , x ∈ X ve A ⊂ X olsun. E§er {x}δA ise

GδA olacak ³ekilde x'in bir τδ-kom³ulu§u vard�r.

2) Her yak�nl�k yerel simetriktir.

3) Nokta simetri ve yerel simetri kal�tsal özelliklerdir.

Önerme 4.1.54. E§er ρ yerel simetrik bir yak�n�ms�l�k, δ ⊂ ρ ve τδ = τρ olacak ³ekilde

bir δ yak�n�ms�l�k varsa δ da yerel simetriktir.

Kan�t: x ∈ X'in her G τδ-kom³ulu§u için AδG olsun. Böylece (A,G) ∈ δ ⊂ ρ'd�r

ve AρG olur. τρ = τδ oldu§undan G, ayn� zamanda x'in τρ -kom³ulu§udur ve ρ yerel

simetrik oldu§undan {x}ρA'd�r. Buradan x ∈clρA =clδA olup {x}δA elde edilir. �

Örnek 4.1.55. X = [0, 1] ⊂ R ve her ε > 0 için Vε = ∆ ∪ [{0} × [0, ε)] ∪ [{1} ×

(1 − ε, 1]] ∪ [(1
2
− ε, 1

2
) × ((0, ε) ∪ (1 − ε, 1))] olsun. Bu durumda U =< {Vε|ε > 0} >

alal�m. Aç�kt�r ki, limε→0(Vε)
−1 = ∆'d�r. Buradan τU−1 ayr�k topoloji olur ve böylece,

τU ⊂ τU−1 olaca§�ndan U nokta simetriktir. Y = (0, 1) ⊂ X olmak üzere V = U|Y×Y
olsun. δV bir yak�nl�k olmamas�na ra§men τδV = τδV−1 'dir. Çünkü δV nokta simetriktir.

Önerme 4.1.56. (X,U) bir düzgünümsü uzay olsun. A³a§�dakiler denktir:

i) (X, δU) yerel simetriktir.

ii) Her U ∈ U ve x ∈ X için V 2(x) ⊂ U(x) olacak ³ekilde simetrik bir V ∈ U vard�r.

iii) Her U ∈ U ve x ∈ X için V −1(V (x)) ⊂ U(x) olacak ³ekilde bir V ∈ U vard�r.

iv) Her x ∈ X için {U−1(U(x))|U ∈ U} ailesi, x'in τU -kom³uluk süzgecinin bir taba-

n�d�r.

Kan�t: i) ⇒ ii) U ∈ U ve x ∈ X olsun. Öncelikle {x}δU(X − U(x))'dir ve böylece

(X−U(x))δUG ile GδU(X−U(x)) olacak ³ekilde bir G ∈ KτδU (x) vard�r. Di§er yandan

{x}δU(X − G) oldu§undan bir H ∈ KτδU (x) vard�r ki (X − G)δUH ve HδU(X − G)

sa§lan�r. V = T (X−U(x), G)∩T (G,X−U(x))∩T (H,X−G)∩T (X−G,H) olsun. Bu

durumda Uδ ⊂ U oldu§undan V ∈ U 'dur ve V simetriktir. Ayr�ca V (V (x)) ⊂ V (G) ⊂

U(x)'dir.

ii)⇒ iii) V = V −1 oldu§undan istenen elde edilir.

iii)⇒ iv) N ∈ KτU (x) olsun. Bu durumda U(x) ⊂ N olacak ³ekilde bir U ∈ U vard�r.
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iii)'den bir V ∈ U için V −1(V (x)) ⊂ U(x) ⊂ N sa§lan�r.

iv)⇒ i) x ∈ X ve x'in her G τδU -kom³ulu§u için AδUG ve {x}δUA olsun. Bu durumda

({x} × A) ∩ U = ∅ olacak ³ekilde bir U ∈ U vard�r. A ∩ U(x) = ∅'dir. Ayr�ca iv)'den

V −1(V (x)) ⊂ U(x) olacak ³ekilde bir V ∈ U vard�r. Buradan A ∩ V −1(V (x)) = ∅ olur.

Ancak bu, varsay�m ile çeli³ir. �

Tan�m 4.1.57. Bir düzgünümsülü§e, önceki önermedeki i) − iv) ³artlar�ndan birini

sa§l�yorsa yerel simetrik denir.

Önerme 4.1.58. Bir yerel simetrik düzgünümsülük ile uyumlu topolojik uzay regü-

lerdir.

Kan�t: A ⊂ X kapal� ve x 6∈ A olsun. x ∈ X−A'd�r ve bir U ∈ U için x ∈ U(x) ⊂ X−A

sa§lan�r. U yerel simetrik oldu§undan x ∈ V −1(V (x)) ⊂ U(x) olacak ³ekilde bir

V ∈ U vard�r. Ayr�ca x ∈clV (x) ⊂ V −1(V (x)) ⊂ U(x) ⊂ X − A'd�r. Sonuç olarak

x 6∈ A ⊂ X−clV (x) ve x ∈ V (x) ∈ KτU (x) oldu§undan τU regüler elde edilir. �

Önerme 4.1.59. (X, τ) regüler uzay ise Pτ yerel simetriktir.

Kan�t: x ∈ X ve U ∈ Kτ (x) olsun. τ regüler oldu§undan V ⊂ U olacak ³ekilde bir

V ∈ Kτ (x) vard�r. �imdi H := SV ∩ SX−V olsun. Böylece, H(x) ⊂ V 'dir. Üstelik

SX−V (X − U) = X − U oldu§undan H−1(H(x)) = V ⊂ U olur. Böylece Pτ yerel

simetrik elde edilir. �

Yard�mc� Teorem 4.1.60. (X, τ) kompakt olmayan bir topolojik uzay ve F , X

üzerinde y�§�lma noktas� olmayan bir süzgeç olsun. Bu durumda {T (G,X − G)|G ∈

τ,X − G ∈ F} ailesi, τ ile uyumlu olan tam s�n�rl� geçi³li bir düzgünümsülük için bir

alttaband�r.

Kan�t: Kan�t� Teorem 4.1.4'e benzerdir.

Önerme 4.1.61. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. E§er τ ile uyumlu tüm yak�n�ms�

yap�lar nokta simetrik ise (X, τ) kompaktt�r.

Kan�t: F ,X üzerinde y�§�lma noktas� olmayan bir süzgeç olsun. Yard�mc� Teorem 4.1.60'

den {T (G,X −G)|G ∈ τ,X −G ∈ F} ailesi, τ ile uyumlu olan bir U düzgünümsülük

için bir alttaband�r. F ∈ F − {X}, x ∈ F ve F kapal� olsun. Bu durumda FδU{x}'dir

ve δU nokta simetrik oldu§undan {x}δUF olur ki bu durum, x'in F 'nin bir y�§�lma

noktas� oldu§u anlam�na gelir. �

62



Önerme 4.1.62. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. E§er Pτ bir düzgünlük ise her x ∈ X

için x'i içeren en küçük aç�k küme {x}'dir.

Kan�t: x ∈ X ve U = T (X − {x}, {x}) olsun. Bu durumda Pτ bir düzgünlük oldu-

§undan U−1 ∈ Pτ 'dur ve böylece U−1(x) = {x} oldu§undan {x}, x'in bir kom³ulu§u

olur. (X, τ) tamamen regüler oldu§undan {x}, x'in her kom³ulu§unun altkümesidir.

Buradan {x}, x'i içeren en küçük aç�k küme olur. �

Sonuç 4.1.63. (X, τ) bir T0 uzay olsun. Pτ düzgünlüktür ⇔ τ ayr�k topolojidir.

Kan�t: (⇒) x ∈ X alal�m. Önerme 4.1.62'den {x} ∈ τ 'd�r. y ∈ {x} ve x 6= y ol-

sun. (X, τ), T0 oldu§undan x ∈ G ve y 6∈ G olacak ³ekilde bir G ∈ τ vard�r. Yine

Önerme 4.1.62'den x ∈ {x} ⊂ G'dir ve y 6∈ G oldu§undan y 6∈ {x} bulunur. O halde

x = y'dir. Böylece {x} ⊂ {x} olur ve {x} aç�k elde edilir.

(⇐) Her G ∈ τ için (SG)−1 = S(X−G)'dir. τ ayr�k oldu§undan X − G ∈ τ 'd�r ve

(SG)−1 ∈ Pτ olur. �

Tan�m 4.1.64. X bir topolojik uzay, x, y ∈ X ve {x} 6= {y} olsun. E§er x ve y'nin

arakesitleri bo³ olan kom³uluklar� varsa, bu uzaya R1 uzay denir.

Not 4.1.65. (X, τ) bir topolojik uzay olsun.

a) X bir R1 uzay ise R0'd�r.

b) X'in Hausdor� uzay olmas� için gerek ve yeter ko³ul, R1 ve T1 uzay olmas�d�r.

Teorem 4.1.66. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. i)'den iv)'ye olan tüm durumlar

ard�³�§�n� gerektirir. Üstelik e§er (X, τ) R1 ise a³a§�dakiler denktir.

i) τ sonludur.

ii) Pτ , τ ile uyumlu tek düzgünümsülüktür.

iii) Her iç koruyan aç�k aile sonludur.

iv) (X, τ) kal�tsal kompaktt�r.

v) δPτ , τ ile uyumlu tek yak�n�ms�l�kt�r.

Kan�t: iv)⇒ v) (X, τ) kal�tsal kompakt ve δ, τ ile uyumlu bir yak�n�ms�l�k olsun. δPτ ,

τ ile uyumlu en ince yak�n�ms�l�k oldu§undan δPτ ⊂ δ'd�r. �imdi δ ⊂ δPτ oldu§unu
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gösterelim. AδPτB olsun. Buradan A∩B = ∅ olur ve A kompakt oldu§undan AδB'd�r.

i) ⇒ ii) U , τ ile uyumlu bir düzgünümsülük olsun. τ sonlu oldu§undan tüm altuzay

topolojileri de sonludur. Topolojisi sonlu olan uzay kompaktt�r ve böylece (X, τ) ka-

l�tsal kompakt olur. (X, τ) kal�tsal kompakt oldu§undan [13]'e göre ve iv) ⇒ v)'den

δU = δPτ 'd�r ve böylece δ ile uyumlu en kaba düzgünümsülük Pτ oldu§undan Pτ ⊂ U

olur. τ sonlu oldu§undan Önerme 4.1.14'den Uτ ∈ Pτ 'd�r. X'in her kom³ua§� Uτ 'yu

içerdi§inden U ⊂ Pτ olur.

ii) ⇒ iii) ii)'den FT τ = Pτ 'd�r. Böylece Sonuç 4.1.16'den her iç koruyan aç�k aile

sonlu olur.

iii)⇒ iv) Bak�n�z [13].

v) ⇒ i) (X, τ), R1 ve δPτ , τ ile uyumlu tek yak�n�ms�l�k olsun. O halde δPτ nokta si-

metriktir. Önerme 4.1.61'den ve δPτ , τ ile uyumlu tek yak�n�ms�l�k oldu§undan (X, τ)

kompakt olur. Di§er taraftan her kompakt R1 uzay tamamen regüler oldu§undan Pτ
bir düzgünlüktür. Böylece önceki önermeden C = {{x}|x ∈ X} ailesi, X'in bir aç�k

örtüsüdür. Ayr�ca (X, τ) kompakt oldu§undan C sonludur. Sonuç olarak, her G ∈ τ

için G = ∪{{x}|x ∈ G} oldu§undan τ sonludur. �

A³a§�daki sonuç önceki teoremden aç�kt�r.

Sonuç 4.1.67. (X, τ) bir Hausdor� uzay olsun. Buna göre a³a§�dakiler denktir:

a) X sonludur.

b) Pτ , τ ile uyumlu tek düzgünümsülüktür.

c) δPτ , τ ile uyumlu tek yak�n�ms�l�kt�r.

Örnek 4.1.68. Burada tek yak�n�ms�l�k ile uyumlu iken birden fazla düzgünümsülük

ile de uyumlu olan bir uzay örne§i verilecektir: N = N − {0} ve τ , N üzerinde sonlu

tümleyenler topolojisi olsun. (N, τ) kal�tsal kompakt oldu§undan önceki teoremden δPτ ,

tek uyumlu yak�n�ms�l�k olur. G1 = N ve her n > 1 için Gn = N − {1, 2, . . . , n − 1}

kural�m. Bu durumda G = {Gn|n ∈ N} ailesi, N 'in sonsuz bir iç koruyan aç�k örtüsü

olur. Teorem 4.1.15'den FT τ tam s�n�rl� de§ildir ve böylece FT τ 6= Pτ olur.

4.2 Geçi³li Topolojik Uzaylar

Bu kesimde geçi³li topolojik uzaylar ile ilgili baz� temel teoremlere ve örneklere yer

verilmi³tir. Burada, [3], [5], [8], [14], [15], [16], [17] ve [18] nolu kaynaklardan yararla-
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n�lm�³t�r.

Tan�m 4.2.1. Bir (X, τ) topolojik uzay�na, FN τ = FT τ oluyorsa geçi³li denir.

Daha önce bir topolojik uzay�n düzgünle³tirilebilir olmas� için tamemen regüler

olmas� gerekti§i ifade edilmi³ti. A³a§�daki önermede ise bir topolojik uzay�n geçi³li bir

düzgünlük ile uyumlu olabilmesinin ³art� verilecektir. Aç�kt�r ki; her düzgünlük bir

düzgünümsü oldu§undan geçi³li civarlardan olu³an bir tabana sahip olan düzgünlükler

geçi³lidir. Temel kavramlar bölümünde tan�m� verilen " s�f�r-boyutlu uzay " kavram�n�

hat�rlayarak a³a§�daki karakterizasyonu verelim.

Önerme 4.2.2. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. τ ile uyumlu geçi³li bir düzgünlü-

§ün olmas� için gerek ve yeter ³art (X, τ)'nun s�f�r-boyutlu olmas�d�r. E§er (X, τ) bir

s�f�r-boyutlu uzay ve A, X'in tüm aç�k bölüntülerinin ailesi ise sayfa 51'deki tan�m ile

olu³turulan UA yap�s�, τ ile uyumlu en ince düzgünlük olur.

Kan�t: (⇒) U , τ ile uyumlu geçi³li bir düzgünlük olsun. Not 2.2.9'dan U 'nun simetrik

civarlardan olu³an bir taban� oldu§u bilinmektedir. Ayr�ca U , bir düzgünlük oldu§un-

dan her bir civar ∆'y� kapsar. Bu durumda U 'nun X üzerindeki denklik ba§�nt�lar�ndan

olu³an bir B taban� vard�r. Her x ∈ X ve B ∈ B için B(x), hem aç�k hem kapal� oldu-

§undan {B(x)|x ∈ X,B ∈ B} ailesi τ için hem aç�k hem kapal� kümelerden olu³an bir

taband�r. Böylece (X, τ) s�f�r-boyutlu olur.

(⇐) A, X'in tüm aç�k bölüntülerinin ailesi olsun. Her C ∈ A için C iç koruyan ve ∪A,

τ için bir alttaban oldu§undan UA, τ ile uyumlu geçi³li bir düzgünlük olur. �imdi de

UA'n�n τ ile uyumlu en ince geçi³li düzgünlük oldu§unu gösterelim. V , τ ile uyumlu

geçi³li düzgünlük ve B, V 'nin denklik ba§�nt�lar�ndan olu³an taban� olsun. Her B ∈ B

için {B(x)|x ∈ X} ∈ A'd�r ve böylece B ∈ UA olur. Sonuç olarak V ⊂ UA elde edilir.

�

Önerme 4.2.3. (X, τ), yerel kompakt s�f�r boyutlu Hausdor� uzay olsun. τ ile uyumlu

en kaba düzgünümsülük geçi³lidir.

Kan�t: δ, Yard�mc� Teorem 3.2.39'de tan�mlanan güçlü içerme ile belirlenen yak�n�m-

s�l�k olsun. Bu durumda δ, τ ile uyumlu oldu§undan Uδ da τ ile uyumlu en kaba

düzgünümsülüktür. Bir T (A,B) ∈ Uδ eleman�n�n geçi³li bir civar kapsad�§�n� göstere-

lim. B 6= ∅ ve AδB olsun. Bu durumda A ⊂ K ⊂ G ⊂ X − B olacak ³ekilde bir

kompakt K kümesi ve bir aç�k G kümesi vard�r. (X, τ) s�f�r boyutlu oldu§undan K'n�n
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hem aç�k hem kapal� oldu§unu varsayabiliriz. �imdi, U = T (K,X−K) olsun. Yard�mc�

Teorem 3.2.39'deki� güçlü içerme tan�m�ndan K � K'd�r ve dolay�s�yla U ∈ Uδ olur.

Di§er yandan, U geçi³lidir ve U ⊂ T (A,B)'dir. �

Yard�mc� Teorem 4.2.4. U , bir X kümesi üzerinde geçi³li bir düzgünümsülük ise Uω
da geçi³lidir.

Kan�t: V ,X üzerinde {T (G,X−G)|GδU(X−G)} alttaban� ile üretilen düzgünümsülük

olsun. V , U 'dan daha kaba olan bir tam s�n�rl� düzgünümsülük oldu§undan V ⊂ Uω'd�r.

�imdi δV ⊂ δU oldu§u gösterilirse V = Vω = UδV ⊃ UδU = Uω olaca§�ndan V = Uω
bulunur ve istenen elde edilir. O halde δV ⊂ δU oldu§unu gösterelim: AδUB olsun.

Buradan geçi³li bir U ∈ U civar� için (A × B) ∩ U = ∅'dir. Ayr�ca U ∩ (U(A) × (X −

U(A))) = ∅ oldu§undan V := T (U(A), X − U(A)) ∈ V 'd�r. Böylece (A × B) ∩ V = ∅

olur ve AδVB bulunur. �

�imdi tan�m�, 2.1. alt bölümünde verilen "s�f�r-küme" kavram�n� ve Önerme 4.1.25'de

verilen UC , UC∗ gösterimlerini hat�rlayarak a³a§�daki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 4.2.5. (X, τ) tamamen regüler uzay olsun. A³a§�dakiler denktir:

a) E§er R, bir Z s�f�r-kümesini içeren bir s�f�r-olmayan-küme ise Z ⊂ H ⊂ R olacak

³ekilde hem aç�k hem kapal� bir H kümesi vard�r.

b) Her s�f�r-küme, hem aç�k hem kapal� kümelerin say�labilir kesi³imidir.

c) τ ile uyumlu olan en ince düzgünlük geçi³lidir.

d) UC∗ geçi³li bir düzgünlüktür.

e) UC geçi³li bir düzgünlüktür.

Kan�t: Teoremin kan�t�na çok uzun oldu§u için bu çal�³mada yer verilememi³tir. Ancak

ilgili okuyucular kan�ta [3, Teorem 6.4]'den ula³abilir. �

Tan�m 4.2.6. Teorem 4.2.5'de bulunan denklik ³artlar�ndan herhangi birini sa§layan

bir tamamen regüler uzaya güçlü-s�f�r-boyutlu uzay denir.

Not 4.2.7. Her güçlü-s�f�r-boyutlu uzay s�f�r-boyutludur.

Önerme 4.2.8. Her s�f�r-boyutlu Lindelöf uzay� güçlü-s�f�r-boyutludur

Kan�t: (X, τ) bir s�f�r-boyutlu Lindelöf uzay, Z bir s�f�r-küme ve R, Z'yi içeren bir s�f�r-

olmayan-küme olsun. Her x ∈ X için Gx ∩Z 6= ∅ iken Gx ⊂ R olacak ³ekilde hem aç�k
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hem kapal� Gx kümesi alal�m. Bu durumda {Gx|x ∈ X} ailesi say�labilir {Gxn|n ∈ N}

altörtüsüne sahiptir. Her n ∈ N için Hn = Gxn − ∪i<nGxi ve H = ∪{Hn|Hn ∩ Z 6= ∅}

kural�m. O halde H hem aç�k hem kapal� bir kümedir ve Z ⊂ H ⊂ R'dir. �

Sonuç 4.2.9. Bir say�labilir regüler uzay ile uyumlu en ince düzgünlük geçi³lidir.

Kan�t: [8, Sonuç 6.2.8]'den say�labilir regüler uzay güçlü-s�f�r-boyutludur. Böylece Ta-

n�m 4.2.6 ve Teorem 4.2.5 c)'den τ ile uyumlu olan en ince düzgünlük geçi³lidir. �

Tan�m 4.2.10. Bir (X, τ) topolojik uzay�nda aç�k kümelerin bir say�labilir ailesinin

arakesiti aç�k oluyorsa (X, τ)'ya P-uzay� denir.

Önerme 4.2.11. (X, τ) bir tamamen regüler P-uzay� ise güçlü-s�f�r-boyutludur.

Kan�t: U , τ ile uyumlu en ince düzgünlük, U ∈ U ve < Un >, U 'nun simetrik ci-

varlar�n�n bir normal dizisi olsun. Bu durumda V = ∩∞n=1Un geçi³li oldu§undan, v, X

üzerinde bir denklik ba§�nt�s�d�r ve her x ∈ X için V (x) = ∩∞n=1Un(x) kümesi aç�kt�r.

Öyleyse V geçi³li kom³ua§� ve V ⊂ U oldu§undan U 'nun geçi³li ve simetrik civarlardan

olu³an bir taban� vard�r ve buradan U geçi³lidir. �

Teorem 4.2.12. (X, τ) bir T0 topolojik uzay olsun. Buna göre, a³a§�dakiler denktir:

i) (X, τ) güçlü-s�f�r-boyutlu ve metriklenebilirdir.

ii) τ ile uyumlu ve say�labilir geçi³li taban� olan bir U düzgünlü§ü vard�r.

iii) (X, τ) Ar³imed özelli§ini sa§lamayacak biçimde metriklenebilirdir.

Kan�t: i) ⇒ ii) d, X üzerinde τ ile uyumlu bir metrik ve her n ∈ N için Un =

{(x, y)|d(x, y) < 2−n} olsun. Her n ∈ N için Un, τ ile uyumlu en ince düzgünlü§ün bir

eleman� oldu§undan Vn ⊂ Un olacak ³ekilde en ince düzgünlü§ün bir Vn civar� vard�r.

(X, τ) güçlü-sf�r-boyutlu oldu§undan bu en ince düzgünlük geçi³lidir ve böylece Vn

denklik ba§�nt�s�d�r. Bu durumda {Vn|n ∈ N}, τ ile uyumlu olan bir düzgünlük için

say�labilir geçi³li bir taban olur.

ii)⇒ iii) U , τ ile uyumlu ve say�labilir geçi³li bir taban� {Un|n ∈ N} olan bir düzgünlük

olsun. Genelli§i bozmaks�z�n, her n ∈ N için Un+1 ⊂ Un ve Un simetrik kabul edelim.

Her x ∈ X için d(x, x) = 0 tan�mlayal�m. x 6= y için (x, y) 6∈ Uj olan en küçük j pozitif

tam say�s� n olmak üzere d(x, y) = 2−n olsun. Bu durumda Ud = U oldu§undan d, τ

ile uyumludur ve Ar³imed-özelli§i göstermeyen bir metriktir.
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iii) ⇒ i) (X, d), Ar³imed-özelli§i göstermeyen ve τ = τd olacak ³ekilde bir metrik

uzay ve F , X'in kapal� bir altkümesi olsun. Her n ∈ N için Vn = {(x, y)|d(x, y) < 1
n
}

kural�m. Vn(F ) aç�kt�r ve ayr�ca Vn(F )'deki her yak�nsak dizinin limiti yine Vn(F )'de

oldu§undan kapal�d�r. F = ∩∞n=1Vn(F ) oldu§undan önceki teoremin b) ³�kk�na göre

(X, τd), güçlü-s�f�r-boyutludur. �

Önerme 4.2.13. Her P-uzay� geçi³lidir.

Kan�t: Önerme 4.2.11'un kan�t�nda belirtildi§i gibi, P-uzay�n�n kom³ua§lar�n�n bir

normal dizisinin elemanlar�n�n arakesiti geçi³li kom³ua§� oldu§undan istenen elde edilir.

�

Önerme 4.2.14. Kapal� geçi³li uzaylar�n her say�labilir birle³imi geçi³lidir.

Kan�t: X = ∪∞n=1Fn ve Fn, X'in kapal� ve geçi³li altuzay� olsun. U , X'in bir normal

kom³ua§� ve < Un >, U4
1 ⊂ U olacak ³ekilde X'in kom³ua§lar�n�n bir normal dizisi

olsun. Her n ∈ N için Fn altuzaylar�n�n Vn ⊂ Un olacak ³ekilde bir geçi³li Vn kom³ua§�

vard�r. Önerme 4.1.40'den her n ∈ N için Wn ∩ (Fn×Fn) = Vn olacak ³ekilde bir Wn ∈

FT X vard�r. Her x ∈ X için m(x) ile {n ∈ N|x ∈ Fn} kümesinin en küçük eleman�

gösterilsin. �imdi, X uzay�n�n bir W kom³ua§�n� ³u ³ekilde tan�mlayal�m: W (x) =

(Wm(x) ∩ Um(x))(x)− ∪{Fn|n < m(x)}.

Böylece, Önerme 3.1.29'a göre W kom³ua§� için tan�ml� W∞ ikili ba§�nt�s�, geçi³li

olur. Bu durumda, W∞ ⊂ U oldu§unu gösterelim: (x, y) ∈ W∞ ve k, (x, y) ∈ W n

³art�n� sa§layan n ∈ N pozitif tamsay�lar�n�n en küçü§ü olsun. Bu durumda sonlu bir

x = x1, x2, . . . , xk, xk+1 = y dizisi vard�r ki; her i ≤ k için (xi, xi+1) ∈ W olur. Ayr�ca

her i ≤ k için m(xi) ≤ m(xi+1)'dir. �imdi m(xi) = m(xi+1) = m(xi+2) = m olacak

³ekilde bir i < k say�s� var olsun. Bu durumda xi+1 ∈ Wm(xi) ∩ Fm = Vm(xi)'dir

ve benzer olarak xi+2 ∈ Vm(xi+1) olur. Böylece xi+2 ∈ Vm(xi) ⊂ Wm(xi) ∩ Um(xi)

olaca§�ndan (xi, xi+2) ∈ W 'dir ve buradan (x, y) ∈ W k−1 bulunur. Bu ise k'n�n seçimi

ile çeli³ir. O halde her i < k için m(xi) < m(xi+2) olmal�d�r. Böylece (x, y) ∈ Um(x1) ◦

Um(x2) ◦ · · · ◦ Um(xk) ⊂ U1 ◦ U1 ◦ U2 ◦ U2 ◦ · · · ◦ Uk ◦ Uk ⊂ (U1)4 ⊂ U olur. �

Not 4.2.15. Bir geçi³li uzay�n aç�k sürekli görüntüsü geçi³li olmas� gerekmedi§ine

örnek [3, Bölüm 6.34]'de verilmi³tir. Buna ra§men geçi³li uzaylar�n kapal� sürekli gö-

rüntüleri için durum farkl�d�r:

Önerme 4.2.16. Bir geçi³li uzay�n kapal� sürekli görüntüsü geçi³lidir.

Kan�t: (X, τ) bir topolojik uzay ve f : X → Y sürekli kapal� bir dönü³üm olsun. Y 'nin
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kom³ua§lar�n�n bir < Un > normal dizisi U1 = U olacak ³ekilde vard�r. Her n ∈ N

için X'in bir < Vn > kom³ua§�n�, her x ∈ X için Vn(x) = f−1(Un(f(x))) ³eklinde

tan�mlayal�m. Aç�kt�r ki; < Vn > bir normal dizidir. O halde V1, X'in bir normal

kom³ua§�d�r.W ⊂ V1 olacak ³ekildeW , X'in bir geçi³li kom³ua§� olsun. Her y ∈ Y için

Q(y) = Y − f(X −W (f−1(y))) olacak ³ekilde Y 'nin bir Q kom³ua§�n� tan�mlayal�m. f

kapal� oldu§undan Q bir kom³ua§�d�r.W ⊂ V1 oldu§undan Q ⊂ U1 ⊂ U 'dur. �imdi z ∈

Q(y) olsun. Bu durumda z 6∈ f(X −W (f−1(y))) oldu§undan f−1(z) ∈ W (f−1(y))'dir

ve W geçi³li oldu§undan W (f−1(z)) ⊂ W 2(f−1(y)) = W (f−1(y)) bulunur. Böylece

Q(z) ⊂ Q(y) olup Q'nun geçi³li oldu§u görülür. �

Sonuç 4.2.17. Geçi³li topolojik uzay olma özelli§i homeomor�zma alt�nda korunur.

Önerme 4.2.18. (X, τ) geçi³li bir uzay olsun. X'in bir aç�k ve bir kapal� kümenin

arakesiti ³eklinde yaz�labilen her altuzay� geçi³lidir.

Kan�t: S ⊂ X ve S, bir aç�k ve bir kapal� kümenin ara kesiti ³eklinde yaz�ls�n. Bu

durumda Sonuç 4.1.41'den FNX |S×S = FN S ve FT X |S×S = FT S oldu§undan S'nin

her normal kom³ua§� bir geçi³li kom³ua§� kapsar. �

A³a§�daki iki sonuç, önceki önermeden aç�kt�r.

Sonuç 4.2.19. Bir geçi³li uzay�n her aç�k altuzay� geçi³lidir.

Sonuç 4.2.20. Bir geçi³li uzay�n her kapal� altuzay� geçi³lidir.

Sonuç 4.2.21. Bir Hausdor� geçi³li uzay�n her yerel kompakt altuzay� geçi³lidir.

Kan�t: Hausdor� uzaylarda yerel kompakt altuzaylar bir kapal� ve bir aç�k kümenin

arakesiti ³eklinde yaz�labildi§inden istenen elde edilir. �

�imdi, geçi³li olmayan önemli bir topolojik uzay örne§i verelim.

Örnek 4.2.22. (Kofner Düzlemi) X = R2 olmak üzere her x = (x0, y0) ∈ X ve her

ε > 0 için C(x, ε) ile x merkezli ε yar�çapl�, x-ekseninin yukar�s�nda ve x0'da bu eksene

te§et yuvar gösterilsin. Her negatif olmayan n tamsay�s� için Un = {(x, y)|y = x veya

y ∈ C(x, 2−n)} ve her pozitif m tamsay�s� için Um,n = Un ∩ {(x, y)|π2(y) − π2(x) <

2−m} olsun (π2, ikinci izdü³üm dönü³ümüdür.). Un = U2
n+1 oldu§undan {Un|n ∈ N}

ailesi,X üzerindeki bir U düzgünümsülü§ü için taband�r. Bu ³ekilde olu³turulan (X, τU)

topolojik uzay�na Kofner Düzlemi denir. Kofner Düzlemi geçi³li de§ildir:

U1, bir W geçi³li kom³ua§�n� içersin. Her m,n ∈ N için A(m,n) = {x|Um,n(x) ⊂
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W (x),∀j ∈ N : Uj,n−1(x) 6⊂ W (x)} kural�m. X = ∪{A(m,n)|m,n ∈ N} oldu§undan

Baire Kategori Teoremi' nden G ⊂ A(m,n)8 olacak ³ekilde Öklid topolojisine göre

aç�k olan bir G kümesi ve m,n ∈ N vard�r. �imdi, x ∈ A(m,n) ∩ G olsun. G, Öklid

topolojisine göre aç�k oldu§undan bir j > m tamsay�s� vard�r ki, Uj,n(x) ⊂ G olur.

Buna göre, B = A(m,n)∩Uj,n(x) kural�m. Bu durumda Uj,n(x) ⊂ B ve B ⊂ Uj,n(x) ⊂

Um,n(x) ⊂ W (x)'dir. z ∈ Uj,n−1(x) olsun. Buradan bir p ∈ Uj,n(x) ⊂ B vard�r ve z ∈

Uj,n(p) olur. O halde Uj,n−1(x) ⊂ Uj,n(B)'dir. Genelli§i bozmaks�z�n, z 6= p oldu§unu

varsayal�m. Her t ∈ X için S(t, ε) ile t merkezli ε yar�çapl� Öklid topolojisinde tan�ml�

yuvar gösterilsin. S(z, ε) ⊂ Uj,n(p) olacak ³ekilde ε > 0 seçelim. p ∈ B oldu§undan

bir y ∈ S(p, ε) ∩ B vard�r. Buradan z ∈ Uj,n(y)'dir ve B ⊂ A(m,n) oldu§undan

Um,n(B) ⊂ W (B) ⊂ W (W (x)) ⊂ W (x) olur. Böylece Uj,n−1(x) ⊂ W (x) çeli³kisi elde

edilir.

�imdi, art�k geçi³lili§in key� altuzaylara göre kal�tsal olmad�§�na örnek, Kofner

Düzlemi yard�m�yla verilebilir.

Örnek 4.2.23. X = (R2 × {1}) ∪ (R2 × {−1}) olsun. Her r = (r1, r2) ∈ R2 ve n ∈ N

için Sn(r), x-ekseni üstünde ve r1'de bu eksene te§et olan 2−n yar�çapl� aç�k disk olsun.

Benzer ³ekilde Sn
−1(r), x-ekseninin alt�nda ve r1'de bu eksene te§et olan 2−n yar�çapl�

aç�k disk olsun. Her r ∈ R2, n ∈ N ve i ∈ {1,−1} için (r, i) noktas�nda Kn(r, i) temel

aç�k kom³uluklar�n� tan�mlayal�m. Burada Kn(r, 1) = [(Sn(r) ∪ {r})× {1}] ∪ [Sn(r)×

{−1}] veKn(r,−1) = [Sn
−1(r)×{1}]∪[(Sn

−1(r)∪{r})×{−1}]'dir.X üzerinde bu temel

aç�k kom³uluklar� veren taban ile üretilen topolojiyi dü³ünelim. Bu durumda R2×{1}

ve R2 × {−1} uzaylar� Kofner düzlemine homeomorf oldu§u için geçi³li de§illerdir,

ancak X geçi³lidir9.

Önerme 4.2.24. (X, τ), biri aç�k veya kapal� olan iki geçi³li altuzay�n birle³imi ³ek-

lindeyse geçi³lidir.

Kan�t: Genelli§i bozmaks�z�n X = A ∪ B, A ∩ B = ∅, A aç�k ve geçi³li, ayr�ca B'nin

kapal� ve geçi³li oldu§unu kabul edelim. �imdi, (U1)3 ⊂ U olacak ³ekilde U ve U1 ,

X'in normal kom³ua§lar� olsun. Buna göre, V ⊂ U1 ∩ (A × A) olacak ³ekilde A'n�n

bir V geçi³li kom³ua§�n� ve W ⊂ U1 ∩ (B × B) olacak ³ekilde de B'nin bir W geçi³li

kom³ua§�n� seçelim. Önerme 4.1.40'daki gibi V ∗ = V ∪ (B×X) ve W ∗ = W ∪ (X ×A)

8Burada A(m,n) ile A(m,n) kümesinin Öklid topolojisine göre kapan�³� gösterilmekted�r.
9[15 ,Örnek 1]
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kümelerini kural�m. Bu durumda, Q = W ∗ ∩ V ∗ ∩U1 = W ∪ V ∪ ((B ×A)∩U1)'dir ve

Q∞, X'in geçi³li bir kom³ua§�d�r. Böylece Q∞ = Q3 ⊂ (U1)3 ⊂ U olur. �

Önerme 4.2.24'den a³a§�daki sonuç kolayca elde edilir.

Sonuç 4.2.25. Sonlu say�daki aç�k (veya kapal�) geçi³li uzaylar�n birle³imi geçi³lidir.

Teorem 4.2.26. Aç�k geçi³li uzaylar�n her say�labilir birle³imi geçi³lidir.

Kan�t:X = ∪∞n=1Gn veGn,X'in aç�k ve geçi³li altuzay� olsun.G0 = ∅ ve Önerme 4.2.24'e

göre genelli§i bozmaks�z�n her n ∈ N için Gn ⊂ Gn+1 oldu§unu kabul edelim. Her x ∈ X

için m(x), x ∈ Gn−Gn−1 ³art�n� sa§layan do§al say� olsun. U , X'in bir normal kom³u-

a§� ve < Un >, X'in, (U1)2 ⊂ U ³art�n� sa§layan bir normal dizisi olsun. Her n ∈ N için

Un ∩ (Gn ×Gn), Gn geçi³li uzay�n�n bir normal kom³ua§�d�r. Buradan Vn ⊂ Un olacak

³ekilde Gn'in bir geçi³li kom³ua§� Vn vard�r. �imdi, V = ∪∞n=1[Vn ∩ (Gn −Gn−1)×Gn]

olsun. V ∞ ⊂ U oldu§unu gösterelim. (x, y) ∈ V ∞ ve k, (x, y) ∈ V n ³art�n� sa§layan

n pozitif tamsay�lar�n�n en küçü§ü olsun. Bu durumda 1 ≤ i ≤ k için (xi, xi+1) ∈ V

olacak ³ekilde sonlu bir x = x1, x2, . . . , xk, xk+1 = y dizisi vard�r. Her i < k için

m(xi) ≥ m(xi+1)'dir. Ayr�ca her m(xi) = m(xi+1) için (xi, xi+2) ∈ V olur ki, bu da

k'n�n seçimi ile çeli³ir. O halde her i < k için m(xi) > m(xi+1) olmal�d�r. Böylece

(x, y) ∈ Um(x1) ◦ Um(x2) ◦ · · · ◦ Um(xk) ⊂ U1 ◦ U2 ◦ · · · ◦ Uk ⊂ (U1)2 ⊂ U olur. �

Önerme 4.2.27. (X, τ) bir topolojik uzay ve C = {Ci|i ∈ I}, X'in bir nokta sonlu

aç�k örtüsü olsun. C'nin her eleman� geçi³li bir altuzay ise (X, τ) geçi³lidir.

Kan�t: V , X'in bir normal kom³ua§� olsun. Her i ∈ I için Ci'nin bir geçi³li kom³ua§�

Vi vard�r ki her x ∈ Ci için Vi(x) ⊂ V (x) olur. �imdi W = {(x, y)|x ∈ Ci ⇒ y ∈ Vi(x)}

kural�m. Bu durumda W , X'in geçi³li bir kom³ua§�d�r ve W ⊂ V 'dir. �

Tan�m 4.2.28. Bir topolojik uzaya, kapal� ayr�k altuzaylar�n say�labilir birle³imi olarak

yaz�labiliyorsa Fσ-ayr�k uzay denir.

Sonuç 4.2.29. Her Fσ-ayr�k uzay geçi³lidir.

Kan�t: Ayr�k topolojik uzay ayr�k düzgünlük ile uyumludur ve ayr�k düzgünlük de

geçi³lidir. Ayr�k düzgünlük, ayr�k topoloji ile uyumlu en ince düzgünümsülük oldu§un-

dan ayr�k topolojik uzay geçi³lidir. Bu durumda, Önerme 4.2.14 göz önüne al�n�rsa,

Fσ-ayr�k uzay geçi³li olur. �

Tezin kalan k�sm�nda " her metriklenebilir uzay�n geçi³li oldu§u " temel sonu-

cuna ula³mak için orto-kompakt" ve "yar�-hesaplanabilme" kavramlar�na ihtiyaç var-
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d�r. Orto-kompaktl�k hakk�nda detaylara [3] nolu kaynaktan ve yar�-hesaplanabilirlik

ile ilgili detayl� bilgiye [17] nolu kaynaktan ula³�labilir.

Tan�m 4.2.30. Bir topolojik uzay�n her aç�k örtüsünün bir iç koruyan aç�k incesi varsa

bu uzaya orto-kompakt uzay denir.

Önerme 4.2.31. Her para-kompakt uzay orto-kompaktt�r.

Kan�t: Bir noktay� içeren aç�k kümelerin say�s� sonlu ise, bu kümelerin arakesiti de

aç�k olur. Böylece tan�mlardan; her nokta-sonlu aç�k örtü, iç koruyan oldu§undan her

para-kompakt uzay orto-kompaktt�r. �

Tan�m 4.2.32. Bir (X, τ) topolojik uzay�nda, X'in kapal� her E altkümesine kar³�l�k

X'in aç�k altkümelerinin bir< En > dizisi; ∩∞n=1En = E, her n ∈ N ve E ⊂ F = ∩∞n=1Fn

için En ⊂ Fn olacak ³ekilde bulunabiliyorsa (X, τ)'ya, yar�-hesaplanabilirdir denir.

Önerme 4.2.33. Her metrik uzay yar�-hesaplanabilirdir.

Kan�t: [17]'da verilen Sonuç 1.4, T1 ve birinci say�labilir oldu§u bilinen metrik uzaylar

için de geçerli bir karakterizasyon sa§lad�§�ndan istenen aç�kt�r. �

X bir yar�-hesaplanabilir uzay, < xn >, X'te bir dizi ve < Vn >, X'in kom³ua§lar�-

n�n azalan bir dizisi olsun. Her n ∈ N için p ∈ Vn(xn) iken p, < xn >'in y�§�lma noktas�

oluyorsa < Vn >'e X'in bir yar�-hesab� denir.

Yard�mc� Teorem 4.2.34. U , bir yar�-hesaplanabilir. X uzay�n�n bir kom³ua§� olsun.

X orto-kompakt ise her x ∈ X için V (x) ⊂ U(y) ve {x, y} ⊂ U(z) ∩ U−1(z) olacak

³ekilde y, z ∈ X olmas�n� sa§layacak ³ekilde bir V ∈ FT τ vard�r.

Kan�t: < Un >, Un ⊂ U ³art�n� sa§layan X'in bir yar�-hesab� ve her n ∈ N için

Hn = {x ∈ X|(Un)−1(x) ⊂ Un(x)} olsun. Bu durumda ∪∞n=1Hn = X'dir. �imdi her

x ∈ X için kx = min{n ∈ N|x ∈ Hn} tan�mlayal�m. Ayr�ca, < Vn >, kom³ua§lar�n�n

bir dizisi ve {(Vn)6(x)|x ∈ X}, {Un(x)|x ∈ X} kümesinin bir incesi olsun. Buna göre,

V = {(x, y)|y ∈ Vkx(x) − ∪n<kxHn} kural�m ve x ∈ X , z ∈ Hkx ∩ (Ukx ∩ Vkx)(x)

alal�m. Bu durumda (Vkx)
6(x) ⊂ Ukx(y) ⊂ U(y) olacak ³ekilde y ∈ X vard�r. Böylece

{x, y} ⊂ U−1(z) oldu§u aç�kt�r ve z ∈ Hkx oldu§undan (Ukx)
−1(z) ⊂ U(z) ile x ∈

(Ukx)
−1(z) ⊂ U(z) elde edilir. Ayr�ca y ∈ (Ukx)

−1(z) ⊂ U(z)'dir ve böylece {x, y} ⊂

U(z) olur. Buradan {x, y} ⊂ U(z) ∩ U−1(z) bulunur. �imdi (a, b), (b, c) ∈ V olsun. Bu

durumda kc ≥ kb ≥ ka'd�r. O halde c ∈ (Vka)
2(a) − ∪n<kaHn = Vka(x) − ∪n<kaHn ve

(a, c) ∈ V bulunur. Buradan V geçi³lidir. �
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Teorem 4.2.35. X bir yar�-hesaplanabilir orto-kompakt uzay ise geçi³lidir.

Kan�t:W , bir normal kom³ua§� ve U3 ⊂ W olsun. Yard�mc� Teorem 4.2.34'den V ⊂ U3

olacak ³ekilde bir V ∈ FT τ vard�r. �

Yukar�da elde edilenler �³�§�nda, bu tez çal�³mas�n�n önemli bir sonucu, bu a³amada

ifade edilebilir.

Sonuç 4.2.36. Her metriklenebilir uzay geçi³lidir.

Kan�t: (X, τ) bir metriklenebilir uzay olsun. Bu durumda (X, τ) yar�-hesaplanabilirdir.

Di§er yandan, [18, Sonuç 1]'e göre (X, τ) metriklenebilir uzay�n�n parakompakt oldu§u

bilinmektedir. Böylece Önerme 4.2.31'e göre (X, τ) topolojik uzay� orto-kompaktt�r. O

halde Teorem 4.2.35'den (X, τ) uzay�n�n geçi³li oldu§u sonucuna ula³�l�r.�

Örnek 4.2.37. (R, τe) öklid topolojik uzay� ve tüm alt uzaylar� metriklenebilir oldu-

§undan önceki sonuca göre geçi³li uzaylard�r.
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5 SONUÇLAR

Klasik topolojide, topolojik uzaylar�n düzgünle³tirilebilir olmas� için uzay�n tamamen

regüler olmas�, gerek ve yeter ko³ul iken, tüm topolojik uzaylar�n, hiç bir ko³ul ol-

maks�z�n Pervin düzgünümsü yap�lar sayesinde düzgünümsüle³tirilebilir oldu§u, bu tez

çal�³mas�n�n üçüncü bölümünde ifade edildi.

Buna ra§men, ikili topolojik uzaylar teorisine bak�ld�§�nda, bir ikili topolojik uza-

y�n iki³er tamamen regülerlik aksiyomunu sa§lamas�n�n, düzgünümsüle³tirilebilir olmak

için gerek ve yeter ko³ul oldu§u ise, yine tezin üçüncü bölümünde kan�t�yla sunuldu.

Bu durum, topolojide asimetrik yap�lar�n, yani, simetrinin bulunmad�§� yap�lar�n do§al

biçimde ortaya ç�kard�§� bir sonuçtur.

Di§er yandan, düzgünümsü yap�lar�n özel bir türü olan geçi³li düzgünümsü yap�lar,

ilk olarak, 1982'de Fletcher ve Lingdren [3]'de tan�mlam�³t�r. Özel olarak, ince geçi³li

düzgünümsülerin yap�s�, asimetrik topoloji literatüründe kullan�³l� çe³itli sonuçlar or-

taya ç�karm�³, üstelik yak�n�ms�lar ile düzgünümsüler aras�nda kuvvetli ili³kilerin elde

edilmesini sa§lam�³t�r.

Sözü edilen sonuçlar içerisinde, bir temel yap� olarak "geçi³li topolojik uzaylar te-

orisi" ortaya ç�km�³t�r. Geçi³li topolojik uzaylar�n özellikleri dördüncü bölümün son

alt bölümünde örnekler ile ele al�nd�. Burada de§inilmesi gereken birkaç noktay� ifade

edelim:

• Kompaktl�kta oldu§u gibi geçi³lilik de topolojik uzaylarda kal�tsal bir özellik de-

§ildir. Buna ra§men,

• Bir geçi³li topolojik uzay�n, aç�k alt kümesi geçi³li alt uzay, ve

• Bir geçi³li topolojik uzay�n, kapal� alt kümesi, geçi³li alt uzayd�r.

Di§er yandan, geçi³li uzaylar teorisinin, orto-kompakt ve yar�-hesaplanabilir uzaylar

ile ili³kisi, a³a§�daki önemli sonucu ortaya koymu³tur.

"Tüm metriklenebilir uzaylar geçi³lidir"

Böylece özel olarak, reel say�lar ve tüm alt kümelerinin do§al (a³ikar) topoloji ile

geçi³li topolojik uzaylar olduklar� da bu tez çal�³mas�nda aç�kça görülmü³tür.
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