BAGIMLI COKLU YASAM DURUMUNDA STOKASTIK
OLUMLULUK YAKLASIMLARI VE AKTUERYAL
FIYATLANDIRMA

STOCHASTIC MORTALITY APPROACHES IN
DEPENDENT MULTIPLE LIFE INSURANCE AND
ACTUARIAL PRICING

TUGBA AKTAS

Prof. Dr. Meral SUCU
Tez Danismani
Dr. Ogr. Uyesi Emel KIZILOK KARA

Es Damisman

Hacettepe Universitesi
Lisanststi Egitim-Ogretim ve Smav Yénetmeliginin
Aktilerya Bilimleri Anabilim Dal1 i¢in Ongdrdiigii

YUKSEK LISANS TEZI olarak hazirlanmustir.

2023



OZET

BAGIMLI COKLU YASAM DURUMUNDA STOKASTIK OLUMLULUK
YAKLASIMLARI VE AKTUERYAL FIYATLANDIRMA

Tugba AKTAS

Yuksek Lisans, Aktterya Bilimleri Bolimua
Tez Damismani: Prof. Dr. Meral SUCU
Es Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Emel KIZILOK KARA

Haziran 2023, 75 sayfa

Hayat iirlinlerinin fiyatlandirilmasi, aktiierler tarafindan gergeklestirilen kapsamli bir
sirectir. Fiyatlandirma asamasinda sigortalinin zaman ig¢indeki oOliim gelisimini
modellemek son derece énemlidir. Oliim olaymin ger¢eklesme zamaninin belirsiz olmasi
ve bir¢ok faktdorden etkilenmesi modellemenin daha ayrintili bir sekilde yapilmasim
gerektirmektedir. Dolayisiyla, 6liimliiliigiin zamanla deterministik gelisim gosterdigini
varsaymak gergekei bir yaklasim olmayabilir. Bu diisiince dogrultusunda, dliimliiliigiin

stokastik acidan ele alinmasi sigortalanan bireylere daha adil bir fiyatlandirma sunacaktir.

Aktiierya bilimlerinde ¢oklu hayat tirlinleri fiyatlandirilirken genellikle bireylerin gelecek
yasam siireleri birbirinden bagimsiz kabul edilmektedir. Bu varsayim, hesaplamalarda
kolaylik saglasa da gerce8i yeterince yansitmamaktadir. Birden fazla bireyin
sigortalandig1 hayat tirlinlerinde bireyler arasinda bagimlilik s6z konusudur ve bu

bagimlilik yapisinin aktiieryal anlamda degerlendirilmesi gerekmektedir.
[



Bu ¢alismada, hayat iriinlerinin net tek primleri hesaplanirken stokastik Sliimliiliik
yaklagimi kullanilmistir. Bireylerin anlik 6liim hizlar1 zamanla degisen Brown hareketi
olarak modellenmistir. Burada zaman degisimi subordinatorler araciligiyla stokastik
olarak ele alinmistir. Subordinatorlerin ters Gauss (IG) dagilimina uydugu varsayilmastir.
Boylece bireylerin anlik 6liim hizlarinin normal ters Gauss (NIG) dagildigi kabul
edilmistir. Parametre tahmini Dabrowska tahmini ile birlesik yasam fonksiyonunun
tahmini arasindaki hata kareler toplami minimum olacak sekilde gergeklestirilmistir.
Modelin anlamlilig1 parametrik ve parametrik olmayan yaklagimlar kullanilarak
gosterilmistir. Esler arasindaki bagimlilik yapisi subordinatorler araciligiyla modele dahil
edilmistir. Tahmin edilen parametre degerlerine bagli olarak marjinal yasam olasiliklar1
elde edilmistir. Birlesik yasam olasiliklar1 ise bireylerin gelecek yasam siirelerinin
bagimli ve bagimsiz oldugu varsayimina dayanarak her iki durum i¢in hesaplanmistir.
Ardindan bireylerin bagimlilik yapisina gore ¢oklu yasam durumunda hayat anniiiteleri
ve hayat sigortalarina iliskin net tek prim degerleri elde edilmistir. Son olarak, net yillik
prim tutarlar1 hesaplanmig ve sonuglar karsilastirilmistir. Boylelikle, bireyler arasindaki
bagimliligin dikkate alinmasiyla aktiieryal hesaplamalarda ortaya c¢ikan farkliliklar agik

bir sekilde goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Coklu Hayat Uriinleri, Stokastik Olumliilik, Cox Siireci,

Bagimlilik, Prim, Subordinator
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Pricing of life products is a comprehensive process performed by actuaries. At the pricing
stage, it is extremely important to model the mortality development of the insured in time.
The fact that the time of death is uncertain and affected by many factors requires more
detailed modelling. Therefore, it may not be a realistic approach to assume a deterministic
development of mortality over time. In line with this idea, a stochastic approach to

mortality will provide a fairer pricing to the insured individuals.

In actuarial sciences, when pricing multiple life products, the future life times of
individuals are generally assumed to be independent from each other. Although this
assumption provides convenience in calculations, it does not reflect the reality
sufficiently. In life products in which more than one individual is insured, there is
dependency between individuals and this dependency structure needs to be evaluated

actuarially.
i



In this study, stochastic mortality approach is used to calculate the net single premiums
of life products. Instantaneous mortality rates of individuals are modelled as time-
changed Brownian motion. Here the time change is considered stochastically by means
of subordinators. Subordinators are assumed to fit an inverse Gaussian distribution. Thus,
the instantaneous mortality rates of individuals are assumed to follow a normal inverse
Gaussian distribution. Parameter estimation was performed in such a way that the sum of
squared errors between the Dabrowska estimate and the estimate of the joint survival
function was minimised. The significance of the model was demonstrated using
parametric and non-parametric approaches. The dependency structure between spouses
is included in the model through subordinators. Marginal survival probabilities were
obtained based on the estimated parameter values. Joint survival probabilities are
calculated for both situations based on the assumption that individuals' future life times
are dependent and independent. Then, according to the dependency structure of
individuals, net single premium values for life annuities and life insurances are obtained
in the multiple life situation. Finally, net annual premiums were calculated and the results
were compared. Thus, the differences arising in actuarial calculations by taking into

account the dependency between individuals are clearly seen.

Keywords: Multiple Life Products, Stochastic Mortality, Cox Process, Dependency,

Premium, Subordinator
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1. GIRIS
1.1. Giris

Insanlarin hayatlar1 boyunca ileride karsilasabilecekleri olaylara karsi onlem alma
istekleri, sigortaciligin dogmasinda 6nemli bir etken olmustur. Sigortayla birlikte kisilerin
gelecegin belirsizligine karsi kendilerini giivende hissetmeleri miimkiin hale gelmistir.
Rastgele bir sekilde gergeklestigi takdirde sigortaciya tazminat ddeme ylkimliligi
yaratabilecek olaylar sigortacilikta riziko olarak ifade edilmektedir. Rizikonun
gerceklesmesi durumunda sigortali iistlendigi riski 6nceden yapmis oldugu 6demeler
karsihiginda sigortaciya devretmektedir. Sigortacimin  ylkiimliliiklerini  yerine
getirebilmek amaciyla sigortalidan almis oldugu bu bedel, prim olarak
adlandirilmaktadir. Sigortalinin yapmis oldugu prim 6demeleriyle birlikte zamanla ortaya
cikabilecek finansal kayiplarin etkileri, sigorta sdzlesmesi aracilifiyla giivence altina

alinmaktadir.

Rizikonun kapsami sigorta irlinlerine gore degiskenlik gostermektedir. Hayat
sigortalarinda riziko, sigortalinin vefat etmesi halinde poligede belirtilen aile bireylerinin
maddi kayiplarin1 ifade ederken, hayat disi sigortalarinda sozlesmeye konu olan
menfaatin zarara ugramasi neticesinde olusan finansal kayiplar1 ifade etmektedir.
Sigortaci, s6z konusu kayiplari karsilamak igin sigortaliya teminat saglamakla
yukumludur. Bu yilikiimliligini ise sigortalinin belirli zaman araliklarinda yapmis
oldugu prim Odemeleriyle finanse etmektedir. Prim 6demelerinin belirli araliklarla
yapilmasi, diizenli 6deme dizisi olarak da bilinen anniiite kavramini beraberinde
getirmektedir. Annlite 0Oriinleri; sigortalinin hayatta kalma durumuna bagli olarak
olusturulan hayat anniiiteleri ve yasama kosuluna bakilmaksizin 6demelerin yapildig:
kesin anniiiteler olmak tizere ikiye ayrilmaktadir. Hayat anniiitelerinde Odemeler,
sigortalinin poligeyi satin aldig1 yas itibariyle baslayabilecegi gibi daha sonrasinda da
yapilabilmektedir. Ayrica, 6deme periyodunun belirli bir zaman ile sinirlandirildig: hayat
anniiiteleri donemsel hayat anniiitesi olarak adlandirilirken, 6deme siiresine iliskin
herhangi bir kisitlamanin yapilmadigi hayat anniiiteleri tam hayat anniiitesi olarak
adlandirilmaktadir. Kesin anntiitelerde ise ddemeler belirli zaman araliklarinda diizenli

veya degisken tutarlarda olabilmektedir.

Sigortalinin 6demekle sorumlu oldugu prim tutar1 belirlenirken sigorta s6zlesmesindeki

taraflarin yiikiimliiliikleri es zamanli olarak degerlendirilmektedir. Prim tutari, aktiieryal
1



denge esitligi olarak da bilinen sigortacinin yiikiimliiliigiiniin sigortalinin ylikiimliliigiini
kargilamas1 gercegine dayanarak hesaplanmaktadir. Hayat sigortalarinda sigortacinin
yukiimliligi, sigortalinin 6lmesi halinde yakinlarinin yasam standardin1 korumak tizere
teminat saglamak iken, hayat dis1 sigortalarinda olusan maddi hasara karsilik teminat

saglamaktir.

Hayat sigortalari, tazminat 6demesinin yapildigi zamana gore kesikli ve surekli olmak
tizere iki kategoride siniflandirilmaktadir. Tazminat 6demesi, sigortalinin 6liim yilinin
sonunda yapiliyorsa kesikli hayat sigortasi, Oliim aninda yapiliyorsa siirekli hayat
sigortast adin1 almaktadir. Hayat sigortasi triinleri, tazminat 6demelerinin yapildigi
vadenin uzunluguna gore de gruplandirilmaktadir. Tazminat 6demeleri belirli bir dénemi
kapsayacak sekilde yapiliyorsa donemsel hayat sigortasi, herhangi bir donem sinirlamasi
olmaksizin sigortalinin vefatina kadar yapiliyorsa tam hayat sigortast olarak

adlandirilmaktadir.

Sigortalinin yasama durumuna bagl olarak olusturulan ve sigortalanan birey sayisinin
birden fazla oldugu sigorta tirlinlerine ¢oklu hayat drunleri denilmektedir. Bu Uriinlerde
sigortalanan bireyler arasindaki 6liim siras1 belirleyici rol oynamaktadir. Coklu yasam
durumundaki hayat anniiiteleri; ddemelerin ilk 6liim gerceklesene kadar stirdiigii birlesik
yasam (joint life) hayat anniiitesi ve son Oliim gerceklesene kadar devam ettigi son
yasayan (last survival) hayat anniiitesi olarak iki baslik altinda toplanmaktadir. Coklu
yasama dair olusturulan hayat sigortalarinda ise 6liim teminatlarmin ddenme zaman
hayat anniiiteleri ile benzer bir yapiya sahiptir. Bireyler arasinda ilk veya son 6liimiin
gerceklesmesiyle birlikte 6denen 6liim teminatlari, tekli yasam durumundaki gibi hem

6liim y1linin sonunda hem de 6liim aninda yapilabilmektedir.

Aktiierler tarafindan oliimliilik analizlerinde ¢ogunlukla deterministik modeller tercih
edilmektedir. Anlik 6liim hizinin zaman igerisinde ayni1 kalacagini varsayan bu modeller,
bireylerin 6liim olasiliklarinda meydana gelebilecek degisiklikleri goz ardi etmektedir.
Ancak bireyin 6liim gelisimi, yasimnin yani sira yasam kosullari, beslenme aligkanligi,
saglik hizmetlerine erisebilirligi gibi bircok faktor tarafindan etkilenmektedir.
Dolayistyla, deterministik modellerin 6liimliiliigli modelleme konusunda yetersiz kaldigi
aciktir. Buradan hareketle, sigorta sirketlerinin karsi kasiya kaldig1 6liim riskinin sayisal

olarak belirlenmesini ve 6lumlulik analizinde daha gergekg¢i sonuglarin elde edilmesini



saglayan stokastik modeller gelistirilmistir. Stokastik yaklasimlarin kullanilmasiyla,

zaman i¢inde 6liim olasiliklarinda yasanabilecek dalgalanmalar hesaba katilmaktadir.

Coklu hayat drinlerinde, sigortalanan bireylerin gelecek yasam siireleri genellikle
birbirinden bagimsiz varsayilmaktadir. Sigorta {iriinlerinin fiyatlandirilmas1 agsamasinda
bu 6ngodriiniin, benzer riskleri paylasan bireyler i¢in ger¢ekligi yansitmadigi ortadadir. Bu
diisiince dogrultusunda bireyler arasindaki bagimliligt modellemek igin ¢esitli
yaklasimlar benimsenmistir. One ¢ikan ydntemlerden biri, bagimliligi zamanin
deterministik bir fonksiyonu olarak modelleyen kopula yaklagimlaridir. Bu modellerde,
bireylerin gelecek yasam siirelerini gosteren rastgele degiskenlerin marjinal dagilim
fonksiyonlar1 kullanilarak birlesik dagilim fonksiyonu elde edilmektedir. Ayrica kopula
modelleri, anlik 6liim hizlarinin stokastik siireci takip ettigi durumda, bagimliligin yasam

olasiliklar1 Uzerindeki etkisini 6l¢me imkani da sunmaktadir.

Son zamanlarda, yasamlar arasindaki bagimliligin stokastik yaklagimlar araciliiyla
modellendigi goriilmektedir. Stokastik siireclere bagimliligi dahil etmenin bagka bir
yontemi ise subordinatdr yapisinin kullanilmasidir [1]. Subordinatorler araciligiyla
bireylerin anlik 6liim hizlar1 arasindaki iligski, zamanin stokastik olarak bagimli kabul
edilmesiyle modellenmektedir. Yani, bagimlilik yapisi zamanin da stokastik bir siireci
takip etmesi yoluyla olusturulmaktadir. Boylelikle, bagimli yasamlarin olimliiliik

egilimleri daha kapsamli bir sekilde ele alinarak yorumlanmaktadir.

Goklu hayat iiriinlerinde bireylerin bagimlilik durumlarinin incelenmesi, aktiieryal
hesaplamalarda 6nemli bir yer tutmaktadir. Bu durum dikkate alindiginda elde edilen
prim tutarlari, bagimsizlik durumuna gore farklilik gostermektedir. Bireylerin gelecek
yasam siireleri bagimsiz varsayildiginda genelde, sigortalanan kisiler birlesik yasam
durumundan 6demesi gereken tutardan daha fazla, son yasayan durumunda ise daha az
bir meblag 6demektedir. Bagimliligin gdz dniinde bulundurulmasi, sigorta triinlerinin net
tek primlerinin birlesik yasam durumunda azalmasina, son yasayan durumunda artmasina
neden olmaktadir. Annuite Urinlerinin net tek primlerinde ise tersine bir degisim sz
konusudur. Dolayisiyla, sigortalinin ddeyecegi prim tutari birlesik yasam durumunda
azalirken son yasayan durumunda artmaktadir. Sonug olarak, hem sigortali hem de
sigortact acisindan daha adil bir fiyatlandirma bagimliligin hesaba katilmasiyla

mUmkuindir.



Bu tez calismasinda coklu yasam durumu evli ciftler lizerinden ele alinmistir.
Sigortalanan birey sayisinin iki olarak belirlendigi ¢coklu hayat Grlinleri igin aktteryal
hesaplamalar yapilmistir. Ciftler arasindaki bagimlilik yapis1 stokastik 6liimliiliikk modeli
kullanilarak analiz edilmistir. Calismanin birinci boliimiinde, ¢oklu yasam durumunda
bireylerin bagimliliklarint sergileyen Oliimliiliikk modelleriyle ilgili ge¢miste yapilan
calismalar incelenmistir. Ikinci boliimde, stokastik siiregler hakkinda genel bir
bilgilendirme yapilmis ve modele iliskin kavramlar tamtilmistir. Ugiincii béliimde,
literatiirde one ¢ikan stokastik 6liimliilik modelleri verildikten sonra tezde uygulanan
model aciklanmistir. Ardindan, marjinal yasam fonksiyonu ile bagimlilik durumundaki
birlesik yasam fonksiyonu analitik olarak ifade edilmistir. Dordiincii boliimde, yasam
modellerine iligskin temel formiiller verilmis, tekli ve ¢oklu yasam durumunda anniiite ve
sigorta Uriinlerinin net tek primleri ile net yillik prim tutarlar1 tanimlanmistir. Besinci
bolimde, tezdeki stokastik 6limlilik modelinin giivenilirligi parametrik ve parametrik
olmayan yaklasimlar kullanilarak gosterilmistir. Bireylerin gelecek yasam siirelerinin
bagimli ve bagimsiz oldugu durumlar igin marjinal ve birlesik yasama olasiliklari
hesaplanmustir. Son olarak, bagimlilik yapisina gore hayat drtinlerinin net tek prim ve net

yillik prim tutarlari elde edilmistir.
1.2. Literatiir incelemesi

Kisinin yagama kosuluna bagli olarak diizenlenen hayat iiriinleri sigorta sektdrinde
olduk¢a &nemli bir yere sahiptir. Ik 6rneklerine 18. yiizyilda rastlanan bu iiriinler,
zamanla aktiierya bilimlerinin bir parcast haline gelmistir. Hayat iirlinleri baslangicta
sadece bir kisinin yasama durumu ele alinarak olusturulmus, zamanla ayni poli¢edeki kisi
sayisinin artmasi iizerine ¢oklu yasam durumu dikkate alinmistir. Sonug olarak, policeye
kayitl kisi sayisinin degismesi iirlinlere iligkin yapilan her tiirlii hesaplamanin degisecegi
anlamina gelmektedir. Dolayisiyla, tekli hayat drunlerinden ¢oklu hayat tiriinlerine dogru
yapilan bu gecis aktiieryal yapinin uygun bir sekilde genisletilmesini gerektirmektedir.
Bu diisiince dogrultusunda Bowers vd. [2], ¢coklu yasam modellerinin tanmitildig: ilk
calismay1 aktiierya literatiiriine kazandirmislardir. Kisilerin gelecek yasam siirelerinin bir
rastgele degisken olarak ifade edildigi bu kitapta bagimlilik durumlar kapsamli bir

sekilde ele alinmustir.

Birden fazla yasamin g6z oniinde bulunduruldugu hayat {irtinlerinin degerlendirilmesinde
en onemli unsur bireyler arasindaki bagimlilik yapisidir. Geleneksel olarak, ¢oklu yasam
4



olasiliklarinda ilgili bireylerin kalan yagam siirelerinin karsilikli olarak bagimsiz oldugu
varsayilmaktadir [3]. Bu varsayim, birlesik yasam olasiliginin tek bir yasam olasiligina
indirgenmesi yoluyla fiyatlandirma hesaplamalarinda kolaylik saglasa da gercegi
yansitmamaktadir [4]. Norberg [5], bagimliligin 6liimliilik modeline dahil edildigi
takdirde ¢oklu yasam durumunda olusturulan sigorta ve anniiite iirlinlerinin net tek
primlerinde degisim oldugunu, prim tutarinda ise kayda deger bir azalis ger¢eklestigini

gostermistir.

Bagimli 6liimliik modellerinin gelisim siirecine dncililiik eden kavramlarin basinda “kirik
kalp sendromu” gelmektedir. Kirik kalp sendromu, eslerden birinin 6lmesi durumunda
geride kalan bireyin Oliimliililk oraninda gegici bir artisa neden olan kisa siireli
bagimlihigin en yaygin seklidir [3]. ilk olarak, Parkes vd. [6] ve Ward [7] tarafindan
literatiire kazandirilan bu kavram daha sonlar1 Jagger ve Sutton’nun [8] ¢aligmalariyla
desteklenmistir. Bunun yani sira Hougaard [9], Danimarkali ikizler iizerine yapmis
oldugu calismasinda, ikizlerden birinin Olmesi halinde digerinin uzun Omiirliilikk

acisindan nasil etkilenecegini aragtirmistir.

Gelecek yasam siireleri arasinda bagimlilik s6z konusu olan bireylerin Sliimliigiinii
modellemeye yonelik bir¢ok yaklasim mevcuttur. “Kopula” yaklasimi bu baglamda en
populer yontemlerden biridir. Kopula fonksiyonu ilk olarak Sklar [10] tarafindan
tanitilmigtir. Zamanla sigorta ve aktiierya sektorlerinde uygulama alani bulan kopula
fonksiyonlari, bagimliligi modelleme asamasinda sikca bagvurulan istatiksel araclar
haline gelmistir. Frees vd. [11], Frank kopula yardimiyla tekli yasam durumunda
Odenecek olan net tek primin, bagimlilik hesaba katilmasi durumunda 6denecek olan
tutardan daha yiiksek oldugu sonucuna varmistir. Carriere [12], bireylerin marjinal yasam
fonksiyonlarin Gombertz tipinde oldugunu varsayarak birlesik yasamlar i¢in bagimlilik
incelemesinde bulunmus ve s6z konusu bireylerin 6liim zamanlar1 arasinda oldukca

yuksek olan pozitif bir korelasyon degeri elde etmistir.

Evli bir ¢ift adina diizenlenen sigorta sdzlesmesi, bireyler arasindaki 6liim trendlerinin
incelenebilmesi agisindan oldukg¢a uygun bir {iriindiir. Youn ve Shemyakin [13], ¢iftler
arasindaki bagimliligr 6lgmek i¢in Hougaard kopula fonksiyonunu kullanmis, ardindan
her ¢iftin kadin ve erkek iiyeleri arasindaki yas farkini1 dikkate alan parametrik bir yontem
gelistirmistir. Dufresne vd. [14] bagimlilig, yas farkinin azalan bir fonksiyonu bigiminde

modelleyerek Clayton, Frank, Gumbel ve Joe kopulalar1 yardimiyla eslerden birinin
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6lmesi halinde kadinlar ve erkekler arasinda asimetrik bir etki oldugunu gézlemlemistir.
Spreeuw ve Wang [15], bagimlilik varsayimi altinda birlesik yasam durumunda hayat
anniiitesinin net tek priminin daha diisiik fiyatlandigini, son yasayan durumunda ise daha
yuksek fiyatlandigin1 gostermistir. Kizilok Kara [16], tam hayat sigortalar1 i¢in son
yasayan durumunda FGM (Farlie-Gumbel-Morgenstern) ve GFGM Il (Generalized
Farlie-Gumbel-Morgenstern) kopula ailelerini kullanarak, asimetrik bagimliligin
aktieryal primler Gzerindeki etkisini incelemistir. Ayrica, Kizilok Kara [17] birlesik
yasam durumunda simetrik ve asimetrik bagimliligin etkisini gérmek i¢in diger hayat

sigortasi iiriinlerinde (tam hayat, donemsel, karma) net tek prim tutarlarini hesaplamistir.

Aktiierya bilimi, zaman igerisinde Ongorillemeyen olaylarin finansal etkisi ile
ilgilendiginden, ileriye yonelik yiikiimliliikklerin hesaplanmasi asamasinda kosullu
dagilimlara bagvurmaktadir. Bu bakis acisiyla Spreeuw [3], kosullu 6liimliiliik modeli
olusturarak ¢iftlerden birinin 6lmesi durumunda hayatta kalan bireyin 6liim gelisimini bir
kopula modeli yardimiyla incelemistir. Luciano [18], Arsimedyan kopula araciligiyla
yaptig1 bagimlilik analizinde genc yaslardaki birlesik yasamlar icin bagimliligin
azaldigim gozlemlemistir. Ayrica, Bakar ve Biiyiikyazic1 [19], ¢iftlerin gelecek yasam
stireleri arasindaki bagimlilig1 Frank kopula modeliyle analiz etmis, uzun omiirliliigiin

ve stokastik getiri oranlarinin net tek primler iizerindeki etkisini arastirmislardir.

Kopula yaklagimlarina alternatif olarak, bireylerin yasam siireleri arasindaki bagimlilik
incelemesi “ortak etki” modeli araciligiyla yapilmistir. Marshall ve Olkin [20] tarafindan
tanitilan bu modele gore, bir ¢iftin aralarindaki bagimlilik iliskisinde dis faktorler (kaza,
hastalik, dogal afet vb.) etkilidir. Bu dis faktorlerden otiirii ¢iftin her iki Gyesinin de
olimliliik egilimi zaman igerisinde degiskenlik gostermektedir. Gobbi vd. [21], Pinto ve
Kolev [22] tarafindan tanitilan ve kopula ile ortak etki modelini birlestiren genisletilmis
Marshall-Olkin modelini kullanarak, birlesik yasam durumunda sigorta Grinlerinin

fiyatlandirilmasina yonelik incelemelerde bulunmuslardir.

Hayat iirlinleri, bir bireyin ne kadar siire hayatta kalacagiyla ilgili finansal belirsizligi
yonetmek icin tasarlanmis triinlerdir [23]. Buradan hareketle s6z konusu belirsizligi
modellemek amaciyla olusturulan yaklasimlarin, gercek verilere uygunluk saglamasi son
derece Onemlidir. Baslangigta hayat sigortasi ve hayat anniiitesi gibi {iriinlerin

fiyatlandirilmasinda 6liim oranlarinin  deterministik olarak ele alindig1 aktiieryal



yaklagimlar benimsenmistir. Bu yaklasimlarda, 6liim oranlari yasin (zamanin) bir

fonksiyonu olarak kabul edilmektedir.

Deterministik oliimliiliik modelleriyle ilgili ilk teorik calisma 1725 yilinda De Moivre
[24] tarafindan sunulmustur. De Moivre, kisinin yasama olasiligin1 yasin dogrusal bir

fonksiyonu olarak ifade edip 6liimlerin tek diize dagildigini 6ne stirmiistiir.

Oltmliluk modellerinde teorik hipotezlerin gelismesine dnciiliik eden bir diger calisma
Gompertz [25]’e aittir. Gompertz, 6liimliik oranlarinin yasla birlikte tistel bir sekilde
arttigini varsayarak modelini olusturmustur. Bunun yani1 sira, Gompertz fonksiyonlarinin
ampirik verilere uyumu neticesinde parametrik modeller genisletilmistir. Brockett [26],
bagimliligr iki degiskenli Gompertz dagilimlar1 yardimiyla birlesik yasam durumuna
dahil etmistir. Gavrilov ve Gavrilova [27], ilerlemis yaslar icin Gompertz yasasinin

Olimliiliik oranlarinda gercege yakin sonuglar verdigini géstermistir.

Oltimliilik calismalarinda  deterministik  aktiieryal —yaklasimlarmn  benimsendigi
modellerin zaman iginde yetersiz kaldig1 goriilmiistiir. Bu modellerde, 6liim oranlarinda
gbzlemlenebilecek olast degisiklikler goéz ardi edilmektedir. Dolayisiyla, gelecege
yonelik yapilan 6lumlilik tahminlerinde 6nemli 6lciide sapmalar gozlenmektedir. Olim
oranlarinda yasanan iyilestirmeleri siirece yansitmak sigorta iiriinlerinin daha tutarl
fiyatlandirilmasina yol acacaktir, bu da ancak iyt bir modelin olusturulmas: ile
mumkiindir. Buradan hareketle, son zamanlarda stokastik o6lumluk modelleri
gelistirilmistir. Oliimliiliik projeksiyonlarinda stokastik yaklagimlarin benimsenmesi ile

demografik varsayimlarda olusabilecek degisiklikler dikkate alinmaya baslanmistir.

Literattrde stokastik 6lumliik modellerine yonelik ilk ¢alisma 1992 yilinda Ronald Lee
ve Lawrance Carter [28] tarafindan sunulmustur. Lee-Carter adi verilen modele gore
Olimliiliglin uzun donemdeki gelisimi mercek altina alinmis ve oldukc¢a basarili sonuglar
elde edilmistir. Genel olarak bircok iilke tarafindan kabul gormiis ve oOliimliiliik
tahminlerinde tatmin edici sonuglara ulasan bu yontem, parametre sayisinin azligi
acisindan uygulamada kolay bir ¢oziim sunmaktadir. Zaman etkisinin dikkate alindigi
Lee-Carter modelinde, iki parametreye bagli olarak oOliimliilikteki degisimler
tanimlanmaya calisilmistir. Parametrelerden ilki her yas grubu i¢in sadece yas indisine
bagli bir bilesen iken digeri 6liimliiliiglin yillar icerisindeki degisimini ifade eden ve ayni
zamanda farkli yas gruplarinda gozlemlenen 6liimliiliik egilimlerini de hesaba katan bir

bilesendir. Kul ve Sucu [29] Tiirkiye niifusuna yonelik yapmis olduklar1 ¢alismada, kadin
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ve erkek bireylerin anlik 6liim hizlarinda takvim yili ile kusak etkisini dikkate alarak,

Lee-Carter modeli araciligiyla oliimliliigii stokastik agidan incelemislerdir.

Oliim oranlarinin belirlenmesinde stokastik siireclerin kullanilmasi, 6liimliiliik modeline
gelecekteki 6lim gelisiminin belirsizligini ve zamana bagimliligini dahil etme imkani
vermektedir [4]. Milevsky ve Promislow [30], uygun parametre se¢imi altinda beklenen
Olim oranimin, Gompertz siirecini takip ettigi bir stokastik oOliimliilik yaklagimi
onermislerdir. Bu g¢alismada, temerriitsiiz bonolar, yasam durumunda sigorta (pure
endowment) ve hayat sigortasi tirtinleri kullanilarak hem kesikli hem de siirekli zamanl

fiyatlandirma ¢ergevesinde riskten nasil korunulacagi gosterilmistir.

Kredi riskinde temerriide kadar gecen siire ile oliimliilik projeksiyonlarinda kisinin
gelecek yasam siiresi arasindaki benzerlikten yola ¢ikilarak stokastik 6limluliik modelleri
gelistirilmistir. Sigorta s6zlesmeleri ile krediye duyarli menkul kiymetler arasindaki bu
iliski, ilk olarak Artzner ve Delbaen [31] tarafindan Onerilmistir. Bu diisiince
dogrultusunda, Dahl [32], Biffis [33], Denuit ve Devolder [34], Luciano ve Vigna [35]
ve Schrager [36] tarafindan stokastik 6lim oranlari ayrintili bir sekilde ¢alisilmistir.
Baslangicta Hull ve White [37] tarafindan faiz orani i¢in bir model olarak diisiiniilen Cox-
Ingersoll-Ross (CIR) modeli, Dahl [32] tarafindan genisletilmis ve 6liim oranlarinin
hesaplanmasinda kullanilmistir. Dahl [32], ortalamaya donen Gompertz (MRG) siirecinin
genellestirilmesi olan bir difiizyon modeli olusturup, anlik 6liim hizin1 stokastik acgidan
ele almistir. Biffis [33], demografik ve finansal risk faktorlerinin gelisimini analitik
olarak incelemeyi mimkiin kilan afin siiregleri1 yardimiyla oliimliliik analizini
gergeklestirmistir. Oliim oranlari igin iki afin modeli uygulanan bu ¢alismada, farkli risk
kaynaklar1 dikkate alindiginda aktiieryal degerlemelerin nasil etkilenecegi gosterilmistir.
Ortalamaya donen afin siireglerin gelecege yonelik 6liim oranlarini tahmin etmede
yetersiz oldugu, Ingiltere niifusuna ait veriler iizerinde yapilan analizler sonucunda
Luciano ve Vigna [35] tarafindan kanitlanmistir. Denuit ve Devolder [34], Lee-Carter
modelinin siirekli zamanli versiyonlarini kullanarak 6liimliik oranlarina iliskin gesitli
stokastik modeller sunmuslardir. Schrager [36], afin slreclerine dayanan yeni bir
stokastik olimliilik modeli Oonermis ve sonucglarini Hollanda oOliimliik oranlar ile
karsilastirmuistir. Oliimliiliigiin zaman igindeki rastgele gelisimini modellemek igin
olusturulan mevcut bir¢ok yaklasimin ayrintili bir calismasi ise Cairns, Blake ve Dowd

[38] tarafindan literatiire kazandirilmistir.



Aktiieryal varsayimlar altinda olusturulan hayat anniiiteleri, emeklilik planlar1 ve hayat
sigortalar1 gibi iriinler, vadelerinin uzun olmasindan dolayr zaman i¢inde mortalite
oranlarinda yasanabilecek degisikliklerden dogrudan etkilenmektedir. Dolayisiyla,
tirlinlerin fiyatlandirma asamasina, gercek 6liim sayisinin beklenenden ne dlgiide saptigi,
diger bir deyisle 6liim oranlarinda olusabilecek hareketliligi dahil etmek analizlerin
giivenilirligi agisindan son derece Onemlidir. Bu baglamda, oliimliiliik siirecindeki
stokastik oynaklig1 dikkate alan Lorenzo vd. [39], 6liim oranlarin1 Cox-Ingersoll-Ross

(CIR) tipinin stokastik orantili tehlike modeli araciligiyla incelemistir.

Son zamanlarda, bireyin gelecek yasam siiresi igindeki sigramalari izlemeye olanak
saglayan Cox siirecleri, oliimliiliigiin stokastik olarak modellenmesinde arastirmacilar
tarafindan yogun ilgi gérmektedir. 1955 yilinda ilk defa Cox [40] tarafindan tanitilan bu
sirecler daha sonra Bartlett [41] tarafindan ayrintili bir sekilde ele alinmistir. Cox
streclerinin  durma zamani (Stopping time), bir kisinin 6liim zamani olarak
yorumlanmaktadir. Oliim gergeklesinceye kadar gegen siire iginde ani degisikliklerin
gozlenmesi olasidir, dolayisiyla olusabilecek rastgele degisimleri siireg siddetinin
deterministik kabul edildigi standart Poisson siireciyle yakalamak pek miimkiin degildir.
Bu nedenle siire¢ siddetinin de bir stokastik siire¢ oldugu Cox siiregleri araciligiyla
oliimliiliik analizi yapmak daha saglikli sonuglar doguracaktir. Dahl [32], Biffis [33],
Luciano ve Vigna [35], Schrager [36], bir bireyin anlik 6liim hizinin stokastik bir siireci
takip ettigini varsayarak kisinin gelecek yasam siiresini Cox siiregleri yardimiyla
modellemislerdir. Bunun yani sira, Luciano vd. [42], Cox siireci araciliiyla ciftlerin

marjinal stokastik 6liim oranlarina iliskin oncii bir ¢alisma sunmuslardir.

Bagimlilik durumu stokastik siiregler yardimiyla incelenmek istendiginde subordinator
kavrami kullanilmaktadir. Bochner [43], tarafindan Onerilen bu kavram zamanla 6nemli
bir caligma alani1 haline gelmistir. Subordinatorler, ilk olarak menkul kiymetlerin
fiyatlarinda yasanan dalgalanmalarin finansal etkisini modellemek amaciyla

kullanilmistir.

Literatlire bakildiginda, anlik 6liim hizinin zamanla degisen Brown hareketi olarak
modellendigi stokastik 6limliilik yaklagimlariyla karsilagiimaktadir. Zamanla degisen
Brown hareketi ilk olarak Clark [44] tarafindan menkul kiymetlerin fiyatlart i¢in bir
model olarak kullanilmistir. Genellikle kredi riskinin modellenmesinde tercih edilen bu

stire¢, yakin zamanda oliimliiliigiin modellenmesinde de uygulanmaya baslanmistir.
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Zhang ve Brockett [1] tarafindan sunulan ¢alismada, erkek ve kadin bireylerin anlik
6lum hizlar1 zamanla degisen Brown hareketi olarak modellenmis, bireyler arasindaki
bagimlilik yapisi ise subordinatorler kullanilarak olusturulmustur. Jevtic ve Hurd [45],
Henshaw vd. [4] calismalarinda bagimliligr iligskili subordinatorler aracilifiyla
modellemislerdir. Ayrica, Henshaw vd. [4] ve Walter vd. [46] bagimlilik yapisi lizerinde

sosyoekonomik etkilerin var oldugu fikrini de degerlendirmislerdir.
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2. STOKASTIK SURECLER

Stokastik bir siirecin matematiksel olarak ilk tanimi1 1930’1u yillarin basinda Aleksandr
Khinchin tarafindan yapilmustir. ilerleyen zamanlarda Andrey Kolmogorov, William
Feller, Maurice Fréchet, Paul Lévy, Wolfgang Doeblin, Harald Cramér gibi ¢cok sayida
bilim insaninin olasilik teorisi {izerine yapmis oldugu ¢alismalar araciligiyla glintimiizde

stokastik siirecler 6nemli bir ¢alisma alan1 haline gelmistir.

Stokastik siire¢, zaman i¢inde olasilik kurallarina gore gelisen sistemleri incelemek igin
kullanilan rastgele degiskenler ailesi olarak tanimlanmaktadir. Genel olarak, olasilik
teorisinde stokastik sure¢, degisimi rastgele bir varyasyona bagli olan bir degisken
tarafindan temsil edilen bazi sistemlerin gelisimini yansitan bir zaman dizisidir [47].
Stokastik siireclerin uygulama alanlar1 arasinda miihendislik, istatistik, fizik, kimya,
biyoloji, ndrobilim ve bilgisayar gibi bir¢ok disiplin mevcuttur. Bunun yani sira ekonomi,
finans ve sigorta alanlarinda modellerin matematiksel olarak ifade edilmesinde stokastik

siirecler sikca kullanilmaktadir.
Matematiksel olarak stokastik bir siire¢ asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;
(12, F, P) bir olasilik uzay1 ve T indeks kiimesi olmak Uzere,
X:Tx0 - R
(t,w) = X(t,w)

seklinde X fonksiyonu verilsin. V t € T i¢in X(t, w) fonksiyonu bir rastgele degisken ise
X fonksiyonuna bir stokastik stre¢ denir. Rastgele degiskenlerden olusan bu siireg
genellikle {X;, t € T} biciminde ifade edilir. Ayrica, X, yerine X(t) gOsterimi de
kullanilir. Burada, zaman (t) siirecin parametresidir. V t € T i¢in X (¢, w) fonksiyonunun
aldig1 degerlerin kiimesine durum uzay1 denir ve E ile gosterilir. V w € £2 icin bu surecin
verdigi t’nin fonksiyonuna slrecin bir yoriingesi denir. Yani, deneyin her tekrarlanisinda
siirecin bir yorlingesi olusur. Dolayisiyla, yapilan deneye gore siirecin yoriingeleri

rastgele zamanlarda kesikli veya stirekli gelisim gosterebilir.

Stokastik siirecler, rastgelelik igeren olaylarin zaman i¢indeki gelisimini incelediginden

indeks kiimesinin 6zelligine gore iki baslik altinda siniflandirilir;

* T indeks kiimesinin sayilabilir/kesikli olmas1 durumunda {X;, t € T} stokastik sureci

kesikli parametreli,
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» T indeks kiimesinin siirekli olmasi durumunda {X,,t € T} stokastik slreci surekli

parametreli

stokastik siire¢ olarak adlandirilir.

Diger taraftan, stokastik siire¢ler rastgele degiskenler arasindaki iliskiye gore bagimsiz

artigl stire¢ ve duragan artish siire¢ olarak gruplandirilmaktadir.
{X;,t € T} bir stokastik stire¢ olsun. Bu durumda;

" Vi<t <tp..<t, ve €T, i =012..,nolmak Gzere X —

Kigr Xty = Kiys woor Koy — Xty rastgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ise

-1
{X;,t € T} stokastik siirecine bagimsiz artigl siire¢ denir.
» Vh>0veVt+he Tigin X, — X, rastgele degiskeninin dagilimi t uzunlugundan

bagimsiz yani sadece h’ye bagli ise X; stokastik siirecine duragan artigl stire¢ denir.

2.1. Sayma Sdreci

Herhangi bir olayin belirli bir zaman araliginda ortaya ¢ikma sayisini belirlemek amaciyla

sayma stiregleri kullanilir.

t>0icin N, (0,t] zaman araliginda gerg¢eklesen olaylarin sayisini géstermek tizere kesikli
parametreli {N,,t > 0} stokastik siirecine sayma sireci denir. Bu siire¢ T = [0,0) ile
stirekli parametreli, E = {0,1,2, ...} ile kesikli durum uzayl bir siiregtir. {N;,t > 0}

sayma sureci asagidaki 6zellikleri saglar;

i. Vt>0ig¢in N, =0

ii. N, negatif olmayan tam say1 degerli bir rastgele degiskendir.

iii. Zaman ilerledikce gerceklesen olay sayisi artar. Dolayisiyla s < tise Ny < N, ‘dir.
(monotonluk 6zelligi)

Iv. s <tigin, N;— Ny, (s,t] araliginda gergeklesen olaylarin sayisini ifade eder.

Sayma siireclerine 6rnek olarak, bir giin icinde bankaya kredi basvurusunda bulunan

miisteri sayis1 veya ii¢ ay i¢inde sigorta sirketine bildirilen hasar sayis1 verilebilir.
2.2. Poisson Sureci

Poisson siireci, zaman iginde rastgele bir sekilde meydana gelen olaylari tanimlamak
amaciyla kullanilan durum uzayi kesikli, indeks kiimesi stirekli olan 6nemli bir stokastik

slrectir.
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Literatiire bakildiginda Poisson siirecine iliskin iki tanimlamanin yapildigi gortilmektedir.
Tamm 1: {N;,t > 0} bir sayma sureci ve A pozitif bir sabit olmak tzere;

I. Ny=0

ii. {N,, t = 0} bagimsiz artish

ii. s, t>0icin N, ¢— N, rastgele degiskeni At ortalamali Poisson, yani

E_At(lt)k
k!

P(Nyys — N, = k) = k=012, ..

sartlarini saglayan {N;,t > 0} sayma surecine A oranli Poisson siireci denir.

Poisson siireci, (i1) ve (iil) Ozelliklerinden de goriildiigii lizere artiglart bagimsiz ve
duragan olan bir sayma stirecidir. Belirli bir zaman araliginda gerceklesen olaylarin sayisi

yalnizca araligin uzunluguna bagli oldugundan N, ~ Possion(At)’dir.

Tanmm 2: {N.,t > 0} bir sayma siireci ve A pozitif bir sabit olmak lzere;

. N, =0

ii. {N;,t = 0} bagimsiz ve duragan artigh
iii. P(N, = 1) =Ah +o(h)

iv. P(Ny, = 2) =o(h)

sartlarini saglayan {N;, t = 0} sayma siirecine A oranli Poisson siireci denir.
Teorem: Tanim 1 ve Tanim 2 denktir [48].

Possion slregleri A parametresinin durumuna gore iki baslik altinda siniflandirtlir.
Tanmm: t > 0 olmak Uzere A(t) siddet fonksiyonuna sahip {N,,t = 0} sayma sureci,

i, N,=0

ii. {N,, t = 0} bagimsiz artigh

iii. h>0i¢in P(Nyp, — N, = 1) = A(t)h + o(h)
iv. h>0ig¢in P(N¢yp, — Ny = 2) = o(h)

ise homojen olmayan Poisson sureci olarak adlandirilir.

Buradan, A(t) siddetli {N,,t = 0} homojen olmayan Poisson siireci asagidaki sekilde

ifade edilir;

(fSHS A(x) dx)n t+s
P(Niys — Ny =n) = exp <— A(x)dx)

n!
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Siirece iliskin verilen A parametresi sabit ise bu stirece homojen Poisson siireci adi verilir.
Yani, homojen olmayan Poisson surecinin A(t) siddet fonksiyonu V t > 0 igin A(t) = A
seklinde ise bu silire¢ A oranli Poisson siirecidir. Homojen Poisson sireci ile
karsilastirildiginda, homojen olmayan Poisson siirecinin artiglarinin duragan olmadigi

gorulmektedir.
2.3. Lévy Surecleri

Olasilik teorisinde Fransiz matematik¢i Paul Lévy’nin adini tasiyan Lévy siiregleri,
artiglarin bagimsiz ve duragan olarak karakterize edildigi dogrusal fonksiyonlarin
stokastik bir versiyonu olarak diisiiniilebilir. Dogrusal fonksiyonlar sabit artiglara
sahipken, Lévy siiregleri birbirinden bagimsiz ve ayni1 dagiliml artiglara sahiptir. Brown
hareketi/Wiener sireci, homojen Poisson sireci ve subordinatorler gibi énemli stokastik

stiregler Lévy siireclerinin en bilinen drnekleri arasindadir.

Lévy sureclerinin teorik olarak ifade edilmesinden 6nce sigrama siiregleri ve Cadlag

kavrami agiklanacaktir.

Rastgele zamanlarda yoriingelerinde sigrama adi verilen kesikli olaylarin gézlemlendigi
stokastik siireclere sigrama siiregleri denilmektedir. Poisson ve bilesik Poisson siiregleri

sigrama siireclerine 6rnek olarak verilebilir.

Cadlag, sigrama siirecinin incelenmesi amaciyla kullanilan 6nemli bir kavramdir. Cadlag
fonksiyonlari, Brown hareketinin aksine si¢ramalara izin veren stokastik siireglerde
uygulama alan1 bulmaktadir. Matematikte Cadlag fonksiyonu, reel sayilar {izerinde her

noktada sagdan siirekli ve sol limitlere sahip olan bir fonksiyondur [49].

X fonksiyonu iyi sirali bir T kiimesi (zerinde tanimli olmak iizere asagidaki kosulu

sagliyorsa Cadlag’dir;

Vt, €T icin tlirtrgX(t) < oo ve lirr}rX(t) = X(ty)
=1y t—t,

Yani, X fonksiyonu sol limitlerle sagdan siireklidir.

Cadlag fonksiyonlarina 6rnek olarak, reel sayilar iizerinde tanimli biitiin siirekli
fonksiyonlar ve kiimiilatif dagilim fonksiyonlari verilebilir. Ayrica, V t igin
{X;,t € T}:so Stokastik surecinin yorungeleri sol limitlerle sagdan siirekli ise Cadlag

stireci (RCLL process) adini alir.
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Buradan hareketle, (2, F ;[0 0, P) filtrelenmis olasilik uzayinda tamimli {X;,t € T};50
stirekli zamanli stokastik siireci asagidaki kosullar1 sagliyorsa, R Uzerinde Lévy sureci

olarak adlandirilir;

I. V ticin strecin yoriingeleri sol limitlerle sagdan siirekli, yani Cadlag’dir.

ii. Artiglar bagimsizdir. Diger bir deyisle; VO =t; < t, .. < t, < oo igin;
P(Xe, N Xe1 — Xeo N Xeg — Xer N o N Xy — Xino1)
= P(X¢0)P(Xt1 — Xe0)P (X2 — Xe1) o P(Xen — Xin—1)

iii. Artiglar duragandir. Yani, V h> 0 icin X, — X, ile X}, rastgele degiskenleri ayn1
dagilima sahiptir. Sonug¢ olarak artiglarin dagilimi t zaman uzunluguna baglh
degildir.

Iv. P(X, = 0) = 1’dir. Yani, slre¢ kesin olarak (1 olasiligiyla) 0’dan baslar.

V. Sureg, stokastik olarak streklidir. Yani, vV & > 0’}3“}, P(|Xesn —X¢l =€) =0

2.3.1. Subordinator

Subordinatorler, Lévy siireglerinin alt sinifin1 olusturur [50]. Zamanin deterministik
olarak degistigi varsayimiyla olusturulan modellerden farkli olarak, subordinator kavrami
zamanin stokastik olarak gelisimini tanimlamaktadir. Yorungelerinin artan oldugu Lévy
streclerine subordinator denir [51]. Subordinatorler asagida verilen tiim Ozellikleri

saglayan {X;,t € T};s, Stokastik surecleridir;

i. XO = 0

ii. VticinX, >0

iii. X, artiglart bagimsiz ve duragan olan bir sregtir.

iv. X nin yoriingeleri Cadlag’dur.

O halde, {X;t € T};s, sSurecinin yoriingeleri bir olasiligiyla azalmayan yani

P(Xeen = Xih € RT) = 1 ise Lévy sirecinin subordinatdr oldugu sdylenir.

Stokastik siirecin subordinatdr olmasi i¢in bu siirecin Lévy siireci olmas1 gerekmektedir

[52]. Dolayisiyla, subordinator ayni zamanda artan bir Levy strecidir [53].

Subordinatdrlerin olasilik teorisindeki en onemli uygulamalarindan birisi de zaman
degisimidir. Soyle ki, X = {X;,t € T};»o herhangi bir Lévy slreci, G = {G;, t € T}; s
de X ile ayn1 olasilik uzay1 iizerinde tanimli ve X’den bagimsiz bir subordinat0r olsun.

Bu durumda Z, = X;,, t > 0 seklinde tamimlanan Z = {Z;, t € T}, sureci bir Lévy

surecidir [52].
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2.3.2. Brown Hareketi

Cogu Lévy siirecinin siireksiz yoriingelere sahip olan sigrama siireglerine karsilik geldigi
diistiniilmektedir. Ancak, Lévy siireglerinin tanimi geregi yoriingelerinin sol limitlerle
sagdan siirekli olmas1 kosulu bu algmnin yanlis oldugunu gostermektedir. Cilinkii tiim
stirekli siiregler sol limitlerle sagdan siirekli siireclerdir. Surekli yortingelere sahip tek

Lévy sureci ise Brown hareketidir [54].

En 6nemli stokastik sireclerden biri olan Brown hareketinin temelleri ilk olarak 1827
yilinda iskog¢ botanik¢i Robert Brown tarafindan suyun tizerindeki polen parcaciklarinin
gozlemlenmesi sonucunda atilmigtir. Hareketin matematiksel modeli ise Norbert Wiener
tarafindan olusturulmustur. Bu nedenle Brown hareketi Wiener siireci olarak da
anilmaktadir. Giinlimiizde Brown hareketinin ekonomi, biyoloji, miithendislik gibi bir¢ok

alanda kullanildig1 gortilmektedir.

(22, F,P) olasilik uzay1 tizerinde tanimli W = {W,,t = 0} stokastik siireci asagidaki

kosullar1 sagliyorsa Brown hareketi olarak adlandirilir;

I. Sure¢ 0’dan baslar. Yani; W, = 0°dur.

ii. W bagimsiz artigh bir siiregtir. Yani; V t > 0 ve s > 0 igin W, ., — W, artislari
birbirinden bagimsizdir.

iii. V 0 <s <ticin W, — W, artiglar1 sifir ortalama ve ¢2(t — s) varyans1 ile normal

dagilima sahiptir. Yani; W, — Ws ~ \V'(0,02(t — 5))

Buradan, Brown hareketinin artislarinin baglangi¢c noktasindan bagimsiz ve yalnizca

PR

zaman araliginin uzunluga gore degistigi sdylenebilir. Diger taraftan, (iii) kosulu, Brown
hareketine karsilik gelen yoriingelerin belirli bir zaman araliginda siirekli yani Cadlag

oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla, Brown hareketi ayn1 zamanda Lévy surecidir.

Ozel olarak, 02 = 1 olarak almirsa W = {W,,t > 0} stokastik siireci standart Brown

hareketi olarak adlandirilir.

2.3.3. Suruklemeli Brown Hareketi (Brownian motion with drift)

Filtrelenmis olasilik uzay1 (.(2, Fte0,00) P) lizerinde tanimhi {W,, t = 0} standart Brown
hareketi verilsin. Bu durumda {X;,t € T};s, striklemeli Brown hareketi, x, baslangi¢

noktas1 olmak lzere dX; = fdt + odW, stokastik diferansiyel denkleminin ¢6zimi

olup asagidaki sekilde tanimlanan reel degerli bir stokastik siirectir;

Xt:xo‘l'ﬁt‘l'O-Wt
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Burada, 8 € R siiriiklenme (drift) katsayisi iken 0 € R* difiizyon (volatilite) katsayisidir.

{X;, t € T}iso seklinde ifade edilen siiriiklemeli Brown hareketi asagidaki kosullart

saglar;

I. X, artiglart bagimsiz ve duragan olan bir sregtir.
ii. Artislar x, + Bt ortalama ve o2t varyans ile normal dagilim gostermektedir.

Yani, X; = xo + Bt + oW, ~ N (x, + Bt,o%t)

Stokastik sirecler igerisinde bazi rastgele zaman tanimlar1 kullanilmaktadir. Bunlardan
biri olan ilk gegis zamani, stokastik sirecin belirli bir esik degerine ilk kez ulastig1 zaman
olarak tanimlanir. X, = xq + oW, + Bo?t esitligi ile ifade edilen siiriiklemeli Brown
hareketinin ilk ge¢is zamaninin kiimiilatif dagilim fonksiyonu agagidaki gibidir;

_ _ (—x0—Bo’t Bger [ X0 T ot
F(t,XO,G,ﬁ)—q)(G—\/E)'FeZ qD(a—\/E)

Burada @(.) standart normal dagilimin kiimiilatif dagilim fonksiyonudur.
2.3.4. Zamanla Degisen Brown Hareketi (Time-Changed Brownian Motion)

Zamanla degisen Brown hareketi ilk olarak Clark [44] tarafindan, logaritmik menkul
kiymetlerin fiyatlandirilmasinda model olarak kullanilmistir. Bunun yani sira finans
alanindaki bircok modelin, zamanin subordinator olarak se¢ildigi zamanla degisen Brown
hareketine dayandigi goriilmektedir. Bagimsiz bir subordinator tarafindan zamanla
degisen Brown hareketi her zaman Lévy siireci olusturur. [55]. Zaman degisiminin
bagimsiz Lévy siirecini takip etigi modellere 6rnek olarak varyans gamma (VG) ve

normal ters Gauss (NIG) suregleri verilebilir.

(2, F,P), G, = 0 baslangi¢ degeri ile bagimsiz artan Cadlag sirecini (subordinatér) ve W
Brown hareketini destekleyen filtrelenmis bir olasilik uzay1 olsun. x, noktasinda baslayan
ve sabit fo? siriklenmesi ile o >0 volatilitesine sahip Brown hareketi
X, = xo + oW, + Ba?t seklinde ifade edilsin. Bu durumda, X ve G tarafindan iiretilen

zamanla degisen Brown hareketi X, t > 0 siireci olarak tanimlanir [56].
2.4. Cox Sureci

Olasilik teorisinde Cox siireci 1955 yilinda ilk olarak D.R. Cox [40] tarafindan
tanitilmistir. Ardindan 1976 yilinda Grandell [57], Cox slrecinin temel Ozelliklerini

aciklayan oncii bir ¢alisma sunmustur. Cox siirecinde Possion siirecine karsilik gelen
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siddet fonksiyonu, deterministikten ziyade stokastik siire¢ olarak ele alinmaktadir. Siddet
fonksiyonunun pozitif rastgele degiskene bagl olarak ifade edilmesine olanak saglayan
Cox siireci, temelde Poisson siirecinin genellestirilmis halidir. Siddet fonksiyonunun
homojen Poisson siirecinde sabit (1), homojen olmayan Possion siirecinde ise zamana
bagl bir fonksiyon (A(t)) olarak tanimlanmasi, bu siirecleri aslinda Cox siirecinin 6zel
bir durumu yapmaktadir. Cox siireclerinin niifus dinamiklerinin yani sira finansal
araglarin fiyatlandirilmast ve uzun Omiirliliigiin modellenmesinde yaygin olarak
kullanildig1 gériilmektedir. Ote yandan, sigorta ve kredi riski modellemesinde de birgok
uygulamasi mevcuttur. Bu baglamda Lando [58], kredi riskini analiz etmek amaciyla bir
sirketin temerriit zamanin1 Cox siireci araciligiyla tanimlamis, ardindan temerriide diisme
olasiligin1 incelemistir. Son zamanlarda hayat dist sigorta alaninda Cox siire¢lerinin

kullanilmasina yonelik bir¢cok ¢alisma gergeklestirilmistir.

Tanmm: V t > 0 icin A, artan olmak Uzere {A,t = 0} stokastik sireci verilsin.
{N;, t = 0} sayma surecine iliskin siddet fonksiyonu A(t) = A; seklinde rastgele bir siireg
olarak tamimlansin. Bu durumda {N,t = 0} sirecine Cox slreci denir. Ayrica,

{A;, t = 0} siddet siireci olarak adlandirilir.
Cox siirecinin artiglarinin olasilik dagilimi ise agagidaki gibi tanimlamaktadir;

(s, t) zaman araliginda siddet surecinin N; — N, artislarinin olasilik dagilima;

(fst A(u)du)n -
P(N;—N;=n|A, =A(u),s<u<t)= Texp —Jxl(u)du

seklindedir.

Stokastik siireglerde kullanilan rastgele zaman tanimlarindan bir digeri ise durma
zamanidir. Her n € T icin {T < n} olay1 X, X3, ..., X,, rastgele degiskenleri tarafindan
belirlenebiliyorsa, T rastgele degiskeni {X;,t € T};s, Stokastik sireci icin bir durma

zamanidir.
Cox slrecinin durma zamani ise su sekilde ifade edilmektedir;

X, den bagimsiz F(t) = P(E < t) = 1-e~t dagilimma sahip E ~ Ustel(1) rastgele
degiskeninin oldugu varsayilsin. Cox siirecinin durma zamanini gosteren T rastgele
degiskeni, | Ot A, du sirecinin E rastgele seviyesine ilk ulastigi veya astig1 zaman olarak

tanimlanir. Yani;
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t
T = inf tZO:fAuduZE

0

A, biyik oldugunda fot A, du integrali daha hizli biiyiir, boylece bagimsiz ve Ustel

dagilima sahip E rastgele degiskenine daha hizli ulasir. Dolayisiyla, T’nun kiglk olma

olasilig1 daha biiylik olur [58]. Buradan hareketle asagida verilen esitlikler yazilabilir;

t t
P(t>t|Ay, =A(u),s<u<t)=P|E> fﬂ(u)du = exp —fﬂ(u)du
S S

P(t>t) =E |exp —f/l(u)du

Yukarida elde edilen sonuglar aktiierya alaninda oOliimliiliigli modellemek icin
kullanilabilir. Cox siirecinin siddeti u(u) olacak sekilde bireyin anlik 6lim hizini
belirttiginde, siirecin durma zamanimi gosteren T rastgele degiskeni, bireyin oliim
zamanina karsilik gelecektir. Bu durumda, X yasindaki bir bireyin gelecek yasam siiresini

(6liim zamanini) gosteren T, rastgele degiskeni i¢in yasam fonksiyonu;

t

S,(t)=P(T, >t) =E |exp —f,u(u)du
0

biciminde ifade edilebilir.

Ek olarak, u(u) anlik 6lim hizinin bireyin yasiyla orantili olarak artan bir egilim
gostermesi, zaman gectikce E iistel rastgele degiskene daha hizli ulasmasina neden olur.
Bu da u(u) anlik 6lim hizinin yiikselmesine bagli olarak T,’in ilerleyen zamanlarda
kicuk olma olasiliginin artacagi yani Oliimiin goreceli bir sekilde daha erken

gerceklesecegi anlamina gelmektedir.
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3. STOKASTIK OLUMLULUK YAKLASIMLARI

Son zamanlarda, bireyin yasama durumuna bagli olarak olusturulan sigorta riinlerinde
Oliim riski modellenirken stokastik yaklasimlara bagvurulmaktadir. Zaman gegtikge hayat
standartlarinin iyilesmesi, beklenen yasam siiresinin artmasi ve bunun sonucunda 6lim
egilimlerinde gozlemlenen dalgalanmalar, stokastik yaklagimlarin benimsenmesine
neden olmustur. Bu boliimde literatiirde 6ne ¢ikan bazi stokastik Oliimliiliik modelleri
hakkinda bilgi verilecek, ardindan tezde uygulanan stokastik 6limlilik modeli

tanitilacaktir.
3.1. Afin Surecleri

Hayat sigortalarinda 6liim riskinin modellenmesi ile kredinin temerriide diisme riskinin
modellenmesi arasinda oldukga benzer bir yap1 s6z konusudur. Faiz oran1 ve kredi riski
modellenirken kullanilan matematiksel araglar, yasam analizinde Oliim zamani
tanimlanirken uygulanmaktadir. Bu yaklasim temerriit zamani ile 6liim zamaninin
ongoriilemez olmasina izin veren indirgenmis form 6zelligi gostermektedir. Boylelikle,
bir bireyin 6liimiine neden olan faktdrler ile bir firmanin temerriide diigmesine neden olan
faktorler farkli olsa da finansal yaklasimla paralellik kurulabilmektedir [42]. Bu iliski, u
siddetine sahip Cox siirecinin durma zamani olan 7 rastgele degiskeninin bireyin gelecek

yasam sliresini temsil etmesiyle kurulmaktadir.

T > t olmak Uzere;
P(t > s|F,) = E [e—ff“<“)du|Ft] (3.1)

ifadesi t yasina kadar yasadigi bilinen bir bireyin s - t y1l daha yasamasi olasiligina karsilik
gelmektedir. (3.1) esitligi ayn1 zamanda finans literatiiriinde anlik faiz oraninin y surecini
takip ettigi ve vadesi S > t olan kupon Odemesiz tahvilin t anindaki fiyatin1 da
gostermektedir. (3.1) esitliginde beklenen degerin hesaplanmasi olduk¢a zordur. Bu
sebeple p(u) igin afin siiregler kullanilarak analitik ¢oziimlerin daha kolay bir sekilde elde

edilmesi amaglanmuistir.

Mevcut aktiierya literatiiriine bakildiginda anlik 6liim hizinin “afin suregleri araciligiyla”

stokastik agidan ele alindig1 goriilmektedir.

(3.1) esitliginde kisinin anlik 6liim hizin1 ifade eden p’niin stokastik diferansiyel esitligi

Dahl [32] tarafindan su sekilde tanimlanmustir;
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du(t) = 6(t, p(@®)dt + o(t, u(t))dw (t) + dj () (3.2)

Afin siireci olarak adlandirilan (3.2) esitliginde W standart Brown hareketi, J ise saf
sigrama siirecidir. (pure jump process) Diger taraftan, § siirikklenme bilesenini

gosterirken o diflizyon bilesenini gostermektedir.

(3.1) esitligi teknik kosullar altinda asagidaki sekilde ifade edilebilmektedir;
P(t>s|F) =E [e-ff ﬂ<u)du| Ft] — pa(tS)+BES)uD)

Burada, deterministik a(.) ve S(.) fonksiyonlar1 genellestirilmis Riccati esitlikleri olarak

bilinen adi diferansiyel denklem sisteminin ¢oziilmesiyle elde edilir.

Oliimliiliik modelleri olusturulurken kullanilan baslica afin stokastik modeller asagida

verilmigtir.

1977 yilinda Vasicek [59] tarafindan tanitilan ve ortalamaya donme 6zelligine sahip
Vasicek modelinde, anlik 6liim hizi1 u(0) > 0 kosulu altinda asagida verilen esitlik

araciligiyla ifade edilmektedir;

du(t) = k(6 — u())dt + adW (t) (3.3)
Bu esitlikte;

6: Ortalama anlik 6liim hizi (6 > 0)

k: Ortalamaya donme hiz1 (k < 0)

o: Volatilite (o > 0)

olarak tanimlanmaktadir.

Vasicek modelinin Afin bir siire¢ olmasindan dolay1 yasam olasiliklart su sekilde

yazilabilir;
P( > s|F,) = E [e™ 1 H08|] = a(r, 5)eAEIH®

Burada;

1
a(t,s) = E [1— e~2k(—D)]

2 2
B(t,s) = exp {(9 - %) [a(t,5) = (¢ = )] = 37 [aCt, s)]Z}

bicimindedir.

21



Vasicek modelinin énemli bir dezavantaji, anlik 6liim hizinin negatif olmasina imkan

vermesidir.

Cox, Ingersoll ve Ross [60] tarafindan 6nerilen CIR modeli kullanildiginda bireyin anlik

0liim hiz1 asagida sekilde ifade edilmektedir;

du(t) = k(@ — u(t))dt + o u(t)dw (t) (3.4)

Burada, anlik 6liim hizinin ortalama (beklenen) degeri 8’ya karsilik gelirken, volatilitesi
o ile gosterilmektedir. Ayrica, u(0), 6 ve o degerleri pozitiftir. K ise negatif degerli olup
ortalamaya donme hizin1 belirtmektedir. Dolayisiyla, siirtiklenme faktorii olan
k((6-u(t)) ifadesi k hizina bagl olarak anlik 6liim hizinin ortalama degere geri doniisiinii

saglamaktadir.

Vasicek modeli ile CIR modeli arasindaki temel farki (3.3) ve (3.4) nolu esitliklerden
gérmek miimkiindiir. Vasicek modelinde diflizyon bileseni volatiliteyi temsil eden sabit
bir o parametresi ile 6lgeklendirilirken, CIR modelinde difiizyon bileseni Gm ile
Olceklendirilmektedir. Benimsenen bu yaklagim sayesinde, CIR modelinin Vasicek
modeline gore en biiyiik avantaji sayilan p(t) anlik 6liim hizini negatif olmayacak sekilde
ayarlama firsati olusmaktadir. Bunun garanti edilebilmesi icin 2 > 2k kosulunun

saglanmas1 gerekmektedir. Aksi takdirde, anlik 6liim hiz1 sifira esit olabilmektedir.

Benzer sekilde, CIR modeli afin bir siire¢ oldugundan yasam olasiliklar1 asagidaki sekilde

yazilabilir;
P(r > s|F,) = E [e™ H08|R] = a(r, 5)eAEIH®

Burada, y = Vk? + 202 olmak Uzere;

2k6
2yez(HG=0 o
t,s) =
) S T k@I D)
2(e770 — 1)
B(t,s) = oo
2y + (k +y)(e¥s—0) —1)
bicimindedir.

Vasicek modeli ile CIR modelinde anlik 6liim hizlarinin ortalamaya dénme egilimi
gosterdikleri varsayimi, anlik 6liim hizinin beklenenin tizerinde olmas1 durumunda belirli

bir siire sonra azalacagi veya anlik 6liim hizinin ortalama degerin altinda olmasi
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durumunda ise zamanla artacagi anlamina gelmektedir. Bu durum, zaman gectik¢e 6lim
olasiliklarinin  artmasindan  dolayr ortalama degere diismesi varsayimiyla
uyusmamaktadir. Dolayisiyla, ortalamaya donen Afin siiregler, anlik 6liim hizinin zaman

icindeki gelisimini temsil etmede yetersiz kalmaktadir.

Anlik 6liim hizin1 modellemek i¢in afin siireglerin uygulandigi ¢alismalarda, ortalamaya
donmeyen modellerin ortalamaya donen modellere kiyasla daha uygun oldugu
goriilmiistiir. Bunun yani sira, mevcut aragtirmalar ortalamaya donen Afin siireglerin
gozlemlenen mortalite tablolarina uymadigini belirtirken, 6liim oranlarinin tstel bir

sekilde davrandigini gostermektedir [35].

Ortalamaya donmeyen Afin sureclere 6rnek olarak Ornstein Uhlenbeck modeli ve Feller

modeli verilecektir.

Leonard Ornstein ve George Eugene Uhlenbeck [61] tarafindan tanitilan Ornstein
Uhlenbeck siireci kullanilarak anlik 6liim hizi asagidaki stokastik diferansiyel esitlik

yardimryla modellenmektedir;
du(t) = au(t)dt + odW (t) (3.5)
Burada, @ > 0, 0 = 0 ve W(t) standart Brown hareketidir.

(3.5) esitliginin ayn1 zamanda bir Afin siire¢ olmasi nedeniyle Ornstein Uhlenbeck

modeline karsilik gelen yasam olasiliklari asagidaki gibi yazilabilir;
P(t>s|F) =E [e-ff Hau| | = gatt+AEIu®

Burada;

_ 9 o g 30
a(t,s) =—(s—1t) — —_eals-t) + —p2al(s-t) |
(t,9) 2a2( ) a3 3 4q3

B(t,s) = %[1 _ ea(s—t)]

seklindedir.

Ornstein Uhlenbeck modelinde yasam olasiligi, yeterince biiyiik S degerleri igin yasin
artan bir fonksiyonu olup sonsuz egilim gostermektedir. Gergekligi yansitmayan bu
durum sonucunda bireyin anlik 6liim hiz1 negatif degerler almaktadir. Bu nedenle

Ornstein Uhlenbeck modelinin Sliimliliiglin modellenmesinde yetersiz oldugu kabul
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edilebilir. Ancak uygulamada aktiierler tarafindan yapilan gerekli ayarlamalar neticesinde

bu modelin olduk¢a faydali sonuglar sagladigi goriilmiistiir.

Feller modelinde anlik 6liim hiz1 asagidaki esitlik yardimiyla ifade edilmektedir;

du(t) = au(t)dt + o/u()dw (t) (3.6)
Burada, @ > 0,0 > 0 ve W(t) standart Brown hareketidir.

(3.6) ile verilen stokastik diferansiyel esitlik de Afin bir siireci temsil ettiginden yasam

olasiliklar1 agagidaki sekilde yazilabilir;
P(t >s|F) =E [e—ff u<u>du| Ft] — pa(t)+BESu®)

Burada;

a+b b—a
b=—+a?+ 20%,c = ,d =

2 2

olmak tizere;
a(t,s) =0
1— eb(s—t)

BES) = ———r

bicimindedir.

Siirecin baslangi¢ noktast olan w(0) degerinin pozitif olmasi sartiyla, Feller modelinde
anlik 6liim hiz1 negatif degerler almamaktadir. Bu durum, Ornstein Uhlenbeck modeli ile
karsilagtirildiginda anlik 6liim hizinin sifir olmasina da izin veren Feller modeli igin
biiyiik bir avantaj saglamaktadir. Ayrica, negatif degerli b, ¢ ve d katsayilar1 géz oniine

alindiginda ve e~ (g2 + 2d?) > 0% — 2dc kosulunun gerceklesmesi halinde yasam

olasilig1 zamanla azalmaktadir.

Literatiirde 6ne ¢ikan stokastik 6liimliiliik modelleriyle ilgili bilgi verilmistir. Sonrasinda
ters Gauss dagilimi ile normal ters Gauss stireci tanimlanacak, ardindan tezde kullanilan

stokastik olumIUlik modeli tanitilacaktir.
3.2. Normal Ters Gauss Sireci

Ters Gauss dagilimi ilk olarak 1900 yilinda Louis Bachelier [62] tarafindan, hisse
senetlerinin belirli bir fiyat seviyesine ulagsana kadar gegen zamaninin olasilik dagilimi

olarak tamitilmistir. 1915 yilinda ise Schrodinger [63] ve Smoluchowski [64] ters Gauss

24



dagilimini pozitif siiriiklenmeye sahip Brown hareketinin ilk gecis zamanimin dagilimi
olarak tanimlamistir. Zaman negatif degerler alamayacagindan dolay1 ters Gauss dagilimi
yalnizca pozitif tanimlidir. Wald dagilimi olarak da bilinen ters Gauss dagilimi, konum
ve sekil parametresi olmak {iizere iki parametreli siirekli bir dagilimdir. Ters Gauss
dagilimi tip, finans, aktiierya, demografi ve yasam analizi gibi bir¢ok alanda
uygulanmaktadir. Ayrica, negatif olmayan ve tehlike fonksiyonunun monoton olmadigi
durumlarda, saga ¢arpik verilerin modellenmesinde bu dagilim sikga tercih edilmektedir.
Literatiirde, ters Gauss dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonuna iligskin iki

karakterizasyon sunulmaktadir.

Tankov [49], p ve A parametreli ters Gauss dagiliminin olasilik yogunluk ve dagilim

fonksiyonunu,

’ A A(x — pu)?

fOouwA) = 273 P I_Zu—zx
Arx 24 Arx

F(;u,) =@ —(——1) +eHld|— —(—+1)
x \u x \u

seklinde tanimlamustir.

x>0, u>0, A>0

Burada, u konum parametresi (ortalama), A sekil parametresi iken ®(.) standart normal

dagilimin kiimiilatif dagilim fonksiyonudur.

X ~ 1G(u, A) olmak iizere ters Gauss dagiliminin beklenen degeri ve varyansi sirastyla;

E[X]=wu
3
ViX =5

olarak ifade edilir [65].

Diger taraftan, Barndorftf-Nielsen [66] tarafindan sunulan ters Gauss dagiliminin olasilik

yogunluk fonksiyonu,

f(x;a,b) = \/% exp(ab) x_% exp (— % (a?x~1 + bzx)>
/s

bicimindedir.

Burada, a 6lgek parametresi iken b sekil parametresidir.
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X ~ IG(a, b) oldugu durumda ise beklenen deger ve varyans,

E[X] =

S Q

ViX] =

| =

seklinde tanimlanmaktadir.

Ters Gauss dagiliminin bazi 6zellikleri,

= ¢ >0olmak lizere X ~ IG(a, b) ise cX~IG (a\/E, %)

* X ~1IG(ay,b) ve Y ~1G(ay, b) dagilimlarina sahip birbirinden bagimsiz X ve Y
rastgele degiskenleri verilsin. Bu durumda, X + Y ~ IG(a; + a,, b)

Ters Gauss dagilimi, pozitif siiriiklenmeye sahip Brown hareketinin sabit pozitif bir
seviyeye ulagmak icin gecen siirenin dagilimi olarak ifade edilmektedir. Brown hareketi

ile ters Gauss dagilimi arasindaki bu iliski asagidaki sekilde olusturulmaktadir;

Baslangi¢ noktas1 X, = x, olan {X;,t € T}, stokastik streci verilsin. W, standart
Brown hareketi olmak iizere siiriiklenme katsayis1 fo? > 0 ve varyanst o2 olan
surtklemeli Brown hareketi X, = x, + oW, + Bo?t seklinde ifade edilir. Buradan, X,
stiriklemeli Brown hareketinin ilk gecis zamani i¢in olasilik yogunluk ve kiimiilatif

dagilim fonksiyonu sirasiyla;

' 1 (x — xy — Bo?t)?
f(x, xO!t) - O'mexp - Zo_zt l

' B —xo — fo?t e (—xo + ﬁa%)
F(t'xO)_q)<—m/f >+e P —ax/f

esitlikleriyle verilmektedir.
Burada @(.) standart normal dagilimin kiimiilatif dagilim fonksiyonudur.

Diger taraftan, T rastgele degiskeni X, = x, + vt + oW, seklinde ifade edilen
stiriklemeli Brown hareketinin ilk gegis zamanin1 gdstersin. a > x, olmak Uzere T’ nin

ilk ge¢is zamani olmasi igin asagida verilen kosullar1 saglamasi gerekmektedir [65];
XO = xo
X, <a,0<t<T

Xr=a
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Ozel olarak X, = x, = 0 alinirsa, yani X, stokastik siirecinin sifir noktasindan basladig1

varsayilirsa, ilk gecis zamani olan T agagidaki gibi ifade edilir;
T, = inf{t > 0|X; = a}

Bu durumda;

a a?
To~1G (=~

olur. Dolayisiyla T, 'nin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki bicimde yazilabilir;

(a — vx)?
exp|— 20%x

a
(x;a,v,0) =——
Ira oV2mx3

Ayrica, {Y;, t € T}, s, stokastik siireci asagida verilen 6zellikleri saglanmasi durumunda

ters Gauss siireci olarak adlandirilir;

I. Y; bagimsiz artish bir suregtir.
ii. VO<s<ticinY, — Yo~IG(u(t — s),A(t — 5)?)

Yani, {Y;,t € T}, s, stokastik siireci, artiglar1 birbirinden bagimsiz, duragan ve negatif

olmayan bir siirectir. Dolayisiyla ters Gauss siireci subordinator olarak uygulanabilir.

Normal ters Gauss dagilimi, ilk olarak Ole Barndorff-Nielsen [67] tarafindan tanitilmig
olup daha sonra Rydberg [68] tarafindan kapsamli bir sekilde ele alinmigtir. Dagilim,
homojen bir Lévy sirecini belirler ve bu slre¢, Brown hareketinin ters Gauss slreci
tarafindan tabi kilinmasi yoluyla temsil edilebilir [66]. Yani, normal ters Gauss sureci
zaman degisiminin ters Gauss siirecini izledigi stirilklemeli Brown hareketi olarak

yorumlanabilir [69].

Normal ters Gauss dagilimi dort parametreli karma bir dagilimdir [70]. «, 8,0 ve u
parametreleri ile normal ters Gauss dagilimi gosteren X rastgele degiskeninin olasilik

yogunluk fonksiyonu ve kiimiilatif dagilim fonksiyonu;

X ~ NIG (a, B, u, o) olmak tzere;

fx(a,B,u,0) = f fn G+ By, y) fic(v; oy, v?)dy
0

Kl[a\/az + (x — u)z]
\/02 + (x — p)?

;x ER

= —expoya? =7+ f(x - )]
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o

Fx(x;a,B,1,0) = fcb(

— 00

—-X—U— ,Bt)

_— t)dt
NG p()

seklindedir.

Burada, y = \/m , fn ise ortalamasi u + By ve varyansi Y olan normal dagilimin
olasilik yogunluk fonksiyonudur. K; (x) = % fooo exp [— %x (t + %)] dt (diizeltilmis 3.tip
Bessel fonksiyonu), a > 0 kuyruk agirhigi, B asimetri/carpiklik (0 < [B] < a), u konum
ve g > 0 olgek parametresidir. Ayrica, @(.) standart normal dagilimin kiimiilatif dagilim
fonksiyonu iken p(t), (a, m) parametreli ters Gauss dagiliminin olasilik

yogunluk fonksiyonudur.

Ayrica, {X;,t € T}, s o Stokastik slreci;

) Xo=0

i) Artislar1 bagimsiz ve duragan olan bir strectir.

i)  VO<s<tiginX, — X;~NIG(a, B, u(t —s),0(t —s))

kosullarini sagliyorsa normal ters Gauss siireci olarak adlandirilir.

Ek olarak, ¢ > 0,—a < f < a,0 > 0 olmak lzere W, standart Brown hareketi, a = 1

ve b = g,/ a? — B? parametreleriile {G., t € T}, s , ters Gauss sureci olsun. Bu durumda,

X; = oW, + Bo?G, stireci (a, 5, o) parametreleri ile normal ters Gauss surecidir.

Bu calismada anlik 6liim hizinin normal ters Gauss siirecini takip ettigi varsayilarak
ciftlerin birlesik yasam durumundaki olimliligii incelenmistir. Uygulanacak olan

stokastik oliimliiliik modelinin gercevesi ise su sekildedir;

(22, F, P) olasilik uzayinda tanimli birbirinden bagimsiz W; ve G, stokastik surecleri ele
alinsin. W, sireci standart Brown hareketi iken G, siireci sifirdan baglayan artan Cadlag
slirecini gostersin. Yani, G, stokastik strecinin yorungeleri sol limitlerle sagdan siirekli
olup subordinator olarak degerlendirilmektedir. Diger taraftan, o > 0 ve € R olmak
lizere X, noktasinda baslayan ve X, = X,+ oW, + Bo?t seklinde tanimlanan
stiriiklemeli Brown hareketi dikkate alinsin. Modelde anlik 6liim hiz1 u(t) = Xe, olacak
sekilde zamanla degisen Brown hareketi olarak ifade edilmektedir. Anlik 6liim hizinin bu
sekilde tanimlanmasi, X siireci i¢in zaman 6l¢egi olan t’nin G, siirecine gore hareket ettigi
yoniinde yorumlanabilir. Bunun yani sira, bireyin 6liim zamanimi gosteren T rastgele

degiskeni, siddeti X; olan Cox sUrecinin durma zamani olarak tanimlanmaktadir.
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Dolayistyla, s yasina kadar hayatta oldugu bilinen bir bireyin 6liim zaman1 asagidaki

sekilde yazilabilir;

T, = inf {t:f u(w)du = E |FS} (3.7)

N

Burada, E ortalamasi bir olan iistel rastgele degiskeni, F; ise bireyin s yasina kadarki u(t)
bilgisini temsil etmektedir. Ek olarak, durma zamani, indirgenmis form 06zelligi
gostermektedir. Yani, zamanla degisen Brown hareketinin gelisimi hakkinda tam bilgiye
sahip olunmamakla birlikte durma zamaninin da erisilemez oldugu bilinmektedir.
Oliimliiliik modeli igin bu 6zelligin kabul edilebilir oldugu agiktir. Ciinkii, 6liim olay1
beklenmedik bir sekilde gergeklestiginden dncesinde 6liim zamanini 6ngérmek mimkiin
degildir. Ayrica, bireyin gdzlemlenen zaman araliginda 6liim egiliminin nasil gelisecegi
konusunda kesin bir bilgi olmamasi, durma zamaninin belirlenememesine yol

agmaktadir.

t > s kosulu altinda anlik 6liim hizinin gézlemlenen zaman araliginda belirli iken s yasina
kadar yasadigi bilinen bir bireyin 6liim zamaninin t’den sonra olmasi, baska bir deyisle S

yasindaki bireyin t - S y1l daha yasamasi olasilig1 asagidaki sekilde ifade edilebilir;

t

= exp —fXGudu (3.8)

N

t-sDs = P (Ts >t | (XGu)ssuSt)

(3.8) esitligi esasinda (S, t) arahginda siddeti pu(u) = X, olan Cox siirecinin olasilik
dagilimindan elde edilmektedir. Oliimiin t anindan sonra meydana geldigini gdsteren
T, > tifadesi ayn1 zamanda (S, t) araliginda herhangi bir 6liimiin gergeklesmedigi anlamini
tasimaktadir. Bu diisiince dogrultusunda, p(u) siddetine sahip ve {N;,t € T};s o seklinde
ifade edilen Cox surecinin (s, t) zaman araliginda N,- N artislarinin dagilima;

(fstu(u)du)n ]
P(N;— N, =n|u(u),s<u<t)= S E—E —Ju(u)du (3.9

N

bi¢iminde olup bu zaman araliginda hi¢ 6liim olmadig1 i¢in (3.9) esitliginde n = 0 alinarak
yeniden diizenleme yapilabilir. Buradan, Cox siireci araciligiyla bir bireyin (S, t) zaman

aralifinda yasamasi olasilig1 asagidaki sekilde temsil edilebilir;
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t

P(N; — Ny =0 |u(u) = Xg, s Su<t)=exp —fXGudu (3.10)

S
Sonug olarak, (3.8) ve (3.10) esitliginin ayn1 oldugu goriilmektedir.

Anlik 6lim hmzinm p(u) = X, seklinde zamanla degisen Brown hareketi olarak
modellenmesi, dliimliiliigiin gelisimini incelerken bazi durumlarin es zamanl olarak
degerlendirilmesini saglar. Belirli bir bolgede yasayan insanlarin 6liim olasiliklarinin
zaman i¢indeki gelisimi genel olarak X, sureci ile tanimlanir. t zamaninin G, strecini
izlemesi durumunda ise, 6liim olasiliklarinda meydana gelen degisimler daha &zel
anlamda ele alinir. Dolayisiyla, anlik 6liim hiz1 her iki durumun da dikkate alinmasiyla
kapsamli bir sekilde hesaplanir. Ayrica, her bireyin 6lim gelisiminin kisisel olarak
incelenmesine imkan sunan G, siireci, gézlem siiresi i¢erisinde sigramalar yaganmasina

izin veren surekli veya stireksiz bir surec olabilir.

Zamanin deterministik yaklasimdan ziyade G, gibi stokastik bir siire¢ araciligiyla
modellenmesi, 6liimliiliik analizinde ulasilan sonuglarin daha gergek¢i olmasini saglar.
Bunun sebebi, G, siireciyle birlikte kisinin yasama olasiligin1 etkileyen i¢ ve dis
faktorlerin modele dahil edilmesidir. Ciinkii, kisinin gelecek yasam siiresi yas, saglik
durumu gibi i¢ faktorlerin yani sira hava kalitesi, ekonomik kosullar gibi dis faktorler
tarafindan da etkilenir. Bu diisiince dogrultusunda, modelde her bireyin anlik 6liim hizina
karsilik gelen subordinator kismi iki bilesenin kombinasyonu seklinde ifade edilmistir.
Bilesenlerden biri bireyin kendine 6zgii 6zelliklerinin yansitildigi siireci gosterirken
digeri ciftin birlikte gecirdigi ortak siireci gostermektedir. Ortak siireg, birlikte yasayan
bireylerden birinin &liim olasiliginda sigramaya neden olan faktoriin diger bireyin 6lim
olasthgmi da etkiledigi varsayimma dayanmaktadir. Yani, modelde olusturulan
subordinatorler, bireyin hem esiyle paylastigi ortak siireci, hem de yags ve cinsiyet gibi

faktorlerin belirledigi bireysel siireci igermektedir.

Ciftlerin anlik 6liim hizlarinda iliskili subordinatorler kullanilarak birlesik yasam

durumundaki bagimliliklar1 asagidaki sekilde modellenmistir;
Modelde kadin birey K, erkek birey ise E sembollyle gosterilmektedir.
XX kadm bireyin anlik 6liim hizi, X£ ise erkek bireyin anlik 6liim hiz1 olmak iizere;

XK =XE + oXWEK + pX(c¥)%t (3.11)
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XE =XE + oEWE + BE(aF)?t (3.12)
seklinde tanimlanmaktadir.

Burada, WX (WE) standart Brown hareketi, XX (XE) kadm (erkek) bireyin anlik 6liim
hizinin baslangi¢ degeridir. o¥(of) parametresi volatilite, BX(BE) parametresi ise

stiriiklenme katsayisidir.

Kadin ve erkek bireyin anlik 6liim hizina karsilik gelen subordinatorler sirasiyla GX ve

GE ile belirtilmekte olup asagidaki sekilde ifade edilmektedir;
GK =a¥G, + (1 —a®)GK® ; 0<al <1 (3.13)
GE=afG,+(1—af)GE’ ; 0<af <1 (3.14)

Burada, G, GK°® ve GE° birbirinden bagimsiz ve sigramalara izin veren artan Cadlag
surecleridir. Ayrica, XX, XE ve GK,GE siiregleri de birbirinden bagmmsiz stokastik

sureclerdir. a ve af katsayilari ise sifir ile bir arasinda deger alan reel sayilardir.

Ciftlerin ¢cogu zaman ayn1 ortamda yasamalari, benzer yiyecekler tliketmeleri ve birlikte
araba kullanmalar1 gibi bir¢ok ortak yasam tarzini benimsemesi sonucunda benzer risk
faktorlerine maruz kalmalar1 sebebiyle ortaya ¢ikan bagimlilik yapis1 G, sureciyle ifade
edilmektedir. Ayrica, (3.13) ve (3.14) nolu esitliklerden de goriildiigii iizere GX ve GE
subordinatorleri iki silire¢ igermektedir. Kisinin karakteristik 6zelliklerini simgeleyen
GK°(GE®) subordinatorii birlesik yasam durumunda kadin (erkek) bireyin liimliiliigiiniin
bireysel bilesenini temsil ederken, G, subordinatori kadin ve erkek arasindaki bagimliliga
neden olan ortak siireci temsil etmektedir. Bu formiilasyon, birlikte yasayan insanlarin
benzer dis faktorleri paylastigi gercegine dayanarak, c¢iftlerin 6liim olasiliklarinin
gelisimini hem ayr1 ayri hem de esleriyle baglantili olarak gdzlemleme firsati
sunmaktadir. Zaman i¢inde 6liim egilimlerini saptamada i¢ ve dis faktorlerin bir dengesi
oldugundan her bireyin zaman degisimi bu iki siire¢ ve bunlarin agirliklar tarafindan
belirlenmektedir. Yapilan agirliklandirma ile gozlemlenen 6liim olasiliklarinin bu i¢ ve
dis faktorlere ne kadar bagli oldugu tespit edilmektedir. Agirliklandirma parametrelerinin
sayisal degerine gore ¢iftlerin evlilikten kaynaklanan bagimhilik diizeyleri
yorumlanmaktadir. (3.13) nolu esitlikte a® degerinin yiiksek olmasi, G, slrecinin t
zamaninda GX siireci iizerinde daha etkili oldugu anlamma gelmektedir. Yani, kadin
bireyin esiyle bagimlilik durumunu gosteren siire¢, anlik 6liim hizinin belirlenmesinde

etkin bir rol oynamaktadir. Dolayisiyla, a® degeri ne kadar yiiksekse ¢iftin gelecek yasam
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siireleri de zaman icinde birbirine benzer bir gelisim gdstermektedir. Ozel olarak, a¥
agirhginim sifir olmas1 durumunda kadin bireyin GX subordinatorii yalnizea GX° strecini
takip etmektedir. Boylece, kadin bireyin anlik 6liim hizi esinden bagimsiz bir sekilde
karakteristik Ozellikleri tarafindan belirlenmektedir. Benzer sekilde, a® agirhigi bir
degerini aldiginda GX subordinatori sadece G, surecini izlemektedir. Bu durum ise kadin

bireyin anlik 6lim hizinin tamamen esine bagli olarak gelistigi anlamin1 tagimaktadir.

Modelde subordinatorlerin ters Gauss siirecine uydugu varsayilmistir. Artislari ters Gauss
dagilim1 gosteren bu siirecin tercih edilmesinin nedeni, her zaman pozitif degerler alan
homojen Lévy siireci olmasidir. Boylece, ters Gauss siireci subordinatér olarak
uygulanabilmektedir. Diger taraftan, ters Gauss siirecinin yasam verileri ile iyi bir uyum
iyiligine sahip olmasi ve kolay simiile edilmesi, bu siirecin secilmesinde etkili olmustur.
Literatiire bakildiginda, Mitchell [71] ve Wang [72] tarafindan yapilan ¢alismalarda,

oliimliiliik modellerinin ters Gauss stireci kullanilarak olusturuldugu goriilmektedir.

Subordinatdrlerin ters Gauss siirecini izlemesiyle birlikte bireylerin anlik 6lim hizi
normal ters Gauss siirecini takip etmektedir. Subordinatdrlerin dagiliminin elde edilisi
Luciano ve Semeraro [73] tarafindan ayrintili bir sekilde ele alinmistir. Normal ters Gauss

slireci subordinatorlerin agagidaki formda yazilmasini gerektirir [1];

G,~1G(t,b)

(KO IG(l—VaKtb\/l—aK)
‘ Vi—ak = Vak
CEO IG(l—VaEtbv1—aE>
‘ Vi—af = aE

G, GEO ve GE? subordinatérlerinin ters Gauss dagilimina sahip ve birbirlerinden bagimsiz
olmalar1 GX ve G£ nin de ters Gauss dagilimina uymasina neden olmaktadir. Ters Gauss
dagilimimin &zelliklerinden yararlamlarak GX ve GE subordinatorlerinin  dagilimi
asagidaki sekilde elde edilmistir;

GK IG(t b)
NN

GE~IG (t b )
E~ —
VaE
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Buradan hareketle, X gt,{ ve X 55 olarak ifade edilen zamanla degisen Brown hareketinin

kadin ve erkek bireylere karsilik gelen siiriiklenme katsayilar1 ise sirasiyla asagidaki

gibidir;

+ b?
BK z\/(ax)z_m

ﬁE’f :\](aE)Z — —bz
af (oF)2

Zhang ve Brockett’den [1] alinan Sekil 3.1.°de bir ¢iftin kadin ve erkek bireylerine
karsilik gelen subordinatérlerin  yoriingeleri  verilmistir. Kadin bireyin  GX
subordinatoriiniin aX = 0,60, ¢¥ = 0,03, b =0, 0011 parametreleriyle ters Gauss sirecine
uydugu, erkek bireyin GE subordinatoriinin ise af = 0,65, ¢f = 0,08, b = 0,0011

parametreleriyle ters Gauss siirecine uydugu varsayilmaistir.
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Sekil 3.1. GX ve GF Subordinatérlerinin Yoriingeleri

Sekil 3.1.’den goriildiigi tizere, erkek ve kadin bireyin anlik 6liim hizlarinin takip ettigi
zaman degisimleri farkli yollar izlemektedir. Ancak, bu yollarin zaman ilerledikge artis
egiliminde oldugu ve siireg icerisinde yaganan sigramalar da dikkate alindiginda oldukca
benzer bir gelisim gosterdigi goriilmektedir. Hem erkek hem de kadin bireyin 85 ve 104
yasina geldiginde subordinatorlerinde es zamanli bir sigrama gergeklesmistir. Bu si¢crama,
ciftin  birlikte yasadig1 siireci temsil eden G; siirecindeki sigramalardan
kaynaklanmaktadir. Yani, ¢iftlerin gelecek yasam siireleri paylastiklar1 ortak siiregten

biiyiik dlclide etkilenmekte ve buna bagli olarak 6liim olasiliklarinin zaman igerisindeki
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gelisimi birbirine benzemektedir. Diger taraftan, erkek birey 72 ve 76 yaslarindayken
esinin aksine zaman i¢inde bir sigrama yasamistir. Bunun sebebi, erkek bireyin kendine
ozgii dzelliklerinin yansitildign GEO siirecinde olusan sigramalardir. Benzer bir durum
kadin birey i¢in 95 yasindayken gdézlemlenmektedir. Erkek bireyden farkli olarak bu
olaym yasanmasima GX° siirecindeki sicramalar neden olmustur. Ciftlerin birbirinden
farkl1 zamanlarda sigramalara sahip olmalari, kendi saglik durumlarinda gergeklesen bir

degisiklikten veya bireysel yasam tarzlarindan kaynaklanmaktadir.

Kadin ve erkek bireylere ait 6liim olasiliklar1 hesaplanirken Hurd [56] tarafindan sunulan
calisma referans alimmistir. Hurd [56] kredi riskini, stokastik volatilitenin etkilerini ve
olas1 sigramalar1 igerebilen zamanla degisen Brown hareketi kullanarak modellemistir.
Zamanla degisen Brown hareketi olan X ’nin durma zamanimi gosteren T rastgele
degiskeni, bir firmanin temerriide diisme zamani olarak degerlendirilmis ve matematiksel

yapisi iki farkli formda olusturulmustur;
T =inf{t| X, < 0} (3.15)
Tt=inf{t| G, =t"} (3.16)

Burada, t* =inf{t|X, < 0} biciminde olup X, siirecinin ilk ge¢is zamanini
gostermektedir. G, siireci sifirdan baslayan artan Cadlag sureci iken X, striklemeli
Brown hareketidir. X, noktasinda baslayan X, siireci, volatilite katsayis1 o > 0 ve
siiriiklenme katsayis1 o2 olacak sekilde X, = X, + oW, + fo?t biciminde ifade

edilmistir.

Zamanla degisen Brown hareketinin durma zamanina yonelik yukarida verilen
tanimlamalar ile tezde uygulanan stokastik oOliimliilik modelinin durma zamani
iliskilendirilmistir. Bireyin 6liim zamaninin Cox siirecinin durma zamani olarak ifade
edildigi (3.7) nolu esitligine Leibniz kuralinin uygulanmasi sonucunda (3.15) nolu esitlik
elde edilmistir. Ustelik, G, siirekli bir siire¢ oldugu takdirde (3.15) ve (3.16) nolu esitlikler
birbirine denk olmaktadir [56]. Modelimizde de G, sureci ters Gauss surecini takip
ettiginden (3.7) nolu esitlik (3.16) nolu esitlige karsilik gelmektedir. Sonug olarak, Hurd
[56] tarafindan (3.16) nolu esitligindeki 7 durma zamanina iliskin verilen kiimiilatif
dagilim fonksiyonu, (3.7) nolu esitligindeki T durma zamani i¢in de yazilabilmektedir.
Buradan hareketle, bireyin 6liim zamanin1 gdsteren T rastgele degiskeninin kiimiilatif

dagilim fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;
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r —xo — Bo? —xo + Bo?

P(T<t) = f lcp <0—,8y> + e~ 2B%0p (0—53’)] 0, (y)dy (3.17)
e 5

Burada, p; fonksiyonu G; siirecinin olasilik yogunluk fonksiyonunu temsil etmektedir.

(3.17) nolu esitlik ayn1 zamanda bireyin t y1l igerisinde 6lmesi olasiligin1 gostermektedir.

Tezde bireylerin gelecek yasam siireleriyle ilgili iki varsayimda bulunulmustur. Marjinal
yasam olasiliklart bagimlilik ve bagimsizlik durumlarina gére hesaplanmistir. Boylece,
(3.17) esitligiyle bagimhilik yapisinin bireyin 6liim gelisimi {izerindeki etkisini
gozlemleme firsati dogmustur. Bagimsizlik s6z konusu oldugunda kadin ve erkek birey
i¢in sirasiyla GX° ve GE° subordinatérleri dikkate almirken, bagimlilik durumunda her
iki birey igin G, subordinatorii dikkate alinmigtir. Bagimlilik durumundaki hesaplamalar;
kadinin anlik 6lim hizinin X, gt stirecini, erkegin anlik 6liim hizinin ise X, gt stirecini takip
etmesiyle yapilmistir. Benzer sekilde bagimsizlik durumunda kadin ve erkek bireyler igin

anlik 6lim hizlart X gKo ve X g o stiregleri araciligiyla modellenmistir. Bu noktada, (3.17)
t t

esitligi kullanilarak marjinal yasam olasiliklarinin hesaplanabilmesi i¢in 6ncelikle
stirliklenme katsayilarinin belirlenmesi gerekmektedir. Normal ters Gauss dagiliminin

ozellikleri kullanilarak bagimsizlik durumunda X gtKO ve X g £o stireglerine karsilik gelen

X ve BEO siiriiklenme katsayilar1 asagidaki sekilde elde edilmistir;

BKO = \/(al()z _w

ak(cK)2

(1 — af)b?
BEO = \/(aE)Z _ W

Benzer sekilde, bagimlilik durumunda th ve th siireclerine karsilik gelen X ve B

stiriklenme katsayilari;

K _ b2
’ _J @ =Gy

bZ
e j oy

olarak bulunmustur.
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Bu model altinda, kosullu birlesik kiimiilatif dagilim fonksiyonu ise asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir.

P(Ti<t|TV >t) = f (1 —Hi(xg,y)) Hi(x!,y)pdy ; i #j,i,j € {K,E} (3.18)
0

Burada;

mt, . ® . m¢,-m\2 (2 m+)2

m e P x zsin(zx) a™(a™) (Z + (™) )y

H™(x,y) = 2 EXP | 2

T - ZZ + (’Bm )

o [ =™ (@™? (22 + (™))

— ¢ 5 v |ldz ; m=K,E

Ayrica Y7 (u,t) = —logE[e %] olmak iizere G"mn Laplace stelini

gostermektedir. p; ise G;’nin dagilim fonksiyonunu temsil etmektedir.

(3.18) esitligi j bireyinin t zamanindan sonra 61diigii bilindiginde i bireyinin t zamanindan
once Olmesinin kosullu kiimiilatif dagilim fonksiyonuna karsilik gelmektedir. Temel
olasilik teorisinden P(Ti < tlTj > t) =1- P(Ti > t|Tj > t) seklinde yazilabilir.

Dolayisiyla, kosullu olasiligin tanimi geregi,

P(T' > ¢, T/ > t)

P(T'<t|T">t)=1-P(T' >¢|T" >t)=1- PTS D (3.19)
biciminde diizenlenebilir.

(3.19) esitliginden birlesik yasam fonksiyonu,

P(T'>t,T/>¢t)=[1-P(T' < t|TV > t)]P(T/ > ¢t) (3.20)

seklinde elde edilir.

(3.20) esitligi, kadin ve erkek bireylerin gelecek yasam siirelerinin bagimli oldugu
varsayimina dayanarak belirlenmistir. Burada, bagimlilik durumu bireylerin ortak
paylastig1r G, siirecine karsilik gelen p, dagilim fonksiyonunun hesaplamalara dahil

edilmesiyle olusturulmustur.
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4. YASAM MODELLERI

Aktiierya bilimlerinde, yagsam iiriinlerine iligskin yapilan hesaplamalarda kisinin hayatta
kalma durumu dikkate alinmaktadir. Dolayisiyla kisinin gelecek yasam siiresini ifade
eden bir rastgele degisken tanimlama geregi duyulmustur. Genellikle T ile ifade edilen
bu rastgele degisken bir bireyin mevcut yasi ile 6liimii arasinda ge¢en zamana karsilik

gelmektedir. Dolayistyla T pozitif degerler alan siirekli bir rastgele degiskendir.
Su anda x yasinda olan bir kisinin gelecek yasam siiresi T, ile gosterilir ve
T,=X—x|X>x, T, >0

seklinde tanimlanir. Burada; X 6liim yasin1 gosteren bir rastgele degiskendir. Dolayisiyla

iki temel rastgele degisken arasinda X = x + T, iliskisi yazilabilir.

T, rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu Fr, (¢) ile gosterilir ve

Fr (t) = P[T, < t]

seklinde ifade edilir. Fr, (t), X yasindaki bir bireyin x + t yasindan sonra hayatta kalmama
olasiligini temsil eder [74].

Hayat sigortasi uygulamalarinin ¢ogunda oOliimden ziyade yasam olasiliklar1 ile

ilgilenilmektedir. T, rastgele degiskeninin yasam fonksiyonu Sr, (¢) ile gosterilir ve
STx(t) =1- FTx(t) = P[Ty > t]

biciminde ifade edilir. Sz, (t), x yasindaki bir bireyin en az t y1l hayatta kalma olasiligini
temsil eder ve yasam fonksiyonu olarak bilinmektedir [74].

S(t), yasam fonksiyonu asagida verilen 6zellikleri saglamaktadir;

1) Negatif bir yagsam siiresinden bahsedilemeyecegi igin sifir aninda yasam fonksiyonu
bir degerini alir. Yani; S(0) = 1

2) Zaman gectikce 6liim riskinin artmasindan dolay1 yasam fonksiyonu azalan bir egilim
gostermektedir. Yani; u >ticin S(t) = S(u)

3) Her birey icin 6lim mutlak yani t sonlu oldugundan gim S(t) = 0 olmaktadir.

Bir sigorta sirketi police diizenlediginde, sigortalinin ne zaman 6lecegini bilmedigi i¢in
polige sahibinin belirli yaglardaki 6liim olasiliklarini hesaplamak ister. T, yardimiyla tekli

yasam durumuna iligkin olasilik ifadeleri su sekilde olusturulabilir;
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x yagindaki bir bireyin t yil i¢inde dlmesi olasiligy;

tqx = P[T, <t],t=>0

x yagindaki bir bireyin t y1l yasamasi olasiligt;

tbx =1— (G =P[T[,>t],t =0

t y1l yasadigi bilinen x yasindaki bir bireyin u y1l iginde 6lmesi olasiligt;
tuldx = Pt < Ty St +ul = Py — 4uPx = t+ulx — t9x = tPx ulx+t

T, yeni dogan bir bireyin gelecek yasam siiresini gosteren bir rastgele degisken olmak
lizere, x yasindaki bir bireyin x + t yasina ulasma olasilig1 kosullu olasilik yardimiyla

yasam fonksiyonu cinsinden su sekilde ifade edilebilir;

St,(x +t)
Sr (£) = P[Ty > t] = P[Ty > x + t|Ty > x] = oy P
To x)

Benzer sekilde, x yasindaki bir bireyin t yil i¢inde 6lmesi olasiligy;

Sr(x) =S (x+t
th=FTx(t)=P[TxSt]=P[Toﬁx+t|To>X]= To() To( )=
STO(x)

— tDPx

seklinde yazilabilir. Buradan hareketle;
tuldx = PE<Ty <t+u)=Plx+t<Ty<x+t+ulTy>x]

Sr,(x+t) Sr(x+t+u)
- STO (x) STO (x) = tPx t+ubPx

seklinde ifade edilebilir.

Hayat iirlinlerine yonelik gelecek yasam siiresi modellenirken karsimiza ¢ikan bir diger

onemli kavram anlik 6lim hizidir.

x yagindaki bir bireyin anlik 6liim hiz1 u, ile gosterilir ve su sekilde tanimlanir;

] 1
Uy = d,lcl_r,%+@P[T0 < x +dx|T, > x]

P[T, < t] = P[T, < x + t|Ty > x] oldugundan bu esitlik yardimiyla anlik 6liim hiz1
asagidaki gibi ifade edilebilir;

) 1
Uy = d}gr&)f EP[TX < dx]
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Boylece w,, ¢cok kiguk bir dx icin X yasina ulasmis bir bireyin x + dx yasina gelmeden
once 0lmesi olasilig1 seklinde yorumlanabilir.
Ayrica, Fr (t) = P[T, < t] ve Sr (t) =1— Fr (t) esitlikleri dikkate alinarak anlik

olim hiz1 Sz, yasam fonksiyonu cinsinden su sekilde ifade edilebilir;

Hx = d}g%Jr d_ [1 - STx(dx)]

Yeni dogan bir bireyin yasam fonksiyonunu gdsteren Sy, ile anlik 6liim hizi arasinda su

iligki kurulabilir;
Sy (dx) = S+ dx) esitligi g6z oniine alindiginda;
x S7o(x)
1 St,(x + dx) d
Uy = dalclir(% d_ [1—Sp(d0)] = dll—%+al - —STO ) —aln (Sro(x))

biciminde yazilabilir.

Diger yandan, T, rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu olan fr. (t)’nin

dagilim fonksiyonu Fr_(t) ve yasam fonksiyonu S, (t) ile arasindaki iliskiyi gosteren;
() = S (0 = 5 (1= 5,(0) = 55 )

f Tx Ty Ty dt Ty

esitligini kullanarak anlik 6liim hizina iliskin asagidaki alternatif formiil elde edilebilir;

 fr @
e = 5 @)

Buradan hareketle, t > 0 olmak iizere herhangi bir x + t yas1 i¢in anlik 6liim hizi, X

yasindaki bir bireyin yasam fonksiyonu cinsinden su sekilde ifade edilebilir;

Hxtt = —%ln (STx(t)>

Sonug olarak, py,s = esitligi elde edilir.

F1,(8)

ST, (8)
d e e e y

st = —— In (STX (t)) esitligi goz oniinde bulunduruldugunda;

x+t t

51,0 =expd = [ prdr( = expd - [ peasds

x 0

seklinde tanimlanabilir.

39



Yani, V x > 0 i¢in p, bilindiginde herhangi bir x ve t degeri i¢in tiim yasam olasiliklari

hesaplanabilir.

Gelecek yasam siiresini gosteren T, rastgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu, bir
bireyin x yasma kadar hayatta kalma durumu goéz Oniine alindiginda x + t yasindaki

kosullu yogunlugunu ifade eden bir fonksiyondur ve su sekilde elde edilir;
d d d d
fr,(t) = EFTx(t) =7 [1-S,®)] = _aSTx(t) = _E( tDx)

Uprt = — %ln (STx (t)) ve St (t) = ¢px oldugundan anlk 6liim hiz1 asagidaki bicimde

de yazilabilir;

d
Uxst = _%ln( tpx)

Buradan, .p, = exp [~ [ ysds| seklinde elde edilir

T"E? esitliginden, fr. 1) = St.()Ux+t = tPxlx+¢ Digiminde yazilabilir.

x(t

f
AYTICA, fyyr = 5

4.1. Coklu Yasam Durumu
Aktlierya’da birden fazla bireyin yasama durumunun es zamanli olarak degerlendirilmesi
coklu yasam durumu olarak adlandirilmaktadir. Coklu yasam durumu, sigortalanan

bireylerin yasam durumlarina gore iki kategoriye ayrilir;

1) Birlesik yasam durumu

2) Son yasayan durumu

Bir dizi yasamin tiim iiyelerinin hayatta kaldig: siire boyunca devam eden ve ilk 6liim

gergeklestiginde basarisiz olan bir duruma birlesik yasam durumu denir [2].

Coklu yasam durumuna gecildiginde standart aktiierya teorisi sigortali bireylerin
gelecekteki yasam siirelerinin bagimsiz oldugunu varsaymaktadir. Bu varsayim altinda
yaslar1 x ve y olan gelecek yasam siireleri sirasiyla T, ve T, ile ifade edilen iki birey igin
birlesik yasam durumunda ilk 6liim gerceklesene kadar gecen silire matematiksel olarak

su sekilde yazilabilir;

T, T,<T,

Tyy = min[Ty, T,] = {Ty, T.>T,

V t >0 igin Ty, 'nin dagilim fonksiyonu;
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Fr,, () = P(Tyy < t) = P(min[T,, T,| < t) = P(T, < t,T, < t)

biciminde ifade edilir.

Ayrica, dagilim fonksiyonu 6liim olasiliklar cinsinden su sekilde ifade edilebilir;
FTxy(t) = tQx T 9y — t9x t9y = t9xy

tdxy » X V€ Y yaslarindaki iki bireyden ilk 6liimiin t y1l i¢inde gergeklesmesi olasiligini

gostermektedir.

Ty nin yasam fonksiyonu ise;

St,, () = P(Tyy > t) = P(min[T,, Ty)] > t) = P(T, > ¢, T, > t)
seklinde ifade edilir.

Iki bireyin gelecek yasam siirelerinin bagimsizli1 varsayrmi altinda bu esitlik su sekilde

dizenlenebilir;
P(Tyy >t) =P(Ty > t,T, >t) = P(T, > )P(Ty, > t) = (Dx Py = Pxy
tPxy» X ve y yaslarindaki iki bireyin birlikte t y1l yasamasi olasiligin1 gdstermektedir.

Birlesik yasam durumunda gelecek yasam siiresini ifade eden Ty,, rastgele degiskeninin

olasilik yogunluk fonksiyonu, iki bireyin bagimsizligi varsayimi altinda su sekilde

tanimlanair;

foy(t) = tpxy(/lx+t + .uy+t)
Tekli yasam durumuna benzer olarak birlesik yasam durumunda anlik 6liim hizi;

frey ©

Hx+ey+t = m

formalu ile hesaplanabilir.

Ayrica;

Hxt+ty+t = Hx+e T Hyte

oldugundan foy(t) = tPxybx+ty+¢ S€klinde ifade edilebilir.

[k 8liimiin dikkate alindig1 hayat iiriinlerinin yani sira son 8liim zamanina gére aktiieryal
hesaplamalarin yapildig: iiriinler de mevcuttur. Bir dizi yasamin en az bir {iyesi hayatta

oldugu siirece devam eden ve son 6lim gerceklestiginde basarisiz olan bir duruma son
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yasayan durumu denir [2]. Dolayisiyla, durumun devamlilig1 igin {iyelerden herhangi

birinin veya daha fazlasinin hayatta kalmasi gerekmektedir.

x ve y yasindaki iki birey i¢in son yasayan durumunda Xy gosterimi kullanilmaktadir. Ty,
ise bu duruma iligkin gelecek yasam siirelerini ifade eden rastgele degisken olarak
tanimlanmaktadir. iki birey sz konusu oldugunda bu rastgele degisken son yasayan

durumunda en son hayatta kalan kisiye gore su sekilde ifade edilir;

T, T,>T,
T,

Ty = max|Ty, T | ={ L T.<T,

X ve y yaslarindaki iki bireyin gelecek yasam siireleri sirasiyla T, ve T, olmak lzere
Ty’ nin dagilim fonksiyonu;

Fr(t) = P(Tey < t)

seklinde tanimlanir.

Yasam fonksiyonu ise;
Sty () = P(Tz >t)=1- Fr,(t)
olarak elde edilir.

Buradan hareketle, gelecek yasam siirelerinin bagimsizligi varsayimi altinda x ve y
yaslarindaki iki birey i¢in son yasayan durumuna iliskin olasilik fonksiyonlar1 agagidaki

gibi olusturulabilir;

tqzy = P(Tey < t) = P(max{T,,, T, } < t) = P(T, < t, T, < t)
=P(T, < OP(T, <t) = (qx (qy

tdzy + tPzy = 1 oldugundan;

thry = 1 — tQzy = tPx + tPy — tDx tPy

seklinde elde edilebilir.

Ayrica,

tluCIW = tPxy — t+ulxy = tluCIx + tluCIy - tluCIxy

biciminde yazilabilir.
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Birlesik yasam durumuna benzer olarak, son yasayan durumunda Ty rastgele

degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu, iki bireyin bagimsizlig1 varsayimi altinda su

sekilde tanimlanir;

d
fTW(t) = EFTW(t) = tDPxMx+t T tPyly+t — tPxyMUx+t:y+t
Buradan, son yasayan durumunda anlik 6liim hizi;

fTW(t) _ tDxtx+t T tPyHly+t — tPxyHx+t:y+t
STW(t) tDx T tPy — tDPx tPy

HTW(t) = = Uxxey+e

seklinde tanimlanir.

4.2. Tekli Yasam Durumunda Anniiite ve Sigorta Uriinlerinin Net Tek Primleri
Hayat anntiitesi ve sigorta lriinleri, sigortalinin yasama kosuluna bagl olarak yapilan

O0demelerin degerlemesi ile ilgilenen kosullu yasam modelleri olarak anilmaktadir.

Hayat annitesi, belirli bir donem boyunca, genellikle esit miktarlarda, anniiitant olarak
adlandirilan belirli bir kisinin 6deme zamaninda hayatta olmasi kosuluyla yapilan

6demeler kiimesidir [75].

Anntiteler, emeklilik 6demeleri, police degerleri ve primlerin hesaplanmasinda

kullanildigindan bu ftiriinlerin fiyatlandirilmasi olduk¢a dnemlidir.

Hayat anniiiteleri, genel anlamda ddeme sikliklarina gore kesikli ve stirekli olmak iizere
iki baslik altinda incelenir. Odemelerin yillik, alt1 aylik, ii¢ aylik, aylik vb. bigimde belirli
zaman araliklarinda yapildig: iiriinler kesikli olarak adlandirilirken, 6demeler arasindaki
gecen siire kisaldik¢a 6demelerin siirekli bir sekilde yapildig1 kabul edilen tiriinler siirekli
olarak adlandirilmaktadir. Hayat anniiiteleri, 6deme doneminin uzunluguna ve baslangic
zamanina gore siniflandirilabilir. Anniiite, anniiitantin yasama kosuluna bagli olarak
sigortalandig1 yas itibari ile baslayip tim yasami boyunca devam ediyorsa tam hayat
annditesi, belirli bir stire sonra sona eriyorsa donemsel hayat annuitesi adini alir. Kesikli
tirtinlerde ilk 6demenin yapildig1 zamana gore hayat anniiiteleri donem bast ve donem

sonu olmak tizere ikiye ayrilir.

x yasindaki bir sigortalinin yasadig: siire boyunca her yilin sonunda bir birim 6denen tam
hayat annuitesinin net tek primi a,, ile gosterilir ve;

(o) (o)

ay = z vttpx = Z(l + i)_ttpx

t=1 t=1
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esitligi ile hesaplanir. Burada, i zamana gore degismeyen ve yillik efektif faiz orani

gosteren deterministik bir degerdir.

Donem basi tam hayat anniiitesinin donem sonu anniiiteden tek farki, ilk yilin baginda

yapilan bir birimlik 6demedir.

x yas i¢in diizenlenmis donem baslarinda yillik bir birimin yasama kosuluna bagli olarak
6dendigi tam hayat anniiitesinin net tek primi d, ile gosterilir ve;

o

.. _ t

t=0
esitligi ile hesaplanir.

x yasindaki bir bireye yasadigi siire boyunca yillik bir birimin siirekli olarak 6dendigi tam

hayat annditesinin net tek primi ise a, ile gosterilir ve;
a, = f e %t ,p, dt
0]

biciminde ifade edilir.
Burada, § anlik faiz oranini temsil etmektedir.

Sinirl bir iiriin olan donemsel hayat anntiitesinde sigortalanan kisi vade sonunda yasiyor

olsa bile n.y1lin sonunda 6demeler sona erer.

X yas icin diizenlenmis, anniiitanta x ile x + n yaslar1 arasinda yasadig1 siire boyunca her

yilin baginda bir birim ddenen n yillik donemsel hayat anniiitesinin net tek primi ., ile

gosterilir ve;
n
.. _ t
Ayxn] = Z V" tDx
t=0

esitligi ile hesaplanir.

x yasindaki bir birey i¢in yasadig: siire boyunca yillik bir birimin siirekli olarak ddendigi

n yillik dénemsel hayat anniiitesinin net tek primi a,.,,; ile gosteriler ve;

n
C_Lx:n] = je_& tPxdt
0

seklinde ifade edilir.
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Hayat sigortasi; bir sirket ya da organizasyon tarafindan ¢ok sayida bireyin
sigortalanmasiyla, kisisel kayiplarin belli bilimsel kurallar altinda tiim grup tarafindan

paylasilmasidir [75].

Hayat sigortalari, tazminat 6demesinin sigortalinin 6liim yilinin sonunda yapilmasi
durumunda kesikli olarak tanimlanirken, 6liim aninda yapilmasi durumunda siirekli
olarak tanimlanmaktadir. Anniiitelerde oldugu gibi sigorta triinleri de 0Odeme
donemlerine gore gesitlilik gdsterebilir. Odeme dénemi sigortalinin 8liim zamanina kadar
devam ediyorsa tam hayat, belirli bir siire sonra sona eriyorsa donemsel hayat sigortasi
adin1 alir. Ayrica, sigortalinin vadenin sonunda yasamasina bagl olarak 6deme yapilan

yasam durumunda sigorta ve karma hayat sigortasi iirlinleri de mevcuttur.

x yasindaki birey i¢in diizenlenmis 6liim yilinin sonunda bir birim ddenen tam hayat

sigortasinin net tek primi A, ile gosterilir ve su sekilde hesaplanir;

w—x-—1

Ay = Z vk+1k|Qx

k=0

x yasindaki bir sigortali i¢in diizenlenmis teminatin 61iim aninda bir birim olarak 6dendigi

tam hayat sigortasinin net tek primi A, ile gosterilir ve;

Ax = ] e_&tpx:ux+tdt
0

esitligi ile hesaplanir.

Donem sigortasi, sigortalinin belirlenen vade i¢inde 6lmesi durumunda yakinlarina
tazminat Odemesi saglayan sigorta tiirii olarak tanimlanmaktadir. Eger sigortali
sinirlandirilmis siire i¢inde hayattaysa sigorta sirketi tarafindan herhangi bir 6deme

yapilmaz.

X yas i¢in diizenlenen ve sigortalinin x ile x + n yaglar1 arasinda 6lmesi durumunda yillik
bir birimlik tazminatin 6liim y1linin sonunda 6édendigi n yillik donem sigortasinin net tek

primi Ai-m ile gosterilir ve;

n-1

Aalc:n] - z v K4z

k=0

esitligi ile hesaplanir.
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x yasindaki bir sigortali i¢in diizenlenen ve bir birimlik tazminatin 6liim aninda 6dendigi

n yillik donemsel hayat sigortasinin net tek primi Ai-n] ile gosterilir ve;

n
_:1c:n] :fe_&tpxﬂaﬁtdt
0

seklinde ifade edilir.

x yasindaki bir sigortaliya n.yilin sonunda yasamasi durumunda yapilan bir birimlik
O0demenin bugiinkii degeri ,E, ile gosterilir ve tek 6demeli hayat sigortasinin net tek

primi olarak bilinir. ,E, = v™ ,p, formiilii ile hesaplanmaktadir.

Sigortalinin vade iginde 6lmesi durumunda yakinlarina tazminat 6demesinin yapildigi,
vade sonunda hayatta ise ayni tazminat miktarinin kendisine 6dendigi sigorta tiirline
karma hayat sigortast denilmektedir. Bu iirlinde hem 6lim hem de yasam teminati s6z
konusu oldugundan karma sigorta olarak adlandirilmaktadir. Dolayisiyla, karma hayat
sigortas1 donem sigortasi ile yasam durumunda sigortanin toplami olarak diisiiniilebilir.
Karma hayat sigortasinda da teminat 6liim yilinin sonunda 6deniyorsa kesikli, 6lim

aninda 6deniyorsa siirekli lirtin olarak iki kategoriye ayrilmaktadir.

x yas icin diizenlenmis, sigortalinin x ile x + n yaslar1 arasinda 6lmesi durumunda 6liim
yilinin sonunda yakinlarina, x + n yasinda hayatta ise kendisine bir birim tazminat

ddemesinin yapildigi n yillik karma hayat sigortasinin net tek primi A,.,,) ile gosterilir ve

su sekilde ifade edilir;
n-1

Aym) = A}C:n] + nEx = Z VI G + V™ s
k=0

x yasindaki bir sigortali i¢in diizenlenmis, bir birimlik 6liim teminatinin 6liim aninda,
yasam teminatinin ise vade sonunda 6dendigi n yillik karma hayat sigortasinin net tek

primi A,.,,; ile gosterilir ve;

n
A_x:n] = A}C;n] + nEy = f e Pl redt + V™
0

esitligi ile hesaplanir.
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4.3. Coklu Yasam Durumunda Anniiite ve Sigorta Uriinlerinin Net Tek Primleri

Sigorta sektoriinde, tekli hayatin yani sira ¢oklu hayat uygulamalarina da sik¢a yer
verilmektedir. Son yillarda aktiierya bilimlerinde oldukga popiiler hale gelen, birden fazla
bireyin sigortalanmasi durumunun ele alindigi iriinler ¢oklu hayat Grlnleri olarak

adlandirilir.

Polige sahipleri tarafindan ¢oklu hayat tiriinlerinin tercih edilmesinin sebebi, eslerden biri
oldiigiinde, hayatta kalan esin gelecekteki yasamini garanti altina alma istegidir.
Boylelikle bireyin sahip oldugu refah diizeyinin devamliligi amacglanmaktadir. Tek
kisinin sigortalanmasina yonelik olusturulan driinlere benzer olarak ¢oklu hayat

urtnlerinde de donemsel, tam hayat, karma hayat vb. gibi police tirleri diizenlenmektedir.

Coklu yasam durumunda anniiite ve sigorta tirlinleri, birlesik ve son yasayan durumlari
icin ayr1 olarak diizenlenmektedir. Birlesik yasam durumunda 6demeler, yasayan bireyler
arasinda ilk 6liim gerceklesinceye kadar yapilirken, son yasayan durumunda yasayanlarin

en sonuncusunun 6limine kadar devam etmektedir.

Birlesik yasam durumunda gelecek yasam siireleri birbirinden bagimsiz x ve y
yaslarindaki iki birey icin diizenlenmis anniiite ve sigorta lirlinlerinin net tek primleri

asagidaki esitlikler yardimiyla hesaplanmaktadir.
Kesikli:

= Tam hayat annuitesi

[ee]
éixy = Z vttpxy
t=0
= Donemsel hayat annditesi
n
éixy:n] = Z vttpxy
t=0

* Tam hayat sigortasi

oo

— k+1
Axy - Z v leIxy

k=0
* Ddnemsel hayat sigortasi

n-1

— k+1
Axly:n] - Z v quxy
k=0
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» Karma haya sigortasi

Axy:n] = Axlym] + nExy

Burada, ,Eyy, = v" ,Dxy = V" nPx nPy bigiminde olup yasam durumunda sigortanin net

tek primini géstermektedir.

Surekli:

= Tam hayat annuitesi
Ayy = f e‘attpxy dt
0
= Ddénemsel hayat annditesi
n
C_lxy:n] =j e_&tpxydt
0

» Tam hayat sigortasi

co

A_xy = f e_&tpxy.ux+t:y+tdt
0

* Donemsel hayat sigortast

n

A_xly:n] =je_8ttpxyux+t:y+tdt
0

= Karma hayat sigortasi

n
Axy:n] = /Txly:n] + nExy = f e_&tpxy.ux+t:y+tdt +v" nPxy
0

Benzer sekilde, son yasayan durumunda gelecek yasam siireleri birbirinden bagimsiz x
ve y yaslarindaki iki birey i¢in diizenlenmis anniiite ve sigorta iirlinlerinin net tek primleri

asagidaki esitlikler yardimiyla hesaplanmaktadir;
Kesikli:

= Tam hayat annditesi

o)

.. _ t e .o ..
aw—z:v tpw—ax+ay—axy
t=0
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= Donemsel hayat annuitesi
n
.. _ t e .. _ ..
Axy.n] = Z V'tPxy = QAxm) + QAy:n| Axy:n)
t=0

* Tam hayat sigortasi

Azy = z VL g5y = Ay + Ay — Ay
k=0
= Dodnemsel hayat sigortasi
n-1
— k+1 _ _
Am = Z VT ey = Ay A~ Al
k=0

= Karma haya sigortasi

AW:n] = Axly:n] + nEW = Ax:n] + Ay:n] - Axy:n]

Burada, ,Ez; = v" ,pxy biciminde olup yasam durumunda sigortanin net tek primini

gostermektedir.
Surekli:

= Tam hayat annuitesi

o)

— _ _6‘t _ = —_ —
aw—fe tPxy At = Ay + Ay, — Ayy
0
= Doénemsel hayat anniitesi

n

dﬁ:n] = ] e_&tpﬁ dt = C_lx:n] + ay:n] - axy:n]
0
* Tam hayat sigortasi

oo

Ary = f e % ey Wrryeedt = A, + A, — 4,
0
* Ddnemsel hayat sigortasi

n

= f e_gttpﬁ .ux+t:y+tdt = A}C:n] + A}l,:n] - Axly:n]
0

1
xym|
» Karma hayat sigortasi

Aﬁ:n] = Al + nEW = Ax:n] + Ay:n] - Axy:n]

xy:n]
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Sonug olarak, son yasayan durumunda olusturulan anniiite ve sigorta {iriinlerinin net tek
primleri, tekli ve birlesik yasam durumunda olusturulan anniiite ve sigorta iiriinlerinin net

tek primleri kullanilarak hesaplanabilmektedir.

4.4. Tekli ve Coklu Yasam Durumlarinda Net Yillik Primler

Sigorta triinlerine iligkin net yillik primler aktiieryal denge esitligi dogrultusunda
belirlenmektedir. Bu esitlik yardimiyla net yillik prim tutar, sigortacinin
yukiimliliigiiniin bugiinkii degerinin sigortalinin yiikiimliiliigliniin bugiinkii degerine
esitlenmesi sonucunda hesaplanmaktadir. Net yillik primlerin elde edilisi tekli ve ¢coklu
yasam durumlarinda oldukg¢a benzer bir yapiya sahiptir. Her iki durumda da sigortalinin
O0demekle yiikiimlii oldugu prim tutar1 aktiieryal denge esitligi esas alinarak, sigorta
urdnlerinin net tek primlerinin anniiite iriinlerinin net tek primlerine oranlanmasiyla
bulunmaktadir. Tezde kullanilacak olan net yillik prim formiilleri Cizelge 4.1. ve Cizelge

4.2.°de 6zetlenmistir.

Cizelge 4.1. Tekli Yasam Durumunda Net Yillik Primler

Donemsel Hayat Sigortasi ~ Karma Hayat Sigortasi
1 x:n|
el p, =_xn Po ==
Kesikli £l F. X Cyx:n]
_ _1. = A_x:n]
Surekli Pll = _x.n] Px:n] = a
x:n] Qo) x:n]

Cizelge 4.2. Coklu Yasam Durumunda Net Yillik Primler

Birlesik Yasam Durumu Son Yasayan Durumu
Donemsel Hayat Karma Hayat Donemsel Hayat Karma Hayat
Sigortasi Sigortasi Sigortasi Sigortasi
Kesikli _ xly:n] I Axy:n] A%:n] = Aﬁ:n]
1= xyml = 5 P, === xyml = G
xy:n]| Ayym] xy:n| xy:n| lixy.n] xXy:n|
Surekli A Ay A 1 Axy.
— : 5 y:in] . ) xy:m]
P, =—m Pr=— P, =-—2n Peym =2
xy:n]| Axy:m] xy:n| x| dﬁ:n] xy:n|
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5. BAGIMLILIK DURUMUNDA ANNUITE VE SIGORTA
URUNLERININ FIiYATLANDIRILMASI

Bu bélimde ilk olarak, kurulan modelin giivenilirligi parametrik ve parametrik olmayan
tahmin yontemleri araciligiyla gosterilecektir. Ardindan, bireylerin marjinal ve birlesik
yasam olasiliklar1 s6z konusu modele gore analitik olarak elde edilecektir. Burada,
birlesik yasam olasiliklar1 kadin ve erkek bireylerin gelecek yasam siirelerinin bagimli ve
bagimsiz oldugu varsayimina dayanarak hesaplanacaktir. Son olarak, kesikli ve surekli
hayat trinlerine iliskin net tek prim ve net yillik prim tutarlar1 elde edilecektir.
Hesaplamalarda kullanilan parametre degerleri, Zhang ve Brockett [1] tarafindan sunulan
calismadan alinmistir. Teze iligskin tiim hesaplamalar Matlab ve Wolfram Mathematica

programinda gerceklestirilmistir.

5.1. Parametrik Olmayan Tahmin Ydntemleri

5.1.1. Tek Degiskenli Yasam Fonksiyonunun Kaplan-Meier Tahmini

Yasam analizlerinde, yapilan tahmine yonelik 6nemli ¢ikarimlar elde edilmesini saglayan
parametrik ve parametrik olmayan yontemler kullanilmaktadir. Parametrik olmayan
yontemlerde, arastirmacinin calismasina konu olan veriye iliskin bir dagilhim
varsayiminda bulunmas1 gerekmemektedir. Dolayisiyla cesitli alanlarda kullanim imkam

sunan bu yaklasimlar, veri analizlerinde siklikla tercih edilmektedir.

Parametrik olmayan yontemlerden biri olan Kaplan-Meier tahmini, giiniimiizde yasam
analizleri ile ilgili yapilan bir¢ok c¢alisma i¢in 6nemli bir kaynak teskil etmektedir.
Carpim-Limit tahmini olarak da bilinen bu yontem 1958 yilinda Edward L. Kaplan ve
Paul Meier [76] tarafindan gelistirilmistir. Kaplan-Meier tahmini, yasam verilerinden
marjinal yasam fonksiyonunun tahmin edilmesinde kullanilan parametrik olmayan bir
yontemdir [76]. Bilgisayar kullaniminin yayginlasmasi sonucunda bu yontem zamanla

kiigiik, orta ve biiyiik 6rneklemler igin kullanilir hale gelmistir [77].

Analizi yapilan olaym (kanser teshisi konulan bir kisinin hastaliginin niiks etmesi,
elektronik bir cihazin bozulmasi, sirketin iflas etmesi, hayat sigortasina sahip bir bireyin
6lmesi vb.) zaman i¢indeki gelisimini ifade eden Kaplan-Meier tahmini, uygulanabilirlik
yoniinden basit olmakla beraber nispeten etkili sonuglar saglamaktadir. Kaplan-Meier
yonteminde her gozlem zamani ig¢in ilgilenilen olayin gerceklesme olasiligi tahmin

edilmektedir. Analiz sonucunda elde edilen tahmini yasam olasiliklar1 bir grafige
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dokiildiigiinde basamak fonksiyonu seklinde goziikmektedir. Bunun sebebi, gézlem
stiresi boyunca olayin ortaya ¢ikma olasiliginin degismez kabul edilmesi ve ayrica takip
edilen zamanlarda olaymn gerceklesme olasiliginin bir oncekinden bagimsiz olarak
degerlendirilmesidir. Boyle bir ¢alisma insan yasamina yonelik 6liim olasiliklarinin
gelisimini incelemek i¢in yapildiginda, goézlemlenen siire icinde O6lim olasiliginin
degismedigi varsayilarak, her 6liim zamani ayr1 incelenmekte ve ardisik 6liim zamanlari

arasinda vefat durumunun olmadigi diistiniilmektedir.

Kaplan-Meier yonteminin yasam analizlerinde uygulanmasi i¢in asagidaki varsayimlari

karsilamas1 gerekmektedir;

* Analizin yapilacagi periyodun baslangic ve bitis tarihi belli olmalidir.

* Bireylerin ¢alismaya dahil oldugu tarih bilinmelidir.

* Arastirmaya konu olan olayin gozlem siiresi i¢inde gerceklesip gerceklesmedigi
bilinmelidir. Eger gerceklestiyse ortaya ¢ikma zamanmin da mevcut olmasi

gerekmektedir.

Bu tezde yasam analizi Edward Frees ve Emiliano Valdez araciligiyla Society of
Actuaries - SOA tarafindan saglanan Kanada sigorta verileri izerinden yapilmistir. S6z
konusu veri seti 29 Aralik 1988 ile 31 Aralik 1993 tarihleri arasinda yapilan 14947 adet
birlesik ve son yasayan anniiite sozlesmesinden olugsmaktadir. Ciftlerin satin almis oldugu
her iiriin i¢in s6zlesme baslangic tarihi bilinmektedir. S6zlesmeler, her iki sigortalinin
dogum tarihini ve gozlem siiresi i¢inde ciftlerden herhangi birinin 6lmesi durumunda
6lim tarihini icermektedir. Dolayisiyla, Kaplan-Meier tahmininin yapilabilmesi igin

yukarida ifade edilen varsayimlar bu veri seti i¢in saglanmaktadir.

Kaplan-Meier tahminini uygulamadan 6nce veri setinde bazi kisitlamalara gidilmistir.
Analizde, 1910 ile 1925 yillar1 arasinda dogan ve yas farki besden biiyiik olmayan g¢iftler
dikkate alinmistir. Boylece farkli yas gruplari arasindaki 6liim egilimlerinin zaman
icindeki gelisimi incelenmis, ayrica bu farktan kaynaklanan olasi degisiklikler hesaba
katilmistir. Veri setindeki ¢ift sayisinin kisitli olmasi nedeniyle kohort etkisi analize dahil
edilmemistir. Son olarak ayni cinsiyetli evliliklerin ¢ikarilmasiyla gézlem sayis1 7270
cifte indirgenmis ve analizler bu 6rneklem {izerinden gerceklestirilmistir. Veri setine

iliskin 6zet istatistikler Cizelge 5.1. ve Cizelge 5.2.”de sunulmustur.
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Cizelge 5.1. Kisi Sayilar

Erkek Kadin
Olen kisi say1s1 967 377
Yasayan kisi sayis1 7670 7417
Toplam 8637 7794

Cizelge 5.2. Toplam Cift Sayist

Dogum Y1l (Kadn)
1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923 1924 1925
1910 13 11 14 9 20 15 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1911 12 19 25 20 26 24 14 11 0 0 0 0 0 0 0 0
1912 4 16 18 34 26 40 23 23 10 0 0 0 0 0 0 0
1913 10 12 23 27 36 56 37 56 26 13 0 0 0 0 0 0
1914 1 15 6 23 45 48 52 51 59 56 22 0 0 0 0 0
1915 1 6 19 19 40 66 84 60 64 67 74 27 0 0 0 0
ﬁ:\ 1916 0 2 14 10 44 47 71 51 76 74 68 56 42 0 0 0
E 1917 0 0 0 14 15 25 44 72 76 86 83 76 47 30 0 0
:; 1918 0 0 0 1 10 16 39 57 68 77 112 104 71 61 38 0
gﬂ 1919 0 0 0 0 5 18 28 31 36 64 84 116 76 95 71 26
1920 0 0 0 0 0 6 17 29 51 85 118 136 105 96 101 83
1921 0 0 0 0 0 0 10 15 26 35 83 114 128 89 119 101
1922 0 0 0 0 0 0 0 7 15 28 55 78 110 129 87 99
1923 0 0 0 0 0 0 0 0 7 14 34 50 49 98 105 107
1924 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11 23 36 27 60 91 96
1925 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 24 22 39 48 102

Genel olarak, S(t) yasam fonksiyonunun Kaplan-Meier tahmini asagidaki Carpim-Limit

formiilii yardimiyla hesaplanmaktadir;
o n;
i:tist

Burada; n;t; zamanina kadar yasadigi bilinen kisi sayisini, d; ise t; zamaninda
gerceklesen Olim sayisint gostermektedir. Bu formiil ayn1 zamanda kisinin gelecek

yasam sliresini gosteren T rastgele degiskeni yardimiyla asagidaki bicimde ifade

edilebilir;
$(t) = 1_[13(T > 4T = 1)

Burada t anina kadar yasadigi bilinen bir bireyin t; — t yil kadar yasamasi olasiligina
karsilik gelen P(T > t;|T > t) ifadesi tek degiskenli Kaplan-Meier tahmini olarak

bilinmektedir.
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Calismamizda ciftlerin dogum yillarinin 16 yillik bir donemi kapsamasi ve gozlem
stiresinin bes yil olmasindan dolayr hem erkek hem de kadin bireylere iliskin tahmini
yasam olasiliklar1 21 yi1l i¢in elde edilmistir. Kaplan-Meier tahmini, baslangi¢ yasi her iki

cinsiyet icin de 63 yas oldugundan kosullu olarak hesaplanmstir.

Cizelge 5.3. hem erkek hem de kadin bireylere iliskin marjinal yasam olasiliklarinin

Kaplan-Meier tahmini sonucunda elde edilen degerlerini gostermektedir [1];

Cizelge 5.3. Kaplan-Meier Marjinal Yasam Olasiliklar1

Erkek Kadm Erkek Kadin Erkek Kadn
tPe3 tDe3 t tPe3 tPe3 t tPe3 tPe3

0,968 0,998 7 0,886 0,967 14 0,742 0,898
0,960 0,996 8 0,870 0,959 15 0,718 0,884
0,946 0,994 9 0,856 0,946 16 0,690 0,864

0,936 0,989 10 0,837 0,938 17 0,650 0,846
0,926 0,986 11 0,817 0,930 18 0,618 0,806
0,910 0,980 12 0,792 0,917 19 0,558 0,791
0,898 0,975 13 0,766 0,908 20 0,492 0,767

o Ul A~ WN P O

Erkek bireylerin marjinal yasama olasiliklarinda kadin bireylere kiyasla zaman iginde
daha hizli bir azalis oldugu goriilmektedir. 63 yasinda oldugu bilinen erkek bireyin bir yil
yasamasi olasilig1 0,960 iken ayni1 yastaki kadin i¢in bu oran 0,996 olarak hesaplanmistir.

Erkek ve kadin bireylere iligkin marjinal yasam olasiliklarinin Kaplan-Meier tahminleri
Sekil 5.1. ve Sekil 5.2.°de gosterilmistir [1].

0.7

0.6

05

0.4

65 70 75 80
Sekil 5.1. Erkek Bireylerin Marjinal Yasam Olasiliklarinin Kaplan-Meier Tahmini
(%95 giiven araliginda)
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Sekil 5.2. Kadin Bireylerin Marjinal Yasam Olasiliklarinin Kaplan-Meier Tahmini
(%95 giiven araliginda)

Her goézlem siiresinin ayr1 olarak degerlendirilmesi ve belirlenen zaman araliginda
herhangi bir 6liimiin gergeklesmedigi varsayimi, Sekil 5.1. ve Sekil 5.2.’den de goriildiigii
tizere, her iki cinsiyet i¢in hesaplanan tahmini yasam olasiliklarinin merdiven seklinde
gbziikmesine neden olmustur. Bunun yani sira, kadin bireylerin yasama olasiliklarinin

erkek bireylere kiyasla daha yiiksek oldugu net bir sekilde goriilmektedir.

5.1.2. ki Degiskenli Yasam Fonksiyonunun Dabrowska Tahmini

Son yillarda ¢ok degiskenli yasam fonksiyonunun tahminine yonelik bircok calisma
gerceklestirilmistir. Iki degiskenli yasam fonksiyonunun Kaplan-Meier tahmini olarak da
bilinen ve bu alanda 6ncii olarak degerlendirilen ¢alisma, 1988 yilinda Dabrowska [78]
tarafindan sunulmugtur. Dabrowska [78] ¢alismasinda, iki degiskenli yasam
fonksiyonunun tahminini Carpim-Integral gdsterimini kullanarak parametrik olmayan bir

yaklagimla ifade etmistir. Dabrowska tahmininin genel ¢ergevesi asagidaki gibidir;

(22, F, P) olasilik uzayinda taniml ve negatif olmayan T = (T, T,) rastgele degisken ¢ifti
verilsin. Iki degiskenli birlesik yasam fonksiyonu ve vektor degerli kiimiilatif tehlike

fonksiyonu sirasiyla su sekilde ifade edilmektedir;
S(s,t) =P(T; >s5,T, >1t)

A(s,t) = (A10(5; t), N1 (s, t), A11 (s, t))

Burada;

P(T, €ds, T, €dt) S(ds,dt)

Aui(ds, dt) = P >sT,>t) SG,t)
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P(T,€ds, T, >t)  S(ds,t)

A = = —
wldS ) = Fa == = 560
P(T, >s,T, € dt S(s,dt
Aoy (s, de) = (Ty 2€dt) (_ _)
P(T, >s,T, > t) S(s—,t7)
ve baglangi¢ kosullari,

A1o(0,t) = Ap1(s,0) = A11(0,0) =0
seklindedir.

T, = s~ ve T, =t~ olmast durumunda iki basarisizligin da ger¢eklesmesi olasiligl A4,
ile ifade edilirken birinci basarisizligin gerceklesmesi olasilig1 A4, ikinci basarisizligin

gerceklesmesi olasiligi ise A, ile gosterilmektedir.

Buradan hareketle, S(s,t) birlesik yasam fonksiyonun Carpim-integral gésterimi

kiimiilatif tehlike fonksiyonlar1 cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir;

S(s,t) = 1_[(1 — Ayo(du, 0)) 1_[(1 — Ao1(0,dv)) x 1_[(1 — L(du, dv))

V<t

Burada;
O=uy < <uy=s50=v, < <v, =tolmak lzere;

Ao(du, v )Ny (u™, dv) — A1 (du, dv)
{1 = A10(Au, v)HL — Agy(u™, Av)}

1_[(1 — L(du, dv)) = max|ulii—%_1|—>o l_[ (1 —L ((ui_l,ui] X (vj_l, vj])>

Uus<s ij
v<t max|vj—vj_1|—>0 J

L(du,dv) =

L ((ui_l, ui] X (Vj_l, UJ]) = L(ui, v]) - L(ui_l, U]) - L(ui, vj—l) + L(ui_l, vj—l)

[t - Aot 00) = 55,0

uss

1—[(1 — 7g1(0,dv)) = 5(0,¢)

vt
Diger taraftan;

_ S(u,v7)
1 —Alo(du,v ) = P(Tl > uITl > u,Tz > U) = m

56



Stu=,v)
1—-Ay;(u—,dv) =P(T, >v|Ty 2 u,T, =v) =:§ZE:T;:3
1-— All(du, dv) = (1 - Alo(du, 17_)) + (1 - AOl(u_, dv)) - P(Tl > u, T2 > U|T1 > u, T2 > 17)

_ SwvT)  Sw,v) S(u,v)
- S(um,v) + S(u=,v7) B Stu=,v7)

olarak yazilabileceginden;

P(T, >u, T, >v|T, 2u,T, =2 v) _Sw,v)S(w™,v7)

1— L(dw, dv) = -
(dw,dv) = S ST S uT, = V)P, > viT, S uTy = v) S, v )Sa,v)

seklinde diizenlenebilir.

Sonug olarak S(s, t) birlesik yasam fonksiyonun formiilii asagidaki sekilde yazilabilir;

B S(tu,v7) Stu=,v) Su,v)S(u=,v")
SGs,0) = BS(u‘,v‘) . S(u=,v") % L 1S, v7)S(u™,v)

vst
Burada, ilk iki ¢arpan marjinal yasam olasiliklarini ifade ederken son carpan marjinal

yasam olasiliklart verildiginde T; ve T, rastgele degiskenleri arasindaki bagimlilig

karakterize etmektedir.

Yapilan tanimlamalar dogrultusunda Dabrowska tahmin edicisi asagidaki sekilde ifade

edilmektedir;

$(s,t) = $(s,03(0, ) 1_[ (1 - L, av))

o<uss

o<v<t

Burada;
S‘\(S, 0) = n (1 - T\lo(Au, O))

Uss
S(O, t) = n (1 - 7\01(0, Av))

vst
R Ao(Aw, v ) Ay, (U™, Av) — Ay (Au, Av
£ ) — MooV Roy (07, A) — By (A, Av)

{1 A0, v )1 — Ay (u™, Av)}

ve $(s,0) ve $(0, t) tek degiskenli Kaplan-Meier tahminine karsilik gelmektedir. Ayrica,
Au =u —u~ olmak Uzere u ile u~ zamanlar1 arasinda gegen siireyi gostermektedir.
Dabrowska tahmininde basarisizlik, 6liim olaymin gerceklesmesi olarak diistintilebilir.

Bu durumda, birinci bireyin u~, ikinci bireyin ise v~ zamanma kadar yasadigi
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bilindiginde A, (Au, Av) ifadesi iKi bireyin (u, v) noktasinda 6lmesinin tahmini kiimiilatif
tehlike fonksiyonu iken A, ,(Au, v™) ve Ay, (u~, Av) ifadeleri sirastyla birinci bireyin u
noktasinda 6lmesinin tahmini kiimiilatif tehlike fonksiyonu ve ikinci bireyin vV noktasinda

6lmesinin tahmini kiimulatif tehlike fonksiyonudur.

Bu tez ¢alismasinda, giftler iizerinden yapilan yagsam analizinde hem erkek hem de kadin
bireylerin gozlemlenmeye basladigi tarihte minimum yas1 63 yas oldugundan yasam
olasiliklar1 kosullu olarak tahmin edilmistir. TX kadm bireyin gelecek yasam siiresini
(6liim zamanini) gosteren rastgele degisken, TE erkek bireyin gelecek yasam stresini
gosteren rastgele degisken olsun. Bu durumda analizde kullanilacak kosullu birlesik

yasam fonksiyonunun Dabrowska tahmini asagidaki sekilde ifade edilebilir [1];

P(TE > 5, TX > t|TF > 63,TX > 63) = P(TE > s|TF > 63)P(TK > t|TX > 63)

x 1_[ (1 - L(aw AvITE = 63,7% 2 63))

o<uss
o<vs<t

Ek olarak,
H(u v|TE > 63,TK > 63) = H (1 — L(Au, AV|TE > 63,TK > 63))
o<uss

0<vst

seklinde tanimlansin.

Burada, H(u, v|TE > 63, TX > 63) ¢arpaninin bire esit olmasi erkek ve kadin bireylerin
gelecek yasam siirelerinin birbirinden bagimsiz oldugu anlamina gelmektedir. Ciftlerin

gelecek yasam siirelerinin arasinda bagimlilik s6z konusu ise bu ¢arpan birden biiyiik

degerler almaktadir.

Cizelge 5.4.’de analiz sonucunda ulasilan H(u, v|TE > 63,TX > 63) ¢arpanina iliskin

degerler verilmistir.

Cizelge 5.4. H(u, v) Carpani

Kadin

s\t 0 1 2 3 4 >5

0 1 1 1 1 1 1

1 1 1,00084 1,00104 1,00156 1,00216 1,00222
é 2 1 1,00094 1,00243 1,00376 1,00435 1,00521
o |3 1 1,00149 1,00328 1,00652 1,00767 1,00910

4 1 1,00162 1,00340 1,00662 1,00941 1,01110

>5 1 1,00188 1,00366 1,00700 1,01025 1,01495
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Hesaplamalar, kullanilan veri setine bagl olarak ampirik bir sekilde yapilmistir. S6z
konusu veri setinde 29 Aralik 1988 ile 31 Aralik 1993 tarihleri arasindaki bes yillik siire
icinde meydana gelen Oliim bilgileri yer aldigindan, olast 25 durum igin analiz
gerceklestirilmistir. Veri setinin sagdan sansiirlii olmas1 nedeniyle, gdzlem suresi
bittikten sonra takip edilen yillar i¢in besinci yildaki 6liimliiliikk oranlar1 kabul edilmistir.
Birlesik yasam olasiliklart bu varsayim dogrultusunda hesaplanmistir. Ciftlerin gelecek
yasam siirelerinin bagimsizlig1 varsayimi altinda hesaplanan 6liim olasiliklari ile veriden
elde edilen gergeklesen Oliim sayilarinin dikkate alinarak hesaplandigi birlesik 6lim
olasiliklar1 eslestirilmistir. Bu hesaplama sonucunda ortaya c¢ikan negatif fark, ciftler
arasinda pozitif yonde bir iliskinin oldugunu géstermektedir [42]. Yapilan hesaplamalarin
sonucunda her gdzlem araligma karsilik gelen H(u,v|TE = 63,TX > 63) ¢arpaninin
birden biiyiik bir deger aldig1 goriilmiistiir. Bu durum, ¢iftlerin gelecek yasam siirelerinin
birbiriyle bagimli oldugu anlamina gelmektedir. Diger taraftan, Cizelge 5.4.°e
bakildiginda zaman ilerledik¢e satir ve siitunlardaki ¢arpan degerlerinin yani ciftler

arasindaki bagimlilik diizeyinin de arttig1 goriilmektedir.

5.2. Parametrik Tahmin Yodntemleri

Yasam analizlerinde parametrik olmayan yontemlerin yani1 sira parametrik yaklagimlarin
benimsendigi yontemler de kullanilmaktadir. Bu yontemlerde arastirmaya konu olan veri
parametrik bir sekilde modellenmektedir. Parametrik tahmin yontemlerinin kullanildig:

caligmalarda verinin bir dagilima uydugu diisiiniilerek analiz yapilmaktadir.

Bu tez ¢aligmasinda, iki degiskenli yasam fonksiyonunun parametrik tahmini, zamanla
degisen Brown hareketi kullanilarak gergeklestirilmistir. Parametrik olmayan Kaplan-
Meier tahmini kullanilarak hesaplanan marjinal yasam olasiliklari, Luciano ve Vigna‘nin
[35] benimsedigi metodoloji referans alinarak, analitik yasam fonksiyonunun elde
edilmesi asamasinda girdi olarak kullanilmistir. G6zlemlenen siire igerisinde her iki
cinsiyet icin de 63 yas veri setinin minimum yasina karsilik geldiginden hesaplamalarda

baslangic yas olarak kabul edilmistir.

Kaplan-Meier tahmini sonucunda 63 yasindaki erkek bireyin bir yil yagamasi olasiligi
0,968, 63 yasindaki kadin bireyin bir y1l yasamasi olasilig1 ise 0,998 olarak bulunmustu.
Buradan hareketle, ilk olarak hem erkek hem de kadin bireye karsilik gelen ve anlik 6liim
hizlarinin baslangi¢ noktasini gosteren X, degeri sirasiyla asagidaki sekilde elde

edilmistir;
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XE = uE,(0) = — In(0,968) = 0,032523191
XX = 1K, (0) = — n(0,998) = 0,0020020026

Hesaplamalarda kullanilan {a?, a¥, b, 6, 0%} parametre kiimesi, Zhang ve Brockett [1]
tarafindan simiilasyon yoluyla tahmin edilmistir. Parametre tahmini, iki degiskenli yagam
fonksiyonunun Dabrowska tahmini ile analitik yasam fonksiyonunun tahmini arasindaki

hata kareler toplam1 minimum olacak sekilde yapilmistir [1].

Parametrik tahmin yontemi ile parametrik olmayan tahmin yontemi arasindaki tutarsizligi
6l¢mek amaciyla, analizde ¢iftler i¢in olas1 yas kombinasyonu (83-63+1) x (83-63+1) =
441 adet oldugundan MAPE degeri (ortalama mutlak hata toplami) bu noktalarda
hesaplanmigtir. MAPE istatistigi,

n ~
_ 1 |Yt - Ytl
MAPE =— ) ———— 100
n Y:
t=1
formiilii yardimiyla hesaplanmaktadir. Burada, Y, gerceklesen degerler iken Y, tahmin

edilen degerlerdir.

MAPE, tahmin hatasin1 gergek degerin ylizdesi olarak ifade etmektedir. Dolayisiyla, tek
basina tagimis oldugu anlam sayesinde uygulamalarda diger yontemlere kiyasla daha ¢ok
tercih edilmektedir. Buradan hareketle, Dabrowska tahmini ile bu ¢alismada yapilan
tahmin arasindaki farkin MAPE degeri hesaplanmis ve sonucun yalnizca %5,95 oldugu
goriilmiistiir. Bu sonu¢ modelin giivenilir oldugunu ortaya koymakla beraber, aktuerya

alaninda ¢oklu hayat iiriinlerinin fiyatlandirilmasina yonelik uygulama imkani sunmustur.

Simiilasyon sonucunda ulasilan parametre tahmin degerleri asagidaki Cizelge 5.5.’de

verilmistir [1].
Cizelge 5.5. Parametre Tahmini

‘ af ak b of o¥

Tahmin edilen deger ‘ 0,38 0,23 0,00004 0,004 0,0037

Cizelge 5.5.’de of parametresinin tahmin edilen degerinin X parametresine gére daha
bliyiik oldugu goriilmektedir. Bu durum, kadin bireylerin 6liim hizinin erkek bireylere
kiyasla daha yavas oldugu anlamia gelmektedir. Diger taraftan, af ve a® parametreleri
arasindaki biyiiklik iliskisine bakildiginda, kadinlar i¢in tahmin edilen degerin

erkeklerin tahmini degerinden daha diisilk oldugu goriilmektedir. Buradan, kadin
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bireylerin birlesik yasam durumunda erkeklere kiyasla daha az bagimli bir gelisim

gosterdigi yorumu yapilmaktadir.
5.3. Marjinal ve Birlesik Yasam Olasiliklarinin Hesaplanmasi

Marjinal yagam olasiliklari, tahmin edilen parametre degerlerinin (3.17) esitliginde yerine
yazilmasi sonucunda elde edilmistir. Ayrica, hesaplamalarda Luciano vd. [42] tarafindan
sunulan ¢alismadaki metodoloji benimsenmistir. Bagimsizlik durumunda kadin ve erkek

bireylere karsilik gelen marjinal yasam olasiliklar1 asagidaki Cizelge 5.6.’da verilmistir.

Cizelge 5.6. Marjinal Yasam Olasiliklar1 (Bagimsiz)

t PE3 tPE3 t D3 D3

1 0,942914  0,951939 | 11 0,899955 0,908597
2 0,940500 0,949520 | 12 0,890955 0,899510
3 0,937876  0,946876 | 13 0,879955 0,888404
4 0,934972  0,943946 | 14 0,866205 0,874523
5 0,931731  0,940675 | 15 0,848527 0,856675
6 0,928088 0,936998 | 16 0,824957 0,832878
7 0,923960 0,932831 | 17 0,791958 0,799562
8 0,919244  0,928070 | 18 0,742460 0,749590
9 0,913803 0,922578 | 19 0,659964 0,666302
10 0,907456  0,916169 | 20 0,494973 0,499726

Bagimlilik durumunda kadin ve erkek bireylere karsilik gelen marjinal yasam olasiliklar

Cizelge 5.7.”de verilmistir.

Cizelge 5.7. Marjinal Yasam Olasiliklar1 (Bagimli)

t tPes tPés t tPes tPés

1 0,945335 0,951950 11 0,902333 0,908650
2 0,942953  0,949554 | 12 0,893309 0,899563
3 0,940335 0,946917 13 0,882281 0,888457
4 0,937429  0,943992 14 0,868494 0,874575
5 0,934184 0,940724 | 15 0,850770 0,856726
6 0,930533 0,937047 | 16 0,827138 0,832928
7 0,926397 0,932883 | 17 0,794052 0,799610
8 0,921669 0,928122 | 18 0,744424 0,749635
9 0,916216  0,922629 | 19 0,661710 0,666342
10 0,909852 0,916222 | 20 0,496282 0,499757

Cizelge 5.6. ve Cizelge 5.7.’ye bakildiginda, bagimsiz durumda bireylerin yasama
olasiliklarinin bagimlilik durumunda elde edilen yasama olasiliklarindan daha diisiik
oldugu goriilmektedir. Yani, bireyler arasindaki bagimlilik yapisinin dikkate alinmasiyla

marjinal yasam olasiliklarinda artis meydana gelmektedir.
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Son olarak, 63 <t; <83 ve 63 <t, <83 olmak Uzere (3.20) esitligi kullanilarak
bagimhlik durumundaki P(T® > t;,TX > t,|T¥ > 63,TK > 63) birlesik yasam
olasiliklar1 hesaplanmustir. Cizelge 5.8’de bireylerin gelecek yasam siirelerinin bagimli

ve bagimsiz varsayilmasi sonucunda elde edilen birlesik yasam olasiliklari verilmistir.

Cizelge 5.8. Birlesik Yasam Olasiliklari

Bagimh Bagimsiz Bagimli Bagimsiz
t tpgél:(ss tpgél:(GS t tpgél:iss tpgélz{es
1 0,938858  0,897597 | 11 0,848872 0,817697
2 0,928648  0,893024 | 12 0,835768 0,801423
3 0,919849  0,888052 | 13 0,820551 0,781756
4 0,911826  0,882563 | 14 0,802533 0,757517
5 0,904042  0,876456 | 15 0,780680 0,726912
6 0,896268  0,869616 | 16 0,753338 0,687089
7 0,888250  0,861899 | 17 0,717367 0,633220
8 0,879784  0,853123 | 18 0,666710 0,556541
9 0,870550  0,843054 | 19 0,587157 0,439735
10 0,860338  0,831383 | 20 0,436072 0,247351

Cizelge 5.8’den goriildiigi Uzere, bireylerin bir yil birlikte yasamalar1 olasilig1 gelecek
yasam siireleri bagimli varsayildiginda 0,938858 iken bagimsiz varsayildiginda
0,897597°dir. Sonug olarak, bireyler arasindaki bagimlilik yapisinin degerlendirilmesi
birlikte gegirecekleri zamanin uzunlugunu etkilemekte ve bagimsiz duruma kiyasla daha

uzun sureli olmaktadir.
5.4. Kesikli Hayat Anniiitesi ve Hayat Sigortasi Uriinlerine iliskin Hesaplamalar

Elde edilen yasam olasiliklarina bagli olarak, kesikli hayat Grlinlerinin net tek prim ve net
yillik prim tutarlari, Boliim 4°teki formiiller kullanilarak hesaplanmistir. Hesaplamalarda
yillik efektif faiz oram (i) %3 alinmistir. Oncelikle Cizelge 5.6’daki marjinal yasam
olasiliklar1 kullanilarak, tekli yasam durumunda anniiite ve sigorta iirlinlerinin net tek

primleri elde edilmistir.

Cizelge 5.9. Tekli Yasam Durumunda Net Tek Primler (Kesikli)

’ d63:20] A613:20] Eg3:201 A63:201
Kadin 13,581993 0,326283 0,274054 0,600338
Erkek 13,702758 0,320095 0,276686 0,596781

Ardindan donemsel ve karma hayat sigortasina iliskin net yillik prim tutarlar

hesaplanmustir.
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Cizelge 5.10. Tekli Yagam Durumunda Net Y1illik Primler (Kesikli)

‘ P613:20] P63:20]
Kadin 0,024023 0,044201
Erkek 0,023359 0,043551

Cizelge 5.10.’a bakildiginda erkek bireylerin donemsel ve karma hayat sigortasinda
O0demekle yiikiimlii oldugu net yillik prim tutarinin kadin bireylere kiyasla daha diisiik

oldugu goriilmektedir.

Coklu yasam durumunda ise bireylerin gelecek yasam siirelerinin bagimli ve bagimsiz
oldugu her iki durum igin hesaplamalar gergeklestirilmistir. Bu dogrultuda Cizelge
5.8’deki birlesik yasam olasiliklar kullanilarak, kesikli iiriinlere iliskin net tek prim ile

net yillik prim tutarlar birlesik ve son yasayan durumlari i¢in elde edilmistir.

Cizelge 5.11. Bireylerin Bagimlilik Yapisina Gore Net Tek Primler (Kesikli)

Birlesik Yasam Durumu Son Yasayan Durumu
NTP Bagimli Bagimsiz NTP Bagimh Bagimsiz
U63:63:20] 12,984409 12,357198 | dgzi63:20] 14,300343  14,927553
A63?63:20] 0,376622 0,499700 A63—?63:20] 0,269758 0,146678
E63.63:20] 0,241442 0,136952 | E@ze3:20] 0,309299 0,413788
Ag3:63:20] 0,618064 0,636653 | Agz63:20] 0,579056 0,560467

Bireylerin gelecek yasam siirelerinin bagimsizlig1 varsayimi altinda hesaplanan donemsel
hayat anniiitesinin net tek primi birlesik yasam durumunda 12,357198 iken, son yasayan
durumunda 14,927553 olarak bulunmustur. Bagimlilik s6z konusu oldugunda dénemsel
hayat anniiitesinin net tek primi birlesik yasam durumunda 12,984409, son yasayan
durumunda ise 14,300343’tlr. Yani bireyler arasindaki bagimliligin hesaplamalara dahil
edilmesi birlesik yasam durumunda donemsel hayat annuitesinin net tek primini
arttirirken, son yasayan durumunda azaltmaktadir. Hayat sigortalarimin net tek
primlerinde ise tersine bir durum séz konusudur. Bireylerin gelecek yasam siireleri
bagimsiz oldugu takdirde birlesik yasam durumunda doénemsel ve karma hayat
sigortalarinin net tek primleri sirastyla 0,499700 ve 0,636653 iken son yasayan
durumunda 0,146678 ve 0,560467°dir. Bagimli oldugu takdirde birlesik yasam durumu
icin donemsel ve karma hayat sigortasinin net tek primleri sirasiyla 0,376622 ve

0,618064, son yasayan durumunda ise 0,269758 ve 0,579056°d1r.
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Sonug olarak, bireylerin gelecek yasam siirelerinin bagimli varsayilmasi birlesik yagam
durumunda sigorta trunlerinin net tek primlerinin azalmasina, son yasayan durumunda

ise artmasina neden olmaktadir.

Buradan hareketle, bireylerin bagimlilik yapisina gore birlesik ve son yasayan durumunda

Odeyecekleri net yillik prim tutarlar1 Cizelge 5.12.’de gosterilmistir.
Cizelge 5.12. Bireylerin Bagimlilik Yapisina Gore Net Yillik Primler (Kesikli)

Birlesik Yagam Durumu Son Yasayan Durumu

Net Yillik Prim | Bagimh Bagimsiz Net Yillik Prim | Bagimli  Bagimsiz

L 0,029006  0,040438 P §3:63:20] 0,018864 0,009826

Pg3.63:20] 0,047600 0,051521 Pgz63:201 0,040492 0,037546

Cizelge 5.12.’den goriildiigii tizere, birlesik yasam durumunda donemsel ve karma hayat
sigortasina iliskin net yillik prim tutarlar1 bagimsizlik varsayimi altinda sirasiyla
0,040438 ve 0,051521 iken bagimlilik varsayimi altinda 0,029006 ve 0,047600°dur. Son
yasayan durumunda ise bagimsizlik varsayimi altinda donemsel ve karma hayat
sigortalara karsilik gelen net yillik primler 0,009826 ve 0,037546 iken bagimlilik
varsayimi altinda bu tutarlar 0,018864 ve 0,040492dir. Sonug olarak, bireylerin gelecek
yasam siirelerinin bagimli varsayilmasi ddenecek net yillik prim tutarini birlesik yasam

durumunda azaltirken son yasayan durumunda arttirmaktadir.
5.5. Siirekli Hayat Anniiitesi ve Hayat Sigortasi Uriinlerine iliskin Hesaplamalar

Siirekli {iriinlere iliskin hesaplamalarda anlik faiz orani (8) %3 olarak varsayilmustir. Tlk
olarak Cizelge 5.6’daki marjinal yasam olasiliklart kullanilarak tekli yasam durumunda
kadin ve erkek bireyler i¢in olusturulmus anniiite ve sigorta tirinlerinin net tek primleri

hesaplanmustir.

Cizelge 5.13. Tekli Yasam Durumunda Net Tek Primler (Strekli)

’ 63:20 Aels:zo] E63:201 I‘Ies:zo]
Kadm 12,944353 1,652606 0,271647 1,924253
Erkek 13,068597 1,543633 0,274255 1,817889

Ikinci olarak, donemsel ve karma hayat sigortalaria karsilik gelen net y1llik prim tutarlart

elde edilmistir.
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Cizelge 5.14. Tekli Yagam Durumunda Net Y1illik Primler (Surekli)

‘ P613:20] P63:20]
Kadin 0,127670 0,148656
Erkek 0,118118 0,139104

Cizelge 5.14’¢ bakildiginda, her iki hayat sigortasi iirlinlinde de erkek bireylerin
Odeyecegi net yillik prim tutarlarinin kadin bireylere gore daha diisik oldugu
gorulmektedir.

Coklu yasam durumunda kesikli hayat iiriinlerine yonelik yapilan aktiieryal hesaplamalar,
sirekli hayat Grlinleri igin genisletilmistir. Benzer sekilde, bireylerin gelecek yasam
stirelerinin bagimli ve bagimsiz oldugu kabul edilmistir. Bu varsayim dogrultusunda
birlesik ve son yasayan durumlari igin net tek prim ve net yillik prim tutarlari, Bolim
4’teki formiiller kullanilarak hesaplanmistir. Net tek prim tutarlarina iligkin elde edilen

sonuclar Cizelge 5.15’te verilmistir.

Cizelge 5.15. Bireylerin Bagimlilik Yapisina Gore Net Tek Primler (Stirekli)

Birlesik Yasam Durumu Son Yasayan Durumu
NTP Bagimli Bagimsiz NTP Bagimli Bagimsiz
A63:63:20] 12,306636 11,568080 | Ggzw63:20] 13,706313  14,444869
A63?63;20] 2,151339  2,594179 A63?63:20] 1,044900 0,602060
Eg3.63:201 0,239321  0,135749 | Egzw3:20] 0,306581 0,410153
Agz:63:201 2,390660  2,729928 | Agze3.20] 1,351482  1,012213

Birlesik yasam durumunda bireylerin gelecek yasam siireleri bagimsiz kabul edildiginde
donemsel hayat anniiitesinin net tek primi 11,568080, donemsel hayat sigortasinin net tek
primi 2,594179, karma hayat sigortasinin net tek primi 2,729928 olarak elde edilmistir.
Bireylerin gelecek yasam siireleri bagimli varsayildiginda ise bu degerler sirasiyla
12,306636, 2,151339 ve 2,390660’dir. Yani, birlesik yasam durumunda bagimliligin
dikkate alinmasi anniiite {irliniiniin net tek priminde artisa, sigorta Uriinlerinin net tek
primlerinde ise azalisa neden olmustur. Son yasayan durumunda bireylerin gelecek yasam
stireleri bagimliyken donemsel hayat anntitesinin net tek primi 13,706313, bagimsizken
14,444869’dur. Diger taraftan, bagimlilik varsayimi altinda donemsel ve karma hayat
sigortalarinin net tek primleri sirasiyla 1,044900 ve 1.351482, bagimsizlik varsayimi

altinda ise 0,602060 ve 1,012213’tiir. Sonug olarak, bireyler arasindaki bagimlilik yapisi
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son yasayan durumunda donemsel hayat anniiitesinin net tek primini azaltirken donemsel

ve karma hayat sigortalarinin net tek primlerini arttirmaktadir.

Son olarak, bireylerin bagimlilik yapisina gore birlesik ve son yasayan durumlarinda

Odeyecekleri net yillik prim tutarlar1 Cizelge 5.16°da verilmistir.
Cizelge 5.16. Bireylerin Bagimlilik Yapisina Gore Net Yillik Primler (Surekli)

Birlesik Yasam Durumu Son Yasayan Durumu

Net Yillik Prim | Bagimli Bagimsiz | Net Yillik Prim | Bagimli  Bagimsiz
5 =

"o

1

63:63:20] 0,174811 0,224253 63:63:20] 0,076235 0,041680
Pg3.63:201 0,194258 0,235988 Pgz63.201 0,098603 0,070074

(8]

w)

Cizelge 5.16’dan goriildiigii tizere, bireylerin gelecek yasam siireleri bagimli oldugunda
birlesik yasam durumu i¢in net y1llik prim tutarlari dénemsel hayat sigortasinda 0,174811
iken karma hayat sigortasinda 0,194258’dir. Bagimsizlik durumunda bu tutarlar sirastyla
0,224253 ve 0,235988°dir. Son yasayan durumuna bakildiginda ise bagimlilik varsayimi
altinda donemsel ve karma hayat sigortalarinin net yillik prim tutarlarinin 0,076235 ve
0,098603 oldugu goriilmektedir. Bagimsizlik varsayimi altinda bu tutarlar sirasiyla
0,01680 ve 0,070074 olarak elde edilmistir. Sonug olarak, bireyler arasindaki bagimlilik
yapis1 birlesik yasam durumunda net yillik prim tutarini azaltirken son yasayan

durumunda arttirmaktadir.
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6. SONUCLAR VE TARTISMA

Aktiierya bilimlerinde ilgilenilen olayin gergeklesme riskinin gercege yakin bir sekilde
modellenmesi olduk¢a dnemlidir. Hem hayat sigortalar1 hem de hayat dis1 sigortalari
branglarinda bu riskin yonetilebilmesi i¢in ¢esitli yaklagimlar benimsenmistir. Hayat
sigortalarinda s6z konusu olan 6liim riski modellenirken bireyin gelecek yasam siiresini
gosteren rastgele degiskenden yararlanilmaktadir. Sigortalanan birey sayisinin birden
fazla oldugu hayat iiriinlerinde ise bu rastgele degiskenler arasindaki iligskiye bagli olarak

fiyatlandirma yapilmaktadir.

Coklu yasam durumunda bireylerden birinin vefat etmesi halinde geride kalan bireyin
gelecek yasam siiresinin bu durumdan ne 6l¢iide etkilendigini belirlemek, sigorta sirketi
acisindan biiyiikk Onem tasimaktadir. Uygulamada c¢ogu sigorta sirketi, bireyleri
birbirinden bagimsiz kabul etmektedir. Gergekgi olmayan bu varsayim sigorta sektorii
tizerinde potansiyel olarak 6nemli bir mali etkiye sahiptir. Bu noktada olasi finansal
etkileri kontrol edebilmek amaciyla bagimliligt modelleme ihtiyact duyulmustur.
Literatiire bakildiginda bireyler arasindaki bagimlilik durumunun deterministik bakis
acistyla modellendigi kopula yaklagimlarina yonelik bircok c¢alismanin oldugu
goriilmektedir. Ancak O6lim riskinin zaman igindeki gelisimi degisken oldugundan
bagimliligin deterministik bir yaklasgimdan ziyade stokastik bir bakis acisiyla

modellenmesi gerektigi artik kabul goren bir gergektir.

Bu calismada, bireyin 6liim zamani anlik 6liim hizinin {stel bir rastgele degiskene ilk
ulastigi veya onu astig1 zaman yani Cox siirecinin durma zamani olarak tanimlanmustir.
Burada, bireylerin anlik 6liim hizlar1 zamanla degisen Brown hareketi olarak
modellenmistir. Ayrica, zaman degisiminin ters Gauss siirecine uydugu kabul edilerek
anlik 6liim hizlariin normal ters Gauss siirecini takip ettigi varsayilmistir. Analizler evli
ciftler tizerinden gergeklestirilmistir. Bireyler arasindaki bagimlilik yapis1 ise
subordinatorler aracilifiyla olusturulmustur. Her bireyin subordinatorii hem esiyle
paylastigi ortak siireci hem de kendi yasi, cinsiyeti vb. tarafindan belirlenen bireysel
siireci icermektedir. Genel olarak, olusturulan model birlesik yasamlar i¢in 6liim
olasiliginin gelisimini agiklamada yeni bir cergeve saglamaktadir. Ozel olarak ise birlesik
yasamlar arasindaki iligki diizeyinin zaman iginde degismesine izin vermektedir. Bu da
bireylerin kendine 6zgii 6zelliklerinin yaslandik¢a 6liim olasiligini belirlemede giderek

daha 6nemli bir rol oynayabilecegi gercegini yakalamaktadir [79]. Ayrica anlik 6liim

67



hizlarinin monoton olmadig1 bu modelde bireyin saglik durumunun iyilestirilebilmesi ve

6lim hizinin yavaglatilabilmesi ihtimali de degerlendirilmektedir.

Bu tezde, bireylerin marjinal yagam olasiliklar1 olusturulan stokastik liimliililk modeline
gore analitik olarak elde edilmistir. Ayn1 zamanda bireyin esiyle paylastigi ortak stirecin
bagimsiz duruma kiyasla 6liim gelisimi lizerindeki etkisi gosterilmistir. Coklu yasam
durumunda birlesik yasam olasiliklari, bireylerin gelecek yasam stirelerinin bagimli ve
bagimsiz oldugu her iki durum igin hesaplanmistir. Bagimli durumda bireylerin birlikte
yasamalar1 olasiligi bagimsiz duruma gore daha yiiksek bulunmustur. Ardindan elde
edilen olasilik degerleri kullanilarak ¢oklu hayat iirlinlerine iligkin net tek prim ve net
yillik prim tutarlar1 hesaplanmistir. Bagimliligin birlesik ve son yasayan durumunda
olusturulan hayat iirlinleri lizerine etkisinin farkli oldugu goriilmistiir. Birlesik yasam
durumunda bireylerin gelecek yasam siireleri bagimli oldugunda hayat anniiitelerinin net
tek primleri bagimsiz duruma gore daha yiiksek sonuglar vermistir. Tersine, son yasayan
durumunda ise bagimsizlik durumunda hayat anniiitelerinin net tek primleri bagimlilik
durumuna gore daha yiiksek elde edilmistir. Bireylerin gelecek yasam siireleri bagimli
varsayildiginda, birlesik yasayanda hayat sigortalarinin net tek primlerinin bagimsiz
duruma gore daha diisiik, son yasayanda ise daha yiiksek oldugu sonucuna ulasilmaistir.
Dolayisiyla, bireylerin gelecek yasam siirelerinin bagimli kabul edilmesi, birlesik yasam
durumunda net yillik prim tutarinin azalmasina, son yasayan durumunda ise net yillik
prim tutarmin artmasina neden olmustur. Sonug olarak, bireyler arasindaki bagimliligin
aktiieryal hesaplamalara yansitilmas1 6denecek net yillik prim tutarii etkilemekte olup

bu degerlendirmenin sigorta sirketleri agisindan 6nemli oldugu diistiniilmektedir.

Bu ¢alisma risk ve sigorta alaninda potansiyel uygulamalara sahiptir. Model birlesik
yasamlarin Oliimliiliigiindeki egilimlere dikkat cektiginden hane halkinin finansal
yonetimi ve emeklilik planlamasina rehberlik etmek igin kullanilabilir. Ilerleyen
zamanlarda modele kohort etkisi ve ¢iftler arasindaki yas farki dahil edilip bu faktorlerin
sonuglar1 nasil degistirdigi arastirilabilir. Ciftler iizerinden yapilan modelleme hane
halkinin birden fazla iiyesi arasindaki bagimlilig1 tanimlamak icin genisletilebilir. Ayrica,
olusturulan stokastik model hayat disi sigortalarinda karsilagilabilecek bagimlilik
durumlarin1 modellemek amaciyla uygulanabilir. Bu da sigorta sirketlerinin uygun

fiyatlandirma stratejileri belirlemesine yardime1 olmaktadir.

68



[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

7. KAYNAKLAR

Zhang, Y. and Brockett, P., Modeling Stochastic Sortality for Joint Lives Through

Subordinators, Insurance: Mathematics and Economics, 95, 166-172, 2020.

Bowers, N. L., Gerber, H. U., Hickman, J. C., Jones, D. A. and Nesbitt, C. J., Actuarial
Mathematics, The Society of Actuaries, New York, 1997.

Spreeuw, J., Types of Dependence and Time-dependent Association Between Two
Lifetimes in Single Parameter Copula Models. Scandinavian Actuarial Journal, (5),
286-309, 2006.

Henshaw, K., Constantinescu, C. and Menoukeu Pamen, O., Stochastic Mortality
Modelling for Dependent Coupled Lives, Risks, 8(1), 17, 2020.

Ragnar, N., Actuarial Analysis of Dependent Lives, Bulletin of the Swiss Association
of Actuaries, 2, 243-254, 1989.

Parkes, C. M., Benjamin B. and Fitzgerald, R. G., Broken Heart: A Statistical Study
of Increased Mortality Among Widowers, British Medical Journal, 1(5646), 740-743,
1969.

Ward, A., Mortality of Bereavement, British Medical Journal, 1(6011), 700-702,
1976.

Jagger, C. and Sutton, C. J., Death After Marital Bereavement-is the Risk Increased?,
Statistics in Medicine, 10(3), 395-404, 1991.

Hougaard, P., Harvald, B. and Holm, N. V., Measuring the Similarities Between the
Lifetimes of Adult Danish Twins Born Between 1881-1930, Journal of the American
Statistical Association, 87(417), 17-24, 1992.

Sklar, A., Fonctions de repartition a n dimensions et leurs marges, Public Instution of
Statistical University, 8, 229-231, 1959.

Frees, E. W., Carriere, J. F. and Valdez E., Annuity Valuation With Dependent
Mortality, The Journal of Risk and Insurance, 63(2), 229-261, 1996.

Carriere, J. F., Bivariate Survival Models for Coupled Lives, Scandinavian Actuarial
Journal, 2000(1), 17-32, 2000.

69



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

Youn, H. and Shemyakin, A., Pricing Practices for Joint Last Survivor Insurance,
Actuarial Research Clearing House, 1(2-3), 2001.

Dufresne, F., Hashorva, E., Ratovomirija, G. and Toukourou, Y., On Age Difference
in Joint Lifetime Modelling with Life Insurance Annuity Applications, Annals of
Actuarial Science, 12(2), 350-371, 2018.

Spreeuw, J. and Wang, X., Modelling the Short-term Dependence Between Two

Remaining Lifetimes, Cass Business School Discussion Paper 2(3), 2008.

Kara, E. K., On Actuarial Premiums For Joint Last Survivor Life Insurance Based On
Asymmetric Dependent Lifetimes. Current Academic Studies in Science and
Mathematics Sciences-11, D. E. Yildiz, E. Y. Ozkan (Eds), Livre de Lyon, France 33,
2021.

Kara, E. K., On the Impact of Asymmetric Dependence in the Actuarial Pricing of
Joint Life Insurance Policies, Sains Malaysiana, 51(11), 3807-3817, 2022.

Luciano, E., Spreeuw, J. and Vigna, E., Spouses Dependence Across Generations and

Pricing Impact on Reversionary Annuities., Risks, 4 (2), 2016.

Bakar, O., Biiyiikyazici, M., Stochastic Analysis of Longevity Risk in Dependent
Multiple Life Annuities, Sigma Journal of Engineering and Natural Sciences, 40(2),
235-242, 2022.

Marshall, A. W. and OlKkin, I., A Multivariate Exponential Distribution, Journal of the
American Statistical Association, 62, 30—44, 1967.

Gobbi, F., Kolev, N. And Mulinacci, S., Joint Life Insurance Pricing Using Extended
Marshall-Olkin Models, ASTIN Bulletin: The Journal of the International Actuarial
Association, 49 (2), 409-432, 2019.

Pinto, J. and Kolev, N., Extended Marshall-Olkin Model and its Dual Version, In
Marshall Olkin Distributions-Advances in Theory and Applications, Springer, Italy,
87-113, 2015.

Liu, X., Stochastic Mortality Modelling, PhD Thesis, Department of Statistics
University of Toronto, Ontario, 2008.

De Moivre, A., Annuities upon lives: or, the valuation of annuities upon any number

of lives; as also, of reversions, Vol. 1, William Person, London, 1725.

70



[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

Gompertz, B., On the Nature of the Function Expressive of the Law of Human
Mortality, and on a New Mode of Determining the value of Life Contingencies,
Philosophical Transactions of the Royal Society of London, 115, 513-585, 1825.

Brockett, P. L., General Bivariate Makeham Laws, Scandinavian Actuarial Journal,
1984(3), 150-156, 1984.

Gavrilova, N. S., Gavrilov, L. A., Ageing and Longevity: Mortality Laws and
Mortality Forecasts for Ageing Population, Demografie, 53(2), 109-128, 2011.

Lee, R. D. and Carter, L. R., Modelling and Forecasting U.S.Mortality, Journal of the
American Statistical Association, 419, 659-675, 1992.

Kul, F., Sucu, M., Tiirkiye Niifusu I¢in Stokastik Oliimliiliik Modelleri, Nifusbilim
Dergisi, 34(1), 31-50, 2012.

Milevsky, M. A., Promislow, S. D., Mortality Derivatives and the Option to
Annuitise, Insurance: Mathematics and Economics, 29(3), 299318, 2001.

Artzner, P. and Delbaen, F., Default Risk Insurance and Incomplete Markets,
Mathematical Finance, 5(3), 187-195, 1995.

Dahl, M., Stochastic Mortality in Life Insurance: Market Reserves and Mortality-
linked Insurance Contracts, Insurance: Mathematics and Economics, 35(1), 113-136,
2004,

Biffis, E., Affine Processes for Dynamic Mortality and Actuarial Valuations,
Insurance: Mathematics and Economics, 37(3), 443-468, 2005.

Denuit, M. and Devolder, P. Continuous time stochastic mortality and securitization
of longevity risk, ACTU Working Paper, No: 2006-02, 2006.

Luciano, E., Vigna, E., Non Mean Reverting Affine Processes for Stochastic
Mortality, ICER working paper and Proceedings of the XVth International AFIR
Colloquium, Zurich, 2005.

Schrager, D.F., Affine Stochastic Mortality, Insurance: Mathematics and Economics,
38(1), 81-97, 2006.

Hull, J., White, A., Pricing Interest-rate Derivative Securities, The Review of
Financial Studies, 3(4), 573-592, 1990.

71



[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

Cairns, A. J. G., Blake, D. and Dowd, K., Pricing Death: Framework for the Valuation
and Securitization of Mortality Risk, ASTIN Bulletin: The Journal of the IAA, 36(1),
79-120, 2006.

Lorenzo, E. D., Sibillo, M., & Tessitore, G., A Stochastic Proportional Hazard Model
for the Force of Mortality. Journal of Forcasting, 25(7), 529-536, 2006.

Cox, D. R., Some Statistical Methods Connected with Series of Events, Journal of the
Royal Statistical Society: Series B (Methodological), 17(2), 129-157, 1955.

Bartlett, M. S., The Spectral Analysis of Point Processes, Journal of the Royal
Statistical Society: Series B (Methodological), 25(2), 264-281, 1963.

Luciano, E., Spreeuw, J., & Vigna, E., Modeling Stochastic Mortality for Dependent
Lives, Insurance: Mathematics and Economics, 43(2), 234-244, 2008.

Bochner, S., Harmonic Analysis and the Theory of Probability, Berkeley: University
of California Press, 1955.

Clark, P. K., A Subordinated Stochastic Process with Finite Variance for Speculative

Prices, Econometrica: Journal of the Econometric Society, 41, 135-155, 1973.

Jevti‘c, P. and Hurd T. R., The Joint Mortality of Couples in Continuous Time,
Insurance: Mathematics and Economics, 75, 90-97, 2017.

Walter, O., Patrick, W., Ottieno J. and Carolyne O., Positive Stable Frailty Approach
in the Construction of Dependence Life-Tables, Open Journal of Statistics, 11(4),
506-523, 2021.

Lawler, G. F., Introduction to Stochastic Processes, Vol.1, CRC Press, 2006.
Ross, S. M., Stochastis Processes, Vol. 2, John Wiley & Sons, 2008.

Tankov, P., Financial Modelling with Jump Processes, Chapman and Hall/CRC Press,
New York, 2003.

Bertoin, J., Lévy Processes, Vol. 121, Cambridge University Press, 1996.

Kyprianou, A. E., Fluctuations of Lévy Processes with Applications: Introductory

Lectures, Springer Science & Business Media, 2014.

Applebaum, D., Lévy Processes and Stochastic Calculus, Cambridge University
Press, 2009.

72



[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

Li, J., Li, L., & Zhang, G., Pure Jump Models for Pricing and Hedging VIX

Derivatives, Journal of Economic Dynamics and Control, 74, 28-55, 2017.

Matsuda, K., Introduction to the Mathematics of Lévy Processes, PhD

Thesis, Department of Economics the City University of New York, New York, 2005.

Veraart, A. E. and Winkel M., Time Change, Encyclopedia of Quantitative
Finance, 4, 1812-1816, 2010.

Hurd, T. R., Credit Risk Modeling Using Time-Changed Brownian
Motion, International Journal of Theoretical and Applied Finance, 12(08), 1213-
1230, 2009.

Grandell, J., Doubly Stochastic Poisson Processes, Vol. 1, Springer, New York, 1976.

Lando, D., On Cox Processes and Credit Risky Securities, Review of Derivatives
Research, 2, 99-120, 1998.

Vasicek, O., An Equilibrium Characterization of the Term Structure, Journal of
Financial Econometrics, 5(2), 177-188, 1977.

Cox, C., Ingersoll, E. J. and Ross A. S., A Theory of the Term Structure of Interest
Rates, Econometrica, 53(2), 385-407, 1985.

Uhlenbeck, G. E., & Ornstein, L. S., On the Theory of the Brownian Motion, Physical
Review, 36(5), 823-841, 1930.

Bachelier, Louis (1900), The Theory of Speculation, Annales Scientifiques de IEcole
Normale Supérieure, 3(17), 21-86, 1900.

Schradinger, E., Zur Theorie der Fall- und Steigversuche an Teilchen mit Brownscher
Bewegung (On the Theory of Fall- and Rise Experiments on Particles with Brownian
Motion), Physikalische Zeitschrift , 16, 289-295, 1915.

Smoluchowski, M., Notiz tiber die Berechnung der Brownschen Molekularbewegung
bei der Ehrenhaft-Millikanschen Versuchsanordnung (Note on the Calculation of
Brownian Molecular Motion in the Ehrenhaft-Millikan Experimental Set-
up), Physikalische Zeitschrift ,16 (17-18), 318-321, 1915.

Chhikara, R. S., Folks, J. L., The Inverse Gaussian Distribution: Theory,
Methodology and Applications, Marcel Dekker, New York, 1989.

73


https://en.wikipedia.org/wiki/Physikalische_Zeitschrift

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

Barndorff-Nielsen, O. E. Normal Inverse Gaussian Distributions and Stochastic

Volatility Modelling, Scandinavian Journal of Statistics, 24(1), 1-13, 1997.

Barndorff-Nielsen, O. E., Normal Inverse Gaussian Processes and the Modeling of
Stock Returns, PhD Thesis, University of Aarhus, Department of Theoretical

Statistics, Institute. of Mathematics, Denmark, 1995.

Rydberg, T. H., A Note on the Existence of Unique Equivalent Martingale Measures
in a Markovian Setting, Finance and Stochastics. 1, 251-257, 1997.

Aguilar, J. P. Explicit Option Valuation in the Exponential NIG Model, Quantitative
Finance, 21(8), 1281-1299, 2021.

Barndorff-Nielsen, O. E., Exponentially Decreasing Distributions for the Logarithm
of Particle Size, Proceedings of the Royal Society of London, 353(1674), 401419,
1977.

Mitchell, D., Brockett, P. L., Mendoza-Arriaga, R., Muthuraman, K., Credit Risk
Modeling Using Time-Changed Brownian Motion, Insurance: Mathematics and
Economics, 52, 275-285, 2013.

Wang, C. W., Huang, H. C., Liu, I. C., A Quantitative Comparison of the Lee—Carter
Model under Different Types of Non-Gaussian Innovations, The Geneva Papers on
Risk Insurance - Issues and Practice, 36, 675-696, 2011.

Luciano, E., Semeraro, P., Multivariate Time Changes for Lévy Asset Models:
Characterization and Calibration, Journal of Computational and Applied
Mathematics, 233(8), 1937-1953, 2010.

Dickson, D. C., Hardy, M. R., Hardy, M., & Waters, H. R., Actuarial Mathematics
for Life Contingent Risks. Cambridge University Press, 2013.

Menge, W. O. and Fischer, C. H., The Mathematics of Life Insurance: A Practical
Guide to the Application of Insurance Principles, The MacMillan Company, New
York, 1965.

Kaplan, E. L. and Meier, P., Nonparametric Estimation from Incomplete
Observations, Journal of the American Statistical Association, 53(282), 457-481,
1958.

74



[77] Lee, E. T. and Wang, J., Statistical Methods for Survival Data Analysis, Vol. 476,
John Wiley & Sons, 2003.

[78] Dabrowska, D. M., Kaplan—Meier Estimate on the Plane, The Annals of Statistics,
16(4), 1475-1489, 1988.

[79] Austad, S. N., Why Women Live Longer than Men: Sex Differences in Longevity,
Gender Medicine, 3(2), 79-92, 2006.

75



