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Bu tezde degisken kesite alanh fonksiyonel derecelendirilmis (FD) bir mikro Kirisin
serbest titresimi teorik olarak incelenmistir. Malzeme 06zelliklerinin kirisin kalinligi
dogrultusunda kuvvet yasasi dagilimina gore oldugu varsayilimigtir. Ana denklem,
vektorel koordinat sisteminde genigligi Ustel olarak degisen kesit alan geometrisi
icin adi diferansiyel bir denkleme indirgenmistir. Fonksiyonel derecelendirilmis
malzemeden yapilan mikro Kkirislerin titresim davranislari modifiye gerilme cifti
teorisi baz alinarak elastik degisim araliginda analitik olarak incelenmistir. Ana
hareket denklemleri ve sinir kosullari Hamilton prensibi ile turetilmigtir. Dogal
frekanslarin analitik sonuglari, her iki ucu basit mesnetli, her iki ucu ankastre ve bir
ucu ankastre diger ucu serbest Ustel FD Kkirigler icin elde edilmistir. Dogal
frekanslar icin ¢ézumler kirigin karakteristik blyUkliginin malzeme i¢ uzunluk
parametresine orani olarak ve FDM dagihm fonksiyonu o&zelliklerine goére elde
edilmigtir.
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In this thesis a theoretical investigation in free vibration of a functionally graded
tapered (FG) micro beam is presented. It is assumed that material properties vary
along the beam thickness according to power law distributions. The governing
equation is reduced to an ordinary differential equation in spatial coordinate for
cross-section geometries with exponentially varying width. The vibration behaviors
of micro-beams made of functionally graded materials are analytically investigated
on the basis of the modified couple stress theory in the elastic range. The
governing equations of motion and boundary conditions are derived on the basis
of Hamilton principle. Analytical solutions of the natural frequencies are obtained
for exponential FG beams with hinged-hinged, clamped-clamped and clamped-
free end supports. Solutions for the natural frequencies are obtained FGM
distribution functions of properties and as a function of the ratio of the beam

characteristic size to the internal material length scale parameter.
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1.GiRIS

1.1 Genel Bilgiler

Metal ve seramiklerin birlikte kullanildiklari lamine kompozitlerin ylksek sicaklik
uygulamalarinda metal-seramik katmani arasindaki sureksizlik nedeniyle olusan
Isil ve artik gerilmeler, tabakalar arasinda yirtiimalar ve c¢atlaklar olusmasina
sebep olmaktadir. Bu tip tabakali kompozitlerin seramik kisminin dusuk toklukta
olmasi ve metal kisminin yuksek sicaklikta asinmasi ve oksitlenmesi gibi zayif
Ozelliklerinin ortaya ¢lkmasi yeni malzeme arayislarina neden olmustur. Bu
sebeple metalin tokluk 6zelligini ve seramigin yuksek 1sil dayanimini kullanmak
amacli fonksiyonel derecelendiriimis malzeme (FDM; functionally graded material,
FGM) kavrami ortaya ¢ikmistir. Tokluk malzemenin kiriimadan 6énce sonumledigi
enerjinin bir élglistidir. FDM malzemeler iki veya daha fazla malzemenin belli bir
hacimsel oranda karistirimasiyla elde edilmekte ve malzemeler birbirleri ile
malzeme kalinhdi ya da ekseni dogrultusunda bir fonksiyona bagh olarak
degismektedir. Bu yontem sayesinde malzemelerin birbiriyle derecelendiriimis
olarak dagilimi, surekli bir degisime sebep oldugundan malzemeler arasinda
catlaklarin gelisebilecegi bir ara ylzey olusmasini engellemekte ve FDM’ leri ileri

teknolojik uygulamalar icin tercih edilen ideal malzemeler haline getirmektedir.

Titresim Uzerine vyapilan ilk c¢alismalar makro boyutlu vyapilar Gzerinde
gerceklestiriimistir. Mikro yapilar Gzerine ilk calismayr R.D. Mindlin [1] lineer
elastisite 6zelligi gosteren mikro-yapilar Uzerine yapmistir. Daha sonra Fleck ve
Hutchinson [2] makro boyutlu yapilar igin kullanilan klasik gerilme cifti teorisini
yeniden formule etmiglerdir. Yang F. ve ark. [3] gerilme cifti teorisini kullanarak
modifiye gerilme c¢ifti teorisini (modified couple stress; strain gradient)
gelistirmigledir. S.K. Park ve X-L Gao [4] modifiye gerilme cifti teorisini kullanarak
yeni bir Euler-Bernoulli kiris modeli olusturmuslardir. Bu modelleme, mikro yapili

Kiris yapilar igin en uygun ¢6zim yolu olmustur.

FDM’ ler ilk kez 1s1 bariyeri gorevi goren kaplama malzemesi olarak flizyon enerji
cihazlarinda, uzay araglarinda, ugaklarda, reaktér kazanlarinda kullaniimistir. Son
yilllarda FD malzemeler sekil bellek alagimlarindan olusan ince filmler [5], mikro-
ve nano-elektromekanik sistemler (MEMS ve NEMS) [6-7] biyosensorler,

aktuatorler [8-9] ve atomik kuvvet mikroskoplar (AKM) [10] gibi mikro ve nano
1



yaplya sistemlerde ¢ok yaygin olarak

aktuatorun i¢ yapisi gorulmektedir.
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MEMS, NEMS ve AKM gibi cihazlarda kiris yapilari bulunmaktadir. Kiris yapilar

uniform olmakla birlikte degisken kesitli de olabilmektedir. Bu tur mikro boyutlu

yapilarda malzemenin statik ve dinamik davranislarinin analizi buyuk bir role

sahiptir. Sistemlerin dogru calisabilmesi icin kiris yapilarinin dogal frekanslarinin

belirlenmesi gerekmektedir. CunklU sistemin sorunsuz calismasi i¢in ortamda

olusan frekansin tasarlanan sistemin dogal frekansi (rezonans frekansi) ile ayni

olamamasi gerekmektedir. Yani serbest titresim analizlerinin yapilmasi sorunsuz

bir tasarim i¢in ¢ok dnemlidir. Sekil 1.2°de Mikro elektro mekanik sistemdeki kirisler

gorulmektedir.
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1.2 Literatur Aragtirmasi

FDM olarak adlandirilan bu 6zel kompozit yapi ilk kez Japonya’da Sendai grubu
tarafindan 1984 yilinda Uretilmistir. Isi bariyeri gorevi géormesi amaciyla roket

govdesinin kaplama malzemesi olarak kullaniimistir.

Makro boyutlu FDM kiriglerin egilme, titresim ve statik Ozellikleri hakkinda
arastirmacilarin yaptigi birgok galisma mevcuttur. Bu ¢alismalarda klasik surekli
ortam teorileri kullaniimistir. Genellikle malzeme 6zelliklerinin kalinlik boyunca
degisimi gbz 6nlne alinarak ¢dzimler yapilmistir [11-12-13-14]. Eksenel yonde
derecelendirilmis kirislerde meydana gelen problemlerin ¢oézimu ¢ok degiskenli
katsayill ana denklemler yuzinden karmasik oldugundan daha az sayida galisma
bulunmaktadir [15-16]. Elishakoff ve ark. semi-inverse metodunu kullanarak farkl
uc destek yapih kiriglerin ana frekanslarinin gergege en yakin sonuglarini elde
etmek icin galismalar yapmiglardir. Semi-inverse metodu bir kapali-form ¢6zUmu
vermektedir. Bu ¢6zum, belirli egilme rijitligi ve kiutle yogunlugu icin bazi 6zel
polinomlara benzer sonuglar vermis ve bu yontemin ylksek dereceli dogal
frekanslarin belirlenmesi icin uygun olmadigi anlasiimistir. Bundan dolayr Huang
ve Li [17] degisken katsayili hareket denklemini Fredholm denklemine
donusturerek dogal frekanslari bulmaya c¢alismistir. Fakat bu metot ile dogal
frekanslar ancak yaklasik olarak bulunabilmektedir. Murin ve ark. [18] degisken
malzeme Ozellikli kirisler i¢cin analitik bir yontem geligtirmistir. Denklemlerin
olusturulmasinda dogrusal kirig teorisi kullaniimig, atalet momenti kesme kuvveti
etkisi ve kutle dagihmi dikkate alinmistir. Elde edilen sonuglar sonlu elemanlar
¢6zumu ile karsilastiriimistir. Bu ¢calismada kirisin sabit kesit alanina sahip oldugu

varsayilmigtir.

Shahba ve Rajasekaran [19] eksenel FD konik Euler-Bernoulli kiriglerinin statik ve
serbest titresim davranislarini analiz etmek icin ana hareket denklemlerin
turetilmesi Uzerine g¢alismiglardir. Klasik diferansiyel transform metodunu (DTM)
kullanarak analiz sonuglarini irdeleyerek yakinsama orani daha iyi olan
diferansiyel transform element metodunu (DTEM) gelistirmiglerdir. DTEM
metoduna ek olarak dusik dereceli diferansiyel kuadratdor element metodunu
(DQEL) ana  diferansiyel  denklemlerin  ¢dzUmunde kullanmislardir.

Gergeklestirdikleri nimerik galismalarda, FD kirislerinin boyuna ve enine serbest



frekanslarinin ve kritik burulma ylklemelerinin dogrulugunu DQEL ve DTEM

yontemleri kullanilarak kanitlamiglardir.

Park ve Gao [4] Euler-Bernoulli kiris metodunu ve modifiye gerilme ifti teorisini
kullanarak yeni bir model geligtirmislerdir. Bu yeni modelin bir i¢ malzeme uzunluk
Olcek parametresi igerdigini ve boyut etkisinin ¢ozumlerde onemli olgude etkili
oldugunu gostermiglerdir. Yeni gelistiriimis modelleme ile klasik kiris teorine gore
kirisin daha buyuk egilme rijitligine sahip oldugunu bulmuglardir. Bu iki modelde
meydana gelen sapma miktarlari arasindaki fark kiris kalinhgi azaldikga artmistir.
Kirisin kalinligi artikga iki yontemde de birbirine yakin sonuglar alindidi

gOrulmustar.

Reddy [20] ¢alismasinda mikro-yapi bagimli dogrusal olmayan Euler-Bernoulli ve
Timoshenko kirig teorilerini virtiel yer degisimi prensibini kullanarak gelistirmistir.
Kirisi olusturan iki malzemenin kiris kalinhd1 boyunca gli¢ yasasi fonksiyonuna
goOre dagildigini varsaymistir. Buldugu bu yeni denklem modifiye stres gifti teorisi,
gu¢ yasasi dagilimi ve dogrusal olmayan Von-Karman geometrisini temel
almaktadir. Bu model klasik Euler-Bernoulli ve Timoshenko teorilerinin aksine
FDM’deki boyut bagimlihgini gdsteren malzeme uzunluk parametresini
icermektedir. Statik bukulme, titresim ve burulmanin parametre Uzerine etkisini
arastirmisgtir. Ortaya koydugu bu teorik gelismeler ayrica sonlu elemanlar
modelinin gelistiriimesine olanak saglamistir. Ayrica dogrusal olmayan geometrinin
ve mikro-yapi badimli temel bagintinin burkulma sonrasi Uzerine etkisini

belirlemistir.

Asghari ve ark. [21] FD malzemeden yapilan mikro kirislerin boyut bagimli statik
ve titresim davranislarini modifiye gerilme cifti teorisini temel alarak elastik
bolgede analitik olarak incelemiglerdir. Ana hareket denklemi ve sinir kosullari
Hamilton prensibine dayanarak turetilmistir. Dogal frekans ve statik sapma igin
kapali form ¢ézumund, kirisin karakteristik boyutunun i¢c malzeme parametresine
oran fonksiyonuna ve malzeme 6zellikleri dagilim fonksiyonuna bagli olarak elde
etmiglerdir. Bu sonuglar Kkirisin karakteristik boyutunun i¢ malzeme uzunluk
parametresine orani kuglk oldugunda Modifiye Gerilme Cifti Teorisinden elden
edilen statik sapma ve dogal frekanslar, klasik kirig teorisine gore buyuk farkliliklar

gOstermektedir.



Simsek [14] gercgeklestirdidi calismada degisken kesit alanli ve malzeme dzellikleri
eksenel yonde degisen FD konik nano-gubuklarin serbest titresimini lokal olmayan
elastisite teorisiyle incelemistir. Bu galismada nano-gubugun elastisite modulinin
ve kutle yogunlugunun gu¢ dagilimi yasasina gore eksenel dogrultuda degisim
gOsterdigi varsayiimigtir. Nano—gubuklar igin iki ucu sabit ve bir ucu sabit diger ucu
serbest olan iki tip sinir kosulu kullaniimistir. Serbest titresim frekanslarini elde
etmek icin Galerkin metodundan yaralanmistir. Lokal olmayan parametrenin etkisi,
farkh malzeme bilesimi, koniklik orani, kesit alanindaki degisimler ve sinir kosullari
gibi degisimlerin eksenel FD nano-gubugun serbest titresimi Uzerine etkileri
arastinimistir. Kesit alani sintzoidal degisimli izotropik kirisin ve degisken yarigapli
konik nano-gubugun serbest titresim frekansini elde etmis ve daha 6nce yapilan
calismalarin sonuglariyla kargilagtirilmistir. Bulunan sonuglarin dnceki sonuglarla
benzer oldugu goérulmustur. Bu lokal olmayan etkilerin goz ardi edildigi klasik
(lokal) kiris modeli kullanilarak titresim frekanslarinin tahmini degerlerden daha

fazla oldugu belirlenmistir.

Akgoz ve Civalek [22] homojen olmayan ve konik kesitli mikro-kirislerin titresim
davranislarini belirlemek icin Euler-Bernoulli kiris ve modifiye gerilme cifti teorisini
birlestirerek analiz etmiglerdir. Mikro-kirisin ¢6zumunde sinir kosulu olarak bir ucu
sabit diger ucu serbest kiris oldugu kabul edilmis ve malzeme 6zelliklerinin eksenel
yonde degistigi varsayiimistir. Rayleigh—Ritz metodu serbest transverse titresim
probleminin yaklasik olarak ¢6zimuinin elde edilmesini saglamistir. Eksenel
fonksiyonel derecelendirilmis mikro-kirisin dogal frekansina etki eden koniklik orani

ve malzeme 6zelliklerinin etkileri detayh bir sekilde agiklanmigtir.

Huang ve ark. [17] homojen olmayan kesit alanina sahip ve malzeme 6zellikleri
eksenel dagilimh FD Timoshenko kiriglerinin titresim davraniglarini gozlemlemek
icin yeni bir yontem ileri surmuslerdir. Yardimci fonksiyonlari tanimlayarak sapma
ve donus miktarini belirten degisken katsayili ana denklem ciftini tek bir ana
denkleme dénustirmuslerdir. Ustelik fiziksel nicelikler en son bulunan denklemin
¢bzulmesi cinsinden elde ettiler. Bilinmeyen fonksiyon icin kuvvet serilerinden
yararlanarak, lineer cebirsel denklem sistemini tek bir denklem sistemine
donusturmusler ve farkli sinir kosullar icin dogal frekanslari bir karakteristik
denklemi haline getirmislerdir. Onerilen ileri yaklasim c¢oklu-kdklerden es zamanli
elde edilen dusik ve yuksek dereceli dogal frekanslari igiren polinomal
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denklemlerdir. Homojen olmayan ve eksenel FD kirigler igin hesaplanan dogal
frekanslarin sonuglarina gére bulunan yontemin yakinsamayi daha hizl yaptigini

ve numerik sonuglari yuksek dogrulukta verdigini belirtmiglerdir.

Tong ve Tabarrok [23] calismalarinda, basamakli Timoshenko kiriglerin, serbest ve
zorlanmis titresim durumundaki davranislarini analitik olarak agiklamak igin farkli
bir ¢6zum Onermiglerdir. Bu ¢0zUumu genellikle homojen yapili olmayan
Timoshenko Kkiriglerinin titresim analizlerini yaklasik olarak hesaplamak igin
kullanmiglardir. Serbest titresim halindeki frekans denklemini kirisin bir ucundaki
baglangic parametreleri cinsinden elde edilmislerdir. Fakat zorlanmig titresim
durumundaki kirigin analitik cozimunu iki bilinmeyenli cebirsel denklem kimesinin

¢6zumu ile elde etmislerdir.

Kahrobaiyan ve ark. [24] boyut bagimli FD Euler- Bernoulli kiris modelini, mikro
Olcekli yapilardaki boyut etkisine duyarl klasik olmayan teorilere ve gerinim
gradyan teorisine dayandirarak gelistirmiglerdir. Ana denklemi, klasik ve klasik
olmayan sinir kosullarini varyasyonel yaklagim yodntemini kullanarak elde
etmiglerdir. Bu yeni modeli gelistirmek icin daha onceleri kullanilan, kalinlik
boyunca sabit kabul edilen uzunluk o6lcek parametresini géz ardi etmigleridir.
Bunun bir sonucu olarak esdeger wuzunluk parametresi, fonksiyonel
derecelendirilmis mikro-kiriglerin  bilesenlerinin uzunluk parametrelerinin  bir
fonksiyonu olarak gosterilmistir. Genel kapali-form ¢ézUmund yeni modelin statik
sapmasini bulmak igin turetmislerdir. Bu ¢alismada yeni modelin statik ve serbest
titresim davranisini, basit mesnetli FD mikro-kiris igin analiz etmiglerdir. FD kirigin
malzeme 0ozelliklerinin kalinhik dogrultusunda gug¢ yasasi dagihmi fonksiyonuna
sahip oldugunu dikkate almislardir. Yeni modelin sonucunu modifiye gerilme gifti
teorisi ve klasik sureklilik teorileriyle karsilastirmiglardir. Son iki teoride kullanilan

gerinim gardiyan teorilerini 6zel durumlar igin elde etmislerdir.



1.3 Tezin Amaci

Titresim periyodik salinim hareketinin sonucunda meydana gelen bir olaydir.
Titresimlerin bazi durumlarda sonumlenerek ortadan kaldirilmasi istenirken, bazi
uygulamalarda ise kontrol edilerek ya da minimize edilerek yarali bir hale

donusturilmesi hedeflenmektedir.

Son 20 yildir mikrometre ve nanometre Olgegindeki sistemlerin ve cihazlarin
gelistirilmesi mikro ve mikro-alti olgekli titresim analizlerinin 6nemini artirmistir.
Homojen olmayan kiriglerin dinamik analizleri cok degisken katsayili denklemlerin
ortaya ¢ikmasi nedeniyle homojen kirislerin analizlerine gore ¢ok daha karmasiktir.
Homojen malzeme dagiiimina sahip olmayan kiriglerin titresim analizlerini
basitlestirmek icin Euler-Bernoulli kiris modeline dayali bircok metot 6nerilmistir.
Ozellikle analitik ydnden c¢ozillemeyen hareket denklemleri icin diferansiyel
transform metodunun kullaniimasi, ¢bézume ulagsmak i¢in hem kolaylik saglamakta
hem de kesin bir dogrulukta sonug vermektedir. Genellikle Emden-Flowner ve
Fredholm diferansiyel denklemlerine benzeyen ana denklemler DTM doénisum

tablosu kullanilarak tekrar dizenlenmekte ve ¢dézimler elde edilmektedir.

Bu tezin temel amaci elastik yapili makro boyutlu kirislerin titresim analizinde
kullanilan geleneksel modelleme teorilerini, mikro boyuta sahip fonksiyonel
derecelendirilmis kiriglere uyarlamak ve malzemenin serbest titresimini analitik
yollarla elde etmektir. Analitik ¢dzimler Kkirisin sinir sartlarina, kesit alanin
geometrisine, malzeme Ozelliklerinin dagilim fonksiyonuna ve dogrultusuna gore
yapilmistir. Uzunlugu boyunca kesit alani degisen mikro boyutlu kiriglerin hareket
denklemleri; modifiye gerilme cifti teorisi ve Hamilton prensibi temel alinarak elde
edilmis ve analitk ¢6zumd bulunan doértgen kesitli kiris icin analiz

gerceklestirilmistir.



2. EONKS_iYONEL DERECELENDIRILMiIS MALZEME VE MiKRO
KIRISLERIN TANIMI

2.1 Fonksiyonel Derecelendirilmigs Malzemeler

Bilesenlerinin ozellikleri, hacimsel bir oran dagilimina bagli olan malzemeler
fonksiyonel derecelendiriimis malzeme olarak tanimlanir. FDM'’yi olusturan
bilesenler birbirleriyle kimyasal etkilesime girmemektedirler. FDM’ler bu iki
Ozelligiyle kompozit malzemelere benzemektedirler. Kompozitler, temel olarak
kalip goOrevi goren regine igine gomulmus surekli veya kirpilmis elyaflardan
olusmaktayken FDM'’yi olusturan iki bilesen birbiri igerisinde dagiimis olarak
bulunur. FDM’nin seramik ylzeyi sicak yuzey, metal ylzeyi ise soduk ylzey olarak
adlandiriimaktadir. Sekil 2.1°de fonksiyonel derecelendirilmis malzemeyi olusturan,

metal ve seramik malzemelerin faz gegisleri gosterilmistir.

Sicak ylzey
—> Seramik fazi

— Seramik matns ve metalk ara

—> Gegis bolgesi

— Metalik matns ve seramik ara

— Metal faz

Sodukyizey

Sekil 2.1 Fonksiyonel derecelendirilmis malzeme dagilimi

FDM’lerin hacimsel oran dagilimi esitlik (2.1-2.2)’de gosterilmektedir.

P=PV,+RV, (2.1)
V, +V, =1 (2.2)
P=P+V,(R,-P) veya P=R+V,(R-R) (2.3)

P veR, sirasiyla kirigin Ust ve alt ylzeyinin malzeme o6zelligi, V, ve V, ise sirasiyla

ust ve alt kirigsin malzeme dagilim fonksiyondur.



Fonksiyonel derecelendiriimis kirislerde malzeme dagihmi; kalinlik veya eksenel
dogrultuda olabilmektedir. Sekil 2.2’de malzeme o6zellikleri kalinhk dogrultusunda
degisen FGM Kkirisi ve sekil 2.3'te malzeme Ozellikleri eksen dogrultusunda
degisen FGM kiris gostermektedir. Malzeme dagilimlari, kuvvet yasasi dagilimi (P-
FGM), ustel dagilim (E-FGM), sigmoid dagihm (S-FGM) [9] gibi cesitli
fonksiyonlara bagl olmaktadir. Bu malzemeler dokim ve toz metallrji adlari

altinda birgok farkh Gretim yontemi ile imal edilebilmektedirler

Kirigslerin matematiksel modellemesi (2.1),(2.2) ve (2.3) esitlikleri temel alinarak
yapilmaktadir. Asagida kuvvet yasasi, Ustel ve sigmoid dagilim fonksiyonlari

verilmistir®.

Kuvvet yasasi dagilim;

P(z)=R +(z/h)"(R—-R) (2.4)
Ustel dagihm;

P(z)= F’texp((z/h)n Iog(Pb/R)) (2.5)
Sigmoid dagihm;

P(z)=(R-R)[05(+2z/h) |+R —h/2<z<0 06
P(2)=(R-R)[05(1-22/h)" |+  0<z<h/2 |
h : Kirisin ylksekligi

z : Kirig Uzerinde secilen bir noktanin kirigin alt ylzeyine olan uzakligi

n : Malzeme dagihm indeksi

Dagilim fonksiyonlari  kirigin  buldugu ortamin c¢alisma gartlarina gore
secilebilmektedir. Ornegin; Bir FDM kirisin malzeme daglimi degistirilerek, ¢alisma
frekansiyla denk olmayacadi bir dodal frekansa sahip olmasi saglanabilmektedir.
Statik sapmanin belirli bir dizeyi gegmemesi gereken ya da burkulma yukinin
belirlenmis bir seviyeden az olmamasi istenen durumlar i¢in de dagilim

fonksiyonlari segilebilir.

! (Hui-Shen Shen, Functionally Graded Materials, Nonlinear Analysis of Plates and Shells,

2009)



2.2 Mikro-Kirigler

MEMS, NEMS ve AKM gibi cihazlarda mikro ve mikro-alti dlgek boyutlarinda kiris
yapilari bulunmaktadir. Bu tip sistemlerde kuguk degisimler kirisin statik ve
dinamik davranigi Uzerinde ¢ok onemli bir etkiye sahiptir. Kiriglerdeki malzeme

dagilimi kalinlik yoninde olabilecegi gibi eksen dogrultusunda da olabilmektedir.

;

Sekil2.2 Malzeme 06zellikleri kalinlik boyunca degisen fonksiyonel derecelendirilmig
kiris (TFGM)

Sekil 2.3 Malzeme 6zellikleri eksenel yonde fonksiyonel derecelendiriimis kiris
(AFGM)

Bir kirisin kesit alani dikdortgen, dairesel veya Uggen geometriye sahip
olabilmektedir. Tablo 2.1°de doértgen kesit alanh lineer ve Ustel konik Kkirig
geometrileri gosterilmektedir. Ornegin, lGggen kesitli konik kirigler atomik kuvvet
mikroskop uygulamalarinda kullaniimaktadir. Bu geometriye sahip kirislerin ug¢
yapisl, kan hdcresi gibi mikro boyutlu yapilarin hacmini belilemek amaciyla
parcacigin yuzeyine etki eder ve bu sekilde cismin t¢ boyutlu (3D) geometrisi elde
edilir. Sekil 2.4 ‘de atomik kuvvet mikroskobunda bulunan bir kirisin fotografi

gorulmektedir

Sekil 2.4 AFM kiris
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Tablo 2.1 Doértgen kesit alanl konik kiris gesitleri [22]

Cift Yonli Derinlik Boyunca Yukseklik Boyunca
Konik Konik Konik

By B b,

Lineer he he hy
hy o My
by by e

By bo by

Ustel he hy hy
hy o hy
b,
b'i b_i (]
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3.SERBEST TIiTRESIM ANAL.izi

3.1 FDM Konik Kesitli Mikro Kirigin Yapisal Ozellikleri

Genellikle FDM kiriglerin bir yuzeyi saf metalden diger yuzeyi ise saf seramikten
olusmaktadir. Kirisi olusturan metal ve seramik bilesenler kirisin kalinhigi boyunca
belirli bir dagilima gore hacimsel oranla karistiriimis olup birbirleriyle inert

elementlerden segilmislerdir.

Sekil 3.1. Fonksiyonel derecelendirilmis konik kiris

Sekil 3.1’deki FDM mikro kiris kalinligi dogrultusu boyunca malzeme dagihmina
sahiptir. Bu tar bir kiriste malzemenin dagilimi kalinlik dogrultusunda oldugundan
malzeme Ozellikleri kalinlik boyunca degisecektir. Bu sebeple kalinhk ydninde

secilen bir noktadaki malzeme 6zellikleri tanimlanmistir.

p(i)=pb+(%jn (o —py) (3.1)
E(z)=5b+(%)n(a_eb) (32)
ﬂ(f)=ﬂb+(§jn(ﬂt—ﬂb) (3.3)

Secilen 7 noktasinda;
p(2): Yogunluk

E(Z): Elastisite modli
1(2): Kesme modiilii

bvet indisleri sirasiyla kirisin alt ve Ust ylUzeylerindeki malzemeleri temsil

etmektedir. n sembollu gu¢ yasasi dagilim fonksiyonuna goére dagilim fonksiyon

indeksini gostermektedir.
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3.2 Yer degistirme ile Sekil Degistirme Arasindaki Kinematik Baglantilar
Euler-Bernoulli kirig teorisinde; x, y ve z koordinatlari dogrultularinda yer

degistirme miktari asagidaki gibi ifade edilmektedir.

u =-zy, u,=v=0, u,=w=w(xt) (3.4)

y 5 —
/|
b 2
Sekil 3.2 Konik bir kirgin notr ekseni ve kesit alani
Wy
\
M i
Notr eksen

Sekil 3.3 Konik bir kirisin egilmesi sonucunda secilen bir noktanin noétr eksene
gore yer degisimi

z parametresi kirisin notr ekseni ile sekil degisimi icin secilen noktayla arasindaki
uzakligi temsil ederken, Zsembolu secili noktanin kirisin alt ylzeyine olan
uzakhgini gostermektedir. w kirigin (centroidal) merkez ekseninin rotasyon agisini
temsil etmektedir. Kirigin hareket durumu, géz onune alinarak bu sapmanin ¢ok

kUguk bir sapma oldugu tespit edilmigtir.

L aw (3.5)

s
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(3.4) deki u esitligine (3.5) deki y degeri yazilarak w(w,t)’ye bagh u elde edilir.

u :—za (3.6)

3.3 Modifiye Gerilme Gifti Teorisini Kullanarak Euler - Bernoulli Kiris igin
Potansiyel Enerji

Yang ve calisma arkadaslari, gerinim enerjisi yogunlugunu egrilik tensoru ve
gerinim tensorunun fonksiyonu cinsinden elde ederek modifiye gerilme gifti
teorisini ifade etmiglerdir. Lineer elastik izotropik malzeme 6zelligine sahip kirisin
hacminde meydana gelen sekil degistirme enerjisi(U), modifiye gerilme cifti teorisi

kullanilarak yazilmistir [37].

J =%IIIU(Uii€ii +my v (i,j=123) (3.7

(3.7) denklemi kartezyen koordinatlari gosterilerek yeniden yazilmistir.

b
f (0 + M, 7, ) dxdydz (3.8)

Esitlik (3.8)'deki o;,&;,m;ve x; sembolleri sirasiyla gerilme tensord, gerinim

tensoru, gerilme ciftinin deviatorik (fark) tensord ve egrilik tensorunud temsil

etmektedir.
oy = Atr (gij ) I +2ug; (3.9)

| malzeme i¢ uzunluk parametresi, 4 ve u lame sabitleridir. Lame sabitleri gerilme-
sekil degistirme arasindaki bagintiyr veren sabitlerdir. A birinci lame sabiti, u«

ikinci lame sabiti (kayma modull) olarak adlandiriimaktadir.

Zi =%(v9+v9T) (3.11)

& = %(Vu +vu') (3.12)
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£ ve ytensorleri simetrik 6zellik gosterdiginden (3.11) ve (3.12) esitlikleriyle
tanimlanmistir. ¢; ve yx;;‘'nin simetrik 6zelliginden dolayl (3.9) ve (3.10)'daki

a;; ve m;; olarak ifade edilen tensorler de simetriktirler (;; = o; ve m;; = m])).

Esitlik (3.11)'deki @ rotasyon vektoriini temsil etmektedir. Rotasyon vektori esitlik

(3.13) gosterilmigtir

0. :%curl(u)i (3.13)

]

(3.4)'deki tanimlanan esitlikler (3.13) denkleminde yerine yazilarak yeniden

duzenlenmigtir.

ik i j k
Q._—curl(u)_:1§xﬁzideti 9 9 lyw & 2 29 (3.14)
! o2 2 |ox oy oz| 2 ox oy oz

Ue Uy U —zd—W 0 w(xt)

dx
OW( X,t ow(x,t
0, = (xt) 20} [ ow(x )_2(_2%j k @—3(— d—Wj (3.15)
oy 0z OX 0z dx oX oy dx
0 0
ow(x,t
0, =- (Y 5 _p 0 (3.16)
OX
(3.16) elde ettigimiz rotasyon vektoér degerleri (3.11) denklemine yazilmigtir.
(00, 06, 06, ]
oXx oy oz 0 0 0
00, 06, 06
Vo=6  =|— ! L= i(_zd_wj 00 (3.17)
Yol ex oy oz OX dx
06, 00, 00, 0 00
| OXx oy oz |
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_ ) _
o 9w g
dx
1 T 1| d?w
7=5(VO+(VO) )=o) -5 0 0
0 0 0
1 d*w
ZXy:_EW’ Zxleyyzlzz:;(yz :szzo

(3.18)

(3.19)

Esitlik (3.12)'de tanimlanan gerinim tensoru denklemine (3.4)'deki yer degistirme

esitlikleri yazilarak kirisin x, y ve z dogrultularindaki sekil degisimi belirlenmigtir.

ou, ou, ou,
ox oy oz
Vu—u - ou, ou, au,
Mlox oy oz
ou, ou, ou,
| OX oy oz |

ij

"

o'w
dx?

0
d_w
dx

_dw |
dx
0 0
0 0

(3.20)

g; gerinim tensorunu elde etmek icin esitlik (3.12)'deki denklemde WVu yerine

yazilmistir. Elde edilen matrise gore sadece x dogrultusunda gerinimin olustugu

tespit edilmigtir.

i . d2w
dx?
& :% 0
dw
dx
d2w
£ =—1
X dx?

| o
0
0

dw

dx
0

0

i . d2w
dx?

0

d_w_
dx
0 O

(3.21)

(3.22)

Elastik sabitlerinin birbiriyle arasindaki bagintiyi gosteren ek-1'deki tablodan

yararlanarak A ve u sabiteleri yazilmigtir.

Eo

E
2(1+v)

(1+0)(1-20)

(3.23)

(3.24)

16



E : Elastik modul
v : Possion orani

Kiriste olusan gerilmelerin yonleri belirlemek icin (3.9) gerilme tensoru

denkleminde (3.22) , (3.23) ve (3.24) esitlikleri yerine yazilmigtir.

o ]
(—zd\;VJ 0 0
dx
Ev E
S 1], +2 0 00 3.25
’ (1+U)(1_2U)(8XX+‘9W+‘9H)[ b * 250003 I (3.25)
2 i _
B d\iv E(l U) 0 0
dx* (1+v)(1-2v)
d’w Ev
= 0 - 0
’ “ax (1+v)(1-20) (3:26)
d*w Ev
0 0 -
_ "o (1+0)(1-20) |
_ 4w E(l-v)
72 =7 0 (10)(1-20) (3:27)
o o = Ev _Zd2W (3.28)
A (PN TURE S| W |

Mikro kirigler gibi boyunun enine gore orani ¢ok fazla olan kiriglerde, Kirig teorisini

sade bir sekilde formule etmek igin Possion oranin etkisi goz ardi edilir. Bu

sebepten dolayr possion orani géz ardi edilip OOy V€ T, yeniden

diizenlenmistir (v =0).

o,=-tk—-, o,=0,=0,=0,=0,=0 (3.29)
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(3.10) denklemiyle tanimlanmis olan gerilme ciftini fark tenséra (3.17) ve (3.27)

esitlikler ile yeniden duzenlenerek x, y ve z dogrultularindaki degisimler

gostrilmigtir.
_ , .
o 9w g
dx
E 1| d*w

m. =21 ] 0 0 3.30
T o)z (3:30)

0 0 0

, d’w

me__ H dX2 ! mxx:myy:mzz :mxz :myz=O (331)

Modifiye gerilme ifti teorisine gore kirisin potansiyel enerjisini elde etmek igin
(3.19), (3.22), (3.29) ve (3.31) esitlikleri (3.7) denkleminde yerine yazip yeniden

duzenlenir.

L 2 2
u=_1 {MX dw(xt)  SWE) o (3.32)

M, bileske momenti, Y, moment ciftini tanimlamaktadir [4].

M, = [ o, zdA (3.33)
A

Y, = [m, dA (3.34)
A

A kirisin kesit alanidir. Kirisin boyutunu tanimlamak igin segilen kalinhk ve
yukseklik sembolleri kullanilarak; kirigin kesit alaninin atalet momenti asagidaki

gibi ifade edilmektedir. Kesit alani bu durumda A=Dbh olarak ele alinmalidir.

h
2
| =b [ z°dz (3.35)

v

Kalinlik yoninde malzeme o&zellikleri fonksiyonel olarak degistiginden E elastik
moduli ve u kesme modull z eksenine badli olarak degisecektir. Bu durumda
(3.33) ve (3.34) esitlikleri yeniden duzenlenir [4].
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d*w(x,t)

M = dA=—|E(Z)2" ———"2dA 3.36
y ./[axxz ./[ (2)z Ve (3.36)

Y, =[m dA=—[ ﬁﬂzg@iﬁQdA (3.37)
xy_A xy T AILl dx? )

3.4 Modifiye Gerilme Gifti Teorisini Kullanarak Euler- Bernoulli Kiris igin
Kinetik Enerji
Titresim yapan kiris kesitinin herhangi bir noktasinin herhangi bir andaki hizi

asagidaki gibi ifade edilmektedir.

du d dw(x,t) d?w(x, t)
V=—=—|-2 =-z _
o dt m( dx j dxdt (3.38)
dw(x,t)
= 3.39

Euler-Bernoulli kirisi icin kinetik enerji ifadesi elde edilirken, atalet momentinin

etkisi ihmal edilir. Bu sebeple kirig kesit hizinin v, bileseni ihmal edilir. Boylece

tum Kkiris icin kinetik enerji ifadesi asagidaki sekilde olur.

q | 2
p(—f%;f)]dv (3.40)

\

Burada p kirigin (yogunluk) birim hacim kutlesidir. Bu ifade kartezyen

koordinatlarda daha ayrintili olarak izleyen sekilde yazilabilir.

dw(x,t) ’
{Tj dxdydz (3.41)

N | T

1L
T=§£

N | T —ro |

N o

Esitlik (3.41)’deki integral islemi igin gerekli hesaplamalar yapilarak Euler-Bernoulli

Kirisi icin kinetik enerji ifadesi elde edilmistir.

_%f {mNXt:]dx (3.42)
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3.5 Euler- Bernoulli Kiris igin Harici Kuvvetlerin Yaptigi is
Kirigin Uzerine q(x,t)kadar yayili bir kuvvet oldugu varsayarak ig denklemini elde
edilmistir.

V =|q(xt)w(x,t)dx (3.43)

O e

3.6 Ana Hareket Denkleminin Turetilmesi

Kirigsin dinamik hareket denklemi genigletiimis Hamilton prensibi ile tlretilmistir.
Lineer elastisite anizotropik ortam igin elastodinamik davranig gdsteren bir
sistemin dalga hareketini tanimlamakta genisletismis Hamilton ilkesi ile
tanimlanmaktadir. Bu prensibe gore; bir sistem, belli bir zaman araliginda, kinetik
ve potansiyel (elastik) enerjilerinin degisimi ile kendisine etkimekte olan aktif
kuvvetlerin virtlel igleri toplaminin integrali sifir olacak sekilde hareket eder.
Hamilton prensibi hareket denklemini belirli bir koordinata bagl olmadan sadece

sinir kosullarina bagh olarak analitik yoldan sonuca ulasiimasini saglamaktadir.

t t
[[6T+6V-oUjt=0 = §,[(T-U+V)dt=0 (3.44)

tl t1
T : Kinetik enerji
U : Potansiyel (elastik ) enerji

V : Harici kuvvetler tarafindan yapilan i

Bl 1 dw)® . 1% w(x,t)  f
5VH[E'OA(EJ dx—E_([(MX+ny)de+£q(x,t)w(x,t)dx dt (3.45)

Kirisin dogal frekansini bulmak igin harici kuvvetler yok sayilarak denklem yeniden
duzenlendiginde asagidaki hareket denklemi elde edilir. Ek-2’de esitlik (3.45)'den
esitlik (3.46)’e gecis aciklanmistir.

88—22[(5 (x)+|2yA(x))%]+ pA(x)% ~0 (3.46)

X
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3.7 Kesit Degisim Analizi

Kiris yUksekligi sabit olan ve genisligi Ustel olarak degisen kiris modeli icin ana

hareket denklemi elde edilmistir.

%[ZX\;\I(EI(X)HZ"IA(X)U:_ %A(x) (3.47)

Esitlik (3.47)deki 1(x) ve A(x)sirasiyla kiris uzunluguna (x yoénindeki yer

degisimi) bagli atalet momentini ve alanini géstermektedir.
I(x)=15i(x) (3.48)
A(x) = Aa(x) (3.49)

i(x) ve a(x) siraslyla atalet momenti sekil fonksiyonu ve alan sekil fonksiyonudur

[27]. (3.48) ve (3.49) denklemleri esitlik (3.47)'de yerine yaziimistir.

aa—xzz[(Eloi(X)+|2u%a(x))%]+p%a(x)%:o (3.50)

Kirsin hareket denklemi boyutsuzlastirmak amaciyla (3.51)deki esitlikler

tanimlanmistir.

X t w

——, =, —-— 3.51
=i T r y=1 (3.51)
(3.51)'de tanimlanan esitlikler (3.50) denkleminde yerine yaziimistir.

& : ) o (yL)

El,i(nL)+1°uAa(nLl))—— |+ pAa(nL =0 3.52

PR [( ol (L) +17uAa(n ))8(77L)2 pAR(7 )a(ﬂo)z (3.52)
O (E1i(r) + uma(n) 22 |+ 2O a () 2 —o (3.53)
6772 0 6772 t02 az_Z

Esitlik (3.53) denklemindeki i(77) atalet sekil fonksiyonu ve a(7)alan sekil

fonksiyonunu tanimlamak gerekli oldugundan farkli kesit alanlarina sahip kirigler

icin atalet momenti asagidaki denklemle ifade edilmistir.

| =cbh? (3.54)
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b,h ve ¢, sirasiyla kesit genisligi, kesit yiksekligi ve kesit alani sekil fonksiyonu
sabitini gostermektedir. Ornegin; dikdértgen kesit alani igin ¢, =1/12 iken, dairesel

kesit alani ve eliptik kesit alani igin ¢, =7 /64’dir. Dairesel kesit alaninda b ve h

yarigapa esit iken, eliptik kesit alaninda b ve h’dan biri major eksen, digeri de
minor eksen olarak kabul edilir. Yalniz dairesel ve eliptik kesit alanina sahip
kirislerde bu tanimlamayi kullanabilmek igin koniklik y ve z eksenlerinde esit
olmalidir[27].

I =1,i(7) (3.55)
l, =cbyh’ (3.56)
i(n)=y(n)2’(n) (3.57)

y(77) ve z(n7) birbirinden badimsiz boyutsuz parametrelerdir. Tek ve cift yonli

konik kirisler bu esitlikle tanimlanabilir. Kesit alanini, yukarida tanimlaman atalet

momentinin tanimina benzer bir sekilde yaziimistir.
A=c_bh (3.58)

¢, kesit alani sekil fonksiyonu sabitini gostermektedir. Ornegin; kare ve dikdortgen

kesit icin ¢, =1, dairesel ve eliptik kesit alani i¢in c=7z/4"tir.

A= Aa(n) (3.59)
A, =c,byh, (3.60)
a(n)=y(n)z(n) (3.61)

3.7.1 Lineer Konik Durumun Incelenmesi

n=0=h=h,b=b ve n=1=h=h,, b=Db, baslangi¢ sartlarina sahip olan kesiti
lineer degisen bir kiris koniklik fonksiyonlari asagidaki gibi olur.

y(n)=(b,—b)7+b;

2(7)= (R )+, (3:62)

(3.63)
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a=h/h <1 ve f=b/b,<1, gubugun ilk ylikseklik ve genislik degeri 1 indisiyle,
cubugun son yukseklik ve genislik degeri 0 indisiyle gosterilmistir. Genigleyen
konik kirig icin sekil fonksiyonlari elde edilmistir.

Esitlik 3.56'da tanimlanan atalet moment sekil fonksiyonunda ve esitlik (3.61)’ta
tanimlana kesit alani sekil fonksiyonunda 3.63’deki esitlikler yazilarak S ve

koniklik fonksiyonlari cinsinden yeniden tanimlanirlar.

i(n)=y(n)7° (n)=[(1-B)n+pJ[(1-a)n+a] (3.64)
a(n)=y(n)z(n)=[(1-p)n+p][(1-a)n+a]

Tablo 2.1’de gosterilen ¢ farkli konik kiris geometrisi ele alinarak 3.64’deki
esitliklerden farkli konik kirislerin matematiksel modellemeleri yapilmaktadir. Cift-

konik kirisler icin « = 8 segilerek konik kirigin atalet ve alan sekil fonksiyonlari elde

edilmigtir.

i(n)=y(n)2*(n)=
a(n)=y(n)z(n)=

Yiksekligi sabit (a=h/h =1= z(n)=1), genisligi lineer degisen bir kiris icin

(3.65)

atalet ve alan fonksiyonu yazilmistir.

i(n)=[(1-p)n+5]

a(n)=[(1-B)n+8] (3.66)

Tek tarafli konik kesitli kirig icin tanimlanan (3.65)'deki atalet degisim fonksiyon ve
alan degisim fonksiyon esitlikleri, kiris ytksekliginin sabit oldugu durum icin farkl,

genisliginin sabit oldugu durum igin farkl fonksiyonlar olusturmaktadir.
Genisligi sabit olan (£ =b, /b, =1= y(7)=1), ylksekligi lineer degisen bir kiris igin
atalet ve alan fonksiyonu yazilmistir.

i(n)=[(1-a)n+a] (3.67)

a(n):[(l—a)n+a]
Sonug olarak « = oldugu kabul edilerek tek yonlu ve cift yonla lineer konik
kirigler (3.67)’deki esitliklerle gosterilebilir.
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3.7.2 Ustel Konik Durumun incelenmesi

Kesiti Ustel olarak degisen bir kirisin kesit degisim fonksiyonlari tanimlanmigtir
[22].

y(n) = eﬂe(l—n) , ﬂe = Inﬁ (368)
z2(n)=e“"", o ,=Ina (3.69)

(3.68) ve (3.69) esitliklerinde o<1 ve <1 oldugundan Ustel degisim miktarlar
a, <0 ve B, <0 olur. Cift tarafli Gstel konik kirig konikligin simetrik olmamasi igin
a = B alinarak (3.64)’deki denklemler yeniden dizenlenmistir.

i (77) — e(l_”)(ﬁe+3ae)

a(n)=elt e (3-70)

Yuksekligi sabit olan (x=1= z(n)zo ve , =0) genigligi Ustel degigen bir kirig
icin atalet ve alan fonksiyonu yazilmistir.

i (77) _ gl

() = (3.71)

Genigligi sabit olan (f=1= y(n):O ve B, =0) ylksekligi Ustel degisen bir kirig
icin atalet ve alan fonksiyonu yazilmistir.
i(’?) — g3 ()

3.72
a() =& e

3.8. Hareket Denkleminin Analitik Olarak Cozumii

Analitik ¢o6zim 6zel durumlar igin elde edilmektedir. Bu sebepten dolayi 3.7.1 ve
3.7.2 basgliklari altinda turetilmis olan atalet ve alan sekil fonksiyonlari ve gergek
frekansi elde etmek icin malzemenin dagihm fonksiyonlari incelendiginde; analitik
¢bzumlerden birinin Ustel olarak genisligi degisen tek tarafli kiris geometrisi igin

olacag tespit edilmigtir.

(3.53) denklemi i(r7)=a(n) olarak alinarak ve (3.71)'deki esitlikler kullanilarak

yeniden duzenlenir.
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2 2

aa_yf((Elo+|2”Ab)i(77)2,7zj+a(’7)p?§|_ %:0 (3.73)

O — ot (3.74)

(3.51) ve (3.74)de tanimlanan esitlikler kullanilarak denklem yeniden

duzenlenmigtir.

o* (., % pAL 0%y
i(n)— |[+a =0 3.75
on’ ( (n)éan (U)(EIO +|2,Llpb)t02 or’ (3.75)

Esitlik (3.75) hem zaman hem de yola bagli bir denklem oldugundan ¢6zimun

zamandan bagimsiz olmasi igin esgitlik (3.76) kullaniimistir.

y(17.7)=W (17)F(7) (3.76)

Esitlik (3.76) kullanilarak (3.75) denklemi degigkenlerine ayrilir. Bu yontemle, yer

degistirmeye bagh bir ¢ozum denklemi ve zamana bagli bir ¢ozum denklemi elde

edilmis olur.

S T e @ e T w0 S
12 W) 1 FF(r)

Wanz(l() a77277 j__F(f) o 2U7) .
aa;[‘(n)a?nﬁ")}wztfa<n)w<n>=o (879

(3.80) denklemi ana hareket denkleminin yola bagl kismidir. Yani kirgsin uzunlugu
boyunca ( x ekseni dogrultusunda) alinan bir uzakhga bagh kirsin ¢okelme (z

ekseni dogrultusundaki yer degisim) miktarini vermektedir.

F'(r)+o’F(7)=0 (3.81)
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(3.81) denklemi ana hareket denkleminin zamana bagh kismidir. Bu denklem iki
dereceli homojen diferansiyel bir denklemdir ve ¢6zUmU asagidaki gibi elde

edilmektedir.
F(7)=C,cos(wr)+C,sin(wr) (3.82)

3.8 Ustel Kesit Degisimine Sahip Kirisin Analitik Coziimii

Esitlik (3.71)'de ustel kesit degisimi igin elde edilen atalet ve alan degisim

fonksiyonlari (3.80) denkleminde yerine yazilip tekrar dizenlenir [31].

2
d ~| e sz\Z’ -QeW =0 (3.83)
dn dr
W (17) =€’ [C, cosh(&,7) + C, sinh(&,7) + C, cos(&,n) + C, sin(e,n) ] (3.84)
S=p.12

g, =07 + 5 Q> 6° (3.85)
g, =\Q* 57

(3.81) denkleminden elde edilen Q? degerleri kirisin dogal frekansi olarak
tanimlanir. Bu denkleminin sonsuz tane koku bulunmaktadir. Her bir dogal
frekansa karsilik kirisin almis oldugu sekil mod sekli olarak tanimlanir. Dogal
frekanslarin kagukten buytuge dogru siralanmasi sonucunda elde edilen en kuguk
frekans temel frekans ve bu frekansa karsilik gelen mod sekli birinci mod sekli

olarak adlandirilir.

Kirisin sinir kogulana bagli olarak kirisin uglarinda meydana gelen degisimlerinin
kullaniimasi i¢in hareket denkleminin tarevlerinin belirlenmesi gerekir. Bu sebeple
¢OzUm icin secilen Kirisin hareket denkleminin birinci, ikinci ve Uguncu turevleri

turetilmistir. Tablo 3.1°de tezde kullaniimis olan U¢ sinir kosulu verilmektedir.
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Tablo 3.1 Kiris u¢ durumuna goére sinir kosullari

Sinir kosulu Boyutlu form Boyutsuz form Yola bagimli
Sasitmesnetli w=0. a_w:0 y=0, Q:O W (77)=0,W'(r7)=0
¢ ox on
Ankastre ug¢ 2 2 w =0,W"(n)=0
WZO,G_\’Z\’:() y=0, 83220 (7) (7)
OX on
2 2
El ‘2"2"20 %:o
X
Serbest ug d W"(r7)=0,W"()=0
ow( _ 0w 2
—| El—; |=0 oy i(n)ﬂ ~0
OX OX on on?

Kiristeki cokelme miktarint W (77), egimi W'(7), egilme momenti W"(7) ve kesme
gerilmesini W’”(n) temsil etmektedir. Asagidaki esitliklerde (3.84)'de tanimlanan

hareket denkleminin turevleri gosterilmektedir.

&(C, cosh(&m)+C,sinh(g7)+C,cos(&,7)+C,sin(en))+

W' () = (3.86)

C.¢,sinh(&7)+C,é&, cosh(&7n)—Cye, sin(&,17)+¢,C, cos(&,n)

6% (C, cosh (&) +C,sinh(&77)+C,cos(&,1)+C,sin(e,n))+
W"(n)=€"| 25(C,&, sinh (77)+C,&, cosh (1) —Cyé, Sin(£,n7) +C e, c05(£,7)) | (3.87)

+C,&,” cosh (&) +C,e,* sinh (&77)—C,e,” cos(&,n7)—C,ée,” sin(&,17)

| 5°(C, cosh(&77)+C, sinh (&) +C, cos(e,7) +C,sin(e,7)) +

W" () =e" 35° (Cy;sinh (£7)+C,e, c0sh (£7) ~ Cys, 8in (£,7) +C,, €08 (&,77)) + .59
?7 - .

35(C1512 cosh (&) +C,é&,”sinh(&7)—Cye,” c0s(&,n7)+C,e,” sin (6‘277)) +

(C1513 sinh(&77)+C,é&” cosh(e77)+Cye,’ sin(&,17)-C,ée,’ 005(5277))
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3.8.1 iki Ucu Basit Mesnetli Kiris igin Coziim
Boyutsuz kirig i¢in baslangig noktasindaki degeri x=0=7=0 ve Kirigin bitig
noktasindaki degeri ise x=0=7 =0 olur. Her iki ucu basit mesnetli kiris i¢in sinir

sartlarn simetrik oldugundan Kirisin herhangi bir ucu koordinat merkezi secilebilir.

Tablo 3.1°den yararlanarak sinir kosullari;

W(0)=0, W"(0)=0, W(1)=0, W'(1)=0 (3.89)
1 @
> | ho
X hy
oy Al

Sekil 3.4 iki ucu basit mesnetli kirig

Kirigin sol tarafindan diger uguna dogru kesit alani degisiminin daraldigini
belirtmek icin B, negatif, genigledigini belirtmek igin £, pozitif olarak segilir. Bu
sekilde daralan veya genislemenin oldugu konik kiriglerin frekanslari

bulunmaktadir.

Her iki ucu serbest mesnetli kiris icin (3.89)’daki sinir kogullarini gésteren esitlikler

(3.84) ve (3.87) esitliklerinde yerine yazilarak (3.90) esitligi elde edilir.

1 0 1 0 1(c,
5 +g? 20 5 —g? 20 C
oA I | (3.90)
coshg, sinhg cosg, sing, ||C,
Cy Cyo Cys Cua C4
¢, =0°cosheg +25g sinh g, + &7 cosh g,
C,, =0°sinh g, +23g, cosh g, +¢&,° sinh g, (3.91)

C,s =0°C0Sg, —20¢,SiNg, —&,” COS &,

C, =0°sing, +20¢,c08¢, —&,°sine,

(3.90) esitliginin sag tarafi sifira esit oldugundan ¢6zimuin bulunmasi igin bu
esitlikteki matrisin determinantinin sifra esit olmasa gerekir. Bu sekilde

determinant alinarak elde edilen denklem Q’ya bagh bir esitlik olmaktadir. Bu
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esitligin  koklerinin karesi ise kirisin geometrisine bagli dogal frekansini
vermektedir. Bulunan en kuguk kokun karesi kirisin ana frekansini vermektedir.
Kdklerin bulunmasi icin Matlab programindaki “fzero” komutundan yararlaniimistir.

Diger butun sinir kosullari icin gozumler bu yontem kullanilarak yapiimistir.

ki Ucu Basit Mesnetli Kirig

1.01 F
1 -
Dgg e
[ o)
g T = I P S S
(]
3
Dg? S
mod 2
0.96 - mod 3|
mod 4|
095 mod 5 |.:
i i i i i i i i i j
0 0.1 0z 0.3 o4 DA 0&B 0.7 0.8 09 1
P
Sekil 3.5 Iki ucu basit mesnetli kirisin g degisimine gére dogal frekanslari orani,
mod =1,2,3,4,5

Sekil 3.5°te iki ucu basit mesnetli kirisin kesit degisiminin (), ilk bes mod
durumuna goére elde edilen dogal frekanslarinin, sabit kesitli bir kirisin dogal
frekanslarinin oranlari degisimini gostermektedir. Beta degerinin bir olmasi kesit
degisiminin olmadigl yani konik olmayan bir kirisin frekanslarini vermektedir. Bu
sebeple beta 1 degerine yaklastikga, oranlarda 1 degerine yaklagsmaktadir. Mod 1
icin dogal frekanslar orani 1 degerinin altindaki dederden bagslayarak 1’de
sabitlesmektedir. Grafige gore ilk dogal frekanslarin (mod 1) oranlari sabit kesitli
bir kirisin dogal frekansindan kuguk olurken, diger mod (2, 3, 4 ve 5) bigimlerinin
frekanslarinin buyldk oldugu goértlmektedir. Mod 2’'de elde edilen frekans sonuglari

artan mod degerlerine gore en yiksek dogal frekanslari vermektedir. Sonug olarak
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mod degeri sonsuza gittikge Kirisin koniklik oranin betanin degigsimini dogal
frekanslara etkisinin azaldigi gorulmektedir. Diger bir degigle mod arttikgca sabit
kesitli bir kiris icin hesaplanan dogal frekans degeri, konik kesitli bir Kirig igin

hesaplana dogal frekansa ¢ok yakin olacagdi gorulmektedir.

1|:|2_ ....... ........ IRERERERE ................. ........ EEREEEE ......... :
1.01
1
055
o 098
G
(o]
0 1 1= 2 O T
DQE ..............
mod 1
0.as mod 2| o N L
mod 3
094 modd| o
| ; : : : : : mod & : :
2.5 -2 -1.5 -1 0.5 a 045 1 1.5 2z 245
Pe
Sekil 3.6 Iki ucu basit mesnetli kirigin S, degisimine gére dogal frekanslari orani
mod =1,2,3,4,5

Sekil 3.6'da beta-e (B, =In g <> g =¢"* ) degerinin sifira esit oldugu noktaya karsilik

gelen frekanslar sabit kesitli bir kirisin dogal frekanslarini gdstermektedir. Yani
beta-e sifir iken kiris konik dedildir. Beta-e'nin -2.5 ile O arasi| degeri, beta’nin 1’e
yakin bir degerinden baslayarak O’a giderken elde edilen dederleri gosterirken,
Beta-e’'nin 0 ile 2.5 arasi degeri, beta'’nin 0’dan 1’e yaklasirken elde edilen
degerlerini gdstermektir. Kirisin sinir kosullarinin simetrik olmasindan dolayi grafik
simetrik O eksenine gore simetrik oldugu goérulmektedir. Sekil 3.5’de mod

degerlerine gore dogal frekanslar hakkinda ayrintili bir yorum yapilmigtir.
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3.8.2 iki Ucu Ankastre Kiris igin Coziim

Her iki ucu ankastre kirig i¢in sinir kosullari asagidaki gibi olur.

W(0)=0, W’'(0)=0, W(1)=0, W’(1)=0 (3.92)
z A b
/ Sl
P \\ ho
/o x N
b,

Sekil 3.7 iki ucu ankastre kirig

Her iki ucu ankastre kiris i¢in (3.92)'deki sinir kosullarini gosteren esitlikler (3.80)
ve (3.82) esitliklerinde yerine yazilarak (3.93) matris esitligi elde edilir.

1 0 1 0 C,
o o C
A 2 log (3.93)
coshg, sinhg coseg, sing, ||C,
C41 C42 C43 C44 C4
c, =ocosheg +¢ sinhg
C,, =0sinheg +¢ cosheg (3.94)

C,;3 =0C0SE —& Sing
C, =0SiNg +& COSg

(3.93)'daki esitligin sag tarafi sifira esit oldugundan matrisin determinantinin sifira
esit olmasa gerekir. Elde edilen kdk degerleri dogdal frekanslari vermektedir.
Ornegin bulunan en kiigiik kék 1. mod seklinin frekansinin vermekteyken ikinci en

blayUk kok degerin 2. mod sekli igin elde edilen dogal frekansi vermektedir.
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1.035
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1.025

1.02

2
1]
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04/

1.01

1.005

0.1 0z 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 na 04 1

B :
Sekil 3.8 ki ucu ankastre kirisin 4 degisimine gére dogal frekanslari orani,

mod =1,2,3,4,5

Sekil 3.8’te iki ucu ankastre kirigin kesit degisiminin (5), ilkk bes mod durumuna

gore elde edilen dogal frekanslarinin, sabit kesitli bir kirisin dogal frekanslarinin
oranlari degisimini gostermektedir. Beta degerinin bir olmasi kesit degisiminin
olmadigi yani konik olmayan bir kirisin frekanslarini vermektedir. Bu sebeple beta
1 degerine yaklastik¢a, oranlarda 1 degerine yaklagsmaktadir. Mod 1 igin dogal
frekanslar orani diger mod sekillerine gore en ylksek dogal frekans degerlerinin
vermektedir. Grafige gére mod degerlerinin 1 ‘den sonsuza gittikce sabit kesitli bir
kirsin secilen modu icin hesaplanan dogal frekansina yaklastiyi gortlmektedir.
Ornegin mod 1’de betanin 0.4 degderi icin dogal frekans sabit kesitli bir kirigin 1.

modu i¢in hesaplanan frekansin yaklasik 1.005 kati kadar olacagi gortulmektedir.

Sekil 3.9'da beta-e (B, =In B < f =e” )degerinin sifira esit oldugu noktaya karsilik

gelen frekanslar sabit kesitli bir kirigsin dogal frekanslarini gostermektedir. Yani
beta-e sifir iken kiris konik degildir. Kirisin sinir kosullarinin simetrik olmasindan
dolay! sekil 3.6’daki grafik gibi simetrik bir grafik elde edilmistir. Sekil 3.8’de mod
degerleri igin dogal frekanslar hakkinda ayrintili bir yorum yapilmistir.
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1.04

ki Ucu Ankastre Kirig

1.035

1.03

1.025

1.02

2
0

eI

015

1.0

1.005

ey S S S SN N N S S S
25 2 1.5 -1 -0.5 a 0.5 1 15 2 25

Sekil 3.9 Iki ucu ankastre kirigin 3, degisimine gére dogal frekanslari orani
mod =1,2,3,4,5

Tablo 3.2. iki ucu basit mesnetli ve iki ucu sabit konik kirigler icin dogal frekanslar

Dogal Frekanslar (QZ)

Beta- Mo
e
iki ucu basit mesnetli iki ucu sabit kirig
|’B 9| kiris
1 9.86960440 22.37328545
2 39.47841760 61.67282287
0 3 88.82643961 120.90339173
4 157.91367042 199.85944813
5 246.74011003 298.55553528
1 9.77291040 22.51168213
2 39.57036604 61.85969723
1 3 88.97052285 121.10798499
4 158.08418930 200.07412053
5 246.92650018 298.77662010
1 9.48725368 22.93772677
2 39.85231597 62.42273218
2 3 89.40520305 121.72273237
4 158.59689077 200.71860945
5 247.48629444 299.44013905
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Tablo 3.2’de iki basit mesnetli ve iki ucu ankastre Kkirisi icin segilen beta-e

degerlerine ve mod sekillerine gore elde edilen dogal frekanslari gostermektedir.

Her iki ucu basit mesnetli ve ankastre kirigler igin kesit degisim fonksiyonuna gore
cizilen grafiklerde Q?/Q,* oranlarinin simetrik oldugu gorilmustir. Bu sebeple bu
iki durum igin kesit degisim fonksiyon degeri g, mutlak deger olarak alinarak

tabloda dogal frekanslar gosterilmistir.
3.8.3 Bir Ucu Ankastre Bir Ucu Serbest Kiris igin GC6ziim

Bir ucu ankastre bir ucu serbest kiris modeli 3.8.1 ve 3.8.2 deki kiris durumlari gibi
simetrik sinir sartlarina sahip olmadigindan koordinat merkezi ankastre ugta veya
serbest ugta secilebileceginden sinir kosullari 2 farklh durum icin ele
alinabilmektedir. Kirisin koordinat merkezinin serbest ucunda segilmesi daha az
carpanin kullaniimasini gerektirdiginden ¢6zumu daha kolaylastirmaktadir. Bu

durum sekil 3.10’da gosterilmigtir.

Sekil 3.10 Bir ucu ankastre diger ucu serbest kiris

Bir ucu ankastre diger ucu serbest kiris igin sinir kosullari esitlik (3.95)de

gOsterilmigtir.

W(1)=0, W’'(1)=0, W"(0)=0, W"(0)=0 (3.95)

Bir ucu ankastre diger ucu serbest kiris i¢in (3.95)’'deki sinir kosullarini gosteren

esitlikler, (3.80) ve (3.82) esitliklerinde yerine yazilarak (3.96) matris esitligi elde

edilir.
cosh g, sinh g Cos ¢, sine, C,
gcoshe  gsinhe,  —g,sing,  ¢g,cose, ||C,| 0 (3.96)
5% +g} 25, 5% —g)? 25, C,[ '
5 +30e? 36°¢,+&’ 6°-30¢, 35°¢,-¢, ||C,
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(3.96)'daki esitligin sag tarafi sifira esit oldugundan matrisin determinantinin sifira

esit olmasa gerekir. Elde edilen kok degerleri dogal frekanslari vermektedir.

Bir Llcu Ankastre Bir Ucu Serbest Kirig
2_ ....... IR IREREEERE R PR ._ ........ REEREREE R :

2
0

24/

Y EE T T S S S S S S S
il

Sekil 3.11 Bir ucu ankastre diger ucu serbest kirisin g degisimine gére dogal
frekanslarioranimod=1, 2, 3, 4,5

Sekil 3.11’de bir ucu ankastre diger ucu serbest kirigin kesit degisiminin (), ilk
bes mod durumuna goére elde edilen dogal frekanslarinin, sabit kesitli bir kirigin
dogal frekanslarinin oranlar degisimini godstermektedir. Mod 1 icin dogal
frekanslarin sabit kesitli bir kirisin 1. mod seklindeki frekansina orani diger mod
sekillerine gére daha buyik oldugu gorllmektedir. Mod degerinin arttikga Q°/Q2
oraninin 1’e yaklastigi gortilmektedir. Ornegin konik bir kirisin mod 1’de betanin
0.1 degeri icin dogal frekans sabit kesitli bir kirisin 1. modu igin hesaplanan

frekansinin yaklasik 2 katina yakin oldugu gértlmektedir.

Sekil 3.12'de beta-e (B, =InpB < B=e”)degerinin sifira esit oldugu noktaya

karsilik gelen frekanslar sabit kesitli bir kirisin dogal frekanslarini géstermektedir.
Kirigin sinir kosullarinin simetrik olmadigindan grafikte; negatif beta-e degerler igin

hesaplanan dogal frekanslari pozitif beta-e degerleri icin elde edilen dogal
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frekanslariyla farkliik godstermektedir. Mod sekil sayisi arttikga frekans oran

degerlerinin 1’e yaklagmaktadir.

Bir Lcu Ankastre Bir Ucu Serbest Kirig
2_2_ ....... [ peeeee R sreeees ., ........ EERREEE R :

0.8

0.6

Y S T SR S SR S S S S
25 2 1.5 -1 05 1l 0.5 1 145 2 25

Sekil 3.12 Bir ucu ankastre diger ucu serbest olan kirigin 3, degisimine gore dogal
frekanslari oranimod =1, 2, 3, 4,5

Tablo 3.3. Bir ucu ankastre diger ucu serbest konik kiris i¢cin dogal frekanslar

B|Eta|'e Vod Dogal Frekanslar (QZ)
P,

Bir ucu sabit diger ucu serbest kiris

1 3.5160152685
2 22.0344915647
0 3 61.6972144136
4 120.9019160523
5 199.85953012048
B. <0 B.>0
1 4.7349065422 2.5653424254
2 24.1738448690 20.0383790960
1 3 63.8644902793 59.8708487989
4 123.0979084129 119.0986270918
5 202.0687685365 198.0696408407
1 6.2626425689 1.8405716499
2 26.5835932004 18.1721206455
2 3 66.3744954400 58.3886853513
4 125.684715943 117.6921743424
5 204.695312943 196.702245964
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3.8.4 Bir Ucu Ankastre Bir Ucu Serbest Olan ve Serbest Ucunda Kiitle

Bulunan Kiris

Bir uca ankastre diger ucu serbest olan ve serbest ucunda kutle bulunan kiris igin,
basglangi¢c noktasi olarak serbest u¢ kabul edilerek sinir kosullart yazilmigtir. Bu

sayede ¢ozum daha hizli ve kolay bulunabilmektedir. Cubugun u¢ kisminda M,

kutlesi bulunmaktadir.

W(1)=0, W'(1)=0, W"(0)=0, W"(0)=0 (3.97)

z
1 n
M

%eh‘,

Sekil 3.13 Bir ucu ankastre bir ucu serbest olan ve serbest ucunda kutle bulunan
kiris

e

m =M,/m, m =M., M, =pAL, c :—ﬂi(l—eﬂE) (3.98)
Bir ucu ankastre bir ucu serbest ve ucunda kitle bulunan kiris igin (3.97)'deki sinir
kosullarini gosteren esitlikler, (3.80) ve (3.82) esitliklerinde yerine yazilarak (3.96)
matris egitligi elde edilir. Sabit kesit alanl kirigin kitlesiM , kirigsin ucunda asili
olan birim kitle m,, kirigin kdtlesi m_ve kesit degisim fonksiyonu c,ile temsil

edilmistir.
coshg,  sinhg cose, sing, ||C
gsinhg ¢gcoshe —¢,8ing, ¢,c08¢, ||C
5 +gf 20¢, 5% —¢, 20¢, C
Cyy Cy, Cy Cyy C

21=0 (3.99)

C, =0 +38" -mc, Q"
C,=30"¢+¢°
Cy =0°—-30¢," —mc, Q*

C, =30%¢,+¢&,

(3.100)
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Bir Ucu Ankastre Bir Ucu Kitleli Serbest Kirig
12¢F------ IR REEEERRE R EERREEER B R CELLETE LT T Er :

mE=EI.“I
mE=D.2
mE=D.5

(1] ST TR ........ S ........ ........

Sekil 3.14 Bir ucu ankastre bir ucu serbest olan ve serbest ucunda kutle bulunan
kirigin # degisimine gére mod 1 deki dogal frekanslari orani m, =0,0.1,0.2,0.5,0.8

Bir Ucu Ankastre Bir Ucu Kitlell Serbest Kirig
35_ ....... IR REREEEEE L AR PRRREREEE ........................... .
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Sekil 3.15 Bir ucu ankastre bir ucu serbest ve ucunda kitle bulunan kirisin g
degigimine gore mod 1 deki dogal frekanslari orani m, =0,0.1,0.2,0.5,0.8
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Sekil 3.16 Bir ucu ankastre bir ucu serbest ve ucunda kutle bulunan kirigin g
degigimine gore mod 3 deki dogal frekanslari orani m, =0,0.1,0.2,0.5,0.8

Sekil 3.14’te bir ucu ankastre bir ucu serbest olan ve serbest ucunda kitle bulunan
kirisin kesit degisiminin (), farkli kutle miktarlar icin 1. mod seklinin dogal
frekanslari degisimi gosterilmektedir. . Sekil 3.15 ve 3.16’daki grafiklerde sirasiyla
mod 2 ve mod 3 i¢in dogal frekans grafikleri cizilmistir. Bu Ug¢ grafik icinde serbest
ucundaki kutle miktari artikca kesit alani degisim oraninin etkisinin azaldigi
gOrulmektedir. Tablo 3.3'te Bir ucu ankastre bir ucu serbest olan ve serbest

ucunda kutle bulunan kirisin dogal frekanslari gosterilmektedir.
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Tablo 3. 3 Bir ucu ankastre bir ucu serbest olan ve serbest ucunda kutle bulunan
kirisin dogal frekanslari

Beta s 2
(8) Vod Dogal frekans (Q )
m, =0.2 m, =0.5 m, =0.8
1 3.4808773831 2.4957928371 2.0464301768
2 19.3138790339 18.1968016311 17.8587717459
0.2 3 54.0606737555 52.8627512123 52.5282596716
4 108.4088714768 107.2008961862 106.8750180148
5 182.4620714059 181.2504060519 180.9294183632
1 3.0164952715 2.2585955516 1.8816266453
2 18.7286919769 17.4501945973 17.0220765812
0.5 3 53.7011763990 52.0943816355 51.6131316494
4 108.1407316961 106.4016721313 105.9078935106
5 182.2516920938 180.4361697755 179.9355986304
1 2.7446092125 2.0983548886 1.7628966028
2 18.3858960033 17.0799929795 16.6182039459
0.8 3 53.5976552310 51.8124492831 51.2545788557
4 108.1574938261 106.1459876527 105.5559391540
5 182.3465948195 180.1969529116 179.5885922812

3.9 Bir Ucu Ankastre Bir Ucu Serbest Boyutsuz Konik Kirigsin Frekans
Degerlerinin Diger Caligsmalarin Sonuglanyla Karsilastiriimasi

Cranch ve Adler [11], Tong ve Tabarrok [33], M.C. Ece ve ark.’nin [13] bir ucu

ankastre bir ucu serbest daralan konik kirig icin yapmig olduklari ¢aligmalarin

sonuclariyla bu tezde 3.8.3 baglikta incelenen durum icin elde edilen sonuglarin

karsilastiriimasi yapilmistir. C6zim ydntemi Cranch ve Adler’in yontemi ile aynidir.

Tezde bulunan mod sayisi fazla olup ¢ézumler daha fazla hassasiyetle yapilmistir.

Tablo 3.5. Bir ucu ankastre diger ucu serbest konik kiris icin dogal frekanslarin

kargilastiriimasi

Mod Cranch ve Adler Tong and M.C. Ece ve Tez sonuglari
(B.=-1) (1956) Tabarrok (1995) Arkd. (2014)
(2007)

1 4.735 4.7347 4.72298 4.7349065422
2 24.2025 24.2005 24.20168 24.1738448690
3 63.85 63.8608 63.86448 63.8644902793
4 - 123.091 123.09790 123.0979084129
5 - - 202.06876 202.0687685365
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Sekil 3.17 Iki ucu basit mesnetli kirigin 3, degisimine gére dogal frekanslari
oranlarinin baska bir calismayla kargilagtiriimasi mod =1,2,3,4,5
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bagka bir caligmayla kargilastiriimasi mod =1,2,3,4,5

Sekil 3.18 Iki ucu ankastre kirisin 3, degisimine gore dogal frekanslari oranlarinin
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Sekil 3.19 Bir ucu ankastre diger ucu serbest kirigin £, degisimine gore dogal
frekanslari oranlarinin baska bir calismayla karsilastirilmasi mod =1,2,3,4,5

M.C.Ece ve ark.; iki ucu basit mesnetli, iki ucu ankastre ve bir ucu ankastre bir ucu
serbest; genisligi Ustel olarak degisen konik kirisler icin elde ettikleri sonuclari;
tezde elde edilen sonuglarla karsilastirmak amaciyla sekil (3.17), (3.18) ve (3.19)
grafikleri izerinden gosterilmigtir. Bu sayede sonuglarin birbirine gok yakin oldugu

gorulmas olup kullanilan analitik ¢ozum yolunun dogrulugu kanitlanmigtir.
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4. FGM KIRISTE MALZEME DAGILIMININ ETKISININ ELE
ALINMASI

L Notreksen

A
A

Sekil 4.1 Kalinhgi boyunca fonksiyonel derecelendirilmis kirig ve notr ekseni[22]

Kirisin hareketi sirasinda kiris Uzerinde herhangi bir uzamaya veya kisalmaya
maruz kalmayan bir eksen bulunmaktadir. Buna notr eksen denmektedir. z, Kirigin

alt kismindan notr eksene kadar olan uzakligini temsil etmektedir. Notr eksenin

pozisyonunu belirlemek icin kuvvet dengesi yazilir[21].

jaXXdA=—J‘E(’z‘)Z%dA:O (4.1)
[E(2)2dA=[E(2)(2-2)dA=0 (4.2)

(3.76) bileske kuvveti esitligini, (3.77) ise kuvvet ciftini gosteren denklemdir. Alt

yuzeyden notr eksene kadar olan z_ uzakligi asagida gosterilmistir.

; — A _A (4.3)

Z. uzakhgi; guc yasasi dagihmi indeksi (n)ve kirisi olusturan malzemelerin

elastisite modulleri (E,,E,) cinsinden gdsterimi asagidaki gibi olmustur.

5+(Et—Eb)

. =h 2 (n+2)
Eb+7(Et_Eb)
n+1

(4.4)
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3.35 ‘deki bileske moment denklemini yeniden dizenleyip, malzeme dagilimini
g6z dnune alinmigtir.

e/ B d?w(x,t)
M, =[E(2)z — 7 A= (Bl — (4.5)

(Ely), =E(2)1, =}Eb +Gjﬂ(5t ~E,)(z-2,) bdz (4.6)

n+1

(El,),, = b{h3(5+(E‘;Eb)]— 7 h? [Eb +Mj+ Zczh(Eb +@H (4.7)

(4.4)deki Z. esitligi (4.7) denkleminde yerine vyazilarak Kkirigin yukseklik

dogrultusunda secilen bir nokta i¢in sadece malzeme dagilim indeksine bagli

elastisite modulunu tanimlayan denklem edilmektedir.

5+(Et_Eb)
E(n):(i_i_(Et_Eb)j_ 2 (n+2) (Eb+2(Et_Eb)]
3 n+3 (E-E) n+2
" n+l
4.8
e (E-8)) 9
s T o S -
2 (n+2) (E -E,)
+| ——~ | | g, +——=
(E,—-E,) ° n+l
b n+1

Esitlik (3.37)’'deki moment cifti denklemi tekrar dizenlenip, malzeme dagilimi g6z
onune alinmaktadir.

e diw(xt) d?w(x,t)
ny__[l u(2)— o dA=1 (uh), — (4.9)
(uty), =] [#ﬁ[%) (4 —ﬂb)}bdf (4.10)
(uhy),, = bh{ub +(u —ub)n%l} (4.11)
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Esitlik (3.74)'deki (pA)) esitligi ve malzeme dagihmi kullanilarak kirisin toplam

eq
kutlesi hesaplanmaktadir.

(PA) =[5 +(%) (o —p,)bdZ (4.12)
(PA),, = bh{pb +(p —pb)n%J (4.13)

4.1 Kirisin Gergek Dogal Frekansinin Hesaplanmasi

Kesit degisiminin sadece Kkirigin genigligi boyunca oldugu, 3 farkli durum igin
frekanslar hesaplanmigtir. (3.75) denkleminden yararlanarak malzeme dagiliminin

etkisinin de g6z 6nune alindigi gercek frekanslar bulunur.

o OF (Blo+1°uA) (4.14)

pAL

Gergek frekansin hesaplanmasi igin malzeme secimi yapilmistir. Genellikle
MEMS’lerde kullanilan Germanyum-Silisyum (Ge-Si) elementleri secilmigtir. Tablo

4.1’de ¢b6zimde kullanilan malzemelerin 6zellikleri verilmigtir.

Tablo 4.1 Germanyum ve Silisyum elementlerini malzeme ozellikleri

Germanyum Silisyum
Kesme Modulii (G) 41 GPa 79.9 GPa
Possion orani(v) 0.28 0.26
Yogunluk (p) 5.33 g/cm’ 2.33 g/cm®
Elastisite (Young’s) Modulii ( E) 102.7 GPa 131 GPa

Kirisin yiiksekligi: h,=10"° m, genigligi b=2h,, uzunlugu L =20h, ve i¢ uzunluk
Olceqi (I); 0<h/1<10 olarak secilmistir. Kirisin Ust ylzeyinin germanyumdan alt
yuzeyinin silisyumdan oldugu varsayilmigtir.

Titresim sirasinda iki farkl seviyede iki ¢esit deformasyon meydana gelmektedir.
Bunlar parcacik dizeyinde mikro rotasyon ve yapisal dizeyde makro-
deformasyonlardir. Pargacik dizeyinde mikro deformasyonda i¢ uzunluk dl¢edi;
parcacigin mikro o6zelliklerini belirleyen bir parametredir. Genellikle i¢ uzunluk

parametresi olarak adlandirilir. Yaygin olarak kullanilan i¢ uzunluk parametresi,
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uzunluk olgek buyukligunun elde edilmesini igin gerekli olan ortalama pargacik
boyutunun bulunmasini saglayan temel faktorlerden biridir. Ortalama pargacik
boyutu arttiginda/azaldiginda uzunluk oOlgeginin buyUkligu artacaktir/azalacaktir.

Uzunluk 6lgegi Vardoulakis and Sulem (1995) tarafindan tanimlanmistir.

M
=5 (4.15)

G : Kesme modili
M :Birim kuvvetin momenti.

Her bir kirig durumu igin @/ @, oran degerinin h,/l oran degerini kiyaslayan
grafikler elde edilmistir. @, degeri, sabit kesit alanh ve igi uzunluk parametresi sifir

olan kirig i¢in elde edilen frekansi temsil etmektedir (#=1, 1=0). i¢ uzunluk

parametresini sifir olmasi hareket denklemini klasik Euler- Bernoulli denklemine
indirger [21].

o O Ho

( jz
0 I

w, B Q)
4.1.1 iki Ucu Basit Mesnetli FGM Kiris igin w/w, Oraninin; Beta ve h/I

(4.16)

Oraninin Degisimine Bagh Olarak Cizilen Grafikler ve Grafiklerin Yorumlari

Tablo 4.2'te iki ucu basit mesnetli fgm kirisin 3, n ve h/l degerlerine gore gercek

dogal frekanslarinin sabit kesitli homojen bir kirisin frekansina olan oranlari

gOsterilmektedir.
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Tablo 4.2 ki ucu basit mesnetli fgm kirisin 8, n ve h/lorani degerlerine gore

gercek dogal frekans oranlari

Beta Ustel Gergek frekans oranlari o/ @,
dagihm
(B) SedUm TTRI=02 R /1=05  h/i-1 hy /1=2
(n)
0 10.7121824720 4.3770190231 2.3456802522 1.4450591422
0.2 0.5 11.7207784931 4.7726745915 2.5312541659 1.5213329275
1 12.2174275657 4.9679618366 2.6235097038 1.5599175474
2 12.6991286965 5.1576174871 2.7134657726 1.5979255577
0 10.9375422084 4.4691014588 2.3950279817 1.4754598704
0.5 0.5 11.9673567752 4.8730807123 2.5845059447 1.5533382810
1 12.4744542046 5.0724763530 2.6787023274 1.5927346328
2 12.9662892218 5.2661219231 2.7705508654 1.6315422444
0 10.9839921799 4.4880810094 2.4051992779 1.4817259096
0.8 0.5 12.0181802025 4.8937758974 2.5954819231 1.5599350573
1 12.5274311926 5.0940183391 2.6900783426 1.5994987190
2 13.0213549535 5.2884862905 2.7823169465 1.6384711403
ki ucu basit mesnetli fgm kirig Beta=0.2
1 T S S N 0
: : n=0.5
L e e SUUUT SRS U r=1
: h=2
§ gL W i SRR SRR SO SNOSUNE SO
E 5 5
1_ ................ \. ......................... ..- ................. ..........
|:| | | | | | | | | | |
a 0.5 1 1.5 2 24 3 3.4 4 4.5 a
hil

Sekil 4.2 iki ucu basit mesnetli konik fgm kiris igin h/l oranina bagh o/ w, frekans

oranlarn f=0.2, n=0,0.5,1, 2



ki ucu basit mesnetli fgm k|r|§ Beta=0.5

oo

Sekil 4.3 Iki ucu basit mesnetli konik fgm kiris igin h/1 oranina bagll o/ w, frekans

oranlart =05, n=0,0.5,1, 2
lki ucu basit mesnetli fgm kirig Beta=0.5

oo

hfl

Sekil 4.4 iki ucu basit mesnetli konik fgm kiris igin h/l oranina bagh o/ w, frekans
oranlari f=0.8, n=0,05,1, 2
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Iki ucu basit mesnetli fym kirig Beta=1

mfmn

Sekil 4.5 Iki ucu basit mesnetli konik fgm kiris igin h/1 oranina bagll o/ w, frekans
oranlart =1, n=0,05,1 2

Sekil 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 ve 4.5te kirisin koniklik degeri betanin sabit oldugu, hil

o

oraninin 0.2 ile 1.5 degerleri arasinda degistigi durum incelendiginde gercek
frekans oranlarinin ¢ok hizh bir sekilde degistigi gorulmektedir. h/l degeri 1.5 ile 4
arasindayken bu grafiklere gore kiriste daha az frekans oraninin degisiminin
meydana geldigi saptanmaktadir. h/l degeri 4 ve daha lzeri oldugunda frekanslar
orani 1 degerine yaklastigindan kirigsin gercek frekans degerinin klasik Euler-
Bernoulli kirig teorisine yakin sonugclar verdigi gérulmektedir.

Ayrica bu grafiklere gére malzeme dagiiim indeksinin artisi, frekans oranlari
egrisinde cok buyuk farkhliklar olusturmamaktadir. Bu indeks degerinin her bir
artisi sonucunda olugan egdriler, kendinden bir Onceki egriye daha fazla
yaklagmaktadir. Sonug¢ olarak indeks degerinin sonsuza gitmesiyle etkisinin

azalacag@i anlasiimaktadir.
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ki ucu ankastre fym kirig hil=0.5
S5BpFoee IR REEEERRE R R ERRRREEEE S SRREREEE EEERRE :

o4

5.2

]

4.8

0y

4B

441

4 - 2 .:::.::

4 .:'_.«'

38}

N S S S S SN S S SR S

Sekil 4.6 iki ucu basit mesnetli fgm kiris igin B oranina bagli o/ e, frekans
oranlari h/1=05 n=0,051 2,5

ki ucu ankastre fgm kirig hil=1
3_ ....... [ peeeee R sreeees ., ........ EERREEE R :

n=0
n=0.
I T S SO S n=1
n=z
n=5

1] 0.1 0z 0.3 0.4 0.4 ne 0.7 0.4 04 1

P
Sekil 4.7 Iki ucu basit mesnetli fgm kirig igin 4 oranina bagl o/ , frekans

oranlart h/1=1n=0,05,1, 2,5
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i T R e I

13_J ..... ........ ......... ........ ......... h= .
i : : : : : : : n=0.5
: : : : : : : : n=
12k -t EERREERE ARRRERRE ......... SRR ........ EERTRRRRE H=
S =5 |
0 0.1 02 03 04 05 0GB 07y 0.4 09 1

P
Sekil 4.8 Iki ucu basit mesnetli fgm kirig igin 4 oranina bagl o/ , frekans

oranlart h/1=2 n=0,05,1 2,5

Sekil 4.6, 4.7 ve 4.8'de kirisin h/l oraninin sabit oldugu, koniklik degeri betanin 0O ile
0.2 degerleri arasinda iken frekans oranlari degisimi hizli bir sekilde artmaktadir.
Beta degeri 0.2 ve daha Uzeri bir deder secildiginde frekans oranlari belirli bir
oranda sabitlesmeye basladigi gorulmektedir. Malzeme dagilim indeksinin segilen
degerlerin kiguk oldugu durumlarda degerinin artigi, frekans oranlari egrileri
arasinda daha fazla farklihk gostermektedir. Secilen indeks degeri 5 ve Uzeri iken
frekans egrilerinin arasindaki farkhliklarin gittikge ktcgullecegi ve belirli bir indeks

degerinden sonra sonuglari etkilemeyecegi saptanmaktadir.

4.1.2 iki Ucu Ankastre FGM Kirig i¢in w/w, Oraninin; Beta ve h/l Oraninin

Degisimine Bagh Olarak Cizilen Grafikler ve Grafiklerin Yorumlari

Tablo 4.3’te iki ucu ankastre fgm kirisin 3, n ve h/1 degerlerine gére gercek dogal

frekanslarinin  sabit kesitli homojen bir kirigsin frekansina olan oranlari

gOsterilmektedir.
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Tablo 4.3 iki ucu ankastre fgm kirigsin B, n ve h/lorani degerlerine gére gergek
dogal frekans oranlari

Beta Gergek frekans oranlarn o/ w,
Ustel
(B) dagiim h,/1=02 h/1=05 h/1=1 h/1=2
indeksi (N)
0 11.1673014090 4.5629815243 2.4453390757 1.5064540804
0.2 0.5 12.2187487492 4.9754469577 2.6387973027 1.585968441
1 12.7364985077 5.1790311977 2.7349724193 1.6261923721
2 13.2386652446 5.3767445785 2.8287503713 1.6658151948
0 11.0219195494 4.5035782078 2.4135043531 1.4868422612
0.5 0.5 12.0596785897 4.9106739472 2.6044440382 1.5653214626
1 12.5706880069 5.1116078195 2.6993670961 1.6050217363
2 13.0663172706 5.3067472625 2.7919241969 1.6441287281
0 10.9927358809 4.4916537029 2.4071139136 1.4829054233
0.8 0.5 12.0277471589 4.8976715405 2.5975480315 1.5611768286
1 12.5374035333 5.0980733832 2.6922197535 1.6007719845
2 13.0317204774 5.2926961390 2.7845317831 1.6397754294
Bir ucu ankastre dijer ucu serbest fgm kirig Beta=0.2
]
g
B

245 3
hl

Sekil 4.9 Iki ucu ankastre fgm kiris icin h/1 oranina bagli o/ w, frekans oranlari
£=02,n=0,0512
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Bir ucu ankastre dijer ucu serbest fgm kirig Beta=0.5

mfm,:,

1l 0.5 1 1.5 2 258 3 35 4 4.5 5
hil

Sekil 4.10 Iki ucu ankastre fgm kiris igin h/l oranina bagh o/ @, frekans oranlari

B=05n=0,0512

Bir ucu ankastre difer ucu serbest fgm kirig Beta=0.8

................................................................. n:D
n=0.5
| T T S SO N SR n=1
h=2
=
B I e S S
&

1 L e e e e e e e e e e e e e e e e e
D 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1

a 0.5 1 15 2 25 3 3.4 4 4.5 5

Sekil 4.11 ki ucu ankastre fgm kiris igin h/l oranina bagh o/ e, frekans oranlari

£=08,n=0,0512
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Bir ucu ankastre difer ucu serbest fgm kirig Beta=1

0/

0 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1
hfl
Sekil 4.12 iki ucu ankastre fgm kirig igin h/1 oranina baglh /@, frekans oranlari
£=1,n=0,0512

Sekil 4.9, 4.10, 4.11 ve 4.12’de kirisin koniklik degeri beta sabit oldugu, h/I orani
0.2 ile 1.5 degerleri arasindayken frekans oranlarinin degisimi ¢ok hizli bir sekilde
degismekte oldugu gorulmektedir. h/l degeri 1.5 ile 4 arasinda degismekte iken
kiriste daha az frekans orani degisimi meydana gelmektedir. h/l degeri 4 ve daha
Uzeri bir deger secildiginde ise belirli bir frekans oranin sabit kalmakta olup beta
degeri 1’e yaklastikga frekans oranlari degeri 1 olmaktadir. Bu durumda beta
degeri 1’e yakin ve h/l orani 4 ve daha Uzeri secildiginde sonucun klasik Euler-
Bernoulli kirig teorisine yakin sonuglar verdigi anlasiimaktadir. Malzeme dagilim
indeksinin artigi frekans oranlari egrisinden ¢ok buytk fark olusturmamakla birlikte,
degerin her bir artisi kendinden bir dnceki egriye daha da yaklasmakta oldugu

saptanmigtir.
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Iki ucu ankastre fgm kirig hfl=0.5
E_d_ ....... [EEEE IREREEERE TR EERRREREE ., ........ RREEREEE CETRTER :

4.5

P37 S S SO SR SN S S S
a 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0y 0.a 0.9 1

Sekil 4.13 ki ucu ankastre fgm kiris igin 8 oranina bagli o/ e, frekans oranlari
h/1=05n=0,0512,5
ki ucu ankasire fgm kirig hi=1

Y| IUUTUUN TOTUUUUSK UUUUUUUS WUUUUUNY FOUDU SOUDIUON: HUUUUE NUUOUULOUTOOT DOV

Sekil 4.14 iki ucu ankastre fgm kiris icin B oranina bagl o/ , frekans oranlari
h/1=1,n=0,051 25
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1.95

19}
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181

1.75

mfmn

17k

185 |

16

1.55

1.5

a 0.1 02 03 o4 05 oe 07 g 08 1

Sekil 4.15 ki ucu ankastre fgm kiris igin 8 oranina bagl o/ e, frekans oranlari
h/1=2,n=0,0512,5

Sekil 4.13, 4.14 ve 4.15 ‘te kirisin h/l orani sabit oldugu durumlarda, koniklik degeri
beta 0 ile 0.2 de@erleri arasinda iken frekans oranlari degisimlerinin hizli bir
sekilde azalmakta oldugu ve beta degeri 0.2 ve daha uzeri bir deger secildiginde
frekans oranlari degisimlerinin  belirli bir oranda sabitlesmeye basladigi
gorulmektedir. Malzeme dagilim indeksi i¢in segilen degerlerin kiiguk olmasi ve bu
degerlerin ¢ok az miktardaki degisiminin, frekans oranlari egrileri arasindaki farki

cok fazla etkiledigi gozlemlenmektedir. .

4.1.3 Bir Ucu Ankastre Diger Ucu Serbest FGM Kirig igin w/w, Oraninin;

Beta ve h/l Oraninin Degisimine Bagh Olarak Cizilen Grafikler ve Grafiklerin
Yorumlari

Tablo 4.4'te bir ucu ankastre diger ucu fgm kirisin 8, n ve h/l degerlerine gore

gercek dogal frekanslarinin sabit kesitli homojen bir kirigin frekansina olan oranlari

gOsterilmektedir.
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Tablo 4.4 iki ucu ankastre diger ucu serbest fgm kirisin B, n ve h/lorani
degerlerine gore gercek dogal frekans oranlari

Beta Gergek frekanslarin oran @/ @,

( ﬂ) UsEeI - - - -
dagiim h,/1=0.2 h/1=05 h/1=1 h/1=2
indeksi ()

0 17.5865238282 7.1858885477 3.8509763772 2.3723986316

0.2 0.5 19.2423673507 7.8354486256 4.1556388551 2.4976196820

1 20.0577316121 8.1560577824 4.3070976469 2.5609652551
2 20.8485553717 8.4674213747 4.4547813287 2.6233641902
0 13.5330799336 5.5296433258 2.9633810322 1.8255944511
0.5 0.5 14.8072750483 6.0294890339 3.1978231372 1.9219538284
1 15.4347094312 6.2762023349 3.3143728293 1.9706991468
2 16.0432595492 6.5158010426 3.4280175205 2.0187160139
0 11.7621929393 6.5158010426 2.5756043432 1.5867041552
0.8 0.5 12.8696517628 5.2404931981 2.7793682525 1.6704543135
1 13.4149824860 5.4549225417 2.8806666983 1.7128210063
2 14.5483088051 5.6631682804 2.9794402807 1.7545545701
Bir ucu ankastre dider ucu serbest fgm kiris Beta=0.2
ED
g

Sekil 4.16 Bir ucu ankastre diger ucu serbest fgm kirig icin h/l oranina bagl
o w, frekans oranlar f=0.2, n=0,0.5,1,2



Bir ucu ankastre difer ucu serbest fgm kirig Beta=0.5

o

Sekil 4.17 Bir ucu ankastre diger ucu serbest fgm kiris icin h/l oranina bagli
| w, frekans oranlar1 #=0.5, n=0,0.5,1,2

Bir ucu ankastre dijer ucu serbest fgm kirig Beta=0.8

oo

Sekil 4.18 Bir ucu ankastre diger ucu serbest fgm kiris igin h/1 oranina bagh
ol w, frekans oranlar #=0.8, n=0,0.5,1,2
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Bir ucu ankastre dijer ucu serbest fgm kirig Beta=1
1D_ﬁ ........ IREREEERE IR R ., ........ RREEREEE CETREERY :

mfmn

Sekil 4.19 Bir ucu ankastre diger ucu serbest fgm kirig icin h/l oranina bagl
o/ o, frekans oranlarn =1, n=0,0.5,1,2

Sekil 4.17, 4.18 ve 4.19 grafikleri birbirine ¢ok yakin sonuglar verdiginden bu Ug¢
grafik icin ortak yorumlar yapilabilmektedir. Her ¢ grafikte de h/l orani 0.2 ile 1.5
degerleri arasinda iken frekans oranlarinin degisimi ¢ok hizl bir sekilde degistigi
g6zlemlenmektedir. h/l orani 1.5-4 deger araliginda kiriste daha az frekans orani
degisimi meydana getirmektedir. h/l degeri 4 ve daha Uzeri bir deger secildiginde
frekans oranlari 1’yaklasmaktadir. Ozellikle beta degerinin 1’ yakin olmasi bu orani
1’e daha da yaklastirmaktadir. Bu U¢ grafikte malzeme dagihm indeksinin artigi
frekans oranlari egrileri arasinda ¢ok buyuk fark olusturmamakla birlikte, degerin
her bir artisi kendinden bir O6nceki egriye daha da yaklastirmaktadir. Grafik
sonuglarina gore secilen indeks degerinin 2’den fazla olmasi sonuglarda ¢ok fazla

degisimin olmayacagini gostermektedir.
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Sekil 4.20 Bir ucu ankastre diger ucu serbest fgm kirig igin S oranina bagll o/ o,
frekans oranlari h/1=0.5 n=0,0.5,1,2,5

Bir ucu ankastre difer ucu serbest fgm kirig hf=1

o o

Sekil 4.21 Bir ucu ankastre diger ucu serbest fgm kirig icin £ oranina bagl o/ @,
frekans oranlari h/1=1,n=0,05,12,5
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Sekil 4.22 Bir ucu ankastre diger ucu serbest fgm kirig igin S oranina bagll o/ o,
frekans oranlari h/1=2,n=0,0.5,1,2,5

Sekil 4.20, 4.21 ve 4.22°de, beta 0 ile 0.15 degerleri arasinda iken frekans oranlari
degisimi hizli bir sekilde azalmakta oldugu tespit edilmistir. Beta degeri 0.15'den
1’e dogru giderken frekans oranlari azalan bir egimle azalmaktadir. h/l degeri 2 ve
Uzeri bir deger segcildiginde Malzeme dagilim indeksi icin, secilen degerlerin kiguk
oldugu durumlarda frekans oranlari egrileri arasinda daha fazla fark géstermekte
oldugu gériilmektedir. Ozellikle h/l dederinin 2 ise frekans orani 1’e yaklasmakta
yani klasik Euler-Bernoulli teorisinin verdigi sonuglara yakinsamaktadir. Grafiklere
gbre malzeme dagilin indeksinin 2 ve 2'den daha buyuk olmasi sonuglarda ¢ok
blylk degisime sebep olmayacadi 6ngorilmektedir. Bir ucu ankastre diger ucu
serbest bir konik fgm mikro kiris tasarimi yapilirken; betanin 0 ile 0.4 araliginda ve
h/l degerinin O ile 2 arasinda bulundugu durumlar i¢in daha hassas bir tasarim

yapiimalidir.
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4.2 Bir Uc_u Ankastre Diger Ucu Serbest Kirigsin Grafik Sonuglarinin Diger
Makaleler lle Karsilastiriimasi

S.Kong ve ark. ve Asghari; Euler-Bernoulli kiris modelini ve modifiye gerilme cifti
teorisini kullanarak dortgen kesitli, bir ucu ankastre diger ucu serbest Kirig icin
calismalar yapmislardir. Tezde kullanilan yontemin dogrulugunu kanitlamak igin
yukarida bahsedilen her iki makalenin kiris sartlarini saglayarak, sonuglar grafik
Uzerinden birbirleriyle karsilastirmistir. Bu sartlarin saglanmasi amaciyla beta bire
esit secilerek kesit degisiminin olmadigi ve malzeme dagilim indeksi sifira esit

secilerek kirigsin homojen oldugu durum tanimlanmistir.

E(2)=E, + %) (E.~E,), n=0= E(?)=E, (4.17)
i 7Y .
#(Z) =+ E) (=), n=0=u(2)=p, (4.18)
1|:|_ .......................................................................................
L PO e e . Tez
b : O 3. Kong ve arkadaglan :
gl b SURE T S & M. Asghari ve arkadaglan |

ol g

Sekil 4.23 Bir ucu ankastre diger ucu serbest fgm kirisin grafik sonuclarinin diger
calismalarla karsilastirilmasi =1, n=0

Malzeme dagilim indeksinin sifir olmasi kirigsin tek bir malzemeden yapilmig
oldugunu tanimlayarak karsilastirma igin gerekli olan sarti saglamistir. Beta’nin bir

olmasi durumunda konikligin olmadigi bolum 3’te ayrintili bir sekilde agiklanmistir.
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Grafikte S. Kong ve ark.’nin yapmis oldugu calismanin sonuglari ile tezde

kullanilan yontem kargilastirildiginda yontemin dogru oldugu goérulmektedir.

M. Asghari ve ark.’nin g¢alismasinda; notr eksen uzaklik hesabinin hatali oldugu
tespit edilmis olup bu hata dizeltilerek grafik karsilastiriimasi yapilmistir. Bunun
sonucunda bu caligmanin diger ¢alismalarla paralel oldugu ve dogru sonuglar

verdigi kanitlanmig olup FGM konik kiris frekans sonuglari dogrulanmistir.
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5. SONUGLAR VE ONERILER

Kalinligi boyunca malzeme oOzellikleri kuvvet yasasi dagilimi ve kesit alan genisligi
ustel olarak degisen FGM Kkirisler i¢in analitik ¢ézUmler elde edilmistir. Ayni ¢6zim
yontemi analitik olarak ¢6zimu yapilabilen lineer kesit degisimine sahip ¢ift konik
ya da tek yonlii (yikseklik boyunca) konik kirigler icinde yapilabilmektedir. Ustel
kesit degisimi, diger sonugclarin diger literaturdeki sonuglarla karsilastirmasini
yapmak amaciyla secilmistir. Ayrica grafiklerdeki ¢cézumlerin frekans orani olarak
ele alinmasi, Euler - Bernoulli teorisinden elde edilen sonuglarla bulunan sonuclar
arasindaki baglantiyr gostermektedir. Boylece bu katsayilar kullanilarak segilen

herhangi bir durum igin frekansini bulmada kolaylik saglayacaktir. Kiyaslanan o,

degeri malzemenin homojen ve kesit alani degisiminin meydana gelmedigi ve
malzeme i¢i uzunluk parametresinin sifir ( 1=0) oldugu durum igin hesaplanan
degeri temsil etmektedir. Bdylece normal bir durumdaki kiris ile konik TFGM Kiris

frekanslari ne kadar farki olacagini hesaplama agisindan kolaylik saglanmistir.

Bolum 4 te elde edilen her ¢ durum igin beta degerini sabit secildiginde birbirine
benzer grafikler vermistir. Bu durumda tasarim yaparken h/l oranin O ile 2 arasinda
iken ¢ok fazla hassaslastigini gostermektedir. Fakat belirli bir h/I orani secilip beta
icin secim yapilacaksa betanin degisimi farkli sonuglar vermektedir. Ornegin iki
ucu basit mesnetli kiris icin frekans oranini arttirirken, iki ucu ankastre kiris ve bir
ucu ankastre diger ucu serbest kiris icin betanin artigi frekans orani degerlerini
azaltmaktadir. Ozellikle iki ucu ankastre kirig icin betanin 0 ile 0.2 arasinda hizli bir

degisime sahip oldugu gorulmausgtur.
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Tablo - Elastik katsayilar arasindaki iligkiler [41]
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k : hacimsel esneklik katsayisi (Bulk modulus)

E : Elastisite modulu

v: Poission orani

A : Birinici Lame sabiti

- ikinci Lame sabiti ( Kayma Modulii)
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