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OZET

ACIK ORTU SINIFLARINA DAYALI OZELLIKLER UZERINE BiR CALISMA

Necati Can ACIKGOZ

Yiiksek Lisans, Matematik Boliimii
Tez Damismam: Doc. Dr. Secil TOKGOZ
Haziran 2021, 56 sayfa

Bu tez c¢alismasinin amaci, sonsuz kombinatorik topoloji ya da matematikte segcme prensip-
leri olarak adlandirilan teori lizerine bir derleme yapmak ve reellerin kiimeleri ile Menger
Konjektiirii arasindaki iligkileri incelemektir.

Tez calismasi bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde se¢cme prensipleri ile ilgili ya-
pilan calismalardan kisaca bahsedilmis ve tezin konusu hakkinda bilgiler verilmistir. Ikinci
boliimde, tez calismasinda kullanilacak olan genel tanim, kavram ve sonuglar verilmistir.
Uciincii boliimde, ortii siniflar1 ve temel segme prensipleri tanitilmis, Menger ve Hurewicz
Konjektiirleri verilerek aralarindaki iligkiler incelenmistir. Dordiincii boliimde, reellerin kii-
melerinden ve birbirleri arasindaki iligkilerden bahsedilerek, bu kiimelerin kardinalleri ile
temel secme prensipleri arasindaki iligkiler irdelenmistir. Son olarak besinci boliimde ise,
Luzin ve skale kiimeler gibi baz1 6zel kiimelerin hangi kosullar altinda insa edilebilecegin-

den bahsedilmis ve Menger Konjektiirii’'ne ters 6rnek olan bu kiimeler tamitilmistir.

Anahtar Kelimeler: Menger Konjektiirii, o-kompakt, ortii, kardinal, se¢cme prensipleri, Men-

ger, Hurewicz, Lindelof.



ABSTRACT

A STUDY ON PROPERTIES BASED UPON THE CLASSES OF OPEN COVERS

Necati Can ACIKGOZ

Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Secil TOKGOZ
June 2021, 56 pages

The aim of this thesis is to make a compilation on the theory named as infinite combinatorial
topology or the selection principles in mathematics and to investigate the relations between
the sets of reals and Menger Conjecture.

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the studies about selection principles
are briefly mentioned and the informations about the topic of the thesis are given. In the se-
cond chapter, the general definitions, concepts and results will be used in the thesis are given.
In the third chapter, the classes of covers and classical selection principles are presented, the
Conjectures of Menger and Hurewicz are given and the relations between them investigated.
In the fourth chapter, the sets of reals and relations between them are mentioned, the relations
between the cardinals of the sets of reals and classical selection principles are scrutinized.
Finally, in the fifth chapter, it is mentioned under what conditions some special sets like Lu-
sin and scale sets can be constructed and those ones which are counter examples to Menger

Conjecture are introduced.

Keywords: Menger Conjecture, o-compact, cover, cardinal, selection principles, Menger,

Hurewicz, Lindelof.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINi

Reel sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

F kiimeler ailesinin tiim elemanlarinin birlesimi

F kiimeler ailesinin tiim elemanlarinin arakesiti

Bir topolojik uzayin acik ortiilerinin ailesi

Dogal sayilar kiimesinin tiim sonlu dizilerinin ailesi

Dogal sayilar kiimesinin n uzunlugundaki dizilerinin ailesi

{ X4 }aer kiimeler ailesinin kartezyen ¢arpimi

Sonlu sayida n digindaki tiim n’ler i¢in

Sonsuz sayida n i¢in

Cantor kiimesi

Cantor uzay1

Dominant ailelerin en kii¢iik kardinalitesi

Sinirsiz ailelerin en kiigiik kardinalitesi

R’nin kardinalitesi

Dogal sayilar kiimesinin tiim sonlu altkiimelerinin ailesi
Dogal sayilar kiimesinin tiim sonsuz altkiimelerinin ailesi
(R, 75) standart topolojik uzayinin kapali kiimeler ailesi
Metrik uzayda A kiimesinin ¢ap1

N+t ={1,2,3,..}



1 GIRIS
Sonsuz Kombinatorik Topoloji ya da Matematikte Secme Prensipleri olarak adlandirilan te-
ori 1996 yilinda M. Scheepers’in "Combinatorics of open covers I: Ramsey Theory" [30]
adli caligmasi ile ortaya cikmistir. Scheepers bu ¢alisma ve yine ayni yil icerisinde yapmis
oldugu "Combinatorics of open covers II" [18] isimli diger bir ¢aligmasinda klasik teoride
verilen baz1 6zellikleri kombinatorik bir ¢at1 altinda siniflayabilmistir. Bu ¢alismalarin deva-

minda da gerek Scheepers, gerekse diger matematikg¢iler tarafindan ardisik bir cok ¢aligmalar

yapilmig ve hala yapilmaya devam etmektedir [2, 3, 25, 33, 38, 39, 40].

Modern matematigin topoloji alaninda karsimiza ¢ikan bu teorinin olusumu ve kokleri en
az Cantor’un "Kogsegen Teknigi" kadar eskidir. Se¢me prensiplerinde kosegen teknigi topolo-
jik uzaylarin ortii dizileri tizerinde kullanilmaktadir. Se¢me prensiplerinin en énemli 6zelligi
topolojiyi matematigin diger alanlar1 (Ramsey Teori, Oyun Teori, cebirsel yapilar,...) ile bir
araya getiren tekniklere imkan sunabilmesidir. Kullanilan teknikler ile literatiirde yer alan
¢Oziillememis topoloji problemlerine 6nemli katkilar saglanabilmektedir. Reellerin kiimeleri
olarak adlandirilan NV Baire uzay1 ve 2% Cantor uzayi, bu teoride elde edilen sonuglar icin

temel olusturmaktadir.

Bu tez calismasi bes boliimden olugmaktadir. Tezin ikinci boliimiinde, ilerleyen boliimlerde

kullanilacak olan temel bilgiler, tanimlar ve kavramlar verilmistir.

Uciincii boliimde Menger ve Hurewicz 6zellikleri iizerinde durulmus, o-kompaktlik, Linde-
16f uzay gibi kavramlar ile iligkileri incelenmis, kalitimsallik, birlesim ve doniisiim altinda

korunabilmenin hangi kosullar ile saglanabilecegi gosterilmistir.

Dordiincii boliimde, NY Baire uzayinin topolojik yapist, topolojisini iireten metrik ile carpim
uzaylari i¢in tanimlanan metrik arasindaki iligkisi ele alinmis, IP irrasyonel sayilar kiimesi ile
iligkisi incelenmistir. Son olarak Cantor kiimesi ve Cantor uzayi iizerinde ¢alisilmus, kritik
kardinaller ile ilgili bilgiler verilerek temel se¢cme prensipleri ve kardinal karakteristikleri

arasindaki bazi iligkiler sunulmustur.

Besinci boliimde analitik kiimeler icin Menger Konjektiirii incelenmistir. Luzin kiime tanimi

verilmig ve bu kiimenin Siireklilik Hipotezi altinda Menger Konjektiirii’ne ters bir 6rnek



2 ON BILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan topoloji ve kiimeler teorisine ait
tanim, teorem ve sonuglara yer verilecektir. Kaynak olarak [5,10,11,14,17,19, 20, 31, 42]

kullanilmagtir.

ZFC SISTEMI

Alman matematik¢i Ernst Zermelo, 1905 yilinda Kiimeler Kuramini aksiyomatiklestirmeye
baglamis ve yedi aksiyomdan olusan ilk aksiyomatik sistemini 1908 yilinda yayimlamistir.
1922°de Abraham Fraenkel ve Thoralf Skolem birbirlerinden bagimsiz olarak Zermelo’nun
orjinal aksiyomatik sistemini iyilestirmis ve genigletmistir. Sistemin son hali yine Zermelo
tarafindan 1930 yilinda yayimlanmistir. Sonug olarak kiimeler kuraminin Se¢cme Aksiyomu
hari¢ tiim aksiyomlarini i¢ceren bu aksiyomatik sistem Zermelo-Fraenkel Kiime Teorisi olarak

anilmig ve ZF ile gosterilmigtir.

1. Esitlik Aksiyomu
Ayn1 elemanlara sahip olan kiimeler esittir.
VaVy (x =y < Vz(z €z ¢ 2z € y))

2. Bos Kiime Aksiyomu

Hicbir elemana sahip olmayan bir kiime vardir.

vy (y ¢ o)
3. Temellendirme Aksiyomu
Bostan farkli her kiime €-minimal bir elemana sahiptir.
Ve(z#£0—Jyeavzex(z¢y))
4. 1ki Elemanh Kiime Aksiyomu

x ve y birer kiime ise, yalnizca 2’1 ve y’yi igeren bir kiime vardir.

VaeVydzVu (u € z > u=xVu=1y)
3



5. Birlesim Aksiyomu
Her z kiimesi icin x’in birlesimi olarak ifade edilen bir kiime vardir.
VedyVz (z €y« Ju(u € x Az € u))
2’in birlesimi
Uz={z:Fuez(zcu)}
seklinde ifade edilir.

6. Ayirma Aksiyomu

Eger z bir kiime, ¢ bir formiil ve P, z’nin ¢ ile ifade edilebilen elemanlarinin bir

ozelligi ise, z’nin bu 6zellige sahip biitiin elemanlar1 bir kiime olusturur.
VzdyVe (z € y <>z € 2 A ¢(x))

7. Kuvvet Kiimesi Aksiyomu

Her x kiimesi icin z’in biitiin altkiimelerinden olusan ve 2’in kuvvet kiimesi olarak

adlandirilan bir P(x) kiimesi vardir.
VedyVz (z € y > 2 C )

8. Yerlestirme Aksiyomu

Bir kiimenin, lizerinde tanimlanabilen bir fonksiyon altindaki goriintiisii de bir kiime-

dir. ¢ bir formiil ise,
Va (Vo € adly ¢p(z,y) — F2Vr € aTy € z ¢(z,y))

9. Sonsuzluk Aksiyomu

Sonsuz bir kiime vardir.

Jz (€ xAVu(u€r—uU{u} €x))



Tanim 2.1. (Se¢me Fonksiyonu) F bostan farkli kiimelerin bir ailesi olsun. Her x € F i¢in

f(z) € x olacak sekilde bir
[ F—UF

fonksiyonuna F icin bir se¢cme fonksiyonu denir.

Se¢cme Aksiyomu (AC)

Bostan farkli kiimelerin her ailesi bir se¢me fonksiyonuna sahiptir.
VF0¢ F—3f(f: F— U}"/\V:c € F(f(z) € x)))

Zermelo-Fraenkel Kiime Teorisi, Segme Aksiyomu ile birlikte ZF + AC = ZFC sistemini

olusturur. ZFC Aksiyomlari ile ilgili daha genis bilgi i¢in [17, 19, 21] kaynaklar1 incelenebilir.
Tanim 2.2. Bir A kiimesi tizerinde verilen bir < bagintisi ;

(i) Hera € Aigina < a

(17) Hera,b € Aigina <bveb<aisea=1»>
(73i) Hera,b,c € Aigcina <bveb<cisea <c

kosullarini sagliyorsa < bagintisina kismi siralama bagintist ve (A, <) ikilisine de kismi

siraly kiime denir.

Tamim 2.3. Bir A kiimesi iizerinde verilen bir < bagintisi ;
(1) Hera € Aigina £ a
(77) Hera,b,c € Aigina <bveb < cisea < ¢

kosullarini sagliyorsa < bagintisina kesin kismi siralama bagintist denir. (A, <) ikilisine de

kesin kismi sirall kiime denir.

Tanim 2.4. (A, <) kismi sirali bir kiime olmak iizere, eger her a,b € A igin
a<bveyab<aveyaa=>»

saglamyorsa, < bagintisina dogrusal siralama bagintist denir.

Tanim 2.5. (A, <) kismi sirali bir kiime ve X C A olsun. Eger her z € X igin
5



a<czx
olacak sekilde bir a € X varsa, a’ya X’in en kiiciik elemani denir.

Tanim 2.6. (A, <) kismi sirali bir kiime olsun. Eger A’nin bostan farkli her altkiimesi en
kiiciik bir elemana sahipse, < bagintisina iyi stralama bagintist ve (A, <) ikilisine de iyi
siralr kiime denir. Eger A kiimesi iizerinde kesin siralama bagintis1 var ve bostan farkli her
altkiimesi en kiiciik bir elemana sahipse, < bagintisina kesin iyi siralama bagintisi, (A, <)

ikilisine de kesin iyi sirali kiime denir.

Tanim 2.7. Eger bir kiimenin biitiin elemanlar1 ayn1 zamanda o kiimenin bir altkiimesi ise,

o kiimeye gecisken bir kiime denir. Eger bir X kiimesi gecisken ise
Ve(ze X -2 CX)
saglanir.

Tanmm 2.8. Gecisken ve € bagintisi ile kesin iyi sirali olan bir kiimeye ordinal say: veya

kisaca ordinal denir.

Ordinaller i¢in genel olarak «, 3,7, ... notasyonlar1 kullanilir. Biitiin ordinallerin sinifi

Ord ile gosterilir.
Tanim 2.9. « bir ordinal olmak uizere,

aU{a}=a+1
olarak tanimlanan kiimeye « ordinalinin ardili denir.
Tanim 2.10. Ardil olmayan bir ordinale /imit ordinal denir.

Ornek 2.11. w = {n : n bir dogal say: } olsun. Sonsuzluk aksiyomuna gire w = N olup, w

stfirdan farkli en kiiciik limit ordinaldir.
Tamm 2.12. w kiimesinin her bir elemanina sonlu ordinal denir.
Ornek 2.13. Her n € w icin

0

0, 1={0},2={0,1},..., n={0,1,2,...,n— 1}, ...

sonlu ordinal ornekleridir.



Tanmm 2.14. X ve Y iki kiime olmak iizere, eger X ten Y ’ye birebir ve orten bir fonksiyon

tanimlanabiliyorsa bu iki kiimeye ey giicliidiir denir ve
XY
seklinde yazilir.

Tanim 2.15. X bir kiime olsun. X =~ x’yi saglayan en kiiciik x ordinaline X’in kardinal

sayist veya kisaca X 'in kardinalitesi denir ve | X| ile gosterilir.
Ornek 2.16. N dogal sayilar kiimesinin kardinalitesi X ile gosterilir.
Tanim 2.17. Kardinalitesi < N, olan kiimelere sayilabilir kiime denir.

Ornek 2.18. N dogal sayilar kiimesi en kiiciik sayilabilir sonsuz ordinaldir. Dolayisiyla sa-

yilabilir sonsuz olan her kiime N ile es giicliidiir.
Tanim 2.19. Sayilabilir olmayan bir kiimeye sayilamaz kiime denir.
Tanim 2.20. Tiim sayilabilir ordinallerin kiimesi
w; = {a: @ € Ord ve a sayilabilir }
ile gosterilir. w;’in kardinalitesi, ilk sayillamaz kardinal olan N, ile gosterilir.
Teorem 2.21. [0, 1] kapali araligi sayilamaz bir kiimedir.

Kanit. [0, 1] kapal arahi@imin sayilamaz oldugu, Cantor’un Kosegen teknigi ile gosterilmis-
tir. Cantor bu teknigi kullanarak, elemanlar1 sonsuz dizilerden olugan bir M kiimesinin say1-
labilir olamayacagini olmayana ergi yontemi ile gostermistir. Cantor’un [6]’da vermis oldugu
kosegen tekniginden bahsedelim.

Her n € Nigin z,, = m veya x,, = w olmak iizere elemanlar1
E = (zg,x1,29,...,2y,...)

olan sonsuz dizilerden olusan kiime



olsun. M kiimesinin her elemanini

Ey = (a, ao1, ag, -, oy, ---)
E, = (alOvallaG'IQ"valu? )

Ey = (a207 21, A22..., A2y, )

E, = (au0, @1, apo... ayy, -..)

seklinde yazalim. Burada her bir a,, koordinatinin w ya da m oldugu tanimdan agiktir. Bu

sartlarda M nin bir
E* - (b(), bl, bQ..., b,,, )

eleman: elde edilebilir 6yle ki listemizdeki hi¢bir £, eleman i¢in £* = FE, saglanmaz.
Gercekten her b, € E* i¢in eger a,, = m ise b, = w ya da a,, = w ise b,, = m olarak
segilirse, £, M’nin her bir £, elemanindan en azindan tek bir koordinat farki ile farklidur.

Dolayisiyla £* yukarida belirtilen listede mevcut degildir ki bu da kabuliimiiz ile celigir. [

R reel sayilar kiimesinin sayilamazlig1 ve Cantor’un kosegen teknigi ile ilgili genis bilgi

icin [6, 7, 12, 31] kaynaklar1 incelenebilir.

Tanim 2.22. Bir topolojik uzay hem kapali hem de acik olan kiimelerden olusan bir tabana

sahipse, bu topolojik uzaya 0-boyutlu uzay denir.

Tanmim 2.23. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger 7 = 7, olacak sekilde X iizerinde bir p

metrigi mevcutsa, (X, 7)’ya metriklenebilir uzay denir.

Tanim 2.24. (X, d) bir metrik uzay ve (x,,)n,en € X bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in
dngy € N oyle ki Vm, n > ng igin d(x,,, z,) < &

kosulu saglaniyorsa, (z,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tamim 2.25. (X, d) bir metrik uzay, (z,),eny € X bir dizi ve € X olmak iizere, eger her

e > (01i¢in



dng € N oyle ki Vn > ng i¢in d(z,, x) < €
kosulu saglaniyorsa, (x,,),en dizisine bu uzayda x noktasina yakinsar denir.

Tanim 2.26. Bir metrik uzaydaki her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsak ise, bu
uzay tam metrik uzay olarak adlandirilir. Tam metrik uzay iizerinde tamimli metrige de tam

metrik denir.

Tanim 2.27. (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere, eger X iizerinde 7 = 7, olacak sekilde

bir d tam metrigi mevcutsa, (X, 7)’ya tam metriklenebilir uzay denir.

Tamm 2.28. (X, 7) bir topolojik uzay ve D C X olsun. Eger D = X ise, D kiimesine bu

topolojik uzayda yogundur denir.

Tanim 2.29. X bir topolojik uzay ve N C X olsun. Eger N = () ise, N kiimesine hi¢bir
yerde yogun degildir denir.

Tanmmm 2.30. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger X sayilabilir ve yogun bir altkiimeye

sahipse, (X, 7)’ya ayrilabilir uzay denir.

Tanim 2.31. X bir kiime, S bir indis kiimesi ve {A; : s € S} C P(X) olmak iizere,

X =4

SES

esitligi saglamyorsa { A, }scs ailesine X in bir drtiisii ad1 verilir. Eger S” C S ve her s € 5
icin {A}scs ailesi de X’in bir Ortiisii oluyorsa, bu aileye { A, }scs ailesinin bir altértiisii

adi verilir.

Tanim 2.32. X bir topolojik uzay ve { A;}scs ailesi X’in bir ortiisti olsun. Eger her s € S

icin A, bu uzayda acik ise, { A;}ses ailesine Xin bir agik drtiisii denir.

Tanim 2.33. Bir X topolojik uzaymin her acik ortiisii sonlu bir altortiiye sahipse, X e kom-

pakt topolojik uzay denir.

Tanmm 2.34. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger X kiimesi sayilabilir coklukta kompakt
kiimelerin birlesimi seklinde yazilabiliyorsa, diger bir ifade ile, her n € Nigin K, C X

kompakt olmak iizere



X =K,

neN
saglaniyorsa, (X, 7)’ya o-kompakt topolojik uzay denir. Tanimdan da anlagilacagi gibi, her

kompakt topolojik uzay ayni zamanda o-kompakttir

Tanim 2.35. Bir X topolojik uzayinin her acik ortiisii sayilabilir bir altortiiye sahipse, X’e

Lindelof uzay denir.

Tanim 2.36. [ bir indis kiimesi olmak iizere, her o € [ i¢in X, kiimesi bostan farkli olsun.
(Xa)aer kiimeler ailesinin kartezyen ¢arpimi

[[Xo={2:1T— | Xas|2z(a) € Xo,a €I}

acl acl

olarak tanimlanir.

Burada bir z € [] X, elemam i¢in, z(a) = z,’ya z noktasinn «. koordinat, X,
ael
kiimesine ise [ [ X, carpim kiimesinin cv. ¢arpan: denir.
acl

Tanim 2.37. [ bir indis kiimesi, her @ € [ i¢in X, bostan farkli olmak iizere, { X, }aer

kiimeler ailesinin kartezyen ¢arpimi H X, olsun. Her o € [ igin, x € H X, olmak tizere
ael acl

Pa: HXa—>Xa

acl

T Tq

olarak tanimlanan p,, fonksiyonuna, «. izdiisiim fonksiyonu denir.

Tanim 2.38. H X, carpim kiimesi tizerindeki ¢arpim topolojisi, her o € I i¢in p,, izdiigiim
acl
fonksiyonunu siirekli kilan en kaba topolojidir. Diger bir ifadeyle, (p,)acr izdiisiim fonksi-

yonlari ile iiretilen izdiisel topoloji H X,, izerindeki carpim topolojisidir.

ac

Bir o € [ i¢in U, C X, olsun. p,'(U,) C [] X. kiimesi
acl

Rt (Us) ={z € [[ Xa : pa(z) = 24 € U}

ael

olarak ifade edilir. Eger her o € I icin U, kiimesi X, ’da agik ise,
S={p;'(U,) : U, C Xy agik ,a € [}

10



ailesi carpim topolojisinin bir alttabanidir. Bu nedenle carpim topolojisinin taban elemanlari
N pa) (Uay,) = Uay X Ugy X ... X Uy, ¥ I X
k=0
seklindedir ve ¢arpim topolojisinin bir B tabani
B = {H U, : U, C X, acik ve sonlu tane o € I digindaki her « igin U, = X,, }
acl

olarak ifade edilir.

Tanim 2.39. X bir topolojik uzay olmak iizere, eger X ’in biitiin noktalar1 bir y1g1lma noktasi
ise X’e miikemmel uzay denir. A C X olmak iizere, A kiimesi kapali ve altuzay topolojisine

gore mitkkemmel ise, A’ya X 'de miikemmel bir kiime denir.

Tanim 2.40. Eger bir X topolojik uzay1 sayilabilir coklukta ag¢ik kiimenin arakesiti olarak

ifade edilebiliyorsa, X e bir G-kiime denir.

Tanim 2.41. Bir topolojik uzayin sayilabilir coklukta acik ve yogun altkiimelerinden olugan

her ailesinin arakesiti de bu uzayda yogun ise, bu topolojik uzaya bir Baire uzay: denir.

Tamm 2.42. Bir X topolojik uzayinda asagidaki kosullar1 saglayan en kiicik S C P(X)

ailesine X ’in Borel kiimeleri ailesi ad1 verilir.
(1) S ailesi X’in tiim agik kiimelerini icerir.
(i) Ae Sise X \ A € Sdir.

(¢4i) Heri=1,2,3,...i¢in 4; € Sise | J 4; € Sdir.

=1

11



3 KLASIK SECME PRENSIPLERI: MENGER VE
HUREWICZ

Topolojik uzaylarda acik ortiiler ile tanimlanabilen ya da karakterize edilebilen ozellikler
onemlidir. Bu boliimde, acik ortii siniflarinin olusturdugu bir sistem ile tanimlanan iki temel

secme prensibini ve teorilerini tez konumuz kapsaminda inceleyecegiz.

Acik ortii kavramuni ilk kez 1852 de Alman matematik¢i Peter Gustav Dirichlet, kapali
bir araligin verilen her agik ortiisiiniin sonlu bir altortiisii oldugu kanitin1 derslerinde kullan-
maya baglasa da, ancak 1904 yilinda yayimlanan caligmalar ile literatiirde yerini alabilmistir

128].

1996 yilinda ise M.Scheepers acik ortiileri siniflayarak, bunlarin sistematik bir yapisini

olusturmus ve topolojik 6zellikleri bu kombinatorik sisteme gore tanimlamustir [18, 30].

Bu tez ¢aligmasi boyunca kullanilacak tiim ortiiler sayilabilir kabul edilecektir.

Tanim 3.1. X bir topolojik uzay ve U/ ailesi X ’in acik bir Ortiisii olsun.

a) Eger X & U ve her sonlu F' C X icin F' C U olacak sekilde bir U € U varsa, U ailesine

w-ortii denir.

b) Eger U sonsuz elemanli ve her = € X i¢in {U € U : = ¢ U} kiimesi sonlu ise, U ailesine

~-ortii denir.

Verilen bir X uzayi i¢in ortiilerin siniflandirilmasinda,
O = {U : U ailesi X’ in agik ortiisii },
Q ={U : Uailesi X’ in w-Ortiisii },
I' = {U : U ailesi X’ in ~-ortiisii},

gosterimleri kullanilmaktadir.

Yukarida tanimlari verilen oOrtii aileleri arasinda

rcQco
12



kapsamalar1 saglanir.
Tez konusu i¢in yukarida verilen ortii siniflart yeterli olacaktir. Ancak literatiirde yuka-
rida siralananlar diginda farkli ortii siniflar1 da yer almaktadir. Ortii siniflar1 hakkinda daha

detayli bilgi almak icin [18, 30] kaynaklari incelenebilir.

Matematik biliminde, sayilabilir kiimeler tizerinde kosegenlestirme teknigine dayal ya-
pilan calismalara secme prensipleri denir. Topolojik uzaylarda se¢me prensipleri ise, agik
ortiiler tizerinden belirlenmis kurallara dayali bir kosegenlestirme teknigidir. Bu teknigin en
belirgin 6zelligi ise, verilen bir A ortiisii ile belli bir kurala dayali yeni bir 6zellik olusturur-
ken, topolojik 6zelliklerin de kombinatorik bir diizende yerlestirilebiliyor olmasidir. I1k kez
M. Scheepers tarafindan kesfedilen bu kombinatorik sistemde (kisaca SP sistemi) ii¢ temel
secme prensibi yer almaktadir. Literatiirde klasik secme prensipleri olarak da adlandirilan bu
temel prensipler ve ilgili notasyonlar asagida siralanmaktadir. Se¢cme prensiplerinde calisti-

gimuz ortiiler X uzayini bulundurmayan ortiiler olarak kabul edilmektedir.

Tanim 3.2. X bir topolojik uzay, 4 C O ve B C O olsun.

1. S1(A, B) prensibi: Her Uy, Uy, Us, ... € Aigin 6yle Uy € Uy, Uy € Uy, Uz € U, ...
vardir ki {U,, : n € N} € B saglanir.

2. Stin(A, B) prensibi: Her Uy, Uy, Us, ... € Aigin 6yle sonlu Fy C Uy, F1 C Uy, Fo C
Us, ... vardir ki | ] F, € B saglanir..

neN
3. Uyin(A, B) prensibi: X’in sonlu altortiileri bulunmayan her Uy, Uy, Us, ... € Aigin
oyle sonlu Fy C Uy, F1 C Uy, Fo C Uy, ... vardir ki {U Fn:n € N} € Bsaglanir.

A ile B ailelerinin se¢imi ve belirlenen kurala gore tanimlanan agik ortii 6zelliklerini

gosteren Scheepers diyagraminin bir 6rnegi asagida verilmigtir [39].

13



]‘:inn(oz ]-_:] —_— U-fill(.(j-‘ ﬂ)

7

Sﬁn(oz O)

Sgin (L, Q)
-
S1(I,T) —=S1(T', Q) S,(T", 0)
Siin (92, Q)
/
$1(02,T) —= $1(2, Q) $1(0,0)

Sema 1: Scheepers Diyagrami

Bu diyagramda yer alan secme prensiplerinden temel iki segcme prensibini kronolojik sira

ile tanitalim:

Menger Ozelligi

K. Menger 1924 yilinda o-kompakt 6zelliginin agik ortiilerle nasil ifade edilebilecegi
sorusu lizerinde calisirken metrik uzaylar icin, E 6zelligi olarak adlandirdigi, yeni bir taban
ozelligi tammlamustir [24]. Giiniimiizde Menger Taban Ozelligi olarak bilinen bu 6zelligin

tanimui soyledir:
Tanmim 3.3. X bir metrik uzay olsun. Eger X iizerindeki topolojinin her B tabani i¢in

X = |J B, ve lim,_o Cap(B,) =0

neN

olacak sekilde B’de bir { B, } e dizisi varsa X uzay1 Menger Taban Ozelligini saglar denir.

Menger Taban Ozelligine sahip metrik uzaylar tez calismamiz boyunca kisaca MT uzay
olarak adlandirilacatir.
Menger’in o-kompakt 6zelligini karakterize eden ve literatiirde Menger’in Konjektiirii

ya da Menger Konjektiirii olarak bilinen sav1 sdyledir:

Konjektiir 3.4. (Menger)

Bir metrik uzayin o-kompakt olmasi icin gerek ve yeter kosul MT uzay olmasidir.

14



W. Hurewicz 1925 ile 1927 yillar1 arasinda Menger’in Konjektorii tizerine aragtirmalar
yapmig ve MT 6zelligine denk bir E* 6zelligi tammlamustir [15]. Sierpinski 1934 yilina ait
bir calismasinda E* 6zelligi yerine Menger’e ithafen M 6zelligi adim1 vermistir. Buna ek
olarak 1988 yilinda Miller ve Fremlin’ in E* yerine M 06zelligi olarak calismalarinda kul-
landiklart bilinmektedir [13]. Scheepers’in kombinatorik ortii 6zellikleri arasinda bilinen en
eski 0zellik olan Hurewicz’in tamimladig1 acik ortii 6zelligi gliniimiizde ise, Menger 6zelligi

olarak bilinmekte ve tanim1 asagidaki gibi verilmektedir:

Tanmim 3.5. X bir topolojik uzay olsun. X in her {U,, },en agik ortiiler dizisi igin
UV
neN
X’1in bir acik ortiisii olacak sekilde sonlu V,, C U, (Vn € N) alt aileleri varsa, X’ e Menger

uzay denir. .

Menger 6zelligi SP sisteminde Sy;, (O, O) notasyonu ile gosterilmektedir.

Hurewicz Ozelligi

Hurewicz, Menger’in Taban Ozelligini ortiilerle karakterize etmis oldugu 1925 yilina ait
calismasinda Menger 6zelliginden daha kuvvetli olan, yeni bir 6zellik daha tanimlamistir.
Giiniimiizde Hurewicz Ozelligi olarak adlandirilan ve SP sisteminde Uy;,, (O, T') ile goste-

rilen 6zelligin tanimi (literatiirde kullanilan son hali ile) asagida verilmektedir.

Tanim 3.6. X bir topolojik uzay olsun. X’ in sonlu alt ortiileri bulunmayan her {4, },en

acik ortiiler dizisi i¢in

{UVn:neN}

X’in bir + ortiisii olacak sekilde sonlu V,, C U,, (Vn € N ) varsa veya buna denk olarak,
X’in her {U,, : n € N} acik ortiiler dizisi ve her n € N i¢in
X=U NUvm
neNm>n

olacak sekilde V,, C U, sonlu alt aileleri varsa, X’ e Hurewicz uzay denir.

Lemma 3.7. Her o-kompakt uzay Hurewicz ozelligini saglar.

15



Kanit. X, o-kompakt bir topolojik uzay olsun. O halde X ’in kompakt altkiimelerinden olu-
san bir S = {5, : n € N} dizisi vardir syle ki X = | J S,,’dir. Burada S ailesini X uzayimn
i¢c-ice gecmis kompakt altkiimelerinin ailesi olarak lzgiul edebiliriz. X in bir {U4,, : n € N}
acik ortiiler dizisini alalim. Her n € N i¢in {4, : n € N} ailesi S,’in de bir agik ortiiler
dizisi olur. Her n € N i¢in S, kompakt oldugundan bir V,, C U,, sonlu alt ailesi vardir dyle

ki
S €U Vn
saglanir. S ailesi X’in i¢-ice ge¢gmis kompakt kiimelerinin bir dizisi oldugundan X’in her
bir x eleman1 sonlu tanesi disindaki her n i¢in U V), tarafindan icerilir. Sonug olarak
{UV,:neN}

ailesi, X’in bir y ortiisii olup, X bir Hurewicz uzaydir. [
Lemma 3.8. Her Hurewicz uzay bir Menger uzaydir.

Kamit. X bir Hurewicz uzay ve {U,, : n € N}, X’in bir acik ortiiler dizisi olsun. X
Hurewicz uzay oldugundan, her n € N icin bir V,, C U,, sonlu alt ailesi vardir dyle ki

V={JV,:neN}el"dir.V, Xibrteceginden

xcUuUwm=UUmwm

neN neN

olup, U V,, X’in bir acik ortiisiidiir. Dolayistyla X ayni zamanda bir Menger uzaydir.
neN

Lemma 3.9. Her Menger uzay bir Lindelof uzayidir.

Kanit. X bir Menger uzay olsun. X ’in bir I/ agik ortiistinii alalim. Her n € Ni¢in U, = U
olarak alimirsa, {U,, : n € N} X’in bir acik ortiiler dizisi olur. X Menger oldugundan, her

n € Nig¢in, V,, C U, sonlu alt ailesi vardir dyle ki

V=V,

neN
X’in bir acik oOrtiisti olup, her bir V,, sonlu oldugundan, / acik Ortiisiiniin sayilabilir bir

altortiisiidiir. Dolayisiyla X bir Lindelof uzayidir. [

Bu durumda verilen bir topolojik uzay i¢in
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o-compact — Hurewicz — Menger — Lindelof

diyagrami saglanacaktir. Ancak diyagramin ters yonii genel olarak dogru degildir. Ornekler

i¢in [2, 16, 38] numarali kaynaklar incelenebilir.

Menger’in konjektiiriiniin yanlis olduguna dair siipheleri olan Hurewicz 1925 yilina ait

calismasinda agagidaki savin dogru oldugunu ileri stirmiistiir [15].

Konjektiir 3.10. (Hurewicz)

Bir metrik uzayin o-kompakt olmast icin gerek ve yeter kosul Hurewicz uzay olmasidir.

Menger’in ve Hurewicz’in savlari ile ilgili olarak literatiirde yapilan calismalar hakkinda

detayl bilgi 5. Boliimde verilecektir.

Menger ve Hurewicz uzaylarin sagladigi bazi temel 6zellikler agagidaki teoremde sira-
lanmaktadir. Teoremde verilen tiim sonuglar Hurewicz’in [16] makalesinden elde edilebil-

mektedir. Giiniimiiz notasyonlari ile daha ayrintili bir kamit [43] kaynaginda verilmektedir.
Teorem 3.11. (Hurewicz) X ve Y topolojik uzaylar olsun.
1. Eger X Menger (Hurewicz) ve F' C X kapali ise F' kiimesi de Menger (Hurewicz) dir.

2. Eger X Menger (Hurewicz) ve f : X — Y siirekli ise f(X) kiimesi de Menger

(Hurewicz) dir.

3. Hern € Nicin X,, Menger (Hurewicz) ise U X, Menger (Hurewicz) dir.
neN

4. Eger X Menger (Hurewicz) ve K C X bir F), kiimesi ise, K kiimesi de Menger (Hu-

rewicz) dir.
Kanir. Kaniti Menger 6zelligi icin verecegiz. Benzer adimlarla Hurewicz icin de gosterile-

bilir.

1. X bir Menger uzay1, F' C X kapali bir kiime ve {U//" : n € N}, F’nin bir agik ortiiler
dizisi olsun. Burada U &rtiilerinin elemanlarinin her birini X de agik kabul edebiliriz. Her

n € Nigin

17



U, =UF U{X\ F}

olarak tanimlanan aile X’in bir ortiisii olacagindan, X’in {{/,, : n € N} seklinde bir acik

ortiiler dizisini elde etmis oluruz. X uzayr Menger oldugundan dyle bir
{Vn:neN,V, CU, veV, sonlu }

dizisi vardir ki U V,, X in bir agik ortiistidiir. Her n € N i¢in
neN

VE—(VvF.VE ey, ve VEN(X\ F) =0}

olarak secilirse, U VE [’nin bir agik ortiisii olacaktir. Diger taraftan her n € N icin V,
neN
sonlu oldugundan VI' C UF sonludur. Boylece F' kapal altkiimesi de Menger 6zelligini

saglar.

2. (X, 7) topolojik uzay1 Menger ve f : X — Y siirekli bir fonksiyon olsun. f(X) C

Y nin bir {t/X) : n € N} acik ortiiler dizisini alalim. O halde her n € N igin

e U vu
e
ve
xcrgeyer( U o)
veus™

olup

xX= U

veui

esitligi elde edilir. Vn € N ve YU € USX) icin U acik ve f siirekli oldugundan f~*(U)
agik olup { f~H(U) : U € UF)} X’in bir acik ortiisiidiir. Her n icin UX = {f~1(U) : U €

US} olsun. X Menger oldugundan her n igin IV C UX byle ki VX sonlu ve U 1%
neN
Xin bir acik ortiisiidiir. Her n i¢in VX = {f~4(U;) : i = 0,1,2,....,m,, icin U; € USX)}

olarak tanimlanirsa

re0 =Y Urey) c U Usuon < U Un
neN =0 neN =0 neN i=0

olacagindan V) = {U; : i = 0,1,2, ..., m,,} dersek V) C ¢4/ sonlu olup {|_JVI™)
n € N} ailesi f(X)’in bir agik ortiisiidiir. Boylece f(X) Menger’dir.
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3. { X, }nen Menger kiimelerin bir ailesi ve X = U X, olsun. X’in bir {U,, : n € N}
neN

acgik ortiiler dizisini alalim. Simdi de, N dogal sayilar kiimesinin, her n € Nigin A4,, = {i :

i € N} ve hern, m € Nigin A, N A,, = () olacak sekilde bir { A,, : n € N} ayrigimini alalim

oyle ki N kiimesi

N=J A4,

neN
seklinde sayilabilir sonsuz ¢oklukta ayrik sonsuz altkiimelerin birlesimi seklinde yazilabil-

sin. Bu dogrultuda, {U,, : n € N} acik ortiiler dizisini sayilabilir ve ayrik alt ailelere bolelim

oyle ki her n € N icin

olsun. O halde her n € N i¢in §,, ailesi X,,’in bir agik ortiiler dizisi olur. X,, Menger ol-
dugundan Vi € A, icin bir V; C U; sonlu ait ailesi vardir dyle ki U V;, X,,’in bir agik

ieATL
ortiistidiir. O halde her n € N i¢in

{UVi:n=0,1,2,3,..}

1€AR

X’in bir acik ortiisiidiir. Her ¢+ € N icin V; C U; sonlu oldugundan X bir Menger uzaydir.

4. (1) ve (3) kullanilarak Menger 6zelliginin F;, kiimeler iizerinde kalitsal oldugu elde

edilir. O]
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4 REELLERIN KUMELERI

Bu boliimde, bazi reellerin kiimeleri tanitilip topolojik yapilar1 incelenecek ve bu kiimeler
arasindaki iligkiler verilecektir. Kiimelerin kardinal karakteristiklerine deginilip, temel iki
secme prensibi olan Menger ve Hurewicz ozellikleri ile aralarindaki iligkiler verilecektir. Bu

kisimda [10, 20, 27, 41, 42] kitaplarindan kaynak olarak yararlanilmigtir.

4.1 NY Baire Uzay1

N dogal sayilar kiimesi iizerinde ayrik metrik ile iiretilen ayrik topoloji olmak iizere, sayila-
bilir sonsuz tane N uzayinin carpimindan olusan ¢arpim uzayini (Tychonoff Carpim Uzayr)

NN jle gosterelim. Bu durumda, x € NN icin
z = (2(n))nen = (Tn)nen
ve her n € Ni¢in
z(n) =z, € N

olarak kabul edilecektir.
Aksi belirtilmedigi siirece NV iizerinde standart carpim topolojisi var oldugunu kabul edece-

giz. Bu uzay i¢in,
S = (S0,S51y -y Sn—1
olmak iizere

I\ _ — —
NS = {I’ e N To = S0, L1 = S1y .00y Tp_1 = Sn—l}

={reN':sCuz}

kiimelerinden olusan {N, : s € N<N} ailesi bir tabandir. + € N, ise, s sonlu dizisinin ilk n

terimi ile 2’in ilk n terimi birbirine esittir ve bu x|n = s olarak gosterilir.

Onerme 4.1.1. Her s € N<N icin N, kiimesi carpim topolojik uzayinda kapali bir kiimedir.
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Kanit. N", n uzunlugundaki dizilerin kiimesi olmak {izere N"’nin bir s elemanin1 alalim
oyle ki s = (80,51, 52,..-,8n_1) € N* ve z € NN\ N, keyfi olsun. z ¢ N, oldugundan
s ¢ a’dir. Dolaysiyla bir ¢ < n — 1 i¢in x(i) # s(i)’dir. = noktasin ilk n terimi ¢ =
(to, t1,1ts...,t,—1) olmak iizere, x’in IV; a¢ik komsulugunu alalim. O halde her i < n — 1 i¢in
x(i) = t(i)’dir. Eger y € Ny ise heri < n— 1i¢in 2(:) = y(i) olup, dolayisiylabiri < n—1
icin y(7) # s(i)’dir. Su halde y ¢ N,’dir. Sonug olarak N; N Ny = () olmalidir. Buradan
x € Ny € NV \ Ny dir. NV \ N, acik oldugundan N, kapalidir. O

Sonug 4.1.2. NY Baire uzay: 0-boyutlu bir uzaydir.
Onerme 4.1.3. N uzay: iizerindeki topoloji z,y € NN icin
0 ST =1

d(w,y) = 1
min{i: x(i) Zy(i)} + 1 TFY

metrigi ile iiretilen topolojidir.

Kamit. Oncelikle d fonksiyonunun NY {izerinde bir metrik oldugunu gosterelim.
(i) Vo,y € NNigind(z,y) =0 <=z =y
(i1) Vo,y € NVigin d(z,y) = d(y, z)

ozellikleri d’nin tanimi1 kullanilarak kolayca elde edilir.

Ucgen esitsizligi icin Vz, y, 2 € N¥nin

d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

sartin1 sagladigin1 gostermeliyiz. Eger x = y veya y = z ise liggen esitsizligi kolaylikla elde
edilebilir. O halde z # y # z oldugunu varsayalim.

man{i : y(i) # z(i)} =k,

min{i : z(i) # y(i)} = m,

min{i : x(i) # z(i)} =n
olsun. Eger n > min{m, k} oldugunu gosterirsek istenen saglanir. Genelligi bozmadan
min{m, k} = molsun ve n < m oldugunu varsayalim. O halde n < m i¢gin z(n) = y(n)’dir.

min{i : x(i) # z(i)} = n oldugundan z(n) = y(n) # z(n)'dir. Eger y(n) # z(n)
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ise, n > k oldugu acgiktir. Fakat bu n < min{m, k} = m olmasi ile ¢eligir. Dolayisiyla
n > min{m, k} olmaldir. O halde
1 1 1
< +
n+l1 " m+1 k+1

olup
d(z,2z) < d(z,y) +d(y, z)

saglanir.

Simdi de N iizerindeki d metriginin N iizerindeki carpim topolojisini iirettigini goste-
relim. 7 ailesi NV {izerindeki ¢arpim topolojisi ve B = {N, : s € N<N} bu topolojinin bir
tabani olmak iizere 75 = 74 oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in oncelikle keyfi bir N, € B

ve x € N, alalim. Uygun bir € > 0 i¢in
x € By(z,e) C N;

saglanir. Gergekten © € N; ise, her i < n dogal sayist i¢in z(i) = s(i) olacak sekilde

bir n € N vardir. Buradan ¢ = n%rl > 0 secilirse istenen saglanmis olur. Bunu gor-
mek igin z’ten farkli bir y € By(z,e) alalm. O halde d(z,y) < e saglanir. Dolayisiyla
n < min{m : x(m) # y(m)}’dir. Su halde Vi < n dogal sayisi i¢in (i) = y(i) olup

y D s’dir. Buda y € N, oldugunu gosterir. Dolayisiyla 75 C 7, °dir.

Tersine keyfi bir z € N ve ¢ > 0 alam. By(x,¢), 2’in 74 metrik topolojisine gére

herhangi bir acik komsulugu olsun. Uygun bir s € N<N i¢in
x € N; C By(z,¢)

olacak sekilde bir Ny € 75 nin varlifin1 gostermeliyiz. Bunun i¢in 6ncelikle € > 0 i¢in bir
N € N bulabiliriz oyle ki % < ¢ sa8lanir. Eger x| N = s olacak sekilde bir x € N, €
secersek istenen saglanir. Bunu gostermek i¢in z’ten farkli herhangi bir y € N, alalim.
x # y oldugundan, min{i : z(i) # y(i)} = n ve n > N olacak sekilde bir n € N vardr.
Dolayistyla d(z,y) = 7 < 757 < € olup y € By(z,¢) saglamr. O halde 7, C 75°dir ve

dolayisiyla bu iki kapsamadan 75 = 74 elde edilir. [

Teorem 4.1.4. Her i € N icin (X;, p;) ayrik metrik uzay ve | X;| = Rq olsun. || X; ¢carpim
iEN
uzayi iizerinde tanimli
> 01
p(z,y) = ?pi(xiayi)
i=0
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metrigi carpim topolojisini iiretir.

Kanit. p fonkiyonunun H X, lzerinde bir metrik oldugu kolaylikla gosterilebilir. H X;
carpim kiimesi iizerindelzie zarplm topolojisi 7 olsun. 7, = 7 oldugunu gosterelim. (")nclgll\'lkle
keyfi bir z = (2;)ien € H X; ve x noktasinin da carpim topolojisindeki bir V' komsuluk
tabani1 elemanim alalim 6;1615 ki her i € Ni¢in B, (z;,¢;) X,’de z; merkezli ¢; yarigapli acik

komguluk olmak iizere

V= HBpi(Iiagi) X H Xz

=0 i=n+1

olsun. Eger ¢ = mm{% c 4 = 0,1,2,3,...,n} olarak segilirse, B,(x,¢) C V oldugu

goriiliir. Dolayisiyla 7 C 7, elde edilir. Diger taraftan, keyfi bire > 0 ve z € H X, verilsin.

ieN
.. > 1
Oncelikle Z 5 < g olacak sekilde istenildigi kadar biiyiik bir £ € N secilebilir. O halde
i=k+1

carpim topolojisinden alinan x’in bir

k e oo
U= HBpt(xl7ﬁ) X H Xz
1=0

i=k+1

acik kiimesi i¢cin U C B,(z,¢) saglanir. O halde 7, C 7 elde edilir. Sonug olarak bu iki
kapsamadan 7, = 7 oldugu goriiliir.

]
Carpim Uzaylarinin tamli8i ile ilgili teoreme ge¢meden Once, agsagidaki teoremi verelim.
Teorem 4.1.5. (X, p) bir tam metrik uzay ve A C X kapali ise, (A, pa) tam metrik uzaydur.

Kanit. (ay,)nen dizisi (A, p4)’da bir Cauchy dizisi olsun. (a,,),en X ’de de bir Cauchy dizisi
oldugundan ve X tam oldugundan a,, — a olacak sekilde bir a € X vardir. A kapali bir

kiime oldugundan a € A elde edilir. O

Teorem 4.1.6. Her i € N icin X; # 0, p; 1 ile stmurlanan metrik ve (X;, p;) metrik uzay

OO . . .
olsun. [ X; uzaymun p(z,y) = ZM

ieN pr A
kosul her i € N icin (X, p;) uzaymn tam olmasidur.

metrigi ile tam olmast icin gerek ve yeter

Kanmt. (=) (] X, p) tam olsun. [ X, nin bir X7 = [ 4; altuzay:
ieN ieN ieN
1. i:jiSCAj :Xj
2. i # jisebir {a;} C X, icin A; = {a;}
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sartlarini saglasin oyle ki

X7 =1[Ai = {(z0, 1, 22,...) € [ Xi : heri # jiginz; = a;}

1€EN €N

seklinde tanimlansin. Bu durumda X kapali olup Teorem 4.1.5’ten tamdir. Diger taraftan,

pj» j inci izdiigiim fonksiyonu olmak iizere, pj, p; nin X7 tizerine kisitlanmisi olmak tizere
P =pil X X — X
bir homeomorfizmadir. (Xj, p;)’den aldigimiz bir (27) Cauchy dizisi igin, {p}~'(z)} de

X’de bir Cauchy dizisidir. Gergekten, (z7), X;’de bir Cauchy dizisi oldugundan her ¢ > 0

icin bir ng vardir oyle ki her m,n > ng igin

pj(x;‘,x;”) <e

saglanir. O halde buradan

1 1
x—1/ mn *x—1/. .m _ n o ,.m
p(p; (2}),p; (2]")) = gpj(xjaxj ) < 5 € <e
olup {p;_l (x?)} dizisi bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan bu dizi yakinsaktir. Dolay1-
styla

P (a)) —

olacak sekilde bir z € X vardir. {p;~'

7 (%)} ’nin limitinin p; alundaki goriintiisii (z7)

J

dizisinin limiti olacagindan, yani

P~ (@) — pi(x)

saglanacagindan, (z}) Cauchy dizisi X;’de yakinsaktir. Dolayisiyla (X, p;) tamdir,

(<) Her i € Nigin (X, p;) tam metrik uzay olsun.
(zn) = ((29), (x}), (#2),...) ]| Xi carpim uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. O halde her
ieN
e > 0i¢in Ing Oyle ki her m, n > ng i¢in p(x,, x,,) < € saglanir. Buna gore her i € N i¢in

pi(af,al") _ s pilaf,al) €
: < < =
21 - Z 2z 21

olup her i € Nigin p;(z', ") < € saglanir. Boylece her i € N igin («7') dizisi (X, p;)’de bir

Cauchy dizisidir ve (X, p;) tam oldugundan (z}) — y; olacak sekilde bir y; € X; vardir.
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Simdi de, (x,,) dizisinin y = (y;);en’ye yakinsadigini gostermek igin keyfi bir ¢ > 0 alalim.

Bir N € N yeterince biiyiik secilirse

2 pila, ?Jz‘) — 1 €
i:%;rl 2 i:%:ﬂ 282

saglanir. Diger yandan her ¢ = 0, 1,2, 3, ..., N i¢in (z}') yakinsak oldugundan yeterince bii-
yiik bir NV, segilerek her n > [V, icin

(27 y) < g2
pl l’i ) ?Jz 2N
elde edilir. Boylece n > N i¢in
o P}, i)
p(Tn,y) = Z 9
=0
N
_Zpl<zvyz Z pz Z,,%
i=0 i=N+1
N n
Pi (.Z'z 7%)
< - —
< ;0 TR
N )
-2 E € €
< 4 —=—4 - =
gzN-zﬁfz 2 3¢
elde edilir. Dolayisiyla (z,,) Cauchy dizisi yakinsak olup [ ] X, tamdur. O
ieN

Teorem 4.1.7. Tam metrik uzaylarin Gs-altkiimeleri tam metriklenebilirdir.

Kanit. (X, d) bir tam metrik uzay olsun. d tam metrigini 1 ile sinirli metrik alabiliriz. Once-
likle G C X acik bir kiime olmak iizere, G nin d tarafindan indirgenen topolojisi ile ¢cakisan

(G tizerinde bir metrik tanimlanabilir. Bunun i¢in G iizerinde, her x,y € G igin

1 1

metrigini tanimlamamiz yeterli olacaktir.
U C X bir Gs-kiime olsun. Bu durumda U kiimesini, her n € N i¢in U,, kiimesi X’de

acik olmak iizere

U= U,

neN
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olarak ifade edebiliriz. Bir ¢ fonksiyonu

gb:U—)HUn

neN

r— (z,x,2,...)

seklinde tanimlansin. H U,,’deki kosegen kiimesi

neN
A= {(.To,i[}l, ) S H Un . her Z,j S ngln T; = Zj }
neN
ile gosterilirse
o((Un) =A
neN

esitligi saglanacaktir. ¢ fonksiyonu U ile A arasinda bir homeomorfizma oldugundan, U kii-

mesi H U,, carpim uzay1 i¢ine gomiilebilirdir.
neN

Her n € N icin U,, tam oldugundan, bir dnceki teoremden H U,, tam uzaydir. Ayrica

neN
her n € N icin U, C X Hausdorff olacagindan H U,, Hausdorff uzaydir. O halde A,
neN
H U, nin kapali bir altkiimesi oldugundan tam uzay olacaktir. Bu durumda U = ﬂ U,
neN neN

tam metriklenebilirdir.

Teorem 4.1.8. Her n € N icin X,, ayrilabilir ise, X = H X, carpum topolojisi ile ayrila-
neN

bilirdir.
Kanit. Hern € Nicin Y, kiimesi X,, uzayimin sayilabilir yogun bir altkiimesi olsun. z,, € Y,

olmak tiizere, her m € Ni¢in D,, kiimesini

D,, ={y € HYn:aniginyn:xn}
neN

= JI Yox J[{zn} =Yox Y1 xYox .. x Yy g x{2,} x ...

0<n<m n>m

olarak tanimlayalim. Bu dogrultuda

D= J Dy
meN
olarak tanimlanan kiime ¢arpim uzayinin sayilabilir yogun altkiimesi olacaktir. [

Tanim 4.1.9. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger X ayrilabilir ve tam metriklenebilir ise

X’e Polish Uzay denir.
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Teorem 4.1.10. NY bir Polish uzaydur.

Kamit. Ayrik topoloji ile N uzay1 tam metriklenebilir oldugundan, Teorem 4.1.6’dan N tam
metriklenebilirdir. Diger taraftan N uzayimin kendisi sayilabilir ve yogun oldugundan ayri-
labilirdir. Dolayisiyla Teorem 4.1.8 kullanilarak N™’nin ayrilabilir bir uzay oldugu sonucu

elde edilir. Bu durumda NY Polish bir uzaydir. [l
Ornek 4.1.11. NN’nin sayilabilir yogun bir altkiimesi
D={xeNV:3iVj >i x(j) =0}

olarak verilebilir. D’nin her bir elemani v € NN, s € NN ye 5 = (s, 51, 89, ..., 8;) olmak

lizere
x = (S0, 51, S2, .-, $;,0,0,0, ...)

seklindedir. Dolayisiyla NN uzayimin N<N sonlu diziler kiimesi sayilabilir oldugundan D
saydabilirdir. Diger yandan her s € N<N icin en az bir (s, $1, 82, ...,8;,0,0,0,...) € N,
oldugundan D N N, # () olmalidir: Sonug olarak D kiimesi NY’de yogundur.

4.2 Irrasyonel Sayilar Kiimesinin Topolojik Ozellikleri

Irrasyonel sayilarin kiimesini P ile gosterecegiz.
Teorem 4.2.1. P tam metriklenebilir bir uzaydir.

Kamit. Tam metriklenebilir uzaylarin Gs-altkiimeleri tam metriklenebilir oldugundan, P ir-
rasyonel sayilar kiimesi tam metriklenebilir. Ciinkii P kiimesi R’nin bir Gs-altkiimesidir.
Bunu gostermek i¢in de QQ rasyonel sayilar kiimesini ele alalim. Q sayilabilir oldugundan
her ¢ € Q i¢gin

Q= U{g

q€Q
olarak yazilirsa, buradan

P=R\Q=R\ J{d} = N R\ {q}

qeQ q€Q
oldugu goriilir. Her ¢ € Q i¢in {¢} tek nokta kiimesi R’de kapali oldugundan R \ {¢}

aciktir. Dolayisiyla P irrasyonel sayilar kiimesi sayilabilir tane agik kiimenin arakesiti olarak

yazilabildiginden G's-kiimedir. [l
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Teorem 4.2.2. ([11]) P uzayt 0-boyutludur.

Kamit. (R, 1) standart topolojik uzay olmak tizere, R’nin
B={(a,b):a,beQa<b}
tabanini alalim. O halde
B =BNP={(a,b)NP: (a,b) € B}

P’nin altuzay topolojisi i¢in bir tabandir. a,b € Q oldugundan her U € B, (a,b) € 7, ve

[a, b] € TF olmak iizere
U=(a,b)NP=[a,b]NP

olarak yazilabileceginden 55"’ nin elemanlar1 kapalidir. Dolayisiyla P elemanlari ayni za-

manda kapali olan bir tabana sahiptir. Su halde P uzay1 0-boyutlu olur. [
Teorem 4.2.3. P bir Polish uzaydir.

Kamit. (R, 7y) standart topolojik uzay1 ikinci sayilabilir oldugundan, PP altuzay: da ikinci
sayilabilirdir. O halde IP ayrilabilirdir. Diger taraftan Teorem 4.2.1°den [P tam metriklenebilir

olup bir Polish uzaydir. 0

Ornek 4.2.4. ([32]) P uzayiun sayilabilir yogun bir altkiimesi, ¢ € Q olmak iizere
D={r+q:q€Q}

olarak verilebilir.

Teorem 4.2.5. P uzaymin kompakt altkiimelerinin ici bostur.

Kamit. (R, 1) standart topolojik uzay olmak iizere, I iizerinde altuzay topolojisi olsun. K C
[P kompakt ve K° # () olsun. O halde a,b € R ve a < b olmak iizere x € (a,b) NP C K
olacak sekilde bir (a,b) € 74 vardir. Bir r € (a,b) N Q noktast alalim ve bir n € N i¢in

27" < min{r — a,b —r} ve k > n olacak sekilde her & € N i¢in
Fp=[r—-2"%r+27%NnP

kapali kiimelerini diistinelim. V& > n i¢in i¢-ice gecmis Fj, kapali kiimeleri i¢in Fj, C K dir.
O halde

]::{Fkk;>n}
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K’nm sonlu arakesit 6zelligine sahip bir kapali kiimeler ailesidir. & kompakt oldugundan

() Fk # 0 olmalidir. Fakat her k > n i¢in i¢-ige gegmis [r— 27", r+27*] kapali araliklarinin
k>n

arakesiti
Alr—2"%r+27"% ={r}
k>n
olup
Nlr=2"r+2%NP= ) F.=0
k>n k>n
oldugundan bu durum K’ nin kompakt olmasi ¢elisir. Dolayisiyla K° = () olmalidir. 0

Teorem 4.2.6. N uzayimin kompakt altkiimelerinin ici bostur.

Kanit. NN'nin her kompakt altkiimesinin icinin bos oldugunu gostermek icin bir X C NN
altkiimesini alalim dyle ki A kompakt olsun. K ’nin i¢inin bostan farkli oldugunu varsaya-
Iim. O halde x € N, C K olacak sekilde bir N, C NV vardir. N"¥’nin taban elemanlar
ayn1 zamanda kapali1 oldugundan, N, kapali olup, kompakt K altkiimesinin kapal altkiimesi

olarak kompakttir. s = (ag, a1, as, ..., a,) € NNicin N, = {z € NV : s C 2} olup
N, = {ao} x {a1} x {az} x .... x {a,} x Nx N x ... C NV
formundadir. Simdi de k£ € N olmak iizere
Up = {ao} x {a1} x {ag} x ... x {a,} x {k} x Nx N x ... C NN

agiklarim alalim. N, deki elemanlar baglangiglar s = (ag, a1, as..., a,) € N<N olan diziler
oldugundan, secimimizden dolay1 keyfi bir x € Ny ve bir £ € N i¢in x € Uj, olmalidir.

Dolayisiyla

ngUUk’

keN
olup

U={Uy: keN}
Ny’ nin sonsuz elemanl bir acik ortiistidiir. NV, kompakt oldugundan, ¢/ agik ortiisiiniin sonlu

bir altortiisii vardir dyle ki bir m € N icin

NSQUUIC

k=0
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saglanir. Fakat N 'nin = = (ag, ay, asg, ..., a,,m + 1,m + 1,m + 1, ...) elemanim alirsak,
noktast Ny C U Uy, tarafindan ortiilemez. Dolayisiyla N, kompakt degildir. Bu da K nin

k=0
kompakt olmasi ile ¢elisir. Kabuliimiiz yanlis olup, &K kompakt kiimesinin ici bostur. 0
Asagida verilen teorem ile ilgili daha ayrintili bilgi i¢in [20] kaynag1 incelenebilir.

Teorem 4.2.7. (Alexandrov-Urysohn) Baire Uzayt NN kompakt altkiimelerinin ici bos olan,

homeomorfizma farkiyla, tek bostan farkli O-boyutlu Polish Uzaydir.

Sonuc¢ 4.2.8. NY uzay: ile P uzayr homeomorftur.

4.3 Cantor Uzay

Tanim 4.3.1. Cantor kiimesi [0, 1] birim aralifindan ardigik adimlarla orta iigte-birlik agik

araliklarin ¢ikarilmasiyla elde edilir.

Ky =[0,1]

1
olmak iizere, ilk adimda K’dan orta —’liik acik aralik olan (g, §) araligini ¢ikaralim. Bu

adim sonrasinda uzunluklari 3 olan 2 tane ayrik kapali araligin birlesimi

K; =0, g} U [g, 1]

kiimesi elde edilir. Ayn1 sekilde K| kiimesini olusturan alt araliklarin her birinden yine orta
1 12 78
—’liikk acik araliklar olan (5, 5) ve (5, §) araliklarini ¢ikaralim. Bu iglem sonrasinda da
uzunluklari 2 olan 4 adet ayrik kapali arali§in birlesimi

1 21 27 8
,§]U[§,§}U[ SJU|

Ky = [0 -
2 [ 379

1
kiimesi elde edilir. Her n € N i¢in bu iglem yapilirsa, n’inci adimda uzunluklar 3 olan
2" tane ayrik kapali araligin birlesimi kalir. Her n € N icin K, kapali kiimelerinin arakesiti

olan

C= (K,

neN
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kiimesine Cantor Kiimesi denir.

Cantor kiimesi, sayilabilir sonsuz kapali kiimenin arakesiti olarak kapali, [0, 1] kompakt
kiimesinin kapal1 altkiimesi olarak kompakttir. Cantor kiimesi’nin her z eleman: 3’liik ta-
banda sadece 0 ve 2 rakamlari kullanilarak tek tiirlii yazilir. Yani her i € N* i¢in x; = 0,2

olmak iizere Cantor kiimesi’nin her x elemani
r =0,x1222324...

seklindedir. [0,1] kapal1 araliginin her x elemani

x = ngeheri € Nti¢inz; =0,1,2
i=1
olacak sekilde bir seri agilimina sahiptir. Dolayisiyla, her Cantor kiimesinin her x elemant

x; = 0,2 olmak iizere yukaridaki seri agilimina sahiptir. Boylece Cantor kiimesi
o'} T
C:{Zg:xizoyadaxi:Q}
i=1

olarak tanimlanir. Cantor’un kosegen teknigi kullanilarak, Cantor kiimesinin sayilamaz ol-

dugu gosterilebilir.

Teorem 4.3.2. C Cantor kiimesi hicbir yerde yogun degildir.

Kanit. Cantor kiimesi ingas1 geregi [0, 1)’in higbir agik aralifin1 kapsayamaz. Bu durumda

(C)° = () olmalidir. O
Teorem 4.3.3. Cantor kiimesi miikemmel bir kiimedir.

Kanit. ©x € Cve ¢ > 0 olsun. n € N sayisini yeterince biiyiik secelim oyle ki 37" < ¢ sag-
lansin. K,,, Cantor kiimesinin ingaasinda 3~" uzunlugunda 2" tane kapali araligin birlesimi
olmak iizere, x € K,,’dir. Dolayisiyla x € K, bu 2" tane ayrik kapali aralifin bir tanesinde

bulunur. z’in bulundugu bu kapali araliga K,,, diyelim. Acik¢a
K,, C B(z,¢)

saglanir. Simdi de K, kiimesini ele alalim. K, her birinin uzunlugu 3~V olan 2"+
tane ayrik kapali araligin birlesiminden olusur dyle ki bu araliklarin iki tanesi K, aralifinin
altkiimesidir. Bu altkiimeler K1 ve [ olsun. z € K1 oldugunu kabul edelim. x ¢ K2

ve CN K2 # () oldugundan bir y € C N K2 vardir. Dolay1siyla
31



CN(B(z,e) \{z}) #0

olmalidir. O halde = noktas1 C’nin bir y181lma noktasidir. z € C ve ¢ > 0 keyfi verildiginden,
her x € C, C’nin bir y181lma noktasi olup, izole noktasi1 degildir. Diger yandan C kapali

oldugundan, miikemmel bir kiimedir. 0

Tanim 4.3.4. {0, 1} kiimesini ayrik topoloji ile birlikte diisiinelim. {0, 1}’in kendisiyle sa-
yilabilir sonsuz ¢arpimu ile elde edilen uzaya bir Cantor uzay: denir. 2 = {0, 1} kiimesini

belirtmek tizere Cantor uzay1
C=2=1{0,1}"
ile gosterilir.
Cantor kiimesinin, her i € N* i¢in 2; = 0 ya da x; = 2 olmak iizere her Z % elemani

i=1
C’nin elemanlariyla birebir eglenebilir. Bu iki uzay arasinda

h:C—2C
Ool'i 1 T9
i:13i r—>(2, 2,....)

olarak tanimlanan h fonksiyonu bir homeomorfizmadir.

Teorem 4.3.5. ([20]) X bostan farkli miikemmel bir Polish uzay ise C’den X icine bir gomme

doniisiimii vardir.

Kamit. X uzayi iizerinde agagidaki kosullari saglayan bir (Uy),co<v Cantor Semasi tanimla-

yacagiz.
(&) 0 # U,
(i7) Cap(U) <27V,
(ii1) Uy~y C U, s € 2<N,5 € {0,1}

Burada s — 7 notasyonu ile s sonlu dizisinin sonuna 7’nin eklenmesiyle elde edilen dizi ifade
edilmektedir.
X uzayinin altkiimelerinden olugan (Uy) ,co<r ailesinin kurulumunda tiimevarim yontemi

kullanilacaktir.
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C”nin hicbir x noktas1 bu ayrisimdan dolay1 X’in bir yogunlasma noktasi degildir. Dolay1-
styla her x € C' i¢in bir B} € B agig1 vardir oyle ki B; sayilabilirdir. Diger yandan B
kiimesi her elemani i¢in bir acik komsuluk oldugundan ve B} sayilabilir oldugundan, hi¢bir

y € B i¢cin y € X* olamaz. Dolayisiyla her x € C i¢in
BrnX*=10

olmalidir. Sonug olarak her x € C i¢in Bf C (C"dir. B sayilabilir oldugundan her x € C
icin en fazla sayilabilir tane sayilabilir B; € I3 vardir. Dolayisiyla C' kiimesi sayilabilir tane
sayilabilir acik kiimenin birlesimi olarak sayilabilir bir acik kiimedir. Diger taraftan X* kii-
mesinin milkemmel bir kiime oldugu gosterilebilir. Bunun i¢in bir x € X* ve x’in herhangi
bir V' agik komgulugunu alalim. V', z’in bir acik komsulugu oldugundan sayilamazdir. C

sayilabilir oldugundan V' \ C' sayilamazdir. Dolayisiyla
VNC=X"NV
sayillamazdir. Sonug olarak X* N V' sayilamazdir. O halde

X n(VA\{z}) #0
olacagindan, = noktas1 X *’in bir yigilma noktasidir. Diger yandan C' agik oldugundan X* =

X\ C kapalidir. Su halde X* miikemmel bir kiimedir. P = X* olarak segilirse, PN C = ()
olup X = P U (C saglanir.

Simdi de X’in ayni sartlar1 saglayan bagka bir ayrisiminin oldugunu varsayalim dyle ki

P, miikemmel bir kiime C; sayilabilir agik bir kiime olmak tizere
X:P1U01V6P1ﬂ01:®

olsun. P, kapali oldugundan tam metriklenebilirdir. Ayrica P; ayrilabilir uzaydir. Dolayisiyla
P, mitkkemmel bir Polish uzaydir. O halde, P} kiimesi P;’in yogunlagsma noktalar1 kiimesi
olmak tizere P, = P;’dir. P;' C P, oldugu agiktir. Diger yandan x € P, ve z’in herhangi bir
U agik komsulugunu alalim. U C P acik oldugundan bir Gs-kiimesidir ve P; tam metrikle-
nebilir oldugundan U tam metriklenebilir ve aym1 zamanda P, ikinci sayilabilir oldugundan
U ikinci sayilabilir olup ayrilabilirdir. Dolayisiyla U altuzay1 Polish bir uzaydir. Diger yan-
dan U miikemmel bir altuzaydir. Aksine, U altuzayinin z gibi bir izole noktas1 olsaydi, x
ayni zamanda P;’in de bir izole noktasi olurdu ki bu da P;’in miikemmel bir kiime olmasi

ile celisirdi. Sonug olarak U miikkemmel bir Polish uzay oldugundan sayilamazdir. O halde
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x € P} olmahdir. Bu yiizden P, C P} olup, P, = P;’dir. X* = P kiimesi X’in biitiin
yogunlasma noktalar1 kiimesi oldugundan P, C P’dir. Ote yandan, eger y € C, ise, C;
sayilabilir agik bir kiime oldugundan y € C olup C; C C°dir. X = P, U (' oldugundan
P, = P = X* ve (; = C"dir. Sonug olarak X’in P U C ayrigimu tek tiirliidiir. O

Sonuc 4.3.9. Polish uzaylarin sayilamaz kapali altkiimeleri miikemmel bir kiime icerir.

4.4 Kritik Kardinaller

G. Cantor, 1874’te kosegen teknigini kullanarak R reel sayilar kiimesinin sayilamaz oldu-
gunu kanitlamigtir. R reel sayilar kiimesinin kardinalitesi ¢ sembolii ile gosterilmektedir.
¢ > Ny oldugu gosterildikten sonra, N, ile Ny arasinda nasil bir aritmetik ilgi oldugu sorusu

ortaya ¢ikmugtir. Cantor,
No < |A| <c

olacak sekilde bir A kiimesinin var olup olmadig1 sorusu iizerinde uzun yillar ¢aligmalar

yapmis ve sonrasinda 1878 yilinda Siireklilik Hipotezini ileri siirmiistiir.
“A C R sonsuz ise A’min kardinalitesi ya X ya da ¢ olacaktir.”

Siireklilik Hipotezi, Cantor’un ¢ok fazla girisimine ragmen ¢oziimsiiz kalmistir ve D. Hil-

bert’in sunmus oldugu 23 onemli acik sorular listesinde birinci siray1 almistir.
[P(N)| = [R| = ¢ = 2%

esitligi kullanilarak Siireklilik Hipotezi, kisaca CH ile gosterilerek literatiirde asagidaki sekli

ile ifade edilir.
Siireklilik Hipotezi (CH) : R0 — Ny

Kurt Godel, 1940 yilinda Siireklilik Hipotezi ile ilgili bir¢cok calisma yapmis ve Siirek-
lilik Hipotezinin ZFC ( ZF + AC) ile ciiriitiilemez oldugunu kanitlamistir ve ayn1 yiizyilin
ikinci yarisinda, Paul Cohen, 1963 yilinda Siireklilik Hipotezi’nin dogrulugunun ZFC ile ka-
nitlanamaz oldugunu gostermistir. Godel ve Cohen’in bu ¢alismalar: Siireklilik Hipotezinin
ZFC’den bagimsiz oldugunu gostermistir.

Siireklilik Hipotezi ve Cantor’un caligmalar ile ilgili genis bilgiye [8,9,17,21] numaral

kaynaklardan ulasilabilir.
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N, ile ¢ arasinda yer alan ve belirli 6zelliklere sahip en kiigiik kardinalleri karakterize
eden kardinal karakteristikler arasinda tez calismamiz i¢in gerekli olanlar1 bu kisimda tani-
tacagiz.

Oncelikle N" {izerinde tanimlanan ve sik¢a kullanacagimiz <* bagmtisindan bahsedelim.

Tamm 4.4.1. N" iizerinde <* ile gosterilen bagint1 her f, g € N" icin
f <* g & sonlu tanesi digindaki her n € N i¢in f(n) < g(n)
olarak tanimlansin. Diger bir ifade ile <*;
f<rge {neN:gn) < f(n)} <w
ile tanimlidir.
<* bagmtis1 NV {izerinde yansima ve gecisme 6zelliklerini saglayan bir bagintidir.

Tamm 4.4.2. ([4]) (Suurli Aile) A C NN olmak iizere, her f € Aigin f <* g olacak sekilde

bir g € NN varsa, diger bir ifade ile
Vf e Adg € NVV>*n f(n) < g(n)
saglaniyorsa A’ya sinirli aile denir. Aksi durumda A’ya sinmirsiz aile denir.

Tamm 4.4.3. ([4]) (Dominant Aile) A C NY olmak iizere, her f € NV i¢in f <* g; olacak

sekilde bir g; € A varsa, diger bir ifade ile
Vf e NNIgr € Av®n f(n) < gs(n)

saglantyorsa .A’ya dominant aile denir.

Tanim 4.4.4. ([4]) Sinirsi1z ailelerin en kiiciik kardinalitesi b ile gosterilir. Diger bir ifade ile
b = min{|A| : A C N sinirsiz aile }.

Tanim 4.4.5. ([4]) Dominant ailelerin en kiiciik kardinalitesi 0 ile gosterilir. Diger bir ifade

ile
0 = min{|A] : A C N dominant aile }.

Lemma 4.4.6. ([4]) R; < b
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Kanit. Her sinirsiz kiimenin sayilamaz oldugunu gostermek icin, hicbir sayilabilir ailenin

sinirsiz olamayacagin gosterelim. Sayilabilir bir G C N ailesini alalim 6yle ki
G={fn:neN}

olsun. Her £, € G icin f,, <* g sartin1 saglayan bir ¢ € N fonksiyonunun varligim goster-

meliyiz. Bunun igin ¢ € N fonksiyonunu m € N olmak iizere
g(m) = maz{f.(m) :n <m}

olarak secersek istenen saglanir. Dolayisiyla keyfi sayilabilir bir G ailesi sinirli olacagindan,
sinirsiz bir aile sayllamazdir. b sinirsiz ailelerin en kiiciik kardinalitesi oldugundan X; < b

elde edilir. n
Lemma 4.4.7. ([4]) b <0

Kanit. D C NY dominant bir aile olsun. Eger D sinirli olursa, her f € D icin tek bir g € NY

vardir oyle ki f <* g’dir. Bu durumda
h(n) =g(n)+1(n € N)

olarak tanimlanan h fonksiyonu i¢in & <* f olacak sekilde bir f € D bulunamaz ki bu bir

celigkidir. O halde her dominant aile sinirsizdir. Sonug olarak b < 0 olmalidir. [
Lemma 4.4.8. ([4]) NN dominant bir ailedir.

Kanit. Her f € NN ve her n € N igin

olarak tanimlanirsa, f <* g saglanir. O halde N’den N’ye tiim fonksiyonlarin ailesi domi-

nant bir ailedir. O
Sonuc¢ 4.4.9. ([4]) Ny < Ny < b <0 < cegitsizligi saglanir.
Sonuc 4.4.10. Siireklilik Hipotezi ile

Ny=b=0=c¢

elde edilir.
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4.5 Temel Secme Prensipleri Ve Kardinal Karakteristikleri

Bu kisimda Menger ve Hurewicz prensiplerinin kritik kardinalleri incelenecektir.

Tanim 4.5.1. Ayrilabilir, metriklenebilir ve 0-boyutlu bir uzaya reellerin kiimesi denir.

N dogal sayilar kiimesinin tiim altkiimelerinin ailesi P(N), karakteristik fonksiyonlar
kullanilarak {0, 1} Cantor uzayi ile eslestirilebilir. Diger taraftan C Cantor uzayi, C Can-

tor kiimesine homeomorf oldugundan, P(N)’in her altuzayi reel bir kiime olarak kabul edilir.

P(N) uzaymnin asagida verilen iki 6nemli altuzayi, bu kisimda verilecek kavramlar i¢in

temel olusturmaktadir.

[N]<* : N’nin tiim sonlu altkiimelerinin ailesi

—

NJ>° : N’nin tiim sonsuz altkiimelerinin ailesi

Her a € [N]* artan bir indeks ile NV Baire uzayimin bir elemani olarak ifade edilebilir.
Bu durumda n € N i¢in a(n) notasyonu artan bir indeks ile numaralanan a kiimesinde n.

elemani ifade eder. Boylece

olup, [N]* iizerindeki topoloji (P(N) Cantor uzaymin altuzay1) ile NV tarafindan indirge-
nen altuzay topolojisi ¢cakisacaktir. Dolayisiyla NV icin daha dnceki boliimde tanimladi§imiz

klasik notasyonlar1 [N]|> uzay1 i¢in uyarlayabilecegiz [33].
P, reellerin kiimeleri i¢in bir 6zellik olsun. P 6zelligi i¢in kritik kardinal
non(P) =min{|X| : X, P dzelligini saglamayan reel bir kiime }
notasyonu ile gosterilir.

Teorem 4.5.2. ([16, 38]) non(S;,(O0,0)) =0

Kamit. (=) X reellerin kiimesi ve |X| < ? olsun. X’in S};,(O, O) smifindan oldugunu
gostermek icin X’in bir Uy, U, U, .... agik Ortiiler dizisini alalim. X ayrilabilir oldugundan

Lindeloftiir. Bu yiizden her n € N i¢in U, sayilabilir kabul edilebilir dyle ki
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olarak tanimlanan f fonksiyonu i¢in f <* x olacak sekilde bir x € D bulunamazdi. Bu ise
bir geligkidir. Bu yiizden z(n) > maz{m : U} € F,} vex ¢ | J F, olacak sekilde bir z € D
vardir. O halde D kiimesi S¢;,, (O, O) 6zelligini saglamaz. Clinkii eger saglasaydi, D’nin her
Uy, U, ... acgik ortiiler dizisi icin Fy C Uy, F1 C Uy, ... sonlu alt aileleri olurdu dyle ki her
x € D igin, x sonsuz tane n € N icin x € U]—"n olurdu. Bunu gormek icin ise Uy, U, ...
dizisi sonsuz ¢oklukta ayrik alt dizilere boliinebilir ve her bir alt dizi i¢in S;, (O, O) 6zel-
ligi uygulanabilir. Fakat tanimladigimiz agik ortiiler dizisi i¢in bu saglanmayacagindan D

Stin(O, O) ozelligini saglamaz. O

Sonug 4.5.3. [N]*’nin dominant altkiimeleri Sy;,, (O, O) ézelligini saglamaz.

Asagidaki teorem Hurewicz’in 1927 yilindaki bir ¢caligmasina aittir. Verilen kanit, giinii-
miiz notasyonlari kullanilarak sunulacaktir. Kullanilan tekniklere 6rnek olarak [38, 43] ince-

lenebilir.
Teorem 4.5.4. ([16]) non(Uy;,(O,I")) = b

Kanit. (=) X reellerin kiimesi ve Uy;, (O, I") sinifindan olsun. X’in sinirsiz bir aile oldu-
gunu varsayalim. Xin bir {U, },en agik ortiiler dizisini alalim 6yle ki hern € Nve z € X

icinU, = {U? : x € X} olup, burada
Ur={ye X :Vi<niciny(i) = z(i)}

olarak tanimlansin. X Hurewicz uzay oldugundan her n i¢in bir V,, C U,, sonlu alt ailesi

vardir dyle ki her x € X i¢in ve sonlu tanesi digindaki her n i¢in x € U V,, saglanir 6yle ki

x=UJUw

neN
dir. Fakat [N]°°’nin bir f fonksiyonu

f(n) =maz{zx(n):z e U, U € V,} +1

olarak tamimlanirsa, X simrsiz oldugundan bir g € X olmalidir dyle ki g £* f saglanmali-
dir. Dolayistyla sonsuz tane n € N igin f(n) < g(n) olmahdir. O halde g ¢ |V, olup, bu

durum X’in Hurewicz olmasi ile celisir. Su halde X Hurewicz ise, X sinirlidir.

(<) X reellerin kiimesi ve | X'| < b olsun. X’in Hurewicz olmadigini varsayalim oyle ki
{U,, :n € N} X in acik ortiiler dizisi olmak iizere her n i¢in bir V,, C U,, sonlu kiimesi var

ve bir x € X ve sonsuz tane n € N igin z ¢ U V), olsun. X Lindelof oldugundan her n i¢in
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U, ={U}, :m e N}
olarak kabul edebiliriz. Her z € X igin bir f, € [N]* tanimlayalim dyle ki n = 0 i¢in
f2(0) =min{m :z € U’}
ve n > 0 i¢in
fe(n) =min{m > f,(n—1): 2 € U}
olsun. Her x € X i¢in tanimlanan f, fonksiyonlarinin kiimesi olan
D={f.:reX}

sinirsiz bir kiime oldugunu iddia ediyoruz. Iddianin aksini kabul edelim ve D smrl1 olsun.
O halde her f, icin bir f € [N]*> vardir 6yle ki sonlu tanesi digindaki her n € N igin
fz(n) < f(n) saglanir. O halde bu durumda her n igin

Vo ={Uy, :m < f(n)}

tanimlayabiliriz dyle ki V,, C U,, sonlu ve sonlu tanesi disindaki her n i¢in ve her z € X
icin x € U V,, olur ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla D = {f, : * € X} smrsiz bir kiimedir.
Fakat bu durum da, | X| < b ile ¢eliseceginden, kabuliimiiz yanlg olup, X bir Hurewicz

Uzay olmalidir. Dolayistyla X kiimesi Uy;,, (O, I') sinifindadir. O

Sonuc 4.5.5. [N]*’nin simrsiz altkiimeleri Uy, (O, 1) ozelligini saglamaz.

Kritik kardinaller ile belirlenen kurallara gore tanimlanan acik ortii 6zellikleri arasindaki

iliskiyi gosteren Scheepers Diyagraminin bir 6rnegi asagida verilmigtir [25].
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Uﬁl’l(oi" F) — Uﬁn(()t fl) — Sﬁu(()ﬂ ())
b d
San (T, Q)

P

ST I') —= 5,(L.57) S,(I', 0)
b 0 | 0
Sen (€2, Q)
/ a
(}) ——=S1(2, Q) $,(0,0)
p cov(M) cov(M)

Sema 2: Kritik kardinallerle Scheepers Diyagrami’na bir 6rnek

42



5 MENGER’IN KONJEKTURU

Bu boliimde Menger’in Konjektiirii iizerine yapilan calismalardan bahsedilecektir. Bu ki-

stmda [20, 26, 33, 38, 40] numarali kaynaklardan yararlanilmigtir.

Uciincii boliimde Menger’in Konjektiiriiniin olusumu ve denk ifadelerinden bahsedil-

misti. Gliniimiiz notasyonu ile Menger’in Konjektiirii soyle ifade edilir:

Konjektiir 5.1. (Menger) Bir metrik uzayin Menger olabilmesi icin gerek ve yeter kosul

o-kompakt olmasidrr.
W. Hurewicz analitik uzaylar i¢in Konjektiir 5.1’in dogru oldugunu kanitlamgtir [15].

Tanim 5.2. X bir Polish uzay ve A C X olsun. Eger A kiimesi Polish bir uzayin siirekli

goriintiisii olarak ifade edilebiliyorsa A’ya analitik kiime denir.

Asagidaki Lemma’nin daha giincel notasyonlari ile kanit1 igin [29] numarali kaynak in-

celenebilir.
Lemma 5.3. ([16]) Irrasyonel sayilarin kiimesi P Menger izelligini saglamaz.

Kamit. N¥ nin bir {U,, } nen agik ortiiler dizisini alalim dyle ki her n € N igin
U, ={{z e NV : z(n) =k} : k e N}

olarak tanimlansin. Fakat biitiin sonlu V, C Uy, V; C Uy, ... alt aileleri i¢in en az bir z € NV
vardir 6yle ki, her n € Ni¢in = ¢ U V,, saglanir. Gergekten eger her n € Ni¢in V,, C U,

sonlu alt ailesi, &, € N olmak iizere
Vo={{z e NV:z(n)=k"}: kb kY, ... k" € N}
olarak secilirse, k), ne kadar biiyiik olursa olsun,
x(n) =k +1

olan bir # € NN fonksiyonu her V, i¢in x ¢ U V,, olacagindan istenen saglanir. Sonug olarak,
irrasyonel sayilarin kiimesi P, N’ye homeomorf oldugundan Menger dzelligini saglamaz.

]

Lemma 5.4. (Hurewicz) Eger Y C R analitik ise, Y o-kompakttir ya da Y irrasyonel

sayilarin kiimesi P’ye homeomorfik bir kapali kiime kapsar.
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Kanit. Teoremin kanit1 i¢in [20] kitab1 sayfa 39 incelenebilir. O
Teorem 5.5. (Hurewicz) R’nin Menger ve analitik altkiimeleri o-kompakttir.
Kanit. Lemma 5.3 ve Lemma 5.4 kullanilarak elde edilir. [

Lemma 5.6. (Cantor-Bendixon) Her sayilamaz X C R o-kompakt kiimesi miikemmel bir

kiime kapsar.

Kanit. Eger X kiimesi o-kompakt ise, kompakt kiimelerin sayilabilir birlesimi olarak yazi-
labilir. R’nin kompakt altkiimeleri kapali ve X sayilamaz oldugundan en az bir tanesi sayi-

lamazdir. Dolayisiyla Teorem 4.3.8’den istenen saglanmis olur. [l

Tanim 5.7. (X, 7) bir topolojik uzay, A C X olsun. Eger A, sayilabilir tane hicbir yerde yo-

gun olmayan kiimelerin birlesimi seklinde yazilabiliyorsa A’ya I. Kategoriden kiime denir.

Tanim 5.8. X C R sayilamaz bir kiime olsun. X’in R’nin biitiin 1. kategoriden kiimeleri ile

arakesiti sayilabilir ise, X’e Luzin kiime denir.

Luzin kiimelerin varligi ZFC’den bagimsizdir. Luzin [22], 1914 yilinda Siireklilik Hi-
potezini kullanarak bir Luzin kiime inga etmigtir. Fakat ayn1 inga 1913 yilinda Mahlo [23]
tarafindan yapilmis olmasina ragmen, reel sayilarin 6zel bir altkiimesi olan bu kiime Luzin

adiyla anilmistir.

Teorem 5.9. ([26]) (Luzin (1914), Mahlo (1913) ) Siireklilik Hipotezi altinda, R nin her 1.

kategoriden kiimesi ile arakesiti sayilabilir olan ¢ kardinaliteye sahip bir altkiimesi vardr.

Kamit. {C,, : o < Wy} higbir yerde yogun olmayan tiim kapali kiimelerin ailesi olsun. Her
a < Ny i¢in bir z,, reel sayis1
{zg: 8 <a}U|J{Cs:8<a}
kiimesinde bulunmayacak sekilde seg¢ilsin. Dolayisiyla secilen her x,, reel sayisi icin
X ={zy:a <N}
kiimesi istenen kiime olur. Gergekten her 8 < « i¢in Cjp hicbir yerde yogun olmadigindan
kendisi 1. kategoridendir. Dolayisiyla her 5 < « icin

U Cs

B<a
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kiimesi 1. kategoridendir. Diger yandan z,’larin se¢iminden dolay1 her 8 < « i¢in X N Cp
en fazla sayilabilir olacagindan

Xn|JCs=|JXNCs

B<a B<a

sayilabilirdir. O halde X bir Luzin kiimedir. [

Teorem 5.10. (/38]) (Sierpinski) Her Luzin kiime Menger ozelligini saglar ve o-kompakt
degildir.

Kamit. L C R bir Luzin kiime ve {{,, : n € N} L’nin bir acik ortiiler dizisi olsun.
D ={d,:neN}

L’nin sayilabilir yogun bir altkiimesi olsun. D kiimesi L’de yogun oldugundan, her n € N

icin d,, € U, olacak sekilde bir U,, € U,, segebiliriz. Her n € N i¢in secilen U,,’ler icin

U=JU,

neN

olsun. D kiimesi L’nin sayilabilir yogun bir altkiimesi, U kiimesi D’yi iceren acik bir kiime

ve L bir Luzin kiime oldugundan, L \ U sayilabilirdir.
L\U ={x, :n € N}
olarak numaralandiralim. Her n € N icin bir V,, € U,, secebiliriz oyle ki x,, € V,,’dir ve

L\UC |V,

neN

saglanir. O halde her n € N igin F,, = {U,,, V,,} C U, sonlu alt ailelerinin birlesimi U Fn

neN
L’nin bir acik ortiistidiir. Sonug olarak L kiimesi Menger 6zelligini saglar.

Simdi de L’nin o-kompakt oldugunu varsayalim. O halde L sayilabilir tane kompakt

kiimenin birlesimi seklinde yazilabilir 6yle ki her n € Nicin K,, C R kompakt ve

L=J K.,

neN
"dir. R’nin kompakt altkiimeleri kapali oldugundan, her n € N i¢in K, kapali ve L sayila-

maz oldugundan en az bir n € N i¢in K, sayilamazdir. Dolayisiyla Teorem 4.3.8’den K,
bir miikemmel kiime icerir. Diger yandan R’nin miikemmel altkiimeleri hi¢bir yerde yogun

olmayan miikemmel bir kiime icereceginden kK,

CCK,
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olacak sekilde bir Cantor kiimesi igerir. C hi¢cbir yerde yogun olmadigindan ve L bir Luzin
kiime oldugundan LN C sayilabilirdir. Fakat bu durum C C L oldugundan LNC = C olmas1

ile celiseceginden kabuliimiiz yanhistir. Dolayisiyla L Luzin kiimesi o-kompakt degildir. [

Boylece Siireklilik Hipotezi altinda Menger Konjektiirii’niin yanls oldugu yukaridaki

teoremden elde edilir.

Tamim 5.11. S C [N]*>° dominant bir aile, & < 9 bir ordinal ve S = {s, : @ < 0} olsun.

Eger her o < 8 < 0i¢in s, <* s oluyorsa S’ye bir skale denir.
Lemma 5.12. ([4, 38]) Bir skale kiimenin varligi icin gerek ve yeter kosul b = 0 olmasidir.

Kanit. (<) b = 0 olsun ve [N]>*’nin dominant bir D = {d, : o < b} ailesini alahm. O

halde her av < b i¢in
{dg: p < a}
ailesi sinirhdir. Dolayisiyla her oo < b icin bir s, vardir dyle ki
{dg,sp: p < a} <"s,

saglanir. Sonug olarak A = {s,, : o < b} kiimesi istenen kiime olup, A bir skale kiimedir.

(=) D = {sq : @ < 0} bir skale olsun. b < d oldugunu varsayalm. B = {b, : a <
b} C [N]* simursiz bir aile olsun. D dominant bir aile oldugundan her o < b i¢in bir 5, <

alalim Oyle ki b, <* sg, saglansin. Su halde
S ={sg, ra<b}
ailesi dominant bir aile degildir. O halde bir a € [N]* vardir dyle ki her sz, € S igin
a £* sg, olmalidir. Diger yandan D dominant bir aile oldugundan bir v < 9 igin bir s, € D
vardir dyle ki a <* s, saglamir. Ayrica her v < b i¢in s, £* sg, dir. Dolayisiyla her o < b
i¢in
bOC S* Sﬁa S* S’Y
olup, b, <* s,’dir. O halde B sinirli olup bu durum B’nin sinirsiz bir aile olmasi ile celige-

ceginden kabuliimiiz yanlistir. Sonug olarak b = 0 olmalidir. [

Miikemmel kiimeler ile Borel kiimeler arasinda asagidaki teoremde verilen iligki Ale-

xandrov tarafindan [1]’de kanitlanmustr.
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Teorem 5.13. (Alexandrov) Sayilamaz her Borel kiime miikemmel bir kiime icerir. ]

Tanim 5.14. x sonsuz bir kardinal, X reellerin bir kiimesi ve () C X olsun. Eger () kiimesini

iceren her U acik kiimesi i¢in
IX\U| <k
saglaniyorsa, X’e () lizerinde k-konsantre denir.

Lemma 5.15. ([40]) X reellerin bir kiimesi olmak iizere, sayilabilir bir () kiimesi iizerinde

c-konsantre ise, X miikemmel bir kiime icermez.

Kanit. X kiimesi () sayilabilir kiimesi lizerinde c¢-konsantre olsun. X’in bir P miikemmel

kiimesi icerdigini varsayalim. () kiimesini
Q= {xn:meN}

olarak yazalim. Her m € N igin {x,,} tek nokta kiimesi Borel’dir.

Q= U {zn}

meN

sayilabilir tane Borel kiimenin birlesimi olarak Borel’dir. O halde P \ ) kiimesi de Boreldir.
Diger yandan P\ () sayilamaz oldugundan bir mitkemmel kiime igerir. Bu mitkemmel kiime
Py olsun oyle ki P, C P\ @ saglansin. P, kapali oldugundan R \ P, = U agiktir ve
R\ (P\ Q) C U oldugundan, U agik kiimesi ) kiimesini icerir. X kiimesi () iizerinde

c-konsantre oldugundan | X \ U| < ¢’dir. Diger yandan
P =P\UCX\U

oldugundan X \ U kiimesi P, miikemmel kiimesini icerir. Reel sayilarin miikemmel altkii-
meleri ¢ kardinaliteye sahip oldugundan bu durum | X \ U| < ¢ olmasi ile, dolayisiyla X’in
() tizerinde c-konsantre olmasi ile ¢elisir. Su halde kabuliimiiz yanlig olup X miikemmel bir

kiime iceremez. O

Fremlin ve Miller 1988 yilina ait bir calismasinda Menger Konjektiirii’niin yanlis oldu-

gunu kanitlamiglardir. Kanitin detaylari i¢in [38] kaynag1 incelenebilir.

Teorem 5.16. (Fremlin-Miller) Menger Konjektiirii yanlistir.
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Kanit. Eger b < 0 oldugunu kabul edersek, kardinalitesi b olan reellerin bir kiimesi Menger
Konjektiirii’ne ters bir 6rnek olurdu. Gergekten, X reellerin kiimesi ve | X | = bise, | X| <
oldugundan X Menger 6zelligini saglar. Diger yandan Lemma 5.6’dan X' o-kompakt degil-
dir. Simdi b = 0 oldugunu varsayalim. O halde Lemma 5.12’den

S ={s4:a <0}

bir skale kiime olsun. S U [N]<* kiimesinin Menger 6zelligini sagladigini iddia ediyoruz.
Bunun igin 6ncelikle S U [N]<**’in bir {U/,, : n € N} acik ortiiler dizisini alalim. [N]<*

sayilabilir oldugundan her n € Ni¢in Uy € Uy, U € U, ... olacak sekilde U,,’ler segebiliriz

oyle ki
N<<c U,
neN
saglamir. U = | J U, olsun. U agik oldugundan P(N)\ U kapalidir. P(N) kompakt oldugun-

neN
dan P(N) \ U kompakttir. Diger yandan a € [N]*° olmak iizere her n € Nigin e, (a) = a(n)

ile tanimlanan
en: [N]* — N
fonksiyonu siireklidir. Dolayisiyla P(N) \ U kompakt oldugundan her n € N i¢in
en(PN)\U)CN

kompakttir. N’nin tizerinde ayrik topoloji bulundugundan ve e,,(P(N) \ U) kiimesi kompakt
oldugundan sonlu olmalidir. O halde her n € N i¢in e, (P(N) \ U) kiimesi sinirlidir. Ger-
cekten, her n € N igin e,(P(N) \ U) sonlu oldugundan, her n € N i¢in ¢, € N olmak
lizere

en(PN)\ U) = {0,1,2, ..., 1}

olarak yazilabilir. O halde her n € N i¢in

olarak segilirse, b € [N]* elaman1 P(N) \ U i¢in bir <*-sinirdir. Diger yandan S bir skale
olup dominant bir aile oldugundan bir @ < 0 igin s, € S vardir 6yle ki b <* s, saglanir.

Bununla birlikte

S\U=SN(PMN)\U) C{ss:6<0,s3 <*b} C{sp:0<a}
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olup |S \ U| < 0’dir. Dolayisiyla S \ U Menger’dir. O halde {U,, : n € N} acik ortiiler

dizisindeki her U, icin bir V,, C U,, sonlu alt ailesi vardir dyle ki

S\UCJU Wa

neN

saglanir. O halde

SUIN]=*C SuUC|J | VaU{l,}

neN

olarak yazilabileceginden, her n € Ni¢in V,, U {U,,} C U,, sonlu olup
SUN C J UV U{T)

neN
oldugundan S U [N]<* kiimesi Menger’dir.

Fakat S U [N]<> kiimesi o-kompakt degildir. [N]<> sayilabilir oldugundan kendisini

iceren her V' agik kiimesi i¢in
[SUN==AV] =[S\ V] <2

olup dolayisiyla |S \ V| < ¢ olacagindan S U [N]<> kiimesi, [N]<*> sayilabilir kiimesi
tizerinde c-konsantredir. O halde S U [N]<*° bir miikkemmel kiime icermez. Sonug olarak

S U [N]<* kiimesi o-kompakt degildir. O
Tamim 5.17. ([38]) S = {s4 : @ < 0} C [N]*>° dominant bir aile olsun. Eger her « < 5 < 0
icin

Sg £* Sq

oluyorsa, diger bir ifade ile sonsuz n € N i¢in s,(n) < sg(n) oluyorsa S’ye bir d-skale

kiime denir.
Lemma 5.18. (/38]) 0-skale kiimeler vardir.

Kamit. A = {d, : a < 0} dominant bir aile olsun. Her o« < 9 i¢in bir s, € [N]*> secelim
oylekid, <* s, olsun. B = {sg : § < a} kiimesi dominant bir aile degildir. Dolayistyla her

sp € Bigin bir d, € A vardir 6yle ki sg <* d,, saglanir. Sonug olarak s, £* sg oldugundan
D ={s,:a<d}

ailesi bir 0-skale’dir. O

49



Teorem 5.16 nin kanmitinda kullanilan teknige benzer bir teknikle asagidaki lemma elde

edilir.
Lemma 5.19. Her d-skale kiime [N|<* iizerinde d-konsantre olur.

Kamit. S C [N]* bir 9-skale olsun. [N]<* kiimesini iceren herhangi bir U acig1 alalim.
Dolayisiyla K = P(N) \ U kiimesi kapalt olup kompakttir. Diger yandan U DO [N]<*
oldugundan K C [N]°*’dir. O halde [N]*’in kompakt altkiimeleri sinirli oldugundan K
kiimesi sinirhdir. Dolayisiyla K’ nin k& € [N]°° gibi bir <*-simir1 vardir. Diger yandan S bir

0-skale oldugundan, bir v < 0 i¢in bir s, € S vardir 6yle ki & <* s, saglanir. Eger
SNK C{sq: a<0,5, <"k} C{sq:a<n}

olarak yazilirsa, |[SN K| = | S\ U| < 0 oldugu goriiliir. Sonug olarak S ailesi [N]<> iizerinde

0-konsantre’dir. L]

Teorem 5.20. (/3]) (Bartoszynski-Tsaban) Her 0-skale S kiimesi icin, S U [N]<>* Menger

ozelligini saglar ve o-kompakt degildir.

Kanit. S bir d-skale ise, [N]<> iizerinde d-konsantre’dir. Dolayisiyla [N]<>°yi iceren her-
hangi bir U a¢ig1 igin |[S \ U| < 9’dir. O halde S \ U Menger 6zelligini saglar. Teorem
5.16’daki ayn1 adimlar uygulanarak S U [N]<°°’in Menger 6zelligini sagladig1 goriiliir. Diger
yandan [N]<*’yiigeren her U a¢ig1i¢in |(SU[N]<*)\U| < 0 oldugundan SU[N]<> , [N]<*>
sayilabilir kiimesi tizerinde c¢-konsantre’dir. O halde Lemma 5.15 kullanilarak .S U [N]<*°’nin

o-kompakt olamayacagi elde edilir. [

Yukaridaki Teorem Tsaban ve Zdomskyy nin bir ortak ¢alismasinda genellestirilerek ve-

rilmistir [40].

2001 yilinda Bartoszynski ve Shelah b-skale kavramini kullanarak Hurewicz 6zelliginde
o-kompakt olmayan reel kiimelerin varligini kanitlamiglardir [2]. Bu sonu¢ Boliim 3’te bah-

sedilen Hurewicz Konjektiirii ve Menger Konjektiirii’ne ters cevap vermektedir.

Siireklilik Hipotezi altinda Sierpinski kiimesi insas1 ile Hurewicz Konjektiirii’niin yanlis ol-
dugu bilinmektedir. Diger taraftan 1996°da Just, Miller, Scheepers ve Szeptycki tarafindan
ZFC’de Hurewicz Konjektiirii’ne ters 6rnek sunulmustur [18]. Ayrica Chaber ve Pol tarafin-

dan 2002 yilina ait (basilmamaisg) bir calismada bu problem caligilmustir.
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Giintimiizde hala Menger Konjektiirii farkli siniflar ve hipotezler altinda ¢alisilmaya devam
etmektedir. Bu caligmalarda betimleyici kiime teorisi, forcing teknigi, Godel’in Evreni L te-
mel olusturmaktadir. Son yillarda yapilan ¢calismalara 6rnek olarak [34, 35, 36, 37] numaral

kaynaklar verilebilir.
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