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Karmagik modellerin analizinde elde edilen sonsal dagilimlar ¢ok boyutlu
oldugundan, analitik yollar marjinal dagilimlara ulagmada c¢odu kez uygun
olmamaktadir. Analitik ¢dzimlerin uygun olmadigi durumlarda iteratif yéntemler
kullanilabilir. Bu ¢aligmanin amaci, karmagik modellerin analizinde son yillarda ele
alinan Bayesci pratik ¢déziumlerin tanitiimasi; Bayesci Grafiksel Modeller ile Gibbs
Orneklemesi'ne dayali Markov Zinciri Monte Carlo (MCMC) yéntemlerinin
incelenmesi ve BUGS (Bayesian Inference Using Gibbs Sampling) yazilimi ile
karmagik modellerin iteratif ydntemlerle nasil ¢ézimlenebildidinin gdsterilmesidir.

Incelenen modellerdeki parametreler arasindaki bagimlilik yapisinin anlagiimasi,
karmagik modellerin ¢ézimlenmesinde hayati bir 5nem tagimaktadir. Grafik modeller
ile desifre edilen bu yapi, kosullu bagimsizlik ilkesine dayali bir bakig agistyla, bilesik
dagiimlarin garpimsal olarak ifade edilmesine olanak saglamakta ve bdylece
hesaplamalarda bulylk kolaylklar elde edilebilmektedir. Markov Zinciri similasyon
teknikleri ile marjinal sonsal dagilimlardan &rneklemler iteratif olarak elde
edilebilmekte ve bdylece marjinal dagilimlara iligkin ¢gikarsamalar yapilabilmektedir.

Calismada BUGS programi kullanilarak ele alinan ¢ farkli model igin grafiksel
sunumlar elde edilmis ve modeller Gibbs Orneklemesi kullanilarak igletilmigtir. Model
parametreleri icin marjinal sonsal dagihmlar elde edilmigtir. Klasik tahminierie Gibbs
oérneklemesinden elde edilen tahminler, c¢oklu dogrusal bir regresyon model
tizerinde incelenmigtir. lterasyon sayilari, baglangi¢ degerleri ve parametrelerin énsel
dagilimlan {izerindeki degisimlerin model sonuglari tGzerindeki etkileri incelenmisgtir.
lterasyon sayisi arttikga modelden elde edilen sonuglarin asimtotik olarak gergek
sonuglara yaklastii ve yine baslangi¢ degerlerinin sonuglar Uzerinde c¢ok etkili
olmadi§i géralmastir.
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ABSTRACT

Posterior distributions obtained by Bayesian approach usually have high dimensions
when the models are rather complicated. Therefore, to reach the marjinal
distributions from the models is analitically intractable. The aim of the study is to
introduce the newest Bayesian practical techniques for the complicated models and
to investigate Bayesian graphical model and Gibbs Sampling which is a Markov
Chain Monte Carlo method together. BUGS package is used to show how the
complicated models are solved iteratively.

To understand the conditional structure of the models is very crucial for analysing
the complicated models. Graphical models can be used to have a visual information
of the structure of these models. Conditional independence allows us to factorize the
joint distributions. Samples can be drawn iteratively from the marjinal distributions of
the model parameters by Markov Chain Monte Carlo techniques. Then statistical
inference can be make easier for the marjinal distiributions.

Three different models are investigated in the study. BUGS package is used to have
the visual representations of the three models. Gibbs samplings is applied for these
models to obtain the marjinal distributions of the model parameters. The result
obtained from Gibbs samplings are compared with the classical results in the multiple
regression model. The changes in the number of iterations, initial values and the
prior distributions of the models parameters are investigated. When the number of
the iteration increases, the results are very close to true values. It is also seen in the
study that the initial values are not so important if the number of iterations is high.

Keywords: Bayesian graphical models, Bayesian approach, Gibbs Sampling,
Markov Chain Monte Carlo techniques, Marjinal Posterior Distribution.
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1. GIRIS

Istatistikte amag, bilinmeyen parametreler hakkinda gikarsamalar yapmaktir.
Bayesci yaklagimda tim bilinmeyen miktarlar rastlanti degiskenidir ve burada
amag, veriler elde edildiginde bu miktarlarin (parametreler) dagilimlarinin elde
edilmesidir. Sonsal dagilimlarin elde edilmesi burada énemli bir adimdir ancak son
nokta degildir. Bu dagiimdan anlamli bir bilginin ¢ikariimasi ve bu c¢aligmayla ilgili
olarak sonuglarin yorumlanmasi gerekir. Bu da genellikle ortalama, ortanca ve
tepe degeri gibi nokta tahminlerinin ya da aralik tahminlerinin degerlendiriimesiyle
ilgilidir.

Bayesci yaklagimda yukarida belirtilen amag¢ g¢ergevesinde iki tlr ¢dziimleme s6z
konusudur. Birincisi, analitik ¢ézimlemeler. lkincisi ise sayisal ¢dzimlemelerdir.
Burada analitik ¢géziimleme 6ncelikle tercih edilmesi gereken bir ydontem olmalidir.
Ancak cogu kez elde edilen bilesik dagihmin karmasik olmasi, istenen sonuglara
analitik olarak ulagilmasini zorlastirmaktadir. Analitik ¢cézlimlemelerde, incelenen
modeldeki bilinmeyen parametre sayisinin fazla olmasi ya da parametrelerin 6nsel
dagiimlarinin karmagikhg: ©nemli integral sorunlan yaratabilir. Bu sorunun
¢bzimlenmesinde bo.yut indirgeme gibi bazi ¢6zim yollar 6nerilebilir. Boyut
indirgeme yéntemi modeldeki &nemsiz go6rilen bazi parametreleri ilgi digi
birakarak, incelenecek parametre sayisini azaltmaya yoénelik bir yoldur. Ancak bu
durum da ¢ogu kez karsilagilan problemi ¢ézmeye yeterli olmamaktadir. Analitik
yaklagimlarin tikandi§i bu gibi durumlarda baz yaklastirma y&ntemierine
bagvurulabilir. Bu tez galismasinda stokastik similasyon temelli Bayesci grafiksel
modelleme ele alinacaktir.

Modeldeki miktarlar arasindaki bagimiilik yapisinin anlagiimasi, karmasik
modellerin ¢ézliimlenmesinde hayati bir 6nem tagimaktadir. Grafiksel modeller bir
istatistiksel modele temel tegkil eden kosullu bagimsizlik varsayimlarini sekilsel
olarak ifade ederler, bu da zor modellerin desifre edilmesini kolaylastirir.
Giinimizde ele alinan problemlerin birgodu ¢ok boyutlu modellerle ilgilidir. Buna
ornek olarak asagidaki hiyerarsik model gdsterilebilir:



y| B¢ ~ N(X1B1,0711,)

Bi| By ~ N(X,B,,C)
By ~ N(b,B)

¢ ~ G(ng /2,ng00° 12)

Markov Zinciri Monte Carlo (MCMC) ybéntemi, yukarida belirtilen hiyerargik model
gibi birgok karmagik modelde ortaya gikan yiiksek boyutlu dagilimlarin simtlasyon
problemlerine bir ¢6zim sadlar ve son yillarda oldukga yodun  olarak
kullanilmaktadir. Karmagik modellerde, elde edilen bilegik sonsal dagilimdan
drneklemin dogrudan elde edilmesi ¢ok zordur. Bu nedenle bu dagilimdan bilgiye
ulagiimasi gogu kez mimkin olmamaktadir. Dlsilk boyutlu problemlerde bazi
ornekleme teknikleri kullanilabilir ya da bilesik veya marjinal dagilimlara iligkin
beklenen degerler bazi yakinsama teknikleri kullanilarak tahmin edilebilir. Ancak
bu tir yakinsamaya dayali simiilasyonlar gikarsama amaci igin ¢ok uygun
olmamaktadir. Markov Zinciri Similasyonu ¢ok karmasik bir teknik olmasina
ragmen birgok problemin (hiyerarsik modellerin sonsal dagilimlarn da dahil olmak
Uzere) ¢bzimuinde kolay ve gavenilir sonuclar vermektedir. Monte Carlo Markov
Zinciri yéntemleri birgok farkli algoritma icermektedir. Burada ise sadece Gibbs
drneklemesi ele alinmistir. Gibbs érneklemesi tekniginin segilmesinde ana neden,
tez caligmasinin uygulama bélimiinde kullanilan BUGS yazilminin Gibbs

drneklemesine dayali olmasidir.

Calismada Bayesci yaklagimin tarihgesi ve ilkeleri ikinci bélimde verilmigtir. Grafik
modellerin tanitimi, grafik modellerde ¢ikarsama ydntemleri ve tez g¢alismasinda
kullanilan BUGS paketi tezin Gg¢lncli béliminde yer almistir. BUGS paket
programina dayali olarak kurulan Bayesci grafik modeller ve bu modellerin
igletimine iligkin sonuglar ise, galigmanin uygulama kismi olan dérdincii bélimde
verilmistir. Tez calismasinda elde edilen sonuglar ise beginci bélimde verilmistir.



2. BAYESCI GIKARSAMA
2.1 Girig

Bu bélumde Istatistiksel ¢ikarsama igin Bayesci yaklasim kisaca tanitiimis,
¢ikarsama problemleminde modelin olugturuimasi igin gerekli pargalarin nasil
formile edilecedi ve uygun bilgilerin suregten nasil elde edilecedi gésterilmistir.
Model siniflan igin daha detayli teknikler izleyen alt bolimlerde incelenmistir.
Burada 6zellikle dogrusal regresyon modelleri ve onun genellesmis bigimleri olan
genellestiriimis dogrusal modeller, hiyerarsik modeller, dinamik dogrusal modeller
ve dinamik genellestiriimis dogrusal modeller ele alinmigtir.

Standart Bayesci bakig agisi ve tarihsel gelisimi Kesim 2.2'de sunulmustur.
Bayesci modellemede Snemli bir rol oynayan, &ézel bir dagilim ailesi olan eglenik
dagiimlar ailesi Kesim 2.3'te verilmistir. Bu dagiimlarin kullanimlar, normal
regresyon modelleri kogullari altinda verilmigtir. Sonraki bélimlerde hiyerargik ve
dinamik modeller incelenmig; bu modeller, normal gézlemler ve genellestirilmis

normal gézlemler durumlari igin ele alinmigtir.
2.2 Bayes Teoremi

Istatistikte kogullu olasilik tanimi ilk olarak Bayes ve Laplace'in galismalarinda yer
almigtir. Toplam olasilik formili ve Bayes teoreminin 18'inci ylzyillin son
yarisinda ortaya atilmasina kargin, hem 19'uncu ylzyll hem de 20'inci yizyiln ilk
yarisi Bayesci fikirler agisindan oldukga karanlik bir déneme sahip olmustur.
Bayesci diglincenin yeniden énem kazanmasi DeFinette, Savage, Jeffreys ve
Oteki baz istatistikgiler tarafindan saglanmistir. Glinimuzde bilimsel égrenme ve
karar vermede, Bayesci yaklagim énemli bir ilgi odagdi olmaktadir ve ézellikle son
30 yilda, Bayesci gériiglere dayali bilimsel galigmalarin sayisinda biytik bir artig
g6zlenmektedir. Istatistiksel gézimlemelerde kullanilan Bayesci yaklagimin
kuramsal ayrintilan igin bagvurulabilecek kaynak kitaplardan bazilari, Savage
(1954), Jeffreys (1962), Lindley (1965), DeGroot (1970), Berger (1985), Lee
(1989), Press (1989), Gamerman ve Migon (1993), O’'Hagan (1994), Robert
(1994) ve Smith ve Bernardo (1994)’dur (Ergiin, 1995).



Istatistikte Bayesci yaklagim, model parametreleri igin énsel bilgiler ile 6rneklem
bilgilerinin bir araya getirildigi ve parametrelere iligkin gikarsamalarin yapildigi
dogal bir yoldur. Burada parametrelere iligkin énsel bilgiler, uygun dagilimlaria
modelleme sirecine dahil edililer. Bu nedenle Bayesci yaklagimda &nsel
bilgilerden énsel dagihmlara, sonsal dagilimlardan da sonsal bilgilere bir gegis stz
konusudur (O’Hagan, 1986). Uygulamalarda 6nsel dagilimlarin kolayca elde
edilememesi sikga karsilagilan bir sorundur. Bu sorunlarin gideriimesinde
skorlama kurali, belirsiz (vague) ya da referans énsellerin kullaniimasi gibi gesitli
yollar dénerilebilir.

Bayesci yaklasim, klasik ya da siklik yaklagiminda oldudu gibi, olasilik yogunluk
veya olasilik fonksiyonu f(x|0) ile verilen x gb&zlemlerinin varli§i Uzerine

dayanmaktadir. Ornegin, fiziksel bir nicelik olan 8’'nin 8lgiimlerinden olugan bir seri
ve 6lglim hatalarinin olusturdugu e/nin N(0, 6®) ile tanimlandigini ve o®nin bilindigi

bir durumu digiinelim (Ornek 1). Bu durumda tanimlanacak model,

X|=9+ei’i=1,...n (21)

ve gézlemlerin olabilirlik fonksiyonu asagidaki sekilde olacaktir:

P N _1(x-0y
f(xle)—iI}lfN(x,,e,G>—HJ57W—2°XP{ 2 &2 }

i=1 o

Burada 6 niceliginin basit bir indeksten daha énemli oldugunu belirtmek gerekir.

Ayrica bilinmeyen parametre sayisi birden fazla olabilir.

lzZleyen kesimde Bayes teoreminin uygulanmasi ve &nsel dagilim
tanimlamalarindaki bakig agilan verilmektedir.



2.2.1 Onsel, Sonsal ve Ongorii Dagilimlan

Bayesci yaklagimda bilinmeyen 6 parametresi bir raslanti degiskeni olarak
muamele gorir. Bu nedenle, 0 hakkinda yapilacak gikarsamada ilgili 6nsel bilgiler
dagihm formunda modele dahil edilir. Diger bir ifade ile, bu 6nsel bilgiler, analizler
sirasinda bigimsel olarak kullanilir. Bu noktada Bayesci istatistikgiler ile
siklikgilar/klasik istatistikciler ayrigir. Gézlemlerin, parametresi 6 olan bir olasilik
yogunluk (ya da olasilik) fonksiyonundan g¢ekilmis oldugdu bir istatistiksel gikarsama
probleminde, klasik istatistikgilerin amaci, gergek degeri Q parametre uzayinda
oldugu varsayimi altinda f(x/6) fonksiyonundan gelen gézlemlere dayali olarak,
bilinmeyen 6'nin tahminini yapmaktir. Bayesci istatistikgiler ise, f(x/6)'den
gozlemleri elde etmeden &nce, 0 parametresi hakkinda bilgi ve deneyimleri
kullanarak, Q parametre uzayinda 6 igin bir dagilim tanimi yapabilmektedirler.
Klasik istatistikgiler bu bilgiyi, gézlenmedigi ve bu ylizden subjektif oldugu igin
kabul etmezler. Bayesci yaklagim ise ulagilan bu bilgiyi degersiz bile olsa, bir p(6)
olasilik yodunluk fonksiyonu ile analize dahil eder.

Onsel bilgilerin uygun bir bicimde ¢6ziimlemelere dahil ediimesine yonelik birgok
degisik fikir vardir; konuyla ilgili daha fazla bilgi Efron (1986), Lindley (1978) ve
Smith (1984)’ten edinilebilir. Bununia birlikte, 6nerilen bu fikirler arasindaki fark iyi
bir gekilde anlagilir ve uygun durumda gerekli olan kullanilirsa, bu tir bir
tartismanin anlamsiz olacagi aciktir. Karar vermede en 6nemli nokta, Bayes
teoreminin uygulanabilirliidir. Bayesci yaklasimin analitik olarak uygulanmasinda
0'nin boyutu dnemli bir noktadir. Ancak son yillarda gelisen teknoloji bu kisitlar da
ortadan kaldirmigtir. Bayesci yaklagimin birgok karigik problemin ¢dziiminde
kullaniimasini saglayan teknikler gelistirilmisti. Bu ylzden bu bolim sadece

Bayesci ¢cikarsamanin temel elemanlarinin tanitiimasina ayrilmistir.

Yukarida da anlatildidi gibi, Bayesci yaklagimda iki ana parga vardir; buna gére ilk
parca gézlemlenen &rneklem dagiimi f(x|0) ve ikinci parca da, 6'nin Onsel
dagihimi p(6)'dir. Bu ikinci dagiim bazi sabitlerin yardimiyla X'in bir dagilimi

seklinde de yazilabilir. Bazi durumlarda bu dagilimi 6 parametresinden ayirmak

yararl olabilir. Bu durumda bu sabitler dagilimin parametrelerinin parametreleri



olduklari icin hiperparametreler  olarak  adlandinlir. Baglangigta
hiperparametrelerin bilindigi varsayilir.

Bayesci gikarsamanin ilk bilegseni 0'nin bir fonksiyonu olan 1(8) = f(x|0) olabilirlik

fonksiyonunudur. Bu fonksiyon, 6’'nin gézlemlenmis x degerinin kullaniimasini
saglar. Ikinci bilegen ise, 'nin x gézlenmeden 6nceki énsel yogunluk fonksiyonu
olarak adlandirilir. Bayesci yaklagimda gézlemlerin olabilirlik fonksiyonu ile 0
parametresinin 6nsel dadilimi elde edildikten sonra, kogullu olasilik tanimindan
(toplam olasilik 6zelligi ve Bayes teoremi) 6 parametresinin sonsal dagihmi ve
6ngéri dagihmi elde edilir. Model parametrelerine iligkin sonsal dagilimin elde
edildigi Bayes formuli agagida verilmistir:

£(x10)p©) 22)

0 =
p@|x) o

Esitlik (2.2)de yer alan f(x), X'in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu olup;
asagidaki sekilde elde edilir:

fx) =] f(x|0)p©)dbd (2.3)
Burada f(x), elde edilen sonsal dagilimin integralinin bire esit olmasini saglayan bir
sabit terim oldugundan, Esitlik (2.2) orantisal form ile asagidaki sekilde ifade
edilebilir:

7(8) =< f(x/0) p(6),

Sonsal Dagilim = Olabilirlik * Onsel Dagiim .

Bayes teoreminin basit bir uygulamasi Kesim 2.2'de verilen Ornek1 (zerinde

verilebilir. Burada, bilinmeyen 0'nin énsel dagilimi 6~ N (,u,rz) ile tanimlanabilir. Bu

dagilimda, u ve 72 , ele alinan modelin hiperparametreleri olup, bilinen



sabitlerdir. Olabilirlik fonksiyonu agagidaki sekilde ifade edildiinde, 8'nin sonsal
dagilimi esitlik (2.4)'deki gibi elde edilir:

n 1 (5 -0)> n_ o a2
16) =TI e@#; z}xwm%zﬁu—m}

i=14/2716°2 o

burada X, x'lerin aritmetik ortalamasidir. Béylece sonsal dagilim

=_m2 2
n(B)xexp{—%(xze) }exp{_l(e éu) }

c°/n 2 7
1| @-m)* | GE-w?
oc €Xp—— + (2.4)
{ 2{ T nlo? + 12

= - _ 2l 2 )
Burada 72 =no"2 +772 ve =T (N0"X+7" 1) gy,

0'ya bagli olmayan c¢arpim terimi (2.4) nolu denklemden g¢ikartildijinda asagidaki

nihai yaplya ulagilir:

2
T 25)
1

Buna gdre, 6'nin sonsal dagihmi n(9)~N(u1,112) olur.

2'nin degeri arttikga, 6nsel dagilimdan elde edilen

Onsel dagilimin varyansi olan
bilginin analizler tstlindeki etkisinin azalacagi esitlik (2.4)'ten géralmektedir. Limit

durumunda (7% — ), zayif énsel dagilim p(8) « k olur ve bu durumda da sonsal

dagilim klasik sonuca yakinsayarak, z(6) = N(Xx, o2 / n) formuna ulasilir.

Bilgi icermeyen 6nsel dagdilimi belilemek konusunda pek ¢ok karsit fikir vardir. Bu
6zellik gogu kez uygun olmayan dagilimlara yol acabilir. Bu tir dagiimlar, olasilik

teorisi aksiyomlarindan biri olan toplamin 1 olmasi kosulunu saglamaziar. Ornegin

yukaridaki drnekte (7% > ) icin, [p(0)d6 #1 olur. Bununla birlikte, 6zellikle



cok degiskenli durumlarda, bilgi icermeyen 6nsel dagilimlar hakkinda pekgok farkli
tanimlamalar vardir. En ¢ok kabul edilen tanimlamalardan biri Jeffreys'in

p(6) < |16)"*

Fisher bilgi matrisidir ve asagidaki gibi tanimlanir.

seklinde verilen 6nsel dagiimidir. Burada 1(0), © icin beklenen

2
,(9)=E{_a_wgﬂw|e]

0606’

Jeffreys (1961), Onsel bilgiyi kullanan bir Bayesci ¢ikarsama teorisi formile
etmigtir ve bunun parametrik donlstimlerinde degismezligini g6stermistir

(Gamerman, 1997). Bu teorem gercevesinde, konum parametresi 0 icin dnsel

dagiim, p(0)e- k ; blcek parametresi o igin ise, p(c)e< o seklinde ifade edilir.

o ve 0 parametrelerinin her ikisinin de bilinmedidi durumda ise, p(¢9,oz)<>ccr”1

seklinde bilesik bir énsel yogunluk yine Jeffreys tarafindan énerilmisitir.

Belirsiz 6nsel dadiim igin bir bagka seckin belirleme de Bernardo (1979)
tarafindan yapiimigtir ve Berger ve Bernardo (1992), Berger ve Mendoza (1983)
calismalarinda bu yolu daha ayrintili olarak incelenmistir (Gamerman, 1997).
Parametre sayisinin fazla oldugu, ¢ok boyutlu durumlarda bu yaklagim parametre
vektdérinu gruplara ayirnir ve dijer yaklagimlarda gézlenen bazi giglikleri onler.
Fakat boyut sayisi arttigi i¢in 6nsel dagilimin belirlenmesi gliclesir.

Genel olarak, 6nsel dagihimlarin belirsizligi sorun yaratir. Fakat Bayes teoreminin
uygulanmasi! sonucunda, bu &énseller bilinen bir sonsal dagihima ulagirlar ve
boylece g¢ikarsama daha kolay olur. Sonsal dagilimin belirli olmadig! bazi istisnai
durumlar vardir. Bu birgok model igin, 6nemsiz olmaktan uzak, oldukga ciddi bir
problemdir. Bu modeller igcin kesin ¢lkarsama yapilamaz ve yaklagimlar bizi
birbiriyle uyusmayan sonuglara gétirebilir. Bu durumda &énerilen yol, belirsiz
onsellerin kullanimindan miimkiin oldugunca uzak durmak ya da onlar gok dikkatli
kullanmaktir.



Bayesci ¢ikarsamanin bir bagka énemli unsuru da f(x) yogunluk fonksiyonu ile
verilen X'in marjinal fonksiyonudur (Esitlik 2.3). Bu dagilim gbézlenen x igin

beklenen dagiimi saglar. Buna gére, f(x)=[E( f(x|0))]’d|r ve beklenen deger

o'nin 6nsel dagilimindan vyararlanarak elde edilir. Benzer bir gikarsama x
gbézlendikten sonra ileride gézlenecek y'nin éngériisi igin de kullanilabilir. Burada
ongoriiler, y|X fonksiyonunun dagihimina dayandinlabilir. Eger y ve X kosullu
olarak 8'dan bagimsiz ise, agagidaki esitlik yazilabilir (Lee, 1989):

fO|x)=[f(y,0]x)d0 =] f(y|0)dbm(6)d0 . (2.6)

Burada, 6ngéri dagihimi, érneklem dagilimindan elde edilir. Esitlik (2.6)da 6'nin
sonsal dagiimina dikkat edilmelidir. X ve y arasinda kosullu bagimsiziik,

X' = (Xgpees Xy) V€ ¥ =(Xpylreees Xppry) Oldugu durumda saglanir. Bu durumda

6éngori fonksiyonu kitlenin gelecekteki degerlerini 6ngérmek igin kullanilabilir.

Ongérii dadilimi, c¢ikarsamaya ©6ngériisel yaklagimin temelini olusturur. Bu
yaklagim Aitchinsen ve Dunsmore (1975) ve Geisser (1993) tarafindan detayl
olarak anlatiimistir (Gamerman, 1997). Parametreler hakkinda ¢ikarsama
yapilirken, parametreler gézlenemediginden bu kargilastirmayi yapmak mimkin
degildir. Yine de 6nemli parametreler igin, agagidaki esitlikle elde edilecek anlami
olasiliksal ifadeler bulmak mimkinddr.

71:(0,) = In‘(Ol...Od )d9_,~ (2.7)

Burada, 0_; =(04,...,0;-1,0;41,.-.04) vektord, 6; eleman: ¢ikariimig vektdrdir. Her

0, icin miimkin kosullu dagilimlar agagidaki gibi ifade edilebilir:

7(6;16;,j€ C)=n(0;,0;,j€ C)|n(8;, j C)'dir,

Burada C={1,...,i—-1,i+1,...p)'dir. Burada en 6nemli nokta, 6i6:.¢'in 6/’nin tam
kosullu fonksiyonu olarak adlandiriimasi ve z;(9;) ile gosteriimesidir. Yukaridaki

tanimlamalar her 0;/'nin vektdr oldugu durumlar igin genigletilebilir.



2.2.2 Bilgiyi Ozetleme

Onsel dagilim elde edildikten sonra, igerdigi bilgi degisik bigimlerde &zetlenebilir.
Onsel dagilimdaki degigimi géstermek igin konum ve dagiim &lgtleri
hesaplanabilir. Temel konum &lgleri ortalama, ortanca ve tepe degeri; dagilim
lculeri ise, varyans, standart sapma, ortalama mutlak sapma, geyrek degerler vs.
dir. Onsel daglimin ortalamasi, &’nin beklenen degerini; tepe degeri, fonksiyonu
maksimum yapan dederi ve ortanca da parametre uzayini iki esit pargaya bélen
degeri tanimlamaktadir.

Cok degiskenli durumda ise varyans bir matrisle tanimlanir ve standart sapma,
kdésegen dgelerinin karekdklerinden olusan bir vektdrdiir. Ortanca disinda butiin
bu élgiler, bilesik ve marjinal dagilimlar igin hesaplanabilir. Ortanca ise, sadece
tek degiskenli durumlar igin hesaplanabilir. Burada adi gegen &lgllerin ve bunlarin
karar kuramiyla iligkileri Gamerman ve Migon'da (1993) ayrintili bir sekilde

verilmigtir (Gamerman, 1997).

Cok degiskenli uzayda, marjinal yogunluklar parametre uzayinin bir elemani
Gzerinde gikarsama yapabilmek i¢in yararlidirlar. Marjinal yogunluklar Esitlik 2.7'de
verilen integral ile elde edilebilirler. Elde edilen marjinal olasilik dagilimlari,
parametrelerin olasilik araliklanyla bilgiyi 6zetlemek igin kullanighdirlar. Eger

|m(0)d6 =1-« ise C, bu 6 parametresi icin (1-a) glven araligidir. Verilen bir o
c

dederi i¢in, araligin icinde olmayan noktalardan daha ylksek bir énsel dagilim
iceren C araldi, en kiglik araliktir. Bu araliklar daha yiiksek 6nsel yogunluk
araliklar (highest density region, HDR) olarak adlandiriliriar.

Elde edilen sonsal dagiimin yapisina baglh olarak bircok &zetleme y&ntemi
kullanilir. Kesin gikarsamalarda analitik yollar uygulanabilirken; bazi durumlarda

yaklagimlara bagvurulabilir. Kesim 2.2'de verilen drnek1’deki 6 parametresinin

6nsel dagiliminin bu kez (normal dagilim yerine) u konum ve 2 dagilim élgileri

ile Cauchy dagilimi oldugunu disinelim. Bu durumda sonsal dagilim,

10
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olur ve elde edilen bu dagilim, daha basit bir bigime indirgenemez. Bir énceki
sonucun tersine elde edilen dagilim bilinen bir dagilim degildir ve 6zetleyici bilgiler
analitk olarak hesaplanamaz. Bununla birlikte sonsal dagiimin basit sayisal
hesaplamalaria 6zetlenmesi istendiginde daha dikkatli olunmasi gerekmektedir.
(2.8) nolu ifade, 6zetleyici bilgilerin elde edilmesinin  zor oldugunun bir
gostergesidir. Bunun nedeni de Cauchy dagiliminin uzun kuyruklu bir dagilim
olmasi ve uzun kuyruklu dagihmlarin genelde yeterli bilgi oimadi§i durumlarda
kullaniimasidir.

2.3 Eglenik Dagilimlar

Kesim 2.2'de verilen Ornek1’de gorildigu Uzere, o6nsel ve sonsal dagilimlarin
aynt dagiim ailesinden olmalar, c¢ikarsama problemlerinde biylk iglem
kolayliklari  saglar. Onselden sonsala gegiste tek degisim sadece
hiperparametrelerde olur ve 6'nin dagilimi, rutin olarak yeni gelen gézleme bagl
olarak, kolaylikla glincellegtirilir.

Ornek 1 ile verilen modelde x = (x1,....1,) » N@,0%) alinmig bir érneklem olsun.
_ _ _ 2 2= -2 _
Buna gére 6 igin sonsal dagilim, 7,72 =mo 2 +772, M=T1(MO " +T 1) ye 3

ortalamaya sahip olan N(ul,rlz) dagiimidir. Eger yeni bir &6rneklem
%y = (X91,..-.%y,) ayni kitleden gekilirse x4 bilindiginde 6’nin sonsal dagilimi, x; ve
x2'nin kosullu fonksiyonu olur. Yukarida gériildtigi gibi, 6nsel dagilim normal ise

sonsal dagihm da normal olur. Bu durumda (,ul,le) ile yeni énsel dagilim (,u2,1§)

hiperparametreleri arasindaki iliski asagidaki sekilde olur:

12"2 = n20'"2 +z'1_2

2. 2 . -2
Mo =T3(m0 % +71 ")

11



Burada ele alinan &6nsel dagihm, genel anlamda kolay anlagilir, iyi bilinen bir
dagihmdir. Sayet sonsal dadilim ayni ailedense, 6nsel dagilimin 6zellikleri sonsal
dagihmda da aynen korunur ve veriyi 6zetlemek oldukg¢a kolaylasir.

Giincellestirmeden sonra dagilimin korunmasina esleniklik denir. Eger her 6nsel
dadilm pe P ve gbzlenen herhangi bir dagilim igin fe F ise, P gbzlenen model

F’'e eslenik denir ve sonsal dagilim da 7 e Polur. Bu kural her P ailesi, biitin
surekli dagilim aileleri ve nadiren tek dagilimi igeren kisitli aileler igin de gegerlidir.

Eslenik dagilimlarin birgok avantajlarina ragmen, eslenik sonsal dagilimlaria
caligilirken dikkatli olunmasi gerekir. Burada kolay hesaplamalarin bir bedel
olarak, dnsel dagilimin sekli Gzerinde bazi kisittamalar getirilmigtir. Cogu kez
mevcut durum igin eslenik énsel dadilim uygun bir dagihm degildir. Bu durumda
hesaplamalardaki kolaylik 6nemli bir avantaj olmaktan ¢ikar ve sonsal dagiima
ulagmak zorlagir. Uygulamal istatistikgiler igin gergcege uygunlukla, y6ntemin
kolayhd: arasinda daima bir geligki vardir. Bu sorunun kesin bir cevabi olmamakla
birlikte, burada birkag &rnekle hangi durumda hangi yaklagimin daha uygun
olacagina dair temel bilgiler verilecektir.

2.3.1 Ustel Aile igin Eslenik Dagilimlar

X raslanti degiskeni, tek parametreli Ustel dagilim ailesine mensup bir raslanti

degiskeni ise, f(x|0) olasilik fonksiyonu agagida verilen yapiya sahiptir:
f(x]6) = a(x)exp{9(O)t(x) + b(0)} (2.9)
Esitlik (2.9) ile verilen Ustel dagilim ailesinin énemi, modelleme kullanilan pekgok

dagilimin bu sinifa ait olmasidir. Ustel aileye mensup birgok dagilim Esitlik (2.9)'da

verilen yapida agagida verilmistir:

(a) Normal Dagilim (o2 biliniyor; X~N(@©,6?%))

0 0> 2
¢(e) = ?at(x) = x,b(e) = —z—o-—z—,a(x) = exp{_ ?}

12



(b) Beta Dagilimi (X~B(n,0))
0 n
0(0) = log(—}t(x) = x,b(0) = nlog(1-0),a(x) =[ ]
1-6 x

(c) Ustel dagilim (X~exp(0))
#(0) = —0,t(x) = x,b(0) = log(0), a(x) =1
(d) Poisson dagilimi (X~Poisson(0))
0(0) =log(0),t(x) = x,b(8) =-log(8),a(x) =1

Ustel aileye dahil olmayan énemli dagilimlar, uniform dagilim, t dagiimi ve baz
kesikli dagiimlardir. Esitlik (2.9) ile verilen agiklama, birgok benzer duruma
uyarlanabilir. ¢ (.) ve t(.) i¢cin kesin bir tanimlama olmamakla birlikte, herhangi bir ¢
sabitinin carpilmasi ya da bélinmesine gbére, ¢(©0):(x) ¢arpimi sabit kalacak
bicimde degisebilir. Ustel dagihim igin, alternatif bir tanimlama olarak, ¢(6)=6 ve
f(x)=-x olarak alnabilir. Birgok durumda ¢(x)=x’dir. x(z) ve O(¢) ters
déntgtumlerinin oldugu varsayilirsa, t'nin yogunluk fonksiyonu asagidaki bigime
sahiptir:

£°t10) = a*Oyexplpr +5°®))

dx(t)

Burada a°*(¢t) =[x(?)]
dt

ve b°(9) = b[6(¢)]'dir.

Ustel ailenin her iki tanimi da bu dénustimler tanimlandiktan sonra kullanilabilir.
Bu c¢aligmada kolaylik agisindan ikinci gésterim tercih edilmistir. Buna gére ustel
aile yodunluk fonksiyonu su bigimde yazilabilir:

13



£(x|0) = a(x)exp{fx + b(9)) (2.10)

Esitlik (2.10)'dan beklenen deder ve varyans agagidaki sekilde elde edilir:

E(x|0) = p=-b'(0) ve var(x|6) =-b"(9) olur.

Burada »’ ve b”, birinci ve ikinci dereceden tiirevieri géstermektedir ve b’nin ikinci
dereceden tlrevienebilir bir fonksiyon oldugu varsayiimistir. 5” fonksiyonu bazen
varyans fonksiyonu yerine tercih edilir (McCullagh ve Nelder, 1988).

0 parametresi i¢in tanimlanan énsel p(0) = k(a, B)exp{x0 + Bb(0)} bigiminde olsun.

Burada normallestirme parametresi k, o ve B hiperparametrelerine baglidir. (2.10)
ifadesinde tanimlanan bir gézlem elde edildijinde, Bayes teoremi ile asagida

verilen sonsal dagihma ulagilir:

m(0) < f(x|0)p©)

oc exp(@x + b(0)}exp{aO + Bb(0)}

=exp{(a + x)0 +(B +1)b(0)}

= exp{a,0 + B,b(0)} (2.11)

Burada ay=0+x ve B1=p+1°dir. Esitlik (2.11)'de elde edilen dagihm, esitlik (2.10) ile
ayni dagilimdir. Genel anlamda ayni dagilim ailesine Uyedirler. Eglenik 6nsel
dagilim 6~CP(c,B) ile gosterilirse, (2.11) esitliginde verilen sonsal dagilim da
0/x~CP(0.,p4) seklinde yazilabilir.

Yukaridaki ¢ikarsamalar, olabilirlik fonksiyonu ile ayni bigimdeki énsel dagilimlari
aramanin bizi eglenik dagihma kolayca gétirdigint géstermektedir.

Gozlenen modelin A parametresi ile Poisson dadihimii oldugu ve A icin 6nsel
dagihmin da Gamma(a,f) oldudu bir durum igin, Bayes teoremi uygulandijinda

asagidaki sonug elde edilir:

14



(L) o e~ Hpx )01 =BA

oc Aa+x—le—(ﬂ +DA

Ulagilan sonug, A igin sonsal dadilimin Gamma(o+1,p+1) oldugunu
gbstermektedir. Buradan Gamma ailesinin Poisson gbzlemsel modeli igin eslenik
aile oldugunu gérebiliriz.

Ustel dagilim ailesinde daha pekgok eslenik durum séz konusudur. Bunlar
Gamerman ve Migon (1993) calismasinda ayrintili olarak verilmistir. Bayes
teoreminin ardigik yapisindan dolayi (bir énceki adimin sonsalinin, bir sonraki
adimin énseli oldudu), tekrarlar bir 6rneklemin incelenmesi igin bagarili bir bigimde
uygulanabilir. Eger béyle bir glincellestirme islemi sonucunda hala ayni dagilim
ailesi korunuyorsa, bu durum n adim sonra da korunacaktir. Bu ylizden tek gézlem
icin egleniklik kavrami, n gézlem igin esleniklik kavramina denktir. Esitlik (2.11)in
her adiminda, Bayes teoremine gére x’nin her gézlemi ile giincellestirme yapmak
modelin hiperparametrelerini azaltir. Buna gére gincellegsen parametreler,
ou=0i.1+X; ve Bi=Pr1+1, i=1. . . n ve og=a, Bo=P’ dir ve n blylkligiinde bir 6rneklem
gbézlendikten sonra 6nsel ve sonsal dagilimlar ayni dagilim sinifina ait olur. Burada

sonsal dagiimin parametreleri, «, =a+XYx; ve Pn=B+n olur. Bundan dolayi

model esleniktir. Bu durum 6 | x;...x,, ~ CP(c,,, B,,) olarak yazilabilir.

Ustel aile tanimi, gok parametreleri durum igin genellestirilebilir. f(x|6), asadidaki

bicimde ayristinlabiliyorsa, asadida belirtilen k parametreli bir Ustel aileye dahildir.

f(x|0)= a(x)exp{é@iXi +b(9)} (2.12)

i=1
Burada, X =(x,...,x;) ve 0 =(0,,...,0,) dir.

Parametre sayisinin birden fazla olduju durum igin su &rnek verilebilir:

X =(x,....x;) raslanti degiskeni vektdéri n indeksi ve pi. . . px olasiliklar ile
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multinominal dagilima sahip olsun ve Zx, =n ve Ep,. =1 kosulu saglansin.

Buna gore bilesik olasilik fonksiyonu asagidaki bigimde ifade edilir:

n k
f(x|p1...pk)=k—]_[pl-', 0Sx,-$n,2x,-=n

Hxi!i=1 i
i=1

Olasiik  fonksiyonundaki 0 = (6y,...,0;, 1) lann kanonik  parametreleri

0; =log(p;/ pr).i =1,....k -1 ile esitlik (2.12)'deki bigimde yazilabilir.

Ayni gekilde bir eslenik dagilimlar ailesi olusturuldugunda, 6nsel dagilim p(0)
asagidaki gibi tanimlanir:

k

pO)=k(, ﬁ)eXP{ Q;0; + .317(9)} (2.13)

1

!

Burada normallestirme parametresi k yine hiperparametreler o = («y,...,;) ve

B'ya baghdir. Esitlik (2.12) ve esitlik (2.13) Bayes formulinde kullanildi§inda,
asagidaki sonuca ulagilir;

n@) =< f(x|0)p(©)

o< exp{ §0ix,- + b(e)}exp{ §‘,B,-a,- + ﬁb(e)}
i=1

i=1

- exp{i(a, X0, +(8 +1>b(e)}

k
= eXP{Zl(aliei + pib(0 )}

Burada oy =04 + X;, i=1, . . ., k ve B1 = B +1'dir. Gorlldigu Uzere, = ve p
yogunluklan (2.12) modeli ile ayni bigime sahiptirler ve ayni sinifa ait olduklari igin
model esleniktir.
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0 = (6y,...,0;) rastlanti vektorll Y 0; =1 kisiti altinda o = (a,...,0;) parametresi ile

Dirichlet dagilimina sahip olsun ve D(o) ile' gosterilsin. Bu durumda yogunluk

fonksiyonu,
k
F(Eal) k
fp@) =116/,  0<6; <L(e;>0)i=1..k
I1T(e;) =
i=1
dir. p=(py. . . px)lar igin 6nsel dagilim olan Dirichlet dagiimi ile multinominal

dagihim Bayes teoremi ile birlestirildiginde, sonsal dagilim m(p)=D(c4) olur ve
burada o4 = o + X'tir. Bylece Dirichlet ailesinin multinominal model i¢in eglenik

aile oldugu g6sterilmis olur (Gamerman, 1997).

2.3.2 Esleniklik ve Regresyon Modelleri

Kesim 2.3.1’de verilen sonuglar normal regresyon modeli igin genigletilebilir.
Burada olasiliksal tanimi bilinen ve diger degiskenlerden etkilenen badimh bir
degisken gozlenir. Ele alinan bagimsiz degiskenlerin bagimh (cevap) degigken
tizerinde bir ¢ok degisik etki bigimleri vardir. Burada 6ncelikle dogrusal bir yapi

irdelenecektir.

Bagimli degiskenin normal dagildigi durumda,

i ~NOgBy +..+%B4,0%),  i=L..p
ile tanimlanan y = (y,...,y,) g6zlemleri ile bir dogrusal regresyon modeli elde
edilir. Burada x;. . . X, d sayida degiskenin i. gézlemleridir ve B4. . By ise, bu

degiskenlere ait regresyon katsayilaridir. Bagimsiz gézlemler igin model,

y = N(xB;0L,) (2.14)
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X1 - - Xq B

matris biciminde yazilir. Burada, x={ =~ =~ = |ve B=| ~ |dir

Xpl -« -« Xpg Bp

Bagimsiz degigkenlere iligkin metinde matrisin her zaman tam rankh (d <n)
olduju varsayilir. Bu varsayimi saglamayan durumlarda basit matematiksel
islemlerle bu bozulum ortadan kaldirilabilir. Bazi durumlarda homojen varyanslilik

hipotezi daha genel bir bigimle degistirilir. Burada var(y) = ka;(olz,...,o,%)'dir. Hatta
daha genel olarak var(y) =X kullanilabilir. £, nxn boyutlu simetrik pozitif tanimli

matristir.

Bayesci bakig agisinda model (2.14) bir sonsal dagilima ulagarak tamamlanir. Bu

durumda P parametresine ve model varyansina iligkin dnsel dagilhimlar,

ﬂ IO'Z - N(bo,O'zﬁo) ve 0'2 ~ IG(izo-,_nQ;_O)

dir. Bu arada nOSOIS2 ~ xzno oldugunu hatirlamak iyi olur. Bu esglenik durumu
kullanmadan énce bir bagka parametrelestirme uygulanabilir. Buna gére, o?,
¢ =02 olarak degistirilebilir. ¢'ye gore énsel dagilim, ngSyp ~ x4, oldugundan,

bilesik 6nsel dagihm,

p(B,9) = p(B|¢)p(9)

oc 412 exp {_fzi( B -by)B5(B —bo)}q)(no 12)-1 exp{—%noSo}
¢

o gl *d)/21-1 exp{— E[nOSO +(B-by)B (B - b())]} (2.15)
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dir. Esitlik (2.14) olabiliriik B ve ¢ cinsinden asagidaki gibi yazilabilir;
1(B.0) = f(y|B.¢)

- ¢‘”’2exp{—gi(y ~ XBY(y- xm}

¢—I’l/2 exp{_ %[Q(ﬂ) + Se]} . (2.1 6)

Burada QB)=(B-ByYxx(B-PB), B=xx)lxy ve
Se =(y—xBY(y~-xp) = ieiz e=yi—M ve fy=xBi+..+x,8," dir. Esitlik
i=1

(2.16)'dan B, B'nin bir fonksiyonudur ve olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapar.

Esitlik (2.15) ve (2.16) birlestirildiginde sonsal dagilima ulagihr:

B, 9)o<I(B,9)p(B, )

24
oc d’zexp{—g(ﬂ—bl)'Bfl(B—bl)}@z exc{—%nﬁl} (2.17)

Burada, m=ng+n, B'=By'+x%,

mS1 =nySo +(y - Xby)'y+(by—b)'By'by ve by = Bi(By'hy+ X)'tir. Esitlik (2.15) ile
(2.17) kargilagtinldiginda 6nsel ve sonsal dagilimlarin ayni bicime sahip olduklari
ve ayni eslenik aileye ait olduklar agikga gérilebilir (Gamerman, 1997).

19



Genel dogrusal modellerin birgok uygulamasi vardir, 6zel durumlar ve maksimum
olabilirlik tahmini McCullagh ve Nelder (1988) galismasinda ayrintili bir bigimde
verilmigtir. Bayesci ¢ikarsama igin parametre vektérii B igin bir 6nsel dagilim
tanimlanmalidir. Normal regresyonun bir uzantis) énseli N(bg,Bo) olarak almaktir.
Ne yazik ki bu dagihm eslenik degildir ve bu nedenle kesin Bayesci ¢ikarsama
yapmak mimkin olmaz. Ayni yorum nadir gériilen ve kullanigh olmayan ve
istisnalar olan diger énsel dagilimlar igin de gegerlidir. Bu ¢ikarsama iglemlerinin
uygulanamadig: durumlardan birini gésteren glizel bir 6rnektir.

2.3.3 Kosullu Esleniklik
Eslenik dagilim elde etmekteki giigliik modelin karmagikli§i ve parametre uzayinin
blyimesi ile daha da artar. Kesim 2.3.2'de belirtildigi gibi genel dogrusal

modellerin énemli bir sinifi egleniklige uymaz. Esitlik (2.14) ile verilen normal
regresyon modelini diglinelim. Burada B ~ N(by, By) ve ¢ ~ G(ng/2,nySy/2) dnsel
dagilimlari bagimsiz dagilimlardir. Bir 6nceki duruma gére farklilk § ve ¢

arasindaki kosullu varyansta g|¢'deki bagimhligin kalkmasidir. Buna gére sonsal

dagihm agagidadir:

(B,9) =< I(B,9)p(B)p(9)

o< g2 exp{—%[(ﬁ ~ByxxB-p)+ Se]}
oc exp{— % [(ﬂ —byY By (B - bo)]}q)(”o 21 exp{— ——n0'§0¢ }
oc g0/ 21 exp{— fg— B-ByxxB-Py+5,+ noso]}

o exp{--;-[(ﬁ ~by) B3N (B —bo)]} (2.18)
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Burada 6nsel dagilimdan herhangi bir tanimlanabilir bicim yakalamak mimkan
degildir. Bu nedenle esleniklik yoktur. Aslinda hala bir egleniklik yakalamak
mimkindir. Cunkd 6nsel dagilim, sonsal dadilimin 6zel bir durumudur. Bu tlr
dustncenin pratik degeri vardir. Esleniklik kavrami modeli sadece analitik olarak
incelenebilecek bir duruma gotiirdiga zaman yararlidir. Ancak burada béyle bir
durum s6z konusu degildir.

Esleniklik olmamasina ragmen, B|¢ ve ¢|f kosullu sonsal dagihmlarini agagidaki
gibi elde etmek mimkundur.

7(B,9) =< exp —1[(;6 -BYxX(B-B)+(B-byYBy'(B-hy)
2

o exp{—-;-[(ﬁ—b¢)’351(ﬂ—b¢)]}

Burada by = By(By'bp+¢X%) ve B,' =By +¢XX 'tir. Buradan B|¢ ~ N(by.B;)
bigiminde olur. B ve ¢ arasindaki bagimsizlik ile, B|¢ ~ N(by,By) olur. Bu

durumda B kosullu esleniktir.

Ayni bigimde ¢|f'nin sonsal dagilimi,

ﬂ(¢,ﬁ)a¢("+n°)/2_lexp{—%[(ﬁ-B)’XX(ﬂ—B)+Se+n050]}
olur ve bu yizden ¢]|pB ~Gamma(n/2,mSg/2) olur. Burada, ni=n+np ve

Sg=(B-BYXX(B-P)+5S, +nSo'dir. Yine burada kosullu nsel dagiim ile

kogullu sonsal dagilim ayni bigime sahiptir. Bu yizden her iki kogullu dagilim igin
de esleniklik vardir.

Kosullu 6nsel dagiimlar marjinal énsel dagilimiari kolaylastirir. Onsel dagiimlar
bagimsiz olmasa bile kogullu olarak eglenik olmasi mimkinddar.
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Parametre vektorl 6 =(6y,....0;) icin eder tam kosullu o6nsel dagilimlar
(p;(6;) = p(6;]16_;)) ve tam kosullu sonsal dagiimlar (z;(6;) =7(6;|6_;)) ayn

dagilimlar ailesine aitlerse kosullu esleniklik s6z konusu olur. Diger durumlarda
sadece birkag¢ ége kosullu eslenik olur.

Kosullu esleniklik, olasilik 6zelliklerinin sadece belli durumlarda sagdlandigi pekgok
karmagik modelde bile mevcuttur. Boyut sayisi arttiginda parametre uzayinda
bilesik ®nsel dadilim olusturmak oldukga zordur. Bu nedenle parametre
vektoriniin elemanlar arasinda kosullu bagimsizliklarin arastiriimasi gereklidir.
Bu da kiigik boyutlu parametre uzayinin elemanlari hakkinda olasiliksal
O6nermeler bicimindedir. Bunlar tanimak ve siniflamak daha kolaydir. Bu
yaklagimla model olusturma galigmanin ileri bélimlerinde kullanilacaktir. Analitik
yollarin tikandigi durumlarda g¢ikarsama yaparken, tam kogullu dagilimlarin ve
mimkin oldugunda kosullu eslenikligin 6nemi artar.

2.4 Hiyerarsik Modeller

Kesim 2.3.2' de verilen Bayesci normal regresyon modelinde bagimli degisken y

ile agiklayici de@iskenler x;...x, arasindaki iligki, regresyon katsayilari § vektoru ile

verilmisti. Pekgok durumda f hakkindaki nicel olasilik ifadeleri modele

oturtulamaz.

Ornegin, Yij ~ N(Bi,oz), j=1..nji=1..d farkli B ortalamali fakat ayni varyansh d
tane gruptan alinmig gézlemler olsun. Bu model, y=(y;;...¥1s,--Ya1--Yar,) V€ Vveri
matrisi X =k5§'(1n1...1n ) ile regresyon modelinin 6zel durumudur. Burada 1m m

boyutlu, 1'lerden olusan vektérdir. Modelde (B, o°) icin onsel dagiimlar

tamamlanir. /ler, i =1...d arasinda énsel bagimsizlik oldugu dustnulebilir. Eger d

grubun benzer 6zellikleri varsa, makul bir alternatif ortalamanin, ortalamalardan
olusan bir kitleden cekildigi dugtnulebilir. Bu kitle hipotetiktir ve homojen oldugu

varsayilir. Burada ele alinan kitlenin normal bir kitle oldugu varsayildiginda, B;...8;

N(u,7%)'den alinmig bir 6rneklem olur. Modelde (u,72) igin 6nsel dagiimla
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tanimlanir. Modelde ele alinan &nsellerin timd hiyerargik bir yapida asagida

verilmigtir:
Birinci asama : B u,t ~ NQyu,v21,)
lkinci agama : U ~ N(bg, Bo)

02 ~Fy ve 12 ~ F,

F, ve F, bagimsiz dagilimlardir. Model parametreleri (B, pu,02,7%) icin bilegik

6nsel yodunluk fonksiyonu su sekilde yazilabilir:

P(B,u,62,7%) = p(B | u,7*)p(1) p(6?)p(r?) (2.19)

Esitlik (2.19)da verilen 6nsel dagihm iki agamada verilmistir. Bu model pekgok
farkli durum igin genellestirilebilir. Normal regresyon modeli icin genellestirme
Lindley ve Smith (1972) tarafindan asagidaki gibi verilmigtir (Gamerman, 1997):

Y| B¢ ~ N(X18,67'1,)
Bi! By ~ N(X,B,,C)
By ~ N(b,B)

¢ ~ Gamma(ng/2,nq08 12) (2.20)

Yukaridaki modelde énsel iki agamada verilmistir. Probleme bagl olarak modelin
uygun agiklamasini yapabilmek i¢in daha ¢ok asama gerekebilir. Yeni eklenen
denklemlerle bicim degismeden kalir.

Bjl|Bjw1~N(X;11Bj41,C)
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Genelde agsama sayisi arttikga, dagilimlari belilemek de zorlagir. Nadiren,
modellerin lgten fazla agamasi vardir ve zaten yaygin bir disiince de ylksek
agamadaki 6nsellerin fazla bilgi icermedigidir.

Esitlik (2.20)'de verilen C ve B matrislerinin bilinen matrisier oldugu varsayilmistir.
Bu varsayim genelde mantikli bir varsayim degildir. C ve B varyanslari olabilirli§in
sagilimina goére énsel dagihmin sagilimini verir. Dolayisiyla analizler hala C ve B
matrislerinin degeri tzerinde kosullu kalirlar. Bu iki matrisin bilinmedig§i durumda
yapilacak iglemler Gamerman ve Migon tarafindan (1993)'da verilmistir.

Asagidaki iglemler kolay anlagilmasi igin iki asamali model (zerinde
yogunlagsmigtir. Fakat k-agsamali modeller i¢in de ayni sekilde uygulanabilir.
Belirtiimesi gereken ilk nokta problemdeki bitiin degdigkenlerin asagida verilen
bilesik dagilim yapisina etkisidir.

p(3,B1,B82.9) = p(y | B1,9)p(B1 | B2)p(B2) p(9)

Modelin hiyerarsik karakteri kogullu yapilar belirlemede olduk¢a basarilir. Ancak,
hesaplamalar hala kolay degildir ve B4 ve ¢'nin marjinal sonsal dagihimlarinin elde
edilmesi ¢ogu kez mimkin degildir. Kass ve Steffey (1989), George, Markov ve
Smith (1993) caligmalarinda hiyerargik modellerdeki bu sorunlari incelemiglerdir.
Albert (1996) birinci agama 6nsel dagilim igin diger eslenik olmayan durumlarin
kullaniimasinin mimkin olup olmadigini tartismistir. Hiyerargik modellerin daha
genis bir uzantisi ise, Albert (1998) tarafindan incelenmistir (Gamerman, 1997).
Esitlik (2.20)de tanimlanan iki asamali regresyon modeli ve genel dogrusal
modeller, genel dogrusal hiyerargik modellere ulagmak igin kullanilabilir.

yili ~ EF(i;), i=1l.n

n=X1b

Bi| Bz ~ N(X28,,C)

By~ NGB (2.21)
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Burada n=(n..n,) ve n;=g(y;), i=1..n olup, EF ile ifade edilen dagilimin

normal oldugu digtndlirse, model 2.20 elde edilir.
2.5 Dinamik Modeller

Zamana goére degisen parametreli, zaman serisi modellemesi ve regresyona
uygun biyiik bir modeller sinifi ilk kez Harrison ve Stevens (1976) tarafindan
verilmigtir ve geligtirilen bu modeller West ve Harrison (1997) caligmalarinda
ayrintih olarak anlatilmigtir. Dinamik modeller gézlem denklemi ve sistem denklemi
olmak zere iki denklem ile agagidaki sekilde tanimlanir:

Y =FB +&, g ~ N©0,0%) (2.22)
B: =GBy +w;, w; ~ N(O,W;) (2.23)

Burada @, nx1 boyutlu slire¢ parameter vektori;
Fi, tzamaninda bilinen nx1 boyutlu bagimsiz degiskenler vektérd;
G, nxn boyutlu sabit gegis (sistem) matrisi;

g ve w siraslyla sifir ortalamali ve degerleri t noktasinda bilinen 6,2 ve W;

varyansli normal dagilima sahip rasgele degiskenler;
V1, t noktasinda siirecin gézlemidir.

Ayrintilart West ve Harrison (1997)’ de verilen dinamik dogrusal modeler agagdidaki

ozellikler ile tanimlanir:

e Parametrik bir model yapisina sahiptirler,

¢ Her t noktasinda parametreler ve gdézlemlere iligkin olasiliksal bilgiler (6nsel
ve sonsal dadihimilar) vardr,

e Parametrelerin zaman boyunca geligimini agiklayan ardigik bir model
yapisina sahiptirler,

o Ongériiler olasilik dagilimlar bigiminde elde edilirler (Ergtin, 1995).
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Dinamik dogrusal model, nitel ve nicel bilgilerin birlestiriimesiyle gok boyutlu
parametreli énsel dagilimin belirlenmesi igin glzel bir érnektir. Sistem denklemi
parametreler arasindaki iliski hakkinda nitel bilgi saglar. Nicel bilgi ise, B+'in dnsel
dagiimindan ve W; degisim hatalarindan elde edilir. Onsel dagilimin tam tanimi bu
iki bilginin birlegsimiyle ortaya ¢ikar.

En basit zaman serisi modeli birinci dereceden modeldir. Bu model literatiirde
durgun (steady) model olarak adlandirilir ve agagdidaki sekilde tanimlanir:

Y, =P, +&, g ~ N(0,62)

By = Br—1+w, w; ~ N(O,W;)

Burada sistem denklemi basit bir rasgele yiriiyls modelidir. Durgun model, birinci
derece serinin zaman trendini gésteren diiz fonksiyona Taylor serisi yaklagimi
olarak da diigtinilebilir. Bu model stok kontroldi, Gretim plani ve finansal veri analizi
icin uygundur. Gézlem ve sistem varyansi zaman iginde degisebilir. Bu da sistemin
degiskenligini agiklamada biiyik bir caligma alani saglar.

Dogrusal biyime modeli, zamana gére degisen serinin bilyime diizeyini gésteren

fazladan bir B, parametresi oldugu icin daha ugrastiricidir. Dogrusal biiylime

modeli agadidaki denklemlerle tanimlanir:

Y, = B +&, & ~ N(0,07)
B = B+ By
Bay=Bos1+ways wy = (W, wy,) ~ N(OW,)

Bu modelde F=(1,0) ve

G, = [(1) i] bigiminde yazilabilir.
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Fi ve Gi'nin seg¢imi istenen modele ve tanimlanmak istenen serinin dogasina gére
yapilir. Modelin tam 6Iarak belirlenmis olmasi igin, Esitlik (2.22) ve (2.23)'deki 0,2
ve W; varyanslarinin tam olarak tanimlanmasi gerekir. Genelde zamana gére
degismez olduklari farz edilir ve 0,2 uygulamaya giren Wyden daha biyiik kabul

edilir. Kesin ¢ikarsamalarda ise, W; ¢ogu kez bilinmez ve tahmin edilmesi gerekir.
Bu durum iglemleri imkansizlagtirir. Bu durumdan korunmak igin, ©6znel iskonto

faktérinin kullaniimasi énerilir (West ve Harrison, 1997).
2.5.1 Ardigik Cikarsama

Dinamik modellerin temel gbruglerinden biri, herhangi bir t zamaninda
clkarsamalarin Bi|yt 'nin dagihmina dayandiriimasidir. Ardigik gikarsamada bilgiler
zaman iginde yenilenir. Burada G¢ temel islem yer alir; gelisme; tahmin ve
giincelleme. Tanimlanan siraya gére asagidaki igslemler verilmistir:

t-1 zamaninda B'nin sonsal dagiliminin  B,_; |y ! ~ N(m_j.c,;) oldugunu
dusinelim. Sistem denklemi B, | B,_; ~ N(G;B;_1,w;) olarak yazilabilir. Sistem

denkleminden, t noktasinda p’'nin énsel dagilimi asagidaki bigimde elde edilir:
B!y ~ N(a,R) (2.24)

Burada, g, =G,m,_; ve R, =G,C,1G;+w, dir. Modelden bir adim ileri 6ngéri

dagiimi agagidadir:

¥ 1Y~ N(£,.0) (2.25)
Burada f, = F/a, ve Q, = FR,F, +oZdir.

t noktasinda y; degeri elde edildiginde, Bayes teoremi ile model parametresi 8
hakkindaki bilgiler agagidaki sekilde giincellestirilir.
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p(B; 1Y) = p(B: | 1,y a3, | BBy | '™
Gincellenen sonsal dagilim asagida verilmigtir:

B 1y ~ N(m,,Cp) (2.26)
Burada m, =a, + Aje, ve C, =R, — A AQ, ve A, =RF,/Q; ve ¢, =y, + f, dir.

Bu béliimde Bayesci yaklagimla ilgili bazi temel bilgilere yer verilmis, modelleme
calismalarinda sik¢a kullanilan bazi modeller ve bu modellerde karsilagilan
sorunlar incelenmigtir. Izleyen bélimde sayisal ¢dziimleme esasli modelleme

calismalar tanitilacaktir.
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3. BAYESCI GRAFIK MODELLEME

3.1 Girig

Bu bélimde, analitik yollarin yetersiz olduju durumlarda kullanilan Bayesci
ybntemler ele alinacak ve Bolim 2'de de zaman zaman irdelenen parametre
boyutunun artmasi ile ortaya ¢ikan sorunlarin, son yillarda gelistirilen bu
ybntemlerle nasil ¢géziimlenegi agiklanacaktir.

Cok genis bir yelpaze iceren bu bélimde, Grafik modeller ve bu modellerle ilgili
bazi uygulamalar Kesim 3.2'de verilecektir. Analitik yaklagimlara bir alternatif olan
Monte Carlo Markov Zinciri similasyonu ise Kesim 3.3'te anlatilacaktir. Gibbs
orneklemesi Kesim 3.5 ve tez ¢alismasinin uygulama béliminde kulianilan BUGS
istatistik paketi ise Kesim 3.6'da kisaca tanitilacaktir.

3.2 Bayesci Grafik Modellerin Tanitimi

Modern uygulamali istatistik son yillarda bir¢gok alanda ileri diizeyli kavramsal ve

hesapsal araglar kullanmaktadir. Bu alanlar;

(a) Genellestiriimis dogrusal modellerin bir uzantisi olan ve daha karmagik
bagimliik yapilarint iceren modellerin ele alinmasi (6rnegdin hiyerarsik
modeller, dinamik dogrusal modeller veya yapay sinir agdlari),

(b) Gézlenen ve gézlenmeyen miktarlar igin olasilik modelleri inga eden Bayesci
ydntemlerin kullanilmasi ve ardindan verilerin 15131 altinda bu miktarlara iligkin
kosullu olasilik dagilimlari hakkinda ¢ikarsamalar yapilmasi,

(c) Bayesci ve olabilirik temelli yaklagimlarin her ikisini de MCMC (simiilasyon
temelli) yéntemleriyle birlikte kullanarak sayisal integrallerin uygulanmasi ve

(d) Cok yogun kullaniimamakla beraber, bir modelin kogullu bagimsizlik yapisinin

bir gésterimsel sunumu olan grafiklerin kullaniimasidir.
Tez calismasinin amaci, yukarida belirtilen dért ¢aligma alaninin Bayesci grafik

modelleme basghdi altinda nasil bir araya getirildigini arastirmak; parametre ve
gozlemler icin kosullu badimsizlik varsayimlarinin varligini incelemek ve genel
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olarak MCMC metotlarina dayali bir hesaplama stratejisinin nasil igledigini
arasgtirmaktir.

Bu dért alanin bir araya getirilmesi yeni bir dustince degildir. Grafiksel sunumlar
kullanilarak olasiliklarin verimli olarak hesaplanabilmesi igin  y&ntemler son
yillarda geligtirilmistir. Lauritzen ve Spiegelhalter (1988), Lauritzen ve Wermuth
(1989), Pearl (1988), Lange (1992) ve Gilks (1993) caligmalari bu bakisg agisina
yonelik 6n adimlardir. Gilks'in (1994) BUGS projesi de bu yakinsamaya dayalidir.
Burada ele alinan herbir alan kendi iginde ¢ok genis bir literatire sahip
oldugundan, bu calismada sadece temel ve 6nemli olan kaynaklar verilecektir.
Her bir makalede ele alinan problem kisaca asa@idaki gibi tanimlanabilir.
Calismalarda bagimlilik yapisi grafiksel olarak sunulan g¢ok boyutlu  dagilimiar
sOzkonusudur ve ¢alismalarin odak noktasi, saglanabilen tim bilgiye dayali olarak
rastlanti degigkenlerinin bilesik dagiiminin ya da marjinal dadilimlarinin elde
edilmesidir. Burada temel fikir, olasiliklari verimli olarak kogullamak i¢in grafigin
topolojisini kullanmaktir. Tipik olarak bu grafiksel sunuma “ad” da denilebilir. Buna
gore “ag”, rastlanti degiskenlerini gésteren duglimlerin ve bu digtmleri birbirine
baglayan ayntlarin buttintudir. Grafiksel modeller bir istatistiksel modele temel
teskil eden kosullu bagimsizlik varsayimlarini gekilsel olarak temsil ederler ve l¢
onemli fonksiyonu yerine getirirler. Burada birinci fonksiyon, modelin nitel, cebirsel
olmayan esaslarinin ulagilabilir bir taniminin elde edilebilmesi; ikicisi, daha ileri
kosullu bagimsizlik ifadelerini kanitlamak igin bigimsel bir temelin elde edilmesi ve
tiglinclisti, c¢ikarsama problemlerine hesaplanabilir ¢6ziimlerle dogrudan bir
baglantinin saglanabilmesidir. O halde bir grafik model, basit olarak kosullu
bagimsiziik varsayimlarini temsil eden bir aragtir. Oyle ki, David (1979)a gore,
modele iligkin 6zellikler kosullu bagimsizlik aksiyomlar yerine grafik modellerie
tanitlanabilir (Pearl, 1988). Bununla birlikte, nitel varsayimlarin etkileyici bir gorsel
sunumunu saglamanin bazi avantajlari da vardir. Bu sayede, istatistiksel modelin
yapisi ve anlami matematiksel ifadelere gerek kalmadan tartigilabilir ve

anlatilabilir.

Bir grafik modelde, her bir rastgele miktar bir digimle gdsterilir ve bu digumler
birbirine yonli veya y6nsiiz baglarla baglanir. Bu gibi baglarin varligi/yoklugu
kosullu bagimsizlik varsayimlarini gdsterir ve grafik timiyle y6nld veya karigik
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(zincir) olabilir. Bu kesimde, grafik modellerin kisa ve teorik olmayan bir
incelemesi yapilacaktir. Daha detayli bilgi i¢in Lauritzen (1989), Whittaker (1990)
ve Frydenberg (1990) calismalarindan yararlanilabilir.

Grafik modellere iligkin bazi érnekler asagidaki sekillerle verilmigtir:

e e YL R T T 2

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

{a) Yénlendiriimemig (b} Yénlendirilmig (c) Zincir
Sekil 3.1: Farkli Grafik Modeller

Burada V, bir grafigin digtmleriyle temsil edilen bir rastgele miktarlar kiimesi
olsun. Sekil 3.1'de gosterilen 3 farkli grafigin her biri V'nin dgelerini ilgilendiren
kosullu bagimsizhk varsayimlarinin bir kimesini temsil ediyor olarak
yorumlanabilir. Burada ilgilenilen konu, V'de yer alan rastlanti degigkenlerinin
carpanlara ayrilmig biciminin ve dolayisiyla bilegik dadihimin ayrigtirilarak
tanimlanmasidir.  Sekil 3.1’de (a) ile tanimlanan grafik, yénsiiz grafik olarak
adlandinlir. Literatirde yénsuz grafikler, Gaussian dagihimlarda veya logaritmik-
dogrusal modellerin kullanildig1 ¢ok degdigkenli analizlerde ilk kez ortaya ¢ikmigtir
(Whittaker, 1990). Burada elde edilen ydnsiiz baglantilar, grafigin en yakin
komsular arasindaki birlesimleri ve korelasyonlarn temsil etmektedir. Bu grafidi, V
degisken kiimesi ile ilgili farkli kosullu bagimsizlik varsayimlarini géstermek igin
kullanabiliriz. Ornegin : “yerel Markov ézelligine gére, grafikte en yakin komsular
verilen bir digim, diger tim diagumlerden bagimsizdir (Bu o6zellik, Gibbs
orneklemesi uygulanirken Markov 6zelliklerinin  kismen uygun oldudunu
gostermektedir). Bundan dolay! Sekil 3.1(a)’da A, B ve C’ye kosullu olarak D’den
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bagimsiz kabul edilmektedir ve Dawid (1990) notasyonuyla agagidaki sekilde ifade
edilmektedir (Spielgelhalter ve arkadaslari, 1996):

A1 D\B,C

Burada L1, bagimsizlik (diklik) ifadesi i¢in kullaniimigtir. Bilegik olasiik yogunluk
fonksiyonu p(V)'nin her yerde pozitif olmasi saglandiginda, yerel Markov 6zelligi,
hem kosullu bagimsizligin diger olas| grafik yorumlarina, hem de p(V)'in agagidaki
carpanlara ayriimig haline denktir. Eger C, tam baglantili alt grafikler kiimesi olarak
tanimlanirsa, bu durumda;

p(V) = Tl¢c(vc)

Cec

elde edilir. Bu nedenle grafik, bilesik dadilimin timd birlestiriimis olan diugim

gruplan tzerinde taniml, tek olmayan ¢-(v.) terimlerine béliinebildigi bir “Markov

Sahas!” tanimlanmistir. Buna gére, Sekil 3.1(a)’'dan asagidaki fakitrizasyon elde

edilmigtir:
p(V) = ¢(A, B)p(B, D)p(A,C)¢(C, D)

Yonlu grafikler, Sekil 3.1(b)de verilmigtir. Bu grafikler, aj analizinde yillardir
kullaniimakta olup, yakin gegmiste “olasiliksal uzman sistemler” baghdinda genis
olarak yer alnmistir (Pearl, 1988; Lauritzen ve Spiegelhalter, 1988).

Zincir Grafikleri ise, Sekil 3.1(c)de yer almigtir. Bilegsik dagihmin tanimi igin
kullanilan bu tir bir grafik, dénglisel olmayan bir grafik adini da alir. Bir diger ifade
ile grafikte yénlQ daireler (déngtler) bulunmamaktadir. Bu; “aile”, “torun®, “ata” gibi
soyadaciyla birlesime taniklik yapan belirli terimlerin yorumlanmasini saglar.
Dénglisel olmayan grafikle ilgili bir diger érnek, Sekil 3.2'de verilmigtir.
S
Grafiklerde gosterilen kosullu bagimsizlik varsayimlari, etki ailesi bilinen herhgﬁf@g&:‘?”Y
bir ‘v’ d0giminun, atalari olmayan dider tim digimlerden badimsiz g@ﬁ%’u
@’;\A’
o
£

¢ P
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gbsteren “yerel bir Markov 6zelligi” ile tam olarak agiklanmaktadir. Ornegin, Sekil
3.1(b)deki bu durum agagidaki ifade ile belirtiimigtir:

D11l AC,B

Buna gére, bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki bigimde pargalanarak
ifade edilebilir:

p(V)= [l p(v\v'nin ailesi) (3.1)
vev

Esitlik (3.1)'e iligkin daha genel bir ifade agsadidaki gibi elde edilir:

p(V) =TI p(A; | A,'nin  ailesi) (3.2)
t

Bu grafiklerde yer alan dogrudan veya dogrudan olmayan baglar, nihai agsamada
birlesirler ve bu nedenle bu grafikler, sosyal bilimlerde yer alan énemli hipotez
modellemelerinde potansiyel bir kullanima sahiptirler.

Burada A, ailesine mensup olan herhangi bir u'dan, A/nin bir dégesine yonlii bir

baglanti varsa, modeldeki her bir blok, yénli déngisel olmayan (acyclic) bir
grafikte tek bir digimmaus gibi gérilebilir. Bu durumda Esitlik (3.2)'deki herbir blok
asagidaki sekilde ifade edilebilir:

P(A; | A'nin ailesil= T1¢c(ve) (3.3)
CeC,

Sonugta, bilegik dagilim i¢in agagidaki carpanlara ayrilmig ifade elde edilir:
p(v)=p(A) p(B) p(C,D/A,B)

Burada, P(C,D/A,B)=¢(A,B)o(B,D)0(A,C)¢6(C,D) olarak yazilabilir. Y&nlendirilmis
dongtisel olmayan grafik modele iligkin lkinci bir 8rnek ise Sekil 3.2'de verilmistir:
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Sekil 3.2: Yénlendirilmig Déngiisel Olmayan Grafik

Bitun baglantilarin yénlendirildidi ve higbir déngliye izin verilmeyen yoénlendirilmis
déngusel olmayan grafikte yer alan ve diugimlerle temsil edilen A, B, C, D ve E
rastgele miktarlan Sekil 3.2'de goérllmektedir. Burada, A ve B biylkanne ve
biliyilkbaba; C ve D bunlarin gocuklari ve E' de, C'nin ¢ocugunun genleridir.
Genetik benzesim dogal olarak c¢ocuklar, atalar ve torunlar gibi terimlerin belirli
kullanimini saglar ve yonlendirilmig baglantilar Mendel'in kendi standart kalitim
yasalarinin bir kisinin genetik &zelliklerinin sadece ailesininkilere dayandirildidi
nitel bakis agilarini géstermektedir. Bundan dolayi eger bir kiginin ailesinin genleri
tamamiyla biliniyorsa, o kisi bir torun olmadik¢a bagka higbir sey o kisinin genleri
hakkinda herhangi bir bilgi vermeyecektir. Buna gére, bilinmeyen miktar ‘v’ ile ilgili
olasiliksal bir yapi incelendiginde, bu degdigkeni temsil eden bir dugimin ailesi
sayet biliniyorsa bu durumda bu digumin diger tiim torun olmayanlardan kosullu
olarak bagimsiz olacagini yorumlamak en dogal bakis agisi olacaktir. Bu basit
yorumun blyik bir giici oldugu ortaya cikmaktadir. llk olarak David tarafindan
1979 yilinda bu duglince bir grup kosullu bagimsizlik aksiyomlarina uygulanmigtir
(Spielgelhalter, 1998). Buna goére, Sekil 3.2'den EL(A, B, D)/C oldugunu
gorebiliriz. Burada L kosullu bagimsizlik anlamindadir ve bu ifade E digiminin
C'nin varlig! altinda A,B ve C'den bagimsiz oldugunu ifade etmektedir. Burada
kullanilan kogullu bagimsizliklari okuma kurallari Pearl (1988) ve Lauritzen (1990)
tarafindan tiretilmigtir. Bu durumda Sekil 3.2'de verilen modele iligkin bilesik
dagiim grafikteki yerel bagimliliklari tanimlayan bir dizi terimin garpimi olarak
asagidaki sekilde ifade edilebilir:

P(A,B,C,D,E) = P(A).P(B).P(C\A,B).P(D\A,B).P(E\C)
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Bilesik dagiimin bu sekilde ifade edilebilmesi MCMC metotlarinin kullaniminda
son derece yararl olacaktir.

Bu calismada ele alinan grafik modeller Bayesci idolojiyi benimseyen ve kullanan
grafik modeller oimasina ragmen, klasik grafik modeller de mevcuttur. lzleyen alt
kesimde klasik grafik modellerine iliskin kisa bir literatlir bilgisine yer verilecektir.
Burada yer alan kaynaklar Spiegelhalter (1998) calismasinda bahsedilen
caligmalardir.

3.2.1 Klasik Grafiksel Modeller

Klasik yo6nlendirilmis grafiklerin, gdzlemlenebilir rastgele miktarlarin bagimhhk
yapilarini resmetmede kullanimi ilk olarak Path analizi diyagramlarina dayanir. Bu
grafiklerin yapisal modellerin yorumlanmasinda uzun bir ge¢gmisi vardir. En son
gelismeler ise, degiskenler arasindaki yénlendiriimemis birlegimlerin incelendigi
yonlendiriimemis grafiklerde (Whittaker, 1990) ve yonlendiriimis ve
yonlendiriimemis baglantilarin karigimindan olusan zincir grafiklerde (Frydenberg,
1990; Lauritzen ve Wermuth, 1990) yogunlagmigtir. Bu modellerde de burada
incelenen  kosullu bagimsizlik yorumlamalarn vardir. Burada geleneksel bir
yaklasim olan en ¢ok olabilirlik yéntemi ile modeller tahmin edilmekte ve segenek
yapilar olabilirlik orani testleri ile karsilagtirimaktadir. Klasik yaklagima iligkin en
son geligmeler igin Lauritzen (1986)'da verilmigtir. Olasiliksal uzman sistemleri de,
Bayesci aglar olarak bilinen yénlendiriimis grafik gésterimini degiskenler igin
kullanmiglardir (Pearl, 1988; Lauritzen ve Spiegelhalter, 1988). Burada amag
mevcut gdzlemlerden yola ¢ikarak gézlemlenmemis miktarlarin kosullu olasilik
dagilimini hesaplamaktir. Pearl (1988) calismasi birgok hayati gelismeye ve
anlayisa yol agmistir. Bu gelismeler, grafik Uzerinde yerel hesaplamalara
dayanarak kosullu olasiliklarin bulunmasi igin geligtirilen teknikleri, bir model
belirlemek ve bu model {zerinde gikarsamalar yapmak amaciyla kod geligtirmek
icin basit bir grafik arabirimi kullanmayi ve son olarak kosullu olasilik dadilimlarinin
parametrelerinin de modeldeki digimler olabildiginin anlagiimasi g¢aligmalarini
kapsamaktadir.
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3.2.2 Bayesci Grafik Modelleri

Ikinci bélimde belirtildigi gibi, Bayesci yaklagim, batin bilinmeyen miktarlarin
rastlanti degiskenleri olarak kabul edilmesi ilkesine dayanir. Bu nedenle, Bayesci
grafik modellerinde potansiyel degiskenler ve gdzlemlenebilir miktarlar gibi
parametrelerin de grafikte dlglmler olarak yer almasi dogal bir adimdir. Birgok
aragtirmaci, bu gdsterimi karmagik problemlerin ¢6zUm{ igin benimsemistir.
Hiyerarsik modeller i¢in Lange (1992), log-lineer modeller icin Madigan ve York
(1994), Kalman filtresi igin Normand ve Tritchler (1992), model tanimlama ve
cikarsama problemleri icin Spiegelhalter (1998), élcim hatasi igeren problemleri
icin Richardson ve Gilks (1993) cok degiskenli zaman dizileri igin Queen ve Smith
(1993), uzaysal haritalama modelleri i¢in Bernardinelli ve arkadaslari (1997),
durum-kontrol g¢aligmalar igin Breslow (1996), parametrik olmayan riziko
regresyonu icin Arjas ve Liu (1996) cok tepeli dagilimlarda érnekleme galigmalari
icin Abraham ve Haines (1999) bu duruma 6rnek c¢aligmalar olarak verilebilir.
Gilks ve arkadaglari, 1996'daki caligmasinda problemin yapisini agiklamak igin
Bayesci grafikleri kullanmigtir. Buntine (1994) calismasinda, yapay sinir aglarini da
kapsayan bir¢cok standart istatistiksel model i¢in grafiksel yorumlar agiklamigtir.

Baglangigta, standart bir Bayesci analizin grafik kuramina ne ekledigi agik
olmayabilir. Herhangi bir model grafik ile g&sterilebilir. Ancak Bayesci yaklagim ile,
kosullu bagimsizlik varsayimlarinin yapisi daha kolay bir sekilde
¢6zimlenebilmekte ve dolayisiyla biyilk bir denklem kiimesine bagvurmadan
sonuca daha kolay ulasilabilmektedir. Bu baglamda, yerel hesaplama metoduna
dogrudan baglant! kurulabilir. Dinamik dogrusal modeller i¢in grafik modelin nasil
kurulacagi bir &érnek olarak izleyen kesimde kisaca verilecektir.

3.2.2.1 Dinamik Dogrusal Modelin Grafiksel Sunumu
Bir Bayes agi, yonli baglantilan nedensel etkiyi gésteren bir dairesel grafiktir.
Bayes aginin amagclari, bir rastlanti degigkenleri kiimesine bagimliliklarin

kavramsal bir portresini sunmak ve grafikteki kosullu olasiliklarin glincellenmesi
icin belirli bir metot saglamaktir. Burada, Bayesci dinamik dogrusal model grafik
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yardimiyla kavramsal olarak agiklanacaktir. Kesim 2.5'te ayrintili bir sekilde
tanitilan model, asagida verilmistir:

Gozlem Denklemi :y, = F', ,Bt +&

Sistem Denklemi : B =GB, _ +w,

Burada, t=1,2,..,T icin w; ~N(O,W;) &~N(0,62) ve wi, &'den bagimsizdir. Bitln
t>0'lar igin, 0%, Fi, Y: ve G; de@erlerinin bilindigi varsayllmistir. B; parametreleri
cikarsamalarin ilgi merkezleridir. Yukarida tanimlanan sistemin, asagida belirtilen
Cr rastlanti degiskenlerinin bir kiimesi oldugu dugtndlebilir:

Cr={{Bo>B1}, {B1> Y1},
Bo2PB1} s Bra2Br L {Br>Yr})

Burada elde edilen bu tanimlama dinamik modelin kosullu bagimsizlik yapisinin
anlagiimasinda énemli bir noktadir. Buna gére, dinamik dogrusal modelin grafiksel
gosterimi Sekil 3.3'deki gibi elde edilir.
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Sekil 3.3: Dinamik Dogrusal Modelin Grafiksel Sunumu

Benzer olarak Bi1'i Bi'ye baglayan baglanti da sistem denkleminden elde edilir.
Sistem denklemi asagidaki sekilde formiile edilebilir:

1 Y., - o
P(B;\ ﬂt—l) = (TE—;) |Wt| 1/2exp{——;—(ﬂ, ~GB1) W; l(ﬂt - Gtﬂt—l)}

Kok digume iligkin dagilim ise agagidaki gibi verilmigtir:
- 1 -
(B = QB P 0|2 exp) 3 By~ o) 5B =) |

Burada grafiksel olarak incelenen model igin tahmin ve &ngdriler yapilabilir.
Normand ve Tritchiler (1992) calismalarinda dinamik model parametrelere iligkin
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bu sonsal tahminlerin ve gbézlemlere iligkin 6éngérilerin nasil elde edildigini
incelemiglerdir. Ancak yazarlarin kullandiklari yaklasim tez c¢alismasinin
hedefledidi noktadan uzak oldugu i¢in burada veriimemigtir.

3.3 Bayesci Grafik Modellerinde Gikarsamalar

Bayesci grafik modellerde ¢ikarsamada oncelikle modelin tasarlanmasi gerekir.
Ardindan hesaplama agamasina gegilir. Hesaplama asamasinda analitik ya da
benzetim tabanli ydntemlere bagvurulur.

3.3.1 Model Kurma

Burada genel yaklasim, butlin miktarlar arasindaki nitel iligkileri bir grafik ile

gbstermek ve sonra da ailesi verilen her bir digimun kosullu dagilimlarini elde
etmektir. Bu islem, bilesik dagilimi elde edilmesi igin gerekli terimleri saglar.

=

age] vear k

district |

Sekil 3.4: Ornek Bir Bayesci Grafiksel Model

Birgok istatistiksel érnekte, ele alinan modelin incelenmesi ve modelin dizeltimesi
hayati bir bilegsen olmasina ragmen, genellikle, grafigin yapisinin sadlam bir bilgiye
dayandigi seklinde bir 6n kabul vardir. Model yapisi hakkinda kararsizlik oldudu
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durumlarda arastirmacilarin bagvurabilecedi bircok model secimi teknigi
bulunmaktadir ve bunlara iligkin adimlar Buntine (1994) calismasinda verilmistir.
Bazi durumlarda belirgin bir modelin segilmesine yénelik olarak belirgin bir ihtiya¢
yoktur. Bu gibi durumlarda, Bayes fakidrlerinin segenek grafik modellerin
ortalamasinin alinmasinda nasil kullanilabilecedi Madigan ve Raftery (1994)da
gosterilmigtir (Spielgelhalter, 1998)..

Bayesci grafik modelde tim miktarlara iligkin bilesik dadilimin belirlenmesinden
sonra, V kiimesi, X ve 0 olarak ikiye boélinebilir. Burada X, veri olarak gozlenen
miktarlar olup; 6=64,0,....,6p’'da kalan kismidir. Cikarsama agamasinda problem,
verilen bir X i¢in, Q'nun tek tek bilegenlerinin ve belli fonksiyonlarinin kosullu
olasilik dagihminin nasil hesaplanacaginin belilenmesidir. 6 ¢codu zaman grafigin
tstiinde ve altinda yer aldigindan, bilesik dagilim carpanlari, 8'nin 6nsel dagilimi
(p(8)) ve p(X/0) olabilirligi olarak ikiye ayrilir. Bu nedenle agadida verilen sonsal
dagilimi elde etmek igin Kesim 2.2'de verilen Bayes Teoremi'nin kullanmasi
gerekir.

P(6\x) & p(x\6) p(6)

Burada p(6\x), bilesik sonsal dagihm olup; marjinal dagiimlar agagidaki integral

yardimiyla elde edilir:

PO\ x) = [ p(6\ x)d6,d6,..d6; _1d0y,;...d6,,.

Burada arastirmacilarin karsisina gikan en énemli sorun, €'nin gok yliksek boyutlu
olmasidir. Cikarsama igin herbir bilesenin yukaridaki sekilde tek tek marjinal
dagilimlarina ulagsmak ve elde edilen bu dagihimlardan bilgiye inmek gogu zaman
sikintili bir stirec gerektirmektedir. Bu tlr zor integral problemleri igin birgok teknik
kullaniimaktadir. Genel olarak Bayesci yaklasimda bilesik sonsal ve marjinal
sonsal dagilimlara ulagmada birgok hesaplama yéntemi mevcuttur. Bunlar,

¢ Tam Cikarsamalar,

e Analitik Yaklagimlar ve

¢ Simulasyon Tabanl Gézimlemelerdir.
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Tam c¢ikarsamalarda, basit olabilirlikler ve standart eslenik analizlerle, kapal
formda g¢oztmlere ulagiimanin mimkin olacagdi séylenebilir. Ornegin, olasiliksal
uzman sistemler baglami iginde, gbzlemlenebilen X'ler genellikle kesiklidir ve
Q'nin elemanlari da multinomial dagilimh parametrelerdir. Bu durumda tim
bilgilerin gézlemlenmesi ve bagimsiz Dirichlet dagilimlarinin éncelik olarak kabul
edilmesi sartinda basit ¢dzlimlerin var olabilecedi Lauritzen ve Spiegelhalter
(1988) calismasinda gdsterilmistir. Benzer bir tam g¢ikarsamaya dayall hesaplama
yéntemi, eslenik baglamlari normal olabilirlik fonksiyonlari igin Lindley ve Smith
(1972) caligmasinda; Kalman filtresi modelleri i¢in ise, Normand ve Tritchler
(1992)'da  gorilebilir (Spielgelhalter, 1998). Ancak tam c¢ikarsamaya dayali
hesaplamalarin gergek uygulamalarda ¢ok kullanish olmadigi s6ylenebilir. Bunun
bir nedeni, uygulamalarda daha karmagik model yapilarinin kargiya ¢ikmasi ve
Kesim 2.3'te de belirtildigi gibi, eslenik analizlerin her zaman uygulanamaz
olmasidir.

Bu nedenle, Bayesci ¢ikarsama icin esas olarak iki tiir ¢géziimlemenin s6z konusu
oldugu sdylenebilir. Bunlar, analitik ¢béziimlemeler ve benzetim tabanli sayisal
¢bziimlemelerdir. Analitik yaklagimla ilgili, zellikle hiyerarsik model siniflarini ele
almaya yarayan birgok ¢alisma mevcuttur (Gelman ve arkadasglari, 1992). Analitik
¢6zimleme her zaman oncelikle tercih edilmesi gereken bir yéntem olmalidir.
Ancak cogu kez elde edilen bilesik dadiimlarin karmasgik olmasi, istenen
sonuglara analitik olarak ulagiimasini zorlagtirmaktadir. Integral giiclikleri
nedeniyle, marjinal dagilimlara ulagilamamaktadir. Analitik yaklagimlarin éndntn
tikandigi bu durumlarda stokastik similasyonlara bagvurulabilir.

Bayesci grafik modellerde bilinmeyen parametre sayisi fazla iken, analitik
yaklagimlarla ulagilamayan sonuglara ulagmanin bir dier yolu simtlasyon tabanli
hesaplamalara bagvurmaktir. Tez caligmasinda Markov zinciri similasyonu
kullaniimistir. Bu nedenle bu yéntem Kesim 3.4'te tanitilacaktir.
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3.4 Markov Zinciri Similasyonu

Karmasik modellerde, sonsal dagilimlardan &rneklemin dogrudan elde edilmesi
cok zor oldugundan, model parametrelerine iligkin ¢cikarsama gigliikleri gogu kez
giindeme gelir. Dlslk boyutlu problemlerde, bazi &rnekleme tekniklerinin
kullaniimas! ya da marjinal tepe degderlerine iligkin yaklagik tahminlerin elde
edilmesi mimkiindir. Burada elde edilecek yaklagik tahminler igin herbir digimn
¢ok degiskenli normal ya da t dagilimina sahip oldudu varsayiimalidir (Gamerman,
1997). Ancak bu tir yakinsamaya dayall similasyonlar ¢ikarsama amaci igin ¢ok
uygun olmamaktadir. Buna karsin, yakinsayan bu dagilimdan g¢ekilecek bir
orneklem, hedef dadilimi sadlayacak bir Markov Zincirini igletmek igin uygun bir
baslangi¢ noktasi olarak kullanilabilir.

Karmasik integrallerin ¢6ziimlenmesinde similasyon bazli metotlarinin
kullaniminda son yillarda blyik bir artis gdzlenmektedir. Ozellikle Markov Zinciri
Monte Carlo (MCMC) ybntemleri en fazla kullanilan similasyon yé&ntemleri
olmustur (6rnedin Smith ve Roberts, 1993; Gilks ve arkadasglari, 1996a;
Gamerman, 1997; Richardson ve Robert, 1999; Han ve Carlin, 2000; Brooks,
Giudici ve Philippe, 2001). MCMC metotlarina bu ismin verilmesinin nedeni,
bilinmeyen miktarlar i¢in benzetiimis degerlerin er ge¢ duragan bir dagilimi (bu
istenilen sonsal dagilim) bir Markov Zinciri ile takip etmesidir.

En basit anlamda MCMC metodunda her bir bilinmeyen parametre igin baglangi¢
degerleri s6z konusudur ve kosullu olasilik dagihmindan her bir degigken sirayla
benzetilerek grafikte taranir. Benzetilmis her bir deder, eski degeri ile yer degistirir.
Bu islemde yeterli sayida iterasyonundan sonra, Markov Zinciri'nin duragan
dagilimina erigildigi varsayilir ve kar digumleri igin gelecekte benzetilecek
degerler izlenir.

Markov Zinciri Similasyonu ¢ok karmasik bir teknik olmasina ragmen, birgok
problemin (hiyerarsik modellerin sonsal dagilimlari da dahil olma Uzere)
¢6ziimiinde kolay ve glvenilir sonuglan vermektedir. Burada temel ilke teknigin
dogru bir gekilde uygulanmasidir.
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Markov zinciri similasyonundaki ana fikir, duragan bir dagilima yakinsayan
(6 uzayinda) bir rastgele yiriiyls benzetimi olusturmaktir. Buradaki duragan
dagilim p(@/y) bilesik sonsal dadilimidir. Galismada p(@/y) dagihmi ayrica

hedef dagilimi da olarak adlandirilacaktir.

Similasyonun yeterince uzun igletimi dagihimdan c¢ekilen érneklemin duragan
dagilima daha etkin bir sekilde yakinsamasini saglayacaktir. Bu nedenle iterasyon
sayisinin fazla alinmasi, dagilimdan elde edilecek &érneklemin hedef dagilima
yakinsamasini saglayacaktir. Sonug¢ olarak Markov Zinciri similasyon teknikleri
Bayesci sonsal dagilimlardan érneklemlerin gekilmesi igin kullanigh tekniklerdir.

Markov Zinciri Similasyon metotlari arasinda en ¢ok kullanilanlari agagidadir.
Bunlar:

e Metropolis algoritmasi ve

¢ Gibbs érneklemesidir.

Tez ¢aligmasinda sadece Gibbs 6rneklemesi ele alinmigtir. Burada bu teknigin
secilmesinin ana nedeni grafik modellerin kurulmasinda kullanilan BUGS istatistik
paketinin Gibbs 6rneklemesine dayali olmastdir. Kesim 3.5'te Gibbs érneklemesi
tanitilacaktir.

3.5 Gibbs Orneklemesi

Gibbs érneklemesi kavrami uzaktan algilama siireglerinden alinmig bir kavramdir.
Bu kavramda Gibbs s6zcigu 6rnekleme igin ilgili sonsal bir Gibbs dagilimidir.

Uzaktan algillama terminolojisine gére Gibbs dagilimi asagidaki sekilde

tanimlanmigtir:

F(Xqyeees X JOLEX —l-E(x X )]
19+ Xp P T 19+ Xp

Burada k : pozitif bir degismez,
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T : ligili sistemin sicaklig,
E : Sistemin enerjisi ve
x : Sistemdeki i. bilegen igin ilgili olunan bir karakterdir (i=1, 2, ..., n).

Buna gore x;, i. pargacigin pozisyonu, yodunlugu v.s. gibi tanimlamalar alabilir. E
enerji fonksiyonu, potansiyel fonksiyon V'nin bir toplami olarak belirtiimistir. Bu
toplamlar bélgesel 6zelliklere dayali bir olasilik tanimlanmasina yol agmaktadir. Bu
da bilegenler arasinda uzaysal etkilenmelerin modellemesinde ¢ok kullanighdir.

Geman ve Geman (1984), bu modelleme problemini &zellikle érnekleme semasi
ve Markov rastgele alanlari ile kargilagtirmak amaciyla ele almigtir. Geman ve
Geman'in &érnekleme plani, kismi tanimlanmay! kapsayan kosullu yapilari
kesfetmistir. Geman ve Geman'in galismasi ¢ok degerli bir calisgma olmasina
ragmen, iyi bir istatistik dergisinde yayinlanamamigtir. Bu nedenle Bayesci
problemlerin ¢bziimlemesinde bu metodun tanitiimasinda bir gecikme olmustur.
Gelfand ve Smith (1990), Geman ve Geman’'in kesfettigi bu érnekleme planin
istatistik camiasina ilk tanitan yazarlar olmustur. Bazi yazarlar, érnegin Robert
(1994), Gibbs érneklemesinin kullaniimasinin yanhishga (kavram agisindan) neden
olabilecegini savunmus ve adinin Bayesci érnekleme ile degistiriimesini 6nermistir.
Gelfand ve Smith (1990) calismasinda ayrica Gibbs &rnekleme plani ile veri
cogaltma algoritmalarini ve Sampling-Importance Resampling’i (Monte Carlo)
karsilagtirmigtir (Gelman ve arkadaslari, 1992). Grafik modellerle Gibbs érnekleme
arasindaki 6nemli baglanti kosullu bagimsiz ilkesidir. Grafik modeller ile Gibbs
orneklemesi arasindaki baglanti ilk kez Pearlin (1988) yapay zeka ile ilgili
calismasinda deginilmigtir.

Bir grafik modelde yer alan herhangi bir v digimi igin kosullu dagilim p(v/v'nin
ailesi) seklinde ifade edilebilir. Béylece v'nin érneklemesi yapilirken, sadece v'nin
ebeveynleri, gocuklan ve akrabalar olan dugumleri digiinmek durumundayz.
Ornegin Sekil 3.2'de verilen grafik modelde, C miktarina iligkin bir &rnekleme
istendiginde agagida verilen iligkinin g6z éniine alinmast  gereklidir. Burada,
C'yi iceren p(C/A,B,D,E) seklinde bir kosullu yapi, p(C/A,B,E) ile ifade edilebilir.
Bu nedenle D’nin degerinin konuyla herhangibir ilgisi bulunmamaktadir.



Gibbs 6rnekleme algoritmasi ile bazi temel o6zellikleri izleyen alt kesimde
tanitilacaktir.

3.5.1 Tanimi ve Ozellikleri
Gibbs 6rneklemesi, gegis (transitition) olasiliklan tam kosullu dagihimlar ile

bigimlendiriimis bir Markov Zinciri Monte Carlo (MCMC) planidir. ligili olunan

dagihm 7z(@) olsun. Burada 0 = 6,,0,,....6;’ dir ve her z(0,)'nin kosullu dagilimi,
;) =7r(0;/0 ;), i=1,...,n seklinde bilinen dagihmlar olarak ifade edilir.

Burada ¢6zilmesi istenen problem, dogrudan veri (retme planlarinin pahall,
karigik ya da misait olmadidi zamanlarda = ’den 6rneklem ¢cekme (veri tiiretme)
islemidir. Gibbs 6rneklemesi, tim kosullu dagilimlar birbirini izleyecek (ardil)

sekilde bir veri lretme planina dayali olan bir alternatif ¢6zim saglar. Gibbs

érneklemesi agagida verilen adimlarla tanimlanir :

1-) j = 1 de iterasyonu baglatmak ve baglangi¢ degerlerini tanimlamak.

0@ = 6,600y

2-) o) = (Bl(j),...,elgj))”nin yeni deg@erlerini ardigik olarak asagidaki sekilde elde

etmek.

6, ~ w165 V,.00 V)

0, ~m(6,161,65/ V.90 D)

0, ~ (6, 16,..6{)
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3-) Saya¢ numarasini j'den j+1’e degistirip, 2. adima dénmek ve ayni iglemlere

yakinsama saglanana dek devam etmek.

Yakinsama saglandi§i zaman, 6 'nin bu sonug degeri &'den bir alinti olacaktrr.
iterasyon sayisi arttikga, bu zincir denge kosuluna yaklagir (limit durumunda
denge dagiimina ulasildig: varsayilir). Dolayisiyla elde edilen yakinsamanin
yaklagik olarak saglandidi varsayilir.

Ozetlenirse, Gibbs érneklemesinde parametre vektdri 8, k adet alt bilesene ya da
alt vektorlere aynlir. Gibbs &érneklemesinin her bir iterasyonu 0'nin alt vektéri

civarinda olur, her bir alt set i¢gin tim diger dederlere kosullu olarak érneklem
cekilir. Bu nedenle her t iterasyonunda k adim vardir ve her bir 0;- asagida, verilen

kosullu dagilimdan gekilir.
P©9;16"7},y)

Burada,

0"} =(6f....0"1.0%4,...00 ") dir.

Bdylece her 6; alt vektdri, 6'nin t. iterasyonda daha 6nceden gtincellestiriimis diger
bilesenleri ve t-1'deki degerlerine kosullu olarak glncellestiriimektedir. Genel
olarak, iteratif simiilasyonlarda g¢ikarsama, dijer Bayesci similasyonlardakine
benzerdir. Buna gore bu tiir hesaplamalarda da amag,

e P(6/y)'den gelen tim gekimleri (simile edilmig) kullanarak, sonsal yogunlugu
Ozetleme, geyrek degerleri, momentleri ve dijer 6zet istatistikleri hesaplamak
ve

o Gozlemlere iligkin dngdriler yapmaktir.

Gibbs o6rnekiemesi ile ilgili basit bir érnek asagida verilmigtir. Daha karmasgik
uygulama da bu érnekten sonra verilecektir.
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1
Ortalamasi (84,60) ve kovaryans matrisi [ 11) ] olan iki degiskenli bir normal
p

dagilimdan gelen (yi,y2) gbzlemlerini ele alalim. Burada model parametresi 0
vektdrld icin uniform dnseli diiginildiglnde, 0'ya iligkin sonsal dagilim asagidaki
sekilde ifade edilir:

()

Burada elde edilen dadilimdan 6rnek elde edilmesi ¢ok kolay olmasina ragmen
Gibbs ¢rnekleme metodunun igleyisinin gérilmesi icin Gibbs 6rneklemesi 6rnek
olarak uygulanabilir. (84,02)'nin Gibbs 6rnekleminin olugturulmasi igin, kosullu
sonsal dagiimlara ihtiyag vardir. Bu dagilimlar asagidaki bigimlerde ifade
edilmigtir:

6,/6,,y ~ Ny +P©6, y)l p?)

0,/0,y ~N(y, +P@ y)l p?)

Buna gére Gibbs 6rneklemesi yukarida verilen normal dagilimlardan 6rnekiem
olugturur. p=0.8 ve (y1,y2) = (0,0) oldugunda; 4 farkli badimsiz baglama
noktasindan ( Bunlar: (-2.5,-2.5) ; (-2.5, 2.5) ; (2.5,-2.5) ; (2.5,2.5) ) elde edilen
sonuglar agagidaki grafikte verilmistir (Gelman ve arkadaslari, 1992)):
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Sekil 3.5: Dért Bagimsiz Koldan Gibbs Orneklemesi

m ile ifade edilen dagilimdan n blylkliginde bir 6rneklemin elde edilmesinin en
bariz yolu, benzesim elde edinceye kadar n'yi tekrarlamaktir. Alternatif olarak,
benzesim elde edildikten sonra zincirden yapilan tim ¢izimler sabit dagilimdan
cikar. Boylelikle bu zincirden elde edilen n ardil deger mden bir érneklem
olusturur. Orneklemin nasil olugturulacag dair daha detayl bilgiler Kesim 3.5.4'te
ele alinacaktir.

Gibbs érneklemi zincirinin tipik yériingesi asagidaki Sekil 3.5’de verilmigtir. Tim
iterasyonlar d’'nin © bilegenlerinin ordinatlari boyunca hareket etmesiyle
tamamlanir. Benzetim tanilari d gok buy(lk olabilecegi igin karmagiktir. Benzetimin
tim parametre bileselerinin ortak dagihminin tim © deg@erleri icin ortak art alana
benzemesi gerektigi anlamina gelen bir dagilimda gergeklegsmesi gerekir. Bu

usandirici gercekleme denenmekten ¢ok uzaktir (Gelman ve arkadaslari, 1992).

theta[2]

theta[1]

Sekil 3.6: Iki Boyutlu Parametre Uzayinda Gibbs Ornekleminin Tipik Yériingesi
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Merkezi egriler art alan yogunlugunun kontir cizgilerini temsil etmektedir.
Parantezdeki noktalar zincirin olasi yéringesini géstermektedir.

Burada éncelikle bazi temel gergekler ortaya konulmalidir. Birincisi, daha éncede
belirtildigi gibi, Gibbs érneklemi bir Markov zincirini tanimlar. Buna gére, j tekrarl
gbrintisiinde olas! degisiklik sadece j -1 basamagindaki zincir degerlerine
badhdir. Ayrica, gecisler sadece zincir dederlerindeki tekrardan etkilendigi igin,
zincir homojendir. Buna gére gegis olasilik fonksiyonu asagidaki sekilde de ifade
edilir:

d
p(0,¢) = E”(¢i|¢l’---’¢i 1.0i+1504) (3.4)

Bu fonksiyon sadece 0 ve ¢ zincir degerlerindeki tekrarlara baglidir. Yapilan her bir
degisiklik geri ¢evrilebilirse de, bilesenlerin timina tarayan bu zincirin kendisi geri
déndurilemez.

Peter Green, tersine g¢evrilmis dizideki bilesenlerin yeniden taranmasini takiben
bilgsenlerin taranmasini igeren bir zincirde geri dénigim olabilecegine dikkat
cekmektedir.(Gamerman,1997) Dider 6nemli sonug, Esitlik (3.4) ile tanimlanan
gegis fonksiyonunda bir zincirin denge dagiliminin 11 oldugudur. Surekli durumda
ise ayni tartisma gecerli olamaz ancak algoritma mekanigi aynidir. Gegis ¢ekirdegi
p(8, ¢) olan bir Markov zinciri 1° ile saglanmalidir ve zincir indirgenemez 6zellikte
olmalidir. Indirgenemezlik pozitif artalan ihtimali tasiyan her A dizisi igin P(x,A)>0
oldugu kontrol edilerek her bir uygulamaya uyarianabilir.

Duraganhi§i kontrol etmek igin, parametre iki boyutlu kabul edilsin ve 6=(84,0,)
marjinal kisitlayici yogunluklari olan w%(©,) ve m%®2) bir durum olsun.8,'in tam
durumsal ve kisitlayici dagiimi, m%(0;) dir. Gegig cekirdedi Esitlik (3.4)'den
o=( 01, ¢2)'in ©'inkilerle ayni boyutlari olan bilegenlerinin oldujundan agagidaki

sekilde basitlestirilebilir (Gamerman, 1997).

p(6,9) = 7(¢|02)7m (|01
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Burada, [[7(d;|¢c* (04|0,)d61de, = [7(¢,|61)dé, x [7*(61]0,)d6; =1 oldugundan,

n%(0y) = [ (92|01 (61]62)m% (8,)d61dg,

= [[7(py|o)n* (0)d61d¢, (3.5)

elde edilir. ¢ g6z 6niine alinarak ¢+'in marjinal kisitlayici yogunlugu,

n%(¢) = [[ p(@,9)n* (8)d6d¢,

= [[f7(94|02 )7 (92| )n® (0)d6,dO,d

= [7(¢|0,)m% (8,)d0, dir (3.6)

Burada son esitlik (3.5)'ten c¢ikar. (3.6)'y1 karsilayan tek dagilimin « (04/02) = ©n~
(01/02) esitligi olmasi gerekir. Ayni tartisma 7 (¢2/01) = 7t~ (¢2/04)’i elde etmek igin de
kullanilabilir. Ayni tartigma, d bilesen bloklarina bélinmis © igin de izlenebilir,
cunkl bunlar daima 6; ve 6, gibi iki blokla yeniden diizenlenebilir. Bu, tim
kisitlayici kosullarin art alandaki kosullarca ortaya konuldugu anlamina gelir.

Genellikle ©° = 7w olmasimi garantilemez. Bununla birlikte, Besag (1974)

calismasinda, ¢ok kati olmayan kosullarda butin dagilimlar dizisinin bir ortak
dagilimi belirledigini géstermigtir. Dolayisiyla, gecis ¢ekirdegi (3.4) olan Markov
zinciri, © ilgi dagilimina benzegir ve tekrarli 6rneklem tasarisi bu dagilmdan bir
deger olusturur. Gibbs 6rneklemcisi icin benzesim kosullarr Smith (1984) ve
Tierney (1994) tarafindan ortaya konulmustur (Gamerman, 1997).

Gibbs ornekleminde benzesimi saglayan kuramsal sonuglara ragmen, uygulama
ele alinan modellerin karmagikli§i yliziinden zor olabilir. Orneklemin benzegimini
karakterize etmek zorlagir. Sirall ve tekrarli bir metod distnildiginde, metodun
etkinligini artiracak uygulama stratejileri hesaplama maliyeti tGizerinde oldukga etkili
olabilir. Etkinlik bliylik 6l¢iide tekrar sayisini ve her bir tekrarda gereken aritmetik
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islem sayisimin azaltimasina baglidir. Verilen teknikler bir &nceki bélimde
tanimlandi§i ve Gibbs érneklemi ile gésterildigi Uzere temel MCMC y&ntemleriyle
iligkilidir.

3.5.2 Orneklem Olugturma

n dagiimindan n blydkliginde bir érneklem elde etmenin iki yolu bir dnceki
kesimde sunulmustu. Burada agikga gérilen nokta, n zincirinde benzesim elde
edene dek islem yapmak ve her bir n zincirinden érneklem elemanlari almanin
gerekliligidir. Eder zincirler baimsiz olarak baglamigsa, 6rneklemler, w'den
bagimsiz degerlerden olusur. Baglangi¢ degerlerinin hepsi farkliysa bagimsizlig
elde etmek daha kolaydir.

Bagka bir ydntem de tek bir zinciri alip, sonuglar elde etmektir. Benzesimi takiben,
. denge dagilimi ile bitin zincir degerlerinin marjinal dagilimlari elde edilir.
Boylece, n buyukliginde bir érneklem bu zincirdeki n ardil degerlerinden elde
edilebilir. Buradaki giiglik 6rneklem elemanlarinin zincirin bagimhligi ytzinden
artik bagimsiz olmayislaridir. Zincirin oto korelasyonu gok yiksek ve &rneklem
bunu red edecek kadar genis degilse bazi sorunlar ortaya cikabilir. Bu
durumlarda, zincirlerin tim parametre araligini uygun bi¢imde ve yeterli sekilde
ortecek hale gelmesi gok uzun zaman alabilir.

Bagimsizlig: veren alternatif yaklasim da, k. tekrarlarinin her birindeki érneklem
zincir degerini almaktir. Markovcu islemlerde sadece ilk sira bagimlihgi vardir.
Tekrarlar arasi agildikg¢a zincir dederleri giderek korelasyonunu yitirir ve yeterince
baytk bir k aralik degeri igin, zincirler bagimsiz olur.

Bagimsiz 6rneklem yaklasimi Gelfand ve Smith (1990) tarafindan énerilmigtir ve
bu yol bazi aragtirmacilarca kullaniimigtir. Tek zincir yaklagimi ise Geyer (1992)
tarafindan 6nerilmigtir. Her k. araligin érneklenmesi ise, Raftery ve Lewis (1992)
tarafindan irdelenmistir. Gelman ve Rubin (1992a), tek zincirlerin farkli limitler igin
bilimsel benzetim ortalamasi veren bir érnek galigmalariyla, Gelman ve Rubin
(1992b), desteklenen bagimsiz zincirlerin az sayida kullanimini 6nermiglerdir
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(Gelman ve arkadaglar, 1998). Uygulamalarda n paralel zincirleri kullanmanin
hesap agisindan yetersiz ve gereksiz oldugu konusunda genel bir uyugma
saglanmigken, bu alanda genel bir uzlasma yoktur. Esas tartigma bir kag paralel
zincire gerek olup olmadigidir. Eger zincirin benzegim &zellikleri iyi anlagilirsa, o
halde tek bir zincir yeterlidir. Bu 6zellikleri elde etmek zor oldugundan, é6ng6rimiiz
bir kag paralel pilot zincirin kullaniimasini séylemektedir. Ortak de@erleri gabucak
belirlemeleri halinde, tek bir zincir oldukg¢a glivenli bicimde kestirim igin genis bir
orneklem olusturmak lzere de kullanilabilir.

3.5.3 Tarama Stratejileri

Uygulamalarda tim iterasyonlar genellikle 1->2-> . . ->d gibi ayni belirleyici
dizendeki bilegenlerin gilincellenmesini igerir. 6 bilesenlerinin taranmasi veya

giincellenmesi igin bir cok bagka olasi stratejiler vardir.

Geman ve Geman (1984), zincir siiresiz olarak kullanildiginda tim bilegenlerin
incelendigini garantileyen tarama planlan igin, ortak dagilima olan benzerligi
gostermigtir (Gelman ve arkadaslari, 1992). Belli bir sirada her bir bilegen
gorildiigii ve ters sirada yeniden tarandigi igin geri donduralebilir. Gibbs
orneklemi, bu 6zellie uyar. Bu durumda, ikinci giincellemelerden ve stratejiler
arasindaki kiyaslamalardan olugan her iterasyon, bunu g6z 6ninde
bulundurmaldir.

Roberts ve Sahu (1997) her bir iterasyonda {1, . . . , d} dedisiminin segildigi ve
bilegenlerin bu sirada tarandidi bir tesadifi degisim taramasini ele alir. Zeger ve
Karim (1991) ise, bazi bilesenlerin sadece k. tekrarinda tarandi§i bir Gibbs
6érneklem tasarisini anlatir.

3.5.4 Orneklemin Kullanilmasi

Orneklemi olusturmak igin segilen tasarim ne olursa olsun, 6;,...,0,, vektorlerinin

ornekleminin kullaniimasindan sonra, n dagiimi elde edilir. Tek bir Markov

Zincirinden elde edilen ardigik degerlerin oldugu daha genel durumu diginelim.

52



0'nin i. bileseni érneklemi 6y,...,0,;'den elde edilir. Herhangi bir reel fonksiyon

w =#(0)'nin marjinal noktasi ya da aralk toplami, érnekleme dayali ve onlari

karsilayan kestirimlerle tahmin edilir. Bu kestirimin kalitesi, MCMC kestirimiyle ilgili
glven araliklarinin olusturdugu merkezi limit teoremince degderlendirilebilir
(Gamerman, 1997).

Boylelikle, '} ortalamasi, v, =K6,),j=1...n olmak Ozere

E(u/)=1//=(1/n)§)1//j ile kestirilir. Benzer bigcinde wy'nin varyansi
j=1

0,12, =Var(y) = E(l//2) - [E(l//)]z’dil'. Burada a,,z, ,

) 1z A2 o . -

6y = E(Ww )—[E(t//)]Z ==X W;-¥) drneklem varyansi ile kestirilir. n-1, n
n =

paydasinin yerini alabilir, ancak n bu degisikliji 6nemsiz hale getirecek kadar
genistir. n ardigik degerleri olan bir érneklemle, her bir k. tekrar gézardi ederek
elde edilmis bir m=n/k degerleri érneklemi arasinda tercih yapma problemini
yeniden ele alalim. Yari bagimsiz alt érneklerin olugturuldugunu da varsayalim.

k
¥y, ile gosterilen alt érneklem ortalamalar, y = (1/k) X y7; ile gosterilen de
j=1

bitin drneklemin ortalamasi olsun. E()'nin kestiricileri k+1 adettir. ve bunlar

tutarll kestiricilerdir. Bu her j igin Var(l/7).<_Var(l/7j) olarak gosterilebilir. Bu,

bagimsiz 6rneklemin indirgeme etkinligine karsilik elde edildigi anlamina gelir.

Marjinal yogunluklar z(8;), 6, 6rneklem deger histogrami ile kestirilebilir. Daha iyi
kestirimler durumsal dadiimlarla elde edilebilir. 7(6;) = [7(6; | 6_;)(0_;)d0_;

oldugu animsanarak, bir Monte Carlo kestirimi agagidaki esitlikle elde edilir:

A 1 n

#(0;) =~ X m(6;10; ) (8.7)
nj=1

Burada 6 =i j=1,...,n marjinal z(6_;)'den elde edilen éreklem olup, #'nin tutarl

bir kestirici oldugu ve her bir 8; degeri i¢in, Merkezi Limit Teoremi'ne uydugu
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sOylenebilir (Gamerman, 1997). Bu kestiriciler siirekli parametreler i¢in her zaman
sureklidir. Daha da énemlisi, ¥'nin gekline dair bilgiye dayalidirlar. Bu nedenle,
Gelfand ve Smith (1990) buna Rao-Blackwell yodunluk kestirimi adini verir. Bu,
kestiricilerin yeterli istatistiklerle daima gelistirildigini (6rneklem varyansini
disirme baglaminda) éne siren Rao-Blackwell teoremine bir géndermedir. Bu
sonucu bagimsiz érneklem baglaminda yodunluk kestirimi igin dogrulamiglardir.
Markov zinciri &rneklemi i¢in sonucun genel kaniti Liu, Wong ve Kong (1994)
tarafindan yapilmigtir. Ayni fikir, buradaki kazanclar ¢ok fazla olmasa da
E[t(@,-)]:% f;lE[t(e,.)w j,_,-] ile #(6;) momentleri i¢in daha iyi kestirimler yapmak
j=

Uzere kullanilabilir (Gamerman, 1997).
3.6 BUGS Paket Programi

BUGS (Bayesian Inference Using Gibbs Sampling) programi, Bayesci grafiksel
modellerdeki karmagik kosullu dagilimlarin (minimum kullanici girdisi ile) otomatik
olarak tiretilmesi igin Gibbs drneklemesinin bir uygulanmasi olarak yazilmigtir.
Modeller 6zellikle grafikleri tanimlamak igin betimleyici bir dille belirtiimis. Bu
program asagidaki adimlari izler:

Bu boélimde BUGS programinin teknik &zellikleri ve BUGS programinda, bir
modelin tanimlanmasindan, modele ait ¢gikarsama sonuclarinin elde edilmesine
kadar olan adimlar ve her adimda yapilmasi gereken iglemler anlatilacaktir.

3.6.1 BUGS Dosyasi ve Ozellikleri

BUGS programinda kullanilan dosya, bilegik (compound) bir dosyadir. Burada
bilesik dosya ile anlatiimak istenen, (text) yazi ya da grafik tiirt bilegenlerin hepsini
icinde bulundurabilen bir dosya olma 6&zelligidir. BUGS'In bu tip bir dosyalama
sisteminin olmasi kullaniciya, kurdugu modelin kodunu, grafiksel gd&sterimini,
¢b6zlimleme igin kullanacadi verileri, baglangi¢ dederlerini ve elde ettigi sonuglan
(grafikler ya da tablolar) tek bir dosya iginde saklamasi kolayliini saglamaktadir.
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3.6.2 Nesneler ve Ozellikleri

Modelin grafiksel gosterimi, node, plate gibi nesnelerin de (kavramlarin da)
BUGS'da yer almasina neden olmusgtur. Node olarak adlandirdigimiz nesneler,
modeldeki parametreler veya sabitlerdir. Grafiksel gdsterimleri tirlerine gore
degisim gosterir. Sabitler dikdértgen, parametreler elips seklindedir. Node'larla ilgili
ayrinttli bilgiler Model Tanimlama bélimtinde verilecektir.

name: type: stochastic density: dnorm
mean 0.0 precision 1.0E-6 lower bound upper bound

Plate'ler modelde yer alan déngisel kodun grafiksel gdsterimidir. Yapisi, bir
baglangi¢, bir bitig dederi ve bunlar arasinda sirasiyla dederler alan bir déngi

degiskeninden olugmaktadir.

index: i from; 1 up to: n

Sekil 3.8: Grafiksel Gosterim : Plate



3.6.3 BUGS'da GCoziimleme

BUGS ile ¢dziimleme yapmak igin oncelikle modelin BUGS kodu ile ifade
edilebilmesi gerekmektedir. Model tanimlamayla ilgili iki yéntem mevcuttur. Modeli
dogrudan kod olarak yazabilecedimiz gibi, grafiksel g&sterimini olugturduumuz
modelin BUGS koduna dénistirilmesini de saglayabiliriz. "Doodle" menisiinden
"New" secenegine girerek yeni bir doodle yaratip, yaratilan bu doodle lzerine
node ve plate'ler olugturarak kurmak istedigimiz modelin grafiksel gdsterimini
olusturabiliriz. Olugturdugumuz grafiksel modelin BUGS kodunu ise ayni mentdeki
"Write Code" secenedi ile elde edebiliriz.

P AWInBUGS13

Bir grafiksel modelin BUGS'a tanitiimasi, igin modelin kodunun yazilmas! ve daha
sonra yazilan bu kodda model kelimesi secilerek, "Model" menusiinden
"Specification" bolimi segilmelidir.
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&%gWinBUGS'Ii} - [coklu ogrusal regiesyon]:.

for(iin1:N){
Y[i]~ dnorm{muli]tau}
mulfi] <- alpha + beta * x{i

}

alpha ~ di{ 0.0,1.0E-64)
beta ~di{ 0.0,1.0E-6 4)
taii= AnarmmalN N1 N NNy

Gelen form (izerinde "check model" digmesi tiklanmali, sonra BUGS'a girilen
verilerin "list" kismi segilip "load data" digmesine basilarak veriler yiklenmeli ve
model "compile" diigmesine basilarak compile edilmelidir. Bu agamadan sonra
yine list formatinda girilmig ilk degerler de "load inits" digmesine basilarak ayni
sekilde ytklenip model BUGS tarafindan ¢éziimlemeye hazir hale getirilir.

; E:g Specification Tool

Bu iglemlerden sonra "Inference” menisinden "Samples..." secenegine girilir.

57



e
-
w
]
o]
=]
=
=
o 5]

. . .

ilir.

"set" ed

irilip

beta)g

i parametreler (alpha,

Gelen formda modeldek

edi

=

ilir.

I

secgenedine gi

den "Update

menusin

Bu agsamadan sonra "Model"

s

JwinBUGS13

L

&

_—




Bu formda iterasyon sayis| updates bélimine girilerek update diigmesine basilir.
Update iglemi bittiginde, tekrar ‘“Inference" menisiindeki "Samples..."
segenegine dénllip "node" bélimine * yazilarak set edilen tim parametreler igin
“stats, trace, history, density" vs sonuglari alinir.

w2 Update Tool

Calismanin izleyen bélimiinde Bayesci grafik modelleme teknidi G¢ farkli model
ele alinarak incelenmistir. Burada modellerin kosullu bagimsiziik yapilari grafiklerie
ifade edilmis ve modeller BUGS programi ile igletiimigtir. Model parametrelerine
iliskin gikarsamalar her bir model ¢galismasinin son kisminda verilmigtir.
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4. BAYESCI| GRAFIK MODEL UYGULAMALARI

Tez galigmasinin uygulama béliminde ¢ model ele alinmigtir. Bu modelier,

e Coklu dogrusal regresyon modeli,
e Hiyerarsik coklu dogrusal regresyon modeli,

o Poisson-Gamma hiyerarsik modelidir.

Burada herbir model igin grafiksel yapi elde edilmis ve dolayisiyla Bayesci grafik
model tanimlar olusturulmustur. Modellerde yer alan dugldmler icin 6nsel
dagihmlarin tanimlamalari yapilmig ve modeller BUGS kodlari ile ifade edilmigtir.
Caligmada modeller Gibbs &rneklemesi ile igletilmistir. Burada ilk iki modelin
isletiminden elde edilen sonuglar, analitik sonuglarla kargilastiriimigtir.

4.1 GCoklu Dogrusal Regresyon Modeli i¢in Bayesci Grafik Modelleme

Caligmada ele alinan gbzlem degigkeni y; ~ N(w;, 62) ve Wi = a + B(x)+3(Z)+ n(K;)

olup; ¢oklu regresyon modeli agsagidaki sekilde tanimlanmigtir:
yi = o+ B(x)+3(Z)+ n(K)) +0? (4.1)

Coklu regresyon modelinde yer alan o, B, 8, n ve t (1/c°) parametreleri Bayesci
disiince gercevesinde birer rastlanti degigkenleri olup; herbiri olugturulacak olan
grafik modelde birer digum olarak yer almiglardir. Tez ¢alismasinda sadece (¢
bagimsiz degisken iceren bir regresyon modeline iligkin sonuglara yer verilmigtir.
Ancak, bagimsiz degisken sayisinin farkli olduju birgok model BUGS
programinda ele alinmig; Gibbs &rneklemesi tahminleri ile en kiglk kareler
tahminleri karsilagtirlmigtir. Tim bu denemelerde de benzer sonuglar elde
edilmistir. Coklu dogrusal regresyon modelinin grafiksel olarak sunumu agagidadir:
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| @

ERCAT

/

for(i IN 1 : N)

Sekil 4.1: Coklu Dogrusal Regresyon Modelinin Grafiksel Yapisi

Sekil (4.1)den model parametreleri (a,f,n,8,7) igin bilesik énsel yodunluk

fonksiyonu su sekilde yazilabilir:

P(a, B,n,6,7) = p(a) p(B)p(1) p(8) p(7) (4.2)

Modelde yer alan parametrelerin birbirinden badimsiz olmalari, bilesik 6nsel
dagiimin Esitlik (4.2)de verildigi gibi kolayga ayrigtirlabilmesine olanak
saglamistir. Esitlik (4.1) ile verilen modelde goklu dogrusal baglanti (agiklayici
degiskenler arasindaki iligki durumu) gibi sorunlar olsaydi, yukarida tanimlanan
6nsel dagilimin daha karmasik bir yap! igermesi kaginilmaz olurdu. Modelde yer
alan parametreler igin kullanilan 6nsel dagilim formlann asagidaki tabloda

verilmigtir:
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Tablo 4.1: Onsel Dagilimlar

Parametre | Uygun Dagilim f(.)
) _G-w?
o Normal (u, 62) e 20°
2n0?
. e
B Normal (i, 62) e 20°
2n0?
. _-w)’
1 Normal (4, o2) e 20°
202
| _(-p)?
5 Normal (u, 62) e 20°
210
T Gammalr, ) 9"t e IT(y);T > 0

Coklu regresyon modelinin BUGS programinda tanimlanabilmesi igin geligtirilen
BUGS kodu agagida verilmigtir:

model
{
for(iin1:N){
Y[i] ~ dnorm(muf[i],tau)
muli] <- alpha + beta * (x[i]) +delta * (z[i]) +eta * (k[i])
}
tau ~ dgamma(0.001,0.001) sigma <- 1 / sqrt(tau)
alpha ~ dnorm(0.0,1.0E-6)
beta ~ dnorm(0.0,1.0E-6)
delta ~ dnorm(0.0,1.0E-6)
eta ~ dnorm(0.0,1.0E-6)
}

4.1.1 Modelin igletimi

Burada, grafik modeli ve BUGS program kodu olusturulan regresyon modeli
BUGS programinda igletiimis, modelde yer alan parametrelere iligkin sonsal
tahminler farkh baslangic degerleri kullanilarak elde edilmistir. Model tahminlerine
10.000; 100.000 ve 1.000.000 iterasyon sonucunda ulagimigtir. BUGS
programina veriler agagidaki komut ile girilmistir:

62



o list(x=c(22,26,45,37,28,50,56,34,60,40),z=c(2,2,3,4,4,3,6,3,5,3),
k=c(4,8,7,0,2,10,8,8,2,6), Y= c(16,17,26,24,22,21,32,18,30,20), N =10)

Calismada oncelikle Gibbs érneklemesinden elde edilen model tahminleri Uzerinde
baglangi¢ degerlerinin ne anlamda 6nemli oldugu incelenmigtir. Bu amagla ilk
olarak agagidaki baslangic degerleri ele alinmigtir. Model tahminleri farkli
iterasyon sayilari igin tablolar halinde agagida sunulmustur:

BASLANGIC DEGERLERI
(alpha = -1, beta = 1, delta=0 , eta= 0, tau =1)

EKK ile elde edilen tahmin

Y =759 + 0,194 X + 2,338 Z - 0,163 K
(2,595) (0,088) (0,908) (0,244)

Kesim 3.5.1'te belirtildigi gibi, model parametrelerine baglangi¢ degerlerinin
atanmasi Gibbs Orneklemesinin uygulanabilmesinde ilk adimdir. Bu galismada tek
zincirli MCMC ele alindigindan, tarama ve denge dagilimina ulagma sirecinde her
bir parametre i¢cin sadece bir baglangi¢c degeri ele alinmigtir. 10.000 iterasyon
sonunda elde edilen sonuglar agagdidaki tabloda sunulmustur.

Tablo 4.2: 10.000 lterasyon Sonunda Model Tahminleri

Parametre | Ortalama | Standart Sapma | MC Hata [ Ortanca
alpha 7.46 2.909 0.01179 7.416
beta 0.1999 0.09415 0.005792 | 0.1989
delta 2.303 0.9538 0.0562 2.291
eta -0.1615 0.2753 0.01113 -0.1604
tau 0.2533 0.1414 0.002961 | 0.2185

Tabloda yer alan ilk sOtun, parametrelerin sonsal dagiimlarinin beklenen
degerlerini; ikinci sttun varyanslarini; Qiginct sttun simillasyon sonuguna iligkin
hatalari ve son stitun ise, ortanca degerlerini vermektedir. Burada alpha, beta,
delta ve eta parametrelerinin sonsal dagihmi normal olup; tau'nun sonsal dagilimi
da gamma dagilimidir (eslenik yapt nedeniyle). Parametre tahminlerinin yukarida
kutu icine alinmig EKK tahminlerine oldukga yakin olduklan séylenebilir. MC
hatalarin da diistk degerler aldiklan gériilmektedir. Bu da similasyon sonucuna
duyulacak gliveni bir 6lglide desteklemektedir. Ortanca degerlerinin ilk dort
parametre igin ortalama degerlere yakin ¢ikmasi elde edilen dagilimin simetrikligi
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hakkinda bilgiyi pekistirmektedir. Tau parametresinin dagilimi ise, pozitif carpik bir
dagilimdir. lterasyon sayisinin arttirimasinin  sonuglar (izerinde etkisinin
gbzlenmesi igin, yukandaki islemler 100.000 ve ardindan 1.000.000 iterasyonlar

icin de yapilmigtir. Sonuglar asagidaki tablolarda verilmigtir:

Tablo 4.3: 100.000 lterasyon Sonunda Model Tahminleri

Parametre | Ortalama | Standart Sapma | Mc Hata | Ortanca
alpha 7.504 3.205 0.04975 7.515
beta 0.1925 0.1097 0.002446 | 0.1931
delta 2.368 1.129 0.02589 2.361
eta -0.1559 0.301 0.004915 | -0.1571
tau 0.241 0.1396 0.001279 | 0.2147

Tablo 4.4: 1.000.000 lterasyon Sonunda Model Tahminleri

Parametre | Ortalama | Standart Sapma | Mc Hata | Ortanca
alpha 7.617 3.19 0.01514 7.613
beta 0.1951 0.1081 7.658E-4 | 0.195
delta 2.333 1.12 0.008039 | 2.327
eta -0.1656 0.3002 0.001506 | -0.1649
tau 0.2413 0.1393 4.134E-4 | 0.2131

lterasyon sayisinin artmasi model sonuglarina duyulan giveni daha da

pekistirmistir.

Burada, MChatalarinin Tablo 4.2'ye gére daha kiglk oldugu

gorilmektedir. Ayrica, bir énceki tabloya gére, EKK tahminlerine daha da yakin

sonuglar elde edilmigtir.

Ancak,

iterasyon sayisinin arttirimasinin zaman

agisindan bilgisayarlara ek bir yiik getirdidi de agiktir. Ornegin Pentium Il iglemcili

64 MB RAM’e sahip bir bilgisayarda, 10.000 iterasyon birka¢ saniye zaman

alirken; 1.000.000 iterasyon ayni bilgisayarda 15 dakikalik bir zaman almaktadir.

Farkli bir baslangi¢ degerleri seti icin elde edilen sonuglar agagida sunulmustur.

10.000 iterasyon sonunda elde edilen sonuglar agagidaki tabloda sunulmustur.

BASLANGIC DEGERLERI
(alpha = 0, beta = 0, delta=1, eta= 1, tau =1.2)

EKK ile elde edilen tahmin
Y=759+ 0194 X +2338Z- 0163 K

(2,595) (0,088)

(0,908)

(0,244)
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Tablo 4.5: 10.000 iterasyon Sonunda Model Tahminleri

Parametre | Ortalama | Standart Sapma | Mc Hata | Ortanca
alpha 7.519 2.842 0.1188 7.441
beta 0.1996 0.0926 0.005721 [ 0.1989
delta 2.295 0.9626 0.05765 2.289
eta -0.1641 0.2763 0.01156 -0.161
tau 0.2532 0.1413 0.002995 | 0.2282

100.000 iterasyon sonunda elde edilen sonuglar agsagidaki tabloda sunulmustur.

Tablo 4.6: 100.000 iterasyon Sonunda Model Tahminleri

Parametre | Ortalama | Standart Sapma | Mc Hata | Ortanca
alpha 7.532 3.199 0.04961 7.518
beta 0.1925 0.1095 0.002443 | 0.1931
delta 2.367 1.13 0.02595 2.36

eta -0.1562 0.3011 0.004931 | -0.1573
tau 0.241 0.1396 0.001279 | 0.2147

1.000.000 iterasyon sonunda elde edilen sonuglar agagdidaki tabloda sunulmustur.

Tablo 4.7: 1.000.000 iterasyon Sonunda Model Tahminleri

Parametre | Ortalama | Standart Sapma | Mc Hata | Ortanca
alpha 7.617 3.19 0.01513 7.613
beta 0.1951 0.1081 7.657E-4 | 0.195
delta 2.322 1.12 0.008041 | 2.327
eta -0.1656 0.3002 0.001506 | -0.1649
tau 0.2413 0.1393 4.133E-4 | 0.2151

Burada da iterasyon sayisinin artmasinin model sonuglarina duyulan glveni
pekistidigi goéraimustir. Bir 6nceki denemede oldugu gibi, burada da EKK
tahminlerine yakin sonuglar elde edilmistir. Sonug olarak baglangi¢c degerlerinin
farklihginin - model tahminleri {zerinde ¢ok &nemli degisikler yapmadigi
s8ylenebilir. lterasyon sayisinin blylk alinmasi iglemlerdeki gegmis kayitlara
cok etkili

verilen onemi azaltmakta ve dolayisiyla baglangi¢ degerleri

olamamaktadir.
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Galigmada ayrica (a,fB,7n,6,7) parametrelerinin 6nsel dagdilimlarin farkhhginin

model sonuglar Uzerine olasi etkisi incelenmigtir. Bes parametre igeren bu
modelde, o, B, n ve &6 parametreleri simetrik bir 6nsel dagilima sahip rastlanti
degiskenleridir ve normal dadilimla modelde temsil edilmiglerdir. Bu kesimde her
bir parametre icin t dagihmi tanimlanmig olup; varyans bilegeni icin ise yine
gamma dagihmi kullaniimigtir. Grafik model ve modelin BUGS kodu asagida

verilmigtir:

R ®

YIi]

for(i IN 1 : N) ‘ |

Sekil 4.2: Onsel Dagilimi Farkh Grafik Model

model;

for(iin1:N){
Y[i] ~ dnorm(muli],tau)
mufi] <- alpha + beta * x[i] + delta * z[i] + eta * K]i]
}
alpha ~ dt( 0.0,1.0E-6,4)
beta ~ dt( 0.0,1.0E-6,4)
tau ~ dgamma(0.001,0.001)
sigma <- 1/ sqrt(tau)
delta ~ dt( 0.0,1.0E-6,4)
eta ~ dt( 0.0,1.0E-6,4)
}

Yukarida tanimlanan model, alpha = -1, beta = 1, delta=0 , eta= 0, tau = 1
baglangi¢ degerleri ile igletildijinde, 10.000 iterasyon sonunda elde edilen
sonuglar agagidaki tabloda sunulmustur.
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Tablo 4.8: 10.000 lterasyon Sonunda Model Tahminleri

Parametre | Ortalama | Standart Sapma | MC Hata | Ortanca
alpha 7.6670 3.296 0.1605 7.805
beta 0.1974 0.115 0.0079 0.190
delta 2.2960 1.068 0.0679 2.289
eta -0.1744 0.298 0.0116 -0.178
tau 0.2395 0.137 0.0037 0.2183

Tabloda yine ilk stitun, parametrelerin sonsal dagihmlarinin beklenen dederlerini;
ikinci sltun varyanslarini; t¢lnci situn similasyon sonuguna iligkin hatalar ve
son situn ise, ortanca degerlerini vermektedir. Burada alpha, beta, delta ve eta
parametrelerinin sonsal dagilmi t dadilimi olup; tau’nun sonsal dagilimi da
gamma dagilimidir. Burada alpha, beta, delta ve eta parametreleri igin eslenik
olmayan bir dagihm segilmigtir, bu da ele alinan modelin analitik yolla ¢ézimdnu
hayli zorlagtir. Ancak similasyon ile ¢ézime gidildiginden burada herhangi bir
sikinti yagsanmamigtir. Parametre tahminlerinin yine EKK tahminlerine oldukg¢a
yakin olduklan séylenebilir. Burada ele alinan simetrik dadilim, normal dagilima
gére daha agir kuyruklara sahiptir; bu nedenle sonsal dagilimin s.sapmalar
nispeten daha bliylk elde edilmistir. MC hatalarin da bir 6nceki sonuglara benzer
olarak, dustk degerler aldiklan séylenebilir. Ortanca degerlerinin ilk doért
parametre icin ortalama degerlere yakin ¢ikmasi elde edilen dagilimin simetrikligi
hakkinda bilgiyi pekistirmektedir. Tau parametresinin dagilimi ise, pozitif garpik bir
dagihmdir. Yukaridaki islemler 100.000 iterasyonlar icin de yapilmigtir. Sonuglar
asagidaki tabloda verilmistir:

Tablo 4.9: 100.000 lterasyon Sonunda Model Tahminleri

Parametre | Ortalama | Standart Sapma | MC Hata | Ortanca
alpha 7.675 3.069 0.04507 7.676
beta 0.197 0.1063 0.00218 0.195
delta 2.296 1.088 0.02214 2.308
eta -0.172 0.2917 0.00422 -0.169
tau 0.242 0.1390 0.00125 0.2165

Bir 6nceki denemede oldugu gibi, burada da EKK tahminlerine yakin sonuglar elde
edilmistir. Sonsal varyanslarda ve MC hatalarda nispi bir klgtilme gézlenmigtir.
Caligmada ayrica, tau parametrerinin de dagilimi degistiriimig; gamma dagilimi
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yerine benzer karakteristikte olan ki-kare dagilimi kullanilmigtir. Modelin igletimi
icin yazilan BUGS kodu agagida sunulmustur:

model;

for(iin1:N){
Y]i] ~ dnorm(mufi],tau)
muli] <- alpha + beta * x[i] + delta * z[i] + eta * K[i]

}
alpha ~ dt( 0.0,1.0E-6,4)
beta ~ dt( 0.0,1.0E-6,4)
tau ~ dchisqr(4)
sigma <- 1/ sqrt(tau)
delta ~ dt( 0.0,1.0E-6,4)
eta ~ dt( 0.0,1.0E-6,4)

}

Yukarida tanimlanan model, alpha = -1, beta = 1, delta=0 , eta= 0, tau = 1

baslangic degerleri ile isletildiginde, 10.000 iterasyon ve 100.000 iterasyon

sonunda elde edilen sonuglar agagidaki tablolarda sunulmustur.

Tablo 4.10: 10.000 lterasyon Sonunda Model Tahminleri

Parametre | Ortalama | Standart Sapma [ MC Hata | Ortanca
alpha 7.700 2.354 0.1202 7.770
beta 0.1941 0.078 0.0045 0.1918
delta 2.321 0.741 0.0434 2.322
eta -0.172 0.208 0.0088 -0.171
tau 0.387 0.171 0.0038 0.362
Tablo 4.11: 100.000 Iterasyon Sonunda Model Tahminleri
Parametre | Ortalama | Standart Sapma | MC Hata | Ortanca
alpha 7. 607 2.251 0.033 7.612
beta 0.1939 0.077 0.0016 0.1934
delta 2.336 0.795 0.0171 2.341
eta -0.163 0.218 0.0031 -0.162
tau 0.388 0.172 0.0013 0.7921
Elde edilen tahminler ile EKK tahminleri diger tablolarda oldugu gibi biyik

benzerlikler igermektedir. Burada elde edilen tek farkli sonug, tau parametresinin
dagihmina yoneliktir. Tablo 4.11'de tau parametresinin dagilimin ortancasi
ortalamasindan oldukga blyiik bir deger ¢cikmistir. Bu da sola carpik bir sonsal
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dagilim olugumunu vurgulamaktadir. Ancak burada elde edilecek sonsal dagilimin
saga carpik bir dagilim olan ki-kare dagilimi olmasi yéniindedir.

4.2 Hiyerarsik Goklu Dogrusal Regresyon Modeli

Burada Kesim 4.1°'de ele alinan model, hiperparametrelerin bilinmedidi bir durum
icin ele alinacaktir. Esitlik (4.1) ile sunulan modelde bilinmeyen parametre sayisi
bes olarak kabul edilmis ve herbir parametrenin hiperparametrelerinin bilindigi
varsaylimigtir. Ancak, cogu zaman parametrelerin dadihimlarini karakterize eden
bu miktarlar bilinmez ve birer rastlanti degiskeni olarak modelde yer alirlar.

Esitlik 4.1'de ele alinan ¢oklu regresyon modeli, 6nsellerin timi hiyerarsik bir
yapida olacak sekilde aga§ida verilmigtir:

Birinci agama : 0; |v,-,19,-2 ~ N(vi,ﬂ,-z)
Ikinci asama : v; ~ N(k;o,Vig)

T ~ Gamma(a,b) ve 19,-2 ~ Gamma(c; ,d;)

Burada 6=(a, $, 8, n) parametrelerini temsil etmektedir. Yukarnda verilen hiyerargik

modelde varyans bilesenlerine ait gamma dagilimlar bagimsiz dagilimlardir. Buna
goére, model parametreleri (Q,v,ﬂz,r) icin bilesik énsel yodunluk fonksiyonu su

sekilde yazilabilir:

P(@,v,8%,7) = p@|v,8%) pw) p(8%) p(7) (4.2)

Daha agik bir sekilde, en genel anlamiyla hiyerargik model agagidaki bigimde

yazilabilir:

P(a, B,A,1.v1,812,v2,822,v3,03% v4,04%,7) = p(@ | vi,82) p(B | v2,8,2) p(A | v3,852) p(1 | V4,84 2)
P p(B2)pv2) p(9:2) p(v3) p(52) p(v4) p(84%) p(T)
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Modelde bilinmeyen hiperparametre sayisi ne kadar fazla olursa, modelin o denli
karmagik olacagi gorulmektedir. Ayrica Esitik (4.2) de vyer alan
hiperparametrelerin de ortalama ve varyanslarinin da bilinmedigi durumlar stz
konusu olabilir. Bu gibi durumlarda kurulacak hiyerargik modelde agama sayisi
artacaktir. Kesim 2.4’ te de belirtildigi gibi agsama sayisi arttikga dagilimlarin
belirlenmesi gliglesmektedir. Ayrica yaygin bir digtince de yliksek asamadaki
onsellerin fazla bilgi icermedigidir. Tez calismasinda sadece bir parametre igin
hiperparametrelerin bilinmedigi durum ele alinmigtir. Bu durum diger parametreler
icin de uygulanabilir. Gibbs drmeklemesi tahminlerinin bu gibi bir durumda EKK
sonuglarindan ne élgiide farklilik igerecegini gérmek bu galigmanin amaclarindan
biridir. Caligmada tanimlanan hiyerarsik model grafiksel olarak Sekil 4.3 ile
verilmistir. Burada model § parametresinin hiperparametrelerinin bilinmedigi durum
ele alinmistir. Bilinmeyen hiperparametrelerden teta, beta parametresinin
ortalamasi oldugundan modele normal 6nsel ile; zeta da varyans oldugundan
gamma onseliyle tanimlanmigtir. Modelin igletimi igin geligtirilen BUGS kodu
asagidadir:

model
{
for(iin1:N){
Y[i] ~ dnorm(mufi],tau)
mul[i] <- alpha + beta * (x[i]) +delta * ([i]) +eta * (k[i]}
tau ~ dgamma(0.001,0.001) sigma <- 1/ sgrt(tau)
alpha ~ dnorm(0.0,1.0E-6)
beta ~ dnorm(0.0,1.0E-6)
delta ~ dnorm(0.0,1.0E-6)
eta ~ dnorm(0.0,1.0E-6)
teta ~ dnorm(0.0,1.0E-6)
zeta ~ dgamma(0.001,0.001) }
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beta

(=2
A

for(iIN 1 :N)

Sekil 4.3: Hiyerarsik Model

Tez caligmasinda ele alinan model, alpha =-1, beta =1, delta=0 , eta= 0, tau =

1, teta=0, zeta=1 baslangi¢ degerleri girilerek igletilmigtir. 1.000.000 iterasyon

sonucunda elde edilen tahminler agagidaki tabloda 6zetlenmisgtir:

Tablo 4.12: 1.000.000 lterasyon Sonunda Model Tahminleri

Parametre | Ortalama | Standart Sapma | Mc Hata | Ortanca
alpha 7.592 3.150 0.01456 7.588
beta 0.1931 0.1071 7.37E-4 0.193
delta 2.345 1.103 0.007605 | 2.347
eta -0.1605 0.2961 0.001415 | -0.1604
tau 0.2421 0.1394 4,068E-4 |0.216
teta -0.3298 301.5 0.291 0.1922
zeta 47.15 212.1 0.4121 0.01272
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Gibbs érneklemesi sonuglari ile EKK sonuglar kargilastiriidiginda, her iki tahminin
de cok vyakin olduklari goérilebilir. Tablo 4.12'de hiperparametrelere ait
dagilimlarin gok buyik degisikliklere sahip olduklari sdylenebilir. Ayrica bu iki
parametreye iligkin MC hatalar da dijer sonuglara kiyasla daha buy(k olarak elde
edilmigtir. Bu sonug siipriz bir sonu¢ degildir. Kesim 2.4’te de belirtildigi gibi,
hiyerargik modellemede bu gibi durumlarla karsilagiimasi olasidir.
Hiperparametrelere iligkin bilgi zayifig: bu tip bir sonucun 6nemli bir nedenidir.
Ancak burada énemli bir sonug, hiperparametrelerin dagilimiarinin bu denli zayif
olmasina ragmen, beta parametresine iligkin tahminin dogru olmasidir.

4.3 Poisson Gamma Hiyerargik Modeli

Calismanin bu kesiminde Poisson Gamma Hiyerarsik modeli ele alinacaktir.
Model kisaca anlatilacak ve grafiksel yapisi tanitiip; BUGS kodu gelistirilecektir.
Model yapay bir veri seti igin igletilecektir.

Klasik anlamda bir Poisson modeli, belirli bir zaman araliinda degdigsmez bir
ortalama gelis oranina gére gergeklesen olay sayilarini ifade etmektedir. Bu
modelde ortalama oran, dadilimin parametresi olarak yorumlanmaktadir. G6zlem
degiskeninin Poisson dagilimli oldugu bir Bayesci model asagidaki sekilde

tanimlanir:

yj/08; ~Poisson(6;)

Eslenik yapidan ve parametrenin fiziksel 6zelliginden dolay, gamma &nsel

dagilimi 6 parametresi igin kullanilir ve agsagidaki bigimde ifade edilir:

0;~Gamma(a, )

Burada hiyerarsik bir yapi dugtnildiginden o ve B hiperparametreleri igin de

6nsel dagilim tanimlamast yapilabilir. Calismada o ve §§ parametreleri igin,

a ~ Ustel(a)
B ~ Gamma(b, c)
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tanimlamalari yapimistir. Burada a, b ve ¢ pozitif degigmezler olup; modelin
isletiminde a=1, b=0.1 ve c=1 olarak alinmigtir. Poisson-Gamma hiyerargik
modelinin grafiksel olarak sunumu agagidadir:

thetal[i]

for(i IN 1:N)

Sekil 4.4: Poisson — Gamma Hiyerargik Modeli

Yukarida tanimlanan modelin igletimi igin gelistirilen BUGS kodu agagidadir.

model
{
for (iin 1:N)({
theta[i] ~ dgamma(alpha, beta)
x[i] ~ dpois(thetali])
}
alpha ~ dexp(1)

beta ~ dgamma(0.1, 1.0)

Poisson-Gamma modelinin isletimi i¢in 10 genigliginde agagida verilen yapay bir

veri seti girilmigtir.

list( x=c¢(5, 1, 5, 14, 3, 19, 1, 1,4, 22), N=10))
Model parametrelerinden a=1 ve f=1 baglangic degerleri alindiginda, 10.000

iterasyon sonucu model tahminleri agadida verilmigtir:
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Tablo 4.13: 10.000 lterasyon Sonunda Model Tahminleri

Parametre | Ortalama | Standart Sapma | MC Hata Ortanca
alpha 1.077 0.5368 0.01507 0.9776
beta 0.1461 0.09161 0.002598 0.1288
teta[1] 5.298 2.191 0.02278 4.983
teta[2] 1.792 1.281 0.01583 1.511
teta[3] 5.285 2.153 0.02173 5.016
tetal4] 13.21 3.525 0.03797 12.86
teta]5] 3.55 1.763 0.01808 3.278
teta[6] 17.66 4.097 0.04807 17.31
tetal[7] 1.78 1.281 0.01735 1.496
teta[8] 1.775 1.283 0.01625 1.481
tetal9] 4.383 1.964 0.02104 4.076
teta[10] 20.23 4.370 0.05329 19.91

Gibbs Orneklemesi uygulanarak elde edilen sonsal tahminler, o igin baslangig
degerine yakin c¢ikmigken; B igin ayni seyi sOylemek kolay degildir. 6
parametresine iligkin tahminler ise, daha ¢ok &rneklem bilgisinden etkilenmis
gbrtlmektedir. Bunun 6énemli nedenlerinden biri, bir énceki uygulamada da
karsilagilan problemin ortaya g¢ikmasidir. Tanimlanan &nsel dagihmlann zayif
olmalari, 6’nin giincellestiriimesinde érneklem bilgisinin én plana ¢ikmasina neden
olmustur. Ayni baslangic degerleri ile igletilen modelin 100.000 iterasyon

sonucundaki tahminleri agsagidadir:

Tablo 4.14: 100.000 iterasyon Sonunda Model Tahminleri

Parametre | Ortalama | Standart Sapma | MC Hata Ortanca
alpha 1.083 0.4916 0.003927 0.9933
beta 0.1457 0.08143 6.508E-4 0.1305
teta[1] 5.313 2.17 0.007342 5.016
teta[2] 1.806 1.293 0.004921 1.518
teta[3] 5.31 2.17 0.006631 5.013
tetal4] 13.21 3.46 0.01176 12.91
teta[5] 3.558 1.776 0.005704 3.275
teta[6] 17.59 4,042 0.0154 17.26
teta[7] 1.804 1.293 0.004913 1.514
teta[8] 1.796 1.287 0.004789 1.51
teta[9] 4.439 1.986 0.006505 4.141
teta[10] 20.23 4.349 0.01651 19.9

Burada da Tablo 4.13’'e benzer sonuglar elde edilmig olup, iterasyon sayisinin
arttirlmas1 sadece MC Hata'larinin kigtimesini saglamigtir. Poisson-Gamma
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hiyerargik modelinin buradaki gibi bir yapay veri seti yerine gergek bir veri seti ile
isletiimesi, model parametrelerinin daha anlamli yorumlanmasini saglayacaktir. Bu
amagla kurulan bu modelin ileride gergek bir uygulamada kullaniimasi énerilebilir.

Sonug olarak; kurulan her i¢ model igin grafiksel sunumlar elde edilmig, modeller
icin BUGS kodlar gelistirilimigtir. Ardindan modeller farkli iterasyon sayiian, farkli
baslangi¢ degerleri ve farkl énsel dagilimiar ile isletilmistir. Elde edilen tahminlerin
bilinen tahminlerle kargilagtirimasinda ilk iki model sonuglari kullaniimis,
tahminlerin analitik sonuglara olan yakinhd: gézlenmistir. lterasyon sayisinin
arttirlmasinin bilgisayarlara ek bir zaman yiki getirmesine kargin daha hassas
tahminler elde edilmesini sagladigi gértilmustiar. Caligmaya iligkin genel sonug
izleyen bélimde verilecektir.
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5. SONUGLAR

Bu tez caligmasinin amaci, standart istatistiksel tekniklerin dogal bir uzantisi olan
Bayesci grafiksel modellerin tanitimidir. Burada &6zellikle modellerin yapisal
gosterimi ve ¢ikarsama yapabilmek igin kismi hesaplama yoéntemleri Uzerinde
durulmustur.

Ancak, burada ele alinan tekniklerin bazi sikintilarinin da gézardi edilmemesi
gerekmektedir. Birincisi, Bayesci yaklagimin dogasindan gelen bir problem olan
onsel dagihmin tanimlanma sorunudur. Cogu zaman &énsel dagilimla ilgili
kararsizlik sonuglari olumsuz ve yanlig ydnde etkileyebilmektedir. lkincisi ise,
MCMC metotlarin dogrulugunun test edilmesinin zor olan bir simiilasyona dayali
olmasidir (Bu teknik bir yaklagim teknigidir). Elde edilen ¢6zimler analitik olarak
elde edilmedigininden hata kaginilimazdir. Uglinciisii, MCMC tekniklerinin bir gok
modelin tahmininde ve sonuglar Gzerindeki etkilerinin goériilmesinde uygun bir
teknik olmamasidir. Dérdiinclsi, bir model igin parametrelerin belirlenmesi
similasyon sonuglan Uzerinde ¢ok 6nemli etkilere sahiptir. Bu nedenle uygun
parametrelendirme, sonugclar Uzerinde énemli etkiye sahiptir.

Bitin bu sikintilara ragmen, grafiksel yaklagsim modellerin g¢ok iyi bir sekilde

anlasiimasini saglamakta ve bu yaklagimin istatistik bilimine ¢ok biytik faydalar
getirecegdine inaniimaktadir.
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