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Tekrarli 6lgumlu veriler ayni deneysel birimden farkli deneme kosullarinda
alinan birden fazla dlgimi tanimlamaktadir. Ozellikle, saglik ve davranis bilimleri,
egitim ve psikoloji gibi gesitli alanlarda tekrarli dlgimlG veriler ile yapilan arastirmalar
uygulamali istatistikte 6nemli bir yere sahiptir. Ayni deneysel birimden alinan farkli
Olcimler arasindaki bagimhlik yapisi, tekrarli élgimli verilerin analizinde daha dikkat
gerektiren ve diger analizlere oranla daha zorlastiran bir husus olarak karsimiza
¢lkmaktadir. Bu Olgimler ile planlanmis arastirma tasarimlarinin sonuglarini analiz
etmek icin kullanilan birgok yéntem vardir. Bu analiz yontemleri arasindaki en buyuk
fark ise kullanilan modellerin dayandidi varsayimlardir. Bu yodntemler arasindan
modellerin dayandigi varsayimlari saglayarak bagimhlik yapisina sahip tekrarh dlgimlu
verileri modelleyebilecek uygun bir yéntemin belirlenmesi 6nem kazanmaktadir. Klasik
yontemlerin gerektirdigi en onemli varsayimlardan biri normallik varsayimidir. Birgok
yontem normallik varsayimi altinda ¢aligmaktadir. Ancak uygulamalarda bu varsayimi
saglamak her zaman mumkin olmamaktadir. Bu sebeple, tekrarli dlgimli verilerin
analizinde oOzellikle normallik varsayiminin saglanmadigi durumlar ig¢in, normal
dagilimin o6tesinde modelleme de esneklik saglayabilecek daha farkli dagilimlara
ihtiyac duyulmaktadir.

Bu calismada, normallik varsayiminin saglanmadidi durumlarda, normal

dagilima alternatif bir dadihm ailesi olan Eliptik Konturlu dagilimlar altinda ¢ok



degiskenli tekrarli dlgimlU verilerin analizi igin siklikla kullanilan bir yontem olan Cok
Degiskenli Varyans Analizi (MANOVA) modeli incelenerek, Cok Degiskenli Laplace
dagiliminin kullaniimasi énerilmistir. Bu dagilim varsayimi altinda MANOVA modeline
iliskin parametre tahminleri en ¢ok olabilirlik yontemi ile gerceklestirilip bu tahmin
edicilere dayali test istatistikleri 6nerilmistir. En c¢ok olabilirlik yéntemine dayal
parametre tahminleri icin EM algoritmasi kullanilmistir. Ayrica, farklh deneme
kosullarinda i¢ ice olusan tasarimlardan alinan tekrarli dlgimli verilerin analizi icin
Matris Degiskenli Laplace dagilimi kullaniimasi dnerilmis ve bu dagdilima dayali modelin
parametre tahminleri en c¢ok olabilirik tahmin yoéntemi ile gerceklestirilmistir.
Parametrelerin  gercek degerleri ile tahminler arasindaki Oklid uzakliklari

hesaplanmasinin yaninda ayrica test istatistiklerinin gugleri de hesaplanmistir.

Anahtar Kelimeler: MANOVA, Tekrarli 6lgimli veri, Laplace dagilimi, EM algoritmasi,
Tekrarl Olgtimli MANOVA
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Repeated measures data describe multiple measurements taken from the same
experimental unit under different treatment conditions. In particular, researches with
repeated measures data in various fields such as health and behavioral sciences,
education, and psychology has an important role in applied statistics. The structure of
dependency between different measurements taken from the same experimental unit
appears as an issue that requires more attention in the analysis of repeated measures
data and makes it more difficult than other statistical analyzes. There are many
methods used to analyze the results of research designs planned with these
measurements. The most important difference between these methods is the
assumptions on which the models are based. By satisfying the assumptions that the
models are based on among these methods, it is important to determine an appropriate
method that can model the repeated measures data with the dependency structure.
One of the most important assumptions needed by classical methods is the normality
assumption. Many methods are valid under the assumption of normality. However, it is
not always possible to hold this assumption in applications. For this reason, in the

analysis of repeated measures data, different distributions are necessary that can



provide flexibility beyond the normal distribution, especially in cases where the
assumption of normality does not hold.

In this study, it is proposed to use the Multivariate Laplace distribution by
examining the multivariate variance analysis model (MANOVA), which is a frequently
used method for analysis of multivariate repeated measures data under Elliptically
Contoured distributions, which is an alternative distribution family, in cases where
normality assumption does not hold. Under this distribution assumption, the parameter
estimates for the MANOVA model are carried out with the Maximum Likelihood method
and, test statistics based on these estimators are proposed. The EM algorithm is used
for parameter estimates based on the Maximum Likelihood method. In addition, the use
of Matrix Variate Laplace distribution is proposed for the analysis of repeated measures
data from nested designs under different treatment conditions, and model parameter
estimates based on this distribution are made with the Maximum Likelihood estimation
method. The Euclidean distances are calculated between the true parameter values
and the estimates. Additionally, the power values are calculated for the test statistics.

Keywords: MANOVA, Repeated measurement data, Laplace distribution, EM
algorithm, Repeated Measures MANOVA
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1. GIRIS

Istatistiksel bir modelleme yapabilmek icin verilerin varsayilan dagilim
kosullarini saglamasi istatistiksel gikarsamalarda 6nemli bir yere sahiptir. Bu
sebeple normal dagilim, istatistiksel veri analizinde dnemli bir rol oynamaktadir.
Cok degiskenli veriler icin de ¢ikarsamali istatistiksel yontemlerin birgogu, temel
varsayim olan, ¢ok degiskenli normal dagilim ozelligine sahip olan veriler igin
geligtiriimigtir. Bu varsayim altinda varyans analizi modeli (ANOVA) modeli
parametrelerinin tahmini icin en sik kullanilan yontemlerden biri olan En Kiguk
Kareler Yontemi (EKK) ile yapilmaktadir [1]. Normallik varsayimi altinda bu
yontemler ile elde edilen tahmin ediciler en etkin tahmin edicilerdir. Normallik
varsayimi saglanmadigi durumda, EKK tahmin edicileri etkinligini yitirmektedir
[1]. Dolayisiyla, EKK tahmin edicilerine dayanan F test istatistigi de gucunu
kaybetmektedir. Ancak gercek hayat uygulamalarinda veri setlerinin gogunlugu
tam olarak normal dagilim gostermezler. Bu sebeple, benzeri sorunlarin
ustesinden gelebilmek amaciyla, normallik varsayiminin saglanmadigi durumlar
icin alternatif dagilimlara dayali yontemlerin gelistiriimesinin ve kullaniimasi

daha yararli olacaktir.

Cok degiskenli ANOVA icin ise Cok Degiskenli Normal Dagilim temel
esas olarak kabul edilmektedir. Bu model altinda istenen sonuglarin elde
edilmesi mumkundur. Bununla birlikte pratikte bu dagilimin varsayimlari gecerli
olmadidi durumlara ¢ozum uretebilmek icin literatirde sayisiz alternatif ¢ok
degiskenli dagilim kullaniimistir. Bir cok ¢alismada Eliptik Konturlu dagihmlar ile
benzer dagilimlari kullanilarak istatistiksel ¢ikarsamalar yapilmistir [2], [3], [4].
Bu siniftaki dagihmlarin daha esnek, daha uyarlanabilir ve 6zellikle de marjinal
dagihimlarinin daha uzun kuyruklara sahip oldugu goésterilmistir. Eliptik konturlu
dagilimlarin varliginda, goézlemlere iliskin dogrusal ve karesel fonksiyonlarin
normallik varsayimi altindaki yontemlere gore daha dayanikli oldugu

gOsterilmigtir.

Normal dagilimdan daha kalin kuyruga sahip dagilimlar, normal dagilima
dayal istatistiksel ¢ikarsamalara gore aykiri degerlere ve hatalara kargi daha

duyarlidirlar. Bu sebeple, normalden daha agir kuyruklara sahip hatalari igceren



veri kiimelerini modelleyebilmek icin normal dagilima alternatif daha esnek
dagihmlar olusturmak gercedi ortaya c¢ikmistir. ilk olarak normal dagilima
alternatif olarak onerilen agir kuyruklu dagilimlar t ve Slash dagilimlaridir [5].
Her iki dagilim da negatif olmayan raslanti degisken 6l¢edi ile normal dagilima
sahip rasgele degiskeninin karmasi olarak elde edilebilir. Bu durumda her iki
dagiimda normal dagiimin olgek karmasindan olusan dagilimlar ailesine ait

olurlar.

Normallik kosullari saglanmadiginda model olusturmada ¢ok yararli olan
bir baska dagilim ise 1975’te Kotz tarafindan onerilen Kotz tipi dagilimdir [6]. Bu
dagiim normal dagilimin genellestiriimis hali olarak dusunalebilir. Normal
dagilimin olgek karma dagihmlari gibi, daha agir kuyruklara sahip dagilim
uretebilmek icin Kotz tipi dagilimi da olgek karma dagihm cinsinden yazmak
miimkundiir. Olgek karma Kotz tipi dagilim, genellestirilmis gok degiskenli Slash
dagilimin elde edilmesinde kullaniimistir ve bu dagilim normal dagilim
varsayiminin saglanmadigi durumlarda diger alternatif ydontemlere gore daha iyi

sonug veren bir bagka dagilim ailesi olarak 6nerilmistir [7].

Tez cgalismasinin amaci, normal dagilim varsayimlarinin saglanmadigi
durumlarda normal dagilima alternatif bir dagilim olan Eliptik Konturlu dagilimlar
ailesinden Cok Degiskenli Laplace dagilimini kullanarak Cok Degiskenli Tekrarli
Olcumli ANOVA modeli icin parametre tahminlerini elde etmek ve bu dagihim
altinda test istatistigi onermektir. Bu amagla, tezin bolumleri agagida aciklandigi

gibi duzenlenmistir.

Bu tez calismasi on bdlimden olugsmaktadir. ikinci bdlimde, Eliptik
Konturlu dagilimlar hakkinda kisaca bilgi verilerek, 6zelliklerine deginilmigtir.
Ucuincul boliimde, Laplace Dagihimina ayrintili olarak yer verilmigtir. Dordincu
bolimde tezinde ana gatisini olusturan Tekrarli Olgiimli veriye ve 6zelliklerine
deginilmistir. Besinci bolumde, Normal dagilim varsayimi altinda tekrarli
Olcumlu verilerin analiz yontemlerinden bahsedilmigtir. Altinci ve yedinci
bolumde ise, tezin orijinal kismini olusturan, Normal dagilim varsayimi
saglanmadigi durumda c¢ok degiskenli tekrarli Algumlu verilerin analizi igin

Onerilen dagihm varsayimi altinda teorik ¢ikarsamalar sonucunda parametre



tahminlerine ulasiimistir. Sekizinci boélimde, bir benzetim calismasi ile yedinci
bolumde elde edilen parametre tahminlerinin etkinleri incelenmis ve bu
parametre tahminlerine dayal test istatistikleri hesaplanmistir. Dokuzuncu
bolimde, kullanilmasi Onerilen dagilim varsayimi altinda gergek veri ornegi
¢ozumlenerek Normal dagilima dayal sonuglar ile karsilagtiriimigtir. Onuncu
bdlim sonug ve tartisma bolimuadar. Bu bélimde, g¢alismaya iliskin genel bir
degerlendirme vyapilarak, sekizinci ve dokuzuncu boélumde elde edilen

sonuglarin degerlendirilmesi yapiimigtir.



2. ELIPTIK KONTURLU DAGILIMLAR

Klasik ¢ok degdiskenli analizlerin ¢ogunlukla ¢ok degiskenli normal
dagihm varsayimina dayanmasi nedeniyle, bu analizlerde kullanilan olasilik
modellerinin hepsi olmasa da birgcogu surekli ¢cok degiskenli veri kimesine
uymaktadir. Bu modellere iligkin c¢ikarsamalar igin teoriler ve yontemler
literatlirde mevcut olmakla birlikte hala gelistirimeye devam etmektedir [8].
Normal dagihm dogasi geregi geleneksel matris cebri agisindan 6nemli
analizlere imkén saglamaktadir. Ayrica, vektor ve matristen olusan parametre
kimesinin gozlem vektorinlin ortalamasi ile temsil edilebilmesi ve kovaryans
matrisi ile yorumlayabilmek bakimindan nispeten daha kolay c¢ikarsama
yapilabilmesi analizi kolaylastirir. Normal dagihmin sahip oldugu bu avantajin,
uygulamada daha esnek kullanim saglayamadiginda dezavantaja donusmesi
sebebi ile normal dagilim sinifinin étesinde ¢ok degiskenli olasilik dagilimlarina
ihtiyac duyulur. Bu nedenle, istatistikgiler, standart dagilimlara uygun modelleri
cok degdigkenli normal dagihmin en 6nemli 6zelliklerini koruyan daha genis bir
dagilim sinifina genellestirmekle ilgilenmiglerdir. Bu noktada, buyuk bir dagihm
ailesi olan Eliptik Konturlu Dagilimlar, literatlirde bu tarz analizlerin kapsamini
artirici dagihmlar olarak énerilmislerdir [2], [9], [10]. Eliptik Konturlu Dagilimlar
sinifinin ¢ok degiskenli normal dagilimin uygun bir uzantisi olarak kabul
edilebilecegi belirtiimistir [2]. Normal olmayan dagilimlar ailesinden olan bu
dagihimlar, modellemede daha fazla esneklik saglar. Ayni zamanda normal
dagihm ailesine uygun bircok yéntem Eliptik Konturlu dagihim ailesi iginde
uygunluk gosterir. Eliptik Konturlu dagilimlarda basiklik, siklikla ihtiya¢ duyulan
normal yontemlerden bir parga daha farkh olabilir. Gozlemlerin dogrusal ve
karesel fonksiyonlarina dayali bu yontemler, normal ydntemlere gére ¢ok daha
dayanikli olabilirler. Bu sebeple, ¢ok degiskenli istatistikte, eliptik dagilhimlar,

normal dagilima bir alternatif saglamaktadir.

Literatiirde, bircok arastirmaci, Eliptik Konturlu Dagilimlara iligkin
istatistiksel ¢ikarsama teorisini ve yontemlerini gelistirmistir [2], [9], [11], [12],
[13], [14], [15], [16].



2.1. Eliptik Konturlu Dagihimlarin Ozellikleri

Eliptik dagihmlar ¢cok degiskenli normal dagilimin genisletilmis halidir [11].
Cok degigkenli normal dagihm, standart normal dagihm aracihgr ile
tanimlanabilmektedir. y, n boyutlu rastgele vektor, y~N,(w, X) ile gok degiskenli
normal dagilima sahip, X, n boyutlu rastgele vektor ise, x~N,(0,1I) ile standart
normal dagihima sahip iken ayrica varyans-kovaryans matrisi £ = DD’ bi¢ciminde
tanimlandiginda,

yiu+D'x (2.1)

esitligi ile standart normal dagilima paralel olarak ¢ok degiskenli normal

dagilimin birgok Ozelligi kolaylikla bulunabilmektedir. (nx1) boyutlu y rasgele

vektorl, p (nx1) ve X (nxn) parametreleri ile

yiu+D'x (2.2)

esitligini sagliyorsa eliptik simetrik dagilima (eliptik dagihma) sahiptir denir [11].
Burada, x rastgele vektor, x~S,(¢) goOsterimi ile kiuresel dagilima sahiptir.
Ayrica, D:kxn , X =DD’, rank(Z) =k ‘dir. Bu bigimde tanimlanan eliptik
dagilima sahip y vektéri y~EK, (u, Z, ) biciminde gosterilebilir. Eger, rank(Z) =
kile y~EK,(u X, ¢) dagilimina sahip ise;

> y'nin karakteristik fonksiyonu yi(t) = E(elt®), herhangi bir ¢ sayisal
fonksiyonu igin (2.3) ile verilen esitlige esit olur.
YO = e HP(L'EY) (23)

>  yu®’den bagimsiz r > 0 ve £ = DD’ igin y’nin stokastik gosterimi;

y2p+rD'u® (2.4)



ifadesine esittir. Bu gosterim, y~EK,,(w, £, ¢) rasgele vektorinin eliptik simetrik
dagilima sahip olabilmesi icin gereklidir. Burada, r =0ve u® birbirinden

bagimsizdir. Ayrica, y~EK, (w, Z, ¢) sahip oldugunda,

QY =(-wW (y—-pwlr? (2.5)

olur. Burada X7, Z’'nin genellestirilmigs tersidir.

Eliptik dagilimli degigkenlerin herhangi bir dogrusal birlesimi de eliptik
dagilima sahiptir [10],[11]. y degdiskeni, y~EK, (X, d) ve rank(Z) = k ile eliptik

dagilima sahipse,
v + B'y~EK,,(v + B'y, B'YB, ¢) (2.6)

olur. Burada, B nxm boyutlu matris, ve v, mx1l boyutlu vektordir.

y~EK, (i, X, d) dagilimina sahip ikeny ve p vektori ile £ matrisi,
(W (N« [P11 212]
y - ( YZ) I’l - ( YZ) z - 221 222 (27)

esitlikleri ile ifade edilmektedir. Bu durumda, marjinal dagilimlari da
v1~EKn (11, 211, @) ve vo~EK,_ (12, 222, @) ile yine eliptik dagilima sahiptirler.

Burada, y;:mx1, py: mx1 ve £;4: mxm boyutludur.

Genel olarak, y~EK,(wX,¢) dagiimina sahip olarak verilen bir
degiskenin  yogunluk fonksiyonuna sahip olmasi  gerekli  degildir.
y~EK,(w, X, ¢) dagihimina sahip bir degiskenin yogunluk fonksiyonuna sahip
olmasi igin gerekli kosul rank(Z) = n ‘ e esit olmasidir. Bu durumda da stokastik
gosterim ifade edilmektedir. Burada, yine D tekil olmayan bir matris olmak

uzere, D'D = X‘ya esittir. Ayrica, x~S,(¢) ile yine kuresel dagilima sahiptir.



Sonuc¢ olarak, (2.1) esitligi ile ifade edilen stokastik godsterime sahip y

degiskeninin yogunlugu,

ColZI™2g((y — w2 (y — w) (2.8)

ifadesi ile tanimlanmistir. Bu durumda, EK, (i, %, ¢) yerine EK, (w, X, g) gosterimi
de kullanilabilmektedir [2].

Eliptik konturlu dagihmlar ailesi,

>

vV Vv VY VvV VY

>

Cok Degiskenli Normal Dagilim

Cok Degiskenli t Dagilimi

Cok Degiskenli Cauchy Dagilimi
Cok Degiskenli Laplace Dagilimi
Cok Degiskenli Uniform Dagilim
Normal Dagilimin Karma Dagilimlari

Cok Degigkenli Kararh (Stable) Dagilimlar

gibi dagihmlari icermektedir [2], [9], [12].

Bu calismada Eliptik Konturlu dagilim ailesinden olan ve gergcek yasam

uygulamalarinda daha siklikla kullanilan Cok Degiskenli Laplace Dagilimi ele

alinmigtir.



3. LAPLACE DAGILIMI

Bu bolimde, Tek Degiskenli, iki Degiskenli ve Cok Degiskenli olmak
uzere Laplace Dagilimi kisaca tanitilacaktir. Ayrica Matris Degiskenli Laplace

dagihmindan da kisaca bahsedilecektir.

3.1. Tek Degiskenli Laplace Dagilimi

Klasik Laplace dagilimi, ilk olarak 1774 yilinda normal dagilima alternatif

olarak Pierre Simon Laplace tarafindan onerilmistir. Klasik Laplace dagilimi,
1
f(x;0;s) = ge‘““e'/s , —0 <X < (3.1)

seklinde tanimlanmaktadir [17]. Burada, 6 € (—o0, ) ve s > 0 sirasiyla, konum
ve Olcek parametreleridir. Laplace dagiliminin konum parametresi 6, dagilimin
ortalama, medyan ve moduna karsilik gelirken, olcek parametresi s ise

dagihmin standart sapmasina karsilik gelmektedir.

Laplace dagihmi ayni zamanda iki Ustel rasgele degisken arasindaki
farkin kurali olarak bilinir. Bu sebeple, bu dagilim, cift Gstel dagilim (double
exponential distribution), iki kuyruklu Ustel dagilim (two-tailed exponential
distribution) ve ikili tstel kanun (bileteral exponential law) olarakta bilinmektedir.

Klasik Laplace dagiliminin karakteristik fonksiyonu, ortalamasi ve

varyansi sirasiyla,
Px() = (1 +t5)71, —0o<t< (3.2)
EX)=6 , V() =2s2 (3.3)
biciminde tanimlanmaktadir [17]. Laplace dagihiminin olasilik yogunluk

fonksiyonu normal dagilima benzemektedir. Ancak, normal dagilimin olasilik

yogunluk fonksiyonu, ortalamadan farklarin karesi terimleri ile ifade edilirken,

8



buna karsilik Laplace dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu, ortalamadan gelen

mutlak fark ile ifade edilmektedir. Sonuc¢ olarak, normal dagilim ile

kargilastirildiginda Laplace dagilimi daha kalin kuyruklara sahip olmaktadir.

(@)
. o
'y Distribution
0.6 1 Ty e Normal
LA |
| = 1 Laplace
r
2 04 W
2o
c
oy
he)
0.2-
0.0-
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
Yy
(b)
0.0100 1 0.0100
0.0075 1 0.0075
= =
2 0.0050 1 € 0.0050 -
> &
o =]
0.0025 0.0025 -
0.0000 0.0000
50 45 40 35 30 3.0 35 40 45 50
y Yy

Sekil 1.Laplace ve Normal dagilima iliskin yogunluk

fonksiyonlarinin grafikleri [18].

Sekil 1 (a) sifir ortalamali Laplace ve normal dagilimin olasilik
Grafikten de
goruldugu gibi Laplace dagihimi ortalama etrafinda daha belirgin bir zirveye

yogunluk fonksiyonlarinin karsilastirmasini  gostermektedir.
sahiptir. Ayrica, Sekil 1 (b) ve Sekil 1 (c)'de Laplace dagiliminin normal
dagilima gore ¢ok daha kalin kuyruklara sahip oldugu gortlmektedir.

Laplace dagilimin en 6nemli 6zelliklerinden bir tanesi de diger olasilik
dagihmlar ile karakterize edilebilmesidir [19]. Normal dagihmin 6lgek karmasi
olarak ifade edilebilmesi de Laplace dagilimin bir diger 6zelligidir [18].



3.2. iki Degiskenli Laplace Dagilimi

iki degisken olmasi durumunda simetrik Laplace dagilimina iligkin

karakteristik fonksiyon,

ot o5t5
Plty,t) = (1+ > + po10,tt; + T)_l (34)

seklinde tanimlanmaktadir [19]. Burada yer alan U¢ parametre, o; = 0,0, = 0,
p € [0,1] kosullarini saglamaktadir. Simetrik kelimesi ile anlatiimak istenen,
ilgilenilen dagilimin iki boyutta bir elipsoit boyunca yayillan tek boyutlu
dagiimdan elde edilmesidir. Bunun anlami, karakteristik fonksiyonunun t =

(t1,tp)" ile t'Zt'ye bagh olmasi demektir. Burada negatif olmayan £ matrisi,

2
3= [ 01 01%p (3.5)
0102p 02

olarak tanimlanir. Genel olarak, bu tipteki dagihmlar eliptik konturlu dagilimlar
olarak isimlendirilirler bu durumda bu kosullar altinda tanimlanan bu dagilim
Eliptik Konturlu Laplace dagilimi olarak isimlendirilebilir. Y = (Y3, Y,)’
oldugunda, ortalama vektéri ve varyans-kovaryans matrisi asagidaki gibi

tanimlanir,

2
07 010,p

E(Y) =0, Cov(Y) = E(YY) = 2 (3.6)
0102p 02
iki degiskenli simetrik Laplace dagilimina iliskin yogunluk fonksiyonu,
1 2(x%/c% -2 + y2 /03
f(x,y) = K, (x2/o1 pXY/((;]O'z) y?/o3 3.7)
01024/ 1 — p? 1-p

esitligi  ile tanimlanmaktadir. Burada K, Bessel fonksiyonu olarak

isimlendirilmektedir.
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iki degiskenli Laplace ve Normal dagihma sahip degiskenlerin iliskili ve
iliskisiz oldugu durumlara uygun olarak olasilik yogunluk fonksiyonlarina (o.y.f)

iligkin gosterimler Sekil 1 ve Sekil 2’de verilmistir.

cot0 <[} !

NORMAL

LAPLACE

Sekil 2. Laplace ve Normal dagilima iligkin iki degigkenli o0.y.f. ¢izimi
(lliskisiz durum) [19].

0.5

%] Cov(¥) = [0?5 0.5

Cov(Y) = [0?5 1

NORMAL

LAPLACE

- 4 4 - g T ’ . - = a2

Sekil 3.Laplace ve Normal dagilima iligkin iki degiskenli o.y.f. cizimi
(iligkili durum) [19].
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3.3. Cok Degiskenli Laplace Dagilimi

Cok degiskenli Laplace dagilimi, 6zellikle finans ve biyolojik bilimlerin
yani sira guncel hayata iliskin verilerin modellenmesine iliskin bircok
uygulamada karsimiza ¢ikmaktadir. Ayrica carpik ¢ok degdiskenli verileri
modellemede kullanilan dagihmlardandir.  Laplace dagiliminin avantajlari,
normalden daha kalin kuyruklara sahip olmasina ragmen momentlerinin varhg,
dagilim parametrelerinin  ve momentlerinin arasindaki basit iligkiler ve
karakteristik fonksiyonunun basit bigimindeki gosterimi olarak siralanabilir.
Dagilim, iki tane ¢ok degiskenli parametre ile tanimlanir. Bunlardan bir tanesi
Olcek parametresi, digeri ise dagiimin hem bi¢imini hem de konumunu esanli

olarak kontrol eden konum parametresidir.

Cok degigkenli simetrik Laplace dagilimi, iki degiskenli Laplace
dagihminin genellestirilmisi olarak tanimlanmistir [20]. Simetrik kelimesi burada
eliptik konturlu ya da eliptik simetrik dagilimlari ifade etmektedir. Ayrica simetrik
kelimesi, bu dadilimlarin degiskenlerine yalnizca karesel bir formla bagli olan

karakteristik fonksiyona sahip oldugu anlamina gelmektedir.

X, pxp boyutlu pozitif tanimli simetrik matris oldugu durumda, p boyutlu

Cok Degiskenli Laplace dagilimina iligkin karakteristik fonksiyon,

1
WO = ——— (38)
1+ 5 (t'Zt)

bigiminde tanimlanmaktadir. Olasilik yogunluk fonksiyonu ise,

2 '3 -1y Y2
f(y) = <y : y) K, (V2y'=1y) (39)

(2m)P/2|z2]2/2

esitligi ile tanimlanmistir. Burada, v = (2 —p)/2 ve K, uyarlanmisg Bessel

fonksiyonunu gostermektedir [19].
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Simetrik Laplace dagiliminin ¢ok degiskenli duruma genigletiimesi
literatiirde farkhi gdsterimler ile yer bulmustur. ilk olarak, Eliptik konturlu
dagihimlarin 6zel bir durumu olarak iki degiskenli Laplace dagilimi elde edilmigstir
[21]. Bu dagilim, daha sonra yogunluk fonksiyonlari yardimiyla elde edilmigtir.
[11]. Cok degiskenli Laplace dagilimlarina ait yogunluk fonksiyonlarinin Bessel
fonksiyonlarini icermesi ylzinden sinirli kullanima sahip olduklari belirtilmistir
[22]. Daha sonra, ayni dagilim ¢ok degigkenli Linnik yasasinin 6zel bir durumu
olarak elde edilmigtir [12]. Eliptik kontura dayali bir bagka ¢ok degiskenli
dagihimlar ailesi Genellestiriimis Laplace Dagilimlari olarak isimlendirilmigtir
[23]. Cok degiskenli asimetrik Laplace dagilimi karakteristik fonksiyonu
yardimiyla tanimlanarak, asimetrik Laplace ailesinden rasgele degiskenlerin
turetilmesi ile ilgili yontemler tzerinde c¢ahsiimistir [24]. Cok degiskenli veriler
igin istatistiksel ¢cikarsamalar yapmak Uzere Kotz tipi dagilimlar gergevesinde bu
dagihm incelemistir [4],[25]. Cok degdiskenli Laplace dagilimi ayni zamanda Kotz
tipi dagilimlarin 6zel bir durumudur. Cok degiskenli Laplace dagiliminin
parametre tahminleri ayrintili olarak irdelenmistir [26]. Dogrusal olmayan tekrarli
Olcumlu verilerin varliginda Laplace dagilimi kullanilarak, literatirde genis bir
kullanim alanina sahip ¢ok degiskenli normal blyime egrisi modeline (growth
curve model) alternatif bir yaklagsim getirilmistir [27]. U¢ parametreli ok
degiskenli Laplace dagilimlar ailesi dnerilmis ve 6zelliklerine deginilmistir [28].
Cok degiskenli Ustel gu¢ dagihminin  (multivariate exponential power
distribution) 6zel bir durumu olarak ¢cok degiskenli simetrik Laplace dagilimi, cok
degiskenli ¢arpik dagilima genisletilmistir [29]. Cok degiskenli genellestiriimis
Laplace dagihimi ayrica stokastik yonden de ele alinmistir [30]. ilave olarak,
uygulama alaninda Dogrusal Karma Modeller igin ¢ok degiskenli Laplace

dagihimi énerilmistir [31].

Literatlrde farkli bigimlerde ele alinan ¢ok degiskenli Laplace dagilhmi,
bu tez calismasinda, ¢ok degiskenli carpik Laplace dagilimina gegis icin
onerilen bicimi ile ele alinmistir. Onerilen cok degiskenli simetrik Laplace

dagilimina iligkin olasilik yogunluk fonksiyonu,

|z|~/2
p-1/2r (P11
2P r( 5 )

fopr (% 0, E) = eV G- - (3.10)
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esitligi ile tanimlanmigtir [29]. Burada, x € R?, p > 1, olmak Uzere € R?
konum vektord, X pozitif tanimh yayilim matrisidir. Bu yogunluk fonksiyonunda,
p =1 oldugunda dagiim tek degiskenli Laplace dagilimina doénusmektedir.
Buradan hareketle, esitlik (3.10) ile ifade edilen olasilik yogunluk fonksiyonuna
sahip dagilimin, tek degigkenli Laplace dagiliminin ¢ok degiskenli uzantisi
olarak tanimlanabilecegi ifade edilmistir [29]. Cok degiskenli Laplace dagilimi,
normal dagilima alternatif bir dagilim olmakla birlikte daha kalin kuyruklara

sahip bir dagiimdir [29]. Bu dagilima iligkin ortalama ve varyans,
E@=pn, Vx=@+1D2 (3.11)

esitlikleri ile ifade edilmektedir [29],[25]. Carpiklik ve basiklik katsayilari ise

siraslyla,

81p =0 (3.12)

5 _p(p+2)(p+3)
T (p+D

(3.13)

biciminde tanimlanmaktadir [25].

3.4. Matris Degiskenli Laplace Dagilimi

Matris degiskenli dagihimlar istatistikgiler tarafindan uzun suredir ¢alisilan
dagihimlar arasinda yer almaktadir. Rastgele matrisler, cok degiskenli tekrarli
Olcimleri tanimlamak icinde kullanilabilmektedir. Bu durumda, istatistikte énemli
bir kosul olan gozlemlerin bagimsizhgi varsayimi, genellikle saglanmayabilir. Bu
bicimdeki veri kumelerini analiz ederken, verideki bagmlihk yapisini
tanimlayabilmek i¢in matris degiskenli Eliptik Konturlu dagihmlar tercih
edilebilmektedir. Bu siniftaki dagihmlar, onlari 6zellikle yararli yapan ve birgogu
normal dagiliminkine benzer kesin Ozelliklere sahiptirler. Ozellikle, cesitli
hipotezlerin testinde, normal dagilim igin gelistirilen bircok test bu siniftaki

dagihmlar iginde kullanilabilmektedir [32].

Matris degiskenli Eliptik Konturlu dagilimlar, eliptik dagihmlarin vektorden

matrise genisletiimis durumunu kapsamaktadir. Bu dagilimlardan biri de Matris
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Degiskenli Laplace dagilimidir. Cok degiskenli Laplace dagihminin, matris
boyutuna genisletiimis durumunu kapsamaktadir. Matris Degiskenli Laplace
dagilimi, literatiirde karma dagihm yontemi ile Ustel dagilim ve Matris
Degiskenli Normal dagilim kullanilarak elde edilmistir [33]. Bu tez galismasinda
ise Ters Gama dagilimi ile Matris Degiskenli Normal dagilimin kullaniimasi
durumu ele alinarak tekrarli dAlgimler olmasi durumunda ¢ok degiskenli

dogrusal modele iligkin parametre tahminlerine yonelik ¢gikarsamalar yapiimistir.
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4. TEKRARLI OLCUMLU VERI

“Tekrarli Olgtimli” terimi, goklu durumlarda ya da goklu kosullar altinda,
her bir deneysel birimden ya da denekten elde edilen tek degiskenli ya da ¢ok
degiskenli yanitlari igermektedir. “Uzun Suareli Veri (Longitudinal Data)” terimi de
sik sik tekrarli 6lgtimli verileri tanimlamak igin kullaniimaktadir. Ozellikle, bazi
arastirmacilar tarafindan tekrarli 6lgim faktorinin zaman oldugu durumlarda
bu terim tercih edilmektedir. Bdyle bir kullanim igin, uzun sureli veriler, tekrarh
Olgimla verilerin 6zel bir durumu gibi digstnulebilir. Bazi arastirmacilar ise, uzun
sureli veri terimi i¢in kesin bir ayrim yaparak, bu terimi, ¢ok genis bir zaman
periyodunda siklikla kontrolsuz kosullar altinda toplanan veriler i¢in kullanmayi
tercih etmiglerdir. Tekrarli 6lcUmlU veri terimini ise, nispeten daha kisa zaman
periyodunda ve c¢ogunlukla deneysel kosullar altinda toplanan verileri

tanimlamak icin kullanmiglardir.

Tekrarl 6lcumlerin elde edildigi ¢galisma tasarimlarini igeren arastirmalar
bircok uygulama alaninda mevcuttur. Yanit degiskenini, her bir denekten ¢oklu
zaman noktasinda alinan olgumlerin olusturdugu c¢alismalar onemlidir ve
genellikle arastirmalarda siklikla kullanilan uygulamalardir. Diger uygulamalarda
ise, her bir deneysel birimden alinan yanitlari, ¢oklu zaman noktalarindan

ziyade ¢oklu kosullar altindaki olgcimler olugturmaktadir.

Her denekten tekrarlanan olgimlerin elde edildigi ¢calismalarin temel
glcu, bunun bireysel degisim modelleri hakkinda bilgi edinmenin mumkdn
oldugu tek tasarim turi olmasidir. Bu tiar bir tasarim, deneklerin nasil
kullanilacagina karar verilen durumlar igin de ekonomiktir. Ornegin, bir tedavinin
zaman icindeki etkilerini incelerken, belirlenen her zaman noktasinda farkl
denekleri gdzlemlemek yerine, ayni denekleri tekrar tekrar gdzlemlemek
genellikle arzu edilir. Diger bir avantaj, deneklerin kendi kontrolleri olarak iglev
gorebilmeleri, sonu¢ degiskeninin her denek i¢cin hem kontrol hem de deney
kosullari altinda olculebilmesidir. Denekler arasi degiskenlik kaynaklar
deneysel hatadan hari¢ tutulabileceginden, tekrarlanan &l¢gim tasarimlari

genellikle ayni sayida ve modeldeki kesit tasarimlarina gore ilgili parametrelerin
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daha verimli tahmin edicilerini saglar. Ayrica, ayni konularin kesitsel bir
calismaya gore tekrar tekrar takip edildigi bir galismada verilerin daha guvenilir
bir sekilde toplanabilecedi dustunulmektedir. Tekrarlanan 6lgum ¢alismalarindan
elde edilen verilerin analizinde iki ana zorluk vardir. Ik olarak, analiz ayni deney
birimi  Uzerinde tekrarlanan gozlemler arasindaki bagimllik nedeniyle
karmasiklasir. ikincisi, arastirmaci genellikle dlciim elde etme kosullarini kontrol

edemez, boylece veriler dengesiz veya kismen eksik olabilir.

Tekrarh olgumla verilerinin analizine yonelik birgok yaklasim incelenmisg
olsa da ¢ogu yanit degiskeninin normal dagildigi ve verilerin dengeli ve eksiksiz

oldugu durumlar ile sinirlidir.

4.1. Tekrarh Olgiimlii Veri Diizeni

Literatlirde, tekrarl 6lgimlU verilerin analizi igcin yontemleri tanimlamakta
kullanilan goésterimler farkhlar icermektedir. Genel olarak, bir tekrarli élgimlU

veri duzeni gosterimi Cizelge 4.1.’de verilmistir [34].

Cizelge 4.1., t tane zaman noktasinda (6lgcim durumlarinda), g tane
grupta bulunan n; tane denekten alinan tekrarli dlgimlere ait bir veri duzenini
gostermektedir. Burada, n tekrarli élgcimlerin elde edildigi bagimsiz deneysel
birimlerin ya da deneklerin sayisini, n;, her bir grupta bulunan denek ya da
deneysel birim sayisini, t, ise tekrarli olgumlerin alindigi durumlarin sayisini
gostermektedir. Ayrica, y;j, , [. gruptaki j. denekten (deneysel birimden) k.
zaman noktasinda alinan 6lgume iliskin yanit degiskenini gostermektedir.

i=1,..,9 ;j=1,...m ; k=1,..,t ;n=%% n;

T 4j=1
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Cizelge 4.1. Tekrarl Olgtimli Veri Diizeni (Cok Etken Olmasi Durumu)

Deneysel Kosullar (Zaman Noktalar)

Grup Denek 1 K t

:!- 3’1‘11 - J’1.1k - Y1.1t

1 J )’1']'1 yl'jk Y1.jt
71:1 Y1;111 Y17-11k Y1;11t

:!- Y211 = 3’2.1'16 - Va1t
A
n'z J’2;121 YVan,k YVan,t

:!- yi:ll - yi:lk yi:lt

i J yi:jl yi:jk Yi:jt
Yii }’i;m yi;’Lik Yint

:!- y§{11 = yg.lk = Y,g.lt

g J Ygj1 . Yajk - Yg:jt
ng Ygng1 Yongk Ygngt

Cizelge 4.1, birden fazla grup olmasi durumunda, her bir gruptaki
deneysel birimler icin alinan tekrarh dlgimleri géstermektedir. Sadece tek bir

orneklem olmasi durumunda olusan veri dizeni ise Cizelge 4.2’ de verilmigstir
[34].
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Cizelge 4.2. Tekrarli Olgimli Veri Diizeni (Tek Etken Olmasi Durumu)

Deneysel Kosullar (Zaman Noktalarr)

Denek
1 k t
1 Y11 Y1k Vie
j Vi1 Vik Vijt
n Yn1 Ynk Ynt

Cizelge 4.2' de, yj, , j. denekten (deneysel birimden) k. zaman

noktasinda ya da deneysel kosulda alinan oOlgcime iligkin yanit degiskenini

gostermektedir.

Buraya kadar olan kisim, birgok zaman noktasinda ya da deneysel
kosullarda her bir deneysel birimden ya da denekten tek bir élcim alindigi
durumlari iceren tekrarh o6lcimli veri dizenini igermektedir. Ancak bircok
deneysel calismada, birden fazla deneysel kosul altinda, birden fazla tekrarli
Olcim alindidi1 durumlar ile karsilasilabilmektedir. Coklu deneysel kosul altinda
birden fazla degiskenin oldugu bu duruma uyan tasarimlar ¢ok degiskenli ya da
¢cok yanith tekrarh olgcumlu tasarimlar olarak isimlendiriimektedirler. Ayrica bu
tasarmlar i¢ ice c¢ok degiskenli tasarimlar (doubly multivariate) olarak
adlandiriimaktadirlar [35]. Bu tasarima uygun olan tekrarli dlgimlU veri dizeni

Cizelge 4.3 ‘de verilmistir.
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Cizelge 4.3. Cok Degiskenli Tekrarli Olcimli Veri Diizeni

G D Deneysel Kosullar

r e 1 t
n

u e Tyl

P\ 1 l q 1 [ o}
1 yun v Y111z - Y111q e | YViier o Vi1t o Yi1eq

1 ] Yij11 o Yiju o Yijig e | Vijie e Yijti o Vijtq
n;  Ying1r - Ying1l - YVinglg | Yingate - Ying1e o Yingtq
1 Y e V25100 e Va1t e | Y21e1 e Y21l o YVa1tq

2 Yijir o e Yajk o Va2t v | Vojie - Yoju e YVajtq
Ny Yony11 - Yonyk - YVonyt | YVany1t - Yonpit o Yon,tq
1 Yi11 o Yitk e YVite Yiter - Vi1t o Yiltg

i YVij1 o Yijk e Vije Vijit - Vijtl o Yijtq
nj yinil yinik yinit yinilt Yinilt Yinitq
1 ygll yglk yglt ygltl Ygltl YQltq

g | Ygir - Ygjk - Vgjt o | Ygjie - Ygju = Vgjtq
Ng  Ygng1 e Ygngk .. Ygngt Yigit - Ygng1t - Ygngtq

Cizelge 4.3' de, y;j, , i. gruptaki j. denekten (deneysel birimden) k.

deneysel kosul altinda ve [. zaman noktasinda alinan dl¢gime iligkin yanit

degiskenini gostermektedir.

9

i=1,.,9 ;j=1L..n ; k=1,...,t ;Il=1.,q,n=X_n
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5. NORMAL DAGILIM ALTINDA TEKRARLI OLGCUMLU
VARYANS ANALiZi

Istatistiksel modelleme agisindan, tekrarli dlgimli veriyi temsil etmek
icin ¢cok sayida yaklasim vardir. Bu yaklagimlarla iligkili olarak, tekrarli 6lgumlu
veriler ile ilgili sorulara odaklanan uygun analiz yéntemleri bulunmaktadir. Bu
modeller ve yontemler arasinda ayrim yapma yollarindan biri, bir birimden gelen
bir veri vektorinun kovaryans yapisi hakkinda yaptigi varsayimdir. Bir digeri
ise, bir gdézlemin ortalamasinin sekli ve dolayisiyla bir veri vektéri icin ortalama

vektore iligkin yapilan varsayimdir.

Tekrarli dlgumld veri, ayni yanitin ayni deneysel birim icin farkli zaman
noktalarinda veya farkl kosullarda tekrar tekrar gézlemlenmesini icermektedir.
Farkl deneysel kosullarda ayni deneysel birimden alinan tekrarli olgUmler
bagdimli iken, ayni deneysel kosulda farkli deneysel birimden alinan dlgimler
bagimsizdir. Bu deneysel birimler tek bir kitleden gelen bir rastgele drneklem

olabilecegi gibi, farkli kitlelerden gelen érneklemlerden de olusabilirler.
Tekrarl 6lgumla verilere iliskin model gosterimleri kullanilan veri yapisina

gore duzenlenmektedir. Buna gore, tek orneklem (etken) olmasi durumunda,

Cizelge 4.2.’deki veri diizenine iliskin gosterimler,
Y:
o

esitlikleri ile ifade edilir. Tek degiskenli durum igin en basit hali ile istatistiksel

model;

Y =p+te (5.2)
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esitligi ile yazilabilir. Burada, j = 1,...,n icin E(Y;) = p , Var(Y;) = £ ‘ya esittir.
Ayrica surekli yanit degiskenleri, Y;~N,(w,XZ) , €~N,(0,X) cok degiskenli

normal dagilama sahiptirler. Bu modele iligkin varsayimlar,

> Cov(Yjnyik) #0 t+k=1,..,t
> Cov(yjk,ylk) =0j=1l=1,..,n
> E(Y)=n ;Var(y) =2

biciminde gdosterilir. Cok drneklem (etken) olmasi durumunda, Cizelge 4.1'deki

veri dizenine iliskin gosterimler,

[Y1] [Ya1] [Yi1]
| Yz | | Y1z | | Yiiz |

Y = |Y3| Yi = |Y13| Yl] = |Y1]3| (53)
[YtJ Yit ly1]tJ

esitlikleri ile ifade edilir.

Farkli kitlelerden gelerek deneysel birimleri olusturan her bir grup farkl
ortalamalara ve kovaryans matrislerine sahip olacaktir. Bu durumda i. gruptaki j.
birim i¢in olusturulan istatistiksel model,

Yij = Wi + & (54)

esitligi ile ifade edilir. Bu modelde, Y;~N,(m, Z;) , &;~Ny(0,Z;) ile cok

degiskenli normal dagilima sahiptir. Bu modele iligkin varsayimlar,

> Cov(yijtryijk) =0 t+k= 1,...,t
> Cov(yijk,yuk) =0 j=1l=1.,n,i=1,..,9
> E(Yl]) =Y Var(Yi]-) = Zi

biciminde gosterilir.
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Coklu deneysel kosullar altinda ¢ok o6rneklem (etken) olmasi

durumunda, Cizelge 4.3.’deki veri dizenine iliskin gdsterimler ise,

Yl Y11 Yijl Yijtl
[Yz] [le] Yijzl Yijt2

Y = Y'3 Yi = Y13 Yl] = YI]3 Yijt = Yi]:t3 (55)
[YtJ Yit Yijt lYijth

esitlikleri ile ifade edilir. Bu durumda i. gruptaki j. birim icin olusturulan

istatistiksel model,
Yij = W + & (5.6)

ifadesine esit olur. Bu modelde artik veri vektorleri degil veri matrisleri s6z
konusudur. Bu veri gosterimine uyan tekrarli 6lcimli tasarimlar ¢oklu c¢ok
degiskenli ~ (doubly  multivariate)  tekrarli  Olgimli  veriler  olarak
isimlendirilmektedir [35],[36],[37]. Bu durumda saglanmasi gereken varsayimlar

veri tasarim modeline uygun olarak,

> Cov(yijt,yijk) =0 t+k= 1,..,t
> Cov(yijk,yl-lk) =0j=1l=1..n,1i=1,..,9
> E(Yy) =wy ;Var(Yy) =2

esitlikleri ifade edilir. Normal dagilim yaklagimi altinda Tekrarli Olgimli verilerin
analizine iliskin en temel yaklasimlardan bir tanesi Tekrarli Olgiimlii ANOVA ve
MANOVA'dIr.

5.1. Tek Degiskenli Tekrarli Olgiimlii ANOVA

Bu bdlumde, sadece deneme etkisinin test edildigi Tek Yonli ANOVA ile
deneme, grup ve etkilesim etkisinin hepsinin arastirildigi iki Yonli ANOVA

kisaca tanitilacaktir.
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5.1.1. Tek Yonlii Tekrarh Olciimli ANOVA

Sadece deneme etkisinin yer aldigi, Tek Yonli Tekrarli Olgimli ANOVA

icin kullanilan model denklemi,

Vik = K+ Tk + g (5.7)

esitligi ile ifade edilmektedir (j=1,..,n ; k=1,..,t). Tek Yonlu Tekrarl
Olciimlic ANOVA model parametrelerini tanimlarken, deneysel kosullar igin
deneme tanimlamasi kullanilacaktir. Bu modelde yer alan parametreler

asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

yjk =k. denemedeki, j. gozlem birimi
u = genel ortalama (sabit etki)

Tx = k. deneme etkisi

YV V V V

gk = rastgele hata terimi.

Tek Yonla Tekrarh Olgimlii ANOVA'nin vyapilabilmesi igin baz
varsayimlar mevcuttur. Bu varsayimlardan en dnemlisi, hata terimlerinin normal
dagilima sahip olmasi ve tekrarli olgumlerin getirdigi bagimhlik yapisindan

kaynaklanan kovaryans terimlerinin homojen olmasi durumudur.

> yix~N(w, 0%)
> Ejk"'N(O, 0'2)

> Cov(yj,yi) =0

Esitlik (5.7)'deki modelin sabit etkili model oldugu varsayim altinda,

denemelerin etkisinin sabit oldugu ve toplamlarinin,

Z T =0 (5.8)

t
k=1

ifadesi ile sifira egit oldugu varsayilmaktadir. Esitlik (5.8) ile verilen bu varsayim
ANOVA kisiti olarak ta isimlendiriimektedir.
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Model denkleminde ifade edilen tim rasgele degiskenler bagimsizdir,
ancak ayni denekten elde edilen tekrarli gbzlemler bagimhdir. Ayrica,
kovaryans matrisinde verilen kosegen elemanlari esit olan ile kdgsegen
elemanlari esit olmayan elemanlar arasinda bilesik simetri (compound
symmetry) oldugu sdylenir. Bu kovaryans yapisi, gézlemler arasindaki bosluk
ne olursa olsun, ayni zamanda elde edilen tekrarli gdzlem ciftleri arasindaki
korelasyonu ima etmektedir [38]. Bu varsayim, ozellikle, tekrarli olgimli veri
faktoria, zaman oldugu durumlar icin oldukga kisitlayici bir durum olarak

karsimiza cikmaktadir.
Tek oOrneklem (etken) olmasi durumunda elde edilen tekrarli Algcuimld
veriler igin kareler toplamlarini, serbestlik derecelerini ve varyans bilesenleri

sutununu iceren ANOVA tablosu Cizelge 5.1. ‘de verilmigtir.

Cizelge 5.1. Tek Yonli Tekrarli Olglimlii ANOVA Tablosu

Degisim Serbestlik —— Kareler Kareler Ortalamasi F
Kaynagi Derecesi Toplami
DNEMEET 11 Klpememe  KOpeneme = —2e08me o
Denekder n-1 KTpenek KOpenek = K:Df“f : Ottata
Hata (n-1)(t-1) KTHata KOnata = %
Genel N-1 KTgenel

5.1.2. iki Yénlii Tekrarh Olgiimlii ANOVA

iki Y6nlU Tekrarll Olgimli ANOVA da ise, tek yonli modelden farkli
olarak modelde etken ve deneme etkisinin birlikte etkisini gosteren etkilesim
terimi de yer almaktadir. Bu durumda iki Yénli Tekrarli Olgiimli ANOVA igin

model denklemi,
Vijk = B+ Vi + T + (P Dik + &k (5.9)

esitligi ile ifade edilmektedir (i=1,..,9 ;j=1,...,n;;k=1,..,t). Iki Yonli

Tekrarli Olglimli ANOVA parametrelerini tanimlarken, 6lgtimlerin alindig
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gruplar icin etken, deneysel kosullar i¢cin deneme tanimlamasi kullanilacaktir Bu

modeldeki parametreler asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

yijk = k. denemedeki, i. etkene iligkin j. gozlem birimi
u = genel ortalama (sabit etki)

y; = i.etken etkisi

Tx = k. deneme etkisi

(yv);; = i. etken ile j. denemenin birlikte etkisi (etkilesim terimi)

YV V V V V V

&k = rastgele hata terimi

iki Yonli ANOVA icin de Tek Yonli ANOVA da oldugu gibi ayni
varsayimlar gegerlidir. Esitlik (5.9) ile ifade edilen modelin sabit etkili model

oldugu varsayimi altinda her bir etkenin,

t g g t
Dn=05 D vi=0;) (0w =0; ) (O =0 (5.10)
k=1 i=1 i=1 k=1

kisitlarini saglamasi gerekmektedir. Birden fazla érnekten elde edilen tekrarl
Olcumla veriler igin kareler toplamlarini, serbestlik derecelerini ve varyans
bilesenleri sutununu igeren ki Yénli Tekrarli Olgtimli ANOVA tablosu Cizelge

5.2. de verilmisgtir.

Cizelge 5.2. Iki Yonlu Tekrarli Olgiimli ANOVA Tablosu

Degisim Serbestlik Kareler

Kaynagi Derecesi Toplami Kareler Ortalamasi F
KTpenek
Denekler arasi t(n-1) KTpenek KOpenex = - inel)
KO
Deneme k-1 KTpeneme KOpeneme = KTT:Tleme Kg;neme
ata
KTEtken KOEtken
Etken t-1 KT, = _—
( ) Etken KOEtken 1 KODenek
KOEtken*Deneme KO
Etken*Deneme (t'l)(k'l) KTEtken*Deneme — KTEtken —E;Ze)n*Deneme
t—-1Dk-1) Hata
Hata k(n-1)(t-1) KT KOy, = Hata
Hata Hata = k- (- 1)
Genel N-1 KTgenel
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5.1.3. Parametre Tahminleri

Tek Yonlu ve iki Yonli Tekrarl Olcimli ANOVA modele iliskin
parametre tahminleri normal dagihm varsayimi altinda EKK tahmin yontemi ile
yapillmaktadir. Bu yonteme gore bir parametrenin EKK tahmin edicisi,
modeldeki hata terimlerinin karelerinin toplaminin ilgili parametreye gore

minimum yapilmasi ile elde edilir.

Tek Yonli Tekrarli Olgiimlii ANOVA model denklemi icin hata kareler

toplami,

t
HKT = "% a2 = > > (e — =1’

bigiminde yazilir. Bu durumda model parametrelerine iliskin en kiguk kareler

tahmin edicileri,

OHKT LML
o (—2)22(}’11(— n—T) =0

j=1 k=1

OHKT LML
FIn = (—Z)ZZ(ij —p—T1) =0

j=1 k=1

esitlikleri ile ifade edilen normal denklem sisteminin c¢ozulmesi ile elde

edilmektedir. Buna gore, y,t; ve y; parametrelerine iliskin en kugik kareler

tahmin edicileri,

A=y, %xk=Vx—V. (5.11)

olarak bulunurlar. Burada,

_ 2it1 Zf(:l Yij _ i1 Yk
=T Tk=T (5.12)

olur. Hata varyansinin yansiz tahmin edicisi,
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52 — jn=1 Zf(=1(ij -y.)?

. (5.13)

olarak elde edilir.

iki Yonli Tekrarli Olgimlii ANOVA model denklemi icin hata kareler

toplami ise,

t
E(Yijk — =Y — T — (YDiw)?

biciminde yazilir. Bu durumda model parametrelerine iliskin en klguk kareler

tahmin edicileri,

OHKT L.
BT (—Z)Z z(Yijk —pu—vi— T — (yDix) = 0
H i=1 j=1 k=1
g nj t
OHKT
v (—Z)Z Z(Yijk —p—yi— % — (D) =0
Yi e b L
i=1 j=1 k=1
g nm ot
OHKT
Fr (—2) Z Z(Yijk —p—vi—t— (YD) =0
Tk .
i=1 j=1 k=1
g nm ot
JHKT
= (—Z)Z Z(Yijk —p—vi—T— (YD) =0
d(YDix —yaya
i=1 j=1 k=1

esitlikleri ile ifade edilen normal denklem sisteminin c¢ozulmesi ile elde
edilmektedir. Buna gbre, W,v; T, Ve (yt)i parametrelerine iliskin en kuiguk

kareler tahmin edicileri,

=y %i=Vi—-Y. %=V Y. (Dik =Vik ~Yx — Vi. + V. (5.14)

olarak bulunurlar. Bu esitliklerde yer alan ortalamalara iligkin ifadeler asagida

verilmistir:
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g n
§ = Z}g=1 Z,n=1 Z]t<=1 Yijk Zi:lzj:lyijk

) v, =— = 5.15
N Y.k ng ( )
o Zi=1 2}1:1 yijk - Z}q:l Z]n:l1 Zf(:1 Yijk (5.16)
YI.. - nt 4 YI'k - ni ' )

Hata varyansinin yansiz tahmin edicisi,

CEL T T G — 5.
B N-—gt

62

(5.17)

esitligi ile elde edilir.

5.1.4. Test istatistikleri

Tek Yonli Tekrarll Olgimli ANOVA’ da, (5.7) ile gosterilen model icin
temel amag deneme gruplari arasinda farkhlik olup olmadiginin belirlenmesidir.

Bu amacla kurulacak olan hipotez,

» H, : Denemeler arasinda fark yoktur.
» Ho: Zpoy e =0

bicimindedir. Hipotezi test etmek icin kareler toplamlarinin bulunmasi
gereklidir. Genel kareler toplami (GKT), deneme kareler toplami (KTpeneme):
denek kareler toplami (KTpenek) Ve hata kareler toplami (KTy,,) Olarak

bilesenlerine ayrilabilir. Bu durumda,

GKT = KTpeneme + KTpenek + KThata
L ik — V) =0 Tk — V) +KEL i — 5. + KTyata

esitligine ulasgilir. Normallik varsayimi altinda kareler toplamlarinin dagilimi,
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(N - 1)GKT 2 . (k - 1)KTDeneme 2 . (n - 1)(k B 1)KTHata 2
———  ~XN-1 ~Xk-1 ~X(n-1)(k-1)

02 02 02

ifadeleri ile ki-kare dagilimina sahiptirler. Buradan hareketle, hipotezin testi i¢in

kullanilan test istatistigi,

KODeneme/
k-1)

k= KOHata/
(mn—1k-1)

esitligi ile ifade edilir. Bu test istatistigi, (k— 1) ve (n—1)(k— 1) serbestlik

dereceleri ile F dagihmina sahiptir.

iki Yonlt Tekrarli Olgimli ANOVA’ da, (5.9) ile gosterilen model igin
temel amacg etkenler arasinda, denemeler arasinda farklilik olup olmadiginin
yani sira etken ve denemenin birlikte etkisinin olup olmadiginin da
belirlenmesidir. Bu amacla kurulacak olan hipotezler,
» Hy: Denemeler arasi fark yoktur. (3, tx = 0)

» Hgy: Etkenler arasi fark yoktur. (3 y; = 0)

> H,: Etken ve Denemenin birlikte etkisi yoktur. (3 Y. (yT)ix = 0)

biciminde ifade edilmektedir. Hipotezlerin testi icin kullanilan F dagilimina sahip

test istatistikleri,

KODeneme/ KOEtken/
F = (k _ 1) . F= (t - 1)
KOHata/ KOHata/ ’
k(n—1)(k — 1) k(n —1)(t—1)
KOEtken*Deneme/
F t—-Dk-1)

KO ata
T e = 1)k = 1)

esitlikleri ile elde edilmektedir.

Tekrarli Olgiimlii verilerin analizinde gereken bir diger varsayim da
Kiresellik varsayimidir. Bu varsayim, tekrarli 6lcimIi ANOVA modelinin F testi
icin gok genel bir gecerlilik kriteri olarak kargimiza gikmaktadir. Kismi olarak
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eger varyanslar esitse, kovaryanslar da esit olacagl igin kuresellik kosulu
saglanacaktir [39]. Eger kuresellik kosulu saglanmiyorsa, geleneksel cok
degiskenli yontemleri kullanmak bir bagka alternatiftir. Bir baska alternatif ise,
tekrarli  Olgimli  ANOVA vyaklagsimini  degistirmektir. Kuresellik kosulu
saglanmadigi zaman, yapilan ANOVA yaklasimi ile F istatistigi ile yaklasik

dagilima sahip olur.

5.2. Gok Degiskenli Tekrarh Olgiimlii ANOVA

Cok degiskenli Varyans Analizini (MANOVA) ve ¢ok degdiskenli dogrusal
modelleri inceleyen bircok kaynak ve arastirma literatlirde yer almaktadir [40],
[41],[34],[42].[43].[44].

MANOVA c¢ok degiskenli normal dagilima sahip verilere iliskin birden
fazla ortalamanin karsilastiriimasi icin kullanilir. Tekrarli élgimler icin MANOVA
kullanilmasinin en oOnemli amaci bu yontemde kiresellik varsayiminin
saglanmasi gerekmedigidir [45]. Bu yaklagimda, her bir tekrarli olgim bir
degisken gibi kabul edilip ¢ozimlenmektedir. Genel olarak MANOVA'’ ya iligkin

hipotezler,

Ho: g = pg = -+ = g
H;: En az bir p digerlerinden farkhdir.

esitlikleri ile ifade edilmektedir. Normallik varsayimi altinda, bu hipotezler
genellikle kareler toplamlari yardimi ile olusturulan olabilirlik orani, Wilk's A

orani ile test edilmektedir. Bu oran,

Wi

A=
|W + B|

(5.18)

esitligi ile ifade edilmektedir. W, grup ici karaler toplamini, B gruplar arasi
kareler toplamlarini géstermektedir. MANOVA'ya iliskin tablo Cizelge 5.3’ de

verilmigtir.
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Cizelge 5.3. Tekrarl Olgiimli MANOVA tablosu

Degisim  Serbestlik Carpimlar Test istatistii
Kaynagi  Derecesi Toplami 9
Grupl :
ruplar ,
uplar g B= ) mu — 1) (s — 1) LWl
gi=1ni |W + B|
.. !
Grup [¢i n-g W= z i — i) (735 — mij)
i=1j=1
Genel n-1 B+W

MANOVA kapsaminda cok degiskenli tekrarli dlgimlerin analizi igin
genel dogrusal model kullanilarak, ANOVA'ya iligkin temel hipotezleri daha
ayrintili test edebilmek maksadiyla dogrusal hipotezler kullaniimistir. Genel

olarak, cok degiskenli bir dogrusal model,

Y=XB+E (5.19)

esitligi ile tanimlanmaktadir. Modelde, Y (nxt) boyutlu, yanit degiskenleri

matrisini, X (nxp) boyutlu, parametre vektérine gore olusturulan ve sabit
sayllardan olusan tasarim matrisini, B (pxt) boyutlu, parametre matrisini, E (nxt)

boyutlu, hata terimi matrisini gostermektedir.

Tek bir yanit degiskenine iligkin model,

Vijk = Bo + B1Xi1 + B2Xiz + -+ + BXik + &k (5.20)

esitligi ile ifade edilebildigi gibi, modeldeki degiskenleri vektor bigciminde esitlik

(5.21) ile de ifade etmekte mumkundur.
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}
|+ gk i=1..,9 (5.21)

g tane gruptan olusan oOrneklem icin model, esitlik (5.21) ile ifade edilen
gosterim vyerine esitlik (5.22) ‘deki matris goOsterimi kullanilarak ta ifade
edilebilmektedir. Bu matris denklemini yazmak igin, kullanilacak modele uygun
yanit degiskeni vektoru, tasarim matrisi, parametre vektord ve hata terimlerini

iceren vektor gosterimleri esitlik (5.22) ile verilmistir.

Y1]k 1 Xll X12 aes Xlk] [Bo—l [Sljk
[Yaik| |1 X21 X2z o Xak||Bi| |E2ik|
[Vaik| =[1 X313 Xz o Xai|[B,|+]|Esik] (5.22)
lyQJ'kJ 1 Xg1 Xg2 - ngJ Bid LEgjk

Esitlik (5.22)’deki gosterimine uygun bicimde dogrusal model denklemi,

y=XB+e (5.23)

ifadesi ile esitlik (5.19) da tanimlanan model vektorel denklem gdsterimi
biciminde de yazilabilmektedir. Bu modelde ise, y , (gxl) boyutlu yanit
degiskeni vektorind, X , (gx(t+1)) boyutlu tasarim matrisini, B, ((t+1)x1) boyutlu
parametre vektorind, e , (gx1) boyutlu hata vektoriini gostermektedir. e terimi,

vektor rasgele degisken oldugu icin dogrusal modelin varsayimlari matris

bigciminde yeniden ifade edilebilir. Buna gbre varsayimlar,

> yNNn(XB:O-EIn)
> e~N,(0,02,)
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biciminde ifade edilir. Esitlik (5.23) ile gdsterilen dogrusal modelde iki Yonli
Tekrarli Olgimlii. ANOVA model denklemlerinin parametreleri B katsayilari

icerinde yer alacaktir. Bu durumda olusan gosterim,

Y1117 (11117
Y1:12 1111 i TH
. cre S 1
yea| - un v
v 1:1: T
Ha N v
| Yiz | [Yingt 1101 Yo
Y =|Yiz|= Vi3] X;= i1l B=| (5.24)
[ : J Y132 1:1: Yg
Y H . H
gnj Y1;13t :0:0 (V)11
: 101 (TY)12
anil : 0 : 0
aniz 1010 :
: 1:1: L (TY) g ]
_anit_ +1010-

esitlikleri ile ifade edilmektedir. Bu gosterim Cizelge 4.2’ deki tekrarli dlgumlu
veri duzeni icindir. Cizelge 4.3’deki tekrarli 6lgumlu veri dizeni igin bu gdsterim

vektor degil matrislerden olusmaktadir.
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6. GOK DEGISKENLi LAPLACE DAGILIMI ALTINDA COK
DEGISKENLi TEKRARLI OLGUMLU VARYANS ANALizZi

Bu bdlimde tez cgalismasinin esasini tegkil eden g¢ikarsamalar yer
almaktadir. Arslan [29] tarafindan onerilen Cok Degiskenli Laplace dagilimi
altinda tekrarh élgimlU veri icin ¢ok degiskenli dogrusal model gosteriminden
faydalanilarak MANOVA modeline iligkin parametre tahminleri teorik olarak elde
edilmistir. Tekrarli Olgiimli MANOVA igin Cok Degiskenli Laplace Dagilimina

sahip parametre tahminlerine dayali test istatistikleri tanimlanmistir.

Cizelge 4.1’ deki duzende verilen bir tekrarli lgimli veri tek degiskenli
tekrarli dlcimld ANOVA ile ¢dzimlenebildigi gibi, her bir tekrarli dlgim tek bir
degisken olarak kabul edilip bagimh ¢ok degiskenli veri yapisi ile MANOVA ile

de ¢cd6zimlenebilmektedir [45].

Bagimhlik yapisinin getirdigi  kuresellik varsayiminin  saglanamadigi
durumlar icin de tekrarli dlgimlerin analizi i¢in yapilan ¢ok degiskenli yaklagim
tercih edilebilmektedir. Bu yaklasim ile tekrarli 6lgimli verilerin analizinde
karsilasilan sorunlardan biri olan kuresellik varsayimlarindan muaf olunacaktir
[45].

Bu amagcla, Tekrarl Olgimli MANOVA model denklemi icin (5.19)
esitliginde verilen ¢ok degiskenli dogrusal model kullaniimistir. Bu modelde,
E~CDL,(u, X) ile Cok Degiskenli Laplace dagilimina sahip olmasi durumunda
Cizelge 4.1. de verilen veri dizenine sahip tekrarli élgimler icin MANOVA

model denklemi parametre tahminleri yapilmistir.

6.1. Parametre Tahmini

Parametre tahminlerinin elde edilebilmesi amaciyla normal dagilimin dlgek

p+1 1

karmasi olarak Z~N,(0,I,) standart normal dagilima sahip, V~TG( . 'E) Ters

Gamma dagilimina sahip degiskenler kullanilarak esitlik (6.1) ile tanimlanan,

35



Y =p++V-1x1/27 (6.1)

yeni Y degiskeni Cok Degiskenli Laplace dagilimina sahip olur [29]. Y
degiskeninin Normal dagilimin olgek karmasi olarak esitlik (6.1) deki bicimde
tanimlanmasi parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin EM algoritmasi
ile elde edilmesinde kolaylik saglamaktadir [29]. Bu amacla, oOncelikle, Y
degiskeni ile V karma degiskenin birlesik olasilik yogunluk fonksiyonlarinin elde
edilmesi gerekmektedir. Buradan hareketle, Z standart normal dagilima sahip
degisken ile V ters gamma dagilimina sahip degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonlari,

f(z) = (2m)~P/2exp {— % ZTZ} (6.2)
f(v) = 2_pT+1F‘1 (p ; 1) U_pTH_l exp (— %) (6.3)

esitiklikleri ile ifade edilmektedir. (6.2) ve (6.3)’'de verilen olasilik yogunluk

fonksiyonlari kullanilarak birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 p+1 +1 p+1 1
f(z,v) = (Zn)—p/ze{—zsz} 27z 11 (p z )U-T-l exp <_R>

p+1 +1 p+1 1 1
— (2m)P22 T T (p _ >U_T_1e{—§ZTZ} exp (— %> (6.4)

esitligi ile elde edilmektedir.

Z ve V rastanti degiskenlerine iligkin esitlik (6.4)te verilen birlesik olasilik
yogunluk fonksiyonundan, Y ile V rastlanti degiskenlerinin birlesik olasilik
yogunluk fonksiyonuna gecis yapabilmek igin degisken dénisumu yapilarak,
Jakobiyen degeri hesaplanmalidir. Bu amagla, esitlik (6.1) kullanilarak, sirasiyla

asagida verilen islemlerin gergeklestirilir:
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Y =p+/V-1x2zZ,
Y —p=4V-131/27
V—l/Zzl/ZZ =Y—p

Z = VY25=12(Y — ).

Bu dénusume ait Jakobiyen dederi yukaridaki islemlerden sonra,
J = [VTIZ| /2 = yP/2|g 12 (6.5)
esitligi ile edilmis olunur.

Degisken donusiminden sonra iki degiskene iliskin birlesik olasilik

yogunluk fonksiyonunun elde edilebilmesi icin sirasiyla asagidaki islemler

yapilir:

_b+1 1
2 p/2|y|-1/2 (_ )
) vP/4|%| exp > X

p+1
2

fv,v) = (2m) 2277 - (

1
exp{ =3 (7572 (Y = )22 2 (v - )
+1 Pl P 1
=(2n)" 52" F (pT>v_ =21z~ 1/Zexp<—%)x
1
exp {_ E ((Y _ u)TE—l/Zvl/Zvl/Zz—l/Z (Y _ u))}

p

1 1 1
= (21'[)_%2_TF (p-; )lZl ~1/2y=3/2% exp (—% _EV{(Y_ Iy - u)T}>

|2|-p/2

_(211) 52T 1(";1)

1 1
v=3/2x exp (— SV = vV - WTE Y - u)}) .

Yukaridaki iglemlerde yapilan dizenlemelerden sonra Y ile V rastlanti

degiskenlerinin birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu,
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|Z|_1/2

miT r(p i 1)

f(Y, V) _ V_3/2 __{ —1+v{(Y—p)TZ—1(Y—u)}} (6.6)

esitligi ile elde edilmis olunur.

Esitlik (6.6) ile ifade edilen birlesik olasilik yodunluk fonksiyonu, Cok
Degiskenli Tekrarli Olgimli ANOVA igin (5.19) ile tanimlanan dogrusal model

uzerinden tekrar yazildiginda,

=72

CmE2T r(p pt- 1)

f(Y,v) = y3/2e oV VXTI xR (6.7)

esitligi elde edilir. En ¢ok olabilirlik tahmin edicilerini elde edebilmek icin (6.7) ile

ifade edilen birlesik olasilik yogunluk fonksiyonuna iligkin olabilirlik fonksiyonu,

Z —rl/2 n 1wn - -
- |Z] 1_["13/2 e_izi=1{"i Ly (%-XiB) T2 (V- X; )} (6.8)

(2m) nzpzn(pm [r( )] i1

biciminde elde edilir. Parametre tahminlerini elde edebilmek amaciyla logaritmik
olabilirlik fonksiyonunun maksimize etmek gerekir. Bu sebeple, (6.8) esitligi ile
ifade edilen olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi alinarak, logaritmik olabilirlik

fonksiyonunun elde edilebilmesi icin asagidaki islemler yapilir:

3 n
InL = —glnIZI + EZ In(vy) — —Z vl (Y = XiB) T2 — XiB)}}

=]

n 1% . 3% I,
= —ZInlZ = 5 ) (%= XB) IV - X} +5 ) () =5 ) v
i=1 i=1 i

Yapilan dizenlemelerden sonra logaritmik olabilirlik fonksiyonu,
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1 n
InL = —glnlzl - Z—Z vil (Y = XiB)TZ7(Y; — XiB)} — —Z Gln(vy) +vi ) (6.9)

i=1

esitligi ile elde edilmis olunur. Esitlik (6.9) ile logaritmik olabilirlik fonksiyonu tam
veri icin elde edilmis olur. Bilinmeyen parametrelere gore bu fonksiyonu
maksimize etmek daha kolaydir [29],[33]. Ancak, fonksiyonda yer alan kayip
degisken sorununun giderilebilmesi i¢cin bu logaritmik olabilirlik fonksiyonunun
kosullu beklenen degerinin alinmasi gereklidir. Esitlik (6.9) ‘daki logaritmik

olabilirlik fonksiyonundaki son terim ihmal edildiginde,

~ o~ n
E(InL(B, 2)|Y;, B.Z) = —§1n|>:| (6.10)

1% I
- Z_Z E(VilYs B, 2){(Y: — XiB)TE(Y; — XiB)}

esitligine ulasilir. Esitlik (6.10) da yer alan E(Vi|Y;, B,Z) kosullu beklenen
degerinin bulunabilmesi icin f(V|Y) kosullu olasilik yogunluk fonksiyonunun
bulunmasi gerekir.  Kosullu fonksiyon tanimindan f(V|Y) kosullu olasilik

yogunluk fonksiyonu,

Lz o)
(i) = FY) T (P4
f(Y) |E| 1/2 - e~V (Y-XB)TZ~1(Y-XB)
p+
2’7 ()

esitligi ile elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra kosullu olasilik

yogunluk fonksiyonu,

1 _ 1) _
fV]Y) = Nors N VXBTET(V-XB)y, 53 (v +V{(Y-XB)TE1 (Y-XB)}} (6.11)
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seklinde elde edilir. Esitlik (6.11) kullanilarak (6.10) da yer alan kosullu

beklenen degerin elde edilebilmesi icin asagidaki islemler yapilir:

Y,BZ) = foov f(V|Y)dv
0

f \/_ J(Y XB) 1 (Y-XB) 3 _l{ “v{(v-xB) s (v XB)}} dv

1 1, (y—xB) 51 (YxB
- L Joxm s o ["ov R I ORI

Integral géziimiinde yapilan diizenlemelerden sonra kosullu beklenen deger,

E(V|Y,B.Z) = ! (6.12)

| -xB)E (v - xB)

esitligi ile elde edilmis olunur. (6.12) ile elde edilen kosullu beklenen deger

(6.10) esitliginde yerine konuldugunda,

~ o~ n
E(InL(B, D)|Y;, B.Z) = —5n|Z| (6.13)

n

1 1

2 {(%-xB) "2 (% - xiB)}
& %8510 xp)

ifadesine ulasilir. E(V|Y,B,Z) = w; olarak gdsterildiginde, maksimize edilecek

olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi elde edilmisg olur:

o 1%
B(nL(B, D)|Y, B.E) = — 3%l - ) wl{(%—XBT W -XB)  (614)
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(6.14) esitligi ile ifade edilen en ¢ok olabilirlik fonksiyonu igin yeni gosterim,

Q((B,2)|Yi,rs,f)=——1n|2|——zwl{<v XBIEIG-XB) (615

biciminde yeniden yazilir. Ancak, Cizelge 4.1.‘de verilen tekrarli 6lgimlu veri
duzenine gore n tane orneklem birden fazla gruptan olustugu icin elde edilen
esitliklerde buna iliskin dizenlemenin yapilmasi gerekir. Buna goére Cizelge
4.1.’deki tekrarlh 6lgimli veri dizeni igin grup sayisi i=1,...,g ve denek sayisi
J=1,...n , X9 n; =n, k=1,...,t olmak Uzere, esitlik (5.9) ile ifade edilen ki Yonli
Tekrarli Olgumlu ANOVA denklemindeki parametreleri igerecek sekilde
olusturulan dogrusal model denklemi esas alinarak maksimize edilecek

fonksiyon tekrar yazildiginda (6.14) ile ifade edilen kosullu beklenen deger igin,

~ o n
E(lnL(B’ z:)|YI]J B,Z) = ——ln|2|
g nj
1
Z—Z wl, Yij — IB) (Y - X, B)} (6.16)

esitligine ulagilr. Esitlikteki wy;, agirhgi ise yapilan dizenlemeden sonra,

1
Wijj = (6.17)

\/ (Yy — XiB) Z-1(¥; — XiB)

ifadesine esit olur. (6.15) esitliginde verilen ve parametre tahminleri icin

maksimize edilecek olabilirlik fonksiyonu yapilan dizenlemelerden sonra,

g n
Q((B, z)|Yii'ﬁ, $) = —;lnIZI - Z Z Wi {(Yij - XiB)Tz_l(Yij - Xiﬁ)} (6.18)

i=1 j=1

ifadesine esit olur. Elde edilen bu esitlik ile parametre tahminlerine gegilir.
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6.1.1. g’nin En Gok Olabilirlik Tahmin Edicisinin Bulunmasi

Bilinmeyen B parametre vektorinin en c¢ok olabilirlik tahmin edicisini
bulabilmek icin (6.18) ‘deki olabilirlik fonksiyonun B parametre vektoriine gore

turevi alinarak sirasiyla asagidaki igslemler yapilir:

aB ZZWU 1] — X B) - 1(Y1] X; B)}

Zzwﬂ (] - BXD)E (Y, - XB) = 0

i=1 j=

Mm

ZW” 38 (YIZ71Yy; — BTXTE71Yy — Y 272X + BTX{Z72X;B) = 0

i=1 j=

nj
ZW” (—2X{ 71y, + 2XT271X;B) = 0

i=1 j=1

N

g nj g n;
z Wij (X'irz_lxi)_lx'irz_lYij = z z Wi (X?Z‘lxi)‘lx?z—lxis
i=1 j=1 i=1 j=1
g nj ) i
Wij (X?Z_lxi)_lxgz_lYﬁ = Z Z Wij IB
i=1j=1 i=1 j=1

Normal dagiimin Olcek karmasi olarak tanimlanan Cok degiskenli
Laplace dagilimi altinda (5.19) ile ifade edilen dogrusal modelde yer alan ve
(5.9) esitligindeki iki Yonli Tekrarli Olcimli ANOVA modeli parametrelerini

iceren B katsayisinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi igin,

o R X wy XTETIX) TN XTETTY)
B= S (6.19)
X Zj=1 Wij

esitligine ulasihr.
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6.1.2. ¥’nin En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisinin Bulunmasi

Yayilim matrisi ¥ ‘nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulabilmek i¢in bazi
matris cebri Ozelliklerinden faydalanilarak egitlik (6.18) ile verilen olabilirlik
fonksiyonunda duzenlemeler yapilmaldir. Olabilirlik fonksiyonunun turevinin
alinmasinda islemsel kolaylik saglanmasi amaciyla kullanilan 6zellikler asagida

verilmigtir:

- 1 1

2. Yix{Ax; =tr(AB) B =Y;x;x!

OloglAl _ -1 3. -1
3. A = 2A diag(A™")
4. a”;i‘B) = B + BT — diag(B).

Bu ozelliklerden yola gikarak, —21n|2:| =21n|2_1| alindiginda esitlik (6.18) ile

ifade edilen olabilirlik fonksiyonu icin,

i i wi;tr {(Yij - XiB)TZ_l(Yi]- — XiB)}

i=1 j=1

g 1
20y witr (37 (%~ XB) (¥ — X:8))
=1

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitlikte, (Y;; — X;B)(Y;; —XiB)T =Y; bigiminde

tanimlandiginda esitlik,

| =

1 g n g n
-3 Z Wij tr 1(Y1] 13)(Y1] X. [3) -3 Z wi; tr(Z71Y5)
=1

i=1 j=1

gosterimi ile ifade edilebilir. Bu dizenlemelerden sonra maksimize edilecek

amag fonksiyonu,
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Q(B. )|V, B.Z)

g
n 1
SI[ZT =23 w21y

ifadesine dénusir. £ ‘y1 bulabilmek icin amag fonksiyonunun £~ e gore tiirevi
alinarak, ¥’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi icin asagidaki iglemler sirasiyla

islemler yapilir:

Wij tr(Z_lYi]-)) =0

aQ((B;z)lYi]"B'f)_ 0 El |Z‘1|—1§:
az-1 = 1gn 2.4

g nj
2 (22 - diag(®) - = ) ) wy (2X — diag(¥;) = 0

i=1 j=1

g n
1
2% — diag(Z) — HZ Z wij (2Y;5 — diag(Y;)) = 0

i=1 j=1
g nj g nj
- 1 1
i=1 j=1 " i=1 j=1
g n g M
1 1
2% — ;Z Z w;; 2Y;; — diag(Z) - —z Z w; diag(;) = 0
i=1 j=1 = =1
g nj g nj
1 . 1
2[Z — ;ZZ wi; Yj;] — diag [Z — —ZZ wi; Y55 =0
i=1 j=1 " i=1 j=1

Normal dagilimin délgek karmasi olarak tanimlanan Cok degiskenli
Laplace dagilimi altinda (5.19) ile ifade edilen dogrusal model ile temsil edilen
tekrarli 6lgumlu veriler igin £ yayihm matrisine iliskin en ¢ok olabilirlik tahmin

edicisi,
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nj

)
< 1

i=1 j=1
esitligi ile elde edilmis olunur.

6.1.3. EM Algoritmasinin tanimlanmasi

E-Adimi: Y;; gozlem degerleri ile su anki parametre tahminleri
verildiginde logaritmik olabilirlik fonksiyonunun kosullu beklenen degeri wj;
hesaplanir.

M-Adimi:  Tahminlerin  yeni degerlerini elde etmek icin g, X
parametrelerine gore logaritmik olabilirlik fonksiyonu maksimize edilerek E-
adiminda hesaplanan kosullu beklenen degeri, w;;, kullanilarak parametrelerin
degerleri guncellenerek yeniden hesaplanir. EM-Algoritmasinin galistirilabilmesi

gerekli adimlar Cizelge 6.1.’deki sira ile uygulanir [29].

Cizelge 6.1. B ve X tahminleriicin EM Algoritmasi Adimlari

1 k=1 al ve parametre degerlerinin baglangi¢ degerleri sec.

2 k=1,2,3,... icin su anki parametre degerleri &,z ¢y kullanarak,
i=1,..,9 j=1,...,n; icin wy®™ agirliklarini ve %, X1 wy degerini
hesapla.

3 Yeni tahmin degerlerini B&+D, x&+1’y| hesaplamak igin asagidaki
esitlikleri kullan.

SO, T wy® (XTEO X)X RO yy)

U+ —
gy K
ing Xjmg Wi

g nj
1 Z Z T
Z(k+1) — H Wij k) (Yl] _ XiB(k+1))(Yij _ XiB(k+1))

i=1 j=1

4 Yakinsaklik saglanincaya kadar adimlari tekrar et.
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6.2. Test istatistiklerinin Tanimlanmasi

Cok degiskenli analizler icin Orneklem teorisi literatirde birgok
arastirmaci tarafindan uzun yillar ¢alisiimistir. Bu arastirmalardan birgogu ise
normalligin saglanmadigi érneklemlerin oldugu durumlar i¢in de yapilmigtir.
Normal dagilimdan farkli dagihimlar kullanildiginda en buyuk sorun test edilecek
hipotezin test istatistiginin dagilminin ne olacagina iligkindir. Normal dagilim
s6z konusu oldugunda, karesel formlara yonelik kullanilan Cochran teoreminin
tek degiskenli durum ile ¢ok degiskenli durum igin benzer oldugu gosterilmistir
[46], [47]. Normal dagilim ailesinden olmayan Eliptik Konturlu dagilimlara iligkin
benzer c¢ikarsamalar ayrica yapilmistir [48],[2]. Bu calismalar ile Cochran
teoremi Eliptik Konturlu dagilimlar ailesi igin genigletilerek normal dagilima

benzer sonuclar elde edildigi gosterilmigtir.

Bu kapsamda, Eliptik Konturlu dagilimlarin varliginda ¢ok degiskenli
dogrusal model i¢in kurulan dogrusal hipotezlerin test edilmesinde kullanilacak
test istatistigi ni olusturan olabilirlik oranlarinin dagiliminin, normal dagilima

benzer sekilde Wilk’s A dagilimina uygun oldugu sonucuna ulasiimigtir [48], [2].

Bu bilgiden hareketle, Cok Degiskenli Laplace dagilimi altinda test
edecegimiz ¢ok degiskenli dogrusal hipotezlere iligkin test istatistiklerinin
dagiliminin Wilk’'s A dagilimi oldugu varsayimi altinda hipotezlerin testini
gerceklestirdik. Bu yaklasima gore, ¢ok degiskenli dogrusal model igerisinde
tanimlanan esitlik (5.9) ‘de yer alan iki Yénlii Tekrarli dlciimlii ANOVA modelinin
parametrelerine iligkin test istatistiklerinin hesaplanabilmesi igin U¢ tane
dogrusal hipotez kurulacaktir. Gruplar (etkenler) arasinda herhangi bir fark olup

olmadigina iliskin ilk hipotez asagidaki ifadeler gibi kurulur:

» Hpq: Gruplar arasinda fark yoktur.

» Hoptmp=pz = =y
Hi1 H21
Hoy: lel — luzzl — . —
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Dogrusal bir model kullanildigi igin tekrarli dlgimla veriler igin ¢ok degiskenli

hipotezlerin test edilmesinde,
Ho;:CBA=A (6.21)
esitligindeki dogrusal hipotezlerden yararlanilacaktir [35],[34].
Bu dogrusal hipotezde C ve A kargilastirma matrisleri olarak tanimlanirken B
matrisi ise test edilecek katsayilari iceren matrisi temsil etmektedir. A matrisi ise

genellikle sifir degerlerinden olusan bir matrisi gostermektedir. Bu matrisler

siraslyla,

Hi1 M1z - Hit

H21 M2z - M2t
Cenxg = (Ig-;—1) ; A=1, ;B=|": o (6.22)

Hg1 Mgz - Hgt

esitlikleri ile ifade edilmektedir. B parametre vektoriinde yer alan ortalamalari,
Mk =M+ Tk +Yyit (Wi i=1..,9;k=1..,t
esitligi ile iki Yonli Tekrarli Olgiimlil ANOVA ‘daki parametreler olusturmaktadir.

Olabilirlik oranlari ile hipotezlerin test edilebilmesi i¢in kurulan dogrusal
hipoteze ve hatalara iligkin test istatistiginde yer alacak kareler ve carpimlar

toplamlari,

Sh = (CBA — A)" (CXTX)~CT)"1(CBA — A) (6.23)

S. = ATYT[I — X(XTX)"XxT|YA (6.24)
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esitlikleri ile ifade edilmektedir [35],[34],[43]. Test istatistiklerini olusturan ve
(6.23) esitligi ile (6.24) esitliliginde yer alan B ortalama tahmini matrisi,

A1 fgp A
B= li:21 H:22 U:Zt (6.25)
ﬁg1 ﬁgz Hgt

biciminde ifade edilmektedir. Cok Degiskenli Laplace dagihmi altinda elde
edilen ki Yonlt Tekrarli Olgimli ANOVA modeli parametre tahminlerini iceren

ortalama tahminlerinin gosterimi,
ﬁik = |,.\J.+"fk+f/i + (ﬁ)ki ;1= 1,...,g;k= 1,..,t

esitligi ile ifade edilir. Cok Degigkenli Laplace dagilimi altinda (6.23) ile (6.24)

kullanilarak birinci hipoteze iligkin 6nerilen test istatistigi,

|Se|

—c 6.26
|Sh+se| ( )

01 =

esitligi ile ifade edilmigtir. Bu test istatistigi U*(sd;, sdy, sd.) ile Wilk’'s A sahip
olur.
Ny < U%(sd4,sdy, sde) ise Hy; hipotezi red edilerek ise gruplar arasinda

fark oldugu soylenir. sd,, sd;,, sd, degerleri,
sd; = Rank(A) = p; sd, = Rank(C) =g —1;sd. = N—1= N — Rank(X)
esitlikleri ile hesaplanmaktadir [35]. ikinci hipotez ise denemeler arasinda bir

fark olup olmadiginin belirlenmesidir. Bu duruma iligkin hipotez ise asagidaki

gibi kurulur:
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> Hy,: Denemeler arasinda fark yoktur.

H11 Hi2 Hit
> Hy,: H:zﬂ — quzzw — = [HZt]
Hg1 Hg2 Hgt

ikinci hipotez icin kurulan dogrusal hipotez,

Ho,: CBA = A (6.27)

esitligi ile ifade edilir. Dogrusal hipotezdeki matrisler,

Hi1 M1z - Hat

H21  H2z . Hat
C=1g; Apx(p-1) = [ ] B=|: oo

Mgt Hgz - Hgt

ile ifade edilir. Bu durumda Cok Degiskenli Laplace dagilimi altinda dnerilen test
istatistigi,

|Sel

02 = (6.28)

esitligi ile ifade edilmigtir. Bu test istatistigi U%*(sd;, sdy, sd.) ile Wilk’'s A sahip
olur.
Ny, < U%(sdy,sdy, sde) ise Hy, hipotezi reddedilerek denemeler arasinda

fark oldugu sodylenir.sd;, sdy,, sd. degerleri,
sd; = Rank(A) =p—1; sd, = Rank(C) = g; sde. = N — Rank(X)
esitlikler ile hesaplanmaktadir [35]. Uciincti hipotez ise deneme ve etken

etkisinin birlikte etkisinin olup olmadigina yonelik olan etkilesim etkisinin

sorgulandigi hipotezdir. Bu hipotez ise agagidaki gibi kurulur:
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> Hp;: Deneme ve gruplar arasinda etkilesim yoktur.

H11-Hi2 Ha1-Ha2 Hg1-Hk2

> ) le H13 ‘ l Maz-Ma3 | _ ... = Hg2-Hk3
3- _— _— : .
M1t—1-Hi1t M2t—1-Hat MHgt—1-Hgt

Uglincl hipotez igin kurulan dogrusal hipotez,

HOZ: CBA == A (6.29)

esitligi ile ifade edilir. Bu dogrusal hipotezdeki matrisler,

M11 M1z o Hig
H21 M22 o M2t
Cig-1xg = (g-1,=1) § Apx(p-1) = Dp- 1[ 1] B= : e f
ugl Mgz o Hgt

ile ifade edilir. Bu durumda Cok Degiskenli Laplace dagilimi altinda dnerilen test
istatistiqi,

|Se

A03 = (630)

esitligi ile ifade edilmistir. Bu test istatistigi U%(sd,, sd,, s de) ile Wilk’s A sahip
olur. Ay, < U%(sdy,sdy,sde) ise Hgy; hipotezi red edilerek etkilesim etkisinin
olmadigi séylenir. Bu hipotezin testi igin, sd,, sd;,, sd. degerleri

sd; = Rank(A) =p—1;sdy, = Rank(C) = g—1; sd. = N — Rank(X)

esitlikleri ile hesaplanmaktadir [35]. Test istatistiklerindeki terim mutlak degder

alinarak tanimlanmigtir.

Uygulanan test istatistiklerinin F dagilimina déntusumda icin Cizelge 6.2." de

verilen esitlikler kullaniimistir [8].
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Cizelge 6.2. Wilk’s A degerlerinin F dagilimina dénisum tablosu

Degisken  Grup

sayisi sayisi Pontistm
ez () e
p=2 922 (Z n;__gl_ 1) (1 \_/A—\/A_> ~Fag-12(Eni-g-1)
p=1 9=2 <Z - _pp - 1) (1 XA) “Fpzmiop

Uyarlanan test istatistikleri igin Wilk’s A dagiliminin Cizelge 6.2." de verilen F
dagilimi ile olan dagilim iligkisinden hareketle her ¢ A test istatistigi F dagilimi
cinsinden, FA, olarak isimlendirilerek, tekrarli 6lgimll veri dizenindeki degisken

ve grup sayisina gore,

> FA = (222 (55) ~Fogmp (6.31)
> Fh = (B2 () ~Fop ) (632)

esitlikleri ile ifade edilerek dontisum yapilmistir.

Ozetle, normal dagilima alternatif bir dadiim olarak Eliptik Konturlu
dagilimlar ailesinden gelen Cok Degiskenli Laplace dagiiminin varliginda iki
Yonli Tekrarli Olglimli MANOVA modelindeki parametrelerin test edilmesi igin

yararlanilan test istatistiklerinin dagiiminin Ugg, ¢4, sa, il& Wilk's A dagilimi

oldugu gosterilmistir.

51



7. MATRIS DEGISKENLI LAPLACE DAGILIMI ALTINDA
TEKRARLI OLGUMLU VARYANS ANALizi

Bir onceki bolumde, her bir gozlem biriminin farkh deneme kosullarinda
gbzlemlenerek tek bir 6lcim alindigi tasarima iliskin ¢ikarsamalar yapildi. Fakat
bircok deneysel durumda, farkli deneme kosullarinda tekrarli olarak birden fazla
go6zlemin yapildigi tasarimlar da mevcuttur. Cok degiskenli gozlemlere sahip bu
bicimdeki tasarimlar ¢ok degiskenli ya da c¢oklu cevaph tekrarli Olgimlu
tasarimlar olarak isimlendiriimektedir. Bu tasarimi gosteren tekrarli dlgumlu veri

dizeni Cizelge 4.3’de verilmistir.

Bu tasarima sahip verilerde amacimiz c¢ok degiskenli normallik
kosullarinin saglanmadigi durumlarda alternatif ¢ok degiskenli dagilimdan
yararlanarak ¢ok degiskenli tekrarli Olgimli tasarima iliskin  ANOVA
yapabilmektir. Ancak bu noktada Cizelge 4.3’deki veriler matrisler ile ifade
edilecegi igin, bu tez calismasinda c¢ok degiskenli tekrarli OlgimlU verilerin
analizi i¢in matris degiskenli dagihm kullaniimasi durumunu ele alinmistir. Bu
amagcla yine parametrelerin en c¢ok olabilirlik tahminlerinin daha kolay elde
edilebilmesi maksadiyla normal dagihimin 6l¢gek karmasi olarak tanimlanan

Matris Degiskenli Laplace dagilimi kullaniimigtir.

Oncelikle gok degiskenli tekrarli dlgiimli veri diizeni icin kullanilan olan
(5.19) esitligi ile ifade edilen ¢ok degiskenli genel dogrusal modelinin
elemanlari, her bir deneme kosulunda birden fazla élgim alinmasi (Cizelge
4.3.) nedeniyle matrislerden olugsmaktadir. i=1,..,g , j=1,..,n;, k=1,...,t
olmak Uzere verilere iligkin matrisler asagidaki gibi ifade edilir. Cizelge 4.3’deki
verilere gore sadece bir gruba iliskin tUm denemelerdeki tekrarli gbzlem

vektorleri asagida yazilmistir.
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[V1111] [V1121] [V1131] [V11t1]
_ Y1112 | _ | Y1122 ] _ Y132z _ | Y11e2
Y111 = : y Y112 = : y Y113 = : v Y11t = :
| V1114 | V1124 ] | V1134 | V11tq |
[V1211] [V1221] [V1231] [V12t1]
_ Y1212 ] _ | V1222 _ | Yrzzz| _ | V12e2
Y121 = : y Y122 = : y Y123 = : v Y12t = :
| V1214 | V1224 ] | V1234 ] | V12tq |
Ving11 Y1321 Y1331 Y13t1
_ |Yngaz| _ | Yas22 | _ | Yazs2 | _ | V13e2
Ying1 = : yV1ing2 = : yY1ing3 = : yoe Yingt = :
Yini1q Yin,2q Yin,3q YVin,tq

Bu tekrarli gozlem vektorlerinin olusturdugu gézlem matrisleri ise yine bir

grubun tim denemeleri icin asagida verilmigtir.

Yy = [Yi11 Y1z o YViie]
Y, = [Yi21 Y12z - Yize]
Yln1 = [y1n11 y1n12 b ylnlt]

Gozlem matrislerine dayal olarak birinci grubun birinci denegine iliskin

tekrarli 6lgimll model ise esitlik (7.1) ile verilmistir.

Y11 =X4B+Eny (7.1)
Y1111 Yz - Yua] 4 011Bo1  Boz - Bot €1111 €1121 - €111
Y1112 Y1122 - Yiit2 |1 1 0Bz Biz - Bit n €1112  €1122 - €112
Yiiiq Yi1zq - Yiwq) 111 o OllBizi Bizz o Bizd  [C111q Cuzq - Cring
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Cok degiskenli tekrarli 6lgimll veri tasarimindaki tim gruplar igin model
yukaridaki gibi ifade edilebilmektedir. Yazilan esitliklerden de gorildigu gibi,
birden fazla grup olmasi durumunda verilerin igi ice matrisler ile ifade edilmesi
durumu ile karsilagilacaktir. Genel olarak tim veriler Uzerinden asagidaki ¢ok

degiskenli tekrarli délgimli dogrusal model yer alan elemanlara iligkin veri

matrisleri,
Y1, X, Ei;
Y2 X, E;,
Y13 = Xl [ B1 BZ Bt] =+ E13 (7_2)
|~ani [XgJ Egni

gosterimi ile ifade edilebilmektedir. Bu gosterimde yer alan her bir eleman

modele iligkin veriyi iceren bir matrisi ifade etmektedir.

7.1. Parametre Tahmini

Bu alt bolimde, Matris Degiskenli Tekrarli Olgiimlii ANOVA igin
parametre tahminlerinin Matris Degiskenli Laplace dagilimi altinda teorik olarak

nasil elde edildikleri anlatilmigtir.

Bu bolumde ele alinan Matris Degiskenli Laplace dagilimin literaturde
Onerilen [33] Matris Degiskenli Laplace dagihimdan farkli olarak Ters Gama
dagihima sahip bir karma degisken secilerek elde edilmigstir. Literatirde cok
degiskenli normal dagilim ve ters gama dagilimin karmasi olarak onerilmis olan
Cok Degiskenli Laplace dagilimi [29], Matris Degiskenliye genigletiimeye
cahisiimistir.

Bu amagcla, Z~N,.(0,1,,1;) matris degiskenli standart normal dagilima

pt+1

sahip, V~TG( >

,%) dagilimina sahip degiskenler yardimiyla normal dagilimin

Olcek karmasi olarak tanimlanan yeni Y degiskeni,
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Y = M +VV-131/2Zy1/2 (7.3)

esitligi ile ifade edilir. Burada, Y~MDL, (M, L&) ile Matris Degiskenli Laplace
Dagilimina sahip olur. Parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerini EM
algoritmasi ile elde edebilmek igin olabilirlik fonksiyonlarini elde etmek gerekir.
Bu sebeple, normal dadilimin délgek karmasi olarak tanimlanan Y degiskeni ile V

kayip degdiskenine iliskin olasilik yogunluk fonksiyonlari,

f(Z) = (2m)~PY2etr {—%ZZT} (7.4)

pt+1 t+1 pt+1 1
v =27z 1 (B=)v e

o1

esitlikleri ile tanimlandiklarinda, her iki degiskene iligkin birlesik olasilik
yogunluk fonksiyonu ise,

1 pt+1 t+1 pt+1
£(Z,v) = (Zn)-pt/zetr{— EZZT} 21

_pt__pt+1 t+1 1 _pt+1_ 1
=(2mn) 22 2 F‘l(p > )exptr{—EZZT} A 1exp(—%) (7.6)

biciminde elde edilir.

Buradan f(Y,v) olasilik yogunluk fonksiyonuna gecis yapabilmek icin
degisken donusumu yapilir. Degisken donusumu i¢in normal dagilimin olgek
karmasi olarak tanimlanan Y degiskenine iligkin esitlikten yararlanilarak
asagidaki igslemler yapilir:

Y =M +/V1E1/2Z1/2
Y-—M =V 1E/2Zy1/2 5 V1212292 =Y - M

7 = Vl/Zz—l/Z(Y _ M)II,—I/Z.
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Bu donusume ait Jakobiyen degeri yukaridaki islemlerden sonra,

J = [VTIE[TP2 Q|2 = yP2 R | TP 2 || 72 (7.7)

esitligi ile ifade edilir. Bulunan bu degerler yardimiyla, Y ile V degiskenlerine
iliskin birlesik olasilik yogunluk fonksiyonunu bulabilmek igin asagidaki islemler

sirastyla yapilir:

pt  pt+1 t+1 pt+1 . pt 1
f(Y,v) = (2n)~ 5 227 2 1! (p )V‘T—lvz |Z|P/2 || ~t/2 exp <_ %>X

exptr{— E (Ul/Zz—l/Z (Y _ M)lIJ_l/ZlIJ_l/Z (Y _ M)Tz—l/Zvl/Z)}

pt _pt+1 t+1 pt+1 1
= o752 T e ()T R g exp (- ) x

1
exptr{— E (Ul/Zz—l/Z (Y _ M)l|1_1/2l|1_1/2 (Y _ M)Tz—l/Zul/Z)}

=(2mn) 22"

pt pt+1 t+ 3
" (B I ey

exp{— 1 lUtr(ZI‘l(Y -My(y-mTh))
2v 2

p t
|22 |2 3 1,1 1 1 T
= — v 2expi—=v ' —-utrG (Y -M)Y " (Y—-M) ).
2pt21(21T)2F(pt+1) { 2 2 }

2

Yukaridaki iglemler sonucunda, Y ile V degiskenlerine iliskin birlesik olasilik

yogunluk fonksiyonu,

-p L
€Y, 0) = || 2|l|1| 2 v -3 ——{v—1+utr(>: Ly-myt(y-mT) (7.8)

210t2+1(2 5 2 r (pt;- 1)
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esitligi ile elde edilmis olunur. Esitlik (7.8) ile elde edilen birlesik olasilik

yogunluk fonksiyonuna iligskin olabilirlik fonksiyonu,

_bp o _nt n
_ |22 || 2 l—[UZe 22{1 Vi Hutr(ET 1 G- (- T)) (7.9)
H(Pt“) H_Pt pt+1
27 (2m) 2 [r( )] )

esitligi ile elde edilir. Egitlik (7.9) ile verilen olabilirlik fonksiyonundan logaritmik

olabilirlik fonksiyonuna gegcis igin gerekli islemler sirasiyla asagida verilmistir:

np nt
InL = ——In|Z| — —
L = —=-In|Z| - = ||

+ %; In(v;) — %;{Vi_l +uitr(E1(Y; — MY L(Y; — M)T)}

= ——lnIEI ——IlIJI
1 n
— = vyitrE Y — MY L(Y; — M)T)+ 1n(u1)—— v;71

np nt
- In[Z] — = ||
n n

_ %z uitr(Z1(Y; — M)WL(Y; — M)T) — %z Gln() +v; Y. (7.10)

i=1 i=1

Esitlik (7.10) ile elde edilen logaritmik olabilirlik fonksiyonunda yer alan V
kayip degisken sorununun giderilebilmesi icin bu fonksiyonun kosullu beklenen

degeri alinir. Bu kosullu beklenen deger alinirken son terim ihmal edilir:

P np nt
E(InL(M, Z, §)|Y;, M, Z, §) = —— [z - =] (7.11)

— %Z E(Vi|Yy, M,Z, §) tr(Z~2(Y; — MY~ 1(Y; - M)T)

i=1

E(Vi|Y;, M, £, §) kosullu beklenen degerinin bulunabilmesi igin, f(V|Y) kosullu

dagihimina ihtiya¢ vardir bu sebeple asagidaki islemler yapilir:
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f(Y,v)

fvIY) = )
x 2 1 _ _
pm" ""'ptﬂ v Zexp{— vl — Sutr(E Y — M)YTHY — M)TY)
_ 27 QCm o (25
B p .t
El 20l 2 eera-mypi-mn
pt(n)g pt+ 1)
2
Pl
_ 2P 2 3 (et -y (-M)T) Ay ot (5L -y (Y- M) T))
~pter  prv °¢
2 2 (2m)z

Kosullu birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu, gerekli sadelestirmeler
yapildiktan sonra asagidaki esitlikteki gibi ifade edilir.

fV|Y) = ;TV—% etr(Z‘l(Y—M)llJ‘l(Y—M)T)—%{V‘l+Utr(2‘1(Y—M)1|J‘1(Y—M)T)} (7.12)

Esitlik (7.12) ile elde edilen kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu

yardimiyla kosullu beklenen deger icin asagidaki islemler yapilir:
E(V[Y, M,Z,¢) = f v f(V|Y)dv
0

= jmv 1 v 2etr(): Ly-my—1(y- M)T)——{V_1+Utr(2: 1y—Myp-1 (Y- M)T)}d
0

V2n

_ 1 etr(£_1(Y_M)‘|’_1(Y_M)T)JOOVV_%e_%{v_1+Vtr(E_l(Y_M)‘p_l(Y_M)T)}dV_

V2m
Gerekli dizenlemeler yapildiktan sonra kosullu beklenen deger,

1
tr(Z-1(Y - M)y~1(Y - M)T)

Y,MZ ) = =w (7.13)
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esitligi ile elde edilmis olunur. E(V|Y,M,Z, ) kosullu beklenen degeri esitlik

(7.11)'de yerine yazilarak maksimize edilecek olabilirlik fonksiyonuna ait esitlik,

PN np nt
Q(B.ZW|Y.BEP) =~ In[z] - Inly] (7.14)

1 n
—2) witr{Z71(Y - M)yL(Y - M)T}
2

biciminde elde edilmis olunur.

Bir oOnceki bolimde Cok Degiskenli Tekrarl Olglimlii ANOVA
yaklasiminda oldugu gibi, tekrarli dlgimla veriye iliskin grup ve denek sayilari
g6z o©Onlnde bulunduruldugunda Esitlik (7.11) ile ifade edilen olabilirlik

fonksiyonu yeniden yazildiginda,

PO np nt
Q((B.Z w)|Y; B.5 §) = ——Inz| = Inly| (7.15)

g nj
_% Z wijtr {Z_l(Yii — XiB)w (¥ — XiB)T}

i=1j=1

esitligine ulasilir. Bu fonksiyonda, M =X;B parametre matrisi, Y; yanit

degiskeni matrisi olarak yanit degiskeni vektorlerinin yerini almigtir. Esitlik

(7.15)'te yer alan ve wj; ile ifade edilen kosullu beklenen deger ise,

PO 1
E(V|Y;, B, X, = = Wj; 7.16
( | j B lIJ) o (Z_I(Yij —XiB)lll_l(Yii —XiB)T) Wijj ( )

seklinde elde edilmis olunur. Bundan sonraki adimda, esitlik (7.15) ile ifade
edilen olabilirlik fonksiyonunu maksimize ederek istenilen parametre

tahminlerine ulasabiliriz.

7.1.1. g’nin En Gok Olabilirlik Tahmin Edicisinin Bulunmasi

Matris Degigkenli Laplace Dagilimina dayali B parametre matrisinin

tahmin esitligi icin esitlik (7.15) ile ifade edilen olabilirlik fonksiyonunun g’ ya
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g6re tdrevi alinir. Buradan hareketle, yapilan islemler sirasiyla asagida

verilmigtir:

aQ((B.Z.W)|Y;;, B.Z ¥)

oB =0

g n
a np nt 1 _
B —7ln|2| —?1n|l|1| —EZZ =Yy — XiB)W (Y — Xiﬁ)T}

Q
| =

B 2

g ni z—lY —lY T Z_lY -1 TX T z—lX —1Y T

z w--tr{ OY; — OB X — iBYTY;; } —0
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Yukaridaki egitlikte yapilan duzenlemeler ile Normal dagilimin dlgek
karmasi olarak tanimlanan Matris Degiskenli Laplace dagihmi altinda (5.19) ile
ifade edilen dogrusal modelde yer alan ve (5.9) esitligindeki Cok Degiskenli iki
Yonli Tekrarli Olgiimli ANOVA modeli parametrelerini iceren g katsayisinin en

cok olabilirlik tahmin edicisi igin,

. _ _ -1
i M wyb T (W)

g9 nj
2i=1 Z]=l1 Wii

B= (7.17)

esitligi edilmis olunur.

7.1.2. ¥’nin En Gok Olabilirlik Tahmin Edicisinin Bulunmasi

Yayilim matrisi £ ‘nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulabilmek icin
esitlik (7.15) ile ifade edilen olabilirlik fonksiyonununx=1‘e gore tirevi alinir.
Bolum 6.1.2. de verilen matris cebrine iliskin 06zellikler dikkate alinarak

asagidaki islemler sonucunda E tahmin edicisine ulasilir:

aQ((B.Z, W)Yy, B.Z ¥)

oz-1 =0

g nj
d np _ nt _ 1 _ _ T
az-l{_71n|z 4 ——Inly 1"52 Wi]-tr{f. LYy — XiB)w (Y — XiB) }}: 0

i=1 j=1




n
- 7"{22 _ diag(Z)}
nj

g
=32, 2w {20% — X8 (%~ X,p)"
i=1

j=1

Nlb—\

— diag(Yy — XiB)w (Y — XiB)T} -

Yukaridaki esitligi sadelestirebilmek igin (Yii—XiB)llj_l(Yij—XiB)TZY

duzenlemesi yapildiginda,

2% — diag(Z) — —Z 2 wij (2Y;; — diag(Y;;)) = 0

i=1 j=

2% — —Z 2 wi; 2Yj; — diag(Z) — —Z Z Wi dlag(Yll) =0

i=1 j= i=1 j=
g nj g nj
1 _ 1
Z[Z—EZZWUY}]]—dlag Z—Ez Wl]YIJ =0
i=1 j=1 i=1 j=1
g n
) ! Zz Y,
i Wij Tij
np i=1 j=1

esitligi elde edilir.

Normal dagilimin olgek karmasi olarak tanimlanan Matris Degiskenli
Laplace dagilimi altinda (5.19) ile ifade edilen dogrusal modelde yer alan ve
(5.9) esitligindeki Cok degiskenli iki YonIi Tekrarli Olgimli ANOVA modeli igin

yayllim matrisi ¥’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi,

g nj
1
=H—ZEWIJ( — X;B)Y (Y — X;B)" (7.18)

esitligi ile elde edilmis olunur.
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7.1.3. ¥’nin En Gok Olabilirlik Tahmin Edicisinin Bulunmasi

¢ korelasyon matrisinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulabilmek igin
esitlik (7.15) ile ifade edilen olabilirlik fonksiyonunun y~!‘e gore tirevi alinir.
Bolim 6.1.2 ‘de verilen ozellikler dikkate alinarak sirasiyla asagidaki islemler

sonucunda § tahmin edicisine ulasilir:

aQ((B.Z W)Yy, B.Z, )
6¢‘1

=0
Jd |np nt 1 e
_ _ _ T
${7ln|z 1 —?IHNJ 1 —EZ (Y — XiB)Y