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ÖZET 

 

 

HAYAT DIġI SĠGORTALARDA DOĞRUSAL OLMAYAN 

BAĞIMLILIĞIN KOPULALAR ĠLE DĠNAMĠK FĠNANSAL ANALĠZĠ 

 

 

BETÜL ZEHRA KARAGÜL 

Yüksek Lisans, Aktüerya Bilimleri Bölümü 

Tez DanıĢmanı: Dr. Murat Büyükyazıcı 

Haziran 2013, 68 sayfa 

 

 

Bu çalıĢmada bir hayat dıĢı sigorta Ģirketi için en temel bileĢenlerin kullanıldığı ve 

doğrusal olmayan bağımlılığı da içeren Dinamik Finansal Analiz modeli yaklaĢımıyla iki 

farklı benzetim çalıĢması yapılmıĢtır. Model içerisine doğrusal olmayan bağımlılıklar 

kopula kullanılarak dahil edilmiĢtir. Yapılan benzetim sonucu bu bağımlılıkların 

sigortacının risk ve kar profiline ve Ģirketin yükümlülüğünü yerine getirememe riski ile 

iflas olasılığına olan etkileri ölçülmüĢtür.  

Yapılan benzetimin temelini oluĢturan Dinamik Finansal Analiz, bağımlılık ölçümleri ve 

kopulalar hakkında temel bilgi verilmiĢtir. Kullanılan kopula türleri ve DFA model yapısı 

ayrıntılı biçimde anlatılmıĢtır. Ġncelenen Ģirketin risk, getiri ve performans ölçümü için 

kullanılacak finansal rasyolara değinilmiĢtir. 

ÇalıĢmalarda aynı DFA modeli içerisinde farklı bağımlılık yapıları yer almaktadır. Birinci 

benzetim çalıĢmasında yatırımlar arasında, hasarlar arasında ve yatırımlarla hasarlar 

arasında bağımlılığın olduğu dört boyutlu bir bağımlılık yapısı vardır. Ġkinci benzetim 

çalıĢmasında ise iki farklı sigorta branĢı arasında bağımlılık vardır. Uygulamaların her 

ikisinde de parametreler Türkiye verisinden elde edilmiĢtir. Modelin uygulandığı hayat dıĢı 
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sigorta Ģirketinin parametreleri ise Türkiye’de yer alan hayat dıĢı sigorta Ģirketlerinin verisi 

baz alınarak hipotetik olarak oluĢturulmuĢtur. Benzetim çalıĢmaları MATLAB 

programlama dili yardımıyla 100.000 yinelemeyle yapılmıĢtır. 

Benzetim sonuçları kullanılan tüm kopulalı modeller ve bağımsız model için 

tablolaĢtırılarak birbiriyle karĢılaĢtırılmıĢtır. Böylece doğrusal olmayan bağımlılık 

yapısının DFA modeline dahil edilmesinin sigorta Ģirketi ve denetleyici kurumlar açısından 

sonuçları incelenmiĢ ve etkileri yorumlanmıĢtır. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Dinamik Finansal Analiz, doğrusal olmayan bağımlılık, kopulalar, 

hayat dıĢı sigorta, benzetim, sigorta branĢları arasındaki bağımlılık, bağımlılık ölçümleri. 
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ABSTRACT 

 

 

IN NONLIFE INSURANCE DYNAMIC FINANCIAL ANALYSIS OF 

NONLINEAR DEPENDENCIES WITH COPULAS  

 

 

BETÜL ZEHRA KARAGÜL 

Master of Science, Department of Actuarial Science 

Supervisor: Dr. Murat Büyükyazıcı 

June 2013, 68 Pages 

 

In this study, with Dynamic Financial Analysis model approach that includes basic 

components for a non-life insurance company, two different simulation studies have been 

done. Non linear dependencies have been integrated into the model using the copulas. In 

line with the simulation study, these dependencies’ effects on the insurer’s risk and return 

profile, the default risk and the ruin probability have been evaluated. 

Basic Information about Dynamic Financial Analaysis, dependence measures and copulas, 

that are main structure of the simulation studies which we done, have been given. The 

Copula families and DFA model framework which are used in the simulation study are 

detailed. The financial ratios, using for evaluating risk, return and performance of 

company, are mentioned. 

In the simulation studies for the same DFA model there are different dependence 

structures. In the first study there is a four dimensional dependence structure that includes 

correlation between investments, between claims and between investments and claims. In 

the second study the dependence structure includes the correlation between two different 

lines of business in insurance. In both studies the market data have been generated in 

accordance with Turkey’s market data. For the model the non-life insurance company’s 
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data is generated hypothetically by using the real non-life insurance companies in Turkey 

as base. Simulation was done with MATLAB programming language, 100.000 iterations. 

Simulation results were tabulated for the models with copulas and for the model without 

correlation and these results are compared with each other. Thus the results and the 

influence of integrating nonlinear dependencies into the DFA model were interpreted from 

the point of insurance company and regulators. 

 

 

Keywords: Dynamic Financial Analaysis, non-linear dependency, copulas, nonlife 

insurance, simulation, dependency between lines of business in insurance, dependence 

measures. 
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1. GĠRĠġ 

Sigorta Ģirketleri için finansal modelleme yapmak geleceği öngörmek açısından oldukça 

önemlidir. Sigorta Ģirketleri bu sayede gelecek dönemler için sahip olacakları risklerini 

değerlendirir, getirilerini tahmin eder ve bir performans değerlendirmesi yaparlar. 

Günümüzde etkin ve yaygın olarak kullanılan finansal modellerden bir tanesi Dinamik 

Finansal Analizdir. 

Dinamik Finansal Analiz (DFA), finansal sonuçları muhtemel senaryolar altında inceleyen, 

içsel ve dıĢsal koĢulların değiĢimiyle çıktıların nasıl etkilendiğini gösteren, finansal 

modellemeye getirilmiĢ sistematik bir yaklaĢımdır [1]. Bu yaklaĢım sayesinde Ģirketler 

geleceğe yönelik iflas olasılıklarını, yükümlülüklerini karĢılayıp karĢılayamayacaklarını 

daha net görebilir ve yönetim kararlarını da buna göre alabilirler.  

Literatürde tanımlanmıĢ tek bir DFA modeli yoktur. ġirketler kendi ihtiyaçlarına göre 

farklı DFA modelleri belirleyebilirler. Bu özelliği DFA modelini daha kullanıĢlı ve geçerli 

kılmaktadır.  

1990’ların sonlarına doğru CAS (Hasar Aktüerleri Derneği) mal ve kaza sigortası için 

benzetim modelleri geliĢtirmiĢ ve yaptığı çalıĢmaları DFA el kitabında yayımlamıĢtır. O 

zamandan beri akademik alanda DFA üzerine pek çok araĢtırma ve uygulama 

yayınlanmıĢtır. Lowe ve Stanard [2] ve Kaufmann, Gadmer, ve Klett [3] DFA için bir 

model yapısı oluĢturmuĢ ve bu model yapısı üzerinde bir uygulama ile DFA’ya bir giriĢ 

sağlamıĢlardır. Lowe ve Stanard [2]  sigorta, yatırım ve katasrof nitelikli reasüransın 

sermaye yönetim süreci için bir DFA modeli geliĢtirmiĢtir. Kaufmann, Gadmer ve Klett [3] 

bir hayat dıĢı sigorta Ģirketi için  kullanıma hazır bir model oluĢturmuĢlardır. Blum ve 

arkadaĢları [4], D’Arcy ve Gorvett [5], Eling, Parnitzke ve Schmeiser [1] DFA’yı özel 

karar verme durumlarını incelemek için kullanmıĢlardır. Blum ve arkadaĢları DFA çatısı 

altında kur riskinin reasürans üzerindeki etkisini araĢtırmıĢ ve D’Arcy ve Gorvett [5] ise 

mal ve kaza sigortası için optimal büyüme oranını araĢtırmak için DFA’yı kullanmıĢtır. 

Yönetim stratejilerinin sigortacının risk ve getirisi üzerindeki etkileri Eling, Parnitzke ve 

Schmeiser [1] tarafından DFA kullanılarak araĢtırılmıĢtır.  

Bir sigorta Ģirketinin kullandığı DFA modelinden aldığı sonuçların geçerli ve gerçeğe 

yakın olabilmesi varlık ve yükümlülüklerinin stokastik davranıĢlarının doğru biçimde 

modellenmesine bağlıdır. Kullanılan DFA modellerinde genellikle doğrusal korelasyon 

varsayımının ele alınıyor olmasına rağmen bu konu üzerine yapılan çalıĢmalar sigorta 
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alanında sıklıkla görülen ağır kuyruklu ve çarpık dağılıma sahip riskler arasındaki 

bağımlılığın modellenmesi için sadece doğrusal korelasyon varsayımının uygun olmadığını 

gösterir [6].   

Hayat dıĢı sigortalar yapıları gereği hayat sigortalarından daha belirsiz ve büyük risklere 

sahiptir. Bu risklerden bazıları ağır kuyruklu ve çarpık dağılıma sahip risklerdir. Bunlar 

özellikle büyük hasarların oluĢtuğu dönemlerdeki risklerdir. Bunlara örnek olarak Amerika 

BirleĢik Devletlerinde meydana gelen 11 Eylül saldırısı verilebilir. Bu olay sonucu sigorta 

Ģirketleri hem Dünya Ticaret Merkezi (WTC) binasında kendi yaptıkları sigorta iĢlerinden 

dolayı hem de ilgili sermaye piyasası batıĢından dolayı aynı anda hem varlık hem 

yükümlülük açısından büyük bir zarara uğramıĢlardır. Bu tip terör saldırıları sonucu 

meydana gelen ekonomik kayıpların çok önemli boyutlarda olduğu görülmektedir. 

Insurance Service Office (ISO) isimli kuruluĢun belirlemelerine göre WTC’ye yapılan 

terörist saldırılar nedeniyle 50.000’e yakın bireysel mal sigortası hasarı, 18.000 

dolaylarında ticari hasar ve 4.800 dolaylarında motorlu araç hasarı için hasar baĢvurusunda 

bulunulmuĢtur [7].  

Bu duruma bir baĢka örnek sigorta Ģirketlerinin hem mortgage’a dayalı finansal ürünlere 

(mortgage based security, MBS) yatırım yapması hem de teminatlı borç yükümlülüğü gibi 

yapılandırılımıĢ kredi ürünlerini sigortalaması sonucu oluĢan büyük hasarlara maruz 

kaldıkları yüksek faizli kredi krizleridir. MBS’ler konut edinmek için mortgage kredisi 

alan müĢterilerin yaptıkları düzenli ödemeleri bir havuzda toplayan ve MBS tahvili 

alanlara buradan aylık ana para ve faiz ödemesi yapan yatırım araçlarıdır. Bankalar konut 

kredisinde patlama yaĢandığı dönemlerde krediyi geri ödeyemeyecek kiĢilere de kredi 

vererek bir krize neden olmuĢ, bu alana yatırım yapan sigorta Ģirketleri de yapılandırılmıĢ 

kredi ürünlerini de sigortaladıkları için büyük bir kayba uğramıĢlardır. 

Yine Amerika BirleĢik Devletleri’nde her yıl oluĢan kasırgalar sigorta Ģirketlerinin çok 

yüklü ödemeler yapmasına sebep olmaktadır. Bu konuda araĢtırma yapan modelleme 

Ģirketleri bu ödeme miktarlarının ciddi bir artıĢ göstereceğini öngörmektedir [8].  

Bu örneklere ek olarak, meydana gelen doğal afetlerin sebep olabileceği ekonomik krizler 

sonucu sigorta Ģirketlerinin sigorta iĢlerinden elde edeceği hasarın yanı sıra finansal kriz 

sonucu yatırımlarından elde edeceği zarar Ģirketi büyük bir kayba sokar. OluĢan büyük 

hasarların sigorta Ģirketlerini mali açıdan etkilediği ve finansal krizin eĢiğine getirebildiği 

bir gerçektir. Türkiye gibi deprem kuĢağı üzerinde olan bir ülke için de bu tip doğal 
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afetlerin sigortaya ve finansal piyasalara olan etkileri göz ardı edilemez. Özellikle hayat 

dıĢı sigorta Ģirketleri için bu durumların risk ve kar profiline etkilerinin incelenmesi 

gerekmektedir.  

Yukarıda bahsedilen ağır kuyruklu ve çarpık dağılıma sahip riskler arasındaki bağımlılık 

yapılarını modellemek için  doğrusal olmayan bağımlılıklar incelenmelidir. Doğrusal 

olmayan bağımlılıklar için kullanılacak olan bağımlılık ölçümlerinden en etkin ve uygun 

olanı kopulalardır. 

Literatürde ilk kez M. Fr´echet’in çok boyutlu olasılık fonksiyonuyla onun daha az boyutlu 

marjinleri arasındaki iliĢki hakkında ortaya attığı bir soruyu cevaplandırmak için A.Sklar 

tarafından 1959’ da önesürülen kopula kavramı yıllardır var olmasına rağmen istatistik 

alanındaki çalıĢmaları oldukça yenidir [9].  Önceleri olasılıksal ölçüm uzayları teorisinin 

geliĢiminde kullanılan kopulalar, daha sonra rastgele değiĢkenlerin arasındaki bağımlılığın 

parametrik olmayan ölçümlerini tanımlamak için  kullanılmıĢlardır ve o zamandan beri 

olasılık ve matematiksel istatistikte çok önemli bir rol oynarlar. Son yıllarda yapılan 

uluslararası pek çok konferansın içerdiği konu baĢlıkları da kopulalara olan ilginin giderek 

arttığının bir göstergesidir [10].  

Kopula kavramı ile sigorta alanında doğrusal olmayan bağımlılıkların eĢleĢtirilmesi ilk kez 

iliĢkili risk portföylerinin bütünleĢtirilmesi için algoritmalar ve modeller ortaya koyan 

Wang [11] tarafından 1998’de yapılmıĢtır. Frees ve Valdez’de [12] aynı zamanda 

kopulaların temel özelliklerini, bağımlılığın ölçüsüyle olan iliĢkilerini ve çeĢitli kopula 

ailelerini tanımlayarak risk hesaplamada kopulaların kullanımlarına bir baĢlangıç 

sunmuĢtur. Klugman ve Parsa [13], Mashal ve Zeevi [14], Malevergne ve Sornette [15] , 

Dias [16] ve Kole, Koedijk ve Verbeek [17] deneysel veriye kopula uygulayarak sigorta ve 

sermaye piyasalarının analizi için uygun modeller geliĢtirmiĢlerdir. Blum, Dias, ve 

Embrechts [18] alternatif risk transfer ürünlerinde bağımlılığın ölçülmesinde kopulaların 

kullanımını tartıĢmıĢlardır. Embrechts, McNeil ve Straumann [19] riske maruz değerde 

bağımlılık yapılarının etkilerinin analizi ve risk yönetiminde bağımlılık ve korelasyon için 

simülasyon algoritmaları ve bu algoritmaların özelliklerini sunmuĢlardır. Pfeifer ve 

Neˇslehov´a [20] kolektif risk teorisi çatısında bağımlı risk süreci üretmek ve modellemek 

için yaklaĢımlar tasarlamıĢtır. McNeil [21]  çok boyutlu problemler için kullanılabilen 

belirli bir kopula sınıfından örnekleme için algoritmalar sunmuĢtur. Oakes [22] [23], 

Hougaard, Harvald ve Holm [24], ve Carriere [25]  hayat tablolarının tahminleri için 

yaĢam modellerinde bağımlılık yapılarını analiz etmiĢlerdir. Tibiletti [26] sigorta talebi 
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alanında; Wang [27] ve Frees, Carriere ve Valdez [28] de sigorta ürünlerinin 

fiyatlandırılmasında kopulaları uygulamıĢtır.  

Bu çalıĢmada hayat dıĢı sigorta Ģirketleri için bir Dinamik Finansal Analiz modeli yapısı 

kullanılmaktadır. Model hem uygulamada kolaylık sağlayacak Ģekilde hem de bir hayat 

dıĢı sigorta Ģirketinin finansal analizi için gerekli temel bileĢenleri içerecek Ģekilde 

düzenlenmiĢtir. Ġki farklı uygulama yapılmıĢtır. Uygulamaların her ikisinde de aynı DFA 

model yapısı kullanılmıĢtır. Modele bağımlılıklar kopula yardımıyla dahil edilmiĢtir. 

ÇalıĢmanın ikinci bölümünde DFA’nın tanımı ve temel özellikleri verildikten sonra genel 

bir DFA sürecinin nasıl ilerlediği Ģekil yardımıyla anlatılmıĢtır. DFA modeli ile ilgili 

dikkat edilmesi gereken hususlara değinilmiĢ ve ardından tezde kullanılan DFA model 

yapısı tüm formülasyon ve ayrıntılarıyla anlatılmıĢtır. 

ÇalıĢmanın üçüncü bölümünde bağımlılık ölçümlerine genel bir bakıĢ verilmiĢtir. 

Bağımlılık ölçümlerinden olan doğrusal korelasyon katsayısı, kuyruk bağımlılığı katsayısı 

ve sıra korelasyonu katsayıları olan Kendall’ın tau katsayısı ile Spearman’ın rho katsayısı 

iĢlenmiĢtir. Bu bölümde sıra korelasyonu katsayıları arasındaki benzerlik ve farklılıklara da 

yer verilmiĢtir. 

ÇalıĢmanın dördüncü bölümü kopulalara ayrılmıĢtır. Bu bölümde öncelikle kopulaların 

tanımı ve özellikleri anlatılmıĢtır. Verilen bu genel bilgilerin ardından kopulalar teorisi için 

önemli olan; yaĢam kopulası, Sklar teoremi, değiĢmezlik teoremi, Fréchet-Hoeffding 

sınırları anlatılmıĢtır. Bazı önemli kopula ailelerinin neler olduğu ve bu aileleirin 

özellikleri de bu bölüm içerisinde yer almaktadır. Son olarak değiĢtirilebilirlik ve 

değiĢtirilebilir kopulalar ile değiĢtirilemeyen arĢimed kopulalar üzerinde durulmuĢtur. 

ÇalıĢmanın beĢinci bölümü, ikinci ve dördüncü bölümdeki bilgilerin sentezlenmesi olan 

DFA modeline kopulaların nasıl dahil edileceğini ve DFA modeline kopulalar dahil 

edildikten sonra yapılan benzetim çalıĢmasının risk, getiri ve performans ölçümünde 

kullanılan finansal rasyoları anlatmaktadır. 

ÇalıĢmanın altıncı bölümünde birinci ve ikinci uygulamanın model varsayımları ve 

kullanılan model parametreline yer verilmiĢtir.  Birinci uygulamada yatırımlar arasında, 

hasarlar arasında ve yatırımlarla hasarlar arasında bağımlılığın olduğu dört boyutlu bir 

doğrusal olmayan bağımlılık yapısı vardır. Ġkinci uygulamada iki farklı sigorta branĢı 

arasında bağımlılık vardır. Her iki uygulamanın benzetim sonuçlarıyla bu bağımlılıkların 
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sigortacının risk ve kar profiline etkileri ölçülmüĢ, elde edilen sonuçların Ģirketin 

yükümlülüğünü yerine getirememe ve iflas olasılığına olan etkileri incelenmiĢtir. 

Yedinci ve son bölümde her iki uygulamanın da sonuçları yer almaktadır. 
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2. DĠNAMĠK FĠNANSAL ANALĠZ 

 
2.1.Dinamik Finansal Analiz Tanım ve Temel Özellikleri 

 

DFA çeĢitli eğilimlerin birleĢmesiyle 1990’larda geliĢtirilmiĢ yeni bir yaklaĢımdır. Bu 

eğilimlerden biri 1970’lerde önce enflasyonun ve ardından faiz oranlarının oynaklığının 

artmasıyla baĢlayan finansal risklerdeki artıĢtır. Diğer bir eğilim ise  DFA ile alakası olan 

ileri matematik tekniklerini düzenlemek için yeterli bilgisayar gücüne eriĢimin artmıĢ 

olmasıdır. Üçüncü eğilim de bankalarda ve diğer finansal kuruluĢlarda benzer tipte 

analizlerin benimsenmesidir. Genel DFA yaklaĢımı ilk olarak Avrupa’daki sigortacılar 

tarafından ve ardından Kanada’da ve Amerika’da kullanılmıĢtır [5].  

Dinamik Finansal Analiz, finansal sonuçları muhtemel senaryolar altında inceleyen, içsel 

ve dıĢsal koĢulların değiĢimiyle çıktıların nasıl etkilendiğini gösteren, finansal modelleme 

için getirilmiĢ sistematik bir yaklaĢımdır. Bu yaklaĢım sayesinde Ģirketler geleceğe yönelik 

iflas olasılıklarını, yükümlülüklerini karĢılayıp karĢılayamayacaklarını daha net görebilir 

ve kararlarını da buna göre alabilirler.  

DFA, 

  yükümlülük karĢılama yeterliliğini düzenleme, 

  Ģirketin faaliyet alanlarının performans ölçümü, 

  sermaye yönetimi, 

  enflasyon riski, faiz oranı riski, rezerv riski gibi  temel risklerin analizi, 

  stratejik varlık yönetimi, 

  sigorta sektöründe optimal büyüme oranı hesaplaması,  

  alternatif reasürans kararlarının analizi  

gibi yönetimle ilgili pek çok alanda kullanılmaktadır.  

Avrupada ortaya konan yeni bir süreç olan riske dayalı sermaye standartları (Solvency II) 

ve Uluslararası Finansal Raporlama Standartları’nın (IFRS) geliĢiminde nakit akıĢı 

projeksiyonu ve karar verme sürecinde özellikle reasürans ve hayat dıĢı sigorta piyasaları 

için DFA önemli bir rol oynamaktadır. Bu sebeple son yıllarda özellikle hayat dıĢı 

sigortalar alanında DFA’nın önemi giderek artmaktadır [1]. 

DFA daha deterministik olan klasik finansal ve aktüeryal analizlerden oldukça farklıdır. 

Stokastik değiĢkenler Ģirketin faaliyetlerini etkileyecek faktörleri temsil etmek amacıyla 
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kullanılırlar. Bu yöntem çıktının tek en iyi tahmini yerine muhtemel çıktıların ilgili 

olasılıklarıyla beraber dağılımına dayanır. Bir Ģirketin bilançosunu veya faaliyetlerini 

etkileyebilecek faktörlerin tek bir deterministik değer olarak tahmin edilmesi yerine seçilen 

parametrelere göre çeĢitlendirilmesine izin verilir. Örneğin faiz oranları, gelecekteki faiz 

oranının tek bir tahmini yerine ilgili matematiksel modellerle sunulur. DFA’nın içerisinde 

yer alan finansal kelimesi de yatırım ve sigortanın, hem yatırım değerlerini hem de sigorta 

getirilerini etkileyen faiz oranları gibi değiĢkenlerle bütünleĢmesini ifade eder. GeçmiĢte, 

sigorta Ģirketleri faaliyetlerinin sigorta kısmına odaklanmıĢ ve yatırım yönünü ihmal 

etmiĢtir. Sigorta Ģirketlerinin en üst düzey yöneticilerinin  genellikle sigortalama, hasarlar, 

satıĢlar veya aktüeryal iĢler konusunda çok güçlü bir bilgi birikimi vardı ama yatırım 

alanında nadiren böyle güçlü bir bilgiye sahiptiler. Pek çok Ģirket için bu durum 1980’lerde 

değiĢti çünkü yatırım gelirleri sigorta gelirlerinin büyümesini önlemeye baĢladı ve yatırım 

gelirleri daha oynak bir hal aldı. ġimdi sigortacılar sigorta ve yatırım faaliyetlerini 

koordine etme ve hem varlık hem de yükümlülüklerine dikkat etme  eğilimindedirler [5].  

 DFA  karar verme sürecinde önemli bir araç ve firma risk yönetimi (enterprise risk 

management, ERM) için esas parça haline gelmiĢtir. Özellikle hayat dıĢı sigorta Ģirketleri 

için vazgeçilmez olmasının nedeni hayat dıĢı sigorta Ģirketlerinin özelliklerinden 

kaynaklanmaktadır. Hayat dıĢı sigorta Ģirketlerinde hasarın meydana gelme anı ve 

büyüklüğü hayat sigortası Ģirketlerine göre daha belirsizdir ve faiz oranı riskine daha çok 

maruz kalmaktadırlar.  

Pek çok ekonomik ve matematiksel kavramı ve yöntemi bir araya getiren DFA için tek bir 

yöntembilim tanımlamak imkansızdır. Piyasada hayat dıĢı sigorta Ģirketleri için ulaĢılabilir 

bazı DFA yazılım ürünleri mevcuttur ve bunların her biri kendi DFA yaklaĢımlarına 

dayalıdır. Bir DFA modeli için en önemli soru en iyi stratejinin ne olduğudur. DFA’dan 

elde edilecek baĢarı stokastik davranıĢlarının uygun biçimde modellenmesine ve 

bağımlılıkların doğru eĢleĢtirilmesine bağlıdır. 

Bir sigorta Ģirketinin etkilenebileceği pek çok risk vardır; piyasa riski, enflasyon riski, 

kredi riski ve operasyonel riskler gibi. Tüm bu riskler ve daha fazlası modele dahil 

edilebilir. Ancak anlaĢılabilirlik ve hesaplamalarda kolaylık için tezde kullanılan DFA 

modeline genel olarak bir hayat dıĢı sigorta Ģirketinde temel olan standart bileĢenler dahil 

edilmiĢtir. Ġleriki çalıĢmalarda model daha fazla parametreye dayandırılabilir. 



8 

 

Genel yapısıyla DFA sürecinin nasıl iĢlediğini John C. Burkett, Thomas McIntyre ve 

Stephen M.Sonlin’in [29] çalıĢması kaynak alınarak ġekil 2.1’deki gibi gösterilebilir. 

 

 

ġekil 2.1. DFA süreci 

 

Tüm kullanıĢlı yönleri ve üstünlüklerine rağmen DFA modelleri kullanılırken bazı hususlar 

göz önünde bulundurulmalıdır. 

DFA ile ilgili dikkat edilmesi gerekenler [30];  

 DFA modelleri modelin ayrıntılarına dayalı olarak gelecek için benzetim yaparlar 

ama gerçek dünyayı tüm karmaĢıklığıyla asla modelleyemezler. 

 DFA modelleri varsayımları olan modellerdir. Bu varsayımlar yanlıĢ olabilir. 

Modelin geçerliliği daima kontrol edilmelidir. 

 DFA ölçümlemeyi gerektirir. Değerleri ölçümlemek zaman alır. 

 DFA modelleri Ģirketin ihtiyaçlarına göre detaylandırılabilir ama modeli 

geniĢletmeden önce var olan model iyice anlaĢılmalı ve geniĢlemenin etkilerinin 

neler olabileceği hesaplanmalıdır.   

 

 

 

hedef belirle veri topla 
modeli 

parametreleştir 
modeli çalıştır çıktıyı analiz et güvenirliği test et 

sonuçları ortaya 
koy 
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2.2. Dinamik Finansal Analiz Model Yapısı 

 

Bu bölümde uygulamada kullanılmıĢ olan DFA model yapısı açıklanmıĢtır. Model bir 

hayat dıĢı sigorta Ģirketi için gerekli olduğu düĢünülen temel bileĢenleri içermektedir. Eling 

ve Toplek’in [6] makalesinde kullanılan DFA modeli temel alınmıĢ ancak model üzerinde 

bir takım değiĢiklikler yapılmıĢtır. 

tEC  sigorta Ģirketinin ),....,1( Tt olmak üzere t dönem sonundaki öz sermayesi ve tE  

Ģirketin t dönemindeki kazancını göstermek üzere zaman içinde öz sermayedeki değiĢim 

Ģöyle gösterilebilir; 

t t-1 tEC =EC +E                                                                                                                    (2.1) 

ġirketin t dönemindeki kazancı olan tE ’yi elde etmek için yatırım kazancı olan tI  ve 

sigortadan elde edilen kazancı gösteren tU  toplanır ve vergi oranı ( tr ) çıkartılır. ġirket kar 

etmemesi durumunda vergi vermeyecektir. Bu çalıĢmada kullanılan modelde kolaylık 

açısından vergi hukuku oldukça basitleĢtirilmiĢtir. Gerçek hayatta pek çok ulusal vergi 

sistemi en azından belli bir seviyede geçmiĢe ya da ileriye yönelik hasarlara izin veren 

karĢılıklar içerir. 

(t t t t tE =I +U max tr(I +U ),0)
 
                                                                                         (2.2) 

Varlıkların tamamı yüksek karlı bonolar ya da hisse senetleri gibi yüksek riskli ve getirisi 

çok olan yatırımlara veya tamamını devlet tahvilleri ve para piyasası araçları (mevduat 

hesapları, mevduat sertifikası, finansman bonosu vb.) gibi düĢük riskli ve getirisi az 

yatırımlara yönlendirilebilir. Bunun yerine her ikisine de belirli oranlarda da 

paylaĢtırılabilir. 
1t

  t döneminde yüksek riskli yatırımların oranı ve t1r  
yüksek riskli 

yatırımların getirisi ve benzer biçimde t2r  
düĢük riskli yatırımların getirisi olmak üzere 

Ģirketin t zamanında yatırımlarından elde ettiği yatırım getirisi, ptr ; 

 11  pt t-1 1t t 2tr = r + r
 
                                                                                                     (2.3) 

eĢitliği ile yazılabilir. 

Yatırıma yönlendirilecek uygun fon büyüklüğü ile yukarıda elde edilen ptr  yatırım getirisi 

çarpılarak yatırımlardan elde edilen yatırım kazancı tI  elde edilir. Yatırıma 

yönlendirilecek uygun fon büyüklüğü öz sermaye ve prim geliri ( 1tP ) toplamından 
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görünen maliyetlerin ( 1

P

tEx  ) çıkartılmasıyla elde edilir. Görünen maliyetler hasar 

oluĢumuna bağlı değildir. Sigortacılık iĢiyle alakalıdır.  

1 1 1

1

( )P

t pt t t t

t  ile t   arasında
yatırıma yönlendirilen sermaye

I r EC P Ex  



                                                                                                 (2.4) 

Prim seviyesini hesaplamak için genellikle DFA modellerinde 3 durumun mevcut olduğu 

sigorta piyasası döngüleri kullanılır. Bu üç durum zayıf rekabet, orta rekabet ve güçlü 

rekabet piyasa koĢullarıdır. Sigorta piyasası döngülerinin bir Markov sürecini izlediği 

varsayımıyla bir durumdan diğerine geçiĢ olasılıklarının yer aldığı geçiĢ matrisi kullanılır. 

EriĢilebilir prim seviyesinin de geçerli piyasa durumuna bağlı olarak değiĢtiği varsayılır. 

Bu varsayım için geçiĢ matrisi Ģu Ģekildedir [3]; 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

    

    

    

sj

p p p

p p p p

p p p

 
 

  
 
                                                                                                   (2.5) 

Örneğin bu geçiĢ matrisinde 11p
 
zayıf rekabet durumunda kalma olasılığını, 12p

 
zayıf 

rekabet durumundan orta rekabet durumuna geçiĢ olasılığını verir. Bu geçiĢ olasılıklarına 

bağlı olarak prim seviyesi 
s  üç durum için s 1,2,3  üç farklı değer alır.  

MV  sigorta piyasası hacmini ve 1t  ilgili Ģirketin sigorta piyasasındaki payını göstermek 

üzere tüm Ģirketlerin sigorta piyasası payları toplamı 1’dir ve bu sigorta piyasası hacminin 

bütün Ģirketler arasında paylaĢtırıldığını gösterir.  

Prim gelirleri sadece prim seviyesi 
s ’yle değil aynı zamanda tüketici tepki fonksiyonuyla 

da iliĢkilidir. ġöyle ki sigorta Ģirketlerinin borçlarını zamanında ödeyememe risklerinde 

meydana gelen artıĢ elde edilebilir prim seviyelerinde düĢüĢe sebep olmaktadır. Tüketici 

tepki fonksiyonu da yazılan primlerle Ģirketin güvenlik seviyesi arasındaki iliĢkiyi gösterir 

ve burada cr  ile gösterilmektedir. Güvenlik seviyesi bir önceki dönem sonundaki öz 

sermaye ile ifade edilir. Tüm bu verilenler ıĢığında prim geliri aĢağıdaki eĢitlik yardımıyla 

bulunur. 

1

1

1

1 1 1 (1 ) 





   t

t

EC s t

t t tP cr MV i                                                                                           (2.6) 

Model içerisinde iki tip maliyet kullanılacaktır. Birincisi, görünen maliyetler 1

P

tEx   
ve 

ikincisi de hasar çözümleme maliyetleri olan 
C

tEx ’dir.  Görünen maliyetler yazılı piyasa 

hacmi seviyesine   faktörüyle doğrusal olarak ve sigorta iĢlerinin artması ya da azalması 
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nedeniyle reklam ve promosyon gibi sebeplerden doğan ek masraflara dayalı olarak 

meydana gelen yazılı piyasa hacmindeki değiĢime   faktörüyle karesel biçimde bağlıdır. 

Bu bilgiler doğrultusunda görünen maliyetler aĢağıdaki eĢitlik yardımıyla bulunur. 

    
2

11

1 1 1 2(1 ) 1   


       
tP t

t t t tEx MV i MV i                                                   (2.7) 

Hasar çözümleme maliyetleri meydana gelen hasarların   oranı kadardır, 
C

t tEx C . 

Meydana gelen hasarlar katastrof ve katastrof olmayan hasarların toplamıdır. 

 ncat catC C C 
 
                                                                                                               (2.8) 

Sigorta iĢinden elde edilen kazanç elde edilen primlerden hasarların ve masrafların 

çıkartılmasıyla bulunur.  

 1 1

P C

t t t t tU P C Ex Ex                                                                                                 (2.9) 

Tezde kullanılan modele baĢka bileĢenler de eklenebilir ve model daha fazla parametreye 

dayandırılabilir ancak modelin karmaĢıklığı arttıkça hassasiyeti azalacak ve üzerinde 

çalıĢmak zorlaĢacaktır. Amaç bir hayat dıĢı sigorta Ģirketinin varlık ve yükümlülüklerinin 

genel bir resmini çizmek ve bu resim üzerinden ölçümlemeleri yapmaktır. Bu nedenle 

model, risk ve getiri üzerinde etkisi olabilecek bazı bağımlılıkların etkilerinden 

arındırılmıĢtır.  

Sigorta Ģirketi yönetimi model içerisinde her yıl piyasa payının ne olacağını ve yatırımın 

ne kadarının riskli araçlar ne kadarının da risksiz araçlar üzerine yapılacağını belirleyebilir. 
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3. BAĞIMLILIK ÖLÇÜMLERĠ 

Kopulaların daha rahat anlaĢılabilmesi için bağımlılık ölçümlerinin türlerinin ve birbiriyle 

olan iliĢkilerinin incelenmesi gerekmektedir çünkü bağımlılık bu ölçümler yardımıyla 

kopulalar içerisine dahil edilmektedir. Nelsen’in  kopulalar üzerine oldukça kapsamlı 

bilgiler içeren kitabında sıra korelasyonu katsayıları, bu katsayılar arasındaki iliĢki ve 

kuyruk bağımlılığı üzerine geniĢ yer verilmiĢtir [34]. Schmidit kopulalar ve bağımlılık 

ölçümleri üzerine yaptığı çalıĢmada kopulaların çok geniĢ bir uygulama alanı, bağımlılık 

yapılarının tanımlanmasında etkili bir araç olduğunu ve bağımlılık ölçümleri ile olan 

iliĢkisinin incelenmesinin önemini anlatmaktadır [32]. 

Ġki rastgele değiĢkenden birisi hakkındaki bilgi diğeri hakkında hiçbir yeni bilgi 

içermiyorsa bu iki rastgele değiĢken bağımsızdır denebilir. Bu durum matematiksel olarak 

ifade edilmek istenirse X  ve Y  rastgele değiĢkenleri ancak ve ancak aĢağıdaki eĢitlik 

sağlandığında bağımsızdır.
  

     P X x  ve Y y P X x P Y y    
                                                                                     

(3.1)
                                        

Bir diğer gösterimle, 

    P X x Y P X x                                                                                                    (3.2) 

olması gerekir. 

Bağımsız olmayan iki değiĢken bağımlıdır ve eğer X ’in bilgisi Y ’nin bilgisini içeriyorsa 

bu rastgele değiĢkenler karĢılıklı tam bağımlıdır. Bu durum neredeyse her yerde  Y f x  

gibi birebir f  eĢleĢmesi anlamına gelir.  f  eĢleĢmesi tam artan ya da tam azalandır. Ġlk 

durumda X  ve Y pozitif tam bağımlı (comonotonic) ikinci durumda ise negatif tam 

bağımlıdır (countermonotonic) [31].  

Bağımlılık ölçümleri rastgele değiĢkenler arasındaki bağımlılık yapılarını özetler. Üç 

önemli bağımlılık ölçümü vardır: doğrusal korelasyon katsayısı, sıra korelasyonu katsayısı 

ve kuyruk bağımlılığı katsayısı. 

3.1.Doğrusal Korelasyon Katsayısı 

Sadece eliptik dağılımlar için kullanıĢlı olan bir bağımlılık ölçümüdür. Bunun nedeni 

eliptik dağılımların ortalama vektör, kovaryans matrisi ve bir karakteristik üretici 

fonksiyon tarafından tamamıyla tanımlanıyor olmasıdır. Ortalama ve varyans marjinal 

dağılımlar tarafından belirlendiği için, eliptik dağılımların kopulaları sadece üretici 
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fonksiyon ve kovaryans matrisine bağlıdır. Böylelikle doğrusal korelasyon bu sınıfta diğer 

çok değiĢkenli modellerde sahip olmadığı sivrilmiĢ bir role sahiptir [32].  

Doğrusal bağımlılık doğrusal korelasyon katsayısı (Pearson's product-moment coefficient) 

ile ölçülür. X  ve Y  rastgele değiĢkenleri verildiğinde ( )Var X  ve ( )Var Y  varolmak 

koĢuluyla doğrusal korelasyon katsayısı EĢ. 3.3.’deki gibi ifade edilir. 

( , )
( , )

( ) ( )
 

Cov X Y
X Y

Var X Var Y
 

                                                                                            (3.3) 

( , )Cov X Y X  ve Y ’nin kovaryansıdır.      (X,Y) E XY E X E YCov  

 
( , )X Y doğrusal korelasyon katsayısı, Y X     doğrusal regresyonunun    

katsayısına eĢdeğer bilgiyi içermektedir.   ,  X  ile doğrusal korelasyonsuz olan artığı 

ifade eder ve   ve   arasındaki iliĢki:  

                                                                                                    (3.4) 

biçiminde ifade edilir. 

Doğrusal korelasyon katsayısının özellikleri Ģöyle açıklanabilir; 

  1,1  aralığında değerler alır; 1 ( , ) 1,X Y    

 Doğrusal korelasyon katsayısı, değiĢkenlerin monoton değiĢimi altında  sabittir. 

'
( ', ') ( , )

'

X aX b
X Y sign(ac) X Y

Y cY d
 

  
 

  
                                                     (3.5)                                                 

Doğrusal korelasyon katsayısı hesaplanması kolay bir katsayıdır, çok değiĢkenli eliptik ve 

küresel dağılımlar için doğal bağımlılık ölçümüdür. Bunlara ek olarak korelasyon ve 

kovaryansı doğrusal operasyonlar altında yönetmek kolaydır.  

Bu üstünlüklerinin yanında aĢağıda belirtilen sıkıntılardan dolayı doğrusal korelasyon 

katsayısı yerine  sıra korelasyonları tercih edilebilir [33]. 

 X  ve Y ’nin varyansları sonlu değilse korelasyon katsayıları tanımlanamaz. Bu 

durum bir bağımlılık ölçümü için elveriĢli değildir ve ağır kuyruklu dağılımlarla 

çalıĢıldığında sorunlara sebep olabilir. Ağır kuyruklar durağan dağılımların 

varyanslarını sonsuza sürükler. Örneğin iki değiĢkenli vt  
dağılımlı rastgele 

vektörün iki bileĢeni arasındaki kovaryans ve korelasyon 2v  için tanımlanamaz.  

Hayat dıĢı aktüerlerinin farklı iĢ kollarındaki hasarların modellenmesinde sonsuz 

varyanslı dağılımları kullanırken dikkatli olmaları gerekmektedir. 

ρ Var(X)/Var(Y)
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  Ġki rastgele değiĢkenin bağımsızlığı onların korelasyonsuz olduğunu gösterir ama 

sıfır korelasyon bu değiĢkenlerin bağımsız olduklarını ifade etmez. Örneğin x  

rastgele değiĢkeninin  0,2  arasında tekdüze dağıldığı varsayılsın ve ,U W  

değiĢken çifti de    , cos ,U W x sinx  olsun. Bu değiĢken çiftinin korelasyonu 

( , ) 0U W   olmasına rağmen bağımsız değildirler. 

 Doğrusal korelasyon katsayısının doğrusal olmayan tek düze dönüĢümler için sabit 

kalamaması nedeniyle ciddi yetersizlikleri vardır.  

3.2. Sıra Korelasyonu Katsayısı 

Sıra korelasyonları sıralar arasındaki bağımlılık yapılarını tanımlar yani, olasılık dönüĢümü 

kullanılarak dikkate alınan rastgele değiĢkenler tekdüze marjinallere dönüĢtürüldüğünde  

bağımlılık yapısını tanımlar. Bir değiĢken çiftindeki değiĢkenlerden bir tanesinin “büyük” 

değerleri diğerinin “büyük” değerleriyle ve “küçük” değerleri de diğerinin “küçük” 

değerleriyle iliĢkiliyse bu değiĢken çifti uyumludur denir. Daha açık bir anlatımla; ( , )i ix y

ve ( , )j jx y bir ( , )X Y  sürekli rastgele değiĢkenler vektöründen elde edilen iki gözlem çifti 

olsun. Eğer i jx x  ve i jy y  ise ve ya i jx x  ve  i jy y  ise ( , )i ix y  ve ( , )j jx y  

uyumludur. Benzer biçimde eğer i jx x  ve i jy y  ise ve ya i jx x  ve i jy y  ise 

( , )i ix y  ve ( , )j jx y uyumsuzdur (discordant). Diğer bir gösterim Ģekli, eğer ( )i jx x

( )i jy y >0 ise i i(x , y )  ve ( , )j jx y  uyumludur (concordant). Eğer ( )i jx x ( )i jy y <0 ise  

( , )i ix y ve ( , )j jx y uyumsuzdur [34]. Sıra korelasyonu rastgele değiĢkenlerin uyumunu 

ölçmek için kullanılır. En önemli iki sıra korelasyonu ölçümü Kendall'ın tau katsayısı ve 

Spearman'ın rho katsayısı’dır.   

3.2.1. Kendall’ın Tau Katsayısı 

1 1 2 2{( , ),( , ),...( , )}n nx y x y x y  sürekli rastgele değiĢkenlerden oluĢan ( , )X Y  vektöründen 

elde edilen n  gözlemli bir rastgele örneklem olsun.  Örneklemde 
2

n 
 
 

 kadar farklı ( , )i ix y  

ve ( , )j jx y  çiftleri vardır ve her çift ya uyumludur ya da uyumsuzdur. c  uyumlu çiftlerin 

sayısını ve d  uyumsuz çiftlerin sayısını göstermek üzere örneklem için Kendall’ın tau 

katsayısı Ģöyledir: 
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( ) / .
2

nc d
t c d

c d

 
    

    

t, bir örneklemden rastgele seçilen bir  ( , )i ix y  ve ( , )j jx y  çifti için uyumluluğun olasılığı 

ile uyumsuzluğun olasılığı arasındaki farktır. BileĢik dağılım fonksiyonu H  ile sürekli 

rastgele değiĢkenlerden oluĢan
 
( , )X Y  vektörü için Kendall’ın tau katsayısının kitle-yığın 

versiyonu benzer biçimde tanımlanır. 1 1( , )X Y  ve 2 2( , )X Y her biri bileĢik dağılım 

fonksiyonu H  ile bağımsız ve aynı dağılımlı rastgele vektörler olsun.  Kendall’ın tau 

katsayısının kitle versiyonu aĢağıdaki eĢitlikteki gibidir. 

     , 1 2 1 2 1 2 1 20 0X Y P X X Y Y P X X Y Y                                                    (3.6) 

EĢ. 3.6.’nın sağ tarafındaki ilk terim uyumluluğun olasılığını ve ikinci terim ise 

uyumsuzluğun olasılığını vermektedir [34].  

Sürekli rastgele değiĢkenler için Kendall’ın tau katsayısı Ģu Ģekilde de ifade edilebilir; 

  1 2 1 22 0 1P X X Y Y                                                                                           (3.7) 

Bu eĢitlikten de anlaĢılabileceği gibi Kendall’ın tau katsayısının değeri -1 ile +1 

arasındadır. Sadece ve sadece ( , )X Y  çifti negatif tam bağımlı (countermonotonic) 

olduğunda -1,  sadece ve sadece ( , )X Y
 
çifti pozitif tam bağımlı (comotonic) olduğunda 

ise +1 değerini alacaktır [31].   

Doğrusal olmasına gerek duyulmadan herhangi monoton XG
 

ve YG
 

eĢleĢtirmeleri 

verildiğinde birinin aĢağıdaki koĢulu sağlaması durumunda  ,i iX Y
 

çiftinin monoton 

dönüĢümler altında sıralaması değiĢmiyor demektir. 

 

   

   

1 2 1 2

1 2 1 2

,

.

X X

Y Y

X X G X G X

Y Y G Y G Y

  

  
                                                                                      (3.8) 

 

Marjinal dağılımların monoton dönüĢümleri altında Kendall’ın tau katsayısının  değeri 

sabit kalır [31].  

3.2.2. Spearman’ın Rho Katsayısı 

Spearman’ın rho katsayısı bağımlılık ölçümü, Kendall’ın tau katsayısında olduğu gibi 

uyumluluk ve uyumsuzlukla iliĢkilidir. Aynı bileĢik dağılım fonksiyonuna sahip üç 
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bağımsız vektör olarak    1 1 2 2, ,  ,X Y X Y  ve 3 3( , )X Y çiftleri ele alınsın. Sperman’ın Rho 

katsayısının kitle versiyonu 1 1( , )X Y  ve 2 3( , )X Y  çiftleri için uyumluluğun olasılığı ile 

uyumsuzluğun olasılığı arasındaki fark ile orantılıdır ve Ģu Ģekilde ifade edilir [34]: 

S        1 2 1 3 1 2 1 3( , ) 3 0 0S X Y X X Y Y X X Y Y                                      (3.9) 

1 1 2 2{( , ),  ( , ),  ... ( , )}n nx y x y x y  sürekli rastgele değiĢkenlerden oluĢan ( , )X Y vektöründen 

elde edilen n gözlemli bir rastgele örneklem olsun. Sperman’ın Rho katsayısının örneklem 

tahmin edicisi EĢ.3.10.’daki gibidir [35]. 

ˆ
S 

 2
1

12 1 1
ˆ ( , ) ( ) ( )

2 2n 1

n

S i i

i

n n
X Y rank X rank Y

n




   
    

   
                              (3.10) 

Marjinal dağılımları  ,  X YF F olan X  ve Y  rastgele değiĢkenleri için Sperman’ın rho 

katsayısı EĢ. 3.11.’deki gibi ifade edilebilir [35]. 

 

S   
 

   

( ), ( )
( , ) ( ), ( )

( ) ( )

X Y

S s X Y

X Y

Cov F x F Y
X Y F x F Y

Var F X Var F Y
                                          (3.11) 

 

3.2.3. Kendall’ın Tau Katsayısı ve Spearman’ın Rho Katsayısı Arasındaki ĠliĢki 

Katsayılar arasındaki benzerlikler Ģunlardır  

 Herhangi sürekli ( , )X Y
 
çiftleri için tanımlanırlar 

 Simetriktirler 

( , ) ( , )

( , ) ( , )

s sX Y Y X

X Y Y X

 

 




                                                                                           (3.12) 

  1,1  aralığında değer alırlar 

1 ( , ), ( , ) 1s X Y X Y                                                                                       (3.13) 

 Ancak ve ancak X  ve Y bağımsızsa sıfıra eĢittirler. 

 Eğer ( , )X Y  comotonic ise ( , ) ( , ) 1s X Y X Y   , countermonotonic ise 

( , ) ( , ) 1s X Y X Y     olur [31]. 
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Katsayılar arasındaki farklılıklar Ģunlardır 

Ortak özellikleri olması ve her ikisi de verilen rastgele değiĢkenler arasındaki uyumluluğu 

ölçüyor olmasına rağmen  aynı büyüklüğe sahip değildirler, çünkü temellerinde yatan 

mantık ve  hesaba dayalı formulasyonları oldukça farklıdır. Farklı yorumlar sunarlar. 

Spearman’ın rho katsayısı hesaplanan değiĢkenliğin oranı açısından Pearson’nın düzenli 

(regular) korelasyon katsayısı olarak anılırken  Kendall’ın tau katsayısı bir olasılık 

sunmaktadır. Bir baĢka deyiĢle gözlenen verinin aynı sırada olması olasılığına karĢın 

gözlenen verinin aynı sırada olmama olasılığını sunar.  

Teorem 3.1.  

X  ve Y  sürekli rastgele değiĢkenler ve   ve s

 

sırasıyla Kendall’ın tau ve Sperman’ın 

rho katsayılarını göstermek üzere EĢ. 3.6. ve EĢ. 3.9.’dan yola çıkarak; 

 1 3 2 1s                                                                                                                 (3.14) 

elde edilir [34].   

Teorem 3.2.   

X , Y ,  

 

ve s  Teorem 3.1.’de tanımlandıkları gibi olsun, buradan EĢ. 3.15 elde edilir 

[34]. 

 

2

2

1 1

2 2

1 1

2 2

s

s

 

 

  
  
 

  
  
 

                                                                                                             (3.15) 

Teorem 3.1 ile teorem 3.2.’ nin birleĢtirmesiyle Kendall’ın tau ve Sperman’ın rho 

katsayıları arasındaki iliĢkiyi aĢağıdaki eĢitsizliklerle gösterebiliriz [34]. 

2

2

3 1 2 1
, 0

2 2

2 1 3 1
, 0

2 2

s

s

  
 

  
 

  
   

  
  

                                                                                     (3.16) 

s  ve   için belirlenmiĢ olan bu sınırları ġekil 3.1.’de görülebilir. Herhangi bir ( , )X Y  

rastgele sürekli değiĢken çifti için Kendall’ın tau ve Spearman’ın rho değerleri taralı alanda 

yer almalıdır [31]. 
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ġekil 3.1. Kendall’ın tau katsayısı ve Spearman’ın rho katsayısı için sınırlar 

Ġki değiĢkenli normal dağılım için Kendall’ın tau  ya da Spearman’ın rho  s parametreleri 

ve doğrusal korelasyon katsayısı  arasında basit, bire bir eĢleĢtirme vardır [36]. 

2
arcsin( )  veya  sin( )

2

6
arcsin( )  veya  2sin( )

2 6
s s


   



 
  



 

 

                                                                        (3.17) 

3.3. Kuyruk Bağımlılığı Katsayısı 

Kuyruk bağımlılığı yerel bağımlılıklara odaklanmak için pozitif kadran bağımlılığın 

basitleĢtirilmiĢ bir formudur. Kuyruk bağımlılığı iki değiĢkenli dağılımın kuyruğundaki 

bağımlılık miktarını ölçer. Bir baĢka ifadeyle, kuyruk bağımlılığı iki değiĢkenli bir 

dağılımın sağ üst kadranı veya sol alt kadranının köĢesindeki bağımlılık derecesini gösterir. 

Son zamanlarda finansal uygulamalarda piyasa ve kredi riskiyle alakalı olarak 

kullanılmaktadır. Özellikle varlık portföyleri için riske maruz değer tahimini yapmak 

amacıyla kuyruk bağımlı dağılımlar revaçtadır çünkü bu dağılımlar ile  büyük hasarlarla 

farklı varlıklar arasındaki bağımlılık modellenebilir [37].  

Çok değiĢkenli rastgele vektörler için tanımlanacak olan kuyruk bağımlılıkları genellikle 

bu değiĢkenlerin iki değiĢkenli marjinal dağılım fonksiyonlarına bağlıdır. Genel anlamda 

kuyruk dağılımları bir marjinin belirli bir eĢiği aĢtığı bilindiğinde, diğer marjinin de bu 

eĢiği aĢma durumunun sınırlayıcı oranını verir. Kuyruk bağımlılığının kullanılan pek çok 

gösterimi vardır. Bunlardan biri aĢağıdadır: 
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1 2( , )TX X X
 

iki boyutlu rastgele bir vektör olsun, eğer aĢağıdaki eĢitliği sağlarsa 

(istenilen limit varken), X  üst kuyruk bağımlıdır denir.  

 1 1

1 1 2 2
1

lim ( ) ( ) 0U X F X F


  


 


                                                                         (3.18) 

1 1

1 2,F F 
 sırasıyla  1 2 ve 'ninX X genelleĢtirilmiĢ ters dağılım fonksiyonlarıdır ve U üst 

kuyruk bağımlılık katsayısıdır  (upper TDC). Bu eĢitsizlik sözel olarak ifade edilmek 

istenirse, 2X ’nin çok büyük olduğu bilindiğinde aynı olasılık seviyesi v  de 1X ’in de çok 

büyük olması olasılığı asimptotik olarak  U  
üst kuyruk bağımlılığı katsayısını tanımlar. 

ġayet 0U  ise 1 2( , )TX X X  üst kuyruk bağımsızdır denir.  

Benzer bir biçimde (istenilen limit varsa) X ’in alt kuyruk bağımlılık katsayısı EĢ. 

3.19.’daki gibidir. 

 1 1

1 1 2 2
0

lim ( ) ( )L X F X F


  


 


                                                                              (3.19) 

L  
alt kuyruk bağımlılık katsayısıdır (lower TDC) [37].  
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4. KOPULALAR 

Latin kökenli bir kelime olan ve “bağlamak, eklemek, bağ, iliĢki” anlamlarına gelen kopula 

[38], dilbilgisinde “cümlenin yüklem ve öznesini iliĢkilendiren kısmı”  için kullanılır [39].  

Ġstatistikçiler uzun bir süre çok değiĢkenli dağılım fonksiyonları ve onların daha az 

değiĢkenli marjinal dağılımları arasındaki iliĢkileri incelemiĢler ve 50’li yıllarda iki 

değiĢkenli ve üç değiĢkenli dağılımlarla onların tek değiĢkenli marjinalleri  üzerine 

çalıĢmalar yapmıĢlardır.  A.Sklar [9] 1959 yılında bu problem üzerine eğilmiĢ ve “copulas” 

adını verdiği fonksiyonları ortaya çıkarmıĢtır.  Kopulalar marjinalleri  0,1  aralığında 

tekdüze dağılan iki değiĢkenli dağılım fonksiyonlarının  
2

0,1
 
Ģeklinde ifade edilen birim 

kare alanı içerisinde gösterilmesidir.  Özetle Sklar Ģunu demektedir, eğer H  marjinalleri 

 F x  ve  G y  olan iki değiĢkenli bir dağılımsa,       , ,H x y C F x G y  olacak 

biçimde bir C  kopulası mevcuttur.  Eğer F  ve G fonksiyonları sürekliyse bir tek C  

kopulası vardır. Benzer biçimde C  bir kopulaysa ve F  ve G dağılım fonksiyonlarıysa H , 

marjinalleri F  ve G olan bir bileĢik dağılım fonksiyonudur. 

1959 ve 1976 yılları arasında kopulalar hakkında yapılan çalıĢmaların çoğu olasılıksal 

ölçüm uzaylarının geliĢimi üzerine, özellikle de olasılık dağılım fonksiyonları uzayında 

ikili iĢlemler üzerine yapılmıĢtır.  

1942’de Karl Menger [40] ölçüm uzayları teorisine olasılıksal bir genelleme getirmiĢtir. 

Herhangi bir gerçel x  için p  ile q arasındaki mesafenin x ’ten küçük olma olasılığının 

 pqF x  ile gösterildiği pqF
 

dağılım fonksiyonu ile  ,d p q  sayısının yerlerini 

değiĢtirmiĢtir. Ölçüm uzaylarının oluĢturulmasında ilk zorluk, ,pr pq qrF F F  ve 
 

dağılım 

fonksiyonları arasındaki iliĢkiyi gösteren      , , ,d p r d p q d q r   üçgen eĢitsizliğinin 

olasılıksal örneğinin bulunmasında ortaya çıkar.  Menger T  üçgen normu göstermek üzere 

(t-norm)       ,pr pq qrF x y T F x F y   eĢitsizliğini ortaya koymuĢtur. Bazı üçgen 

normlar kopuladır,  bazı kopulalar da üçgen normdur.  

Ġlerleyen zamanlarda kopulaların rastgele değiĢkenler arasındaki bağımlılığın parametrik 

olmayan ölçümlerini tanımlamak için kullanıĢlı olabileceği fark edilmiĢtir. Bunun üzerine 

kopulalar olasılık ve istatistik alanında özellikle de monoton dönüĢümler altında sabit olan 
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rastgele değiĢkenlerin marjinalleri ve fonksiyonları verildiğinde bağımlılıkla ilgili 

problemlerin incelenmesinde önemli rol oynamaktadırlar.  

Kopulalar birim kare üzerindeki iki değiĢkenli F dağılımının tek değiĢkenli bir sunumu 

biçimindedir. Bağımlılığın etkilerini marjinal dağılımların etkisinden ayırmayı sağladığı 

için de iki değiĢken arasındaki bağımlılığın çalıĢılmasında önemli bir araçtır [41]. 

Kopulalar pek çok nedenden dolayı bağımlılık çalıĢanlar tarafından tercih edilebilir 

yapılardır. Bu nedenlerden bazıları: 

 Doğrusal olmayan bağımlılıklar için kullanılabilirler, 

 Ağır kuyruklu dağılımlar için bağımlılığı ölçebilirler, 

 Çok esnektirler: parametrik, yarı parametrik veya parametrik olmayan bağımlılık 

yapılarının asimptotik özelliklerini çalıĢmaya elveriĢlidirler, 

 Hesaplamalar iki aĢamalı tahmin ile daha hızlı ve durağandır,  

 Bağımlılık yapılarını inceleyen diğer yapılara göre daha olasılıksal ve istatistiksel 

olabilirler. 

4.1. Kopula Tanımı ve Özellikleri 

        ve F x P X x G y P Y y    sırasıyla X  ve Y  rastgele değiĢkenlerinin dağılım 

fonksiyonları olsun.    , ,H x y P X x Y y    X  ve Y  değiĢkenlerinin bileĢik dağılım 

fonksiyonunu göstermek ve       , ,  ve F x G y H x y ’nin her biri  0,1
 
aralığında gerçel 

birer sayı olmak üzere ( , )x y  çifti yani     ,F x G y çifti    0,1 x 0,1  birim karesinde bir 

noktaya denk gelir. Bu sıralı çiftlerin her biri    0,1  aralığında bir  ,H x y  noktasına 

karĢılık gelir. Bu karĢılık aslında birleĢik dağılım fonksiyonunun değerini  bireysel dağılım 

fonksiyonlarının her bir sıralı çiftlerinin değerlerine atayan bir fonksiyondur ve bu 

fonksiyonlara kopulalar denir [34].  

1 1( ), ( )F x  G y 
dağılım fonksiyonlarının tersini göstermek üzere aĢağıdaki eĢitlikler 

yazılabilir. 

( ) (0,1)U F x U                                                                                               

( ) (0,1)V G y U                                                                                                                 

   1 1( , ) , ( ), ( )C u v P U u V v P X F u Y G v                            

 1 1( , ) ( ), ( )C u v H F u G v                                                                                      
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   : 0,1 0,1
n

C 
 
biçiminde gösterilen fonksiyon n-boyutlu kopula fonksiyonudur.  

Dolayısıyla    
2

: 0,1 0,1C   2-boyutlu bir kopula fonksiyonudur ve Ģu özellikleri sağlar; 

1) Temel özellikler: 

 0,1  aralığındaki her u, v  için  

( 0) 0 (0, )C u, C v                                                                                                            (4.1) 

ve 

( ,1) (1, )C u u    ve    C v v                                                                                               (4.2) 

 olur. 

2) Dikdörtgensel eşitsizlik: 

 0,1  aralığında 1 2 1 2ve u u   v v olacak Ģekilde her 1 2 1 2, , ,u  u  v  v için

 2 2 2 1 1 2 1 1( , ) ( , ) ( , ) , 0C u v C u v C u v C u v                                                                      (4.3) 

olur. Bu eĢitsizlik özellikle ( )C u,v ’nin hem u  hem de v ’de arttığını gösterir [19].  

3)Türevlenebilme 

( )C u,v  her iki değiĢkende de sürekli ve artan olduğu için  0,1 ’de herhangi bir v  için 

C

u




 kısmi türevi neredeyse her u  için vardır ve  

0 ( ) 1C u,v
u


 


     olur.                                                                                                  (4.4) 

Aynı Ģekilde  0,1 ’de herhangi bir u  için 
C

v




 kısmi türevi neredeyse her v  için vardır ve  

0 ( ) 1C u,v
v


 


 olur [19].                 

4) Süreklilik 

C kopulasının tanım kümesindeki her 1 2 1 2, , ,u  u  v  v
 
için Lipschitz KoĢulu ile 

2 2 1 1 2 1 2 1C( ) C( )u ,v u ,v u -u v -v                                                                                    (4.5) 

olur.  Bu nedenle C kendi tanım kümesinde düzgün süreklidir [19].  
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Lipschitz KoĢulu:  f x,y  fonksiyonu  0 0x ,y
 
noktasını barındıran R  bölgesinde tanımlı 

ve sürekli olsun. Bu R  bölgesi kapalı bir dikdörtgenle sınırlı olsun. Eğer R bölgesindeki 

tüm x  ve y ’ler için  

   1 2 1 2f x,y f x,y L y ,y   olacak Ģekilde bir L  varsa  f x,y  fonksiyonu Lipschitz 

KoĢulu’nu sağlar. 

5) Kopulanın dualı 

C  kopulasının duali dC ile gösterilir. (bazı kaynaklarda C  ile gösterilir) 

   dC u,v u+v C u,v                                                                                                     (4.6) 

dC  bir kopula değildir çünkü ( 0) 0 (0, )C u, C v   özelliğini sağlamaz ve   dC u,v  sıfır 

yerine u’ya eĢittir. Ancak  0 1dC u,v 
 
koĢulunu sağlar. 

6) Köşegen kopula 

KöĢegen kopula tek değiĢkenli bir fonksiyondur ve Ģöyle gösterilir; 

( ) ( )D u C u,u                                                                                                                   (4.7) 

KöĢegen kopulanın duali Ģu Ģekildedir; 

( 2 ( )dD u) u D u 
                                                                                                  

X  ve Y
 

C
 
kopulasına ve ortak marjinal dağılım fonksiyonuna sahip sürekli rastgele 

değiĢkenler olsun. Ancak ve ancak C  kopulası köĢegen kopula olduğunda  ,max X Y  ve 

 ,min X Y ’nin bileĢik dağılım fonksiyonu Fréchet-Hoeffding üst sınırıdır [34]. 
 

7) Bağımsız kopula 

Ġki boyutlu bağımsız kopula EĢ. 4.8.’deki gibi yazılabilir. 

( )indC u,v uv                                                                                                                    (4.8) 

n-boyutlu bağımsız kopula aĢağıdaki gibi yazılabilir. 

1

1

( )
n

ind

n i

i

C u ,...,u u


                                                                                                        (4.9) 
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8) Comonotonicity  ve countermonotonicity  kopula 

Pozitif tam bağımlılığı ifade eden Comonotonicity kopula bir Fréchet üst sınır kopulasıdır.  

 ( )upC u,v min u,v
                                                                                                       

(4.10)
 

n-boyutlu comonotonicity kopula EĢ. 4.11.’deki gibidir. 

 1 1( )up

n nC u ,...,u min u ,...,u
                                                                                         

(4.11)
 

1 2, ,..., dX X X  rastgele değiĢkenleri eğer 
upC  kopulasına sahipse bu değiĢkenler 

comonotonic’tir denir.
 

Negatif tam bağımlılığı ifade eden countermonotonicity  kopula 2-boyutlu bir Fréchet alt 

sınır kopulasıdır. 

 ( ) 1,0loC u,v max u v  
                                                                                            

(4.12)
 

Çok boyutlu comonotonicity kopula olmasına karĢın 2 den daha fazla boyutlu 

countermonotonicity kopula bulunmamaktadır. 

Bu kopulaya sahip iki rastgele değiĢken countermonotonic’tir denir [32]. 

9) Bir kopulanın yaşam fonksiyonu
 

BileĢik dağılım fonksiyonu C  kopulası olan iki tekdüze rastgele değiĢkenin bileĢik yaĢam 

fonksiyonu C ; 

 ( ) , 1 ( )C u,v P U u V v u v C u,v      
                                                                  

(4.13)
 

biçimindedir ve aĢağıdaki özellikleri sağlar.  

( ) 0,C u,1      ( 0) 1.C u,                                                                                                            

 1 ,1U V   çiftini kullanarak yaĢam fonksiyonu C  ile iliĢkili olan '( )C u,v kopulası 

tanımlayabiliriz [19]. 

 '( ) 1 1 (1 ,1 ) 1 (1 ,1 )C u,v Pr U u, V v C u v u v C u v             

                    

(4.14)

 

 

'( ) (1 ,1 )C u,v C u v  

                                                                                        

 

4.2. YaĢam Kopulası 

Pek çok uygulamada ilgili rastgele değiĢkenler bir popülasyondaki bireylerin ya da 

nesnelerin kalan ömrünü gösterir. Bir bireyin x  zamanının ötesinde yaĢaması ya da 
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hayatta kalma süresini gösteren fonksiyonlar yaĢam fonksiyonlarıdır ve  F x  x ’in 

dağılım fonksiyonunu olmak üzere,  ( ) 1 ( )F x F x P X x    Ģeklinde gösterilir. YaĢam 

süresi ile ilgilenildiği zaman söz konusu rastgele değiĢkenlerin aralığı  0,  olur. H  

bileĢik dağılım fonksiyonuna sahip  ,X Y  rastgele değiĢken çifti için bileĢik yaĢam 

fonksiyonu  ( ) ,H x,y P X x Y y    biçimindedir. H ’nin marjinleri 

( , ) ( , )H H x  ve y ’dir ve sırasıyla tek değiĢkenli yaĢam fonksiyonları F  ve G ’dirler. 

C X Y  ve ’nin kopulası olmak üzere aĢağıdaki eĢitlik sağlanır. 

( ) 1 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1 ( ( ), ( ))

( ) ( ) 1 (1 ( ),1 ( ))

H x,y F x G y H x,y

      F x G y C F x G y

       F x G y C F x G y

   

   

     
                                                               

(4.15)
 

2ˆ :[0,1] [0,1]C   Ģeklinde tanımlanan fonksiyon yaĢam kopulasıdır ve 

ˆ( ) 1 (1 ,1 ),C u,v u v C u v     

                                                                                    

(4.16)

 
ˆ( ) ( ( ), ( ))H x,y C F x G y

                                                                                                 

(4.17)

 
olur. 

YaĢam kopulası, diğer kopulaların bileĢik dağılım fonksiyonuyla marjinlerini birleĢtirmesi 

gibi bileĢik yaĢam fonksiyonunu tek değiĢkenli marjinlerine bağlar. 

YaĢam kopulası Ĉ  ile bileĢik dağılım fonksiyonu C  kopulası olan iki tekdüze rastgele 

değiĢkenin bileĢik yaĢam fonksiyonu C birbirine karıĢtırılmamalıdır. Ġkisi arasındaki iliĢki 

Ģu Ģekildedir [34]: 

  ˆ( ) , 1 ( ) (1 ,1 )C u,v P U u V v u v C u,v C u v          
                                   

 

ˆ( ) (1 ,1 )C u,v C u v                                                                                            

4.3. Sklar Teoremi 

Sklar teoremi çok boyutlu dağılım fonksiyonları ile onların marjinal fonksiyonları 

arasındaki iliĢkide kopulaların önemini ortaya koyar. 

Marjinalleri 1 2 n, , ...F  F   F
 

olan n-boyutlu F  dağılım fonksiyonu verildiğinde 

   : 0,1 0,1
n

C   olacak biçimde bir kopula vardır ve aĢağıdaki gibidir. 
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   1 1 1,...., ( ),...., ( )n n nF x x C F x F x                                                                               (4.18) 

Eğer tüm 1 2 n, , ...F  F   F  marjinalleri sürekliyse tek bir C  kopulası vardır; diğer taraftan C  

1 n......... RanF RanF  de tanımlıdır. iRanF  i marjinalinin değer kümesini gösterir. Bunun 

aksi de geçerlidir,  eğer C  n-boyutlu kopula ve 1 2 n, , ...F  F   F  dağılım fonksiyonlarıysa 

yukarıda tanımlanan F fonksiyonu 1 2, , ... nF  F   F  marjinalleriyle bir n-boyutlu dağılım 

fonksiyonudur [34].   

EĢ. 4.18.  bir bileĢik dağılım fonksiyonunun kopula ve n tane tek değiĢkenli dağılım 

fonksiyonları kullanılarak gösterimini sunar. Bu eĢitlik bir bileĢik dağılım fonksiyonu ve n 

tane marjinalin tersleri yardımıyla kopula elde edilmesini sağlayacak Ģekilde de 

kullanılabilir.  Ancak bunun yapılabilmesi için marjinin tam artan olması ve dolayısıyla 

tersinin alınabiliyor olması gerekir. Bu sebeple dağılım fonksiyonlarının yarı ters 

olmasının ne anlama geldiğine göz atmak gerekir. 

 0,1 ’de tanımlı herhangi bir F dağılım fonksiyonun yarı tersi 
 1

F


ile gösterilir. Buradan 

aĢağıdaki koĢullarla EĢ. 4.19. ve EĢ. 4.20. elde edilir [34]. 

1) Eğer t RanF  de yer alıyorsa 
 1

( )F t


,  F x t olacak biçimde R ’de 

 (  ,R     geniĢletilmiĢ gerçel doğru (extended real line)) herhangi bir x  

değerini alır ( RanF ’deki tüm t’ler için).  

     
 ( 1) ( )F F t t                                                                                                      (4.19)                                                   

   
 

2) Eğer t RanF ’de değilse 

             ( 1) ( ) ( ) ( )F t inf x F x t sup x F x t      olur.                                              (4.20)                       

EĢ. 4.20.’de yer alan inf (infimum): bir kümenin elemanlarını alttan sınırlayan sınırların en 

büyüğü, sup (supremum): bir kümenin elemanlarını üstten sınırlayan sınırların en 

küçüğüdür. 

F tam artan bir fonksiyonsa tersi vardır ve tektir ve 1F  ile gösterilir. Bu durumda  EĢ. 

4.18.’den EĢ. 4.21. rahatlıkla elde edilebilir. 

 0,1
n
de tanımlı herhangi  1 2, nu  u , ... u için 1 2, , ... nF  F   F marjinalleriyle çok değiĢkenli F 

dağılım fonksiyonu verildiğinde  
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   1 1

1 1 1 1 ( )n nC u , ... u F F (u ), ... F u                                                                             (4.21)                                             

n-boyutlu kopuladır [35].  

4.4. DeğiĢmezlik Teoremi 

Eğer  1 2, ,...., nX X X
 
C  kopulasına sahipse  i iY  , X ’nin artan fonksiyonu olmak koĢuluyla 

1 1 1( ),..., ( )n n nY h X Y h X  aynı C kopulasına sahiptir. 

1 1 1 1 1( ( ),..., ( )) ( ( ( )),..., ( ( )))n n n n nC F x F x C h F x h F x
 
                                                        (4.22) 

DeğiĢmezlik teoreminden görülebileceği gibi kopulalar rastgele değiĢkenlerin doğrusal 

olmayan dönüĢümlerinden etkilenmemektedir [31]. 

4.5. Fréchet-Hoeffding Sınırları 

[0,1] [0,1] deki her  ,u v  çifti için herhengi bir C  kopulası aĢağıdaki eĢitsizliği sağlar. 

         W u,v =max u+v-1,0 C u,v min u,v M u,v                                                   (4.23) 

Bu eĢitsizlikte alt ve üst sınırı ifade eden    W u,v =max u+v-1,0
 
ve    min u,v M u,v  

birer kopuladır.    M u,v  Fréchet-Hoeffding Üst Sınırı;  W u,v  Fréchet-Hoeffding Alt 

Sınırıdır. 

Sklar teoreminden yola çıkarak  H bileĢik dağılım fonksiyonuna sahip, marjinalleri 

sırasıyla F  ve G  olan X  ve Y  rastgele değiĢkenleri için R deki her  ,x y  çifti için bu 

sınırlar Ģu Ģekildedir:   

         ,max F x +G x -1,0 min F x G y  

Bu sınırlar iki-boyutlu yerine n-boyutlu kopulalar için yazılacak olunursa gösterim Ģu 

Ģekilde değiĢir: 

Tüm 1 2 [0,1]nu ,u ,...,u  için n-boyutlu bir kopulanın Frechet-HoeffdingSınırları: 

     1 1 1n n nmax u +...+u -n+1,0 C u ,...,u min u ,...,u 
 
biçiminde gösterilir. 

Teorem 4.1. 

X  ve Y , XYC  kopulasına sahip sürekli rastgele değiĢkenler olsun.  f  ve g  sırasıyla 

 Ran X  ve  Ran Y  de tanımlı kesin monoton (strictly monotone functions) fonksiyonlar 

olsun.  
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 Eğer f  ve g  kesin artansa, ( ), ( ) ( , ) ( , )f X g Y XYC u v C u v  

 Eğer f  kesin artan g  kesin azalansa, ( ), ( ) ( , ) ( ,1 )f X g Y XYC u v u C u v    

 Eğer f  kesin azalan g  kesin artansa, ( ), ( ) ( , ) (1 , )f X g Y XYC u v v C u v    

 Eğer f  ve g  kesin azalansa, ( ), ( ) ( , ) 1 (1 ,1 )f X g Y XYC u v u v C u v       

olur [41].  

4.6. Bazı Önemli Kopula Aileleri 

Tezin bu kısmında literatürde adı sıkça geçen ve ileriki bölümlerde bağımlılık yapılarını 

modellemek için kullanılan önemli kopula ailelerinden bahsedilmektedir. 

4.6.1. Eliptik Kopulalar 

Eliptik kopulalar çok değiĢkenli eliptik dağılımlardan türemiĢlerdir. Ġçlerinde en önemlileri 

sırasıyla  t-kopula ve normal kopula olarak da anılan Student kopula ve Gaussian 

kopuladır. Ġkisi arasında karĢılaĢtırma yapılmak istenirse merkez kısımlarında oldukça 

benzer ve Student kopulanın serbestlik derecesi arttıkça da kuyruk bölgesinde de 

birbirlerine benzer oldukları görülür. Sonuç olarak bazen duyarlılık testleri kullanılmasına 

rağmen aralarında ayrım yapmak zordur ama yine de uç noktalar arasındaki bağımlılıklar 

açısından oldukça farklı davranıĢlara sahiptirler. 

Eliptik kopulalar sayısal olarak kolayca sentezlenebilir bu da onları sayısal benzetimler ve 

senaryo çalıĢmaları açısından kullanıĢlı kılar. Böyle kolayca sentezlenebiliyor olmalarının 

nedeni değiĢkenlerin uygun monoton değiĢimleri ile  kopulanın değiĢmezliğini korurken 

doğru marjinal dağılımlar veren Gaussian ve t dağılımlı rastgele değiĢkenlerin kolayca 

üretilebilmesinden ileri gelir [31].  

4.6.1.1. Gaussian Kopula 

Gaussian kopula çok değiĢkenli Gaussian dağılımdan türemiĢtir.    standart normal 

birikimli dağılım ve ,n  korelasyon matrisi   ile n-boyutlu standart Gaussian dağılım 

olsun. Öyleyse korelasyon matrisi   ile Gaussian n-kopula Ģöyle gösterilir: 

,

1 1

1 , 1( ) ( ( ),..., ( ))
n

Gauss

n n nC u ,...,u u u
 

                                                                       (4.24) 

ve yoğunluk fonksiyonu da EĢ.4.25.’deki gibidir. 
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1

, 1

, 1

1

( )
( )

...

1 1
exp ( )( ) ( )

2

n

Gauss

n nGauss

n n

u u

t

d

C u ,...,u
c u ,...,u

                     y u I y u













 

 
   

 

                                           (4.25) 

Bu eĢitlikte 
1 1

1( ) ( ( ),..., ( ))t

ny u u u    ’dir, dI birim matristir ve  determinant gösterir. 

Gaussian kopulalar korelasyon matrisleri yardımıyla tamamen elde edilebilir [31]. 

Bağımsız ve comonotonicity kopulalar Gaussian kopulanın özel bir biçimidir. Eğer  = dI  

olursa bağımsız kopula elde edilir ,  = dJ  olursa comonotonicity kopula elde edilir. dJ  her 

elemanı 1 olan dxd’lik matristir.   

4.6.1.2. T- Kopula 

T-kopula çok değiĢkenli Student dağılımdan türemiĢtir. v  serbestlik derecesi ve   

korelasyon matrisiyle n-boyutlu bir , ,nT    Student dağılımı verilsin.  

 

1

, ,
/ 2 1 2

1 2
( ) ...

12

nxx

n v n
n t

v n

dx
T x

v
v x x

v

 
  


 

 
 
 

 
       

 

                                                      (4.26) 

Bu durumda ilgili t-kopula EĢ. 4.27.’deki gibidir. 

1 1

1 , 1( ) ( ( ),..., ( ))t

n, ,v n n, v v v nC u ,...,u T T u T u 

                                                                        (4.27) 

t-kopulanın yoğunluğu ise EĢ. 4.28.’deki gibidir 

1
1 2 2

1

1

1 2

1
2 21

( )
1

12

v
n

n
k

k
t

n, ,v n n v n
t

yv n v

v
c u ,...,u

v y y

v


 









     
       

      
            


                                       (4.28) 

1 1

1( ( ),..., ( ))t

v v ny T u T u   

Student dağılımı normal dağılıma yakınsadığı için serbestlik derecesi v  sonsuza gittikçe 

Student kopula Gaussian kopulaya yakınsar. Gaussian kopulada olduğu gibi  = dJ olursa 

comonotonicty elde edeilir ancak  = dI
 
olduğunda bağımsız kopula elde edilemez çünkü 

korelasyonsuz çok değiĢkenli t dağılımlı rastgele değiĢkenler bağımsız değildir. 
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4.6.2. ArĢimed Kopulalar 

ArĢimed kopula ailesi çok önemli ve bazı temel nedenlerden dolayı çok kullanıĢlı bir 

kopula sınıfıdır. Bu temel sebepler; arĢimed kopulaların kolay inĢa edilebilir olması, bu 

sınıfa mensup çok sayıda kopula olması, bu kopulaların çok sayıda faydalı özelliklere 

sahip olması ve özellikle sigorta alanındaki farklı ve çeĢitli bağımlılık yapılarını 

modellemek için kullanılabilir olmasıdır. 

4.6.2.1. Ġki DeğiĢkenli ArĢimed Kopulalar 

Ġki değiĢkenli bir arĢimed kopula için genel gösterim Ģu Ģekildedir: 

1( , ) ( ( ) ( )).C u v u v     

Denklemde 1,0  vu olacak Ģekildedir ve   üretici fonksiyonu aĢağıdaki özellikleri 

sağlar: 

     : 0,1 0,   , 

    0 , 1 0    , 

 tüm )1,0(t için 0)(  t olur ve böylece   azalandır, 

 tüm )1,0(t için 0)(  t olur ve böylece   konvekstir.  

Eğer üretici fonksiyon   için  0    olmazsa o zaman arĢimed kopula üretimi için   

yerine  ’nin sözde tersi (pseudo-inverse) kullanılır. 

φ’nin  sözde tersi  

   : 0,1 0,   sürekli ve kesin azalan bir fonksiyon ve    0 , 1 0     olmak üzere 

)(]1[ t üretici fonksiyonun sözde tersidir ve EĢ. 4.29.’daki gibi ifade edilir. 

1

[ 1] ( ), 0 (0)
( )

0, (0)

t     t
t

              t

 







  

 


                                                                                    (4.29) 

Sözde ters aĢağıdaki özelliklere sahiptir. 

 

 

[ 1]

[ 1]

0,

0,1

Dom

Ran









 


 

[ 1]   sürekli ve [0, ]  aralığında artmayan ve [0, (0)]  aralığında kesin azalandır. 

Ayrıca [0,1] aralığında  [ 1] ( )u u    olur. 
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 [ 1]
, 0 (0),

( )
(0), (0) ,

min( , (0)).

t          t
t

   t

                  t


 

 




 

 
  



 

Son olarak, eğer (0)   ise 1 [ 1]    olur [34]. 

Bu koĢullar altında iki değiĢkenli arĢimed kopula EĢ. 4.30’deki gibi olur. 

))()((),( ]1[ vuvuC   

                                                                                            (4.30) 

Tüm bu bilgilere dayanarak arĢimed kopula üretici fonksiyon için bir tanım yazmak 

istenilirse; 

   : 0,1 0,    fonksiyonu   1 0   olmak üzere sürekli, kesin azalan ve konveks bir 

fonksiyondur ve  0    olması durumunda da tam üreticidir (strict generator).   tam 

üretici olduğunda ]1[1   olur ve ))()((),( 1 vuvuC   

 tam arĢimed kopuladır.  

 

ġekil 4.1.  Tam (a) ve kısmi (b) üreticiler ve tersleri [34] 

Eğer C    üreticisi ile bir arĢimed kopula ise; 

 tüm ]1,0[, vu  için C  simetriktir,  

),(),( uvCvuC   

 tüm ]1,0[,, wvu için C  değiĢtirilebilirdir,  

)),(,()),,(( wvCuCwvuCC   

 c  sıfırdan büyük bir sabit olmak üzere c ’da C ’nin bir üreticisidir.  
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En kullanıĢlı ve yaygın arĢimed kopulalardan bazıları Ģunlardır: 

Clayton Kopula; bir limit kopulası rolü oynar. 

 1/

( , ) max 1 ,0 ,ClC u v u v


 




         ],1[   

üretici fonksiyon 



 1

)(



t

t  ile. 

1    olduğunda Clayton kopula  W u,v  Fréchet-Hoeffding alt sınırına eĢit olur. 

Gumbel Kopula; Malevergne ve Sornette’nin [31] kitabında yer alan uç değer teoremini 

kullanarak bağımlılık tanımında özel bir rol oynar. 

     



/1

lnlnexp),( vuvuCG  ,    ],1[                                                      (4.31) 

üretici fonksiyon  )ln()( tt   ile. 

Frank  Kopula;  



















1

)1)(1(
1ln

1
),(






 e

ee
vuC

vu
F

,      R                                                       (4.32) 

üretici fonksiyon 
1

1
ln)(















e

e
t

t

 ile. 

Çizelge 4.1. ArĢimed kopulaların üretici fonksiyonları 

Kopula                   Üretici fonksiyon          Parametre aralığı 

Clayton                   


 1t
                            1  

Gumbel                  
)ln( t                            1  

Frank                      
1

1
ln














e

e t

                     R  

Kaynak: McNeil, Frey ve Embrechts [36] Tablo 5.4. 
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Çizelge 4.2. ArĢimed kopulaların kuyruk bağımlılık katsayıları ve Kendall’ın tau 

korelasyon katsayıları 

Kopula                     τ                          U                   
L  

Clayton             )2/(                      0            

1/2 0

0 0

     

          

   


   

Gumbel             /11                      
/122               0  

 

Frank                 ))(1(41 1

1  D 
      0                   0 

Kaynak: McNeil, Frey ve Embrechts [36] Tablo 5.5. 

Çizelge 4.2.’de yer alan 1( )D 

 

debye fonksiyonudur ve açılımı, 

  




0

1

1 )1)/(exp()( dtttD  Ģeklindedir. 

4.6.2.2. Çok DeğiĢkenli ArĢimed Kopulalar 

Yukarıda söz edilen tüm arĢimed kopula türleri ve formülasyonları 2 boyutludur. n 2  

olması durumunda kopulalar çok değiĢkenli (çok boyutlu) olarak adlandırılırlar. 

Çok değiĢkenli bir arĢimed kopula için genel gösterim Ģu Ģekildedir: 

[ 1]
1 1( ,....., ) ( ( ) ..... ( )).n nC u u u u      

Bu yapı keyfi olarak seçilmiĢ n-boyut için düzgün bir dağılım fonksiyonu tanımlamakta 

baĢarısız olabilir. Örneğin tam üretici olamayan bir    1t t    üreticisi seçilirse böyle bir 

durum ortaya çıkabilir. Böyle bir durumda n>2  olan kopulalar  için kendisi bir kopula 

olmayan Fréchet alt sınırını elde edeilir. n-boyutlu bir yapı söz konusu olduğunda tüm 

boyutlarda baĢarılı olmak için gerekli koĢul Ģudur;   tam ArĢimed kopula üreticisi 

olmalıdır ancak bu yeter koĢul değildir. 

Eğer    : 0,1 0,     tam ArĢimed kopula üreticisi olmak üzere  

 

))(.....)((),.....,( 1

1

1 nn uuuuC   
                                                                         (4.33) 

                      
1

1

( )
n

i

i

u 



 
  

 
              1 2, ,..., 0,1nu u u 
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Teorem 4.2. 

      0,1 0,   sürekli kesin azalan bir fonksiyon, 1(0) ,  (1) 0 ve      de   

fonksiyonunun tersi için kullanılıyorken,     0,1 0,1
nnC  ’de tanımlı bir fonksiyon olsun. 

Ancak ve ancak  1  0, 'da  tam monoton olduğunda  n 2nC   için n boyutlu bir kopula 

ifade eder [34].  

Azalan bir  f t  fonksiyonu  ,a b  aralığında aĢağıdaki koĢulu sağladığında tam 

monotondur: 

0)()1(  tf
dt

d
k

k
k

,    ,Nk     ),( bat . 

Yukarıda bahsedilen tüm kopulalar  0, aralığında tam monoton terslere sahiptir (Clayton 

Kopula için 0   olacak Ģekilde sınırlandırmak gerek) ve hepsi EĢ. 4.31. kullanılarak 

istenen boyuta geniĢletilebilir. Örneğin n-boyutlu bir Clayton kopula ve n-boyutlu bir 

Frank kopula Ģu Ģekilde ifade edilebilir: 

 
1/

1( ) 1 ,Cl

nC u u +...+u n     0,


 

 


    
 
                           n- boyutlu Clayton kopula,

              

1 2

1

1 ( 1)( 1)...( 1)
( ) ln 1      0

( 1)

nuu u
F

n

e e e
C u

e

 

 




 

 

   
    

         
n- boyutlu Frank kopula.

              

Kopulaları yüksek boyutlara geniĢletmenin bir baĢka yolu da Laplace-Stieltjes 

dönüĢümleridir ancak tezde kullanılmamıĢtır.   

4.7. DeğiĢtirilebilirlik ve DeğiĢtirilebilir Kopulalar 

 1,...,d  nin her hangi bir ( (1),..., ( ))d   permütasyonu için eğer

   1 (1) ( ),..., ,...,
d

d dX X X X 
 
eĢitliği sağlanırsa rastgele vektör X değiĢtirilebilirdir denir.  

Eğer bir kopula, tekdüze değiĢkenler U ’nun değiĢtirilebilir rastgele vektörünün dağılım 

fonksiyonuysa bu kopula bir değiĢtirilebilir kopuladır. C ’nin tüm parametrelerinin 

muhtemel permütasyonları için aĢağıdaki eĢitlik yazılabilmelidir. 

   1 d (1) (d)C Cu ,...,u u ,...,u 
                                                                                       (4.34) 

Bu kopulalar kredi riskinde Ģirketlerin homojen grupları için varsayımlar arasındaki 

bağımlılığı modellemede oldukça kullanıĢlıdır.  
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DeğiĢtirilebilir kopula örnekleri Gaussian, t-kopula, Gumbel ve Clayton gibi kopulaları 

içerir. Örneğin 
Ga

PC  kopula için P bir eĢ korelasyon matrisidir. ġöyle ki 

(1 )d dP J I   
 

olacak biçimde dJ  tüm elemanları bir olan kare matristir ve 

1/( 1)d     olur.  
 

1 2( , )U U vektörünün dağılım fonksiyonu değiĢtirilebilir iki değiĢkenli bir kopula ise 

2 2 1 1 1 2 2 1( ) ( )P U u U u P U u U u    
 

olur. Bu eĢitlik güçlü bir simetri gösterir. ġöyle ki eğer bir 1 2( , )X X rastgele vektörü böyle 

bir kopulaya sahipse 1X ’in 1u  yüzdeliğine ulaĢtığı bilindiğinde 2X ’nin kendi 2u  

yüzdeliğini aĢması olasılığı, 2X ’nin kendi 1u  yüzdeliğine ulaĢtığı bilindiğinde 1X ’in 2u  

yüzdeliğini aĢması olasılığıyla tamamen aynıdır.  

Bu denklem EĢ. 4.34 ve kopulaların koĢullu dağılımından gelmektedir [36].  

Kopulaların koĢullu dağılımı: 

Ġki boyutlu bir kopuladan ve kopulaların sürekli artan fonksiyonlar olması savından yola 

çıkarak kopulaların koĢullu dağılım fonksiyonu Ģu Ģekilde gösterilir : 

 
2 1

1 2 1 2
2 1 2 2 1 1

0

1 2

1

( , ) ( , )
( ) lim

                                                         ( , )

U U

C u u C u u
C u u P U u U u

C u u
u







 
   





                                  (4.35) 

4.8. DeğiĢtirilemeyen ArĢimed Kopulalar 

EĢ. 4.33.’den elde edilen bir kopula apaçık  EĢ. 4.34.’e uygun bir değiĢtirilebilir kopuladır. 

DeğiĢtirilebilir iki değiĢkenli arĢimed kopulalar modelleme uygulamalarında geniĢçe 

kullanılmalarına rağmen değiĢtirilebilir çok değiĢkenli uzantıları bağımlılık yapılarının 

oldukça kısıtlı bir formunu sunar ve daha sınırlı uygulamalara sahiptir. DeğiĢtirilemez çok 

boyutlu arĢimed kopulaları üretmek için değiĢtirilebilir iki boyutlu marjinaller ve arĢimed 

kopula üreticileri ile tersleri kullanılır. Bu iĢlem yapılırken üreticilerin geçerli çok 

değiĢkenli dağılımlar meydana getirip getirmediklerinin kontrol edilmesi önemli ve bir o 

kadar da zordur. Bu durum 3 ve 4 boyutlu değiĢtirilemez arĢimed kopulaların oluĢumu 

incelenerek anlaĢılabilir. 
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4.8.1. 3-Boyutlu DeğiĢtirilemeyen ArĢimed Kopulalar 

1  ve 2  iki tam arĢimed üretici olmak üzere  

  1 1

1 2 3 2 2 1 1 1 1 2 2 3( ) ( ) ( ) ( )C u ,u ,u u u u        
                                                    (4.36) 

ifadesi, üreticilerin tersi 
1 1

1 2 ve   
 tam monoton azalan fonksiyonlar ve bileĢke fonksiyon 

1

2 1 :[0, ] [0, ]    
 
tam monoton artan fonksiyon olmak üzere bir kopula gösterir.

 

1 2     olursa eğer tam değiĢtirilebilirlik durumu söz konusu olur. Eğer 1 2  ise 

1 2 3( , , )U U U  EĢ. 4.36.’da verilen dağılım fonksiyonu ile rastgele bir vektördür ise sadece 

1 2 ve U U  değiĢtirilebilirdir;  Ģöyle ki 1 2 3 2 1 3( , , ) ( , , )dU U U U U U  olabilir ama diğer alt 

indislerin değiĢ tokuĢu mümkün değildir. EĢ. 4.36.’nın tüm iki değiĢkenli marjinleri birer 

arĢimed kopuladır. 13 23 ve  C C ’ün üreticileri 2  ve 12C ’nin üreticisi 1 ’dir.  

4.8.2. 4-Boyutlu DeğiĢtirilemeyen ArĢimed Kopulalar 

Muhtemel bir 4-boyutlu yapı Ģöyledir  

1 1 1

1 2 3 4 3 3 1 1 1 1 2 3 2 2 3 2 4( ) ( ( ( ) ( )) ( ( ) ( )))C u ,u ,u ,u u u u u                                   (4.37) 

1 2 3,   ve     üç ayrı tam arĢimed üreticilerdir ve terslerinin ve 
1 1

3 1 3 2 ve     
 bileĢke 

fonksiyonlarının uygun bir dağılım fonksiyonu elde etmek için tam monoton olduğunu 

varsayarız. Yukarıda kurulan eĢitlik muhtemel tek dört boyutlu yapı değildir ancak bu yapı 

oldukça kullanıĢlıdır çünkü iki değiĢtirilebilir grup içerir. Eğer
 1 2 3 4( , , , )U U U U  EĢ. 

4.37.’deki yapıya sahipse 1 2 ve U U değiĢtirilebilirdir, 3 4 ve U U ’de öyledir. 

Bu yapılar 3-boyutlu  ve 4-boyutlu yerine daha yüksek boyutlu yapılara geniĢletilebilir. 
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5.  KOPULALI DĠNAMĠK FĠNANSAL ANALĠZ MODELĠ 

5.1.  Modelde Kullanılan Kopula Yapısı 

Bu bölümde Bölüm 2’de söz edilen DFA model yapısı içerisinde kopula kavramının nasıl 

yer aldığı anlatılmaktadır. Öncelikle risk kategorileri arasındaki bağımlılık modellenmiĢtir. 

Daha önceki bölümlerde de bahsedildiği üzere  bu bağımlılıkların doğrusal olmaması 

nedeniyle kopulalar kullanılmaktadır.  

Tezde yapılan birinci benzetim çalıĢmasında farklı varlık sınıfları (yüksek riskli yatırımlar 

ile düĢük riskli yatırımlar) arasında bir bağımlılık, farklı tür yükümlülükler (katastrof 

hasarlar ile katastrof olmayan hasarlar) arasında bir bağımlılık ve yükümlükler ile varlıklar 

arasında bir bağımlılık vardır. Tüm bu bağımlılıklar yardımıyla birbiriyle iliĢkili rastgele 

sayılar üretilerek DFA modeline dahil edilir.  

Kopulaların kullanımında büyük kolaylık sağlayan, tek düze dönüĢümler altında sabit 

kalan ve marjinal dağılımlardan etkilenmeyen sıra korelasyon ölçümü olan Kendall’ın Tau 

korelasyon katsayısını kullanıyoruz.  

Tezde tüm bu bağımlılıklar için tek bir kopula kullanmak yerine farklı kopulalar 

kullanılarak bunların etkisi incelenmiĢtir. Kullanılan kopulalar Gauss kopula, t-kopula ve 3 

tane değiĢtirilemeyen arĢimed kopula (Gumbel, Clayton, Frank) ile bunların yaĢam 

kopulalarıdır. Bu kopulalar hayat dıĢı sigorta Ģirketleri için kullanıma uygun, pratik, teknik 

açıdan da ölçümlendirilmesi kolay kopulalardır. Ayrıca bu kopulaların bazıları alt kuyruk 

bağımlılığı, bazıları üst kuyruk bağımlılığı gösterir ve bazıları ise kuyruk bağımlılığı 

göstermez. Böylece kuyruk bağımlılığı konusunda da bir çeĢitlendirmeye sahip 

olunmuĢtur.  

Toplamda 4 farklı risk kategorisi arasındaki bağımlılık inceleneceği için çok boyutlu 

kopulalardan yararlanılmıĢtır. Eling ve Toplek’in [6] çalıĢmaları doğrultusunda oluĢturulan 

ġekil 5.1 bağımlılık yapısını göstermektedir. 
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ġekil 5.1. Birinci uygulamanın bağımlılık yapısı 

 

 
Modelde kullanılan 4 boyutlu Gauss kopula aĢağıdaki gibidir;

 

 1 1 1 1

,4 1 2 3 4 ,4 1 2 3 4( , , , ) ( ), ( ), ( ), ( )GaussC u u u u u u u u 

       
                                       

 (5.1) 

EĢitlikte   standart tek değiĢkenli normal birikimli dağılımı, 
,4

 
korelasyon matrisi   

ile 4 boyutlu bir Gaussian vektör  1 2 3 4, , ,u u u u u ’nun bileĢik birikimli dağılım 

fonksiyonunu ifade eder. Gauss kopula kuyruk bağımlılığı göstermez ve çok değiĢkenli 

Gaussian dağılımdan türemiĢtir. 

Modelde kullanılan 4 boyutlu t-kopula aĢağıdaki gibidir; 

 1 1 1 1

4, , 1 2 3 4 4, , 1 2 3 4( , , , ) ( ), ( ), ( ), ( )t

v v v v v vC u u u u T T u T u T u T u 

                                               (5.2) 

EĢitlikte vT  v   serbestlik derecesiyle standart tek değiĢkenli t dağılımının birikimli dağılım 

fonksiyonunu, 4, ,vT   
korelasyon matrisi   ve v  serbestlik derecesi ile 4-boyutlu bir 

vektörün bileĢik t dağılımının birikimli dağılım fonksiyonunu ifade eder. T-kopula üst ve 

alt kuyruk bağımlılığı gösterir ve çok değiĢkenli Student dağılımdan türemiĢtir.  

Kopulalı yapıda Kendall’ın tau katsayısı kullanılmıĢtır. Gauss ve t kopulalar yardımıyla 

rastgele bağımlı sayılar üretirken doğrusal korelasyon katsayısına ihtiyaç vardır. Kendall’ın 

tau katsayısı ve doğrusal korelasyon katsayısı arasındaki iliĢki;  

varlıklar ve 
yükümlülükler 

varlıklar 

yüksek riskli 
yatırımlar 

düşük riskli 
yatırımlar 

yükümlülükler 

katastrof hasarlar 
katastrof olmayan 

hasarlar 
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2
arcsin( )   


   Ģeklindedir [36]. 

Modelde kullanılan ArĢimed kopulalar incelenmelidir. ArĢimed kopulalar üretici 

fonksiyonlar ile kolayca üretilebilir ve kullanılan ArĢimed kopulalar farklı kuyruk 

bağımlılıkları göstermektedir. Gumbel kopula üst kuyruk bağımlılığı, Clayton kopula alt 

kuyruk bağımlılığı gösterir ve Frank kopula kuyruk bağımlılığı göstermez. Bu sebeple 

Gumbel kopula ile Clayton kopulanın yaĢam kopulaları da incelenmiĢ ancak kuyruk 

bağımlılığı açısından Frank kopulayla simetri göstereceği için Frank yaĢam kopulası 

incelenmemiĢtir. Gumbel yaĢam kopulası alt kuyruk ve Clayton yaĢam kopulası ise üst 

kuyruk bağımlılığı gösterecektir. Bu kopulaların üretici fonksiyonları ve Kendall’ın tau 

katsayısı değerleri Bölüm 4’de  Çizelge 4.1. ve Çizelge 4.2.’de gösterilmiĢtir. YaĢam 

kopulaların Kendall’ın tau katsayısı değerleri, kuyruk bağımlılıkları ve parametre aralıkları 

aĢağıdadır. 

Çizelge 5.1. Clayton yaĢam ve Gumbel yaĢam kopulalarının kuyruk bağımlılık katsayıları, 

Kendall’ın tau katsayıları ve parametre aralıkları 

Kopula                               τ                         U                                    
L                              Parametre aralığı

 

Clayton YaĢam            )2/(        

1/2 0

0 0

     

          

   


                   

Gumbel YaĢam            /11                     0                                  
/122                                   1   

 

ArĢimed kopulalar Kendall’ın tau değeri ile korelasyon parametresi   arasındaki iliĢkiden 

yararlanılarak üretilebilir.  

ArĢimed kopulalar hem değiĢtirilebilir hem de değiĢtirilemeyen bir yapıyla oluĢturulabilir, 

ancak değiĢtirilebilir arĢimed kopulalar bağımlılık yapısında özellikle çok değiĢkenli 

durumda kısıtlayıcıdır. Bu çalıĢmada hem varlıkları hem de yükümlülükleri içeren bir 

bağımlılık yapısı incelenmiĢtir ve bu iki grup birbiriyle homojen değildir dolayısıyla 4 

boyutlu değiĢtirilemeyen yapı kullanılmıĢtır. 

Modelde kullanılan 4 boyutlu değiĢtirilemeyen ArĢimed kopula EĢ. 5.3.’deki gibidir. 

     1 1 1

1 2 3 4 3 3 1 1 1 1 2 3 2 2 3 2 4( ) ( ) ( ) ( )

yüksek riskli ve düşük riskli yatırımlar katasrof olmayan ve katasrof hasarlar

C u ,u ,u ,u     u u     u u            

 
    
 
 

   (5.3) 

 

0 
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1  yüksek riskli yatırımlar ile düĢük riskli yatırımlar arasındaki iliĢkiyi modellemek için 

kullanılan üretici fonksiyondur ve 1  
bu fonksiyonun ilgili parametresi ve 1  ilgili 

Kendall’ın tau değeridir. 

2  katastrof hasarlar ile katastrof olmayan hasarlar arasındaki iliĢkiyi modellemek için 

kullanılan üretici fonksiyondur ve 2  
bu fonksiyonun ilgili parametresi ve 2  ilgili 

Kendall’ın tau değeridir. 

3  varlıklarla yükümlülükler arasındaki iliĢkiyi modellemek için kullanılan üretici 

fonksiyondur ve 3  
bu fonksiyonun ilgili parametresi ve 3  ilgili Kendall’ın tau değeridir. 

Daha farklı 4 boyutlu değiĢtirilemeyen yapılar da kullanılabilir ancak bu 4-boyutlu 

değiĢtirilemeyen yapı kendi içinde iki tane değiĢtirilebilir grubu içerir ve oldukça 

kullanıĢlıdır. Aynı zamanda bu yapı tamamen monoton terslere ve 
1 1

3 1 3 2 ve     
 

bileĢke fonksiyonlarına sahip üç tam arĢimed üretici içeriyor. 

Bağımlılıklar incelenirken yukarıdaki 4-boyutlu değiĢtirilemeyen yapıdaki üç üretici 

fonksiyonun her biri için ayrı ayrı kopulalar seçilebilir. Örneğin üretici fonksiyonlardan 

biri Clayton diğeri Frank ve bir diğeri de Gumbel kopula olabilir. Ancak kuyruk 

bağımlılıklarının farklı türlerinin saf etkisini görebilmek için bu üç üretici fonksiyon için 

de aynı kopula üzerinde çalıĢılmıĢtır.  

5.2.  Risk, Getiri ve Performansın Ölçümü 

DFA modeline kopulalar yardımıyla bağımlılıkları ekledikten sonra yapılacak benzetim 

sonucu elde edilen değerlerin risk, getiri ve performans ölçümü için Çizelge 5.2.’deki 

finansal rasyolar kullanılmıĢtır [1]. 
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Çizelge 5.2. Finansal rasyolar 

                                       Sembol                                Ölçüm                                                  Açıklama                                 
                       

 

Getiri                             E G                     yıllık beklenen kazanç                                mutlak getiri 

                  
Risk                               G                      yıllık kazancın standart sapması                toplam risk                

                                     RP                           iflas olasılığı                                               aĢağı yönlü risk 

                                     EPD                       beklenen poliçeli açığı                                aĢağı yönlü risk 

Performans                  SR                          sharpe oranı                                                getiri/toplam risk 

                                     RPSR                        değiĢtirilmiĢ sharpe oranı (RP)                   getiri/aĢağı yönlü risk 

                                     EPDSR                      değiĢtirilmiĢ sharpe oranı (EPD)                getiri/aĢağı yönlü risk                                            

 

Getiri ölçümü olarak yıllık beklenen kazanç ele alındı. BaĢlangıç zamanından T zamanına 

kadar beklenen kazanç; 0( )TE EC EC ’dır.  Bu durumda yıllık beklenen kazanç  E G  

aĢağıdaki gibi olur. 

0( )
( ) TE EC EC

E G
T


                                                                                                                          (5.4) 

Risk ölçümü olarak yıllık kazancın standart sapması, iflas olasılığı ve beklenen poliçeli 

açığı ele alınmıĢtır. Yıllık kazancın standart sapması  G  beklenen değerden tüm pozitif 

ve negatif sapmaları hesaba katar ve toplam riskin bir ölçümüdür. 

( )
( ) TEC
G

T


 

                                                                                                                                     

(5.5)
 

Buna ek olarak sigorta sektöründe risk genellikle iflas olasılığı ( RP ) gibi ya da beklenen 

poliçeli açığı ( EPD ) gibi aĢağı yönlü risk ölçümleriyle de ölçülür. Toplam risk 

ölçümlerine benzemeyen aĢağı yönlü risk ölçümleri sadece belirli bir eĢikten negatif 

sapmalar durumunda hesaba katılır. Bu açıdan iflas olasılığı Ģöyle hesaplanabilir; 

ˆPr( )RP T                                                                                                                   (5.6) 

ˆ inf{ 0; 0}    1,2,...,tt EC t T      iflasın ilk kez ortaya çıkması olayını gösterir. 

Kesikli zaman analizlerinde iflas olasılığı sürekli zaman analizlerinde olduğundan daha 

düĢük değerlerle sonuçlanacaktır [42]. Buna ek olarak iflas problemlerinin kapalı 

formlarının çözümüne çok kısıtlayıcı durumlar altında ulaĢılabilir [43]. Dolayısıyla daha 

karmaĢık modeller için analitik veya sayısal yaklaĢımlar gereklidir. 
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Ġflas olasılığında borcunu ödeyememe durumu veya paranın zaman değeri göz önünde 

bulundurulmaz. Bu sebeple bir baĢka risk ölçümü olan beklenen poliçeli açığı da 

incelenmektedir. Beklenen poliçeli açığı EĢ. 5.7.’deki gibidir. 

 
1

max( ,0) (1 )
T

t

T f

t

EPD E EC r 



  
                                                                                              

(5.7)

 

Burada fr
 
risksiz getiri oranıdır.  

Performans ölçümü olarak sharpe oranı, beklenen poliçeli açığına göre değiĢtirilmiĢ sharpe 

oranı ve iflas olasılığına göre değiĢtirilmiĢ sharpe oranı kullanılmaktadır.  

Sharpe oranı SR  en yaygın kullanılan ve iyi bilinen bir performans ölçümüdür ve 

getirilerin standart sapmasıyla risk primi (risksiz faiz oranı üzerindeki beklenen getiri 

fazlası)  arasındaki iliĢkiyi ölçer [44] : 

0( ) .(1 )

( )

T

T f

T

E EC EC r
SR

EC




 


                                                                                                           

(5.8)

 

Sharpe oranının payında, öz sermayenin T anındaki beklenen değeriyle risksiz getiri 

arasındaki fark yer almaktadır.  

Standart sapmayı bir risk ölçümü olarak kullanıldığında, Sharpe oranı aynı zamanda 

beklenen değere iliĢkin getirilerin pozitif sapmalarını da ölçümler. 

Genellikle risk aĢağı yönlü ölçümlerle hesaplandığından iflas olasılığı veya EPD   Sharpe 

oranının paydasında kullanılabilir. Böylece beklenen poliçeli açığına göre değiĢtirilmiĢ 

sharpe oranı ve iflas olasılığına göre değiĢtirilmiĢ sharpe oranı elde edilir. 

0( ) .(1 )
,

 


T

T f

RP

E EC EC r
SR

RP

                                                                                                        

(5.9)

 0( ) .(1 )
.

 


T

T f

EPD

E EC EC r
SR

EPD
                                                                                                   (5.10) 
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6. UYGULAMALAR 

6.1. Birinci Uygulama  

6.1.1. Birinci Uygulamanın Model Varsayımları ve Parametreleri 

Tezin bu bölümünde birinci uygulama için kurulan DFA modeline ait varsayımlardan 

bahsedilmektedir. Kullanılan parametreler; sembolleri, tanımları ve baĢlangıç değerleri ile 

birlikte Çizelge 6.2.’de gösterilmiĢtir.  

Benzetim 5 yıllık süre için yapılmıĢtır. BaĢlangıç anındaki piyasa hacmi MV  çalıĢmanın 

Türkiye verisine uygun olabilmesi açısından Hazine MüsteĢarlığı’nın 2011 yılında 

yayımlamıĢ olduğu Türkiye’de Sigortacılık ve Bireysel Emeklilik Faaliyetleri Hakkında 

Rapordan alınmıĢtır ve değeri 14.014.702.000 TL’dir. Piyasa hacminin yıllık artıĢı için 

doğru bir varsayım yapabilmek amacıyla T.C BaĢbakanlık Hazine MüsteĢarlığı’nın 

yayımlamıĢ olduğu Sigortacılık ve Bireysel Emeklilik Faaliyetleri Hakkındaki Raporları 

yıllar itibariyle incelenmiĢtir. Nominal veri 2003 temel yılı tüketici fiyatları endeks 

rakamları (Ek) ile 2012 aralık ayına göre deflate edilmiĢ reel değerleri sonucu yıllık reel 

artıĢ  ġekil 6.1.’deki gibidir. 

 

 

ġekil 6.1. Brüt prim artıĢı 

 

ġekil 6.1.’den artıĢların doğrusal olmadığı, bazı yıllardaki artıĢların diğer yıllara oranla 

daha az bazı yıllarda ise daha fazla olduğu görülmektedir. Dolayısıyla artıĢ oranı varsayımı 
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yapılırken 10 yıllık dönemin (2002-2011) reel artıĢ oranlarının ortalaması benzetim 

çalıĢmasının piyasa hacmi artıĢ oranı olarak alınmıĢtır. Bu oran 0,098’dir. 

BaĢlangıçta Ģirketin piyasa payı 1t   
0,15 ve öz sermayesi 400.000.000 TL olarak 

alınmıĢtır.  

Yatırımların getirileri normal dağılımla, katastrof hasarlar pareto dağılımla ve katastrof 

olmayan hasarlar lognormal dağılımla modellenmiĢtir [6]. Varlıkların dağılım 

parametrelerinin (beklenen değer ve sapma) varsayımının belirlenmesi için Türkiye’deki 

yüksek riskli ve düĢük riskli yatırım araçlarının 10 yıllık reel getirileri incelenmiĢtir.  

 

ġekil 6.2. DüĢük riskli yatırımlar için getiri oranları 

 

 

ġekil 6.3. Yüksek riskli yatırımlar için getiri oranları 
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ġekil 6.2. ve ġekil 6.3. incelendiğinde yüksek riskli yatırımların getiri oranlarının 

beklenildiği gibi düĢük riskli yatırımlardan daha yüksek bir sapmaya sahip olduğu 

görülmektedir. Her iki durum için de getiri oranlarının ortalama ve standart sapma 

değerleri incelenmiĢtir. Bu inceleme sonucu elde edilen değerlerler Çizelge 6.2.’de 

verilmiĢtir. 

Tüketici tepki parametresi, öz sermayenin Ģirketin güvenlik seviyesi olan minimum 

sermaye gereksiniminin ( MCR ) altına düĢmediği varsayımıyla 1cr   olarak seçilmiĢtir.
  

Yatırım oranlarının varsayımının yapılabilmesi için Türkiye’deki sigorta Ģirketlerinin 

yatırımlarının ne kadarını yüksek riskli ne kadarını düĢük riskli yatırım araçlarına 

yönlendirdikleri incelenmiĢtir. Bunun için T.C. BaĢbakanlık Hazine MüsteĢarlığı Sigorta 

Denetleme Kurulunun yayımlamıĢ olduğu 2011 yılı sigortacılık ve bireysel emeklilik 

faaliyetleri hakkındaki raporda yer alan aĢağıdaki bilgiler kullanılmıĢtır. 

Çizelge 6.1. Finansal varlıkların dağılımı 

(Milyon TL)                               2007                 2008                2009                2010                  2011 

DT/HB                                      5.244                7.576               8.319               7.819 7.556 

Hisse senedi                              1.576                   143                  269                  339                       269 

Yatırım fonu 90                   134                   179                  236                      222 

Diğer finansal varlıklar               968                    899                   899                 989                   1.256 

Toplam                                    7.878                   8.752               9.666               9.384                   9.303

           

                                                                     

DT: devlet tahvili HB: hazine bonosu 

Çizelge 6.1.’deki devlet tahvili ve hazine bonosu düĢük riskli yatırım araçları ve diğer 

finansal varlıklar da yüksek riskli yatırım araçları olarak değerlendirilmektedir. 

Yıllar itibariyle sigorta Ģirketlerinin yatırımları incelendiğinde yatırımlarının ne kadarını 

düĢük riskli yatırım araçlarına yaptıkları ġekil 6.4.’ten görülmektedir. 
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ġekil 6.4. Yıllar itibariyle sigorta Ģirketlerinin düĢük riskli yatırım araçlarına yaptıkları 

yatırımın oranı 

ġekil 6.4. incelendiğinde sigorta Ģirketlerinin 2007 yılında yatırımlarını yaklaĢık %67 sini 

düĢük riskli yatırım araçlarına yaptıkları ve bu oranın diğer yıllarda %80’in üzerine çıktığı 

görülmektedir. 2011 yılına doğru ise bu oran %80 seviyelerine doğru düĢmüĢtür. Bu 

eğilimin devam edeceği düĢünülerek yapılan benzetim çalıĢmasında düĢük riskli yatırım 

araçlarına yapılan yatırım oranının baĢlangıç değeri %80 olarak seçilmiĢtir. 

Prim seviyesini hesaplamak için kullanılan geçiĢ matrisi olasılık değerlerini hesaplamak 

için öncelikle geçmiĢ yılların piyasa koĢullarının zayıf, orta ve güçlü rekabet piyasa 

koĢulları olarak sınıflandırılması ardından da uzun seneler gözlemlenerek geçiĢ 

olasılıklarının bulunması gerekmektedir. Türkiye için böyle bir çalıĢma bulunmadığından 

Eling, Parnitzke ve Schmeiser’in çalıĢmasında kullanılan geçiĢ matrisi kullanılmıĢtır [1]. 
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Aynı model içerisinde bağımlılık seviyeleri değiĢtirilerek sonuç üzerindeki etkileri 

karĢılaĢtırılabilir. Bu çalıĢmada Eling ve Toplek’in [6] makalelerinde kullandığı korelasyon 

katsayıları kullanılmıĢtır. Yüksek ve düĢük riskli yatırımlar arasındaki korelasyon 0,2; 

katastrof hasarlar ile katastrof olmayan hasarlar arasındaki korelasyon 0,2 ve varlıklar ile 

yükümlülükler arasındaki korelasyon  -0,1 olarak alınmıĢtır. Çizelge 6.2.’deki değerler bu 

bağımlılıklar ile elde edilmiĢtir.  
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Çizelge 6.2. Birinci uygulamanın parametreleri 

Tanım                                                                                      Sembol                                     Başlangıç değeri (t=0)                                 
                       

 

Zaman periyodu                                                                         T                                                  5 

                  t periyodu sonunda öz sermaye                                               tEC                                                 400.000.000 TL 

vergi oranı                                                                                 tr                                                    0,25 

t periyodunda yüksek riskli yatırımların oranı                       1t                                                     0,20 

t periyodunda normal dağılımlı yüksek riskli getiri                 1tr
                                                               

ortalama getiri                                                                       1tE r                                                  0,22 

getirinin standart sapması                                                      1tr                                                  0,43 

t periyodunda normal dağılımlı düĢük riskli getiri                   2tr
  

ortalama getiri                                                                        1tE r                                                  0,076 

getirinin standart sapması                                                      1tr                                                  0,065 

risksiz getiri                                                                             fr                                                      0,03
 
 

piyasa hacmi                                                                          MV                                                    14.014.702.000 TL 

piyasa hacmindeki yıllık artıĢ                                                   i                                                       0,098 

Ģirketin t periyodundaki piyasa payı                                     1t                                                      0,15 

tüketici tepki fonksiyonu                                                    
1

1
tEC

tcr 

                                                    1 

görünen maliyetlerin yazılı piyasa hacmine                            


                                                      0,05 

doğrusal bağımlılık oranı 

görünen maliyetlerin yazılı piyasa hacmine                            


                                                      0,001 

karesel bağımlılık oranı 

lognormal dağılımlı katastrof olmayan hasarlar               ncatC
 

ortalama hasar                                                                     ncatE C
                                               

1.786.874.505 TL 

 

hasarların standart sapması                                                 ncatC
                                               

178.687.450 TL
 

                

hasar çözümleme maliyetlerinin hasarlara oranı                                                                           0,05 

pareto dağılımlı katastrof hasarlar           catC
 

ortalama hasar                                                                    catE C
                                                 

5.255.513 

dağılımın biçim parametresi                                              catB C
                                                  4,5                                       

yüksek ve düĢük riskli yatırımlar arasındaki                         1             
                                           0,2 

Kendall’ın tau katsayısı 

katastrof ve katastrof olmayan hasarlar arasındaki               2    
                                                    0,2 

Kendall’ın tau katsayısı 

Varlıklarla yükümlülükler arasındaki                                    3    
                                                   -0,1 

Kendall’ın tau katsayısı                                       

prim seviyesi                                                                          
s  

 zayıf rekabet koĢullarında                                                     
1                                                      1,05 

orta rekabet koĢullarında                                                       
2                                                       1 

güçlü rekabet koĢullarında                                                     
3                                                      0,95 
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6.1.2. Birinci Uygulamanın Sonuçları 

Birinci uygulamanın sonuçları Çizelge 6.3.’de verilmiĢtir. 

Çizelge 6.3. Birinci uygulamanın benzetim sonuçları 

 

Çizelge 6.3. kurulan birinci DFA modelinin MATLAB’da 100.000 iterasyonu sonucu elde 

edilen değerlerini korelasyonsuz model için ve yedi farklı kopula ile kurulmuĢ bağımlılık 

yapısı için göstermektedir. Çizelgede tüm kopulaların alt ve üst kuyruk bağımlılıklarına 

sahip olup olmadığı ayrıca belirtilmiĢtir.  

Sonuçlar risk, getiri ve performansın ölçümü açısından değerlendirilirse; 

Hiçbir bağımlılığın yer almadığı korelasyonsuz durumda 169.150.000 TL’lik sapmayla 

yıllık beklenen kazanç 699.060.000 TL olarak elde edilmiĢtir. Ġflas olasılığı 0,009 ve 

beklenen poliçeli açığı da 948.350 TL’dir. 

kuyruk 

bağımlılığı 

bağımlılık 

yapısı     f. 

         rasyolar 

 E G
 

milyar TL
 

 G
 

milyar TL
 

RP
 

EPD
 

milyon TL
 

SR  RPSR
 

milyar
 

EPDSR
 

bin
 

 

yok 

 

Korelasyonsuz 

 

 

  0,6990      0,1691     0,0090    0,9483    4,0574    380,61    3,6185 

 

  0,6966      0,1999     0,0275    3,7689    3,4208    124,49    0,9073 

 

  0,6972      0,1990     0,0428    10,216    3,4392    80,000    0,3350 

 

  0,6980      0,2002     0,0369    7,4472   3,4215    92,780    0,4600 

 

  0,6975      0,2013     0,0332    6,3461   3,4018    103,13    0,5395 

 

  0,6963      0,1999     0,0320    5,7296   3,4181    106,87    0,5965 

 

  0, 6980     0,2008     0,0300    5,0119   3,4128    114,07    0,6836 

 

  0,6983      0,1962     0,0216    2,9765    3,5779   159,00    1,1517 

  

  0,6977      0,1933     0,0212    3,0961    3,5804    161,41    1,1063 

 

  0,6979      0,1914     0,0411    3,3105    3,5797    83,250    1,0349 

 

  0,6985      0,1920     0,0205    3,1075    3,5711    167,60    1,1035 

 

  0,7029      0,1880     0,0144    1,7228    3,6710    240,32    2,0032 
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Korelasyonsuz durum ile doğrusal bağımlılığın olduğu Gaussian kopula karĢılaĢtırıldığında 

yıllık beklenen kazanç Gaussian kopula ile 696.690.000 TL’dir  ve dolayısıyla % 0.33’lük 

bir azalıĢ olduğu görülmektedir. Getiri üzerindeki bu değiĢim küçük ve önemsizdir ancak 

risk üzerindeki değiĢimler daha büyük ve önemlidir. Korelasyonsuz durum için yıllık 

kazancın standart sapması 169.150.000 TL iken Gaussian yapı için bu değer % 18,2’lik 

artıĢla 199.940.000 TL’dir. Ġflas olasılığı korelasyonsuz durum için 0,0090 iken Gaussian 

yapı için bu olasılık % 205,5 artarak 0,0275 olmuĢtur.  Bu durum bize bağımlılığın risk 

ölçümlenmesi üzerindeki etkilerinin çok büyük olduğunu gösterir. Bu etki toplam risk 

ölçümü olan ( )G ’de daha az, aĢağı yönlü risk ölçümü olan RP ’de daha fazladır. 

Genel olarak tüm kopulaların ve korelasyonsuz durumun beklenen kazancı 

karĢılaĢtırıldığında aralarında önemli bir farklılık olmadığı görülür. Ġflas olasılığı 

üzerindeki etkilere bakılırsa bağımlılık söz konusu olduğunda iflas olasılığının tüm 

kopulalarda korelasyonsuz yapıdakinden daha yüksek olduğunu görüyoruz. Üst kuyruk 

bağımlılığı içeren Gumbel kopula ve kuyruk bağımlılığı içermeyen Frank kopulada iflas 

olasılığı Gauss kopulayla olduğundan daha düĢüktür.  Alt kuyruk bağımlılığı içeren 

Clayton kopulada iflas olasılığı üst kuyruk bağımlılığı içeren Gumbel kopuladan daha 

yüksektir. Bu sonuçları yaĢam kopulaların sonuçlarıyla karĢılaĢtırıldığında alt kuyruk 

bağımlılığına sahip olan Gumbel yaĢam ve Clayton kopulalarının iflas olasılıkları üst 

kuyruk bağımlılığı gösteren Gumbel ve Clayton yaĢam kopulalarınınkinden daha yüksek 

olduğu görülmektedir. Tek simetrik arĢimed kopula olan Frank kopula diğer tüm 

kopulalardan daha düĢük bir iflas olasılığına sahiptir çünkü kuyruklarda daha hafiftir [49]. 

Beklenen poliçeli açığı için karĢılaĢtırma yapılırsa korelasyonsuz durumda EPD  değerinin 

tüm korelasyonlu durumlardakinden daha düĢük olduğu görülmektedir. En yüksek EPD

değeri hem alt hem de üst kuyruk bağımlılığı gösteren T-kopuladadır. 

T-kopulanın sonuçlarını incelenirken t kopulada daha az serbestlik derecesinin daha 

yüksek kuyruk bağımlılığı anlamına geldiğinin unutulmaması gerekir. Bu bilgi 

doğrultusunda serbestlik derecesi arttıkça iflas olasılığının ve beklenen poliçeli açığının 

azaldığı görülmektedir. 

Performans ölçümlerine bakıldığında ise en yüksek değerlerin korelasyonsuz yapıda 

olduğu ve kopulalı yapının performans ölçümlerinin daha düĢük değerlere sahip olduğu 

görülmektedir. 
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Bu sonuçlar hayat dıĢı sigorta Ģirketleri için var olduğu düĢünülen doğrusal olmayan 

bağımlılığın DFA içerisinde incelenmesinin ne kadar önemli olduğunu gösterir çünkü bu 

bağımlılık yapısının modele dahil edilmesi ile sigorta Ģirketinin risk ve performans ölçümü 

üzerinde büyük değiĢiklikler olmuĢtur. Bu sonuçlar düzenleyiciler ve derecelendirme 

kuruluĢları için oldukça önemlidir. ĠliĢkilerin doğru modellenmesi önemlidir. 

6.1.3. Bağımlılık Seviyelerindeki DeğiĢimin Sonuçlar Üzerine Etkisi 

Bağımlılıklardaki değiĢimin sonuçlar üzerine olan etkilerini görebilmek için önce 

yatırımlar arasındaki bağımlılıklar ardından hasarlar arasındaki bağımlılıklar diğer 

bağımlılıklar sabit tutulmak kaydıyla 0.1’den 0.5’e 0.1’erlik artıĢlarla değiĢtirilmiĢtir ve 

elde edilen benzetim sonuçları ġekil 6.5. – ġekil 6.9. yardımıyla gösterilmektedir. 

6.1.3.1. Yatırımlar Arasındaki Bağımlılığın Etkisi 

Yatırımlar Arasındaki Bağımlılığın RP ve EPD’ye Etkisi 

 

ġekil 6.5. Yatırımlar arasındaki bağımlılığın iflas olasılığına etkisi 
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ġekil 6.6. Yatırımlar arasındaki bağımlılığın beklenen poliçeli açığına etkisi 

DüĢük riskli yatırımlar ile yüksek riskli yatırımlar arasındaki bağımlılık seviyesi arttıkça 

iflas olasılığı ve beklenen poliçeli açığı değerleri tüm bağımlılık içeren durumlar için 

artmaktadır. Daha yüksek bağımlılık her iki yatırım tipinde de üretilen negatif çıktıların 

olabilirliğinde daha fazla artıĢ anlamına gelmektedir [6]. ġekillerde mavi ve siyah renkle 

gösterilen alt kuyruk bağımlılığı içeren Gumbel YaĢam ve Clayton kopulalar için 

bağımlılığın etkisi diğer durumlardan daha fazladır. Ayrıca Clayton kopulada artıĢ Gumbel 

YaĢam’a göre daha fazladır. Bu durum Kendall’ın tau katsayı arttıkça Clayton kopulada alt 

kuyruk bağımlılığının daha fazla artmasından kaynaklanmaktadır [6]. 

Yatırımlar Arasındaki Bağımlılığın Sharpe Oranları Üzerindeki Etkisi 

 

 

ġekil 6.7. Yatırımlar arasındaki bağımlılığın değiĢtirilmiĢ sharpe oranına ( EPDSR ) etkisi 
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ġekil 6.8. Yatırımlar arasındaki bağımlılığın sharpe oranına ( SR ) etkisi 

 

*Gerçek sharpe oranı iflas değerleri Ģekildekinin (10
10

) katıdır.  

ġekil 6.9. Yatırımlar arasındaki bağımlılığın değiĢtirilmiĢ sharpe oranına ( RPSR ) etkisi. 

ġekil 6.7., 6.8. ve 6.9.’da yüksek riskli ve düĢük riskli yatırımlar arasındaki bağımlılık 

arttıkça tüm korelasyonlu durumlar için sharpe oranı düĢmektedir. 

ġekil 6.5.- 6.9.’a bakıldığında yatırımlar arasındaki bağımlılığın hem risk ölçümleri için 

hem de getiri ölçümleri için önemli etkileri olduğu görülmektedir. Bu durum doğru 

bağımlılık seviyesinin belirlenmesi ve DFA’ya dahil edilmesinin önemini gözler önüne 

sermektedir. 
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6.1.3.2. Hasarlar Arasındaki Bağımlılığın Etkisi 

Hasarlar Arasındaki Bağımlılığın RP ve EPD’ye Etkisi 

 

ġekil 6.10. Hasarlar arasındaki bağımlılığın iflas olasılığına etkisi 

 

ġekil 6.11. Hasarlar arasındaki bağımlılığın beklenen poliçeli açığına etkisi 

ġekil 6.10 ve ġekil 6.11 incelendiğinde katastrofik hasarlar ile katastrofik olmayan hasarlar 

arasındaki bağımlılık arttıkça korelasyonlu durumların genelinde hem iflas olasığında hem 

de beklenen poliçeli açığında bir artıĢ söz konusudur ancak bu artıĢ yatırımlar arasındaki 

bağımlılık artıĢı sonucu oluĢan artıĢ kadar yüksek değildir. Bunun nedeni verilen 

parametrelerle yatırımlardan elde edilen sonuçların sigortacının karlılığını hasarlardan daha 

fazla etkilemesidir. Hem alt hem de üst kuyruk bağımlılığı gösteren t kopulada iflas 

olasılığı ve beklenen poliçeli açığının her ikisinde de hem artıĢ hem azalıĢ görülmektedir 

ancak rakamlar incelendiğinde bu farkların çok ciddi boyutlarda olmadığı görülür ve 

iterasyon sayısı arttıkça grafik daha düz bir hal alacaktır. 
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Hasarlar Arasındaki Bağımlılığın Sharpe Oranlarına Etkisi 

 

ġekil 6.12. Hasarlar arasındaki bağımlılığın değiĢtirilmiĢ sharpe oranına ( EPDSR ) etkisi 

 

ġekil 6.13. Hasarlar arasındaki bağımlılığın sharpe oranına ( SR ) etkisi 
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*Gerçek sharpe oranı iflas değerleri Ģekildekinin (10
10

) katıdır.  

ġekil 6.14. Hasarlar arasındaki bağımlılığın değiĢtirilmiĢ sharpe oranına ( RPSR ) etkisi. 

ġekil 6.12.- 6.14. incelendiğinde yüksek riskli ve düĢük riskli yatırımlar arasındaki 

bağımlılık arttıkça korelasyonlu durumların genelinde sharpe oranlarının düĢtüğü 

görülmektedir. Ancak bu düĢüĢ yatırımlar arasındaki bağımlılık artıĢı sonucu oluĢan düĢüĢ 

kadar fazla değildir. Bunun nedeni verilen parametrelerle yatırımlardan elde edilen 

sonuçların sigortacının karlılığını hasarlardan daha fazla etkilemesidir. 

Ġterasyon sayısı arttırılırsa elde edilen değerler birbirine yaklaĢır ve doğrular daha düzgün 

azalan bir hal alacaktır.  

ġekiller hasarlar arasındaki bağımlılık seviyesinin doğru belirlenmesi ve DFA’ya dahil 

edilmesinin önemli olduğunu göstermektedir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
5

10

15

20

25

30

35

40

bağımlılık

S
h

a
rp

e
 O

ra
n

ı 
if

la
s
 

 

 

Korelasyonsuz

Gaussian

T

Gumbel

Frank

Clayton Yaşam

Clayton

Gumbel Yaşam



57 

 

6.2. Ġkinci Uygulama 

6.2.1.Ġkinci Uygulamanın Model Varsayımları ve Parametreleri 

Ġkinci uygulamada kullanılan modelde birinci uygulamadaki DFA model yapısı temel 

alınmıĢtır ancak bağımlılık yapılarında değiĢiklik vardır. Ġlk uygulamada hem düĢük riskli 

yatırımlarla yüksek riskli yatırımlar arasında hem de katastrof hasarlar ile katastrof 

olmayan hasarlar arasında bağımlıklık varsayılmıĢtır. Ayrıca yatırımlar ile hasarlar 

arasında da bir bağımlılık söz konusudur ve bu bağımlılığın sebebinin de katastrof 

hasarların finansal piyasalarda yol açtığı değiĢimler olduğu daha önceki bölümlerde 

örneklerle açıklanmıĢtır. 

Ġkinci uygulamada ise DFA içerisine dahil edilen bağımlılık yapısı birinci modeldekinden 

farklıdır. Bu uygulamanın amacı farklı sigorta branĢları arasında da bağımlılık yapısı 

olabileceğini, dolayısıyla bir sigorta Ģirketi için finansal analiz yapıldığında bu sigorta 

branĢları tarafından üretilen hasarların birbirine bağımlı üretilerek analize dahil edilmesi 

gerektiğini göstermektir. Literatür taraması yapıldığında Li’nin [45] 2006’da yapmıĢ 

olduğu çalıĢmada farklı sigorta kolları arasındaki bağımlılığı kopulalar ile modellediği 

görülmektedir. 

Bu uygulamada hasarlar katastrofik olup olmadığına göre ayrılmamıĢ ve katastrof 

hasarların incelemesi yapılmadığı için yatırımlarla aralarında bağımlılık yapısı 

kurulmamıĢtır. Ayrıca iĢ kollarının arasındaki bağımlılığın DFA sonuçlarını nasıl 

etkileyeceğinin salt sonucunu görebilmek amacıyla yatırım gelirleri de aralarında bağımsız 

olarak üretilmiĢtir. 

Bağımlılığın modellenmesinde kullanımdaki kolaylık ve ölçümlendirmedeki etkinlik 

açısından yine kopulalardan yararlanılmıĢtır. Bağımlılık katsayısı olarak kopulaların 

kullanımında büyük kolaylık sağlayan, tek düze dönüĢümler altında sabit kalan ve marjinal 

dağılımlardan etkilenmeyen Kendall’ın Tau katsayısı kullanılmıĢtır. 

Hayat dıĢı sigorta Ģirketleri için “hayat dıĢı branĢlar direkt primlerin branĢ bazında 

dağılımı” T.C. BaĢbakanlık Hazine MüsteĢarlığının yayımlamıĢ olduğu 2011 Yılı 

Sigortacılık ve Bireysel Emeklilik Faliyetleri Hakkında Rapor’undan incelenmiĢtir. Kasko 

(kara araçları) ve zorunlu trafik sigortası (KTK Zorunlu Mali Sor.) primlerinin toplam prim 

içindeki payı %45.16’dır. Hayat dıĢı sigorta Ģirketlerinin ödediği tazminatların da büyük 

bir bölümü sigortanın bu iki branĢına yapılmaktadır. GeçmiĢ yılların raporları 
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incelendiğinde de yine en fazla primin kasko ve zorunlu trafik sigortasından alındığı 

görülmektedir. 

Hasarlarını sigorta türleri açısından modelleyecek bir hayatdıĢı sigorta Ģirketi için böyle 

önemli paya sahip olan bu iki sigorta kolunun birbirleriyle olan bağımlılıkları ve yapılacak 

finansal analiz içerisinde doğru modellenmesi oldukça önemlidir.  

Bu amaçla T.C. BaĢbakanlık ve Hazine MüsteĢralığının yayımlamıĢ olduğu son on yıllık 

sigortacılık ve bireysel emeklilik faaliyetleri hakkındaki raporlarından, ödenen kasko ve 

trafik tazminatları incelenmiĢtir. Ödenen tazminatların 2012 Aralık ayına göre deflate 

edilmiĢ reel değerleri bulunmuĢ ve bu değerler üzerinden bağımlılıkları incelenmiĢtir. Ġkisi 

arasındaki Kendall’ın Tau korelasyon katsayısı 0.42’dir. 

Benzetim 5 yıllık süre için yapılmıĢtır.  

Kasko ve zorunlu trafik sigortası 2011 primlerinin toplam içindeki payının %45.16  

olduğunu biliyoruz ve modelde diğer sigorta kolları dahil edilmeden hasar üretimi 

yapılacağı için baĢlangıç anındaki piyasa hacmini MV  birinci uygulamada almıĢ 

olduğumuz miktarın %45’i olarak seçiyoruz (6.306.615.900 TL). Aynı yöntem Ģirketin 

baĢlangıç öz sermayesini belirlerken de uygulanmıĢ ve toplam öz sermayenin % 45’inin 

trafik ve kasko branĢına ayrılacağını düĢünerek Ģirketin baĢlangıç öz sermayesi 

180.000.000 TL olarak belirlenmiĢtir. 

Kasko ve zorunlu trafik sigortası hasar dağılımı varsayımı için motor sigortaları ile ilgili 

literatür araĢtırması yapılmıĢtır. Adeleke’nin [46] ve Achieng’nin [47] çalıĢmalarında motor 

sigortasının hasar büyüklüğü için en uygun dağılımın Log-normal dağılım olduğu 

gösterilmiĢtir.  

ġirket baĢlangıç piyasa hacmi payı, piyasa hacminin yıllık artıĢı, piyasa hacmi artıĢ oranı, 

tüketici tepki parametresi, getiri oranlarının ortalama ve sapma değerleri, düĢük riskli 

yatırım araçlarına yapılan yatırım oranının baĢlangıç değeri, prim seviyesini hesaplamak 

için kullanılan geçiĢ matrisi ve piyasa koĢullarına göre değiĢen prim seviyeleri birinci 

modelde olduğu gibidir.  

Ġkinci model için kullanılan parametreler; sembolleri, tanımları ve baĢlangıç değerleri ile 

birlikte Çizelge 6.4.’de gösterilmiĢtir 
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Çizelge 6.4. Ġkinci uygulamanın parametreleri 

Tanım                                                                                 Sembol                                          Başlangıç değeri (t=0)                                 
                       

 

Zaman periyodu                                                                    T                                                   5 

                  t periyodu sonunda öz sermaye                                          tEC                                                  180.000.000 TL 

vergi oranı                                                                           tr                                                     0,25 

t periyodunda yüksek riskli yatırımların oranı                  1t                                                     0,20 

t periyodunda normal dağılımlı yüksek riskli getiri            1tr
                                                               

ortalama getiri                                                                   1tE r                                                 0,22 

getirinin standart sapması                                                 1tr                                                  0,43 

t periyodunda normal dağılımlı düĢük riskli getiri             2tr
  

ortalama getiri                                                                   1tE r                                                  0,076 

getirinin standart sapması                                                 1tr                                                   0,065 

risksiz getiri                                                                       fr
                                                       0,03 

piyasa hacmi                                                                     
MV                                                      6.306.615.900 TL 

piyasa hacmindeki yıllık artıĢ                                             i                                                          0,098 

Ģirketin t periyodundaki piyasa payı                               1t                                                         0,15 

tüketici tepki fonksiyonu                                               
1

1
tEC

tcr 

                                                      1 

görünen maliyetlerin yazılı piyasa hacmine                     


                                                         0,05 

doğrusal bağımlılık oranı 

görünen maliyetlerin yazılı piyasa hacmine                    


                                                          0,001 

karesel bağımlılık oranı 

lognormal dağılımlı kasko branĢı hasarlar                    MODC
 

ortalama hasar                                                              MODE C
                                                 

371.280.684 TL 

 

hasarların standart sapması                                          MODC
                                                  

115.868.962 TL
 

                

hasar çözümleme maliyetlerinin hasarlara oranı                                                            0,05 

lognormal dağılımlı trafik branĢı hasarlar                    CMC
 

ortalama hasar                                                             CME C
                                                   204.766.537 TL 

hasarların standart sapması                                         CMC
                                                    125.142.315 TL                                                                

kasko ve trafik sigortası arasındaki                                   
         

                                                0,42 

Kendall’ın tau katsayısı 

prim seviyesi                                                                    
s  

 zayıf rekabet koĢullarında                                              
1                                                           1,05 

orta rekabet koĢullarında                                                 
2                                                          1 

güçlü rekabet koĢullarında                                               
3                                                          0,95 
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6.2.2. Ġkinci Uygulamanın Sonuçları 

Birinci uygulamanın sonuçları Çizelge 6.5.’de verilmiĢtir. 

Çizelge 6.5. Ġkinci uygulamanın benzetim sonuçları 

Çizelge 6.5. kurulan ikinci DFA modelinin MATLAB’da 100.000 iterasyonu sonucu elde 

edilen değerlerini korelasyonsuz model için ve yedi farklı kopula ile kurulmuĢ bağımlılık 

yapısı için göstermektedir. Çizelgede tüm kopulaların alt ve üst kuyruk bağımlılıklarına 

sahip olup olmadığı ayrıca belirtilmiĢtir.  

Sonuçlar risk, getiri ve performansın ölçümü açısından değerlendirildiğinde; 

Öncelikle hiçbir bağımlılığın yer almadığı korelasyonsuz durumu incelenmiĢtir.
    

110.810.000 TL’lik sapmayla yıllık beklenen kazanç
 

527.280.000 TL olarak elde 

edilmiĢtir. Ġflas olasılığı 0,0141 ve beklenen poliçeli açığı da 2.125.700 TL’dir.
   

 

Korelasyonsuz yapıyla kopulalı yapılar karĢılaĢtırıldığında  bağımlılık söz konusu 

olduğunda getirinin ölçümü olan yıllık beklenen kazançta çok büyük farklılıklar olmadığı 

kuyruk 

bağımlılığı 

bağımlılık 

yapısı     f. 

         rasyolar 

 E G
 

milyar TL
 

 G
 

milyar TL
 

RP
 

EPD  
milyon TL

 

SR  RPSR
 

milyar
 

EPDSR
 

bin
 

 

yok 

 

Korelasyonsuz 

 

 

   0,5272     0,1108     0,0141    2,1257     4,7068    184,55    1,2267 

 

   0,5271     0,1246     0,0380    7,7790     4,1817    68,643    0,3351 

 

  0, 5258     0,1249     0,0430    10,081     4,1612    60,522    0,2579 

 

   0,5266     0,1254     0,0404    9,8784     4,1521    64,506    0,2636 

 

   0,5256     0,1253     0,0409    8,8948     4,1476    63,502    0,2922 

 

   0,5259     0,1254     0,0380    8,2701     4,1459    68,483    0,3145 

  

   0,5251     0,1252     0,0394    8,8191     4,1479    65,937    0,2945 

 

   0,5253     0,1270     0,0457    10,866     4,0898    56,888    0,2391 

 

   0,5255     0,1237     0,0323    6,0646     4,2235    80,509    0,4285 

 

   0,5259     0,1236     0,0406    9,2354     4,2084    64,023    0,2816 

 

   0,5251     0,1282     0,0498    11,759     4,0510    52,101    0,2208 

 

   0,5274     0,1232     0,0297    4,9326     4,2324    87,866    0,5288 

 

yok 
 

Gaussian 
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ancak risk ve performans ölçümlerinde farklılıklar olduğu görülmektedir. Yıllık kazancın 

standart sapması ( )G , iflas olasılığı RP  ve beklenen poliçeli açığı EPD  bağımlılığın söz 

konusu olduğu durumlarda korelasyonsuz yapıda olduğundan daha yüksek değerler 

almıĢtır. Performans ölçümleri ise birinci modelde olduğu gibi bağımlılığın söz konusu 

olduğu durumlarda daha düĢük değerler almıĢtır.  

Bu durum sigorta branĢları arasındaki bağımlılığın DFA içerisinde incelenmesinin ne kadar 

önemli olduğunu gösterir çünkü bu bağımlılık yapısının modele dahil edilmesi ile sigorta 

Ģirketinin risk ve performans ölçümlendirmeleri üzerine büyük değiĢiklikler olmuĢtur. Bu 

sonuçlar düzenleyiciler ve derecelendirme kuruluĢları için oldukça önemlidir.  

Ġkinci modelde sadece iki branĢ arasında bağımlılık varsayılmıĢtır. Birinci modelde ise dört 

boyutlu bir bağımlılık yapısı kurulmuĢtur. Bu sebeple birinci modelde görülen ve doğrusal 

olmayan bağımlılıklar sonucu farklı kuyruk bağımlılığına sahip kopulalar ile risk ve 

performans ölçümleri arasındaki ciddi farklılıklar ikinci modelde yoktur. 
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7. SONUÇLAR VE ÖNERĠLER 

Bu çalıĢmada Türkiye verisine uyumlu olarak hayat dıĢı sigorta Ģirketleri için bir  DFA 

modeli kurmak ve bunu yaparken de Ģirket  için önemli olan doğrusal olmayan 

bağımlılıkların etkisini kopulalar yardımıyla modele dahil etmek istenmiĢtir. ÇalıĢmanın 

amaçları doğrultusunda iki farklı bağımlılık yapısı içeren DFA modelinin benzetimi 

yapılmıĢtır. Benzetimlerin sayısal değerleri tablolaĢtırılmıĢ ve değerler birbiriyle 

karĢılaĢtırılmıĢtır.  

Birinci uygulamanın sonuçları incelendiğinde görülmektedir ki hayat dıĢı sigorta 

Ģirketlerini ilgilendiren ağır kuyruklu ve çarpık dağılıma sahip risklerin bağımlılıklarının 

DFA modeline dahil edilmesiyle iflas olasılığı , beklenen poliçeli açığı gibi sigorta Ģirketi 

yöneticilerinin geleceğe yönelik kararlarını, durum analizlerini ve yönetimle ilgili pek çok 

kararı etkileyebilecek finansal rasyolarda ciddi farklılıklar meydana gelmiĢtir.Tüm bu 

finansal rasyolar sadece sigorta Ģirketi yöneticilerini değil aynı zamanda sigorta Ģirketlerini 

denetleyen kuruluĢları ve dercelendirme Ģirketlerini de ilgilendirmektedir.  Bu sonuçlar 

eĢliğinde daha doğru ve gerçekçi rakamların elde edilmesi ve yorumların da daha gerçekçi 

yapılması söz konusudur.  

Günümüzde hem sigortalıların hem de sigortacıların çıkarlarının karĢılıklı olarak 

korunması için Ģirketlerin yükümlülüklerini karĢılama yeterliliklerinin doğru Ģekilde 

hesaplanması giderek daha fazla önem kazanmaktadır. Avrupa Birliği’nin 1997 Müller 

Raporu sonuçlarına dayanarak oluĢturduğu pek çok ülkede uygulanmakta olan ve 

Türkiye’de kullanılan yükümlülük karĢılama yeterliliği sisteminin temellerini oluĢturan 

Solvency I ve Ģu an yapım aĢamasında olan Solvency II bu duruma en güzel örnektir. Her 

iki sistem için de DFA’nın önemi büyüktür ve sadece doğrusal bağımlılığın incelenmesinin 

doğru olmayacağı doğrusal olmayan bağımlılıkların da hesaba katılması gerekliliği gerçeği 

bu sistemler için de geçerlidir.  

Ġkinci uygulamanın sonuçlarına bakıldığında doğrusal olmayan bağımlılıkların DFA 

içerisindeki önemi ve finanasal rasyolar üzerindeki etkisi birinci uygulamada olduğu 

gibidir. Bu uygulamanın farkı bağımlılığın sigorta branĢları arasında kurulmuĢ olmasıdır. 

Benzetim sonuçlarından anlaĢıldığı üzere sigorta branĢlarının birbirleriyle olan 

bağımlılığının DFA sonuçları üzerinde ciddi bir etkisi vardır. Ġlerde tüm sigorta branĢları 

arasında ciddi bir bağımlılık incelemesi yapılabilir ve DFA modeli içerisine bu 

bağımlılıkların dahil edilmesinin sonuçlar üzerindeki etkisi incelenebilir.  
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ÇalıĢmada kullanılan DFA modeli benzetim yaparken kolaylık sağlayacak ve bir hayat dıĢı 

sigorta Ģirketi için temel bileĢenleri içerecek Ģekilde kurulmuĢtur. Daha sonra yapılacak 

çalıĢmalarda modelin geliĢtirilmesi ve bileĢenlerin değiĢtirilerek istenilen herhangi bir 

Ģirketin ihtiyaçlarına uygun hale getirilmesi mümkündür. Ayrıca model için farklı yönetim 

stratejileri de belirlenebilir.  

Bu çalıĢmadaki birinci uygulamada yatırımlar arasında, hasarlar arasında ve yatırımlarla 

hasarlar arasında ikinci uygulamada da farklı sigorta branĢları arasında bağımlılık yapısı 

kurulmuĢtur. Ġlerde yapılacak olan çalıĢmalarda farklı bileĢenler arasında da bağımlılık 

olup olmadığı varsa ne tür bir bağımlılığın olduğu araĢtırılabilir ve DFA modeli içerisinde 

iĢlenebilir. 
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Ocak Şubat Mart Nisan Mayıs Haziran Temmuz Ağustos Eylül Ekim Kasım Aralık

January February March April May June July August September October November December

2003 94,77 96,23 98,12 99,09 100,04 100,12 99,93 100,09 101,44 102,38 103,68 104,12

2004 104,81 105,35 106,36 106,89 107,35 107,21 107,72 108,54 109,57 112,03 113,50 113,86

2005 114,49 114,51 114,81 115,63 116,69 116,81 116,14 117,13 118,33 120,45 122,14 122,65

2006 123,57 123,84 124,18 125,84 128,20 128,63 129,72 129,15 130,81 132,47 134,18 134,49

2007 135,84 136,42 137,67 139,33 140,03 139,69 138,67 138,70 140,13 142,67 145,45 145,77

2008 146,94 148,84 150,27 152,79 155,07 154,51 155,40 155,02 155,72 159,77 161,10 160,44

2009 160,90 160,35 162,12 162,15 163,19 163,37 163,78 163,29 163,93 167,88 170,01 170,91

2010 174,07 176,59 177,62 178,68 178,04 177,04 176,19 176,90 179,07 182,35 182,40 181,85

2011 182,60 183,93 184,70 186,30 190,81 188,08 187,31 188,67 190,09 196,31 199,70 200,85

2012 201,98 203,12 203,96 207,05 206,61 204,76 204,29 205,43 207,55 211,62 212,42 213,23
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