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Genellestirilmis Dogrusal Modeller (GLM) hayat dis1 sigorta iirlinlerinin fiyatlanmasinda
en yaygin kullanilan yontemlerdendir. Hasar dagilimlart igin iistel dagilim ailesinden
dagilimlarin segilebiliyor olmasi, yontemin sigorta sirketleri tarafindan yaygin olarak
kullanimina olanak saglamaktadir. Hasar verileri, genel yapisi itibariyle kalin kuyruklu ve
saga carpik niteliktedir. Hasar verilerinin bu yapisindan dolayi, bu tez ¢calismasinda GLM
kurulumu i¢in hasar sayis1 dagilimina Poisson dagilimi, hasar tutarina ise Gamma dagilimi
uygunluk gostermistir.

Hayat dis1 sigorta fiyatlama verileri bir ya da birden ¢ok siirekli degisken icermektedir.
Fiyatlama uygulamalarinda genel yaklasim, siirekli degiskenlerin belirlenen aralilarla
kategorik olarak gruplara ayrilmasi ve ayni araliktaki poligelerin 6zdes olarak
degerlendirilmesidir. Ancak siirekli degiskenin kategorik hale doniistiiriilmesinde genel
olarak kabul goriilen bir ydntemin olmamas1 bir dezavantaj olusturmaktadir. Ote yandan
kategoriler icin secilen smirlar arasindaki gecislerde risk primleri agisindan keskin

ayrimlarin bulunmasi adil prim ilkesine ters diismektedir. Bu sorunun ortadan kalkmasi
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icin stirekli degiskenleri araliklara bélmek yerine Genellestirilmis Toplamsal Modellerin
(GAM) kullanimi, hayat dis1 sigorta fiyatlama uygulamalarina bir alternatif sunmaktadir.
GAM yontemi bir diizlestirme splayni eklentisi ile GLM’nin yar1 parametrik bir modele
doniismiis halidir. Yar1 parametrik olusu ile modele esneklik saglamasi en biiyiik
avantajidir. Esneklik ile anlatilmak istenen siirekli degiskenlerin diizlestirme splaynlari
olarak modelde yer almasidir. Bu sayede siirekli degiskenin her noktasindaki bilgiler
modelde yer alir ve bilgi kayb1 s6z konusu olmaz. Splayn fonksiyonu i¢in ¢apraz gegerlilik
(Cross-Validation) yaklasimi ile diizlestirme parametresi i¢in en uygun deger otomatik
olarak se¢ilmektedir. Bu tezin amaci, siirekli degiskenlerin modeldeki etkisi i¢in B-splayn
formunda temsil edilen kiibik diizlestirme splaynlarinin GAM yontemindeki kullanimini
aragtirmaktir. Ozel bir sigorta sirketinden alinmis olan kasko veri kiimesi {izerine yapilan

uygulama ile Genellestirilmis Dogrusal Modeller ve Genellestirilmis Toplamsal

Modellerin karsilastirilmasi yapilarak arastirma sorusu cevaplanmistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis Dogrusal Model, Genellestirilmis Toplamsal Model,
Diizlestirme splaynlari, Fiyatlama, Capraz Gegerlilik
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The Generalized Linear Models (GLM) is one of the most commonly used methods of
pricing non-life insurance products. The method gives a great advantage for selecting loss
distribution from exponential family. Typically loss distributions are right-skewed and
long-tailed which means the appropriate distributions are Poisson distribution for claim
frequency and Gamma distribution for claim severity. Non-life insurance data involves
several continuous variables. GLM categorizes the continuous variables into intervals and
treats them as identical. However, categorizing the continuous variables method has no
common rules and as a result of that it causes some information loss at the breaking points.
Instead of categorizing the continuous variables there is an alternative method which is
known as Generalized Additive Models. (GAM) provides an alternative modelling without
transforming continuous variables into categorical variables. GAM method has same
properties with GLM except a semiparametric model with a smoothing spline add-on. In
other definition GAM is semiparametric GLM. The biggest advantage of GAM is that the
model is flexible with semi-parametric formation. By flexibility we mean that continuous
variables are to be included in the model as smoothing splines. In this case, the information

on each point of the continuous variable is included in the model. The optimal value for the

il
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smoothing parameter is automatically selected by the cross-validation approach for the
spline function.

The aim of this thesis is to study the use of cubic smoothing splines represented in the B-
spline form for the effect of continuous variables in the GAM method. Generalized
Additive Models and Generalized Linear Models is compared through the insurance loss

dataset applications and the research question is answered.

Keywords: Generalized Linear Model, Generalized Additive Model, Smoothing Splines,

Cross-Validation
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1. GIRIS
Sigorta portféylerinin heterojen bir yapiya sahip olmasi ve bunun yani sira sirketler
arasindaki rekabetin zaman igerisinde artiyor olmasi gibi sebepler dolayisiyla, sigorta
sirketleri polige sahiplerinin risk profilini analiz edebilecek en dogru yontemi aramaya
yogunlagmislardir. Bu nedenle sigorta sirketleri police sahiplerini farkli risk gruplarina
ayirmaktadir. Buradaki amag; ayni risk grubunda bulunan polige sahipleri ayni prim
tutari1 O0demekle yiikiimli olacagi varsaymmidir. Risk gruplarinin olusturulmasi igin
simiflandirilmis  degiskenlerin  kullanildigi  regresyon yontemleri kullanilmaktadir.
Siniflandirilmis  degiskenler ara¢ sigortasi fiyatlamasinda olduk¢a sik kullanilan
degiskenlerdir. Sigorta sirketlerinin hayat dis1 sigorta branslarinda fiyatlama igin risk
siniflandirmasi ve adil prim ilkesi amaciyla en sik kullandiklar1 yontem Genellestirilmis
Dogrusal Modellerdir. GLM, ilk kez 1972 yilinda Nelder ve Wedderburn [1] tarafindan
tanitilmistir. Bu ¢aligmada en ¢ok olabilirlik yontemi kullanilarak, parametre tahminleri
iteratif algoritma araciligi ile elde edilmistir. GLM’ nin ilk sigorta uygulamasi i¢in hasar
siklig1 ve hasar biiyiikliigliniin modellenmesi McCullagh ve Nelder [2] tarafindan 1983
yilinda yapilmistir. Temel ¢ikarimlart McCullagh ve Nelder’in [3] kitabinda yer
almaktadir. GLM model kurulumunda, iyi ¢alisan bir yontem olmasi disinda iyi anlasilir
olmas1 ve ¢esitli bilgisayar yazilimlariyla uygulamalara elverisli olmas1 gibi ¢ok sayida
avantaji olan bir modellemedir. Brockman ve Wright [4] tarafindan 1992 yilinda yazilmis
olan makalede, ge¢mis hasar verilerinden elde edilen risk ve prim hesabi i¢in istatistiksel
detaylara yer verilmis ve farkli hasar tiirleri i¢in hasar sikligmin ve siddetinin iki ayr1
model olarak kurulmasi savunulmustur. Bu modellemeler i¢in ise GLM teorisini
Oonermislerdir. Haberman ve Renshaw [5] farkli tip sigorta iiriinleri i¢in GLM uygulamistir.
Murphy, Brockman ve Lee [6] GLM kullanarak polige sahiplerinin kisisel 6zelliklerini
modele dahil ederek giiclii bir fiyatlama sistemi {izerinde ¢alismiglardir. Smyth, Jergensen
[7] her bir hasar gézlemi i¢in hasar sayisinin Poisson, hasar tutarinin ise Gamma dagildig
varsayimmi lizerinden Tweedie dagilimini kullanarak direkt olarak risk modellemesinin
uygulanmasin1 dnermislerdir. Arthur ve Renshaw [8] hasar siireci icin GLM ydntemini
kullanmiglardir. Jong ve Heller [9]; Kaas, Goovaerts, Dhaene ve Denuit [10]; Frees [11]
GLM’nin hayat dis1 risk modellemesindeki 6nemini vurgulamiglardir. David [12]; Kafkova

ve Kfivankova [14]; Valecky [15] aktiieryal modelleme i¢in GLM’yi bir sigorta portfoyl



tizerinde uygulamislardir. Rosenlund [16] hayat dis1 sigorta carpimsal fiyatlamada
ortalama kareli hata i¢in benzetim ile en iyi nokta tahminini elde ederek Tweedie ve GLM

arasinda karsilastirma yapmustir.

GLM genellestirilmis kelimesinden de cagristiracagi gibi Normal dagilimin temel alindig:
dogrusal modellerin genellestirilmis bir versiyonu olup, Ustel dagilim ailesi iiyesi olan
Poisson, Binom, Gamma gibi dagilimlarin model igerisinde kullanimina olanak
saglamaktadir. Sigorta uygulamalarinda GLM nin genis bir yer tutmasinin iki temel sebebi
vardir. Bunlardan ilki, sigorta verisinin normal dagilima uyum gdstermemesidir. Ikinci
sebebi ise yamit ve agiklayic1 degiskenler arasindaki iliskinin toplamsal olarak degil
carpimsal olarak aciklanabiliyor olmasidir. Ohlsson ve Johanson [17] hayat dis1 veri analizi

icin ¢carpimsal modelin yapisini detayli olarak agiklamistir.

GLM; rasgele, sistematik ve bag fonksiyonu olmak iizere 3 bilesenden olusmaktadir ve
aciklayict degiskenlerin olusturdugu sistematik yapi ile yanit degiskeninin olusturdugu
rasgele parametrik yapiy1 bir bag fonksiyonu sayesinde birlestirir. Ancak bag fonksiyonu
ile kurulan bu yapinin dogrusal olmadig1 durumlar s6z konusu olabilmektedir. Boyle bir
sorun ise fiyatlama degiskeninin hasar siklig1 {izerindeki etkisinin  yanlis
degerlendirilmesine neden olur. Yanit degiskeni lizerinde dogrusal olmayan siirekli
degiskenlerin etkisi i¢in GLM yetersiz kalmaktadir. GLM aciklayici degiskenleri bir
dogrusal oOnkestirim formunda modeller. Bu durum kategorik degiskenlere
uygulanabilirken siirekli degiskenlerin dogrusal olmayan etkisi i¢in kisith kalmaktadir.
Hayat dis1 sigorta branglari icin siirekli agiklayici degiskenlerin fiyatlamadaki problemini
¢Ozebilmek ve modele ekleyebilmek i¢in farkli yontemler aranmalidir. Bu baglamda en
genel yaklagim siirekli degiskenleri belirli sayida siniflara bolerek modele dahil etmektir.
Dolayisiyla, yeniden kategorik hale donilisen bu degiskenler yeterli bir sekilde GLM

icerisinde yer alabilmektedir.

Hayat dis1 sigorta fiyatlanmasinda kullanilan genel yaklagim olan siirekli degiskenlerin
kategorik olarak alt smiflara boliinmesi bazi  dezavantajlara neden olmaktadir.
Gruplandirma isleminin dezavantajlart Altman ve Royston [18] tarafindan ele alinmistir.
Fiyatlama modelinde olusturulan farkli gruplar i¢in ani bir prim degisimi s6z konusu
olabilir. Ayrica, agiklayic1 degiskenlerin araliklara boliinerek gruplar haline getirilirken
bilgi kaybina neden olmasi da veri kullannminda etkisiz bir sonucun ortaya ¢ikmasina
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neden olabilmektedir. Uygun araliklar1 belirleme ve gruplara ayirma yontemi oldukca

mesakkatli ve zaman alan bir islemdir.

GLM disinda kullanim alani dar olan alternatif yontemler de mevcuttur. Ruppert [19]
yilinda esnek regresyon modelleri iizerine bir ¢aligma yapmistir. Siirekli degiskenin
kategorik hale getirilmesi, o degiskendeki bir¢cok bilginin kaybina neden olsa da, Klein
[20] bu sekilde kurulmus bir modelin daha pratik olacagini savunmustur. Ote yandan,
stirekli degiskeni alt siiflara bolerken uygun siirlarin belirlenebilmesi i¢in herhangi bir
kural olmamasi sinirlar1 belirleme de zorluk yaratmaktadir. Bu noktada ise Genellestirilmis
Toplamsal Modeller (GAM), dogrusal olmayan modellemeler i¢in iyi bir se¢imdir. GAM,
fonksiyonlar1 toplamsal bir yapiya sahiptir ve bilesenleri diizglin olma varsayimi altinda
GLM nin yar1 parametrik ve genisletilmis seklidir. GAM, dogrusal ya da dogrusal olmayan
regresyon gibi geleneksel yontemlere kiyasla ¢cok daha yiiksek esneklik 6zelligine sahiptir.
Parametrik tahmini kolaylastirir ve yanit degiskeni ile aciklayic1 degiskenler arasindaki
iliskiyi 1yi bir sekilde temellendirmeye yarar. GLM’ye benzer sekilde yanit degiskeninin
ortalamasi ile agiklayici degiskenlerin diizgilinlestirilmis fonksiyon arasindaki iligskiyi bir
bag fonksiyonu ile kurmaktadir. GAM’in gii¢lii yanlarindan biri yanit degiskeni ile
aciklayic1 degiskenler arasindaki yiiksek derecede dogrusal olmayan ve monoton olmayan
iliski sorununun {istesinden gelebiliyor olmasidir. Hastie ve Tibshirani [21]
Genellestirilmis Toplamsal Modeller teorisi ile GLM basta olmak {izere olabilirlik temeline
dayanan tiim regresyon modellerinde uygulanabilen ve Y, 8;X; dogrusal bilesenin yerini
diizgiin fonksiyonlarin toplami olan };s;(X;) toplamsal kestirimin yer aldigi bir model
Onermislerdir. Bu yontem ile dogrusal olmayan agiklayici degiskenlerin model tizerindeki
etkileri aciga c¢ikarilabilmektedir. Hastie ve Tibshirani [22] yayimladiklar1 makalelerinde
toplamsal modelin iistel aileye genisletilmesini orneklendirmislerdir. GAM formu
g(,u(x)) = a+ YF_, fix; olarak belirtilmistir. Hastie ve Tibshirani [23] tarafindan ortaya
atilmis olan GAM, Denuit ve Lang [24] ve Wood [25] tarafindan yapilan ¢aligmalarda da

yer almustir.

GAM siirekli degiskenlerin dogrusal olmayan ve veri kiimesinden tahmin edilmis
bilinmeyen bir diizgiin (smooth) fonksiyon ile modele dahil edilmesine izin verir. Boylece
GAM ile modelleme, olasi dogrusal olmayan bagimliligin kesfedilmesini ve siirekli

degisken ile yanit degiskeni arasindaki bagimliligin temelini diizgiin gorseller ile elde
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edilmesini saglar. GAM uygulama alam genis bir yontemdir. Istatistiksel olarak etkili
diizlestirme parametresi tahmin yontemi siirecinde modelin bilesen fonksiyonlarinin ne
derecede diizgiinlestirilmis olmasi1 gerektigi konusundaki performansi agisindan GAM

yonteminin kullanimi sik¢a goriilmektedir.

GAM siirekli degiskenin model {izerindeki etkisini arastirmak amaciyla diizlestirme
splaynlarin1 kullanmaktadir. Splayn, parcali polinomlarin diiglim adi verilen noktalarda
birleserek olusturdugu bir fonksiyondur. Polinomlar arasinda uyum olusturularak diizgiin
tiirevlenebilir bir formda egri elde edilir. Siirekli degiskenlerin etkisini modele dahil etmek
icin splaynlarin kullanimi GLM teorisinin en 6nemli gelisimi olmustur. Bu teori 1994
yilinda Green ve Silverman’in [26] calismasi ile baslangic yapmistir. Cezalandirma ve
splayn modellerini ¢esitlendirerek tartigmiglardir. 1985 yilinda Silverman [27] diizlestirme
teknikleri i¢in splaynlar1 kullanmistir. Hastie ve Tibshirani [28] GAM ve diizlestirme
yontemlerinin daha esnek parametrik olmayan fonksiyonlar ile geleneksel parametrik
fonksiyonlarin yerini aldigin1 savunmustur. Wahba [29] splayn modellerini matematiksel
olarak temellendirmistir. Ellers ve Marx [30] uygun ceza parametresinin se¢imi igin B-
splaynlarini ele almiglardir. Lee [31] bir benzetim c¢aligmasi ile diizlestirme splaynlari igin
diizlestirme parametresinin se¢ciminde en uygun yontemi arastirmistir. Burman [32] GAM
i¢cin splayn tahminlerini ele almis, model tahmin kriteri i¢in ¢apraz gecerlilik yontemini
kullanmigtir. Diiglim noktalarmin sayisinin belirlenmesi konusundaki belirsizlikten s6z
etmis ve bundan dolay1 veri kiimesine bagli olarak se¢ilen diigiim sayisinin belirlenmesinin

model kurulumundaki 6nemini vurgulamistir.

Diizlestirme splaynlari uygulamalarda basarili bir sekilde kullanilmasi disinda, sigorta
sektorlinde oldukca yeni bir yontem olup genis bir uygulama alani heniiz bulamamistir. Bu
tezin amaci, ¢esitli fiyatlama sorunlarina 1sik tutarak diizlestirme splaynlarin olast

kullanimlarini kesfetmektir.

Bu tez calismasinin birinci boliimiinde literatiir taramasina ayrintili bir sekilde yer

verilmistir.

Ikinci béliimde hayat dis1 sigorta fiyatlamas: ile ilgili agiklamalar, tanimlamalar ve veri
kiimesinin formundan bahsedilmektedir. Hayat dis1 sigorta fiyatlamasi uygulamalarinda
standart yontem olarak bilinen Genellestirilmis Dogrusal Modeller tanitilmaktadir. Farkli

bag fonksiyonlariyla herhangi bir iistel dagilim ailesi liyesi dogrusal modelleme icin
4



uygulanabilmektedir. Ancak hasar siklig1 ve hasar siddeti modellemesi i¢in standart kabul

edilen Poisson ve Gamma dagilimlarina agirlik verilmektedir.

Uciincii boliimde GLM teorisinin genisletilmis bir versiyonu olan Genellestirilmis
Toplamsal Modeller tanitilmaktadir. GAM parametrik ve parametrik olmayan terimlerin
ayni modelde yer almasina izin vermektedir ve bu 6zellik sayesinde model biiylik derecede
esneklik kazanmaktadir. Burada stirekli degiskenlerin etkisini saptayabilmek igin
diizlestirme splaynlari yontemi kullanilmaktadir. Sonrasinda tahmin siirecinde oldukca

onemli yeri olan kiibik ve B-splaynlarin temel 6zellikleri verilmektedir.

Dordiincii boliimde Rstudio programi kullanilarak hayat disi sigorta fiyatlama uygulamasi
verilmektedir. Uygulama igerigi olarak, GLM ve GAM ile hasar siddeti ve hasar sikligi

icin kurulan modeller ile ilgili sonuglar kiyaslanmaktadir.

Son olarak, sonug¢ boliimiinde ise tez calismasinin genel anlatimina ve uygulama ile ilgili
sonuglarin yorumlamasina yer verilmektedir. GLM ve GAM’1n sigorta sektoriindeki yeri,

gelisimi ve dneminden bahsedilmektedir.



2. GENELLESTIRILMiS DOGRUSAL MODELLER

Genellestirilmis dogrusal modellerin temel teorisi, 1970'lerin basinda Nelder ve
Wedderburn tarafindan tamitilmistir, 1990'larin ikinci yarisinda ise kullanimi oldukc¢a

yayginlagmstir.

Hayat dis1 sigorta matematigi, bir sigorta sirketine ulasan ve sirketin iflasindan kaginmak
icin ne kadar primin Odenmesi gerektigi konusunda -tarife analizi olarak bilinen-
modellerin analizi ile ilgilidir. Tarife analizi, bir sigorta sirketinin poligelerinden elde ettigi
sigorta verilerine ve portfoyden gelen hasarlara dayanarak bir tarife (hesaplanmis prim)

elde etmek i¢in yapilan aktiieryal bir ¢aligmadir.

Hasar- Sigortaya konu olan bir riskin gerceklesmesi sonucunda olusan hasarin tazmin
edilmesi icin, sigorta sirketine police sahibi tarafindan yapilan tazminat talebine hasar

denir.

Polige siiresi- Bir sigorta poligesinin yliriirlilkte oldugu zaman dilimine polige siiresi denir.

Polige siiresi, genellikle y1l bazindadir ve polige yil1 olarak ifade edilir.

Hasar sikligi- Belirli bir zaman dilimi igerisinde ylriirliikte olan grup poligelerinin hasar

sayisinin polige yilina bdliinmesi ile elde edilen ortalama hasar sayisina hasar siklig1 denir.

Hasar siddeti- Toplam hasar tutarinin, hasar sayisina boliinmesi ile hasar basina diisen

ortalama maliyet hasar siddetini vermektedir.

Net risk primi- Belirli bir sigorta donemine ait muhtemel hasar miktar1 ve hasar
masraflarin1 karsilamak iizere, sigorta sirketine ait veriler ile istatistiksel yontemler

kullanilarak hesaplanmig prime net risk primi denir.

Cizelge 2.1. Fiyatlama Oranlari

Exposure Agirhig: o Yamit: X Fiyatlama Oranlar: Y =X/
Polige siiresi Hasar say1s1 Hasar siklig1

Hasar sayis1 Hasar tutari (ortalama) Hasar siddeti
Polige siiresi Hasar tutar Risk primi

Hasar sikligi, hasar siddeti ve risk primi fiyatlama oranlaridir. Bu oranlar rasgele

degiskenlerin sonucu ile exposure agirlig1 arasindadir. Fiyatlama analizi dogrudan yanit



degiskenleri ile degil bu fiyatlama oranlarina dayanir. Exposure agirhigi fiyatlama

analizinde 6nemli bir yer almaktadir.

Prim, her bir polige i¢in fiyatlama degiskenleri olarak adlandirilan degiskenlerin degerleri
ile belirlenmektedir. Police sahibinin yasi, arag tipi ve arag¢ yast gibi degiskenler fiyatlama
degiskenlerine ornek gosterilebilir. Her bir fiyatlama degiskeni i¢in ayni smifa ait olan

policeler ayni tarife sinifina aittir.
Modelin olusumu i¢in ii¢ temel varsayim vardir:

1. Zaman bagimsizligi- n farkli zaman arali§i olsun. Cizelge 2.1.’deki X; i zaman

araligindaki yanit degiskeni olsun. Oyleyse X, ..., X,, bagimsizdr.

2. Poligelerin bagimsizligi- Ayn1 zaman dilimine ait n tane farkli polige birbirinden

bagimsizdir.

3. Homojenlik- Aynmi exposure degerine ve tarife hiicresine ait iki farkli police ayni

dagilima sahiptir.

Cizelge 2.2. r Adet Fiyatlama Degiskeni ile Sigorta Verisi

I | wi| xti| ... | X | Vi
1 |w1| x11 Xrl | V1
2 |w2| x12 X2 |2

Fiyatlama analizinde kullanilan veri setinin formu Cizelge 2.2.’de verildigi gibidir.
Stitunlarda bulunan xi; ..., x; fiyatlama degiskenleri her i gozlemi icin birer deger igerir.
Hasar siklig1 analizinde agirlik ya da exposure olarak kullanilan w; police yil sayisi, y; ise

hasar sikligidir. Hasar siddeti analiz edilirken ise w; hasar sayisi, y; hasar siddetidir.

2.1. Dogrusal Modeller
Dogrusal modeller yanit degiskeni Y; ve agiklayici degiskenler xi;, ..., x, arasindaki
dogrusal iliskinin agiklanmasi bu iliskinin bir modelle ifade edilerek tahminlerin yapilmasi

amaciyla kullanilmaktadir.



Y; raslant1 degiskeni yj,...,y» n adet bagimsiz gézlemler olsun. Klasik dogrusal modellerin

temel varsayimlar1 asagidaki gibidir:

e Y yanit degiskeni normal dagilima uymalidir.
Y; ~ N, 0%) @.1)

e [ kesisim noktast fj,...,- bilinmeyen parametreleri ve x;;’ler bilinen agiklayici
degiskenler r adet aciklayici degisken dogrusal 6nkestiriciyi verir.

ni = Bo + P1xix + -+ BrXiy, (2.2)

e Modelin beklenen degerleri ile dogrusal onkestirici arasinda dogrudan bir iligki
vardir. (Birim bag)

E(Y) =w =n; = Bo + P1xix + -+ Brxir (2.3)

Coklu dogrusal regresyon gibi dogrusal modellere dayali teknikler, uygulamali
ekonometride en ¢ok kullanilan istatistiksel yontemlerdir. Ancak aktiieryal uygulamalarda
dogrusal modellerdeki tiim varsayimlar bir sigorta verisi uygulamalari i¢in uygun
olmayabilir. Istatistiksel teori ve bilgisayar yazilimlarmm ilerlemesi Genellestirilmis
Dogrusal Modeller teorisi ile yanit degiskeninin siirekli ya da kategorik olmasina bagl
olmayarak; yanit degiskeni normal dagilim disinda dagilimlara sahip olabilmektedir ve
yanit degiskeni ile agiklayic1 degiskenler arasindaki iligkinin basit dogrusal formda ifade

edilme zorunlulugu yoktur.

2.2. Genellestirilmis Dogrusal Modellerin Yapisi

Genellestirilmis Dogrusal Modeller yanit degiskeninin normal dagilimdan farkli olarak,
dogrusal olmayan bir yapi kullannommna ve {stel dagilim ailesi iiyesi dagilimlarin
kullanimina olanak saglamaktadir. Dagilim ve bag fonksiyonu belirlenerek model
kurulmas1 disindaki 6zellikler itibariyle Klasik Dogrusal Model ile temel formiilizasyonu
hemen hemen aynidir. Genellestirilmis Dogrusal Modellerde, olabilirlik maksimizasyonu
i¢in iteratif en kiiciik kareler yaklagimini gerekli kiliyor olsa da tahmin ve ¢ikarsamalar En

Cok Olabilirlik Tahmini teorisine dayanmaktadir [25].



GLM genel yapi itibariyle (2.4) esitligindeki gibidir.

g =X (2.4)

Genellestirilmis dogrusal modellerin yapis1 lic ayr1 bilesen ile incelenmektedir. Bu
bilesenler; Rasgele bilesen olarak da bilinen yanitin dagilimi bileseni, her bir gézlem igin
atanan dogrusal Onkestiricilerin bulundugu sistematik bilesen ve bag fonksiyonudur. Bu

bilesenler, asagidaki gibi tanimlanabilir.

1. Rasgele Bilegen: Her bir degiskeninin rasgele ve bagimsiz yanit gézlemlere dayandigi ve
tistel dagilim ailesine ait dagilimlardan biri olmak {izere ayni tiir olasilik dagilimina sahip

olan yapidir.

2. Sistematik Bilegsen: Her bir gozlem i¢in bir dogrusal Onkestirici atar ve xiz, Xi2...Xir

aciklayici1 degiskenleri igerir.

ni = BotPixin + -+ BoXir, (2.5)

B1, .-, Br bilinmeyen parametreler, B, katsayr ve x;;’ler agiklayici degiskenlerdir. GLM’
nin bir diger avantaj1 ise dogrusal onkestiricinin yapisi, dogrusal modelin yapisi ile benzer

olmasidir. Dogrusal Onkestirici se¢ciminde uygun olabilen herhangi bir yap1

kullanilabilmektedir [25].

3. Bag Fonksiyonu: Dogrusal modellerde ortalama, agiklayicit degiskenlerin dogrusal bir
fonksiyonudur. GLM i¢in ise, ortalamanin monoton bir doniisiimii agiklayict degiskenlerin
dogrusal bir fonksiyonudur. Esnek olan ve tersi alinabilen g(.) fonksiyonu dogrusal
Onkestirici ile ¥; dagilim fonksiyonunun beklenen degeri y; ile bir bag kurmasindan dolay1

bag fonksiyonu adini alir.

gu) = 1y = BotPixin + -+ Boxir - (2.6)

Bag fonksiyonu tersi alinabilir 6zellige sahip olmasindan dolayr (2.7) esitligindeki gibi

yazilabilmektedir.

ti =g M) = g (Bo+Pixin + -+ Boxir) (2.7)



2.3. Ustel Dagilim Ailesi

Genellestirilmis dogrusal modeller, dogrusal regresyon teorisine kiyasla 6nemli derecede
gelistirilmis bir teoridir. Bu ilerlemenin en biiylik gdstergesi, dogrusal model ile
kiyaslandiginda yalnizca normal dagilimla sinirli kalmayip daha genis dagilim ailelerinin
kullanimina olanak saglamasidir. GLM {istel dagilim ailesinden herhangi bir dagilimla
calismaya imkan vermektedir ve bu da sigorta verileri lizerindeki uygulamalarda biiytik bir

esneklik saglamaktadir.

Ustel dagilim ailesinin genel formu (2.8) esitligindeki gibidir.

yi6; — b(6;)

v ¢>)}, 2:8)

fi(yi; 6i, ) = exp {
fi(yi; 8;, @), Yi kesikli ya da siirekli raslant1 degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu
verir. a(.), b(.), ¢(.) fonksiyonlar iistel dagilim ailesindeki dagilimlarin genel gosterimini
verir. 8; = g(w;) ise Ustel dagilim ailesi i¢in kanonik parametreyi ifade eder ayn1 zamanda
Y; raslanti degiskeninin beklenen degerinin fonksiyonudur. ¢ > 0 ise yayilhim (6lcek)
parametresidir ve bazi ailelerde sabit ve bilinen bir degeri alirken diger ailelerde 6; ile

birlikte veriden tahmin edilecek olup bilinmeyen bir parametredir.

ai(9), b(6)) ve c(y;, ¢) icin farkli segenekler farkli bir dagilim sinifi ve GLM problemine

farkl bir ¢6ziim tanimlamaktadir.

2.3.1. Ortalama ve Varyans

0; ve ¢ parametreleri, Y; raslant1 degiskeni ile ilgili ortalama ve varyans bilgilerini verir.
Log-olabilirlik fonksiyonu /(6;, ¢; y:) = log f (v, 0;, ¢) seklinde verilsin. Ustel dagilim ailesi
i¢in ortalama ve varyans (2.9) ve (2.10) esitligindeki gibi tiiretilebilmektedir.

oLy _(u-bO)
E <a—91) O 0 (2.9)
E a_zl + E<ﬂ>2 =0 (2.10)
067 0;,)
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2.3.2. Normal Dagilhim
u ve o olmak iizere iki parametreli olan normal dagilim iistel dagilim ailesinin bir
tiyesidir. Normal dagilim sigorta verileri modellemesinde kullanimi yaygin bir dagilim

degildir. Olasilik fonksiyonu (2.11) esitligindeki gibidir.

fO)=fiuo?)

1 (v —w?
V202 exp{— 20? } 21D

[lk olarak (2.11) esitliginin her iki yaninin logaritmasi alimir;

1 (v —w?

logf (y; p,0*) = —5log(2m0?) — ~——— (2.12)
Elde edilen (2.12) esitligini tekrar tistel olarak yazilir;
1 (v —1)?
f(y; H) 0-2) S exp {_ Elog(ZT[O'z) — T
2 2
L2y —y A 2yp—p 1 5
fuo?) =exp { 52 > log(2m0?)

(2.13)

2

yu—p®  y* 1
- exp{ T e Elog(Znaz)

1,2 2
yu—spuc  yc 1
- exp{ 022 i ElOg(ZTL’O'Z)}

— — 2 — 2 N Y _1
Buradan, 8 = u, ¢ =04 a(¢p) =0 b(0) = 9 c(y,p) = 2a(¢>) log(Zna(cp))
esitlikleri ile Normal Dagilimin Ustel Dagilim Ailesinin bir iiyesi oldugu goriilmektedir.

Beklenen deger ve varyans (2.14) ve (2.15) esitliklerinde oldugu bi¢imdedir:

d 10
_ — __ p2—p9= 2.14
E(Y) = b(9) 2699 =60 =y, (2.14)

2

Var(¥) = a(@) oz = 02 20 = o7, 2.15)
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2.3.3. Poisson Dagilim
Poisson dagilimi {istel dagilim ailesi iiyesi olan bir diger dagilimdir. A parametreli Poisson

dagiliminin fonksiyonu (2.16) esitligindeki gibidir.

y

A
fO=fy;n= e‘kﬁ. (2.16)

Poisson Dagilimimin Ustel Dagilim Ailesi iiyesi bir dagilim oldugunu gostermek igin ilk

olarak (2.16) esitliginin her iki tarafinin logaritmasi alinir.
logf (y; A) = ylogd — A —log(y"). (2.17)
Daha sonra elde edilen (2.17) esitligin her iki tarafi tistel olarak yazilir.
f(y; 1) = exp{ylogd — 4 —log(yD} (2.18)
0 = logA esitligi kullanilarak (2.19) esitliginde yerine yazilir.
f; 2 = exp{y® —e® —log(yD} (2.19)

Buradan elde edilen ¢ = 1, a(@) = 1, b(0) = €°, c(y,¢) =—log(y!) esitlikleri ile Poisson

Dagiliminm Ustel Dagilim Ailesinin bir iiyesi oldugu gériilmektedir.

Beklenen deger ve varyans (2.20) ve (2.21) esitliklerinde oldugu bi¢cimdedir:

E(Y) = %b(@) = %ee =ef =), (2.20)
Var(Y) = a(qb)a—zb(é?) = iee =2 (2.21)
002 a0 '

2.3.4. Gamma Dagilimi
Gamma dagilimina sahip Y raslanti degiskeninin a sekil parametresi, B oran parametresi ile

olasilik fonksiyonu,

12



a

y©le ™, y,a,>0 (2.22)

FOi @) =i

[lk olarak (2.22) esitliginin logaritmasi alinir.

logf (y; a,B) = alogB —log(T'(a)) + (& — 1)logy — By, (2.23)

Daha sonra Logaritmasi alinmis olan (2.23) esitligi {istel olarak yazilir.

f; a,B) = exp{—Py + alogB + (a — Dlogy — log(T'(a))}

B, (2.24)
= exp {“y 10g; + (a — Dlogy — logF(a)}
a
B 1 1 0 ey
Buradan, 6 ==, ¢ =, a(p) = —— B=ba= e logB = logf — log¢ esitlikleri
elde edilir.
Elde edilen esitlikler olasilik fonksiyonunda yerine koyuldugunda,
6y —logf lo 1
£ 0.9 = exp{ == 5t iqb + (5 ~1)logy ~log(r@)}, 225

— —_ _logp
Buradan a(¢) = —¢, b(0) =—logh, c(y,¢)= Tg + (é — 1) logy — log <F (%))

esitlikleri ile Gamma Dagiliminin Ustel Dagilim Ailesi iiyesi oldugu goriilmektedir.

Ortalama ve varyans sirastyla (2.26) ve (2.27) esitliklerinde gosterildigi gibidir.

0 0 1
02 01 ¢ 1/[/a? a
Var(Y) = a(d))ﬁ b(9) = - @5 = ﬁ = E(F) = E (227)

13



Hasar Siddeti Dagilimi: Gamma Dagilim

Hasar tutarlariin dagilimlar1 genellikle saga carpiktir ve negatif olmayan degerler igerir.
Bu sebeple Gamma dagilimi hasar siddeti i¢cin GLM modellemesinde en yaygin olarak
kullanilan dagilimlardan biridir. Birbirlerinden bagimsiz o tane her biri Gamma dagilimina
uyan raslant1 degiskenleri aym1 f parametresi ve a parametrelerinin toplami ile Gamma
dagilimina uyum gostermektedir. « adet raslanti degiskenlerinin toplami X olarak
gosterilsin, X ~ Gamma(woa, f ). Hasar siddeti i¢in siklik fonksiyonu ¥ = X/ w verildiginde
olasilik fonksiyonu asagidaki gibidir:

@B syt
[Nwa) ’

f) = of (wy) = y >0, (2.28)

Y ~ Gamma(wa, f ) olduguna gore u = a/ff ve ¢ = 1/a olarak parametreler (2.29)

esitliginde yer verildigi gibi gosterilir.

F0) =103 = 175 () yerereme o) (2.29)
WIS T N \ue) | |

Esitligin her iki tarafinin 6nce logaritmasi alinip daha sonra listel formda yazildiginda

(2.30) esitligi elde edilir.

—y/u — log(u)
d/w

i) = exp +log(wy/9)w/d — log(y) ~logN(w/9)}. (230

Ortalama ve varyans, E(Y) = wa / (o B) = u ve Var(Y) = wa / (0 B)?* = ¢u’/ow seklinde elde
edilir. Son olarak (2.30) esitliginde § = -1/ u yazildiginda hasar siddetinin yogunluk
fonksiyonu (2.31) esitligindeki gibi olur.

—y;/6; + log(—6;)
d/w;

+log(wyi/$)wi/d — 0g(y) — o (wi/®)},

fi6i,¢) = exp{
(2.31)

a;(¢) = w;/8,b(0;) = —log0;,c(y;, b, w;) = log(y;w;/P)w;/P — log(y;) —log'(w;/P).

Buradan hasar siddeti i¢in Gamma dagilimmin istel dagilim ailesinin bir iiyesi oldugu

goriilmektedir.
14



2.4. Varyans Fonksiyonu

Varyans fonksiyonu her bir iistel dagilim ailesi {iyesi i¢in karakteristik bir fonksiyondur.
; = E(Y;) = b'(6;) fonksiyonun tersi yazilabilen bir fonksiyon olmasi ile 8; = b' ™ (u;)
yazilabilen fonksiyonu b''(6;) fonksiyonunda yerine yazildiginda (2.32) esitligi elde
edilmektedir.

V() = b" (b (). (232)
Varyans yapisinin ikinci 6zelligi ise Var (Y) ile verildiginde (2.33) esitligindeki gibidir.
Var(¥;) = a;(¢)V () (2.33)

Her iistel dagilim ailesi fonksiyonun o dagilima ait bir varyans fonksiyonu vardir ve GLM
modellemesi uygulandiginda ilk olarak varyans fonksiyonu belirlenir. Hasar siklig
modellemesinde Y; raslant1 degiskeni genellikle Poisson dagilimi V(u;) = u: olarak tahmin
edilir. Hasar siddeti modellemesinde ise Gamma dagilimi1 V(u:) = u? genellikle kullanilan

tistel dagilim ailesi tiyesidir.

Cizelge 2.3. Varyans Fonksiyonlar1

Dagilim Normal Poisson Gamma

V(w) 1 jz w

2.5. Bag Fonksiyonu
Bag fonksiyonun kullanimi, ortalamanin dogrusal yapist goz oniine alindiginda normal

dogrusal modelin genellestirilmesi i¢in bir diger yontemdir.

T

n; = zxijﬁj i=12,..,n (2.34)

j=1
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Klasik dogrusal modelde oOnkestirici ve ortalama arasindaki bag wu; = #; birim bag
fonksiyonu ile saglanirken, GLM i¢in bu bag fonksiyonu g(.) monoton olma ve

tiirevlenebilme kisitlamasi ile g(u;) = #: bu sekilde tanimlanmaktadir.

r

glu) =mn; = Z xijPB;. (2.35)

j=1

GLM’de bag fonksiyonlarinin, modelin belirlenmesinde 6nemli bir yeri vardir ve bunun
avantaji ise bag fonksiyonu sec¢imi ile yanit de§iskeninin dagiliminin birbirinden ayri
sekilde olmasidir. Siklikla kullanilan bir¢ok bag fonksiyonu c¢esidi vardir ve hangi bag
fonksiyonun kullanilacaginin se¢imi oldukca Onem tasir ve dikkatli karar verilmelidir.
Hayat dis1 sigorta fiyatlamasinda log-bag en cok kullanilan bag fonksiyonu c¢esididir.
Agiklayict degiskenlerin etkisinin ¢arpimsal olmasi 6zelligi ile g(y;) = log(u;) log-bag
fonksiyonunun tersi g~1(u;) = e# bigiminde yazilabilir. Bir baska deyisle log-bag
fonksiyonun kullanim1 sayesinde toplamsal etki yerine GLM c¢arpimsal etkinin

logaritmasini tahmin eder.

Cizelge 2.4. Bag Fonksiyonlari

8u:) g ()
Birim Ui Ui
Log In(u:) e
Logit  In(ui/(1- ui)) e*/(1+e#)
Ters 1ui 1/ui

2.6. Yayihim Parametresi

Yayilim parametresi standart hatalar gibi bazi istatistiklerin belirlenmesinde kullanilir. ¢
yayillim parametresi burada eklenti bir parametre olarak diisiiniilir. ¢ yayilim
parametresinin tahmin degeri standart hata ile iliskilidir ve aralarinda dogrusal bir iliski
vardir. ¢ yayillim parametresi biiyiikse standart hata da biiyiik deger alir. Bunun sebebi ise
¢ parametresinin biliylik degerlerinin varyansi arttirtyor olusudur. Genel anlamda diger
tstel dagilim ailesi iiyesi dagilimlarda en ¢ok olabilirlik yontemi ile veri setinden

16



hesaplanmalidir. Bu yontemin dezavantaji ise ¢ yayilim parametresi i¢in belirli bir agik
formiil olmamasindan dolayi tiirevlenemiyor olmasidir. Bu nedenle de en ¢ok olabilirlik

tahmin yontemi uzun siirebilir. Yayilim parametresi ¢’ nin tahmini i¢in alternatif olarak:

Pearson j? istatistigi moment tahmin edicisi su sekilde tanimlanr:

~ 1 wi (Vi — 1)?
¢X“n__r25 V) (2.36)

i
Toplam sapma tahmin edicisi ise:

D(y, )
= (2.37)

GBD:

r, tahmin edilen  parametrelerinin sayisini temsil eder. D ise sapmayi temsil eder.

2.7. Tweedie Dagilim

Risk primi modellemesi zorlayici bir modelleme tiiriidiir. Bu zorlugun sebebi hangi olasilik
dagiliminin sigortaya konu olan riski yaklasik olarak acgiklayabilir olduguna karar
vermektir. Cogu police i¢in hasar olugsmamaktayken hasar olustugunda ise hasar
dagiliminda uzun kuyruklu bir yapiya sebep olmaktadir. Bdyle bir kayip dagiliminin
karsiligr sifir yigilmali ayn1 zamanda saga ¢arpik ve uzun kuyruklu olmalidir. Tweedie

dagilimi bu 6zellikleri kapsayan bir dagilimdir.

Tweedie dagilimlarinda standart iistel dagilim ailesi parametreleri olan x4 ve ¢ ‘ye ek olarak
liclincii bir p parametresi mevcuttur. p parametresi (0,1) aralig1 disinda tiim say1 degerlerini

alabilmektedir. Tweedie dagiliminin varyans fonksiyonu (2.38) esitliginde verildigi gibidir.
V(p) = puP (2.38)

Bazi p parametrelerine gore Tweedie dagiliminin 6zel durumlar1 asagida verildigi gibidir.

p=0 Normal dagilim -

p=1 Poisson dagilimi Hasar siklig1
p=2 Gamma dagilimi Gamma dagilimi
1<p<2 Bilesik Poisson dagilimi | Risk primi
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2.8. Kanonik Bag
Genellestirilmis Dogrusal Modellerde kanonik bag ile rasgele bilesen arasindaki gecis
(2.39) esitliginde verildigi gibidir.

029 18, (2.39)

b(.) ve Db'(.) ustel dagilim ailesinin rasgele bilesen yapisi ile belirlenmektedir boylece
g(.) = b'71(.) ozel se¢imi kanonik bag olmaktadir. (2.39) esitliginde goriildiigii iizere
kanonik bag, 8 parametresini  Onkesitiricisine esitler. Bag fonksiyonu g(.) onkestiriciyi

kanonik parametre ile ayn1 yapar.

EN O RO ER (2.40)

Kanonik bag se¢imi dagilimi1 sadelestirme anlamina gelmektedir. Dagilimlara ait kanonik

baglarin 6rnekleri Cizelge 2.5.’da verildigi gibidir.

Cizelge 2.5. Kanonik Bag

Kanonik Bag
Normal U
Poisson In(u)
Gamma 1/ u
Binom In(u / (1—uw))
Ters Normal 1/ u?

2.9. Offset

Fiyatlama analizinde p beklenen deger dnceden biliniyor olabilmektedir. Bir diger deyisle
biitiin fiyatlama analiz planin1 tamamen giincellemek yerine bazi unsurlar degistirilirken
bazi unsurlar sabit kalmaktadir. Bu duruma 6rnek olarak fiyatlama algoritmasi GLM yani
tahmini analizden hari¢ olarak bir sinif ya da bir bolge i¢in kendine 6zgli bir hasar bazi

degeri ile baslayabilmektedir. Bu gibi durumlarda sabit degisken (hasar baz1 degeri) GLM
18



ile hesaplanmis katsayilar ile belirlenmemektedir. GLM ile fiyatlama modelinin bir parcasi
olan bu sabit degiskenin modeldeki varlig1 diger degiskenler i¢in tahmin edilen katsayilarin
ideal sonuglar vermesini saglamaktadir. GLM bdyle bir 6zellikten faydalanabilmek icin
offset terimine modelde yer verir. Offset terimi belirli bir fiyatlama degiskeninin
kademeleri ya da GLM igindeki degiskenler arasindaki bilinen iliskileri belirlemek icin
kullanilmaktadir. Offset terimi genellikle Poisson regresyon igin bir riske maruz (exposure)
6l¢ii olarak kullanilmaktadir. Verilen dnkestirici gosterimi (2.41) esitliginde oldugu gibi bir

eklenti olarak yer almaktadir.

r

N = z Xi Bj + & (2.41)

j=1

Buradan (2.42) esitligi elde edilmektedir.

EYD=w=g () = g_l(z Xi Bj + &i) (2.42)
ji=1

]

2.10. Parametre Tahmini

GLM’de p parametrelerinin tahmini i¢in en ¢ok olabilirlik yontemi kullanilmaktadir. Log-
olabilirlik fonksiyonu temel basamak olarak parametrelerin tahminleri i¢in her bir f;
parametresine gore tiirevlenir. Log-olabilirlik fonksiyonunun genel formu (2.43) esitliginde

verildigi gibidir.

n

0;y; — b(6;)

LO.¢y) = ) APt (3 ). 243)
o ai(9)

En cok olabilirlik esitliklerinin agik ¢oéziimlemeleri olmamasindan dolayr bu esitlikler

iteratif yontemler kullanilarak ¢oziilmektedir. Dogrusal olmayan esitlikler i¢in parametre

tahmininde kullanilan iki yontemden biri Newton-Raphson digeri ise yeniden

agirliklandinilmis en kiigiik kareler algoritmasidir. Bu algoritmalar bilinmeyen /S

.. e o O e .
parametrelerinin vektoriinii a—L = 0 ¢0zlmii ile iteratif olarak bulmaktadir.
Bj
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2.10.1. Newton-Raphson

Newton-Raphson yontemi dogrusal olmayan denklemlerin ¢oziimiinde en sik bagvurulan

. .9 92 T TV .. . .
yontemdir. a—L skor vektorii ve 5 £ log-olabilirlik ikinci tiirevinin (gézlem) matrisi olan

Bj 898y
Hessian matrisi en ¢ok olabilirlik tahmini i¢in iteratif esitlikler ile hesaplanmalidir.
Iterasyon siireci (2.44) esitliginde verildigi gibi # vektoriiniin elemanlar1 arasinda yaklasik

olarak degisiklik olmayana dek devam eder.
[;(P) ~ B(p—l)_ (2.44)

Newton-Raphson algoritmasi tistel dagilim ailesi iiyesi olan parametrelerin tamaminin

hesaplanmasini saglamaktadir.

2.10.2. Yeniden Agirhklandirilmis En Kiiciik Kareler

Fisher-skoru olarak da bilinen algoritma f parametre vektoriiniin tahmin i¢in agirliklarin
iteratif olarak belirlenmesidir. Newton-Raphson yontemi ile arasindaki fark Hessian
matrisi yerine Fisher bilgi matrisi kullanilmasidir. Fisher bilgi matrisi (2.45) esitliginde

verilmigtir.

I= —E( oL ) = —FE(H) (2.45)
dB;9 P

Fisher bilgi matrisi parametre tahminlerinin tekrarli adim sayist bilgisini vermektedir.

Ayrica Newton-Rapson yonteminde oldugu gibi iistel dagilim ailesi i¢in her bir parametre

katsaymin tahminini saglamaktadir. Bu yontemin uygulanmasi olduk¢a kolaydir. Hessian

matrisine kars1 Fisher bilgi matrisi her zaman pozitiftir. Bundan dolay1 Newton -Raphson

yontemine gore daha giivenilir yakinsamalar beklenir.

2.11. Sapma

L(6, ¢;y) fonksiyonu 6; kanonik parametresi ile i. gozlem i¢in GLM’nin log-olabilirlik
fonksiyonu olarak tanimlanmistir. Kanonik bag 6zelligi dogrultusunda yanit degiskeninin
beklenen degeri log-olabilirlik fonksiyonu olarak kabul edilmektedir ve buradan yola

cikarak @i tahmin edici ortalama vektorii olmak {izere L(fi,¢;y) fonksiyonu
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yazilabilmektedir. Her bir gozlem igin parametre atanmasi durumunda fi = y; esitligi ile
tam uyum saglanmaktadir ve olabilirlik fonksiyonu L(y, ¢; y) seklinde yazilabilmektedir.
Bu sekilde diizenlenmis olan model veri seti ile tam bir uyum gostermesi sebebiyle tam
model olarak bilinmektedir ve dlgek sapmasi D* olarak adlandirilir. Olgek sapma (2.46)

esitliginde verildigi gibidir.

D*=D"(y,i) = 2[L(y,d;¥) — L(I, p; ¥)]

=2 Z[L(}’i' é;yi) — L3, s yi)]
= (2.46)

, Z Y90 — 9() = (b(g() + b(g(a)))
- a;(¢4)

¢ ve Olcek sapmanin ¢arpimi (6l¢eksiz) sapmay1 vermektedir.

D = ¢D* (2.47)

Poisson dagiliminda ¢ = 1 esitligi s6z konusu olmasindan dolay1 6lgek sapma ve sapma

D = D~ seklindedir. Normal, Poisson ve Gamma i¢in sapmalar asagida oldugu gibidir:

e Normal: D(y, i) = X; w; (y; — f1;)?
e Poisson: D(y, ) = 2); w; (y;logy; — yilog fi; —yi + 1)
e Gamma: D(y,f) = 2%; w; (vi/f; — 1 —log(yi/fi;))

Sapma gozlemler ve tahmin degerleri arasindaki farki vermektedir. Ayrica (2.48) ve (2.49)

esitliklerinde verildigi sekilde de yazilabilmektedir.

dOuu) =2 ) vl - 9@) - (b(gO) + b(a@))). (2:48)
i=1

D= z'wid(}’i'ﬂi)- (2.49)
l
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2.12. Artiklar ve Model Gegerliligi
Artiklar GLM’de modelin veri setine uyumu, aykirt degerlerin belirlenmesi ve varyans
varsayimlarinin kontrolii i¢in kullanilmaktadir. Hata terimi ve tahmin degerlerinin gézlem
degerlerinden ne derece farkli oldugunu artiklar1 ile test edilir. GLM’deki artiklar ile
dogrusal modellerdeki artiklar genellikle benzesmektedir. En ¢ok kullanilan Pearson
artiklart (2.50) esitliginde verildigi gibidir.

S { S (2.50)

Pi — — .
VV )/ w;
Standartlastirilmis Pearson artiklar1 (2.51) esitligindeki gibidir.

_ Vi — i
JV(ADa(d)(1 — hy)

(2.51)

Tspi

Sapka degeri olarak bilinen h; = h;; esitligi dogrultusunda elemani oldugu sapka matrisi
(2.52) esitliginde verildigi gibidir.

DY/2X(X'DX)"1X'D/2, (2.52)

Sapka matrisi gozlem degerlerinin vektorii tahmin degerlerinin vektorii ile eslesmektedir.

o = St gn(y; — i)y wid(yi, ;) (2.53)

Sapma artiklar ise (2.54) esitligindeki gibi tanimlanmaktadir.

z_rgi - ¢D* (2.54)

Sapma artiklarinin oldukg¢a 6nemli 6zellikleri mevcuttur. Genel anlamda normal dagilima
daha yakindir. Gozlemler ve GLM ile tahmin edilmis beklenen degerler arasindaki fark
olarak tanimlanmaktadir. Sapma hesaplamast dagilimin carpikligin1 dogrulamaktadir.
Normal dagilimdan biiyiikk bir sapma s6z konusu oldugunda model i¢in dagilim
varsayimlarinin uyum saglamadigmmi yorumlayabilmek ic¢in iyi bir gostergedir.

Standartlastirilmis sapma artiklar1 Pearson artiklarinda oldugu sekilde elde edilmistir.
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Tspi = SLGNY; — ;) (DA =)

Sapma artiklart model tahminleri igin varsayimlar gegerli ise varyansin 1’e esit olabilmesi

i¢in standartlastirilmaktadir.
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3. GENELLESTIRILMIS TOPLAMSAL MODELLER

Hastie ve Tibshirani 1980’lerde siirekli degiskenin model {izerindeki etkisini ¢alismis ve

Genellestirilmis Toplamsal Modelleri tanitmiglardir.

Genellestirilmis Toplamsal Modeller, Genellestirilmis Dogrusal Modellerden farkli olarak
hayat dis1 sigorta iirlinlerinde hemen hemen bir ya da birden ¢ok olan siirekli degiskenleri
belirli araliklara bolerek kategorik bir hale getirmek yerine diizlestirme splayni uygulamasi

ile siirekli degiskenin model {izerindeki etkisini analiz edebilmektedir.

Genellestirilmis Dogrusal Modeller siirekli degiskenleri araliklara bolerek gruplandirma
islemi ayni araliktaki tiim policelerin ayni degerleri tasidigini varsayar. Bu yoOntem
yeterince 1yi ¢alismaktadir ancak ayni aralikta bulunan iki farkli poligenin prim 6demeleri
birbirinden farkli olmasi1 gerekebilirken bir sonraki grup araligindaki polige ile de yakin
O0demeler olmas1 gerekebilir. Buna 6rnek olarak polige sahibinin yast degiskeni {izerinden
18-25 ve 26-30 olarak gruplandirildigimi varsayildiginda 25 ve 26 yaslar1 arasinda ¢ok
keskin bir gecis olmasi prim édemelerinde bir adaletsizlik olusturabilir. Ayn1 sekilde 26 ve
30 yasindaki police sahiplerine de ayni1 derecede risk grubuna ait olarak yaklasilmasi da

celigkilidir. Bu da yontemin dezavantaji olarak goriilebilir.

Genellestirilmis Dogrusal Modellerin genisletilmis bir sekli olan Genellestirilmis
Toplamsal Modeller hem parametrik hem parametrik olmayan terimleri aym1 modelde

toplayabiliyor olmasi ile model agisindan biiyiik bir esneklik saglamaktadir.

3.1. Giris
Xij, ] degisken i¢in 1. gozlem degeri olmak lzere x;q, ..., x;;’ler Cizelge 2.1.deki gibi bir

liste formu veri setinde yer alan siirekli ya da kategorik fiyatlama degiskenleri olsun.

r

n;i =Zx,ij.8jr (3.1)

j=1
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p;’ler bilinmeyen parametrelerdir. x;; yerine x';; kullaniminin nedeni 7; énkestiricisindeki
agiklayic1 degiskenlerin x;; orijinal degiskenlerin bir doniisiimii oldugunu vurgulamak

icindir. Model agiklayici degiskenlerin iligkili oldugu f parametrelerini gosteren daha agik

bir sekilde yazilacak olursa;

K Kj
N =Po+ Z Bk, 1k, (xi1) + Z .Bjkj¢jkj(xij)- (3.2)

k1=1 k ]=1
[ parametreleri (3.2) esitliginde yeniden numaralandirilmistir. j degiskeni kategorik ise
{21, ...,z } arasindaki siirh bir deger kiimesi varsayimi ile x;;, z; deerine esit olup
olmamasina gore d)jkj (x,- j), 0 ya da 1 degerini alir. j degiskeni strekli K; araliklarina
bollinlir sonrasinda x;;’nin k araliginda olup olmamasina gore c[)jkj(xl- j), 0 ya da 1

degerini alir.

Genellestirilmis Toplamsal Modeller ilk kez Hastie ve Tibshirani tarafindan 1986 ve 1990
yillarinda tamitilmistir.  Genellestirilmis Toplamsal Modellerin genel yapis1 (3.3)
esitligindeki gibidir.

m = g(w) = Bo+ filxi) + folxiz) + -+ fi(xi)), (3.3)
g(u;) bag fonksiyonudur; y; = E(Y;), Y; yanit degiskeninin beklenen degeridir; Y; yanit
degiskeni tistel dagilim ailesine ait bir dagilima uymaktadir; f; fonksiyonlar ise diizgiin

(smooth) fonksiyondur.

Genellestirilmis Toplamsal Modeller, GLM nin genisletilmis bir hali oldugu i¢in baz1 f;
fonksiyonlar1 dogrusal formda varsayilabilmektedir. Dogrusal olmayan f; fonksiyonlari ise

diizlestirme splaynlar1 gibi, diizlestirme yontemleri kullanilarak modellenebilir.

Genellestirilmis Toplamsal Modeller, GLM’lere gore daha esnek bir model olusumu
saglamaktadir. Agiklayict degiskenler ile yanit degiskeninin beklenen degeri arasinda
dogrusallik sarti aranmamaktadir. Genellestirilmis Toplamsal Modellerin temelinde f;

diizgiin fonksiyonlarinin tahmini yatmaktadir.
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3.2. Splayn Fonksiyonlari

Splayn, pargali polinom egrilerinin kesistigi yerde birbirine baglanarak ve baglandiklar1 bu
noktalarda belli derecelerden tiirevlenebilen yiiksek dereceli piiriizsiiz fonksiyonlardir.
Parcal1 polinomlarin birbirine baglandig1 u; < -+ < u,, araliginda olacak sekilde siralanan
Uy, ..., Wy noktalan diigiim noktalar: olarak adlandirilir. En basit yapili splayn dogrusal

splayn olarak tanimlanir.

pr(x) = ay + bx k=1,..m-1 (3.4)

Dogrusal splaynin bitis noktalarindaki kesigim (3.5)’te verilmistir.

Pre-1(ug) = pic () k=2.,m-1 (3.5)

[uy, uy,] araliginda siirekli ve herhangi bir u, ve uy,, araliginda dogrusal bir s(x)

fonksiyonu tanimlanirsa;

s() =pr(x), ur<x<ug,,; k=1,.,m-1 (3.6)

Genel bir ifade kullanilacak olursa [u4, u,,] araliginda j dereceden bir splayn, her bir [uy,
Ur4+q] araligindaki j-I kez tiirevlenebiliyor ise j. dereceden bir polinom olarak

tanimlanabilmektedir.

3.2.1. Kiibik Splayn
Kullanim1 en yaygin olan kiibik splaynlardir. Kiibik polinom fonksiyonu (3.7) esitliginde
verildigi gibidir.

pr(X) =ap +bpx + x®> +dpx® k=1,..,m-—1, (3.7)

Her bir diigiim noktas1 (3.8) esitliginde ifade edildigi gibidir. Esitlikte verilen u;, m
dereceden diiglim sayisini, esitlik ise ardisik polinomlar i¢in diigiim sayilarinin esitligini

vermektedir.

p(q)k_l(uk) = p(‘”k(uk) k=2,..m—-1, q=01,2, (3.8)

s(x) kiibik splayni (3.9) esitligindeki gibi tanimlanabilmektedir.
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p(J)k‘ Up Ve Up4q

s(x) = { (3.9)

0, diger

Bir kiibik splayn ay, by, ¢, dj. gibi 4 parametreye sahip m-1 kiibik polinom i¢ermektedir.
Iki kez tiirevlenebilen siirekli bir s fonksiyonu i¢in 4(m — 1) olarak genel parametre sayisi
ifadesi her bir i¢ diigiim noktasinda sartlar1 olan ardisik polinomlarin diigiim noktalarmin
birinci ve ikinci tiirevlerinde esit oldugu belirterek ger¢ek parametre sayisint m + 2’ye
diisiiriilmektedir. Sonrasinda ise kiibik splayn [uq, u,,] araligmi dahil ederek [a, b]
araligina genisletilmektedir. [a, b] araligindaki bir kiibik splaynin a ve b noktalarinda
ikinci ve ticlincii tiirevleri 0 ise bu splayna dogal splayn denir ve d; = ¢y =d,,, = ¢, =0

olarak gosterilir. Boylece s, [a, uq] ve [u,,, b] uc araliklarinda dogrusaldir.

1w 15 20 25 0

Sekil 3.1. Kiibik Splayn Ornegi

Dogal kiibik splayn hesaplamasi i¢in (3.7) esitligi uygun bir gosterim degildir. Her bir
diigiim noktasinda ikinci tiirevi ve verilen degerleri ile diiglim sayis1 kadar parametre sayisi
kullanilan dogal kiibik splayn tanimlanabilmektedir. s(x) u; < -+ < u,, digimleri ile bir
dogal kiibik splayn olsun. O halde (3.10) esitligi verildigi gibidir.
s=(s;,,Sn), sg=s(u) k=1,..,m

Y= (VZJ ---;Vm—l)’; Y = S”(uk) k=2,..m—1
s ve y vektorleri s(x) egrisini tamamen belirtmektedir.

(3.10)

3.2.2. B-splayn
Kiibik splaynlar1 bircok sekilde parametrize etmek miimkiindiir. Temel splaylanlarin

(basis-splines) dogrusal kombinasyonlari ile B-splaynlar olusturulabilmektedir.

27



B-splayn yaygin olarak kullanilan bir splayn tiiriidiir ve diiglim noktalarindan serbestlik
ozelligi vardir. k=1,...,m—2 i¢in diigim noktalarinda si¢cramalar ile basamak

fonksiyonlar1 i¢in bir baz tanimlanacak olursa :

_ (L x € [up, upy1];
Bo(x) = {0, oteki degerlericin (3.11)
(1, X € [Up—1, Um];
Bom-1(x) = { 0, otekidegerlericin (3.12)

Elde edilen (3.11) ve (3.12) sonrasinda (3.13) esitliginde B-splaynlar yinelemeli olarak j >

Ovek =1,...,m+ j icin tanimlanabilmektedir.

X —Uk_j-—q Uy — X
——— B () + ——— B, (%) (3.13)

] 1,k

Bu yineleme formiilii genellikle Boor’s recursion olarak bilinmektedir. k < 0 ya da

k = m + j sartlar1 i¢in Bj ;(x) = 0’dir. Sonrasinda k < 0 i¢in u, = u; ve k = m + 1 igin
Uy = Up, dir. Buradan anlasiliyor ki Bj,(x), (ug-j = uj4q) araliginda pozititken diger

noktalarda sifirdir.

Teorem 1. Verilmis olan splayn diigiimleri icin j dereceden B-splaynlarin dogrusal bir
kombinasyonu olarak fy,...,Bm4j-1 sabitleri i¢in aym dereceden bir s splayn 3.14’teki

gibi yazilabilmektedir.

m+j-1

s(x) = z BBy (3.14)
k=1

Bi(x),...,Bjp42(x)’ler kiibik B-splaynlar olmak tiizere (3.15) esitliginde ise s kiibik
splayni teorem 1’e gore yazilmistir.

m+2

S0 = ) BBy (3.15)
=1

3.3. Cezah Sapma

Birinci boliimde parametre tahminlerinin log-olabilirlik maksimizasyonu ile hesaplandigi
gosterilmisti. Ortalama tahmini s6z konusu oldugunda sapma minimizasyonu ile tahmin
elde edilmektedir. Normal, Poisson ve Gamma dagilimlar1 i¢in D(y, ft) 6l¢eksiz sapmalar

verilmistir.
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e Normal: D(y, 1) = X; w; (y; — ;)°
e Poisson: D(y, 1) = 2%; w; (yilogy; — yilog iy —yi + i)
o Gamma: D(y,f) = 2%; w; (vi/fi — 1 —log(yi/ i)
Temel fikir sapmaya bir ceza terimi ekleyerek f fonksiyonunu en kii¢iik yapan fonksiyonu

bulmaktir.

b
M) = DO +A [ (G0 dx (3.16)

A parametresi, veriye tam uyum Ol¢lisii olan sapma ve f fonksiyonunun degiskenligi
arasinda bir denge kurar. Sapmanin D(y,u), n; =gu) = Bo + fi(x;1) esitligi

dogrultusunda f fonksiyonuna bagli oldugu goriilmektedir.

3.4. Tahmin- Tek Fiyatlama Degiskeni

Bu boéliimde Poisson ve Gamma dagilimlar1 hasar sikli§1 ve hasar siddeti modellemeleri
icin Ohlsson, Johansn [17] prensibi kullanilacaktir. Hasar siklig1 ve hasar siddeti i¢in temel
modellerin gosteriminden Once sigorta uygulamalarinda nadiren goriillen Normal dagilim

durumundaki gozlemler i¢in siirekli degisken etkisi incelenecektir.

3.4.1. Normal Dagilim Durumunda
Cizelge 3.1.°deki gibi tek degiskenli bir sigorta verisi iizerinde c¢alisildig1 varsayilsin. y;

anahtar oran, w; exposure agirligl, x; ise herhangi bir siirekli degisken olmak tizere;

Cizelge 3.1. Tek Degiskenli Sigorta Verisi

~.

Xi | i | Vi

W N =
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Yalnizca bir adet siirekli degiskenin olmasindan dolay1 f diizgiin (piiriizsiiz) fonksiyon i¢in
W; ortalamanin x; iizerinde bagimliligi oldugunu gosteren model (3.17) esitligindeki

gibidir.

ni = guy) = f(xy), (3.17)

Genellestirilmis toplamsal modellerin en basit 6rnegi bu sekildedir. x; siirekli degiskeninin
muhtemel degerleri z; < --- < z,, olsun ve x; = z; esitligindeki tiim i’leri [, olarak
gosterilsin. Tiim agirliklarin ve gbézlemlerin toplami (3.18) esitligindeki gibidir.

_ B 1

Wg = z Wi, Ve == ) Wil (3.18)

w
i€ly k i€ly

Normal dagilim i¢in bag fonksiyonu olan birim bag fonksiyonunun 6zelligi goz Oniinde
bulunduruldugunda n; = p; esitligi yazilabilmektedir. Normal dagilim i¢in sapma (3.19)
esitliginde verildigi gibidir.

> @G- f@))? (3.19)

Iki kez tiirevlenebilir siirekli herhangi bir f fonksiyon igin (3.16) esitligindeki cezali
sapmay1 en kiiclik yapacak olan s dogal kiibik splayn;

m

b
D) =) B~ 5@+ [ @) dx (3.20)

k=1
Dogal kiibik splayn [zy,z,,] araligi disinda dogrusaldir. Bundan dolay1 cezali sapma
esitligi i¢inde yalnizca x € [zq,z,,] sarti altindaki s(x) dogal kiibik splayn fonksiyonu

kullanilmaktadir.

z

b m
f (s""(x))? dx =f (s"(x))? dx. (3.21)

21
Teorem 1’de goriildigii gibi s(x) fonksiyonu [z4, z,,] aralifinda (3.22) esitligindeki gibi
yazilabilir.

m+2

S0 = ) BB, (3.22)
=1
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B1(x), ..., By (x)’ler  zy,...,2,, digim noktalar1 ile kiibik B-splaynlar olmak {izere
B1, -, Pm+2 parametrelerinin fonksiyonu olacak sekilde cezali sapma (3.23) esitliginde

yeniden diizenlenmistir.

m m+2 m+2 m+2
NOESICA S Z BB (1) ”Z Z BBy, (323)
k=1 j=1 k=
Qjp = le B";(x)B" (x) dx. (3.24)

B1, -, Bm+2 parametreleri (3.25) ve (3.26) esitliklerinde £ = 1, ..., m + 2 i¢in sirayla, 6nce

kismi tiirev ile minimize edilmis sonra kismi tlirevler sifira esitlenmistir.

m+2 m+2

oA =
= ==2) | Fi- Z BB, (z1) | Ba(zi) + 24 Z B/ (3.25)

0B L
m+2

Zmz @y B;B;(z1)Be(2k) +AZ B = Z @i FiBe(z1), (3.26)

(3.26) esitligini matris formunda yazmak miimkiindiir. @, esas kosegen ile m X m’lik W

matrisi ve (m + 2) X (m + 2)’lik j; elemanlarindan olusan € simetrik matris olsun.

B = (B Pmsz) ve Yy = (V1, ..., V)" siitun vektorleri olmak tlizere m x (m + 2)’lik B

matrisi;
Bi(z1) By(z1) - Bms2(z1)
B = B1(-Zz) Bz(-Zz) Bm+%(Zz) ’
Biam) Br(@m) . Brss(om)

(3.26) esitliginin daha 6z bir sekilde ifadesi (3.27) esitliginde verilmistir.

(BWB + 12)B = B'Wy. (3.27)

3.4.2. Poisson Dagilimi Durumunda
Hasar sikligi modellemesi Poisson durumu i¢in tek degisken ile tahmin bu boliimiin
konusu olacaktir. Hasar sikligi modellemesi yapilirken logaritmik bag fonksiyonu g(u) =

logu olarak varsayilir. Poisson dagilimi i¢in sapma kullanilirken u; = exp{s(x;)}

31



esitliginden s dogal kiibik splayn @; birlesmis agirliklar, y; birlesmis goézlemler olsun.

Poisson durumu i¢in cezali sapma ise (3.28) esitliginde verildigi gibidir.

AGS)=2 ) BGilogTi — Tis(a) - T + exls(z))
=1 (3.28)

Zm
+ Af (s"(x))? dx
21
(3.29) esitliginde verilen S, ..., Bim4+2 parametelerinin en kiigiik degerleri bulunur.

2
m+2

A(B) = 22 Wy | Y log Ik — Y z BiBi(zx) | — ¥k
m+2 m+2 m+2 (3.29)
+exp z BiBj(zx) + A z z B;BiLjk-
j=1 k=
By’ ye gore tiirevi alindiginda (3.30) esitliginde verildigi gibidir.
m m+2
= @B +Z By (@B + 2 Z By = (3:30)
k=1
£=1,...,m+ 2 igin (3.31) esitliginde ortalama verilmistir.
m+2
v(a) = exp{ ) BBz, (331)
=1

Logaritmik bag fonksiyonu kullanilarak hasar sikligi ve hasar siddeti modellemesi
esnasinda ortalamanin ¢arpimsal yapisi i¢in karsilik gelen esitlik dogrusal olmaktan ¢ikar
ve iteratif olarak ¢ozlimlenir. Bu durumda y(z;) dogrusal olmayan bir sekilde S, ..., Bm+2
parametrelerine baghdir. Boylece f minimizasyonun belirlenmesi i¢in Newton-Raphson
iterasyonu yontemi kullanilir.

m+2

he(Brs - Bmsa) = = Z wkkaf(zkHZ wky(zkwe(zk)uz;f, e (632

j=
£=1,...,m+ 2 i¢in bilinmeyen f4, ..., Bm+2 parametrelerini bulmak icin (3.33) esitligi

¢Ozilir.

he(Byy ) Pms2) =0, £=1,..,m+2, (3.33)

(3.34) esitligindeki dogrusal esitlik sistemleri ile iteratif ¢6ziim yapilir.
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m+2

he(B17, ) Braz™) + Z (B, - ;™)
j=1

J

oh,
3B

£=1,..,m+ 2icgin,

m
dh
an - Z @y (21) Bj(z1) Bo(z10) + A0y,
]

k=1
m+2

y = exp Z 8, B;(z)},
j=1

(:Bl(n)' '"lﬁm+2(n)) = 0;

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.36) esitlinde ortalamadaki n. iterasyonu gostermektedir. Bazi cebirsel diizenlemeler

sonucunda dogrusal esitlik sistemi (3.37) esitliginde verildigi gibi yeniden diizenlenmistir.

m+2 m m+2
~ 1 1
> @B @B +2 ) B0y,
j=1 k=1 j=1
= Z G| Tl -1+ Z ,Bj(n) Bi(zi) | Be(zi),
k=1 =1

£=1,...,m+ 2 icin m X m kdsegen matrisi W™ olarak gosterilmektedir.

(wm) =@ v

L ve y™ vektorleri (3.39) ile (3.40) esitliginde verildigi gibidir.

g = (51("), 7(&)2)

m+2

™), =P/ =1+ ) B Bz
Jj=1

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Dogrusal esitlik sistemi normal dagilim durumundaki matris formuna benzer olarak (3.41)

esitliginde verildigi gibidir.

(BW™B + 1Q)™ = Bw™y®,

3.4.3. Gamma Dagilimi1 Durumunda

(3.41)

Hasar siddeti modeli i¢cin Gamma dagilimi hesaplamalari Poisson durumundaki

hesaplamalara ¢ok benzerdir. Poisson durumunda logaritmik bag fonksiyonu ile kullanilan

notasyonlar sonucunda Gamma dagilimi i¢in sapma (3.42) esitliginde verildigi gibidir.
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2 Z <exp{s Gy~ L log - s(zk)). (3.42)

Poisson durumundaki argiimanlar yeniden kullanilarak (3.30) esitligine karsilik Gamma

icin (3.43) esitliginde verildigi gibidir.

£=1,...m+2 i(;in bilinmeyen fy, ..., Bm+2 yeniden dogrusal olmayan parametrelerdir

m+2

S Be(s) + Z BiBy(ai) + 2 Z B (4

ve (3.37) esitligine karsilik olarak Newton-Raphson yontemi kullanildiginda (3.44) esitligi
elde edilir.

3

+2 m 42
e (Vk/ylgn))Bj(Zk)Bf(Zk)ﬁj(nH) +4 z :Bj(n+1)Qj{’
T m+2 = (3.44)
> we G| 1= 7+ ) BB |BeC,
k=1 =1

£=1,...m+2 icin (3.27) esitligindeki normal durumundaki matrisin aynist elde

edilmistir. Agirlik matrisi ve gozlem vektorii verildiginde (3.45) esitligi ile elde edilir.

- - m+2
o= () 0= () e D e o

j=1

3.5. Coklu Fiyatlama Degiskeni ile Tahmin

Hayat dis1 sigorta fiyatlamasinda yalnizca tek bir fiyatlama degiskeni ile modelleme nadir
goriilen bir durumdur. Bu durumda c¢oklu degiskenin ve en az bir adet siirekli degiskenin
oldugu bir model olusturulmalidir. (3.46) esitliginde goriildiigii lizere iki adet siirekli

degisken ile kalan degiskenlerin kategorik oldugunu varsayan bir model olusturulmustur.

m1+2 m2+2

=g(u;) = Zﬁ;x ij + Z Bk Bk (x1;) + Z B2eB2(x2;), (3.46)

(3.46) esitliginde x;; modeldeki birinci siirekli degisken olup alacagr muhtemel degerler

Z11, «, Z1m, VE Xg; ikinci siirekli degisken olup alacagi muhtemel degerler z,4, ..., Zop,

degerleridir. Kategorik degiskenler i¢in x';; = 1’dir ve B, katsayidir. Ortalamanin
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carpimsal yapist n; = log(g(u;)) oldugunda cezali olabilirlik poisson dagilimi ile bir hasar
siklig1 modeli (3.47) esitligindeki gibi olusturulmustur.

m1+2 m1+2

A=2 Z w;(y;logy, —yilogu; —yi + ;) + A4 Z Z .31j,31k91%) (3.47)
7 =1 k=

j=1 k=1
myo+2my+2

i DD Baylbay.
j=1 k=1

Q) = [7™ By (0B () dx, QR = [7™ BY;(x)By(x) dx. (3.48)

Z11 Z21
Buradan sapmaya iki ceza terimi eklenerek iki stirekli degiskene karsilik olacaktir. (3.49)

esitliginde oldugu gibidir.

r
Yoi = exp Zﬁjx{j ,
j=0
m1+2
Y1i = exp Z .BljBlj(xli) ) (3.49)
Jj=1

myp+2

Y2i = exp z ,szsz(xzi) .
j=0

Burada amag¢ [ parametrelerinin tahmin edilmesidir. B, ..., B ve Ba1, ., Bom,+2

parametrelerinin  bilindigi varsayiminda Poisson dagilimi durumu ic¢in sapma (3.50)

esitliginde oldugu gibidir.

2 z w;(yilogy; — yilogu; — yi+ 1)
i

=2 Z w;(yilogy; — ¥ilog(Yoiv1i¥2i) — ¥i + YoiV1i¥2i) (3.50)
i
Yi Yi Yi Vi
i 1roir2i YoiV2i YoiY2i YoiV2i 1l YoiV2i .

(3.50) esitliginden yola ¢ikarak;

_ Vi
YoiVai

w; = WYoiV2ir Vi (3.51)

Cezali sapma (3.52) esitligi gibidir.
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mq+2 m1+2

A=2) wiyilogyl —yilogyi—vi + 1)+ A4 ) > Bubulfy, (.52
i k=1

=1
P11, s B1m,+2 parametrelerinin tahmini yapilirken esitlikte yalnizca katsayr olarak

bulunacagindan ikinci ceza terimine (3.52) esitliginde yer verilmemistir. (3.4.2) alt

bagliginda da ayni diizlestirme splayn yontemi ile bilinmeyen B4, ..., By m, +2 parametreleri

tahmin edilebilmektedir. Sapmanin yy;¥1; Ve Vo;Y2i carpanlarinda simetrik olusundan

dolay1 ¢arpanlarina y,;, ¥1;, V2i aynt sekilde ayrilabilmektedir.

Cezali terimler modelde yalnizca sabit durumunda olacagi igin fiq,...,B1m,+2 V€
B21, +» B2,m, +2 parametreleri verilmis varsayilarak yalmzca kategorik degiskenler igin ayni

sekilde Sy, ..., B parametrelerinin tahmini yapilmaktadir.

Backfitting Algoritma

Poisson dagilimi ile ¢ok degiskenli tahmin siireci bu béliimde dzetlenecektir. Oncelikle
baslangi¢ parametresi tahmin edilecektir. Ornegin, f;; = - = Bimy+2 = P21 = . =
B2m,+2 = 0 olarak alindiginda siirekli degiskenlerin ¢ikarildigi veri setinin analizi ile

Bo, ..., B, tiiretilebilir.

T
Yoi = exp Zﬁjx{j ,
=0
m1+2
V1 = exp Z .é1jB1j(x1i) ) (3.53)
j=1

mop+2

V2i = exp z ﬁszzj(xzi) .
j=0

Backfitting algoritma iterasyonu ii¢ adim igerir:

1- Bolim (3.4.2)’de agiklandig1 gibi gozlemler ve agirliklar kullanilarak splayn yontemi ile
tek siirekli x,; degiskeni i¢in yeni bir set B4, ...,ﬁALmﬁz tahmin edici parametreler
hesaplanir.

_ Vi
YoiV2i

w; = WiYoiV2i» Vi (3.54)
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2- Gozlemler ve agirliklar kullanilarak splayn yontemi ile siirekli x,; degiskeni i¢in yeni

bir set B4, ..., P2,m,+2 tahmin edici parametreler hesaplanr.

_ Vi
YoiV1i

w; = wYoiYiir Vi (3.55)

3- Gozlemler ve agirhiklar kullamlarak kategorik degiskenler i¢in S, ..., B tahmin edici

parametrelerin hesaplanabilmesi i¢in standart GLM yontemi kullanilir.

_ Vi
YiiVai

w; = WY1iY2ir Vi (3.56)

Tahminler yakinsayana dek bu islem devam ettirilir.

Hasar siddeti i¢in Gamma dagilimi iizerinden parametre tahminleri ise hasar siklig1 i¢in
Poisson dagilimindan yalnizca agirliklar1 farkli olmak tizere kalan kisimlar1 ayni sekilde

birakarak tahmin yapilmaktadir.

3.6. A Diizlestirme Parametresi

A diizlestirme parametresi verilmis ise, cezali sapma yalnizca modeldeki f katsayilarinin
tahminini yapmaktadir. Diizlestirme splaynlar1 i¢in A = 0 ise bu durumda interpolasyon
diizlestirici splayn ya da A = oo ise diiz bir dogrusal regresyon egrisi elde edilir.
Diizlestirme parametresine deger secimi modeli kuran kisiye bagli bir durumdur.
Modelleme siirecinde istatistiksel bilginin yan1 sira veri setinin de iyi bir sekilde
anlasilmasi olduk¢a 6nemlidir. A diizlestirme parametresinin se¢imi i¢in her zaman uygun
otomatik bir yontem vardir. Bu otomatik yontem olduk¢a dogru bir uyum yakalayabildigi
gibi, zayif secimler giivensiz tahminlere ya da asir1 uyum (overfitting) gibi bir durumlara

da yol agabilmektedir.

Bu béliimde A diizlestirme parametresi se¢imi i¢in olduk¢a fazla kullanilan veri temelli ve
otomatik bir yontem olan Capraz Gegerlilik (Cross-Validation) yontemi kullanilacaktir.

Normal, Poisson ve Gamma dagilimlari i¢in yontem sirastyla verilecektir.

Normal dagilima uyan bir veri setinden y, ’ya karsilik gelen z; ’nin ¢ikarildig1 varsayilarak;
cikarilmis olan k gozlemi i¢in ve uygun bir A degeri i¢in kiiclltiilmiis veri seti ile S,’(1 (zx)

minimize eden splayn fonksiyonu bulunur. Bu sekilde kalan m — 1 gozlem ile ilerlenebilir.
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Sonrasi hata tahmini kareler toplamini en kiigiik yapan en iyi A degeri (3.57) esitligindeki

gibidir.
CW =) Bl — st (357)
k=1

Silinmis her bir ¥}, veri noktas1 i¢in m minimizasyon sorunu ¢oziilmelidir. Normal dagilim
durumunda C (A1) hesaplamasi, biitiin veri seti i¢in tek bir splayn ¢6ziimlemesi durumunda

sadelesebilir.

(3.27) esitliginde oldugu gibi A ve her bir m elemanli § gbézlem vektorii verilmis olup

dogrusal esitlik sistemi ile bilinmeyen parametreler hesaplanmaktadir.
(B'WB + AQ)B = B'Wy. (3.58)

A, z;,’da [, tahmin edici ortalamalarin elemanlari ile slitun vektori ise;
m+2
=) BB, (3.59)
j=1

(3.59) esitliginin matris formu i = BB seklindedir. Bir y vektoriindeki gozlemler her ne
olursa olsun, tahmin edici ortalamalar i = Ay seklinde yazilabilir. A, m X m boyutlu

diizlestirme matrisi olmak iizere (3.60) esitliginde verildigi gibidir.
A=B(B'WB+ 1Q)"'B'W. (3.60)

k. gozlemin silinmis oldugu verilmis herhangi bir verilmis A degeri i¢in en kiigiik kiibik

splayn s, (x) = s (x) seklindedir. y* vektorii m uzunlugunda y; elemanlar ile (3.61)

esitligindeki gibidir.
. )7]' j*k
yi = ] (3.61)
! {SI% (zx) j=k

A = {ay;} ve ¥y, ..., ¥m gozlem degerleri igin s(x) en kiiglik yapan kiibik splayn olsun.
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m

sit(z) = Z ayy; = Z ay;¥; + Ak

j=1 1<jsm
j*k
m (3.62)
* ~ A
= z arjy; — akkVi + QreSi (21)
j=1

= 5(z)) — QT + QS (Z).

Fi — st(zi) = i — s(zi) + ar (T — s7(2)

_ Ik —s(z) (3.63)

1—akk '

(3.63) esitligindeki ifadeler (3.57) esitliginde yerine konuldugunda (3.64) esitligi elde

edilir.
m ~ 2
— S\Z
cm=254&—ﬁs (3.64)
=] 1—ag

s(zy) biitiin veri seti i¢in en kiigiik splayndir ve ayj, A matrisinin kogegen elemanlarini
olusturmaktadir. k. gézlemin kaldirilmasina ve diizlestirmeyi yeniden ¢oziimlemeye gerek
yoktur. Yalnizca bir kez biitiin veri seti ile model fit edilmeli ve diizlestirici matrisin
kosegen elemanlar1 hesaplanmalidir. (3.64) esitligindeki sadelesme normal dagilimin
dogrusal yapisindan dolay1 olan bir durumdur. Normal dagilim i¢in C (A1) ¢dziimlemesinin
sadelesmesi Poisson ve Gamma dagilimlari i¢in uygulanmamaktadir. Uygun gézlemleri ve
agirliklart  yerine koyarak (3.41) esitligindeki mantik ile yaklagik C(4)
hesaplanabilmektedir. Poisson dagilimi ig¢in s™(z;) splayn mininimizasyonu ile yaklasik

C(A) ¢oziimlemesi (3.65) ve (3.66) esitliginde 6rnek olarak verilmistir.

m (mg_m(ﬂ
y s (zy
o =y, o, (S )
k=1 1_Akk

2
o (G =14+ B2 BB (zi) — 5™ (z)
= z (,L)k]/k ™
1-A4
kk

(3.65)

k=1
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Matris formu (3.66) esitligindeki gibi yazilabilmektedir.

A = B(B'W(n)B + AQ)_lB'W("). (3.66)
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4. UYGULAMA

Tezin bu boliimiinde, sigorta portfoyiinde yer alan her bir risk profili i¢cin ne kadar prim
almmali sorusu tarife analizi esas alinarak cevaplanmistir. Onceki boliimlerde bahsedilmis
olan fiyatlama oranlarindan hasar siklig1 ve hasar siddeti modellerinin kurulumu temel
odak noktas1 olmustur. Veri setini modellemeye hazirlamak amaciyla hasar tutarlari i¢in
uygun minimum ve maksimum degerler belirlenerek veri setinde diizeltmeler yapilmistir.
Daha sonra, hasar siklig1 ve hasar siddeti i¢in uygun dagilimlar belirlenmistir. Oncelikle
modellemeye dahil edilecek diger agiklayici degiskenler ile GLM ve GAM modelleri
kurulmus, modellerin kurulumundan sonra ise hasar siklig1 ve hasar siddeti i¢in yapilan
tahminler birlestirilerek 6rnek bir risk primi hesaplanmistir. Sonrasinda veri kiimesinde tek
siirekli degisken olan yas degiskeni ile GLM ve GAM modellemeleri kurulmustur. Bu
modellerle ilgili sonuglar alinmig gorsellerle yorumlamalar yapilmistir. Son olarak model

analizlerinin siiregleri ve kiyaslamalarina yer verilmistir.

4.1. Veri Aciklamasi

Bu tez calismasi i¢in kullanilan veri seti 6zel bir sigorta sirketinin kasko policelerinden
olusturulmus olup 2015, 2016 ve 2017 yillarina ait 753.100 adet gozlem, 18 degisken
icermektedir. Veri kiimesinde, acgiklayic1 degiskenler siirekli ve kategorik olmak iizere: Il
ad1, ara¢ markasi, arag¢ bedeli gibi degiskenler yer almaktadir. Her bir satir i¢in polige yili,
hasar sayis1 ve toplam hasar tutar1 degerleri yer almaktadir. Veri seti ile ilgili analizler

R.3.4.3 versiyonlu Rstudio programui ile yapilmaistir.

Il ad, hasarsizlik indirimi, marka, ara¢ bedeli, yas degiskenleri fiyatlama modellemesinde
sirastyla yer verilmis degiskenlerdir. Bu degiskenlerle ilgili grafikler ve istatistiksel

bulgular tezin bu boliimiinde aciklanmastir.

Il adi degiskeni Istanbul, Ankara, Izmir ve diger olarak yeniden diizenlenmis ve
gruplandirilmistir. Portféyde sayica en fazla olan grup diger grubundaki iller olmustur.
Hasarsizlik indirimi degiskeni ise 11 seviyeden olusmaktadir. Her bir police igin
hasarsizlik kademesini ifade etmektedir. Ornegin; 3 seviyesindeki bir arag, 3 yildir hasar
getirmemis olarak agiklanir. Ancak bir iist seviyeden de diigmiis olabilecegi i¢in ard1 ardina
olan yillarda hasarsizlik olup olmadig1 belirsizdir. Marka degiskeni ¢cok sayida farkli marka
icermesinden dolay1 analizi kolaylastirmasi agisindan belirli gruplara ayrilarak yeniden

diizenlenmistir. GLM model kurulumu oncesinde siirekli degiskenler kategorik hale
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getirilmistir. Veri setindeki tek siirekli degisken arag¢ bedeli degiskenidir. Yas degiskeni
GAM modellemesi i¢in olduk¢a Onemli bir degiskendir. Bundan dolayr veri setinde
yalnizca tek bir degiskenin siirekli olmasi nedeniyle yas degiskeni 18-65 araliginda
simiilasyon ile iiretilmistir. Simiilasyon, Tiirkiye Istatistik Kurumu’nun (TUIK) “Trafik
Kaza Istatistikleri Karayolu 2013” yilina ait veriler temel alinarak olusturulmustur.
Bununla birlikte GAM yonteminde modelin sistematik yapisina dahil edilmis olan stirekli
degiskenin splayn fonksiyonlarinin etkisini net bir bicimde elde etmek amaclanmistir. Yas
degiskenine iliskin histogram grafigi Sekil 4.1.’de verilmistir. Ortalama yas 35,6 medyan
35 olmak iizere iki tepeli bir dagilim elde edilmistir. Diger degiskenlerde de oldugu gibi
yas degiskeni GLM analizinde kategorik olarak yer alirken GAM analizinde splayn

fonksiyonu olarak yer alacaktir.
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Sekil 4.1. Yas Simiilasyon Histogram Grafigi

Yanit degiskeni i¢in hangi dagilimin kullanilacagina ise sapma artiklari analizine
dayanarak karar verilmelidir. Dagilimin veri setine tam olarak uymuyor olabilecegi g6z
ontlinde bulundurulmalidir. Buradaki amag veri setinin modellenmesine en uygun dagilimin

kullanilmasidir.

Sapma artiklari, tahmin degerlerinin goézlem degerlerinden uzakliginin goérsel olarak bir
Olciisii olup modele uyumunu belirlemede 6nemli yontemlerden biridir. GLM’de modelin
rasgele bileseni ile tahmin edilmektedir. Boylece modelin rasgeleligi de arastirilmis olur.

Basit anlamda artik, i. gbzlem degerinden i. ortalama degerinin farkinin alinmasi ile elde
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edilir. GLM i¢in ise tahmin ve gercek degerler arasindaki sapmanin daha kullanish

Olclimii, model uyumu incelemek i¢in pek ¢ok faydali 6zelligi olan sapma artiklaridir.

Sapma artiklar1 tahmin edilen GLM dagiliminin sekli i¢in diizenlenmis artiklar olarak
diistiniilebilir. Model uyumu basaril1 bir model i¢in sapma artiklari rasgele bir yapiya sahip
ve sabit varyans ile normal dagilimli olmalidir. Sapma artiklarindan farkli olarak, basit
artiklarin  model kurulumunda normal dagilim haricinde bir dagilimin secildigi
varsayiminda normal dagilma zorunlulugu yoktur. Kesikli dagilimlar i¢in sapma
artiklarinin normal dagilmali kurali tam olarak saglanamamaktadir. Bunun nedeni ise
artiklarin kiimelenerek bir araya gelmesi ¢ok sayidaki gdzlemlerin ayn1 sonucu almasindan

kaynaklidir. Bu durumda sapma artiklarinin kullanilabilirligi daralmaktadir.

4.1.1. Hasar Sayis1 Dagiliminin Belirlenmesi

GLM analizinde ilk adim yanit degiskeninin dagiliminin belirlenmesidir. Hasar sayisi
dagilimina karar verilebilmesi igin Oncelikli kriterler bulunmaktadir. Hasar sayisi
degiskeninin kesikli bir degisken olmasi sebebiyle kesikli dagilimlardan Poisson ve
Negatif binom ya da lojistik regresyon durumunda binom dagilimlarinin kullanimlari
oldukca yaygindir. Bu noktada degiskenin ortalama ve varyans degerleri kontrol
edilmektedir. Poisson dagiliminin bir 6zelligi olan ortalama ve varyans esitliginin s6z
konusu olup olmadig1 incelenir. Varyans degerinin ortalamadan biiyiikk oldugu durumda
asir1 yayilim oldugu goriilmektedir. Boyle bir durum séz konusu oldugunda asir1 yayilim
testi yapilir ve asir1 yayilim yeterince yliksek ise negatif binom dagiliminin hasar sayisi
degiskeni i¢in daha iyi sonuglar verip vermedigi model kiyaslamalar1 ile agiga

¢ikarilmaktadir.

753.100 adet gozlemin yer aldig1 veri kiimesinde yapilan gerekli diizenlemeler sonucunda
veri seti 157.960 gozlem sayisina distriilmiistiir. Hasar sayilarmin her bir degeri igin
karsilik gelen police sayilar1 ve police yillarnin toplamlar1 asagida verildigi gibidir.
Gortiltiyor ki toplam polige yili, toplam polige sayisina esit degildir. Bunun sebebi bazi

poligelerin bir polige yilin1 doldurmamis olmasidir.
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Hasar Sayisi Polige Sayisi  Toplam Police Yili

0 90.655 64.642,41
1 49.709 43.596,47
2 14.817 13.770,95
3 2.352 2.145,03
4 369 336,1151
5 47 42,8384
6 10 8,1151
7 1 1,0027
Toplam 157.960 124.543,2

Bu diizenlemelerin sonucunda hasar sayisi i¢in ortalama ve varyans degerleri incelenerek

0,56 olarak hesaplanmigtir. Hasar sayis1 degiskenine iliskin histogram grafigi Sekil 4.2.’de
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Sekil 4.2. Hasar Sayist Histogram Grafigi

4.1.2. Hasar Tutar1 Dagilhminin Belirlenmesi

Hasar tutar1 verileri negatif olmayan genellikle saga carpik dagilimlara uyum saglayan
degerler icerir. Hasar siddeti modellendiginde yaygin kullanim Gamma ve Ters Normal
dagilimlaridir. Hasar tutar1 verileri i¢in betimsel istatistikler asagidaki tabloda verildigi
gibidir. Hasar tutar1 gozlemleri minimum degeri 500, maksimum degeri 15.000 olarak
belirlenmistir. Tabloda goriildiigii gibi ilk ceyreklik hasar tutarlar1 1.178’in altindadir.
Gozlemlerin yarist 2.186,9°dan ve %901 7.599,61°den daha kiiciiktiir. Ceyreklikler arasi
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genislik 3.209,753’tiir. Hasar tutar1 gozlemleri i¢in 1,6377 ¢arpiklik katsayisi ile dagilim

asimetriktir.

Istatistik Deger
Gozlemler 48.886
Min 500

Max 15.000
Ortalama 3.289,7
Standart Sapma  2.951,946
25. yiizdelik 1.178
Medyan 2.186,9
75. yiizdelik 4.387,8
90. yiizdelik 7.599,61
95. yiizdelik 9.913,27
99. yiizdelik 13.485,49
Carpiklik 1,6377

Hasar tutar1 i¢in histogram grafigi Sekil 4.3.’te verildigi gibidir.
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Sekil 4.3. Hasar Tutar1 Histogram Grafigi

4.2. Genellestirilmis Dogrusal Modeller ile Hasar Sikligi Modellemesi

Genellestirilmis Dogrusal Model ydntemiyle hasar sayis1 modellemesi, UDA’dan kesikli
bir dagilimin segilerek police yili agirliklandirilmasi ve anlamli agiklayict degiskenlerin
belirlenmesi ile ifade edilen model kurulum siirecidir. GLM’de her bir riskin sonucunu
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yansitmak yerine benzer grup risklerin sonuglarinin ortalamalarini yansitan veri seti etkisi
gortliir. Bundan dolay1 veri setinde daha riskli satirlarin model katsayilarinin tahminlerde
daha yiiksek agirliklarla etkisinin yer almasi gerekmektedir. GLM her bir gozlemin
modeldeki risk agirligini bir agirliklandirma degiskeniyle modele dahil eder. Tahmin

stirecinde her bir gézlem igin agirlik belirler.

Hasar sikligi modellemesi asamasinda kullanimi en yaygin olan Poisson dagilimi
kullanilmigtir. Model kurulumu igin bag foksiyonu logaritmik bag fonksiyonu olarak
secilmistir. Modelde police yili offset olarak belirlenmistir. Bunun sebebi modelde police
yilimin fiyatlama modelinin bir pargasi olmasi istenmekte ancak diger degiskenlerin
katsayilarii etkilemeyecek bir terime ihtiya¢ duyulmaktadir. Béyle bir durum modele
offset terimi dahil edilerek saglanir. Modelde bag fonksiyonu logaritmik bag fonksiyonu
olarak secilmis ise offset terimi logaritmasi alinarak modele dahil edilir. Aciklayici
degiskenlerin belirlenmesi model kurulumundaki en 6nemli adimdir. Bu asamadan once
veri kiimesindeki ara¢ bedeli ve simiilasyon ile iiretilmis olan yas degiskenleri GLM
analizinde kategorik hale getirilerek modelde yer almistir. Sonrasinda hasar sikligi modeli
kurulumu i¢in model sabit terim ile baslatilmig agiklayic1 degiskenler teker teker eklenerek
model kurulmustur. Cizelge 4.1.’de, modelde yer alan agiklayic1 degiskenlerin agiklamalari

yer almaktadir.

Cizelge 4.1. Modelde Yer Alan Degiskenlerin Sinif Bilgisi

Degiskenin A¢iklamast Kademe Degerler
18-24, 25-29, 30-34, 35-39,

Sigortal1 yasi 8
8 v 40-44, 45-49, 50-65

974-30860, 30860-48069,

Arag bedeli 5 48069-56677, 56677-69189,
69189-1649053

Hasarsizlik indirimi 11 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11

Il ads bilgisi 4 Istanbul, Ankara, [zmir, Diger
A/OPEL, B/VOLKSWAGEN,

Arag¢ markalari 11 C/TOYOTA, ..., K/TOFAS-
FIAT, L/Diger
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Modele eklenen her bir aciklayici degiskenin, basarili model ile arasindaki fark sapma
degeri ile Olglilmektedir. Cizelge 4.2.’de oldugu gibi eklenen her bir acgiklayici degisken

anlamli sonug ¢ikararak bagarili modelde yer almaktadir.

Cizelge 4.2. Hasar Sikligt GLM Anova Sonuglari

Degiskenin Aciklamasi Sapma Df Pr> Ki-Kare
Sigortal1 yas1 2174,2 7 <0,001
Arag bedeli 307,5 4 <0,001
Hasarsizlik indirimi 1444,2 12 <0,001
Il ad1 bilgisi 15627,9 3 <0,001
Ara¢ markalari 418,2 10 <0,001

Tahmin edilen biitiin degerlerin tablosunu vermek yerine sonuglara iligkin bir 6rnek
verilecektir. Ornege iliskin police sahibinin karakteristik ozellikleri Cizelge 4.3.’te
verildigi gibidir.

Cizelge 4.3. En Cok Olabilirlik Parametre Tahmin Analizi

Tahmin Std. Hata p

sabit -0,7961 0,0140 0,001
Sigortal1 yasi 35-40 0,2876 0,01283 0,001
Arag bedeli 974-30860 0,0852 0,01088 0,001
Hasarsizlik indirimi 2 -0,1259 0,01214 0,001
Il ad1 bilgisi [stanbul 0,8762 0,00762 0,001
Arag¢ markalari Nissan -0,0513 0,01735 0,0031
Olcek Parametresi 1 0

Ornek hasar siklig1 tahmini su sekildedir:

exp{—0,7961 + 0,2876 + 0,0852 — 0,1259 + 0,8762 — 0,0513} = 1,3175
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4.3. Genellestirilmis Dogrusal Modeller ile Hasar Siddeti Modellemesi

Hasar siddeti modellemesinde izlenilen yontem hasar sikliginda oldugu gibidir. Burada
GLM’nin rasgele bileseni icin Gamma dagilimi kullanilmigtir. Hasar siddeti
modellemesinde hasar sikligi modelindekinden farkli olarak bir offset teriminin
eklenmemis olmasidir. Ancak modelde hasar sayisinin bir agirlik terimi kullanilmistir.

Hasar siddeti modelinde yer alan agiklayici degiskenler Cizelge 4.4.’te verildigi gibidir.

Cizelge 4.4. Modelde Yer Alan Degiskenlerin Sinif Bilgisi

Degiskenin A¢iklamast Kademe Degerler
18-24, 25-29, 30-34, 35-39,

Sigortal1 yasi 8
8 yas 40-44, 45-49, 50-65

974-30860, 30860-48069,

Arag bedeli 5 48069-56677, 56677-69189,
69189-1649053

Hasarsizlik indirimi 11 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11

Il ad1 bilgisi 4 Istanbul, Ankara, Izmir, Diger
A/OPEL, B/VOLKSWAGEN,

Arac¢ markalari 11 C/TOYOTA, ..., K/TOFAS-
FIAT, L/Diger

Cizelge 4.5.teki p degerleri goz Onilinde bulundurularak tiim agiklayici degiskenlerin

anlamli oldugu sdylenebilmektedir.
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Cizelge 4.5. Hasar Siddeti GLM Anova Sonuglari

Degiskenin Agiklamast Sapma  Df Pr> Ki-Kare
Sigortal1 yast 63,1 7 <0,000
Arag bedeli 677,79 4 <0,001
Hasarsizlik indirimi 92,76 11 <0,000
Il ad1 bilgisi 382,16 3 <0,001
Arag¢ markalari 144,38 10 <0,001

Hasar sikligi modelinde oldugu gibi tahmin degerlerinin tamamina tabloda yer vermek

yerine hasar siddeti modeli lizerinden 6rnek verilmistir.

Cizelge 4.6. En Cok Olabilirlik Parametre Tahmin Analizi

Tahmin Std. Hata p

sabit 7,8050 0,0178 0,001
Sigortali yast 35-40 0,0928 0,0166 0,001
Arag bedeli 974-30860 -0,2226 0,0139 0,001
gﬁ?ﬁfhk 2 0,0146 0,0156 0,001
il ad1 bilgisi Istanbul 0,0910 0,0098 0,001
Arac¢ markalari Nissan 0,0605 0,0224 0,0070
Olgek Parametresi 1,2686 0

Cizelge 4.6.’da verilmis olan 6zelliklere bagli olarak 6rnek hasar siddeti

exp{7,8050 + 0,0928 — 0,2226 + 0,0146 + 0,0910 + 0,0605} = 2543,509

gibidir.
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4.4. Genellestirilmis Toplamsal Modeller ile Hasar Sikligi Modellemesi

GAM modelleme siireci GLM modelleme siireci ile hemen hemen ayni sekilde
islemektedir. Daha 6ncede belirtildigi gibi iki model kurulumu arasindaki fark GAM’1n
diizlestirme parametresi ile bir splayn fonksiyonunun modele dahil edilerek modeli yar1
parametrik hale getirmesidir. Hasar sikligt GAM analizi i¢in modelde yer alan acgiklayici

degiskenler Cizelge 4.7.’de verildigi gibidir.

Cizelge 4.7. Modelde Yer Alan Degiskenlerin Sinif Bilgisi

Degiskenin Ac¢iklamast Kademe Degerler

Sigortal1 yas1 stirekli 18-65
degisken
Arag bedeli 5 974-30860, 30860-48069,
48069-56677, 56677-69189,
Hasarsizlik indirimi 11 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11
Il ads bilgisi 4 Istanbul, Ankara, [zmir, Diger
Arac¢ markalari 11 A/OPEL, B/VOLKSWAGEN,
C/TOYOTA, ..., K/TOFAS-
FIAT, L/Diger

Hasar sayis1 dagilimi igin veri setini Poisson dagiliminin uyum gostermesi ve ¢arpimsal
model kurulumunun saglanabilmesi durumundan dolayr model i¢in logaritmik bag
fonksiyonu secilmistir. Polige yili, modelin offseti olarak yer almaktadir Diizlestirme
parametresi ise Capraz Gegerlilik ile belirlenmektedir. Model kurulumu ile ilgili model
sonuclar1 Cizelge 4.8.de verildigi gibidir. Cizelgedeki sonuglara goére modele Splayn
fonksiyonu olarak katilan yas degigskeninin anlamli oldugu sdylenebilmektedir. Ayni
sekilde diger kategorik degiskenlerin de modelde anlamli olarak yer alabildigi

sOylenebilmektedir.
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Cizelge 4.8. Model Anova Sonuglari

sd F  p-degeri
Arag bedeli 4 25,68 <0,000
Hasarsizlik 11 13823  <0,000
indirimi
Il ad1 bilgisi 3 5.189,63 <0,000
Arag 10 42.85  <0,000
markalari
s(yas) 21,28 65,97 <0,000

Model kurulumunda GCV (Generalized Cross-Validation) capraz gecerlilik metodu
kullanilarak model sonuglar1 alinmistir. Boylece diizlestirme parametreleri capraz
gecerlilik ile tahmin edilmistir. Diigiim sayis1 25 olarak belirlenen yas degiskeninin splayn
fonksiyonu i¢in A diizlestirme parametresi 0,0056 serbestlik derecesi 21,28 olarak

hesaplanmistir. Yas degiskeni i¢in splayn fonksiyonunun grafigi Sekil 4.6.’da verildigi

gibidir.
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Sekil 4.6. Hasar Siklig1 Modellemesinde Yas Degiskeninin Splayn Grafigi

Sekil 4.6.” ya gore yas degiskeni i¢in 20-30 degerleri arasinda bir sigrama s6z konusudur.
Riskin bu yas araliklarinda birden yiikseldigini ve sonrasinda azalan bir artigla devam ettigi
sOylenebilmektedir. Bunun sebebi yas simiilasyonu yapilirken bu yas grubunun diger yas

gruplarina gore az sayida veri icermesi ve yliksek riskli olarak diizenlenmesidir.

51



4.5. Genellestirilmis Toplamsal Modeller ile Hasar Siddeti Modellemesi

Hasar siddeti dagilimi i¢in Gamma dagiliminin varsayilan dagilim olmasi ve c¢arpimsal
model kurulumunun saglanabilmesi durumundan dolayr model icin ‘log’ bag fonksiyonu
se¢ilmistir. Hasar siddeti GAM analizi i¢in modelde yer alan aciklayic1 degiskenler Cizelge
4.9.da verildigi gibidir.

Cizelge 4.9. Modelde Yer Alan Degiskenlerin Sinif Bilgisi

Degiskenin Kademe Degerler
Aciklamasi
Sigortal1 yas1 siirekli 18-65
degisken
Arag bedeli 5 974-30860, 30860-48069,
48069-56677, 56677-69189,
Hasarsizlik indirimi 11 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11
Il ads bilgisi 4 [stanbul, Ankara, [zmir, Diger
Arac¢ markalari 11 A/OPEL, B/VOLKSWAGEN,
C/TOYOTA, ..., K/TOFAS-

FIAT, L/Diger

Hasar siddeti modelinde hasar sayist agirlik olarak modele eklenmistir. Diizlestirme
parametresi ise Capraz Gegerlilik ile otomatik olarak belirlenmektedir. Model kurulumu ile
ilgili model sonuglar1 Cizelge 4.10.’da verildigi gibidir. Cizelgedeki sonuglara gére modele
Splayn fonksiyonu olarak katilan yas degiskeninin anlamli oldugu soylenebilmektedir.

Ayn sekilde diger kategorik degiskenlerin de modelde anlamli olarak yer alabildigi

sOylenebilmektedir.
Cizelge 4.10. Model Anova Sonuglar1

sd F p-degeri
Arag bedeli 4 85,939 <0,000
Hasarsizlik 1 4,668  <0,000
indirimi
Il ad1 bilgisi 3 111,27  <0,000
Arag¢ markalari 10 12,562 <0,000
s(yas) 23,6 2,828 <0,000

52



Diigiim sayis1 30 olarak belirlenen yas degiskeninin splayn fonksiyonu i¢in A diizlestirme
parametresi 0,0109 serbestlik derecesi 23,6 olarak hesaplanmistir. Yas degiskeni igin

splayn fonksiyonunun grafigi Sekil 4.8.”de verildigi gibidir.

05

0.

siyas,23.6)
-0.05

-0.15

yas

Sekil 4.8. Hasar Siddeti Modellemesinde Yas Degiskeninin Splayn Grafigi

Sekil 4.8.’¢ gore yas degiskeni i¢in tiim degerlerde asir1 salimim séz konusudur. Bu
durumun bir nedeni diigiim sayisinin yiiksek belirlenmesidir. Diigiim sayisi model ile
hesaplanabildigi gibi kullanici tarafindan da secilebilmektedir. Burada 6nemli olan diigiim
sayis1 ve serbestlik derecesi degerlerinin c¢ok yiiksek degerler olmayacak sekilde
belirlenmesidir. Hasar siddeti modeli oldugu degerlerdeki bu salinim beklenen bir
durumdur. Degiskendeki dogrusal olmayan etkinin model ile yansimasi bu sekildedir.
Hasar sikliginda oldugu gibi bu degerlerde ani sigramalar oldugu sdylenebilmektedir. Bu
durumun bir diger sebebi ise serbestlik derecesinin yiiksek A diizlestirme parametresinin
ise kiiclik bir deger olmasidir. Diigiim sayisiyla bu sorun dengelenmeye calisilsa da daha
diisiik diigiim sayilar1 i¢in serbestlik derecesinin diismesine ragmen diizlestirme

parametresinde diisiise neden olmaktadir.

4.6. Yas Degiskeni ile Tek Degiskenli GLM ve GAM Modellemesi
Veri kiimesinde tek siirekli degisken olarak yer alan yas degiskenin GLM ve GAM
analizlerinde stireklilik etkisinin daha anlasilir olmas1 amaciyla tek degiskenli analizleri ve

hesaplanmis risk primleri karsilagtirilmasi1 amaglanmastir.
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Yas Degiskeni icin Tek Degiskenli GLM modeli

Yas degiskeni tek degisken olarak GLM i¢in hem hasar sikligi hem de hasar siddeti

modellemelerinde anlamli bir degiskendir.

Cizelge 4.11. Yas Degiskeni GLM Siklik ve Siddet Modeli Anova Sonuglari

Hasar Siklig1 Anova

LR Ki-kare
21741 7 0

Sd Pr(>Kikare)

Hasar Siddeti Anova

LR Ki-kare
21741 7 0

Sd Pr(>Kikare)

Yas degiskeni icin hasar siklig1 ve hasar siddeti modelleri i¢in ayr1 ayri model uyumu

testleri Cizelge 4.12.’de oldugu gibi p> 0,05 degerleri ile model anlamli ¢ikmuistir.

Cizelge 4.12. Yas Degiskeni GLM Siklik ve Siddet Model Uyum lyiligi

Hasar Siklig1 Model lyiligi Testi

Sapma Artiklar Sd p
148633 157952 1
Hasar Siddeti Model lyiligi Testi

Sapma Artiklar1 Sd p
48518.53 48878 0,87

Hasar siklig1 i¢in secilen Poisson ve hasar siddeti i¢in se¢ilen Gamma dagilimlarinin model

sonuclar1 ve veri setinin sekline uygun olup olmadiginin bir 6l¢iisii olan sapma artiklarinin

normal dagilima yakin bir uyum gostermesi gerekmektedir.
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GLM Hasar Siklhigi Sapma Artiklari GLM Hasar Siddeti Sapma Artiklan

2 3

Sample Quantiles

1012 3 4 5 6
1
Sample Quantiles

4 3 -2 10 1
1

Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

Sekil 4.9. Hasar Siklig1 ve Hasar Siddeti i¢cin Sapma Artiklarinin QQ-plot Grafikleri

Sekil 4.8.’de goriildiigii lizere yas degiskeni ile olusturulan tek degiskenli hasar siklig1 ve

hasar siddeti modelleri yeterince uyumlu oldugu sdylenebilmektedir.
Yas Degiskeni icin Tek Degiskenli GAM modeli

Yas degiskeni tek degisken olarak GAM ig¢in hem hasar sikligi hem de hasar siddeti

modellemelerinde anlamli bir degiskendir.

Cizelge 4.13. Yas Degiskeni GAM Siklik ve Siddet Modeli Anova Sonuglari

GAM Hasar Siklig1

sd F p-degeri
s(yas) 22,36 99.49 <0,000
GAM Hasar Siddeti

sd F p-degeri
s(yas) 23,38 3,479 0

Yas degiskeni i¢in hasar siklig1 ve hasar siddeti modelleri i¢in ayr1 ayr1 model uyumu

testleri Cizelge 4.13.’te oldugu gibi p> 0,05 degerleri ile model anlaml1 ¢ikmistir.
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Cizelge 4.14. Yas Degiskeni GAM Siklik ve Siddet Model Uyum lyiligi

GAM Hasar Siklig1 Model lyiligi Testi

Sapma Artiklar Sd p
148050 157936 1
GAM Hasar Siddeti Model lyiligi Testi

Sapma Artiklar Sd p
48464 48861 0.8986

Yas degiskeni icin hasar siklig1 ve hasar siddeti modelleri i¢in ayr1 ayri model uyumu
testleri Cizelge 4.14.’de oldugu gibi p> 0,05 degerleri ile model anlamli ¢ikmistir. GAM
stirekli degiskene modelde splayn fonksiyonu olarak yer vermesinden dolay1 hasar sikligi
ve hasar siddeti modelleri icin secilen digiim sayilarinin uygunlugu Cizelge 4.15.°te
verildigi gibidir. Hasar sikligi ve hasar siddeti modelleri i¢in sirastyla A diizlestirme
parametresi 0,01083 ve 0,010 degerlerini almistir. Diiglim sayilar ise hasar sikligi i¢in 25

hasar siddeti i¢in 29 olarak belirlenmistir.

Cizelge 4.15. Yas Degiskeni GAM Siklik ve Siddet Modelleri i¢in Optimal Diiglim Sayist

Siklik

k  k-indeks p-degeri A
s(yas) 25 0,95 0,82 0,01083
Siddet

k  k-indeks p-degeri A
s(yas) 29 0,97 0,56 0,0100

Sekil 4.9.’da elde edilen splayn grafikleri ile hasar sikligi ve hasar siddeti i¢in ¢oklu
degiskenlerin olusturdugu splayn grafikleri olduk¢a benzer gorseller vermistir. Bunun
sebebi ise aym yanit degiskenleri ile ayni modellerin kurulmasi ve modellerdeki yas

degiskeninin stirekli etkisinin ayn1 olmasindan kaynaklidir.
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Sekil 4.10. Hasar Siklig1 ve Hasar Siddeti i¢cin Yas Splaynlari

Son olarak tek degiskenli GLM ve GAM hasar siklig1 ve hasar siddeti modellerinin tahmin
degerlerinin ¢arpimi ile risk primleri hesaplanmistir. Sekil 4.10.’da solda verilen grafik
GAM ve GLM risk prim tahmin degerlerini iizerinde dagilimini1 gostermektedir. Sagda
verilen grafik ise GLM ve GAM risk primlerinin fark grafigidir. Sagdaki grafigi GLM ile
GAM risk primleri arasinda yas degiskenine gore 20-30 yas aralig1 arasinda yaklasik 250
birimlik bir farkin olustugu diger yas gruplar1 arasinda ise daha yakin sonuglar alindig
yorumlanabilmektedir. GAM modelde yas degiskeninin stirekli etkisini kullandig1 i¢in her

yas degeri i¢in risk primi sonucunu verebilmektedir.
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Sekil 4.11. Risk Primlerinin GLM ve GAM Hesaplama Karsilagtirmalari

4.7. Genellestirilmis Dogrusal Modeller ile Genellestirilmis Toplamsal Modellerin
Karsilastirilmasi

GAM ve GLM yontemleri kullanilarak hasar siklig1 ve hasar siddeti modellerinin tahmin
degerleri elde edilmistir. Bu modellerin sonucundan tahmin edilen risk primleri GLM ve
GAM yontemlerini karsilastirmak amaciyla Sekil 4.11.’daki gorsel elde edilmistir. Solda
verilen grafik GAM ve GLM risk prim tahmin degerlerini iizerinde dagilimim
gostermektedir. Sagda verilen grafik ise GLM ve GAM risk primlerinin fark grafigidir.
Coklu degisken GLM ve GAM modellerinin hesaplamis oldugu risk primlerine gore iki
model risk prim sonuglarini ¢ok yakin vermistir. Bunun nedeni modeldeki siirekli degisken
sayisinin daha fazla olabildigi modellerde stirekliligin etkisi daha agik goriilebilmektedir.
Sagdaki grafik ile GAM ve GLM risk prim farklar1 daha net goriilmektedir. Tek degiskenli
modelde oldugu gibi 20-30 yas araliginda iki model arasinda fark olusmus diger yas

gruplarinda bu fark kapanmaistir.
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Sekil 4.12. Tahmin Edilen Risk Primlerinin GLM ve GAM Karsilastirmasi

Iki modelin yakin sonuglar vermeleri beklenen bir durumdur. Ayn1 dagilimlarla modele
giren hasar sayist ve hasar tutar1 degiskenleri icin yas degiskeninin GAM’da splayn
fonksiyonu olarak yer almasi disinda iki model kurulumlar1 benzerdir. Boyle bir ¢alismada
sonuclarin daha belirli ¢ikabilmesi i¢in daha 6nce de bahseldildigi gibi modele daha ¢ok

stirekli degiskenin katilmig olmas1 gerekmektedir.
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5. SONUC

Bu tez ¢alismasinda GLM ve GLM’nin gelistirilmis yar1 parametrik bir hali olan GAM
yontemleri incelenmistir. GLM ve GAM yontemleri i¢in belirli tanimlamalar yapilmis, her
iki yontemin de giiclii ve zayif yanlarindan bahsedilmistir. GAM, diizlestirme splayni
eklentisi sayesinde GLM’nin daha esnek bir hale gelmis seklidir. Iki yontem arasinda
keskin c¢izgiler olmamasina ragmen sigorta sektoriinde GLM yoOnteminin yaygin olmasi
sebebiyle GAM heniliz kullanom alani bulamamistir. Buna ragmen GAM yoOntemin

kullanim rahatlig1 ve modele uyumu agisindan artilar1 oldukga fazladir.

Tezin uygulama bdliimiinde 6zel bir sigorta sirketinden alinan 2015-2016-2017 yillarinin
kasko verileri ile GLM ve GAM ydntemleri i¢in hem hasar siklig1 hem hasar siddeti olmak
tizere 4 ayr1 model kurulmustur. Model kurulumu oncesinde yanit degiskenleri igin
dagilimlar arastirilmig ve veri setinde diizenlemeler yapilmistir Orijinal veri setindeki tek
stirekli degisken olan ara¢ bedeli degiskeni diizlestirme splayni olarak modelde yeterince
anlamli sonu¢ vermemesinden dolay1 her 4 model i¢in de kategorik olarak modelde yer
almistir. Bu sebepten dolay1 veri setine bir yas degiskeni simiilasyon ile eklenmis ve GLM
model kurulumu icin kategorik hale getirilmistir. GAM modelleri i¢in modelde splayn
fonksiyonu olarak yer alan tek degiskendir. GLM ve GAM model kurulumunda hasar
siklig1 ve hasar siddeti i¢in yaygin kullanim bi¢imi olan logaritmik bag fonksiyonu
se¢ilmistir. GLM tahmin modelinden alinan sonuglar ile hasar siklig1 ve hasar siddeti
modelleri i¢in Ornekler sunulmustur. GAM yonteminde GLM’den farkli olarak splayn
diizlestirmesi i¢in uygun diigiim sayist aranmistir. Uygun diigiim sayisinin belirlenmesi
splayn fonksiyonu i¢in asir1 dalgalanma durumu ya da agsir1 diizgiinliikte bir egri olmasi
problemine kars1 olduk¢a oOnemlidir. Model anlamliliklar1 ile ilgili tiim sonuglar
yorumlanmig artik grafikleri ile gorseller sunulmustur. Siirekli degiskenin etkisini
arastimak amaciyla yalnizca yas degiskeninin bulundugu GLM ve GAM modelleri
kurulmustur. Model kurulumlar1 sonrasinda GLM ve GAM yontemleri i¢in kurulan hasar
siddeti ile hasar sayis1 modellerinin tahminleri carpimi ile risk primleri hesaplanmistir.
Risk primlerinin karsilagtiritlmas1 sonucunda tek degiskenli risk primleri tahminleri
arasinda fark goriilebilirken ¢cok degiskenli modellerin risk primi tahminleri yakin sonuglar

verdigi gorilmiistiir.
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GAM model kurulumu agisindan GLM’e gore olduk¢a kullanish ve esnek bir yontemdir.
Stirekli degiskenler ile alinan sonuglarin esnekligi ve modele etkisi agisindan avantajli bir
yontemdir. Ancak diigiim sayisinin belirlenmesi ve diizlestirme parametresinin alacagi

degerlere gore asiri uyum sorunu ile karsilagilabilmektedir.

Sigorta sektoriinde heniiz kullanim alan1 bulamamis olan GAM yontemi sektérde kolaylik
saglayacak iyi calisan bir yontemdir. GLM’in genisletilmis ve dogrusal olmayan veri

yapilart ile kolayca basa ¢ikabilmesi gibi artilar gelecek ¢alismalara yansitilabilir.
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