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OZET

DICATILARA GENELLESTIRILMIS BAZI TOPOLOJIK
KAVRAMLAR

ESRA KORKMAZ
Doktora, Matematik Bolumu
Tez Danigsmani: Prof. Dr. Riza ERTURK
Mayis 2018, 80 sayfa

Bu tezin amaci, ditopolojik doku uzaylariin bir genellestirmesi olarak digati kavramini
tanimlamak ve bu yapi iizerinde, ayirma aksiyomlar: ve kompaktlik gibi topolojik ozel-
likleri galigmaktir. Bu caligma alt1 boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde tez konu-
suna kisa bir girig yapilmigtir.

Ikinci boliimde, tezde kullanilacak olan ve cati teorisi ile ditopolojik doku uzaylar:
konu edinen bazi temel bilgilere yer verilmigtir.

Uciineit kisim kocat1 teorisi tizerine yapilan calismalara ayrilmigtir. Burada, cati
teorisine dual olarak bazi yeni tanmimlar ve 6zellikler sunulmustur.

Dordiincii kisimda, digatilarin kategorisi olugturulmustur. Bunun igin 6nce, doku
uzaylarin kategorisi olan drTex’in morfizmalar ile gatilarin kategorisi olan Frm’nin
morfizmalari arasindaki iligkiler incelenmis, daha sonra ise Frm’nin dolu bir alt katego-
risi olan frTex elde edilmigtir. Elde edilen bu baglantidan yararlanilarak digatilarin ve
digat1 homomorfizmalarinin kategorisi olan diFrm inga edilmistir. Bu kisimda ayrica
digatilarda taban, alt taban ve altdilokal kavramlar:1 da tanimlanmigtir.

Besinci boliimde, dicatilarda ayirma aksiyomlar: incelenmistir. Ozel olarak, bu ak-
siyomlar i¢in baz1 karakterizasyonlar verilmis ve aralarindaki iligkiler incelenmigtir.

Son boliimde, dicatilarda kompaktlik ve dengelilik kavramlar: aragtirilmigtir. Bu

boliim iki kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda, bu ozelliklerin kalitsal olup ol-
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madig1 ve belli kosullar1 saglayan morfizmalar altinda korunup korunmadigi sorulari
tartigilmigtir. Dengelilik, bir digatinin, ¢at1 ve kogat1 kisimlarini birbirine baglayan bir
ozellik oldugundan, ayirma aksiyomlari: ve kompaktlhgi iligkilendiren topolojik 6zellikle-
rin dicatilardaki kargiliklar: olugturulurken, kompaktlik yerine dengelilik kullanilmigtir.
Burada aym1 zamanda Alexander alt taban teoreminin bir genellestirmesine yer ve-
rilmistir. Ikinci kisimda, dicatilarda yerel dengelilik ve yerel kompakthk kavramlar:
tanimlanmigtir. Bu kavramlarin ikili topolojik uzaylardaki karsiliklari, nokta-tabanh
bir yap1 olan komguluklar1 kullanirken, burada yapilan tanimlarda belirli ozelliklere
sahip ikili bagintilardan yararlanilmistir. Son olarak, bu lokal ozelliklerin bazi 6zel

kogullar1 saglayan morfizmalar altindaki goriintiileri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Cat1, Kocat1, Altkolokal, Dicati, Regiiler, Kompakt, Dengeli,

Yerel dengeli.
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ABSTRACT

SOME TOPOLOGICAL PROPERTIES GENERALIZED TO
DIFRAMES

ESRA KORKMAZ
Doctor of Philosophy, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Riza ERTURK
May 2018, 80 pages

The aim of this thesis is to define the notion of diframe as a generalization of ditopo-
logical texture spaces and to study the topological concepts such as separation axioms
and compactness in diframe setting. This work consists of six chapters. In the first
chapter, we give a brief introduction.

In the second chapter, we present some necessary preliminaries including frame
theory and ditopological texture spaces.

Chapter three is devoted to the study of coframes. We provide some new definitions
and properties dual to those in frame theory.

In chapter four, we establish the category of diframes. We first provide a link be-
tween morphisms of the category drTex of texture spaces and the category frames
(Frm) and then obtain a full subcategory frTex of Frm. This connection allows us
to construct the category diFrm of diframes and diframe homomorphisms. In this
chapher, we also give the definitions of base, subbase and subdilocale of a diframe.

In chapter five, we study separation axioms in diframes. In particular, we provide
alternative characterizations of these axioms and investigate the connections between
them.

The final chapter deals with the compactness and stability in diframes. This chap-

ter is divided into two section. In the first section, we discuss the questions of whether
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these properties are hereditary, and whether they are preserved by any reasonable kind
of homomorphisms. Since stability is a property relating the frame and the coframe
parts of a diframe, we replace compactness by stability to obtain diframe versions of
topological results relating separation axioms and compactness. We also give a genera-
lization of Alexander’s subbase theorem. In the second section, we introduce two main
concepts, that of locally compactness and locally stability in diframes. These concepts
are defined in terms of suitable binary relations whereas their bitopological versions
use the notion of neighbourhood which is a point-based structure. We also show that
locally compactness and locally stability are preserved by morphism satisfying approp-

riate conditions.

Keywords: Frame, Coframe, Subcolocale, Diframe, Regular, Compact, Stable, Locally

stable.
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1 GIRIS

Bu tez caligmasinin amaci, tam ve tamamen dagilimli bir latisin 6zel bir hali olan
dokular tizerinde tanimh ditopolojik doku uzaylarinin bir genellestirmesi olarak, tam
bir latis iizerinde tamimlh g¢at1 ve dual cati1 kullanilmak suretiyle, literatiire yeni bir
kavram olarak dicatilar1 tamitmak, bu yapi iizerinde ayirma aksiyomlari, kompaktlik
gibi topolojik kavramlar: tanimlamak ve bu kavramlar arasindaki iligkileri incelemektir.

Doku uzaylar1 L. M. Brown tarafindan, R. Ertiirk’in latis degerli topolojilerin
ikili topolojik uzaylar yardimiyla temsil edilmesi tizerine yaptigi ¢aligmalarin [14, 15]
bir genisglemesi olarak ortaya konulmustur. En kaba tanimiyla dokulanma, verilen bir
S kiimesinin kuvvet kiimesi olan P(S)’nin, kapsama bagmtisina gore tam, tamamen
dagilimhi bir latis yapisina sahip ve genelde kiimesel tiimleyen islemi altinda kapali
olmas1 gerekmeyen bir alt ailesidir. Bilindigi gibi klasik topolojide ve fuzzy topolo-
jide yapilan tanimlar acik kiime kavramini temel almakta, kapali kiimeler ise yardimeci
olarak kullanilmaktadir. Bu anlayig klasik ikili topolojide ve fuzzy ikili topolojide de
devam ettirilmigtir. Fakat kiimesel tiimleyen isleminin varligi sayesinde, bu iki kavram
birbirinden kolayca elde edilebilir. Tiimleyenin olmadigi matematiksel yapilarda ise agik
ve kapali kiime kavramlarim aym bir yapi i¢inde kullanmay1 amaglayan bir topolojik
yapi lzerinde ¢aligmak avantajli olacaktir. Bu amagla, bir 8 dokulanmas: iizerinde,
birbiriyle iligkili olmas1 gerekmeyen, sirasiyla, topolojideki kapali ve agik kiime aksi-
yomlarim saglayan k C § ve 7 C 8 alt ailelerinden olugan (7, k) ¢ifti tamimlanmig ve
bu ikili bir ditopoloji olarak adlandirilmigtir.

Bir X kiimesinin alt kiimelerinden olusan 7 ve 7* ailelerinin her ikisi de topolo-
jideki agik kiime aksiyomlarim saglamak tizere, tammmh bir (X, 7,7*) ikili topolojik
uzayl i¢in k, 7* topolojisinin tiimleyeni olarak segilirse, P(X) dokulanmasi {izerinde
bir (7, k) ditopolojisi elde edilebilir. O halde ditopolojik doku uzaylari, ikili topolo-
jik uzaylarin, ozel olarak klasik topolojik uzaylarin ve fuzzy topolojik uzaylarin bir
genellestirmesi olarak diisiiniilebilir. Bu nedenle topolojik, fuzzy topolojik ve ikili to-
polojik uzaylar teorisinde g¢aligilmig olan ayirma aksiyomlari, kompaktlik, baglantilik
ve diizgiinliik gibi kavramlar ve bazi o6zellikleri cesitli aragtirmacilar tarafindan, dito-
polojik doku uzaylarina genellestirilmis, genellegtirilen bu yapi icerisindeki kavram ve
ozelliklerden hangilerinin topolojideki kavramlara paralel olarak gelistigi, hangilerinin

olugturulan bu genel yapiya uygun bir gekilde tasinacagi sorularina cevap aranmistir.
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Ditopolojik doku uzaylar teorisi hakkinda daha ayrintili bilgiye [6, 7, 8, 9, 10] kaynak-
larindan ulagilabilir.

Diger taraftan, bu tezde tamtilacak digat1 yapist igerisinde ¢at1 (frame) teorisini de
barindirdig: i¢in, nokta-bagimsiz topolojilerin temeli olan c¢at1 ve lokal kavramlarindan
da soz edilmesi gerekmektedir. 1914 yilinda Hausdorff tarafindan yapilan tanimdan
bu yana, bir topolojik uzayin, acik kiimeler latisine sahip bir yapi oldugu bilinmek-
tedir. Stone [32, 33, 34] tarafindan 1930’lu yillarin ortalarinda yapilan ve Boole ce-
birlerinin topolojik olarak temsilini konu alan caligmalar sonrasinda topolojik uzaylar
ile latis teori arasindaki iligkiler daha ¢ok kullanilmaya baglanmigtir. Wallmann [36],
Menger [23], McKinsey ve Tarski [22] tarafindan yapilan ¢alismalarda da agik kiimeler
arasindaki iligkiler incelenmis ve latis teoriye ait yaklagimlar kullanilmigtir. Daha sonra,
Ehresmann’in seminerlerinde [3, 13, 25] ¢at1 (frame) kavrami tanimlanmigtir. En genel
tanimiyla bir ¢ati, sonlu infimum igleminin keyfi supremum tizerine dagildig: bir tam la-
tistir. Kolayca goriilebilecegi gibi, bir X uzaymin agik kiimeler latisi, Q(X), bir ¢atidir.
Fakat her L gatis1 icin L = Q(X) olacak sekilde bir X uzaymin olmasi gerekmez. Bu
nedenle, catilar teorisinin topolojik uzaylar teorisinden daha genel oldugu soylenebilir.
1972 yilinda Isbell [18] gatilar kategorisinin duali olan kategoriyi lokaller kategorisi ola-
rak adlandirmig ve giiniimiizde genellesmis topolojik uzaylar olarak kabul edilen lokaller
lizerine ¢aligmalar yapmigtir. Lokaller (gatilar), topolojik uzaylar teorisine cebirsel bir
bakig acis1 sunar. Daha da onemlisi, segme aksiyomunun gecerli olmadigi matematiksel
yapilarda topolojik kavramlarm caligilmasia olanak sunar. Ornegin, klasik topolojide,
kompakt uzaylarin carpimlarinin da kompakt oldugunu ifade eden Tychonoff teoremi
gibi 6nemli teoremlerin, lokal teori igerisinde se¢me aksiyomundan bagimsiz olarak
kanitlanmasi ve bu teori icerisinde tanimlanan ¢arpimlarin klasik topolojiden daha iyi
ozellikler saglamasi (6rnegin, parakompakt lokallerin garpiminin parakompakt olmasi)
gibi avantajlar1 oldugu bilinmektedir [20]. Bunun yan sira Stone-Clech kompaktlagtirma
ve diizglin bir lokalin tamlagtirilmasi gibi topolojik olugumlar se¢cme aksiyomundan
bagimsiz ve yapilandirict (constructive) ispat teknigi kullamlarak olugturulabilir [2].
Ayrica degigsmeli olmayan lokal teori, yani “quantale” teori, degismeli olmayan hal-
kalar, C*-cebirleri, kuantum mantik ve hatta topolojik kavramlar: temel alan teorik
bilgisayar bilimleri gibi alanlarda kullamlabilmektedir [31, 11, 35]. Topos teoride, yine

se¢me aksiyomundan bagimsiz yapilarla ¢alisilabilecegi icin, lokallerin kullanilmasi daha



uygun olmaktadir.

Bunlarmm yam sira, Banaschewski, Briimmer ve Hardie [1] ikili topolojik uzaylarin
bir genellegtirmesi olarak ikili ¢at1 (biframe) kavramini tamimlamiglar ve bazi topolojik
kavram ve ozellikleri bu uzaylara genellestirmiglerdir. Cat1 ve lokal teorisi i¢in daha
kapsaml bilgiye [19, 26] kaynaklarindan ulagilabilir.

Topoloji teorisinde yukarida verilen gelisim siireclerinden sonra, biz de klasik fuzzy
topoloji ile klasik ikili topolojilerin bir genellestirmesi olarak verilen ditopolojiler ile,
gesitli teorilerde uygulama alanlar1 bulunan cati ve ikili ¢atilardan daha genel bir
yap1 olarak digatilar1 ve bu genel yapi igerisindeki bazi topolojik kavram ve ozellik-
leri aragtirmak istiyoruz.

Alt1 boliimden olugan bu galigmanin ikinci boliimiinde tezde kullanilacak olan temel
kavram ve ozellikler ele alinmigtir.

Uciincii boliimde, cat1 teoresinde elde edilen bazi tanim, kavram ve teoremlerin duali
olarak, kocatilar lizerinde bazi yapilar olugturulmus ve bunlarin 6zellikleri incelenmistir.

Dordiincti boliimde, tezin konusunu olusturan digatilar kategorisinin elde ediligine
yer verilmigtir. Dicatilar, icerisinde hem ¢ati1 hem de kogatilar1 barindiran yapilardir.
Bunun igin oncelikle doku uzaylari ve dibagintilarin kategorisi olan drTex ile ¢atilar ve
catt homomorfizmalarinin kategorisi olan Frm arasinda bir iligki kurmak amaclanmigtir.
Dual olarak, drTex ile kogatilar ve kogati homomorfizmalarinin kategorisi olan coFrm
arasindaki iligkiler de ortaya konulmus ve sonug olarak dicati morfizmalari elde edilmistir.
Bu boliimde ayrica digatilarda taban, alt taban ve altdilokal yapilar: da olusturulmustur.

Besinci boliimde, digatilarda ayirma aksiyomlar: tanimlanmig ve bu aksiyomlar igin
denk karakterizasyonlar elde edilmistir. Ayrica, bu aksiyomlarin kalitsal 6zellikte olup
olmadigr incelenmis ve hangi kosullar1 saglayan morfizmalar altinda korundugu gibi
sorular aragtirilmigtir.

Altinci boliimiin ilk kisminda digatilarda kompaktlik ve dengelilik kavramlarina
yer verilmistir. Burada dengelilik, dicat1 icerisinde bulunan iki dual yap1 olan c¢at1 ve
kocatiy1 birbiriyle iligkilendiren bir ozellik olacaktir. Bu nedenle, her kompakt Haus-
dorff uzayin normal olmasi gibi, klasik topolojide ayirma aksiyomlar:1 ve kompaktlig
birbirine baglayan ozellikleri elde etmek icin dengelilik kullanilacaktir. Bu kisimda yine,
tanimlanan oOzelliklerin kalitsalligi ve morfizmalar altindaki goriintiileri incelenmis ve

ayrica Alexander alt taban teoreminin dicatilara bir genellestirmesi verilmistir. Ikinci



kisimda ise, ditopolojik doku uzaylari teorisinde karsiliklar: olmayan, yerel kompaktlik
ve yerel dengelilik kavramlar1 verilmistir. Burada, Kopperman [21] tarafindan yapilan
tanimlar temel alinmigtir. Fakat ikili topolojik uzaylarda verilmis olan tanimlar nokta-
bagimli bir yapit olan komguluk kavramina dayali oldugundan, bu kavramlarin ge-
nellegtirilmesi yapilirken bazi 6zel ikili bagintilar kullanilmigtir. Ayrica bu sayede, yine
bagintilar yoluyla tamimlanmig olan regiilerlik ve tamamen regiilerlik aksiyomlar: ile

aralarindaki iligkileri incelemek daha kolay olmustur.



2 ON BILGILER

Bu boliimde, ilerideki boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar, teoremler, sonuglar

ve gosterimler verilecektir.

2.1 Catilar ve Lokaller

Bu kisimda latis ve cati teorisi hakkinda bazi temel tanim ve teoremlere yer ve-
rilmis; catilarin topolojik uzaylarla olan iligkilerine kisaca deginilmistir. Ayrica ilerideki
boliimlerde kullanilacak olan bazi 6zel baginti tirlerinden bahsedilmistir. Latis teorisi

icin [16]; cat1 teorisi igin ise [26] kaynag temel alinmigtir.
Tanim 2.1.1. (L, <) bir kismi sirali kiime olsun.

(1) Her a,b € Ligin a Ab € L ise, L'ye bir A- yar latis (A- semilattice); aV b € L

ise L’ye bir V- yar: latis (V- semilattice) denir.
(2) Hera,be LiginaVvbe LveaAbe Lise L'ye bir latis denir.

(3) L’'nin bogtan farkli her altkiimesinin bir supremumu ve infimumu varsa (L, <)’ye

bir tam latis denir.

Onerme 2.1.2. L bir kismi swraly kiime olsun. Ejer L keyfi supremum (ya da keyfi

infimum) altinda kapali ise, bir tam latistir.

Tanim 2.1.3. (1) L bir latis olmak tizere, her a € L igin 0 < a kogulunu saglayan
0 € L elemanina L’'nin en kuc¢tuk elemans denir. Dual olarak, her a € L igin a <1

kosulunu saglayan 1 € L elemanina L'nin en biyik elemanty denir.
(2) L latisinin en kiigiik ve en biiyiik elemani varsa L’ye sinarl latis denir.

Tanim 2.1.4. (1) L en kiigiik elemana sahip bir A- yar latis ve a € L olsun. Bu
durumda, bAa = 0 kogulunu saglayan en biiyiik b elemanina a'nin yar timleyen:

(pseudocomplement) denir ve a* ile gosterilir.

(2) L smurh bir latis ve a € L olsun. Bu durumda, b A a =0 ve bV a = 1 kogullarim

saglayan b elemanina a'nin timleyeni (complement) denir.

Tanim 2.1.5. (L, <) bir latis olsun.



(1) Her a,b,ce LiginaV (bAc)=(aVb)A(aVc)yadadenk olarak a A (bV ¢) =

(a A b) V (a A c) kogulu saglamyorsa L’ye bir dagilimly latis denir.

(2) J ve K(j) birer indeks kiimesi ve M = {f : J — K(j) | f(j) € K(j)} olsun. Eger
her {z;,:j € J,k € K(j)} C L ailesi i¢in

AV zie=\ Nwiso

Jje€J keK(5) feM jeJ

esitligi saglaniyorsa L’ye tamamen dagilimly latis denir.
Notlar 2.1.6. (1) L bir A- yar latis ve a € L olmak tizere, eger a* varsa tektir.

(2) Herhangi bir L sinirli latisinde tiimleyen tek olarak belirli olmak zorunda degildir,
fakat eger L simirh, dagilimli bir latis ise her tiimleyen bir yari1 tiimleyendir ve

boylece tiimleyen tektir.
Tanmim 2.1.7. (L, <) bir latis ve p # 0, p € L olsun.

(1) Eger p = a Vb olacak sekildeki her a,b € L igin p = a ya da p = b oluyorsa p’ye

bir V-indirgenemez eleman ya da bir molekiil denir.

(2) Eger p < aV b olacak sekildeki her a,b € L i¢in p < a ya da p < b oluyorsa p’ye

bir ko-asal eleman denir.

Onerme 2.1.8. (L, <) dagilimla bir latis ve p € L olsun. Bu durumda, p’nin ko-asal

olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul p’nin bir V-indirgenemez eleman olmasidar.

Tanim 2.1.9. L dagilimh bir latis olsun. Eger her a € L elemaninin bir tiimleyeni

varsa L’ye bir Boole cebiri denir.
Tanim 2.1.10. L bir Boole cebiri olsun.

(1) z € L, x > 0 olmak tizere, 0 < y < x olan her y € L igin y = = oluyorsa x’e bir

atom denir.

(2) L’nin her elemani atomlarin supremumu bigiminde ifade edilebiliyorsa L’ye bir

atomik Boole cebiri denir.



Tanim 2.1.11. (L, <) ve (M, <) kismi swrali kiimeler ve f : L — M, g : M — L

monoton dontigiimler olsun. Eger her z € L ve y € M igin

flx) <y e a<gy)

ozelligi saglaniyorsa f ve g Galois adjointtir ya da (f,g) bir adjoint ¢iftidir denir.
Burada f doniisimii g'nin sol adjointi, g dontisimii ise f’nin sag adjointi olarak ad-

landirilir. Kisaca, f = ¢* ya da g = f, olarak gosterilir.

Verilen her f doniigiimiiniin bir sag ya da sol adjointi olmas1 gerekmez. Fakat eger

sag ya da sol adjoint varsa tektir.

Onerme 2.1.12. (1) (L,<) ve (M, <) birer tam latis olsun. f : L — M keyfi sup-
remumu koruyan bir dénisim ise, g : M — L, gly) =\V{z € L: f(zx) <y}
biciminde tamimlanan g doniusimi f’nin sag adjointidir. Dual olarak, g : M — L
keyfi infimumu koruyan bir dontsium olmak tzere,
f:L—=>M, f(z)=NyeM:xz<g(y)} biciminde tanemlanan f déniisimi g’nin

sol adjointidir.

(2) Sag Galois adjointler keyfi infimumu, sol Galois adjointler ise keyfi supremumu

korur.

Onerme 2.1.13. f : L — M, g : M — L birer doniisiim ve (f,g) bir adjoint ¢ifti

olsun. Bu durumda asaqidakiler gecerlidir:

(1) g dondisimiinin bire-bir olmasu i¢in gerek ve yeter kosul f'nin érten olmasidur.
Benzer sekilde, f’nin bire-bir olmast i¢cin gerek ve yeter kosul g’nin orten ol-

masidar.
(2) forten ise fg = 1y; f bire-bir ise gf = 1 'dir.
Tanim 2.1.14. (L, <) bir tam latis olsun.
(1) Eger her b € L ve her A C L igin
bA(\/A)=\/{bra:ae A}

ozelligi saglaniyorsa L’ye bir ¢ate (frame) denir.



(2)

Eger her b € L ve her A C L i¢in

b\/(/\A):/\{b\/a:aeA}

ozelligi saglaniyorsa L’ye bir kogatr (coframe) denir.

Ornekler 2.1.15. (1) X bir topolojik uzay ve Q(X) bu uzaydaki tiim acik kiimelerin

(2)

(3)

ailesi olmak iizere, (2(X), C) bir tam latistir. Burada keyfi supremum birlegim
ile, sonlu infimum ise kesigim ile gakigir. Ayrica, her i € [ igin U; € Q(X) ve
V € Q(X) olmak {izere,
va (o) =Jwvaw)
iel iel

keyfi dagilma oOzelligi saglanir. Boylece (Q(X),C) bir catidir. Benzer gekilde,
X’in tiim kapali kiimelerinin ailesi, (C(X), ), bir kogatidir. Burada, beklenildigi
gibi, keyfi infimum ve sonlu supremum iglemleri, sirasiyla, kesisim ve birlegim

islemleriyle cakigir.

Bog kiimenin agik kiimeler latisi, L = {0 = 1} gatist ile temsil edilir ve O ile

gosterilir.

Her tam, tamamen dagilimli latis, bir ¢at1 ve bir kocatidir. Fakat bu ifadenin tersi

her zaman dogru olmayabilir. Ornegin, X bir topolojik uzay ve
Qg (X) ={A € Q(X) : (X)o = A}

X’in regiiler (yani, kapamginin i¢i kendisine esit olan) acik kiimelerinin ailesi ol-
mak {izere, Qyeq(X) bir tam Boole cebiridir fakat tamamen dagilimh degildir [16].
Burada, V;c; 4i = (U,e; AZ-)O ve Nicy Ai = (Migy Ai)° dir. Ayrica, A € Qyee(X)

olmak tizere, A'nin tiimleyeni A* = (X — A)° bigiminde tanimhdir.

Tanmim 2.1.16. L bir cat1 (sirasiyla, kogati) olmak iizere, keyfi supremum (sirasiyla,

infimum) ve sonlu infimum (sirasiyla, supremum) altinda kapah bir S C L altkiimesine

bir alt¢ats (siraswyla, altkogatr) denir.

Tanim 2.1.17. (L, <) smurh bir latis olsun.

(1)

Eger her a,b,c € L igin
c<a—bscha<b
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kogulunu saglayan bir —: L x L — L ikili islemi varsa L’ye bir Heyting cebir:

denir.

(2) Eger her a,b,c € L igin

a+b<csa<bVe

kogulunu saglayan bir <—: L x L. — L ikili iglemi varsa L’ye bir koHeyting cebiri

denir.

Heyting ve koHeyting cebirlerinin tanimlarima ve baz dzelliklerine [30] kaynaginda
yer verilmigtir. Burada, a — b ve a < b elemanlari, sirasiyla, a’nin b’ye gore yari-

timleyeni ve a ile b'nan yari-fark: (pseudo-difference) olarak adlandirilmigtir.

Onerme 2.1.18. L bir ¢atr ve a,b € L olmak dizere, a — b= \/{x € L : x Aa < b}

kili 1slema ile L bir tam Heyting cebiridir. Tersine her tam Heyting cebiri bir ¢atidur.

Onerme 2.1.19. (1) (de Morgan'in birinci yasasi) L bir Heyting cebiri olsun. Bu
durumda {a; : i € I} C L olmak fizere, \/,c;a; varsa (\/;c;a:)" = Ny ai*

saglanar.

(2) (de Morgan’in ikinci yasasi) L bir koHeyting cebiri ve {a; : i € I} C L olmak

tzere, N;c;a; varsa (N\;c;ai)* = \,e; i saglanar.

Tanim 2.1.20. (1) L ve M birer latis ve f : L — M bir dontigiim olsun. Her a,b € L
icin
flanb) = fla) A fb) ve faVb) = f(a)V f(b)

ozellikleri saglaniyorsa f’ye bir latis homomorfizmas: denir.

(2) L ve M birer gat1 olmak tizere, f : L — M latis homomorfizmasi keyfi supremum

islemini koruyorsa f’'ye L’den M’ye bir ¢ati homomorfizmas: denir.

Not 2.1.21. f : L — M bir ¢ati homomorfizmasi olmak iizere, \/) = 0 ve A0 =1
oldugundan f(0) =0 ve f(1) = 1'dir.

Nesneleri catilar, morfizmalari ¢att homomorfizmalar: olan kategori Frm ile goste-
rilir. X ve Y birer topolojik uzay ve f : X — Y stirekli bir fonksiyon olmak iizere,
Qf) = f1: Q) - Q(X) bir cat1 homomorfizmas: ve boylece 2: Top — Frm,
X = Q(X), f — Q(f) kontravaryant bir funktordur. Bu nedenle Frm kategorisinin
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dual kategorisi, Frm°P, “genellestirilmis topolojik uzaylar” olarak kabul edilir. Bu dual
kategori “lokaller kategorisi” olarak adlandirilir ve Loc ile gosterilir.

Cat1 homomorfizmalar: keyfi supremum islemini koruduklari i¢in birer sag adjoint-
leri vardir. O halde, L ve M birer cati1 olmak iizere Loc kategorisinin morfizmalar

asagidaki kosullar saglayan f : L — M doniistimleridir:
(i) f doniiglimii keyfi infimum iglemini korur,
(ii) f'min sol adjointi olan f*: M — L doniiglimii sonlu infimum iglemini korur.

Lokaller kategorisinin morfizmalar1 “lokalik dontigtimler” olarak adlandirilir. Yukaridaki
bilgiler yardimiyla, Le(X) = Q(X), Le(f) = Q(f)« bigiminde tanimlanan Le:Top— Loc
kovaryant bir funktordur.

L bir ¢at1 olmak tizere eger L = Q(X) olacak gekilde bir X topolojik uzay: varsa L’ye
uzaysal (spatial) ¢ati denir. Ornegin, her tamamen dagiliml latis bir uzaysal catidir.
Diger taraftan, verilen her L catisi uzaysal olmak zorunda degildir. Buna 6rnek olarak
ise atomik olmayan tam Boole cebirleri verilebilir. Dolayisiyla, gergekten de lokaller
kategorisinin topolojik uzaylar kategorisinden daha genel oldugu soylenebilir.

Simdi, lokaller kategorisinin alt nesneleri olan altlokalleri inceleyelim. Bunun i¢in
once baz kategorik kavramlar: hatirlayalim:

C bir kategori olsun. A ve B bu kategorinin nesneleri ve f : A — B bir morfizma
olmak iizere, fg = fh olacak sekilde her g, h : C — A i¢in ¢ = h oluyorsa f’ye bir
monomorfizma denir.

f A — B bir morfizma olmak iizere, gf = hf bi¢cimindeki her g,h : B — C' i¢in
g = h oluyorsa f’ye bir epimorfizma denir.

m : A — B bir monomorfizma olsun. Eger m = m/e olacak sekildeki her e : A — C
epimorfizmasi i¢in, e bir izomorfizma oluyorsa m’ye bir ekstrem monomorfizma denir.

Top kategorisinde bir morfizmanin ekstrem monomorfizma olmasi i¢in gerek ve ye-
ter kogul o morfizmanin bir gdbmme doniistimii olmasidir [24]. Bu kategorinin alt nesne-
leri olan altuzaylar gomme doniigtimleri ile iligkili oldugundan, altlokaller tanimlanirken

Loc kategorisinin ekstrem monomorfizmalarina ihtiya¢ duyulmaktadir.

Onerme 2.1.22. L ve M birer lokal olmak tizere f L — M morfizmasinin bir ekstrem

monomorfizma olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f 'nin bire-bir lokalik dontisium olmasidar.

Bu onerme yardimiyla, S C L olmak tizere altlokaller,

10



e j:S5 — L gomme doniigimi bir lokalik doniigiim ve
e S C L, I’den indirgenen siralama ile bir lokal
olacak sekilde tanimlanabilir.

Tanim 2.1.23. L bir lokal olmak iizere agagidaki kogullari saglayan bir S C L kiimesine
bir altlokal denir.

(S1) S kiimesi keyfi infimum iglemi altinda kapalidir,
(S2) Her s € Svex € L icin x — s € S'dir.

L bir lokal olmak {izere, L'nin tiim altlokallerinin ailesi SI(L) ile gosterilir. Ayrica
(SI(L), C) bir kocatidir ve boylece Onerme 2.1.19’dan her i € I i¢in S; € SI(L) olmak
tizere (N\;c; Si)* = Viey Si" esitligi saglanir.

(SI(L), C) kocatisinda her elemanin bir tiimleyeninin olmasi gerekmez. Simdi bu
kogatinin, tiimleyene sahip iki 6zel elemanindan bahsedelim.

a € L olmak tizere o(a) = {a - x: 2z € L} ve¢c(a) =t a={r € L:a <z}
altklimeleri birer altlokaldir ve sirasiyla a¢ik ve kapali altlokaller olarak adlandirilirlar.

Her a € L i¢in o(a) ve ¢(a) altlokalleri SI(L) latisinde birbirinin tiimleyenidir.
Onerme 2.1.24. o < b < ¢(b) C ¢(a) < o(b) D o(a).
Onerme 2.1.25. L bir lokal olmak izere asaqidakiler saglanar:

(1) Mics (@) = e(Vie, i)

(2) c(a) Ve(b) =c(anbd)

(3) Viesolai) =o(Vc; ai)

(4) o(a)No(b) =o0(aNb)

Simdi altlokallerin diger bir karakterizasyonundan bahsedelim:

Tanim 2.1.26. L bir lokal olmak iizere, asagidaki kosullar1 saglayan v : L — L

dontigiimiine bir nukleus denir.
(N1) Her a € L i¢in a < v(a)’dir.

(N2) v monoton bir déntisiimdiir, yani her a,b € L i¢in a < b = v(a) < v(b)’dir.
11



(N3) Her a € L igin v(v(a)) = v(a)’dir.
(N4) Her a,b € L igin v(a A b) = v(a) A v(b)’dir.

Onerme 2.1.27. L bir lokal ve S C L bir altlokal olsun. Bu durumda vs : L — L,
vs(a) = j*(a) = N{s € S :a < s} doniisimi bir nikleusdur. Tersine, v : L — L bir
niikleus ise v(L) bir altlokaldir. Dolayisiyla, L’nin altlokalleri ile L iizerinde tanyml

nukleuslar arasinda bire-bir esleme vardur.

Onerme 2.1.28. /28] L bir ¢atr, L' C L bir altcats ve S C L bir altlokal olsun. Bu

durumda vg(L'), S 'nin bir alt¢atisidur.

Uyar1 2.1.29. (1) S C L bir altlokal ve {a; : ¢ € I} C S olsun. Bu durumda
\/?, $’deki supremum islemini gostermek iizere, \/fe 1 @i = vs(\/,¢; @;) biciminde

tanimhidir.

(2) L bir gat1 olmak tizere, sonlu supremum iglemi altinda kapali bir S C L altlokaline
diiz (flat) altlokal denir. Bir S altlokalinin diiz olmasi ile ona karsilik gelen vg

niikkleusunun (S’deki) sonlu supremum iglemini korumasi birbirine denktir [19].

Onerme 2.1.30. (1) Si,S2 C L altlokaller ve S; C Sy ise vg, < vg, 'dir.
(2) Sne(a) = cs(vs(a)).

(3) Sno(a)=o0g(vs(a)).
(Burada cs(vs(a)) ve og(vs(a)), siraswyla, S deki kapalv ve acik altlokalleri gostermek-

tedir.)

Bu kisimda son olarak, baz 6zel bagintilarin ve bu bagintilara sahip bazi latislerin

tanimlarini vermek istiyoruz.

Tanim 2.1.31. [16] L bir tam latis olmak iizere, agagidaki ozellikleri saglayan bir

<: L x L — L bagimtisina yardvmer (auziliary) baginty denir.
(A1) Her a € L i¢in 0 < a.

(A2) a<bisea <b.

(A3) a<b=<c<disea=<d.

(Ad) a<cveb=<ciseaVb<ec.
12



Tanim 2.1.32. [4] L bir tam Boole cebiri ve <: L x L — L asagidaki o6zellikleri

saglayan bir bagint1 olmak iizere, (L, <) ikilisine bir de Vries cebiri denir.
(V1) 1<1.

(V2) a<bisea <.

(V3) a<b=<c<disea=<d.

(V4) a < bise a < ¢ < b olacak sekilde bir ¢ € L vardur.

(V5) a<bvea<cisea<bAc.

(V6) a < bise b* < a*.

(V7)) a # 0 ise b < a olacak sekilde bir b # 0 vardir.

Tanim 2.1.33. [4] L bir ¢ati olmak tizere, agagidaki 6zellikleri saglayan <: Lx L — L
ikili bagitisina bir yakinlk bagintisy (proximity), (L, <) ikilisine ise bir yakinlk ¢atis

(proximity frame) denir.

(P1) 0<0vel<1.

(P2) a<bisea<b.

(P3) a<b=<c<disea=d.

(P4) a < bise a < ¢ < b olacak sekilde bir ¢ € L vardur.

(P5) a<bvea<cisea<bAc.

(P6) a<cveb=<ciseaVb=<c.

(P7) Hera € L, a =\/{b € L:b < a} bigiminde ifade edilebilir.

Simdi de, [17] ¢aligmasinda tanimlanan ve digatilarda bazi ayirma aksiyomlarinin

karakterizasyonunda kullanilacak olan Urysohn baginti kavramindan bahsedelim.

Tanmim 2.1.34. [17] (L, <) kismi sirali bir kiime olmak tizere, < : L x L — L bagtist

asagidaki kosullar1 sagliyorsa bu bagintiya bir Urysohn bagint: denir.
(Ul) a<bisea <hb.
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(U2) a<b<c<disea<d.

(U3) a<bise a<c<bolacak gekilde bir ¢ € L vardir, yani < bagintisi interpolasyon

ozelligine sahiptir.

Tamim 2.1.35. L bir latis ve <t : L x L — L bir Urysohn bagimt1 olmak tizere (L, <)

ikilisine ise bir Urysohn latis denir.
Ornekler 2.1.36. (1) Her de Vries cebiri ve her yakinlik ¢atis1 bir Urysohn latistir.

(2) X bir normal topolojik uzay olmak iizere, Q(X) iizerinde “U <V & U C V”
bagimtisini tanimlayalim. Bu durumda (£2(X'), <0) bir Urysohn latistir. Tanimlanan
bagintinin (U1) ve (U2) ézelliklerini sagladigr agiktir. (U3) 6zelliginin saglandigim
gostermek icin, U <V olacak gekilde U,V € Q(X) alahm. X uzayr normal
oldugundan U C W C W C V olacak sekilde bir W € Q(X) vardir ve boylece
U<aW QV elde edilir.

2.2 Ditopolojik Doku Uzaylari

Bu kisimda doku uzaylar1 ve ditopolojik doku uzaylari hakkinda bazi temel tanim
ve sonuclara ozet olarak deginilmistir. Konu hakkinda detayh bilgi icin okuyucuya

6, 7, 8, 9, 10] kaynaklar1 6nerilmektedir.

Tanim 2.2.1. L tam, tamamen dagihmh bir latis ve ' : . — L agagidaki o6zellikleri

saglayan bir déniigiim olmak tizere (IL,") ikilisine bir Hutton cebiri denir.
(1) Her a € L igin (a')" = a.
(2) Her a,b e Ligin a <bise b <da dir.

Tanim 2.2.2. S bogtan farkli bir kiime olmak iizere, asagidaki ¢zellikleri saglayan bir

8§ C P(9) ailesine S’nin bir dokulanmas: denir.

(1) (8,C) en kiigiik eleman: () ve en biiyilik elemani S olan simirl, tam ve tamamen
dagilhml bir latistir. Ayrica keyfi infimum iglemi arakesit ile, sonlu supremum

islemi ise birlegim ile cakigir.

(2) 8, S'nin noktalarim ayirir. Diger bir deyisle her s1,$9 € S, 1 # s9 igin 57 € A,
sy & Ayada sy € A, 51 ¢ A olacak gekilde bir A € § vardir.
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Bu durumda (5, 8) ikilisi bir doku uzay: ya da kisaca bir doku olarak adlandirilir.

Her dokulanma tamamen dagilimhi bir latis oldugundan hem bir ¢ati hem de bir
kogatidir. Genel olarak, doku uzaylar1 kiime tiimleyen islemi altinda kapali degildir

fakat 8 tlizerinde agagidaki gibi bir tiimleyen iglemi tanimlanabilir.
Tanim 2.2.3. 0 : § — § agagidaki kogullar1 saglayan bir fonksiyon olsun.
(1) Her A€ 8 igin o(c(A)) = A.
(2) Her A,Be 8i¢in AC B = 0o(B) Co(A).

Bu durumda o, 8 iizerinde bir timleyen iglemi, (S,8,0) ise bir timleyenli doku uzay

olarak adlandirilir.

Tanim 2.2.4. (1) (5,8) bir doku uzay1 ve s € S olmak iizere P, = [J[{A €8 :s5€ A}

kiimesi bir nokta kiime (point set) ya da kisaca p-kime olarak adlandirilir.

(2) (S,8) bir doku uzay1 ve s € S olmak tizere

Q.=\/{Aes:s¢ A} =\/[{P.:uecSs¢P}
kiimesi bir ¢-kiume olarak adlandirilir.

Agikga her s € S'icin P, § latisinin bir molekiiliidiir. § tamamen dagilimlh oldugundan
[16, Teorem 1.3.15] geregi, 8'nin her eleman molekiillerin supremumu bi¢iminde ifade
edilebilir ve boylece her A € 8 i¢in

A=\/P.=]JP
s€A SEA

saglanir.

Ornekler 2.2.5. (1) (X,P(X)) bir doku uzayidir. Her 2 € X icin P, = {2} ve Q, =
X —{z} oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica, 7x : P(X) = P(X), 7x (V) =X -Y
fonksiyonu P(X) tizerinde bir tiimleyendir. (X, P(X),7x(Y)) timleyenli ayrik

doku olarak adlandirilir.

(2) I=10,1] olmak tizere J = {[0,r), [0, 7] : r € I} bir dokudur. (I, J) doku uzaynda,
r € Ligin P, = [0,r] ve @, = [0, r)’dir. Ayrica, ¢[0,7] = [0,1—7), ¢[0,7) = [0, 1—7]
bigiminde tanimlanan ¢ : J — J fonksiyonu (I, J) iizerinde bir tiimleyendir. (I, g, ¢)

birim aralik dokusu olarak adlandirilir.
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(3) L=1(0,1)ve L= {(0,7] : r € [0, 1]} olmak {izere (L, L) bir doku uzayidir. Ayrica,
r € Ligin P, = (0,7] = Q,’'dir ve A : L — £, A\((0,7]) = (0,1 — r] fonksiyonu £

tizerinde bir tiimleyendir.

(4) S ={a,b,c} olmak tizere 8 = {0, {b}, {b, ¢}, {a,b}, S} bir dokulanmadir. Burada,
P, = {a,b}, B, = {b}, P. = {b,c} ve Q, = {b,c}, Qp = 0, Q. = {a,b} oldugu

agiktir. (S, 8) tiimleyenli olmayan doku uzayma bir érnektir.

(5) L bir Hutton cebiri ve L, L'nin molekiillerinin kiimesi olsun. Her @ € L igin
pla) ={m e L :m <a}, L={p(a):aclL} ve ANg(a)) = ¢(a’) bigiminde

tanimlanmak tizere (L, £, A) bir tiimleyenli dokudur.
Teorem 2.2.6. Bir (S,8) doku uzayinda asagidakiler ozellikler saglanar.
(1) Herse S, Ae8Sigins¢ A= A C Q.
(2) Her A,B €S i¢in AZ B ise AL Qs ve Py B olacak sekilde bir s € S vardur.
(3) Her Ac 8 icin A={Q.: P,  A}.
(4) Her A€ 8 igin A= \{Ps: AZ Qs}.

Doku uzaylarinda bagint1 ve fonksiyonlardan bahsetmeden 6nce, bu yapilar igin bir
temel tegkil eden ve kartezyen carpim kavraminin doku uzaylarindaki karsiliklar: olan
carpim dokularini hatirlayalim.

(5;,8;) (j € J) doku uzaylar: ve S = []..;S; carpim kiimesi olsun. Her k € J i¢in

jed
AkeSk
A, =k ise
=g
S; j#k ise

olmak tizere, E(k, Ay) = [[ ¢, Yi verilsin. Bu durumda,
&= { U E(],A]) : Jl Q J, Aj S Sj,Vj S Jl}
JjeS1
kiimesinin elemanlarinin keyfi kesigimleri alinarak elde edilen § ailesi, altkiime olma

bagintisi ile bir dokulanmadir. Burada supremum ve infimum, sirasiyla,

N 4o =) Aa

a€A a€eN
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ve

VAo=(YAes: [ JAcAy=(\{Bee:|]A. B}

a€EN aEA aEA

bi¢ciminde tanmimhdir.

Tamm 2.2.7. (S5;,8;) (j € J) doku uzaylar icin, yukaridaki gibi tanimlanan (.5, 8),
(S;,8;) doku uzaylarinin ¢arpim dokusu olarak adlandirilir ve 8 = ® ¢ ;.5; olarak goste-

rilir.

P(S)®T ¢arpim dokusunun p-kiime ve g-kiimeleri, sirasiyla, ?(57,5) ve Q(M) ; P(TY®S
carpim dokusunun p-kiime ve g-kiimeleri ise, sirasiyla, F(t,s) ve @(t,s) bigiminde goste-

rilir.
Onerme 2.2.8. (S x T,P(S) ® T) doku uzaynda,
Py & @(S%,) & s=5veP, ZQy
ozelligi saglanar.
Tanim 2.2.9. (5,8) ve (7,7) birer doku uzay olsun.

(1) Asagidaki kogullar saglayan r € P(S) ® T’ye (5,8)’den (T, 7T)’ye bir bagintider

denir.
(R1) 7 € Q) Pv £ Qs =1 L Qg yy-
(R2) r & @(s,t) ise Ps Z Qg ver € @(Slyt) olacak gekilde bir s' € S vardur.

(2) Asagidaki kogullar: saglayan R € P(S) @ T’ye (S,8)’den (T, T)’ye bir kobagintidr

denir.

(CRl) F(s,t) g R7 Ps ,@ QS’ = ?(S/vt) Z R.

(CR2) F(s,t) Z Rise Py € Qg ve F(S/’t) ¢ R olacak sekilde bir s € S vardir.

(3) 7 € P(S)®T bir bagmti ve R € P(S)®T bir kobagint1 olmak tizere, (r, R) ikilisine
S8’den T’ye bir dibagint: denir.

Ornek 2.2.10. (S,8) bir doku uzay1 olmak iizere, ig = V{Pss : s € S}t ve Is =

ﬂ{@(s’s) s € S}, swrasiyla, birim baginti ve birim kobagint: olarak adlandirilir.
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Tanim 2.2.11. (r, R) : (51,81) — (S2,82) ve (¢, Q) : (52,83) — (53, 83) birer dibagint

olsun. Bu durumda,

gor = \/{?(s,u) 3t e T; r Z @(5715)7 q Z @(Lu)}

ve
Q le) R = ﬂ{@(s’u) . Ht I~ T;F(s,t) g R,ﬁ(t’u) g Q}

olmak tizere, (r, R) ve (¢, Q) dibagmtilarimn bileskesi (¢, Q) o (r,R) = (gor,Q o R)

bi¢ciminde tanimhdir.
Onerme 2.2.12. (S, 8) ve (T, T) birer doku uzay: olsun.
(1) 7:(S,8) — (T,7) bir bagintr olmak zere
re = ﬂ{@(t,s) r & @(s,t)}
T’den 8ye bir kobagintidar.

(2) R:(S,8) — (T,7) bir kobagintr olmak tizere

RT = \/{F(t,s) : Py € R}
T’den 8’ye bir bagintidr.

Tanim 2.2.13. (1) Yukardaki énermede tammlanan r< kobagmtisina r'nin tersi;

R bagintisina ise R ’nin tersi denir.

(2) (r,R):(S,8) — (T, 7) bir dibagnt1 olmak tizere (r, R)* = (R, r*) dibagintisina

(r, R) 'min tersi denir.

Onerme 2.2.14. (1) (r,R) : (51,81) — (52,85) ve (¢, Q) : (S2,85) — (S, 83) birer
dibaginty olsun. Bu durumda, [(q,Q) o (r, R)]* = (r, R)* o (¢, Q)% olur.

(2) (i,1), (S,8) dzerinde birim dibagintr olmak tzere, i = I ve I~ = i dir.

Onerme 2.2.15. (r,R) : (S,8) — (T,7) bir dibaginty olsun. Bu durumda asagidaki

ozellikler saglanar:
(1) Herse S, teT i¢cinr £ @(s,t) & F(ms) Zre.

(2) Herse S, t €T igin Py £ R R Z Q.-
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Nesneleri doku uzaylar1 ve morfizmalar1 dibagintilar olan kategori drTex ile goste-

rilir [12]. drTex®?P dual kategorisi igin J: drTex— drTex°?,

3((8,8) U (1 7)) = (1, 7) B (s, 8)

bir funktordur. Ayrica, J& = lgrmexeor ve BT = lgrrex Olacak sekilde bir
B:drTex°? — drTex funktoru tanmimlanabilir ve boylece J bir izomorfizmadir. Yani,

drTex ve drTex°? kategorileri izomorfiktir.

Not 2.2.16. [38] ¢ € P(SxT) = P(S)®@P(T) bir noktasal bagint1 olsun. Bu durumda,

o1 ={(t,s):(s,t) € ¢} bu bagintinn tersi ve ' kiimesel tiimleyen iglemi olmak iizere,
P = (p) = () din.
Tanim 2.2.17. (r,R) : (S,8) — (T',7) bir dibagint1 olsun.

(1) A C S olmak fizere

r7A= ﬂ{Qt Vs, r & @(S,t) = ACQ,}eT

kiimesine r’nin A-kesiti denir.

(2) B C T olmak iizere R* bagmtisinin B-kesiti (R)7B € 8’'ye R kobagmtisinin

B-dnkesiti denir ve kisaca R B ile gosterilir.

(3) A C S olmak fizere
R7A=\/{P,:Vs, Py ZR=P, C A} €T
kiimesine R’nin A-kesit: denir.

(4) B C T olmak iizere r* kobagmtisinin B-kesiti, (r*)7B € 8’ye r bagmtisinin

B-onkesiti denir ve kisaca r B ile gosterilir.

Onerme 2.2.18. (r,R), (r1, Ry) ve (ro, Ry), 8’den T’ye birer dibagints olmak iizere

asagqidaki ozellikler saglanar.
(1) r & @(s,t) S 1P € Q.
(2) F(s,t) Z R = Pt Z R%Qs

(3) A1 - A2 very Cry & 7‘1_>A1 - 7”2_>A2.
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(4) Al CAyve R C Ry & R1_>A1 - RZ_)AQ.

Teorem 2.2.19. (r,R) : (S,8) — (T,7) bir dibagints olmak tzere (r—,(r)7) ve
((RT)7, R7) birer adjoint ¢iftidir.

Sonug 2.2.20. (1, R) : (S,8) — (T, 7) bir dibagints ve J bir indeks kiimesi olmak tizere,
her A; € 8 igin

r(\ 4) = \/ 74 ve R7((4)) = [\ R™4; ‘dir.

jed jeJ jed jet
Tanim 2.2.21. (f, F), (S,8)’den (T, T)’ye bir dibagint1 olsun. Eger agagidaki kogullar
saglaniyorsa (f, F')’ye bir difonksiyon denir.

(DF1) P, € Q¢ olacak sekilde her s,s" € S igin f € @(s,t) ve Py € F olacak sekilde

bir t € T vardur.
(DF2) t,t' e Tvese Sign f € Q. ve Py € Fise Py € Qy'dir.

Tanim 2.2.22. (f, F) : (S,8) — (T,7) bir difonksiyon olsun. Bu durumda, A € § ve

B € T olmak tizere
(1) f bagmtisimin A-kesitine, A'min (f, F') altindaki gorintisi,
(2) F kobagmtisinin A-kesitine, A'min (f, F') altindaki kogorintisi,
(3) f bagmtisinin B-6nkesitine, B'nin (f, F') altindaki ters gorintiisi,
(4) F kobagmtisinin B-6nkesitine, B'nin (f, F') altindaki ters kogorintiisi denir.

Onerme 2.2.23. (f,F) : (S,8) — (T,7) bir dibaginte olsun. Bu durumda, (f, F) nin

bir difonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her B € T i¢in F B = f< B olmasidir.

Simdi, topolojik, ikili topolojik ve belirtisiz topolojik uzaylarin bir genellegtirmesi

olarak tanimlanmig olan ditopolojik doku uzaylarinin tanimini verelim.

Tanmim 2.2.24. (5, 8) bir doku uzayi, 7,k C 8 agagidaki 6zellikleri saglayan alt aileler
olmak iizere (7, r) ikilisine 8 tizerinde bir ditopoloji ve (S, 8, T, k)’ye bir ditopolojik doku

uzayr denir.
(T]_) S, @ € T,
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(T2) G1,GaeT=G NGy €T,
(Ts) Gieryicl=\,,Ger.
(CTy) S,0 € &,
(CTs3) Ky, Ky € k= Ki UK, €k,

(CTs) K;€r,i€l =) K €r.

el

Burada 7 bir topoloji, T'nun elemanlar1 a¢ik kiimeler; k bir kotopologi, k’nin elemanlari

ise kapalr kumeler olarak adlandirilir.

Bir ditopolojik uzayda kapali ve agik kiimeler arasinda bir iliski olmak zorunda
degildir. (5,8, o) tiimleyenli bir doku uzay: olmak tizere k = o(7) kogulu saglaniyorsa

(1, k) ikilisine (5,8, o) tizerinde timleyenli ditopoloji denir.

Ornekler 2.2.25. (1) (S,8) bir doku uzay: olsun. 7 = 8 = x olmak iizere (7, k) bir

ditopolojidir ve ayrik ditopoloji olarak adlandirilir.

(2) (L,L,)\), (L) Hutton cebirine kargihk gelen doku uzayi ve (L, T) bir belirtisiz
topolojik uzay olsun. 77 = {d' : a € T}, 7 = ¢(T) ve K = ¢(T") olmak tizere
(1,K), (L, L, ) lizerinde bir tiimleyenli ditopolojidir.

(3) (I,d) birim aralik dokusu, 77 = {[0,7) : 0 <r < 1} U{I} ve
k= {[0,7] : 0 < r < 1} U {0} olmak tizere (I,d, 71, k1) bir ditopolojik doku
uzayidir ve (7, k1), birim aralik dokusu tizerindeki dogal ditopoloji olarak ad-

landirilir.
Tanim 2.2.26. (f, F') : (51,81, 71, K1) = (52,82, T2, ke) bir difonksiyon olsun.
(1) Her G € 1 i¢in F* G € 1y ise (f, F') difonksiyonuna streklidir,
(2) Her K € ks igin fCK € Ky ise (f, F) difonksiyonuna kosireklidir,

(3) (f, F) hem stirekli hem de kosiirekli ise, (f, F) difonksiyonuna ikili sireklidir

denir.

Not 2.2.27. (1) Nesneleri ditopolojik doku uzaylar1 ve morfizmalar ikili siirekli di-
fonksiyonlar olan kategori dfDitop ile gosterilir.
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(2) L tam, tamamen dagilimlh bir latis ve (7, k), L tizerinde bir ditopoloji olmak tizere
(L, T, k) tgliisit bir Hutton uzay1 olarak adlandirihir. Nesneleri Hutton uzaylari,
morfizmalar1 keyfi infimum ile keyfi supremum iglemlerini koruyan ve ¢[r] C 7o,
wlr1] C kKo kogullarim saglayan ¢ : (Ly,71,Kk1) — (Lo, T2, ko) dOniigiimleri olan

kategori diH ile gosterilir.

Genellestirilmig ditopolojik uzaylar olarak ortaya konulacak olan digatilarda ayirma
aksiyomlarini tanimlayabilmek i¢in oncelikle, ditopolojik doku uzaylarinda ayirma ak-

siyomlarini hatirlatmak gereklidir.

Tanim 2.2.28. (5,8, 7, k) bir ditopolojik doku uzay1 ve A € 8§ olmak {izere,
[A] = ({K € k: A C K} kimesine A 'min kapamigi, |A[= \/{G € 7 : G C A} kiimesine
ise A’man i¢i denir.
Tanim 2.2.29. (5,8, 7, k) bir ditopolojik doku uzay1 olsun.
(2) Her A€ 8icin A=,V

el C’Z-j olacak gekilde C’ij € 7 U kK varsa bu uzaya Ty,

(2) Her G € 7i¢in G € Qs = [P;s] C G oluyorsa bu uzaya Ry,

(3) G € Qs ve P, G kosullarmi saglayan her G € 7i¢in H € Q, ve P, Z [H] olacak
sekilde bir H € 7 varsa bu uzaya R,

(4) G € Qs olacak sekildeki her G € 7 i¢in H € Qg ve [H] C G kogullarini saglayan

bir H € 7 varsa bu uzaya regiiler,

(5) G € Qs olacak sekildeki her G € 7 i¢in Py C f< Py ve F*Q; C G kosullarim
saglayan bir (f, F') : (5,8, 7,k) — (I,d, 7, x1) ikili siirekli difonksiyonu varsa bu

uzaya tamamen regiler,

(6) FC Golan her F € kve G € Tigin FC HC K C G olacak sekilde bir H € 7

ve bir K € k varsa bu uzaya normal denir.
Tanim 2.2.30. (5,8, 7, ) bir ditopolojik doku uzay1 olsun.
(1) Her F € ki¢in P, £ F = F C|Qs[ oluyorsa bu uzaya ko-Ry,

(2) Py Z F ve F Z @y kogullarini saglayan her F' € k igin Py K ve |K[Z @Q; olacak

sekilde bir K € k varsa bu uzaya ko-Ry,
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(3) Ps € F olacak gekildeki her F' € k igin Py € K ve F' C]K| kogullarin saglayan

bir K € k varsa bu uzaya ko-reguler,

(4) Ps € K olacak gekildeki her K € k i¢in K C f<Fy ve F*Q; C @ kosullarim
saglayan bir (f, F') : (5,8, 7,k) — (I,d, 7, x1) ikili siirekli difonksiyonu varsa bu

uzaya tamamen ko-regiler denir.
Tanim 2.2.31. (5,8, 7, k) ditopolojik doku uzayi,
(1) Ry (srasiyla, Ry, regiiler, tamamen regiiler) ve Tg ise T} (sirasiyla, Ty, T3, T3%),

(2) ko-Ry (swrasiyla, ko-R;, ko-regiiler, tamamen ko-regiiler) ve Ty ise ko-T; (sirasiyla,

ko-Ts, ko-T3, ko—T3%),
(3) normal ve T} (sirasiyla, ko-T}) ise Ty (sirasiyla, ko-T}) olarak adlandirilir.

Tamim 2.2.32. (5,8, 7, k) bir ditopolojik doku uzay1 ve P, ditopolojik uzaylarin bir

ozelligi olmak tizere, (5,8, 7, k) uzayr P ve ko-P ise bu uzay bi-P’dir denir.

Not 2.2.33. (5,8, 7, k) bir ditopolojik doku uzay1 olmak tizere, “(S, 8, 7, k) uzay1 P’dir
& (5,8, 1, k) uzay1 ko-P’dir” ozelligi saglaniyorsa P 6zelligi kendi kendine dualdir de-
nir. Normallik ve T ozellikleri kendi kendine dual olduklarindan ko-normal ve ko-Tj

kavramlari, sirasiyla, normal ve Tj ile cakigir.

Bu béliimde son olarak, ditopolojik doku uzaylarinda (ko-) kompakthik ve (ko-) den-
gelilikten bahsedelim. Kopperman'in [21] ¢aligmasinda vermis oldugu tamimlar temel
alinarak, kompaktlik ve dengelilik kavramlar:1 Brown ve Diker [10] tarafindan ditopolo-
jik doku uzaylarina genellegtirilmisgtir. Daha sonra, Brown ve Gohar [5] tarafindan bu
kavramlarin morfizmalar altindaki goriintiileri, Mrowka karakterizasyonu ve Tychonoff

carpim teoremlerinin ditopolojik uzaylara genellestirilmesi gibi konular ¢aligilmigtir.

Tamim 2.2.34. (S, 8,7, k) bir ditopolojik doku uzay1 ve A € § olsun. Bu durumda
A C . H; kosulunu saglayan {H; € 7 : i € I} ailesine A’mn bir agik drtiisi denir.
Dual olarak, (,.; K; € A kosulunu saglayan {K; € x : i € I} ailesine A’nan bir kapalr

ko-ortust denir.

Tanim 2.2.35. (5,8, 7, k) bir ditopolojik doku uzay1 olsun.
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(1) Eger A € 8nin her H acik ortiist igin A C J_, H; olacak sekilde sonlu bir
{H; :i=1...n} C K alt ailesi varsa A kiimesi kompakttsr denir. Ozel olarak,

S € § kompakt ise, (5,8, 7, k) uzayr kompakttir denir.

(2) Eger A € 8'nin her F kapal ko-ortiisii i¢in ();_; F; € A olacak sekilde sonlu bir
{F,:i=1...n} C 7 alt ailesi varsa A kiimesi ko-kompaktter denir. Ozel olarak,

() € 8 ko-kompakt ise, (5,8, T, k) uzay1 ko-kompakttir denir.
(3) Eger her S # F € k kompakt ise (5,8, 7, k) uzayma dengelidir denir.
(4) Eger her () # G € T ko-kompakt ise (5,8, 7, k) uzayma ko-dengelidir denir.

Ornek 2.2.36. (I, J, 7, x1) ditopolojik doku uzay1 bi-kompakt ve bi-dengelidir.
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3 KOCATI TEORISI

3.1 Kocatilar ve Kolokaller

Bilindigi gibi, ditopolojik doku uzaylar: teorisi, dual kavramlar: ayni ¢at1 altinda ince-
leme olanag1 sunar. Biz de cat1 ve kocgat1 kavramlarini ayni yapi icerisinde incelemek
istiyoruz. Dolayisiyla oncelikle, ¢ati1 kavramina paralel olarak kocati teorisinin ince-
lenmesi gerekmektedir. Bu boliimde kocatilar tizerinde bazi yapilar olusturulacak ve
bunlarla ilgili tanim ve teoremlere yer verilecektir. Bunun igin ilk olarak kogatilar ve
koHeyting cebirleri arasindaki iligki sunulacaktir.

M bir tam koHeyting cebiri olsun ve bV, : M — M dontigtimleri b (a) = a < b,

Vp(a) = bV a biciminde tammlansin. Bu durumda,
b (a)=a+b<cea<bVe=Vyc)

saglandigindan, her b € M icin (b, V;) bir adjoint ¢iftidir. Ayrica, V, doniigiimii bir
sag adjoint oldugu i¢in keyfi infimum iglemini korur ve boylece
Vo(\ai) =bV (Na)= \ObVa)=\Vi(a:)
icJ ieJ icJ ieJ
saglanir, yani M bir kogatidir. Tersine, M bir kocat1 olmak tizere, b~ bir koHeyting
islemidir. Boylece her tam koHeyting cebiri bir kogat1, ve her kocat1 bir tam koHeyting

cebiridir.

Ornek 3.1.1. Her tam Boole cebiri z — y=a"Vyvez<+ y=axAy* ikili iglemleri
ile hem bir tam Heyting cebiri (dolayisiyla bir ¢ati1) hem de bir tam koHeyting cebiri
(dolayisiyla bir kogati) dir.

Asagida verilecek olan ozelliklerden (cH1), (cH2) ve (cH6), [30] kaynaginda; (cH3),
(cH7), (cH8) ve (cH13) ise [26] kaynaginda kanitlar1 verilmeden ifade edilmistir. Burada
ise bu ozellikler kanitlar: ile birlikte verilmigtir. Digerleri ise, Heyting cebirlerinin [26]
kaynaginda verilen 6zelliklerinin dualleri olarak elde edilmistir.

Bilindigi gibi her koHeyting cebirinin bir tam latis olmas1 gerekmez. Bu nedenle
(cH3) ve (cH10) ozelliklerinin yalnizca, ifadelerinde yer alan keyfi infimum ve supre-

mumlarin var olmasi durumunda saglanacaklarina dikkat edilmelidir.

Onerme 3.1.2. M bir koHeyting cebiri olmak tzere asagidaki ozellikler saglanar:
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(cH1) a < b a+ b=0. Ozel olarak a < a = 0.
(cH2) a +b<a.

(cH3) (V,cyai) < b=\, (a; < b).
(cH4) b+ a=(aVb)<+a

(cH5) a<b=a+c<b<+c
(cH6) a «+ 0 =a.

(cH7) (b<—a)Va=aVb.

(cH8) aVb=aVceb—a=c+a.
(cH9) a<b=c+b<c+a.
(cH10) z < A, ai = Vo (x < a;).
(cH11) a= (a AD) V (a < D).

(cH12) (b« a) <+ a=0b+ a.

(cH13) ¢+ (aVb) = (c < b) + a.

Kanit:

(cH1) a+b=0<a+b<0<a<bV0&sa<h.

(cH2) a < bV aoldugundan a < b < a’dir.

(cH3) b : M — M, b* (a) = a < b doniigiimii bir sol adjoint oldugundan keyfi sup-

b (a;) saglanir ve dolayisiyla

remum iglemini korur. Boylece b~ (V,., a;) =V

(Viey i) < b=V, (a; < b) elde edilir.

(cH4) Sirasiyla (cH3) ve (cH1) kullanilirsa,

(aVb)«—a=(a<a)V(b<a)=0V(b<a)=(b<+ a)

elde edilir.

(cH5) a <bvex e Molsun.b+ c<zxz=a<b<cVzr=a<+ ¢<uzoldugundan

istenilen gerektirme saglanir.
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(cH6)

(cHT)

(cHB)

(cH9)

(cH10)

(cH11)

(cH12)

(cH13)

Oncelikle a +— 0 < a + 0 oldugundan a < 0V (a < 0) = a «+ 0 saglanir. Diger

taraftan a < 0V a ve boylece a < 0 < a’dir.

b < a <b< aoldugundan b < (b < a)V a’'dir. Boylece a Vb < aV (b < a) elde

edilir. Diger taraftan b <— a < b oldugundan (b <—a) Va < aV b'dir.

(=) aVb=aVcvezr € M olsun. Sirasiyla (cH7) ve (cH4) kullanilirsa, ¢ < a < x
=aVe=(c+a)Va<zVa=aVb<zVa= (b<a)=(aVb) + a<uzelde
edilir. Yaniherz € M iginc <+ a < x = b <+ a < x ve boylece b < a < ¢ < a’dir.

Diger esitsizlik de benzer gekilde gosterilebilir.

(<) Tersini gostermek igin b < a = ¢ < a oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
b+ a < ¢ < a oldugundan (cH7)’den b < a V (¢ <= a) = a V ¢ ve boylece

aVb<aVcdir. Benzer sekilde a V ¢ < a Vb oldugu da gosterilebilir.

a<bvex & M olmak iizere, c+—a < r=c<aVr<bVr=c+b<uzxve

boylece ¢ <— b < ¢ < a’dir.

Her ¢ € J icin A

halde \/,_ (7 < a;) <z <+ A\, a;/ dir.

a; < a; ve boylece (cH9)dan = +— a; < x + A,.;aq; dir. O

icJ ieJ

Tersi icin y € M ve \/,.,(z < a;) <y olsun. Buradan, (Vi € J, x < a; <y) =
VieJ ry<a)= @y < Neya) = (2 Nieyai < y) elde edilir.

Boylece x <— A,c; ai < Ve, (7 < a;) esitsizligi saglanmig olur.

(cH2)’den (a A b) V (a < b) < a oldugu agiktir. Diger taraftan, sirasiyla, dagilma
ozelligi ve (cH7) kullanilarak

(anb)V(a+b) =(@V(aDb))ANDV(a+Db)>an(aVd)>a
elde edilir.

Oncelikle (cH2)’den b < a < b ve boylece (cH5)'den (b « a) < a < b < a’dir.
Diger taraftan, b <— a < b < a esitsizligi ve (cH7) kullamilarak b < aV (b < a) =

aV ((b< a) < a) elde edilir. Boylece, b «— a < (b < a) < a’dir.

Herz € M i¢in (c+b)«—a<zec+b<aVrecec<(aVb) Ve &

¢ < (aVb) <z oldugundan c < (a V b) = (c + b) < a’dir. n
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Tanim 3.1.3. [27] M; ve M, birer kocati, f : My — M, bir fonksiyon olsun. Eger
f fonksiyonu keyfi infimum ve sonlu supremum iglemlerini koruyorsa f’ye bir kocat:

homomorfizmas: denir.

Nesneleri kogatilar, morfizmalar1i kogati homomorfizmalar1 olan kategori coFrm,;
coFrm kategorisinin dual kategorisi olan kolokaller kategorisi ise coLoc ile gosterile-
cektir. Kogati homomorfizmalar: keyfi infimum iglemini koruduklar1 i¢in bir sol adjo-
intleri vardir. O halde coLoc kategorisinin morfizmalar1 kogati homomorfizmalarinin

sol adjointleri olarak tanimlanabilir.

Tanim 3.1.4. M; ve M, birer kocat1 ve f : M; — M, bir fonksiyon olsun. Eger f

asagidaki kosullar saglhiyorsa f’ye bir kolokalik dontistiim denir.
(1) f dontgiimii keyfi supremum iglemini korur,
(2) f'nin sag adjointi olan f, : My — M; déntigiimii sonlu supremum iglemini korur.

Simdi coLoc kategorisinin alt nesneleri olan altkolokalleri tanimlayalim ve bu yapilarin
belli 6zelliklere sahip i¢ (kernel) operatorleri yardimi ile karakterize edilebilecegini

gosterelim.

Tanim 3.1.5. M bir kolokal olmak iizere agagidaki kosullar saglayan bir S C M

kiimesine bir altkolokal denir.
(cS1) Her LC Sigin \/ L € S,
(cS2) Her s € S ve x € M igin s <— x € S'dir.

Onerme 3.1.6. M bir kolokal (kogatr) ve S C M olsun. S’nin bir altkolokal olabilmesi
i¢in gerek ve yeter kosul S’nin M 'den indirgenen siralama ile bir kolokal olmasi ve

e : S — M gomme donistiminin bir kolokalik donisim olmasidir.

Kanit: (=) M bir kolokal ve S C M bir altkolokal olsun. Bu durumda Onerme 2.1.2
ve (cS1)’den S bir tam latistir. Ayrica daha 6nce deginildigi gibi, b € S olmak iizere,
b (s) = s < b ve Vy(s) = bV s bigiminde tanimlanan bV, : S — S donitigiimleri
icin (b*,Vy) bir adjoint ¢ifti oldugundan kogat1 dagilma 6zelligi saglanir, yani S bir
kocatidir.

Simdi, i, : S — M gémme doniigiimiiniin bir kolokalik doniigim oldugunu yani,

k = (i), : M — S fonksiyonunun bir kogat1 homomorfizmas1 oldugunu gosterelim.
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Oncelikle k bir sag adjoint oldugundan keyfi infimum islemini korur. Ayrica, her € M
icin k(z) < k(z) oldugundan i.(k(z)) < x yani, k(z) < = ve boylece k(0) = 0’dir. Son
olarak, x,y € M olmak tizere her s € S i¢in s < k(x) Vk(y) & s < k(y) < k(z) &
ic(s < k(y) =sk(y) Sz e s—r<kly) il(sz)=s+ < yeifs) =
s<zazVy<es<k(xVy)oldugundan k(x) V k(y) = k(x V y)’dir. Béylece k fonksiyonu
sonlu supremum iglemini de korur.
(<) (cS1) S € M bir kolokal oldugundan tam latis oldugu agiktir.

(cS2) s € Svex € M olsun. k = (i.), : M — S, i. kolokalik doniigiimiine kargilik
gelen kogat1 homomorfizmasi ve <, S kocatisinin koHeyting iglemi olmak iizere, her
yeMigns<—zrz<yss<aVyes<klxVy =kx)Vk(y) s+ k(z) < k(y)

& s < k(z) <y ve boylece (s« x) = (s <5 k(x)) € S’dir. u

Onerme 3.1.7. M bir kolokal ve Scl(M), M ’nin tim altkolokallerinin ailesi olsun. Bu
durumda (Scl(M), C) bir kogatidar.

Kamt: (Scl(M),C) kismi sirali kiimesinde her {S; € Scl(M) : ¢ € J} ailesi igin
Nics Si € Scl(M) oldugundan A,_; S; = [, Si'dir. Simdi,
Vsi={\Vn:nc|Js]
ieJ ieJ
bi¢iminde tanimli oldugunu gosterelim:

T = {\/N N C U, Sz-} olsun. Oncelikle her s; € S; icin N = {s;} olarak
segilirse, her i € J igin S; C T elde edilir ve boylece T, {S; : i € I} kiimesinin bir
st siuridir. S € Sel(M), {S; : i € I} nin diger bir iist sinir1 olmak tizere, \/ N € T'
ise N C (U;c;Si € S dir. Buradan, \/ N € S ve boylece T' C S elde edilir. O halde
T =\,o, Si olur. Béylece Scl(M) bir tam latistir.

Son olarak, her T',S; € Scl(M) igin T'V ((,c; Si) = e, (Si V T') oldugunu goste-
relim:

(C:) Her i € J igin (),., S € S; VT oldugundan, her i € J i¢in T'V ((,c; Si) € Si VT
dir. Béylece T'V ((;e; Si) € ey (Si V T) elde edilir.
(2:) Her i € J igin # € S; VT olsun. Bu durumda her i € J i¢in z = s; V t; olacak

sekilde s; € S; ve t; € T vardir. Buradan,

ieJ ieJ iceJ icJ
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elde edilir. Yani, her i # jicin x = (\/,.,t:)Vs; = (\,c, ti) Vs; ve boylece Onerme 3.1.2
(cH8)’den her i # j icin s; <= (o, ti) = 55 < (o, t:)'dir. O halde s = s; <= (\/,c, i)
olmak iizere Onerme 3.1.2 (cH7)’den
r=(\/t)Vvsi=\t)V(sie (\Vt:)=(\t)vseTVv()S)
icJ ieJ ieJ icJ icJ

elde edilir. ]

Not 3.1.8. Her S € Scl(M) igin (¢S1)’den \/ ) = 0 € S’dir. Béylece (Scl(M), Q)

latisinin en kiiciik elemani Ogq(ary = {0} ve en biiyiik elemani 1gq(p) = M'dir.

Simdi de “genellestirilmisg kapali altuzaylar” olarak diigiintilebilecek olan kapali alt-
kolokalleri tanimlayalim. (X, T) bir topolojik uzay ve F € C(X) olmak iizere K C F
kiimesinin Jp-kapali olmasi ile T-kapali olmasi denktir ve boylece F'nin tiim kapali

altkiimelerinin ailesi,
C(F)={K C F: K kiimesi Tp-kapalidr} = {K C F: K € C(X)} =| F

dir. O halde eger ce(a) =] a C M kiimesi bir altkolokal oluyorsa, kapal altuzaylarin

bu sekilde temsil edilebilecegi ¢ikarimini yapabiliriz.
Onerme 3.1.9. M bir kolokal ve a € M olmak tizere ce(a) =) a € M bir altkolokaldir.

Kamit: (cS1) Her i € [ igin a; € ce(a) =] a olsun. Bu durumda, her ¢ € I igin a; < a
oldugundan \/,.; a; < a ve boylece \/,.;a; € ce(a)'dir. O halde ce(a) kiimesi keyfi
supremum altinda kapalidir.

(cS2) s €] a ve x € M olmak iizere, s < a V x saglandigindan s + = < a yani,

s+ x €] a’dir. [ ]

Tanim 3.1.10. M bir kolokal, a € M olmak iizere ce(a) =] a kiimesine bir kapals

altkolokal, oe(a) = {x < a : x € M} kiimesine ise bir a¢ik altkolokal denir.

Yukarida verilen acik altkolokal tamminda y = x < a olarak secilirse, Onerme
3.1.2 (cH12) yardimiyla, daha kullanigh olan oe(a) = {y € M : y <— a = y} tanim elde
edilebilir.

Altuzaylardan farkl olarak Secl(M) latisinde her altkolokalin bir tiimleyeninin ol-

mas1 gerekmez. Fakat bu durum acik ve kapali altkolokaller i¢in gegerli degildir.
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Onerme 3.1.11. M bir kolokal ve a € M olsun. Bu durumda ce(a) ve o¢(a) elemanlar

Scl(M) latisinde birbirinin timleyenidir.

Kanit: 2 € ce(a) Noe(a) olsun. Bu durumda, = € ce(a) oldugundan = < a’dir ve
ek olarak = € o¢(a) oldugundan y < a = = < a olacak sekilde bir y € M vardir.
Buradan y < a ve boylece Onerme 3.1.2 (cH1)’den z =y + a = 0 elde edilir. O halde
ce(a) Noe(a) = {0} dir.

Simdi 2 € M alahm. Onerme 3.1.2 (cH11)’den z = (zAa)V (z < a) esitligi saglanr
ve boylece altkolokallerin supremumu tanimindan = € ce(a) V oe(a) elde edilir. O halde

ce(a) Voe(a) = M'dir. u
Sonug 3.1.12. a < b < ce(a) C ce(b) & 0e(b) C oe(a).

Onerme 3.1.13. M bir kolokal olmak fizere asaqidaki ozellikler saglanr:

(1) Niescelai) = ce(Niesai)

(2) ce(a) V ce(b) = ce(a V b)

(3) \/ieJ oe(a;) = Ue(/\ieJ a;)
(4) Ue(CL) N Oe(b) = Ue(a V b)

Kamt: (1) x € M ve her i € J igin a; € M olmak iizere, v € (., ce(a;) <

rec(y)(Vie)sr<ag(Mield v N\.a < x € ce(/\,.;a)oldugundan

ieJ ieJ
istenilen egitlik elde edilir.

(2) Altkolokallerin supremumu tanimindan,

ce(a) Vee(b) = {\/N:Ngc@(a)Uc@(b)} ={zVy:z<a,y<b}

oldugu agiktir. Simdi A = {zVy : x < a,y < b} = ce(a V b) oldugunu gosterelim.
Oncelikle, z = 2 Vy € Aise z < a Vb oldugundan z € ce(a Vv b)’dir. Diger taraftan,
z € ce(aVb)ise z < aVbolup boylece z = 2zA (aVb) = (zAa)V (2Ab) € A elde edilir.
(3) Heri € Jigin A,
A = {oe(a;) : ¢ € J} kiimesi i¢in bir tist simirdir. Simdi S € M altkolokali A igin

a; < a; oldugundan oe(a;) C oe(/\;c; a;) ve boylece oe(A,;c; a:),

herhangi bir tist smur ve y € oe(A,;c; ;) olsun. Bu durumda y = 2 < A,.;a; =
Ve, (@ < a;) olacak sekilde bir x € M vardir. Her i € J igin z < a; € oe(a;) € S ve

S keyfi supremum iglemi altinda kapali oldugundan y € S elde edilir. Boylece \/ A =
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Viesoe(ai) = oe(\;e; i) dir.

(4) (D:) Sonug 3.1.12 kullamlarak kolayca gosterilebilir.

(C:) k € oe(a) Noe(b) alalm. Bu durumda agik altkolokal tanimi geregi k = z < a =
y < b olacak sekilde z,y € M vardir. Buradan k =z < a=(z < a) < a=k <+ a
vek =y b= (y < b) < b=k < bdir. Boylece Onerme 3.1.2 (cH13) kullamlarak
k<« (avb)=(k<+ b))+ a= (k< a) < a=k <+ a=kelde edilir ki, bu k € 0¢(aVb)

oldugu anlamina gelir. [ ]

Not 3.1.14. Scl(M) bir kogati oldugundan, bir 6nceki 6nermede verilen (3) ve (4)
ozellikleri, Onerme 2.1.19 kullanilarak, sirasiyla, (1) ve (2) ézelliklerinden de kolayca
elde edilebilir.

Altlokallerde oldugu gibi, altkolokaller i¢in de farkli karakterizasyonlar yapmak
miimkiindiir. Bu karakterizasyonlarin biri de, altlokallerin niikleus tanimindan yola

gikarak tanimlanacak olan koniikleus doniigiimleri kullanilarak elde edilecektir.

Tanim 3.1.15. M bir kolokal olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan ¢ : M — M fonksi-

yonuna bir kontikleus denir.
(cN1) Her a € M igin t(a) < a’dir.
(cN2) Her a,b € M igin a < bise t(a) < t(b)’dir.
(cN3) t esgliglidiir yani her a € M i¢in t(t(a)) = t(a)’dir.
(cN4) Her a,b € M igin t(a V b) = t(a) V t(b) dir.

Onerme 3.1.16. M bir kolokal ve S C M bir altkolokal olmak izere ts : M — M,
ts(a) = (ic),(a) = \/{s € S : s < a} bir koniikleustur. Tersine, t : M — M bir
koniikleus olmak tizere Sy = t(M) bir altkolokaldir. Dolayiswyla, M ‘nin altkolokalleri ile

M tizerinde tanimiy konukleuslar arasinda bire-bir esleme vardir.

Kanit: Oncelikle verilen S C M altkolokali icin yukaridaki gibi tanimlanmig olan tg
fonksiyonunun bir koniikleus oldugunu gosterelim:
(cN1) ve (e¢N2) ozellikleri tg'nin tanimindan kolaylikla goriilebilir.

(cN3) s € Sigin s < aise s =tg(s) < tg(a) oldugundan

\{seS:s<a} <\[{s€S:s<ts(a)}
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yani, tg(a) < tg(ts(a))’dir. Esitsizligin diger yonii (cN1)’den agiktir.
(cN4) Bu 6zelligi gostermeden énce tg(b) < tg(a) = tg(b) < a esitliginin saglandigini
gorelim:

Oncelikle, (cN1) ve Onerme 3.1.2 (cH9)'dan tg(b) < a < tg(b) « tg(a)’dir. Diger
taraftan, tg(b) < a < tg(b) < a oldugundan tg(b) < a V (ts(b) < a) ve boylece

ts(b) < (ts(b) < a) < a’dir. Eger egitsizligin iki tarafina tg dontigiimii uygulanirsa,

ts(b) < (ts(b) < a) € S oldugundan
ts(ts(b) = (ts(b) <= a)) = ts(b) = (ts(b) = a) < ts(a) (*)

ve boylece tg(b) + tg(a) < ts(b) < a elde edilir. Sonug olarak istenilen esitlik elde
edilmig olur.

Simdi, a,b < a V b oldugundan (cN2)’'den tg(a) V tg(b) < ts(a V b) oldugu agiktar.
Diger taraftan (cN1)’den ts(a V b) < aV b ve boylece tg(a V b) < a < b'dir. Ayrica

(cS2)’den tg(a V b) < a € S olur. Dolayisiyla (*) esitligi kullanilarak,
ts(a V b) — ts(a) = ts(a V b) —a= ts(ts(a V b) — (L) < ts(b)

ve boylece tg(a VvV b) <tg(a)Vts(b) elde edilir.

Onermenin ters yonii icin t : M — M bir koniikleus olmak iizere t(M)’nin bir altko-
lokal oldugunu gésterelim. Bunun icin {y; € M :i € J} C t(M) verilsin. Bu durumda
her i € Jigin t(z;) = y; olacak sekilde bir x; € M vardir. Sirasiyla (cN3), (cN2) ve (cN1)
kullambirsa, Ve ; yi = Ve, 1) = Ve, 1(8(x:)) = Ve 1) < 6V ey 41) < Viey i ve
boylece t(\/,c;¥i) = Ve, ¥i elde edilir. O halde \/,.;y; € t(M)’dir ve boylece (M)
keyfi supremum altinda kapalidir.

(c¢S2)’yi gostermek icin t(a) € ¢(M) ve x € M verilsin. Bu durumda, koniikleus

tanimmndan ve Onerme 3.1.2 (cH7)’den,
t(t(a) < z)Va >t(tla) < x) Vi(x) =t((t(a) < ) V) =t(t(a) V) > t(t(a)) = t(a)

ve boylece t(a) < x < t(t(a) < z)’dir. Simdi t(t(a) < z) < t(a) < z oldugu da goz
oniine almirsa, t(a) < x = t(t(a) < x) € t(M) elde edilir.

Son olarak S;; = S ve tg, =t oldugunu gosterelim: Oncelikle tg'nin esgiiclii olmasi
kullanilirsa,

reS,erects(M)sts(z) = el
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elde edilir ve boylece S;; = S’dir. Diger taraftan

to(a) =\/{be S :b<a} =\/{bet(M):b<a}=\/{tc) € t(M) : t(c) < a}

saglanir. t(a) < a oldugundan t(a) < tg,(a)’dir. Ayrica, t(c) < aise t(t(c)) = t(c) < t(a)
oldugundan tg,(a) < t(a)’dir. Dolayisiyla, tg, =t elde edilir.
O halde, M’ nin altkolokalleri ile M {izerinde tanimlh koniikleuslar arasinda bire-bir

esleme oldugu soylenebilir. [

Uyar1 3.1.17. S C M bir altkolokal ve A = {a; : i € I} C S olsun. Bu durumda A,
S’deki infimum islemini gostermek iizere, /\;Se 1 @i = ts(/\;e; @i) bigiminde tanimhdir:
Oncelikle her i € T icin A,.;a; < a; oldugundan ts(A,.; a;) < ts(a;)'dir ve boylece
ts(Niesai), A igin bir alt smirdir. §imdi b € S, A igin herhangi bir alt smir olmak
lizere, her 7 € I i¢in b < a; oldugundan b < A, a; ve boylece tg5(b) = b < ts(A\;c; i)
elde edilir.

Onerme 3.1.18. M, ve M, birer kocatr ve f . My — My bir kocatr homomorfizmas:

olsun. Bu durumda f(My) kiimesi, M nin bir altko¢atisidar.

Kanit: {b; : i € I} C f(M;) verilsin. Bu durumda her i € I igin f(a;) = b; olacak
sekilde bir a; € M; vardir ve f bir kogati homomorfizmasi oldugundan
/\bz’ = /\f(ai) = f(/\ai) € f(M)
iel i€l i€l
saglanir. Boylece f(M;) kiimesi keyfi infimum altinda kapaldir.
Diger taraftan, f(M;) sonlu supremum altinda kapalidir ve f(0) = 0 € f(M),
f(1) =1¢€ f(M;)'dir. O halde f(M;), My'nin bir altkocatisidir. |

Onerme 3.1.19. M bir kocaty, M’ C M bir altkocatr ve S C M bir altkolokal olsun.
Bu durumda ts(M"), S nin bir altkocatisudar.

Kanit: M’ C M bir altkocati ve S C M bir altkolokal olsun. Bu durumda i : M" — M
icerme doniisimi olmak tizere, M’ L M L S bir kogat1 homomorfizmasidir. Boylece,

Onerme 3.1.18'den tg(M?"), S’nin bir altkocatisidir. n

Tanim 3.1.20. M bir kocat1 ve S C M bir altkolokal olmak tizere, eger S sonlu infimum

iglemi altinda kapal ise S’ye bir ko-diiz (co-flat) altkolokal denir.
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S C M bir altkolokal olmak iizere, tg koniikleusunun i, : S — M gomme doniigtimiine
kargilik gelen kogati homomorfizmasi oldugu biliniyor. O halde tg'nin, L’deki keyfi in-
fimum islemini korudugu soylenebilir. Fakat ¢g, genel olarak, S’deki infimum iglemini

korumaz.

Onerme 3.1.21. M bir kolokal ve S C M bir altkolokal olsun. Bu durumda S’ nin
ko-diiz olmasu igin gerek ve yeter kosul ona karsiik gelen tg koniikleusunun (S’ deki)

sonlu infimum islemini korumasidar.

Kanit: (=) S € M ko-diiz olsun. Bu durumda S ve L’deki sonlu infimum islemleri
cakigtigindan aciktir.

(<) tg, S’deki sonlu infimum iglemini koruyan bir koniikleus olsun. I sonlu indis
kiimesi i¢in {a; : ¢ € I} C S olmak iizere, /\fel a; = /\iSE[ ts(a;) = ts(/\fef a;) € S

saglanir ve boylece S ko-diiz bir altkolokaldir. ]

Onerme 3.1.22. M bir altkolokal ve a € M olsun. Bu durumda ce(a) kapal altko-
lokaline karsihk gelen koniikleus t.,)(x) = a Az, ve oe(a) ag¢ik altkolokaline karsilik

gelen koniikleus to,)(y) =y < a bigimindedir.

Kanit: M bir altkolokal ve a € M olmak {tizere,

tee(a) (@) = \/{5 €cela):s<z}=aAlx

oldugu aciktir. Simdi, ¢o.(a)(y) = y < a oldugunu gosterelim: Oncelikle,

toG(a)(y):\/{seoe(a):sgy}:\/{xea:x%agy,xeM}

esitlikleri tanimlardan aciktir. Simdi, Onerme 3.1.2 (cH2)’den, y < a < y oldugundan
Y < a < too(q)(y) elde edilir. Diger taraftan, x <— a < y ise, sirasiyla, Onerme 3.1.2
(cH12) ve (cH5) kullanilirsa z <— a = (z <= a) <= a < y < a elde edilir ve boylece

toe(a)(y) <y <= a’dir. O halde istenilen esitlik saglanmig olur.

Onerme 3.1.23. M bir kolokal ve S C M bir altkolokal olsun. Bu durumda (c¢)s(.)
ve (0¢)s(.), siraswyla, S’deki kapaly ve agik altkolokalleri gostermek tzere asagidakiler

saglanar:

(1) S4,52 € M altkolokaller ve S1 C Sy ise tg, < tg, dir.

(2) SNcela) = (ce)s(ts(a)).
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(3) SnNoela) = (0e)s(ts(a)).

Kanit: (1) S; C S ise, keyfi a € M igin

tgl(a):\/{seSl:sga}g\/{SESQ:sga}:th(a)

elde edilir ve boylece tg, < tg,’dir.
(2) ts(a) =\{seS:s<a} =V(cela)NS) €S esitligini gz oniine alarak

re€Sver<a < xe€Sver <tg(a)

oldugunu gosterelim: = € S ve x < a ise x € ce(a) N S’dir. O halde tg(a) bu kiimenin
supremumu oldugundan z < tg(a) saglanir. Diger gerektirme (cN1) 6zelliginden agiktir.
O halde bu denklik kullanilarak,

z € (ce)s(ts(a) ©@xeSvexr<tgla) ©xeSvexr<as xc(e)s(a) =5SNce(a)
elde edilir.

(3) Onerme 3.1.11 geregi acik ve kapali altkolokaller birbirinin tiimleyeni oldugundan,
(2)’den kolayca elde edilir.
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4

4.1

DICATILAR VE DILOKALLER

Doku Uzaylarindan Digatilara Gegis

Bu béliimde doku uzaylari ve (ko)gatilarin morfizmalar: arasindaki iligkiler incelene-

cektir. Bu iligki, ditopolojik doku uzaylari teorisinden digatilar teorisine gecilmesinin

nedenlerini gérmek bakimimdan 6énemlidir. Bunun igin (S, 8) ve (7, 7T) doku uzaylarim

ve (r,R) : (S,8) = (T, T) dibagmtisi ele alahm. Oncelikle [7, Sonug 2.12)'den, A € 8

icin, p.(A) = r7A ve Yg(A) = R A bigiminde tamiml ¢, ve ¥ doniigtimlerinin,

sirasiyla, keyfi supremum ve keyfi infimum iglemini koruduklar:1 biliniyor. Burada ilk

olarak, ¢ keyfi supremumu ve ¢ keyfi infimumu koruyan birer doniigiim olmak iizere,

(p, ) ikilisi ile (r, R) dibagintis1 arasinda bire-bir eglemenin var oldugu gosterilecektir.

Bu eslemenin miimkiin oldugu [29] nolu kaynakta bulunan Onerme 2.2nin 6zel bir hali

olarak, asagida verilen onerme ile goriilebilir.

Teorem 4.1.1. (S, 8) ve (T,7T) doku uzaylar: olsun. Bu durumda asagidakiler saglanur:

(1)

(2)

r:(S,8) = (T,7) bir bagintr olmak tizere @, : 8 — T, p,.(A) = r~ A donisimi keyfi

supremum islemini korur.

Tersine, © : & — T keyfi supremum islemini koruyan bir doniusim olmak tizere
r, € P(S)®T,
T, = \/{F(s’t) cJue S, el Py L Qu, P, LQrvep(B) CQ,= BCQ,,VBcS§}

(S,8)den (T,7) ye bir bagintidur. Ayrica p,, = @ ve ry,, = r dir.
R : (S,8) — (T,7) bir kobaginty olmak tizere g : 8§ — T, Yyr(A) = R7A
dontistumi keyfi infimum islemini korur.

Tersine, ¥ : 8§ — T keyfi infimum islemini koruyan bir donidsim olmak tizere
R¢ S fP(S) ® T,
Ry, = ﬂ{@(s’t) cJue S, el P, LQs, P, L Q,veP, CY(B)= P, C B,YB €8}

(S,8)den (T, T) 'ye bir kobagintudr. Ayrica, V¥r, = ve Ry, = R dir.

Kanit: (2) R: (5,8) — (7,7) bir kobagint1 olmak iizere, [7, Sonug 2.12)'den, A € §

icin Yg(A) = R~ A bigiminde taniml ¢r doniigiimiiniin keyfi infimum iglemini ko-

rudugu biliniyor.
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Tersi icin, ¢ : 8 — T dontigiimiiniin keyfi infimum islemini korudugunu kabul edelim
ve oncelikle 2, 'nin bir kobagint1 oldugunu gosterelim:

(CR1) ?(S,t) Z Ry, Ps € Qg ve iddianin aksine ?(s’,t) C Ry oldugunu kabul edelim.
F(S,t) Z Ry ise ﬁ(s,t) Z @(S#) olacak sekilde bir ¢ € T vardir ve ayrica P, € Qs,
P, Z Q, ve VB € 8,P, C¢(B)= P, C B” kogullarin1 saglayan birer u € S, v € T
bulunabilir.

ﬁ(s,t) z @(37,5,) ise Onerme 2.2.8 geregi P, @)y ve buradan F(5/7t) Z @(S,J,)’dir.

Simdi, P; € Qg ve Py € @, oldugu biliniyor. Diger taraftan, keyfi B € § icin
P, C¢(B) ise P, C B oldugundan ve ayrica P, Z @, oldugu bilindiginden B € Q ve
boylece Teorem 2.2.6 (1)’den P; C B elde edilir. O halde,

Qi €{Quy e S weT; P, Qs P Z QyveP, CY(B)= P, C BB eS8}

olur ve buradan ﬁ(s’,t) C Ry C @(s,,t,), yvani P, C @y dir. Bu durumda F(s,t) - @(S,t,)
celigkisi bulunur.

(CR2) F(s,t) Z Ry ise ?(S’t) Z @(s,t’) olacak sekilde bir ¢ € T vardir ve ayrica
P, Z Qs, Py £ Q, ve VB € 8§, P, C )(B) = P, C B” kosullarim saglayan birer
w € S, v € T bulunabilir. P, € @, oldugundan P, € Q¢ ve Py < Q, olacak sekilde
bir ¢ € S vardir. Simdi I_D(SI,t) Z R, oldugunu gosterelim:

P(&t) z @(S’t,) oldugundan P, Z )y ve boylece F(S@t) Z @(S,Vt,)’dir. Ayrica, P, € Qy,
Py < Q,ve VB €8, P, C(B) = P, C B” kogullar1 saglandigindan R, C @(S,J,)’dir.
Bu durumda, Py € Ry elde edilir.

Simdi g, = 1 esitliginin saglandigim gosterelim:

(C:) Yr,(A) £ ¥(A) olacak sekilde bir A € § oldugunu varsayalim. Bu durumda,
Vr,(A) € Q; ve Py € ¢(A) olacak sekilde bir ¢ € T vardir. Diger taraftan,

Vi, (A) = Ry (A) = \/{P.: Vs, Piyy L Ry = P, C A} £ @,
oldugundan Py & @); ve her s € S igin
ﬁ(&t/) g R¢ =P, CA (1)

kogullarini saglayan bir ¢’ € T vardir. Py € Q; oldugundan P, € @, ve P, € @, olacak
sekilde bir v € T, ayrica Pr € Q,’den de Py € Q. ve P, € @, olacak sekilde bir

v € T vardir.
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Diger yandan, By = A\{B € 8 : P, C ¢(B)} kiimesi alinirsa, ¢ déniigiimii keyfi

infimum iglemini korudugundan

U(Bo) =y(/\{B€S: P, CvB)}) = \{v(B) €T: P, Cv(B)}

elde edilir. Ayrica P, Z @; oldugu bilindiginden P, C P, C ¢(By)'dir. P, C ¢(By)
ve P, Z ¢(A) oldugundan ¢ (By) Z ¥(A) saglanir. Bu durumda, 1 sira koruyan bir
doniigim oldugundan By € A olur ve boylece By € Q4 ve Py € A olacak sekilde bir
s € S bulunabilir. Ustelik, P, Z A oldugundan ise Py Z @, ve P, A olacak sekilde
bir v € S vardur.

Yukarida elde edilenler goz ontine alimirsa P, € Quuwy, Ps € Qu, Py € Q, ve
keyfi B € § i¢in “P, C ¢(B) = P; C By C B” kosullarimin saglandig1 goriilebilir.
Bu durumda P,y € Ry ve boylece (1) kogulu geregi P, C A elde edilir ki, bu bir
celigkidir.

(2:) ¥(A) € Yr,(A) olacak sekilde bir A € § oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
V(A) € Qi ve P, € g, (A) = Ry (A) = \V{P, : Vs, P(syy £ Ry, = P, C A} olacak
sekilde bir ¢ € T vardir. O halde, Py, € Ry ve Py ¢ A olacak sekilde bir s’ € S
bulunabilir. F(s/,t) Z R, oldugundan F(s/,t) z @(S,’t,) olacak gekilde bir ¢’ € T vardir ve
ayrica P, € Qg, Py € Q, ve

VBES, P, CY(B)= P, CB (2)

kosullarii saglayan bir v € S, v € T bulunabilir. F(sfyt) z @(s,#) ise P,  Qu’dir.
Diger taraftan, ¥(A) ¢ @ oldugu bilindiginden P, C ¢(A)’dir. O halde ¥(A) <
Qy ve boylece Py C 1(A) elde edilir. Ayrica, Py, @, ve Py C 1(A) oldugundan
P(A) € Q, ve boylece P, C ¢(A)’dir. Bu durumda, (2) kogulu geregi P, C A olmahdir.
Simdi, Py € A ve P, C A oldugundan Py ¢ P, elde edilir. Fakat P, € (¢ oldugu
bilindiginden Py C P, olmahdir. O halde bu iki durum bir geligki verir ve dolayisiyla
her A € 8 igin ¢(A) C ¢g,(A) olmahdir.

Son olarak, Ry, = R esitliginin saglandigini gosterelim:

Yr, = Y'nin saglandigr yani her A € 8 igin R, (A) = ¥ (A) oldugu biliniyor.
Burada 1 yerine ¢p konulursa, her A € 8 icin Ry, "(A) = ¢Yr(A) = R7(A) olur.
Boylece Onerme 2.2.18 (4)’den Ry, = R oldugu sonucu elde edilir. |

Sonug 4.1.2. p. v : § — T, ¢ keyfi supremumu ve ¢ keyfi infimumu koruyan bi-

rer déntigim olmak tzere, drTex kategorisinin morfizmalary ile (p,) fonksiyon ¢ifti
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arasinda bire-bir bir esleme vardir; dolaipsiyla drTex kategorisinin morfizmalar:, yerine

(0, ) ikilisi kullanilabilir.

Simdi drTex®? kategorisinin morfizmalarimin keyfi infimum ve keyfi supremumu
koruyan déntigiimlerle nasil temsil edilebilecegini inceleyelim. (r, R) dibagmtis1 dr-
Tex kategorisinin bir morfizmasi olmak iizere, buna karsilik gelen dr’Tex®® morfizmasi
(r, R)* = (R*,r*) bigimindedir. Dolayisiyla, B € T i¢in pp~(B) = (R*)"B =R B
ve Y« (B) = (r*)7 B = r* B oldugundan (pr«, ¥« ) ¢iftini ele almamiz gerekir. (r, R)
dibagmtisi ile (., 9¥g) ¢ifti arasinda bire-bir esleme oldugu da g6z éniinde bulunduru-

larak agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.3. (1, R) : (5,8) — (T,7) bir dibagintr olsun. Bu durumda asagidakiler

gecerlidir:
(1) pre: T — 8 bir sol adjointtir ve her B € T i¢in
(r)"(B) = R™B =[{A€8: B C ¢r(A)}
esitligi saglanar.
(2) ¢y : T — 8 bir sag adjointtir ve her B € T igin
(r)«(B) =1"B =\[{A €8 :¢,(A) C B}
esitligi saglanar.

Kanit: (1) Oncelikle Teorem 2.2.19 geregi ((R<)~, R™) = (@r,wg) bir adjoint cifti

oldugundan (¢)* = @g<dir. Ayrica, Onerme 2.1.12'den v déniigiimiiniin sol adjointi

(r)"(B) = [ {A €8: B C ¢r(A)}

biciminde tanimhdir ve boylece istenilen esitlik elde edilmis olur.
(2) Benzer sekilde, (r7, (1)) = (¢, ¥ ) bir adjoint ¢ifti ve ¢, doniigiimiiniin sag
adjointi

(¢r)«(B) = \/{A €38:¢,(A4) C B}

bi¢ciminde tanimli oldugundan istenilen sonug elde edilir. [ ]

Sonug 4.1.4. (Vg)*, (pr)s : T — 8 yukarda elde edilen donigimler olmak tizere,

drTex®®? kategorisinin morfizmalary olarak ((Vr)*, (¢r)s«) ikilisi alinabilir.
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Cat1 homomorfizmalarinin keyfi supremum ve sonlu infimum islemlerini; kogat1 ho-
momorfizmalarinin ise, keyfi infimum ve sonlu supremum iglemlerini koruyan dontigtimler
oldugu biliniyor. Amacimiz, icerisinde cat1 ve kocati kavramlarini bulunduran bir yap:
elde etmek oldugundan bu kogullara sahip dontisiimlere ihtiyacimiz olacaktir. Bunun
i¢in ¢ ve ¢ dontigiimlerinin hangi kogullar altinda istenilen ozelliklere sahip olacaklarini

inceleyelim.

Teorem 4.1.5. (S,8), (T,7) doku uzaylar ve (r, R), (S,8)’den (T,7T) ye bir dibagint.

olsun.
(1) Asaqudakiler denktir:

(a) ¢, doniisimi sonlu infimum (kesigim) islemini korur.

(b) P, L Qu, r £ @(Sht) ver ¢ @(SM) olacak sekilde her t,t' € T, s1,89 € S
icin r € @(37,5,) ve (Ps, N Py,) € Qs kosullariny saglayan bir s € S vardar.

(2) Asaqudakiler denktir:

(a) Yr donisimi sonlu supremum (birlesim) islemini korur.

(b) P, Z Qu, F(sht) Z R ve F(SM) Z R olacak sekilde her t,t' € T, s1,890 € S
icin ﬁ(s,t’) Z R ve P, € (Qs, UQs,) kosullarine saglayan bir s € S vardur.

Kamt: (1) (a)= (b) P € Qu, r £ @(Sht) ver ¢ @(32,15) olacak sekilde ¢,¢' € T,
s1,5, € S verilsin. Bu durumda, Onerme 2.2.18 (1)’den r?P,, € Q; ve 7" Py,  @Q;
olur. Buradan P, C r— P, Nr~ Py, ve boylece (r— P, Nr~ Ps,) € Qp elde edilir. Ayrica

varsaylm geregi,
7“_>P31 N T_>P52 = ©r(Ps,) Nr(Ps,) = 0r(Psy N Py,) = T_)(P81 N Py,)

saglamr. 1 (P, N Py,) € Qp oldugundan, kesit tammu kullamlarak, r ¢ Q) ve
(Ps, N P,,) Qs olacak sekilde bir s € S elde edilir.

(b) = (a) A, B € 8 verilsin. Onerme 2.2.18 (3)’den 7~ (ANB) C (r7A)N(r~ B) oldugu
agiktir. Diger kapsamay1 gostermek i¢in, tersine (r”A)N(r~B) € r~ (AN B) oldugunu
varsayalim. Bu durumda, Teorem 2.2.6 (2)’den (r7"A)N(r7B) € Q; ve P, £ r7(ANDB)
olacak sekilde bir ¢t € T" vardir. Simdi P, Z 77 (A N B) oldugundan, kesit tanimindan,
P, & Qp ve her z € S i¢in

T Z @(Z,t/) = A N B g Qz (*>
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olacak gekilde bir ¢’ € T vardir. Diger taraftan, r7A € Q; ve r7 B Z @Q; oldugundan,
yine kesit tanimi kullanilarak, r & @(SM),A Z Qs ver € @(SQJ),B Z Qs, olacak
sekilde s1, so € S elde edilir. Boylece, varsayimda belirtilen kogullar gecerli oldugundan,

rg @(Sy) ve (P, N Py,) € Qs 6zelliklerini saglayan bir s € S vardir. Ayrica,
ALQs,BLQs, = P, CA P, CB= P,NP,CANB

saglanir. Buradan, (P, NPs,) € Q, gergegi ile (ANB) € Q) elde edilir. Fakat r £ @(S,t,)
olmas, (*) geregi AN B C Qs celigkisi elde edilir.
(2) Kamt, (1) ile benzer sekilde yapilabilir. n

Tanim 4.1.6. Teorem 4.1.5 (1)’'in denk kogullarindan birini saglayan bagmtiya fr-
baginty; (2)'nin denk kogullarindan birini saglayan kobagintiya fr-kobagint, denir. r bir

fr-bagint1, R bir fr-kobagint1 olmak tizere (r, R) ikilisine bir fr-dibagint: denir.

Sonug 4.1.7. (r, R) ve (q, Q) birer fr-dibagintr olmak tzere, r o q bir fr-baginti, R o Q
bir fr-kobaginti ve (r, R) o (q,Q) = (r o q, R o Q) bir fr-dibagintidar.

Kanit: Sonlu supremum (sirasiyla, kegisim) iglemini koruyan déntigiimlerin bilegkeleri
de sonlu supremum (sirasiyla, kegisim) iglemini korudugu icin agiktir. [ ]

Nesneleri doku uzaylar1 ve morfizmalari fr-bagintilar (sirasiyla, fr-kobagitilar) olan
kategori frTex (sirasiyla, frcoTex) ile gosterilsin. Agikga, frTex (sirasiyla, frcoTex)

kategorisi Frm (sirasiyla, coFrm) kategorisinin dolu bir alt kategorisidir.

Onerme 4.1.8. Her difonksiyonun tersi bir fr-dibagintidar.

Kanit: (f, F') bir difonksiyon ve (r, R) = (f, F)* olmak iizere Onerme 2.2.23’den
r7A=(FT)7A=FTA=f"A=(f")7A=R"A

elde edilir. O halde ¢, = ¥g keyfi supremum ve keyfi arakesit iglemlerini korur ve

boylece (r, R) bir fr-dibagintidir. u

Uyari 4.1.9. Her fr-dibagmtinim tersi bir fr-dibaginti olmak zorunda degildir. Ornegin
(f, F), fr-dibagimt1 olmayan bir difonksiyon olsun. Bu durumda Onerme 4.1.8'de goste-
rildigi gibi (r, R) = (f, F)* bir fr-dibagintidir. Fakat (r, R) = (f, F) oldugundan,
varsayim geregi, (r, R)< bir fr-dibagint1 degildir. Dolayisiyla drTex ve drTex®? kate-

gorileri arasinda bir izomorfizma olan J: drTex— drTex°P,

3((8,8) 5 (1, 7)) = (1,7) L5 (8.9),
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funktoru frTex ve frTex®®? kategorileri arasinda bir izomorfizma olamaz.

Nesneleri ditopolojik doku uzaylari, morfizmalar ¢,.(7s) C 7p ve ¥gr(ks) C kr
kogullarimi saglayan (¢, ¥g) : (S,8,7s,ks) — (T, 7T, 7r, k) fr-dibagintilar olan kate-
goriyi frDitop ile gosterelim.

Uyari1 4.1.10. § : dfDitop — frDitop,

fF FFYC=(F<,f<
g(<57877—57’13) u> <T7 77 TT7RT>> - (T7 (‘T7 TT;’%T) ( ) ( )\ (

S787TS)KJS)

kontravaryant bir funktordur: Oncelikle, Onerme 4.1.8'den §((f, F)) = (f, F)* bir fi-
dibagmtidir ve (f, F) ikili siirekli oldugundan F* (7r) C 75 ve f<(kr) C kg kosullar
saglanir. Ayrica, Onerme 2.2.14 (2)'den §(1(s,8,7¢,05)) = (s, L5)" = (is, Is) = 1518874 .x5)
oldugu aciktir.

Son olarak, (fy,Fy) ve (fs, Fy) birer dfDitop morfizmas: olmak iizere, Onerme
2.2.14 (1)den, F((f1, F2) o (fo, F2)) = ((f1, F1) o (f2, F2))T = (f2, F2)T o (f1, F1)T =

S ((fa, F2)) o §((f1, F1)) saglanir.

Ditopolojiler, tamamen dagilimhilik 6zelligine sahip bir latis olan & dokulanmasi
tizerinde tanmimlanmaktadir. Burada latisin tamamen dagilimhilik 6zelligi yerine, ¢ati
ve kocat1 dagilma ozellikleri kullanilarak elde edilen daha genis bir latis sinifi iizerinde

bir yap1 olusturulacaktir.

Tanim 4.1.11. L, latisi aym anda hem bir ¢at1 hem de bir kogati olsun. L¢, C L, keyfi
supremum ve sonlu infimum, L.y C L. ise keyfi infimum ve sonlu supremum altinda

kapali bir altkiime olmak tizere L = (L., Ly,, L.r) ligliisiine bir di¢ats denir.

Yukaridaki tanimdan Ly, 'nin bir cat1, L.¢ 'nin ise bir kogat1 oldugu kolayca goriile-
bilir.
Ornekler 4.1.12. (1) X bir topolojik uzay olmak iizere, (P(X),Q(X),C(X)) bir
digatidir.

(2) (5,8, 7, k) bir ditopolojik doku uzay1 olmak tizere (8,7, k) bir dicatidir.

(3) R gercel sayilar kiimesini standart topoloji ile ele alahm ve L, = Q,.,(R) olarak
belirleyelim. Ornekler 2.1.15 (3)’den L, bir tam Boole cebiri ve bdylece hem bir

¢at1 hem de bir kocgatidir.
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(a) Loy = Qeg(R) ve Ly, = {(—00,a) : a € R} U {0, R} olsun. Bu durumda,
Vaen(—00,a — ) = (—00,a) € Ly, oldugundan Ly, keyfi supremum altinda
kapalidir. L, 'nin sonlu infimum altinda kapali oldugu tanimdan aciktir. Bu du-
rumda, L = (L, Ly,, L.r) bir dicatidir.

(b) Ly = {(—o00,a) : a € R}U{D,R} ve Ly = {(a,00) : a,b € R} U {0, R}
olarak tanimlansin.

/\ (a—%,oo) = (ﬂ(a—%,oo))oz [a,00)° = (a,00) € Ly

neN neN
oldugundan L. keyfi infimum altinda kapaldir. Tanmimdan, L.y nin sonlu supre-

mum altinda kapali oldugu aciktir. O halde, L = (L., Ly,, L.s) bir dicatidir.

Simdi topolojik yapilarin 6nemli kavramlarindan olan taban ve alt tabanlarin dicati

teorisindeki kargiliklar1 verilecektir.
Tanim 4.1.13. L = (L, Ly,, L.s) bir digat: olsun.

(1) B C Ly, olmak {izere, eger her a € Ly, icin a = \/ f, olacak sekilde bir g, C 3

varsa (8 kiimesine L dicatisimin bir taban: denir.

(2) B C L. olmak iizere, eger her k € L.s i¢in k = A B olacak sekilde bir g, C 3

varsa 3 kiimesine L digatisinin bir kotaban: denir.

Klasik yapiya paralel olarak, taban ve kotaban ile ilgili agagidaki karakterizasyonlar

gecerlidir.

Onerme 4.1.14. L. hem bir catr hem de bir kocatr ve 8 C L. olsun. Bu durumda

asagqidakiler gecerlidir.

(1) B kimesinin bir L = (Le, Ly, Lep) digatisinman tabane olmasy igin gerek ve yeter

kosul asaqidaki ozelliklerin saglanmasidar:

Bi1) VB=1
(B2) Her by, by € B igin by A by = \/ B, olacak sekilde bir 5, C [ vardar.

(2) B kimesinin bir L = (L¢, L., Lep) dicatisiman kotabani olmasy igin gerek ve yeter

kosul asaqidaki ozelliklerin saglanmasidar:

(c6) N3 =0
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(cB2) Her by, by € B igin by V by = A By olacak sekilde bir By, C B vardar.

Kamt: (1) (=) Taban tanmimindan kolayca elde edilebilir.

(<) L. hem bir cati hem de bir kogati olsun ve  C L, kiimesi yukaridaki (;
ve 3y ozelliklerini saglasin. Bu durumda, Ly, = {\/ A: A C g} C L, kiimesinin keyfi
supremum islemi altinda kapali oldugu agiktir. Ayrica, Ly, sonlu infimum islemi altinda
da kapalidir. Gergekten \/ A, \/ B € Ly, olmak iizere, L. bir ¢at1 oldugundan

(VAN B) =V (ar(VB) =V V(enb)

acA acAbeB
saglanir. Burada a,b € 5 oldugundan (b)’ye gére aAb =\/ 3, olacak sekilde bir 5, C
vardir. Boylece, (\/ A) A (\/ B) € Ly, elde edilir.
Bu durumda, L = (L., Ly, L.) bir dicatidir ve 8 kiimesinin bu digat1 i¢in bir taban
oldugu tanimlardan agiktir.

(2) (1)’in duali olarak kolayca elde edilebilir.
Onerme 4.1.15. L = (L., Ly, Ley) bir digaty olsun.

(1) B, L’nin bir tabam ise, a £ x olan her a € Ly, ve x € L, i¢in b < a ve b £ x

olacak sekilde bir b € 8 vardr.

(2) B, L’nin bir kotabani ise, x % k olan her k € Loy ve x € L, igin k <b vex £ b
olacak sekilde bir b € 8 vardr.

Kamt: (1) a € Ly, ve ¢ € L. igin a £ x olsun. Bu durumda §, L’'nin bir taban
oldugundan a = \/ f3, olacak sekilde bir g, C 8 vardir. \/ 5, £ = oldugundan b £ x
olacak sekilde bir b € 3, vardir ve acikca b < a’dir.

(2) (1) ile benzer gekilde kanitlanabilir. |

Tanim 4.1.16. L = (L., Ly, L.s) bir dicat1 ve § C Ly, (sirasiyla, § C L) olsun.
Eger 6'min elemanlarinin sonlu infimumlarindan (sirasiyla, supremumlarindan) olugan
kiime, L igin bir taban (sirasiyla, kotaban) oluyorsa §’ya L'nin bir alt taban: (sirasiyla,

alt kotabani) denir.

Tanmmm 4.1.17. L = (L., Ly, Ley) ve M = (M., My,, M s) birer dicatr olmak {izere
agagidaki ozellikleri saglayan (p,1) : L — M doniigiim ¢iftine bir digate homomorfiz-

mast denir:
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(1) ¢: L. = M, keyfi supremum, sonlu infimum iglemlerini korur ve ¢(Ly,) C M, dir.

(2) ¥ : L. — M, keyfi infimum ve sonlu supremum iglemlerini korur ve ¢)(L.r) C M, dir.

Ornek 4.1.18. X ve Y birer topolojik uzay, f : X — Y siirekli bir fonksiyon olmak
lizere
(f 7 (P(Y),QY), €(Y)) = (P(X), Q(X), (X))

bir dicati homomorfizmasidir.

Nesneleri dicatilar, morfizmalar1 dicat1 homomorfizmalar: olan kategori diFrm ile
gosterilecektir. Bu kategorinin duali ise diLoc ile gosterilecek ve dilokaller kategorisi

olarak adlandirilacaktir.

Uyar1 4.1.19. L = (L., Ly, Les) ve M = (M., My, M.s) birer digat: olmak {izere,
diLoc kategorisinin morfizmalar1 agagidaki kogullar saglayan (f, g) : L — M doniigim

ciftleridir:

(i) f doniigimii keyfi supremum iglemini korur,

(ii) f'nin sag adjointi olan f, : M, — L. doéniigiimii sonlu supremum iglemini korur,
(iii) f.(M.p) C L.g'dir,
(iv) ¢ déniigiimi keyfi infimum iglemini korur,

(v) ¢’nin sol adjointi olan ¢* : M, — L. doéniigiimii sonlu infimum iglemini korur,
(vi) g*(My,) C Ly, dir.

Burada, f'nin bir kolokalik déntigiim, g'nin bir kolokalik doniigiim, (¢*, f.)'nin ise bir

digat1 homomorfizmasi oldugu aciktir.

Nesneleri digatilar, morfizmalar1 ise ¢ = 1) kogulunu saglayan di¢ati homomorfiz-
malar1 olan kategori hdiFrm ile gosterilecektir. Acikca diH, hdiFrm’nin dolu bir alt
kategorisidir. Ayrica hdiFrm kategorisi diFrm’nin dolu olmayan bir alt kategorisidir.
Simdi diFrm ve diLoc kategorilerinin dfDitop ve diH kategorileri ile iligkilerini
inceleyelim:

(Si, 84,7, ki) (1 = 1,2) ditopolojik doku uzaylari olmak tizere Onerme 4.1.8'1 kulla-
narak ¢:dfDitop — dilLoc,

fF (ef¥r)
6((‘5(178177—17’%1) M (5278277—27’%2) - <8177—17K/1) W—F> (827T27’€2>
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funktorunu elde ederiz. Burada (81,7, k1) M (Sg, T2, K2),

(pre e )=((¥r)*,(pr)+)

(8277—27I{2) (8177—17/11)

diFrm morfizmasina karsilik gelen diLoc morfizmasidir.
(Liy i, k) (i = 1,2) Hutton uzaylart ve ¢ : (Ly,7,k1) — (Lo, T, k2) bir diH

morfizmasi olsun. Bu durumda $: diH— diFrm,

5((-[/177—17"{/1) i) (L277—27"$2)) — (L177—17"§/1) M (L27T27K‘2)-

funktorunu elde ederiz.

Tanim 4.1.20. L = (L., Ly, Leg), M = (M., My,, M.s) birer dicat1 ve (¢,v) : L — M

bir digat1 homomorfizmasi olsun.
(1) Eger ¢ ve ¢ doniigtimleri 6rten ise (¢, 1) homomorfizmas: drtendir,
(2) Eger ¢ ve 9 doniigtimleri bire-bir ise (¢, 1)) homomorfizmasi bire-birdir denir.

Tanim 4.1.21. (L., Ly, Les), (M, My, M.s) birer digaty, (¢,v) : L — M bir digat1

homomorfizmasi olsun.
(1) Eger her a € My, igin ¢*(a) € Ly, oluyorsa (¢, 1) homomorfizmas: agikter,
(2) Eger her a € My, i¢in ¢.(a) € Ly, oluyorsa (¢, ) homomorfizmas: ko-agiktr,
(3) Eger her k € M.y icin ¢*(k) € L.s oluyorsa (¢, 1) homomorfizmas: kapalidar,

(4) Eger her k € M,s i¢in . (k) € L.s oluyorsa (¢, 1) homomorfizmas1 ko-kapalidur

denir.

Onerme 4.1.22. L ve M birer dicatr ve (p,00) : L — M bire-bir ve orten bir di¢at

homomorfizmasy olsun.

(1) Eger (p,v) agk (swraswyla, ko-agik) ise, her b € My, i¢in (a) = b (siraswyla,
p(a) =b) olacak sekilde bir a € Ly, vardur.

(2) Eger (v,v) kapale (siraswyla, ko-kapali) ise, her k € M.s i¢in ¢(f) = k (swraswyla,
o(f) = k) olacak sekilde bir f € L.y vardur.
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Kanit: (1) (¢,%) : L. — M, homomorfizmas: actk ve b € M, olsun. Oncelikle
o orten oldugundan 1(a) = b olacak sekilde bir a € L. vardir. Onerme 2.1.13’den
Y*p = 1, oldugundan *1p(a) = a = ¢*(b)’dir ve bu durumda, (¢, 1) agik oldugundan,
a = *(b) € Ly, elde edilir.

Diger durumlar da benzer sekilde kanitlanabilir. ]

Uyar1 4.1.23. Eger ¢ doniisiimii bire-bir ve 6rten ise Onerme 2.1.13’den .o = 1, ve
0, = 1. dir. Dolayisiyla o, doniigiimii ¢'nin tersi yani, ¢! = ¢, dir. Benzer sekilde,
1) bire-bir ve orten ise ! = ¢* olur. O halde, (¢, p) = ¢ : L — M bire-bir 6rten bir
hdiFrm morfizmasi ise p* = ¢, ’dir. Bu nedenle, acik ve ko-agik ile kapali ve ko-kapali

tanimlari gakigir.

Tanim 4.1.24. L = (L., Ly, Loy), M = (M., My,, M.y) birer dicat1 olmak {izere, acik,
kapali, bire-bir ve érten bir (p,¢) = ¢ : (Le, Ly, Leg) — (Me, My, M.y) hdiFrm

morfizmasina hdiFrm izomorfizmas: denir.

Tanmm 4.1.25. L = (L., Ly, L.y) bir dicat1 olsun. Bu durumda, a € L. olmak iizere,
la] = A{c € Leg:a <c} € Ly ve Ja[=\{b € Ly, : b < a} € Ly, elemanlar, sirasiyla,

a’min kapanmist ve a’nin i¢i olarak adlandirilir.

Tamim 4.1.26. L = (L., Ly, L.¢) bir dicat1 olsun. S, C L. hem bir altlokal hem de bir
altkolokal, Sy, = vs. (Lysr) C Se ve Sep = ts, (Lef) € Se olmak tizere S = (Se, Str, Sef)

uclusii bir altdilokal olarak adlandirilir.

Uyar1 4.1.27. L = (L., Ly, L s) digat1 olmak {izere, S. C L. diiz (flat) bir altlokal ve
ko-diiz (co-flat) bir altkolokaldir.

Onerme 4.1.28. S = (Se, Sfry Seyp) bir digatedar.

Kamt: S = (S, Sfr, Scp) bir altdilokal olsun. Bu durumda, Ly, C L. oldugundan
vs,(Lfr) € wvg,(Le) = Se saglanir. Ayrica, Onerme 2.1.28’den vs, (L), Se'nin bir
altcatisidir yani, keyfi supremum ve sonlu infimum altinda kapalidir. Benzer sekilde,
L.s C L. kapsamasi ve Onerme 3.1.19 kullanilarak, ts.(Lef) € Se oldugu ve tg, (Les) nin

keyfi infimum ve sonlu supremum altinda kapali oldugu goriilebilir. [
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5 DICATILARDA AYIRMA AKSIYOMLARI

5.1 Dicatilara Genellestirilmis Baz1 Ayirma Aksiyomlari

Bu kisimda digatilarda bazi ayirma aksiyomlar: tanimlanacak, bu ayirma aksiyomlar:

ile ilgili gesitli karakterizasyonlar ve ozellikler tizerinde durulacaktir.
Tanmim 5.1.1. L = (L., Ly, L.s) bir dicat1 olsun.

(1) Hera € Le icin a =\, ; N\ie; ¢! olacak sekilde ¢/ € Ly, U L,; varsa L dicatisina
To denir.

(2) Hera € Le igin a = A\;; Vie; ¢! olacak sekilde ¢/ € Ly, U L,; varsa L dicatisina
ko-Ty denir.

Not 5.1.2. (1) Ditopolojik doku uzaylarinda kendi kendine dual olan T} aksiyomu,
digatilarda bu ozellige sahip degildir. Eger L, tamamen dagilimh ise Ty ve ko-Tj

aksiyomlar1 denktir.

(2) U C L olmak tizere, eger V' C L, L'nin U’yu igeren, keyfi supremum ve keyfi
infimum altinda kapali en kiiciik altkiimesi ise U kumesi V’yi tretir denir ve

V =< U > bigiminde gosterilir.

(3) L = (L¢, Ly, Ley) bir digat: olmak {izere L. 'nin Ly, U L.y tarafindan tiretilmesi
gerekmez. L, = P(X), Ly, = L.y = {0, X} dicatis1 bu duruma bir 6rnek olarak
gosterilebilir. Fakat L digatis1 Ty ya da ko-Tj ise, L, =< Lg U Loy > oldugu

tanimlardan kolayca gosterilebilir.

Tanim 5.1.3. L = (L., Ly,, L.s) bir dicat1 ve P dicatilarin bir ozelligi olsun. Eger L,
P ve ko-P ozelliklerini sagliyorsa, L dicatist bi-P’dir denir.

Tanim 5.1.4. L = (L., Ly,, L.y) bir digat1 olsun.

1) Eger L, ’nin her elemani L.; nin elemanlarinin keyfi supremumu bi¢iminde ifade
f f
edilebiliyorsa, yani her a € Ly, i¢in a = \/,; k; olacak sekilde k; € L.y varsa, L

dicatisina Ry denir.

(2) Ry ve Ty dicatilara 7' denir.
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(3) Eger L.fnin her elemani L, 'nin elemanlarimm keyfi infimumu bi¢iminde ifade
edilebiliyorsa, yani her k € L.s icin k = /\ie ; a; olacak sekilde a; € Ly, varsa, L

dicatisina ko-Ry denir.
(4) ko-Ry ve ko-Ty dicatilara ko-T; denir.

Ornek 5.1.5. Ornekler 4.1.12 (3)(a)’da verilen L = (L., Ly, Le;) dicatisii ele alahm.
Her a € R icin (—00,a) = \/, .y(a — n, a) oldugundan L digatis1 Ry’dir. Fakat agiktir
ki, (a,b) € L.¢ sinirli araliklar: (—oo,a) € Ly, elemanlarimimn keyfi infimumu bi¢iminde

ifade edilemez. Dolayisiyla L digatist ko-R, degildir.

L = (Le, Ly, Ley) bir dicat olmak tizere, L, hem bir cat1 hem de bir kogat:
oldugundan, L. nin altlokallerinin ve altkolokallerinin varligindan s6z etmek miimkiindiir.
Simdi bu yapilart kullanarak Ry ve ko-Ry aksiyomlarimin farkh karakterizasyonlarini

verelim.
Onerme 5.1.6. L = (Ley Ly, Ley) bir digaty olsun.
(1) Asagidaki ifadeler denktir:

(a) L digatist Ry dur.

(b) Ly, 'nin elemanlarina karsilik gelen her acik altlokal, L. 'nin elemanlarina
karsilik gelen agik altlokallerin supremumu bigiminde yazilabilir, yant her
a € Ly, i¢in
o(a) = \/{o(k) : k € Lej vek < a}
olur.

(¢) Ly 'nin elemanlarina karsilk gelen her kapaly altlokal, L.; 'nin elemanlarina
karsilik gelen kapaly altlokallerin arakesiti biciminde ifade edilebilir, yani her
a € Ly, i¢in
¢(a) = (V{c(k) : k € Loy ve k < a}
olur.

(d) =,y € L. ve a € Ly, olmak dizere asaqidaki ozellik saglanur:

aty—x=3keLy (k<a)yLk— =

(2) Asaqudaki ifadeler denktir:
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(a) L digatisy ko-Ry dar.

(b) Ley min elemanlarina karsiik gelen her agik altkolokal, Ly, 'nin elemanlarina
karsilik gelen agik altkolokallerin supremumu biciminde yazilabilir, yani her
k € Les icin
oc(k) = \/{oc(a) : a € Ly, vek < a}

olur.

¢) Les'min elemanlarinag karsilik gelen her kapaly altkolokal, Ly, 'nin eleman-
Ly nin el l karsilik gelen her kapalv altkolokal, Ly, nin el
larina karsilik gelen kapal altkolokallerin arakesiti biciminde yazilabilir, yani

her k € Ly igin

ce(k) = ﬂ{c@(a) ta € Ly vek <a}

olur.

(d) xz,y € L. ve k € L.y olmak tizere asagudaki 6zellik saglanar:
r+yLk=3ac Ly, (k<a)z+ady

Kamit: (2) (a) & (b) V., 0e(a;) = 0c(;c; a:) esitligi saglandigindan, ko- Ry tanimindan
kolayca elde edilebilir.

(a) & (c) Nies cela;) = ce( ey ai) esitligi ve ko-Ry tanim kullanilarak elde edile-
bilir.

(b) = (d) z,y € Lo ve k € L.y i¢in x < y £ k olsun. Bu durumda Sonug 3.1.12’den
oc(k) Z oe(x < y) ve (b)'den de

\/{oe(a) ta € Ly vek <a} € oe(r < y)

bulunur. Béylece k& < a ve oe(a) € oe(x < y) olacak sekilde bir a € Ly, vardir. Yine
Sonug 3.1.12 uygulanarak z <— y £ a ve k < a elde edilir. O halde, koHeyting isleminin
ozelligi kullamlarak, k < a ve x + a £ y olacak sekilde bir @ € Ly, bulunmus olur.
(d) = (b) (d) kosulu saglansin yani x,y € L. ve k € L.; olmak {izere, k < a ve
z < a < y bi¢imindeki her a € Ly, i¢in x <— y < k olsun. Fakat L = (L., Ly, L.yf)

digatisinin (b) kogulunu saglamadigini yani,

oc(k) # \/{oe(a) ta € Ly vek <a}
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olacak sekilde bir k € L. oldugunu varsayalim. Ancak & < a olan her a € Ly, icin
\ oe¢(a) C oe(k) oldugu bilindiginden, oe(k) € \/{oe(a) : a € Ly, ve k < a} olur. Bu
durumda, z € oe(k) ve z ¢ \{oe(a) : @ € Ly vek < a} olacak sekilde bir z € L,
vardir. Boylece, z <— k = z ve k < a kogulunu saglayan her a € Ly, i¢in z ¢ oe(a) elde
edilir ki, bu z <— k = 2z ve 2 < a # z yani, z < k # z < a demektir. Ancak k£ < a olan
her a € Ly, i¢in z < a < z < k oldugu bilindiginden z < k £ z < a’dir. Buradan da
z 4 a <tvez<« k£t olacak sekilde bir ¢ € L. var olur. Dolaysiyla bu z,t € L, cifti
igin z < a <t fakat z < t £ k olur ki bu bir ¢eligkidir.

(1)’in kanit1 (2)'nin duali olarak yapilabilir. u

Tanim 5.1.7. L = (L., Ly,, L.f) bir digat1 olsun.

(1) Eger her a € Ly, igin

o=V A\d=VAe

jeJiel jeJiel

olacak gekilde cf € Ly, varsa L dicatisina R; denir.
(2) Ry ve Ty dicatilara T5 denir.

(3) Eger her k € L.s igin

= AV =A\VIFI

jeJiel jeJiel

olacak sekilde ff € L.y varsa L digatisina ko-R; denir.
(4) ko-Ry ve ko-Tj digatilara ko-T5 denir.
Onerme 5.1.8. (1) Her Ry (swraswla, Ty) di¢ate Ry (swraswyla, Ty ) dur.
(2) Her ko-Ry (swraswla, ko-1T3) di¢atr ko-Ry (siraswyla, ko-Ti ) dur.

Kamt: (1) L = (L., Ly, Ls) digatist Ry olsun ve a € Ly, verilsin. Bu durumda,

a=Ve;s Niesll] ve her j € Jicin A, lcl] € Ley oldugundan L dicatisi Ry'dur. n
Simdi, ikili topolojik uzaylarda regiilerlik tanimindan yola ¢ikarak digatilarda regiiler-
lik aksiyomunu vermek igin 6zel bir baginti tanimlayalim. Bilindigi gibi, (X, T, T*) bir
ikili topolojik uzay olmak tizere, her G € Tvez € G icinx € H C F' C G olacak sekilde
bir J-actk H C X ve T*-kapali FF C X kiimesi bulunabiliyorsa, bu uzaya regiilerdir

denir. Diger bir ifadeyle, her G € T kiimesi

G=|J{H €T:3F T"kapal; H C F C G}
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bi¢iminde ifade edilebiliyorsa, (X, T,T*) regiilerdir denir. Denk olarak her F* C X,

T*-kapali kiimesi
F=({K T"kapal: 3G € T, F C G C K}

bigiminde yazlabiliyorsa (X, T*, T) uzay: regiilerdir.
Yukarida verilenlerden yola ¢ikilarak, X bir topolojik uzay olmak tizere, P(X) kuv-
vet kiimesi tizerinde <y, ve <.¢ bagintilar1 asagidaki gibi tanimlansin:

H,G € Q(X) olmak iizere,
H<;, G&3IFeCX),HCFCG.
F,K € C(X) olmak tizere,
F<;KedGeQX);FCGCK.

Simdi, bu bagintilar: digatilara genellestirelim. L = (L., Ly,, L.f) bir digat1, a,b € Ly,

ve f,k € L.; olmak lizere,
a<pbedee Lep;a<ce<b,
f=egk&Tacly f<alk
bagintilarini tanimlayalim.

Onerme 5.1.9. [ = (Leys Ly, Ley) bir digatr olmak dzere, <y ve <. bagintilar

asagqidaki ozellikleri saglar.
(1) Hera € Ly, i¢in 0 <p, a <y, 1, ve her k € Ly igin 0 <cp k <5 17dir.
(2) a =g bisea<b, ve f <.k ise f<kdir.
B) a<b=pc<disea<p dve f<c=<yd<kisef <. k’dir.

(4) a; <4 b; (1 =1,2) ise a1 Vag <pr b1 Vby ve ag Aay <p, by ANby 'dir. Benzer sekilde,
fi =ef k; (Z = 1, 2) 15€ fl V fg =ef k1 V ky ve fl A f2 <ecf ki N ko dir.

Kanit: Tanimlardan kolayca elde edilebilir.

Tanim 5.1.10. L = (L, Ly, L.¢) bir digat: olsun.
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(1) Eger her a € Ly, igin
a:\/{:z:ELfT:x<fra}

bi¢iminde ifade edilebiliyorsa L dicatisina reguler denir.
(2) Regiiler ve Ty digatilara T3 denir.

(3) Eger her k € L.y icin
k:/\{IELCka‘<Cf.ZU}

biciminde ifade edilebiliyorsa L dicatisina ko-regiiler denir.
(4) ko-regiiler ve ko-Ty dicatilara ko-T3 denir.

Onerme 5.1.9'dan, <;, ve <.; bagmtilarimin L, iizerinde birer yardimer (auxiliary)
bagint1 olduklar1 goriilebilir. Regiilerlik ve ko-regiilerlik aksiyomlarinin bu bagintilar
yardimiyla tanimlanmis olmasi, latis teoride yardimei bagintilar kullanilarak elde edilmis

yapilarla iligki kurmaya imkan saglamasi agisindan onemlidir.

Ornek 5.1.11. I = [0,1] birim aralik, L. = {[0,7],[0,7) : 0 < r < 1},

Ly ={0,7) : 0 <7 <1}U{I} ve Ly = {[0,7] : 0 < 7 < 1} U {0} olsun. Oncelikle
[0,7),[0,s) € Ly, olmak iizere, “[0,7) <y [0,5) & r < s” oldugu kolayca gosterile-
bilir. O halde her [0,7) € Ly, eleman, [0,7) = \/{[0,r — L) : [0,r — ) < [0,7)}
bigiminde ifade edilebildigi i¢cin L = (L., L, L.s) dicatisi regiilerdir. Benzer sekilde,
her [0,7] € Loy elemany, [0,7] = A{[0,7 + %] : [0,7] <cf [0,7 + ]} biciminde ifade
edilebilir ve boylece L = (L, Ly, Ls) digatis1 ko-regiilerdir.

Onerme 5.1.12. (1) Her regiiler ve ko-Ry digats ko-Ry dir.
(2) Her ko-regiiler ve Ry di¢aty Ry dir.

Kanit: (1) L regiiler ko-R, bir digat1 ve k € Le; olsun. Oncelikle L ko-Ry oldugundan
k = M\ @i olacak sekilde a; € Ly, vardir. Simdi L'nin regiiler olugu kullanilirsa her
i€l icina; = \/jGJ{b,»j € Ly 2 3fij € Leg; by < fij < a;} biciminde ifade edilebilir.
Buradan,
kﬁ/\\/sz S/\\/]fzg[ﬁ/\\/fw S/\&@'Sk
iel jeJ il jeJ iel jeJ iel

yani, k = A, Vjej fii = Nier \/jeJ]fij[ elde edilir. Boylece L digatis1 ko-R;dir.

(2) (1)’in duali olarak kolayca kanitlanabilir. n
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Asagidaki 6nermenin ispat1 tamimlar kullanilarak kolayca gosterilebilecegi icin ve-

rilmeyecektir.

Onerme 5.1.13. L = (Les Lyr, Ley) dicatisy Ry (swraswyla, Ry, regiiler), Ly, bir kogatu

C

ve Ly © Ly ise L' = (Le, Ly, Liy) dicatisy da Ry (swraswyla, Ry, regiiler) dur. Dual

olarak, L = (Le, Ly, Ley) digatist ko-Ry (swraswyla, ko-Ry, ko-regiiler), L' bir cati ve
Ly, C L}T ise L' = (LE,L’JCT,LCf) dicatist da ko-Ry (siraswla, ko-Ry, ko-regiiler) dir.

Onerme 5.1.14. (1) Her regiiler (suraswla, Ts) dicate Ry (swraswyla, Ty) dir.
(2) Her ko-regiiler (siraswyla, ko-T3) digcat ko-Ry (siraswyla, ko-Ty) dir.

Kanit: (1) L regiiler bir dicat1 olsun ve a € Ly, verilsin. Bu durumda tanmimdan
a = \V,e{ci € Lyr : ¢; <4 a} biciminde ifade edilebilir. Eger ¢; <z, a ise ¢; < k; < a
olacak sekilde bir k; € L.; oldugu biliniyor. Simdi, J = {j} ve her i € I icin CZ =¢

olarak secilirse

1=V AZ <V A<V AR <a

iel jeJ iel jeJ iel jeJ
yani a = \/,; /\jech = Vier /\jeJ[cjf] elde edilir ve boylece L dicatist R, dir.
(2) (1)’in duali olarak kolayca elde edilebilir. n

Dicatilarda tamamen regiilerlik aksiyomu da, regiilerlik taniminda oldugu gibi, bir
bagmti yardimu ile verilecektir. Simdi, D = {k/2" : k,n € N,k = 0,...2"} diyadik
rasyonel sayilarin bir kiimesi, L = (L., Ly, Lcs) bir digat: olsun. a,b € Ly, olmak

tzere <<y,: L. X L. — L. bagtis1 asagidaki gibi tanimlansin:
a=<<pmb & ay=a, a =0, veq <ricina, <y ar
olacak sekilde a4, a, € Ly, (r,q € D) vardir.

Diger taraftan, k, f € L.y olmak tzere <<.s: L. x L, — L. bagmtisi da agagidaki gibi

tanimlansin:
k<< f & ko=k ki=f veqg<ricink, <.k,

olacak sekilde kg, k, € Ly (r,q € D) vardur.

Onerme 5.1.15. L = (Le, Ly, Ley) bir digate olmak tizere, <<y, ve <<.5 bagintilar:

asagrdaki ozellikler: saglar.

(1) Hera € Ly, i¢in 0 <<p, a <<y, 1, ve her k € L.y i¢in 0 =<5 k <<y, 1°dir.
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(2) a =<prbisea <b, ve f =<5k ise f < k’dir.
(B) a<b=<yrc<disea—<<pd, ve f<c=<<5d<kisef<<.kdir.

(4) ai =<4 b; (1 =1,2) ise a1 V ag <<yp, by V by ve a3 A ag <<p, by A by 'dir. Benzer
§€kild6, fz -<'<cf k’l (Z = 1, 2) 15€ f1 V fg '<'<cf ]{?1 V k?g ve f1 A fz '<'<cf k’l A kg “dar.

(8) a =<y, bise a <<p, ¢ <<y, b olacak sekilde bir ¢ € Ly, vardir. Benzer sekilde

[ =<cp K ise f << ¢ =<5 k olacak sekilde bir ¢ € Loy vardar.

(6) <: Le x L, — L. asaqidaki ozellikleri saglayan bir baginti olsun.
(i) <§<fr,
(i) a < b ise a < ¢ < b olacak sekilde bir ¢ € L. vardur.
Bu durumda <C <<y, 'dir, yani <<¢, bagintise <y, tarafindan kapsanan ve inter-
polasyon ozelligini saglayan en genis bagintidir. Dual olarak, <<.¢ bagintise <.y

tarafindan kapsanan ve interpolasyon ozelligini saglayan en genis bagintidar.

Kanit: (1)-(4) 6zellikleri tanimlarim agik bir sonucu oldugundan, yalnizca (5) ve (6)nin
kanitlar1 verilecektir.

(5) a =<4, bise ap = a, a; = b ve ¢ < r icin a, <y, a, olacak sekilde a,,a, € Ly,
(r,q € D) oldugu biliniyor. Simdi ¢ = a 1 olarak secilsin. Bu durumda xg = a, 1 = ¢,
Th =0_k secilerek olusturulan dizi, ¢ < r icin x, <y, z, kosulunu saglar. Boylece
a <<y c'dir. Benzer gekilde, yo = ¢, y1 = b ve ¢ < r i¢in y, <y, ¥y, olacak sekilde
Yg: Yr € Ly (r,q € D) elde edilebilir ve dolayisiyla ¢ <<, b’dir.

(6) <, L. tizerinde, (i) ve (ii) dzelliklerini saglayan bir baginti olsun. a, b € L, olmak
lizere a < b ise (ii)’den tiimevarim ile ay = a, a; = b ve ¢ < r i¢in a, < a, olacak sekilde
aq,a; € Ly, (r,q € D) elde edilebilir. Diger taraftan a, < a, ise (i)’den a, <y, a, olur

ve boylece a <<y, b'dir. [ ]
Tanim 5.1.16. L = (L., Ly,, L.s) bir digat: olsun.

(1) Eger her a € Ly, i¢in
a= \/{x € Ly v <<y, a}

biciminde ifade edilebiliyorsa, L dicatisina tamamen regiiler denir.

(2) Tamamen regiiler ve T} digatilara 7T} 1 denir.
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(3) Eger her k € L.s igin
k= /\{:1: € Loy k <<op 7}

biciminde ifade edilebiliyorsa L dicatisina tamamen ko-regiiler denir.
(4) Tamamen ko-regiiler ve ko-Ty digatilara ko-T. 51 denir.

Ditopolojik doku uzaylar1 teorisinde tamamen (ko-) regiilerlik, (5,8, 7, k) ditopo-
lojik doku uzayindan dogal ditopolojiye giden ikili siirekli difonksiyonlar yardimiyla
tanimlanmigtir. Dicat1 teorisinde ise, dogal ditopolojiye karsilik gelen bir digat1 elde
etme, tamamen (ko-) regiilerligi digat1 homomorfizmalar1 kullanarak karakterize etme
ve yukarida elde edilen tanimla aralarindaki iligkiyi inceleme gibi konular acik soru

olarak birakilmigtir.

Onerme 5.1.17. (1) Her tamamen regiiler (swraswyla, T3%) digaty regiiler (siraswyla,

Tg) “dar.
(2) Her tamamen ko-regiiler (siraswyla, ko-Tyy ) digaty ko-regiiler (siraswyla, ko-Ts) dir.

Kamt: L = (L., Ly, L.s) bir digat: olsun. Her a,b € Ly, i¢in “a <<y b= a <y, b” ve
her k, f € L.y icin “k =<5 f = k <5 f7 oldugu bagntilarin tanimlarindan kolayca
goriilebilir, bu nedenle 6nermenin kanit1 agiktir. [ ]

Simdi, tamamen regiilerlik ve tamamen ko-regiilerlik aksiyomlarinin, L. tizerinde
tanimli ve belli ozelliklere sahip Urysohn bagimtilar yardimiyla karakterize edilebi-

lecegini gosterelim.

Onerme 5.1.18. (1) L = (Le, Ly, Ley) dicatisinan tamamen regiiler olmasu igin ge-
rek ve yeter kosul asagidaki ozellikleri saglayan bir < : L, X L. — L. Urysohn

bagintisinin olmasidur.
(i) Eger a <b ise [a] <]b[ dir.
(ii) Her a € Ly, i¢in a = \/{x € Ly, : x Q a} dir.

(2) L= (Le, Ly, Ley) digatrsinin tamamen ko-regiiler olmasu i¢in gerek ve yeter kosul

asagqidaki ozellikler: saglayan bir < : Lo x L, — L. Urysohn bagintisinin olmasidar.

(i) Eger a <b ise [a] <]b[ dir.
(ii) Her ¢ € L.y igin ¢ = N{x € L¢y : ¢ < x} dir.
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Kamt: (1) (=) L = (L, Ly, L.s) tamamen regiiler bir digat: olsun. Bu durumda <<y,
bagintisinin (i) ve (ii) kogullarim saglayan bir Urysohn bagintisi oldugunu gosterelim.
Oncelikle, Onerme 5.1.15°den, << # nin bir Urysohn bagintisi oldugu agiktir.

(i) a =<, b olsun. Bu durumda <<y, ve <y, bagmtilarinin tanimlar sirasiyla uygu-

lanirsa ¢, € D, q¢ < r olmak tizere

a<...q<¢c,<a<...<b

olacak sekilde aq, a, € Ly, ve ¢y € L¢y elde edilir. Buradan,
la] <...<ag <l =¢cg<a, <...<b=]p

olur ve boylece [a] <]b['dir.
(ii) Tamamen regiilerlik tanimindan agiktir.

(<) <, L, tzerinde (i) ve (ii) kogullarim saglayan bir Urysohn bagmtisi olsun ve
z,a € Ly, icin x < a verilsin. §imdi (U3) ozelligini kullanarak diyadik rasyonel sayilar
ile indislenmis y, € L. elemanlarindan olusan bir dizi inga edelim: x = yo ve a = y;
olmak tizere, yy < yr <y olacak sekilde yL € L, vardir. Yine interpolasyon 0Ozelligi
kullanilarak yy < y1 <ys olacak gekilde bir Yy € L ve y1 <ys Iy olacak sekilde bir
ys € L. elde edilebilir. Bu sekilde devam ederek, timevarimla, ¢, € D, ¢ < r olmak
uzere

T Yy <Yy...<a
olacak gekilde y,, v, € L. elde edilir. Ayrica (i)'den Jy,[< [y,] <]y.| saglanir. Buradan,
T <pr oo =Yg <Y R =g a

ve boylece v <<y, a’dir. O halde her a € Ly, i¢in

a:\/{xeLfT:an}g\/{xELﬁ,:x—«ﬁ,a}ga

olur ve boylece L tamamen regiilerdir.

(2) (1) ile benzer sekilde kanitlanabilir. u
Tanim 5.1.19. L = (L., Ly, L.s) bir digat1 olsun.

(1) Eger ¢ < a dzelligini saglayan her ¢ € L.y ve a € Ly, i¢in ¢ < b < [b] < a olacak
sekilde bir b € Ly, varsa L digatisina normal,
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(2) Normal ve T} digatilara T},
(3) Normal ve ko-T) digatilara ko-T, denir.

Uyar1 5.1.20. Dicatilarda normal olma 6zelligi kendi kendine dualdir. Bu nedenle,
normallige denk olarak “c < a olan her ¢ € L.f ve a € Ly, i¢in ¢ <]k[< k < a olacak

sekilde bir k € L.y vardir” tamimi da kullanilabilir.

Onerme 5.1.21. L = (L., Ly, Ley) bir dicatr ve <, L, dzerinde “a <\b < [a] <]b[”

kosulunu saglayan bir ikili baginty olsun. Bu durumda asaqidakiler denktir:
(a) L = (Le, Ly, Ley) digcatrist normaldir.
(b) < bir Urysohn bagintisudar.

Kanit: (a) = (b) L = (L., Ly, Le;) normal bir gat1 olsun. Onermede tanimlanan <
bagmtisiniin (U1) — (U3) kogullarim sagladigini gosterelim:
(Ul) a<bise a < [a] <]|b[< b bdylece a < b'dir.
(U2) a <b<e<dise [a] <[b] <]c[<]d] ve dolayisiyla a <1 d’dir.
(U3) a<ab ise [a] <]b[ dir. Bu durumda, L'nin normalliginden, [a] < ¢ < [¢] <]b] olacak
sekilde bir ¢ € L, vardir ve boylece a <1 ¢ < b elde edilir.

(b) = (a) <, L. iizerinde bir Urysohn bagitisi olsun ve ¢ < a olacak sekilde bir
¢ € L.s ve a € Ly, verilsin. Burada [c] = ¢ < a =a[ oldugundan ¢ < a’dir ve (U3)’den,
¢ < b < a olacak gekilde bir b € L, vardir. Buradan, ¢ < [¢] <]b[< b < [b] <]a[< a ve

béylece d =]ble Ly, i¢in ¢ < d < [d] < a'dir. n

Ornek 5.1.22. Her normal digatinin regiiler olmasi gerekmez. Ornegin, Ornekler 4.1.12
(3)(b)’de verilen L dicatist normaldir. Gergekten de, C' € L.y ve A € Ly, icin C C A
ise; (i) C = A =0, (ii) C = A =R, (iii) C # R, A = R durumlarindan biri gegerli
olmalidir. (i)’de B = 0, (ii) ve (iii)’de ise B = R segilirse C C B C [B] C A elde edilir.

Fakat tanimlardan kolayca gosterilecegi gibi L regiiler degildir.
Onerme 5.1.23. (1) Her normal ve Ry digaty regiilerdir.
(2) Her normal ve ko-Ry dicati ko-regiilerdir.

Kamt: (1) L = (L., Ly, L.s) normal, Ry bir digat1, a € Ly, vec = \/{b € Ly, : b <y, a}
olsun. Burada, ¢ < a esitsizligi aciktir. Diger taraftan, L digatisi Ry oldugundan,
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Onerme 5.1.6’dan
o(a) = \/{o(k) : k € Leyve k < a}

oldugu biliniyor. O halde a < ¢ oldugunu géstermek i¢in Onerme 2.1.24’den o(a) C o(c)
yani, k£ < a olan her k € L.s i¢in o(k) C o(c) oldugunu gostermek yeterlidir. Oyleyse
k < a olacak sekilde k € L. verilsin. L normal bir di¢at1 oldugundan £ < b < [b] < a
olacak sekilde bir b € Ly, vardir ve boylece b <y, a ve k < 0’dir. Buradan, £k < b < ¢
oldugundan Onerme 2.1.24 kullamlarak o(k) C o(c) elde edilir. |

Onerme 5.1.24. (1) Her normal ve Ry dicaty tamamen regiilerdir.
(2) Her normal ve ko-Ry digatr tamamen ko-regiilerdir.

Kamt: (1) L = (L., Ly,, L.y) normal Ry bir digat1 ve a € Ly, olsun. Onerme 5.1.23’den

L regiiler oldugundan
an{xELfT:x-<fTa}

biciminde ifade edilebilir. Bu nedenle tamamen regiilerlik ic¢in, yukaridaki kosullar
altinda <y, ve <<y, bagintilarimin ¢akigtigim gostermek yeterlidir. Bunun i¢in ise, <y,
bagmtisinin interpolasyon 6zelligini sagladig gosterilirse, Onerme 5.1.15’den < Fr== gy
elde edilir. O halde, a,b € Ly,, a <y, b verilsin. Bu durumda bagintinin tanimindan
a < k < b olacak sekilde bir k € L.; ve boylece normallikten, a < k < d < [d] < b ola-
cak sekilde bir d € Ly, vardir. Buradan a <y, d <y, b elde edilir ki, bu <y, bagintisinin
interpolasyon 0zelligini sagladigi anlamina gelir.

(2) de benzer sekilde kanitlanabilir. u

Ayirma aksiyomlar: arasinda simdiye kadar elde edilen iligkiler agagidaki gibi 6zet-

lenebilir:

Sonug 5.1.25. Bir dicatida asaqidaki gerektirmeler saglanir:
normal ve Ry = tamamen regiiler = regiler = Ry = Ry.

normal ve ko-Ry = tamamen ko-regiler = ko-regiler = ko-R; = ko-Ry.
(ko-)Ty = (k‘o—)Tgé = (ko-)T5 = (ko-)Ty = (ko-)T = (ko-)Th.

Simdi, P aksiyomunu saglayan dicatilarin, hangi ¢zelliklere sahip doniigtimler altinda

goriintiilerinin de P aksiyomunu sagladigini inceleyelim.
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Onerme 5.1.26. L = (Ley Ly, Ley), M = (M., My,, M.y) birer digats ve ¢ : L — M
bir hdiFrm izomorfizmasi olsun. Bu durumda, L dicatisimin bi-Ry (siraswyla, bi-Ry,
bi-regiiler, tamamen bi-regiler, normal) olmasi icin gerek ve yeter kosul M di¢atisinin

bi-Ry (siraswla, bi-Ry, bi-regiiler, tamamen bi-regiler, normal) olmasidar.

Kanit: Onermenin yalnizca bi-regiilerlik ve normallik kisimlari kanitlanacaktir. Diger
aksiyomlarin kanitlar1 da benzer sekilde yapilabilir.

L digatisi regiiler ve b € My, olsun. Bu durumda, ¢ bire-bir, ¢rten ve acik oldugundan
¢(a) = b olacak gekilde bir a € Ly, vardir ve regiilerlikten a = \/{x € Ly, : v <y, a}
bi¢giminde ifade edilebilir. Ayrica, x <y, a ise x < ¢ < a olacak sekilde bir ¢ € L.y
vardir. Buradan, ¢(z) < ¢(c) < ¢(a) ve ¢(c) € M. oldugundan ¢(x) <p, ¢(a)’dir. O
halde,

b:(p(a>:(p(\/{x€[’fr:x'<fr CL} \/{90 EMfr- ( ) =fr SD(CL)}SZ)

elde edilir ve boylece M regiilerdir.

Tersine, M digatis: regiiler ve a € Ly, olsun. Bu durumda, ¢(a) € My, 'dir ve M
regiiler oldugundan

=\/{y € My, 1y <y ola)}

bi¢iminde ifade edilebilir. §imdi, y <, ¢(a) ise y < k < ¢(a) olacak sekilde bir k € M,
vardir ve ¢* sira koruyan bir doniigiim oldugundan ¢*(y) < ¢*(k) < ¢*p(a)’dir. Bu-
rada, ¢ bire-bir oldugundan Onerme 2.1.13’den o* drten ve ©*p(a) = a’dir. Ayrica, ¢
acitk oldugundan ¢*(y) € Ly, ve ¢ kapal oldugundan ¢*(k) € L.f'dir. O halde,

a= 90( \/{yerr Y= \/{90 eLfr :QO*(y) =fr a}

elde edilir ve boylece L regiilerdir.

Simdi, L dicatisi ko-regiiler ve £ € M,s olsun. Bu durumda, ¢ bire-bir, o6rten ve ka-
pali oldugundan ¢(f) = k olacak sekilde bir f € L.f vardir ve L ko-regiiler oldugundan
=Nz €L f =<} biciminde ifade edilebilir. Buradan,

b= o) = o\ € Loy : f <o ) = Nol@) € Loy : k =op ()}

elde edilir ve boylece M ko-regiilerdir.
Tersine, M digatis: ko-regiiler ve f € L.s olsun. Bu durumda, ¢(f) € M., 'dir ve M

ko-regiiler oldugundan

= /\{x € Mcf : SO(f) =cf .T}
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bigiminde ifade edilebilir. Simdi, ¢(f) <.s z ise ¢(f) < a < x olacak sekilde bir a € Ly,
vardir ve ¢* sira korur oldugundan ¢*p(f) < ¢*(a) < ¢*(z)’dir. Burada, ¢ bire-bir
oldugundan Onerme 2.1.13’'den p*p(f) = f’dir. Ayrica, ¢ acik oldugundan ¢*(a) € Ly,
ve ¢ kapali oldugundan ¢*(z) € L., ’dir. O halde,

f ¥ Qp(f /\{ZE € Mcf 90 =cf ‘T} /\{90 G ch : f =ef 90*(37)}

elde edilir ve boylece L ko-regiilerdir.

Simdi de, L normal ve x € M., y € My, icin x < y olsun. Bu durumda Onerme
4.1.22 geregi ¢(c) = x olacak sekilde bir ¢ € L.f ve ¢(a) = y olacak sekilde bir a € Ly,
vardir. p(c) < ¢(a) ve ¢* sira koruyan bir déniigiim oldugundan ¢*p(c) < ¢*p(a) yani,
¢ < a elde edilir. Buradan, L'nin normalliginin bir sonucu olarak ¢ < b < [b] < a olacak

sekilde bir b € Ly, bulunabilir. Bu durumda, ¢([b]) € M,; oldugundan

p(c) < () < [p()] < p([b]) < ¢(a)

saglanir ve boylece M normaldir.

Tersine, M normal ve ¢ € L., a € Ly, i¢in ¢ < a olsun. Buradan, ¢(c) < ¢(a)
oldugundan, normallikten ¢(c) < z < [2] < ¢(a) olacak sekilde bir z € My, bu-
lunabilir. Ayrica ¢(b) = z olacak sekilde bir b € Ly, vardir. Boylece, esitsizlige ¢*
déniigiimii uygulanarak ¢ < b < ¢*([¢(b)]) < a bulunur. Burada Onerme 4.1.22
kullamlirsa, ¢(d) = [¢(b)] olacak sekilde bir d € L.s elde edilebilir. Sonug olarak,
¢ <b<p*(p(d) < avebodylece ¢ < b < [b] < d < asaglanir. Dolayisiyla L normaldir.
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6 DICATILARDA KOMPAKTLIK VE YEREL KOM-
PAKTLIK

6.1 Kompaktlik ve Dengelilik

Bu kisimda digatilarda (ko-) kompakthk ve (ko-) dengelilik kavramlar: tanimlanacak,
bu kavramlarin ayirma aksiyomlar: ile iligkileri, kalitsal ozellik olup olmadiklar1 ve
belli 6zelliklere sahip morfizmalar altindaki goriintiileri gibi konulara yer verilecektir.
Burada sunulacak olan tanmimlar [10)’da, ve dolayisiyla [21]’de, verilen tanimlar: temel

almaktadir.
Tanim 6.1.1. L = (L., Ly,, L.¢) bir digat1 ve a € L, olsun.
(1) G C Ly, olmak iizere, a < \/ G ise G'ye a’min bir értisi denir.
(2) K C L.s olmak tizere, A K < a ise K’ye a’min bir ko-ortisi denir.
Tanmim 6.1.2. L = (L., Ly, L.s) bir digat1 ve a € L, olsun.

(1) Eger a'mmn her G ortiist i¢in a < \/ H olacak sekilde sonlu bir H C G kiimesi

varsa, a elemanina kompakttir denir.

(2) Eger a'mim her K ko-ortiisii igin A F' < a olacak gekilde sonlu bir F' C K kiimesi

varsa, a elemanina ko-kompakttir denir.
(3) Eger 1 € L, kompakt ise, L digatist kompakttir denir.
(4) Eger 0 € L, ko-kompakt ise, L dicatis1 ko-kompakttir denir.

Uyarilar 6.1.3. (1) Yukardaki tammlarda “sonlu 6rtii” yerine “sayilabilir 6rtii” ifa-
desi kullanilarak, Lindelof ve ko-Lindelof eleman, Lindelof digat1 ve ko-Lindelof

digat1 tamimlar1 elde edilebilir.

(2) Her (ko-) kompakt digatinin (ko-) Lindel6f oldugu tanimlardan kolayca goriilebi-
lir. Fakat, tersi genelde dogru degildir. Gergekten de, X sayilabilir bir kiime, L, =
L =P(X) ve Lep = {X,0} olmak tizere L = (Le, L¢,, L.r) dicatist Lindeloftiir,
fakat kompakt degildir. Benzer sekilde, L. = L.y = P(X) ve Ly, = {X, 0} olmak
tizere, L = (L., Ly, L.f) digatis1 ko-Lindeloftiir, fakat ko-kompakt degildir.
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Onerme 6.1.4. (1) Kompakt bir dicatinan her altdilokali de kompakttur.

(2) Ko-kompakt bir di¢atinin her altdilokali de ko-kompakttur.

Kamt: (1) L = (L., Ly, Leg) bir digatr ve S = (S, Sfr, Ser), L'nin bir altdilokali
olmak tizere S, C L. keyfi supremum altinda kapali ve 1g, = 1, oldugundan kolayca

gosterilebilir. n

Onerme 6.1.5. L ve M birer dicatr ve (p,0) « L — M bire-bir, drten bir dicats

homomorfizmasi olsun.

(1) (o, ) ko-agik ise, L’nin kompakt olmas i¢in gerek ve yeter kosul M 'nin kompakt

olmasadar.

(2) (p,) kapali ise, L’nin ko-kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M 'nin ko-

kompakt olmasidir.

Kanit: (1) (=) L digatisi kompakt ve B C My, 15, ’in bir 6rtiisii olsun. (¢, ) : L — M
bire-bir, érten ve ko-acik oldugundan, Onerme 4.1.22'den, her b; € B i¢in ola;) = b;
olacak sekilde bir a; € Ly, vardir. Simdi
(1) =1m, = \/bi = \/90(6%) = 80(\/ a;)
i€l i€l i€l
ve ¢ bire-bir oldugundan 17, = \/,.; a;’dir. Bu durumda, L digatis1 kompakt oldugundan
1, = V,_, a;, olacak sekilde 4y,...,14, € I vardir. Buradan

(p(aik) = \/ bik

1 k=1

Ly, = ¢(11,) = o(\/ a;,) =

k=1 k=
elde edilir ve boylece M kompakttir.

(<) M kompakt ve A = {a; : i € I} C Ly, 11,’in bir ortiisii, yani 17, = \/,.; @
olsun. ¢ keyfi supremumu korudugundan, 1y, = ¢(11.) = ©(V,c; @) = Vies v(as),

yani 1y, = V,c; ¢(a;)’dir. O halde, M kompakt oldugundan,

n n

Ly, = ¢(1r,) = \/ play,) = 90(\/ a;,)

k=1 k=1

olacak gekilde sonlu bir {a;, : k = 1,...,n} C A vardir. SJimdi ¢'nin bire-bir olusu

kullamlarak 17, = \/;_, a;, elde edilir ve béylece L kompakttir. ]
Klasik topolojide, Alexander alt taban teoremi sayesinde, kompaktlik kavraminin,

alt taban elemanlarindan olugan ortiiler yardimi ile karakterize edilebilecegi biliniyor.

Simdi bu teoremin digatilara bir genellesmesini verelim.
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Teorem 6.1.6. L = (L., Ly, L.y) bir dicatr ve 6, L’nin bir alt tabany (swraswyla, alt
kotabani) olsun. Bu durumda L’nin kompakt (siraswla ko-kompakt) olmast i¢in gerek
ve yeter kosul L’'nin her A C § értisi (swraswla, ko-ortisi) igin sonlu bir B C A

ortiusunun olmasidir.

Kanit: Teoremin kaniti [5, Teorem 2.14] ile benzer sekilde yapilabilecegi i¢in tiim
detaylara yer verilmeyecektir.

(=) Kompakthgmn tanimimdan agiktir.

(<) A C Ly, hicbir sonlu altkiimesi 1 € L, elemanini értmeyen bir kiime ol-
sun. Eger A'nin da 1 € L.i ortmedigi gosterilirse, L'nin kompakt oldugu sonucuna

ulagilabilir. Bunun igin G ailesi,
G ={B C Ly, : AC B ve B'nin higbir sonlu altkiimesi 1'i 6rtmez}

bigiminde tanimlansim. Bu durumda, (G, C) kismi sirali bir kiimedir ve Zorn yardimc
teoreminden bir H maksimal elemanina sahiptir. Ayrica H, agagida verilen ozellikleri

saglar:

(1) a ¢ H olan her a € Ly, igin aV (\!_, a;) = 1 olacak sekilde {a; : 1 <i<n} C H

vardir.
(2) Her {a;:a; ¢ H 1 <i<n} C Ly i¢gin \!_, a; ¢ H'dir.

(3) Her C' = {a; : 1 < i < n} C Ly, kilmesi ve A\, a; < b olan her b € H i¢in

a; € H olacak sekilde bir a; € C' vardur.

Burada (1) ve (2) 6zellikleri sadece (3)’tin ispati i¢in kullanilmaktadir. Simdi, (3)’i kul-
lanarak \/ H = \/(d N H) oldugunu gosterelim: \/(6 N H) < \/ H oldugu agciktir.
Esitsizligin diger kismi igin, tersine \/ H £ \/(6N H) oldugunu varsayalim. Bu durumda
V(ONH) <zve\ H £ x olacak sekilde bir x € L, vardir. \/ H £ z oldugundan a £ =
olacak bi¢imde bir @ € H vardir ve §, L’nin bir alt tabam oldugundan Onerme 4.1.15
(1)den A, b < ave A\, b; £ z olacak sekilde b; € ¢ bulunabilir. Burada (3) ozelligi
kullanmlirsa, bir b; € (6 N H) elde edilir. Boylece, A;_, b; < b; < /(6 N H) < x bulunur
ki, bu bir geligkidir. O halde \/ H < \/(6 N H) olmalidir ve dolayisiyla istenilen esitlik
saglanmig olur.

Simdi eger H, 1'in bir ortiisii ise 1 = \/ H = \/(6 N H) elde edilir. O halde var-
sayimdan (6 N H) C ¢ ortiisii igin sonlu bir B C 6 N H ortiisii vardir. Fakat bu durum,
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H’nin higbir sonlu altkiimesinin 1’1 ortmedigi gercegi ile celisir. O halde H, ve boylece
A, 1’in bir ortiisii degildir. [ ]

Tanimlardan kolayca goriilebildigi gibi, kompaktlik yalmzca L ¢, nin, ko-kompakthk
ise yalmzca L. 'nin elemanlar ile iligkilidir. O halde, Ly, ve L.; arasinda bir baglant:

kuracak olan kavramlara ihtiyag vardir.
Tanim 6.1.7. L = (L., Ly,, L.s) bir digat1 olsun.
(1) Eger her 1 # k € L.y elemam kompakt ise L digatisi dengelidir denir.
(2) Eger her 0 # a € Ly, eleman: ko-kompakt ise L digatisi ko-dengelidir denir.

Ornekler 6.1.8. Ornekler 4.1.12 (3) (a)’da verilen L = (L, Ly, Les) dicatism ele

alalim.

(1) L kompakt degildir, ¢iinkii R'nin {(—o00,a + n) : n € N} ortiisiiniin hi¢bir sonlu
alt kiimesi R’yi 6rtmez. Ayrica, L dicatisi ko-kompakt da degildir. Gercekten,

0r, = 0nin {(a — L,a+ 1) : n € N} ko-értiisii iddiamz1 kamtlar.

2) L ko-dengeli degildir. Gergekten, verilen herhangi bir (—oo,b) € Ly, icin
(2) geli deg cekten, g : fr g

o

Afab+ )= (@bt 1) = (@, = (a5) € (~00,)

neN neN
saglamr, fakat /\ F' C (—o0,b) olacak sekilde sonlu bir F' C {(a,b+ %) : n € N}
bulunamaz. Boylece (—o0,b) € Ly, ko-kompakt degildir. Ayrica, L dicatis: den-
geli de degildir. Bu durum, verilen herhangi bir (a,b) € L.s eleman igin

{(—o00,b—1) € Ly, : n € N} ortiisii secilerek kolayca goriilebilir.

Asagidaki ornekten, kompaktlik ve dengeliligin birbirini gerektirmeyen iki kavram

oldugu sonucu c¢ikarilabilir.

Ornekler 6.1.9. (1) L, = P(R), Ly, = Q(R), R iizerindeki sayilabilir tiimleyenler
topolojisinin agik kiimeler latisi ve L.; = {0, R} olmak tizere, L = (L., L, L.f)
digatis1 dengeli, fakat kompakt olmayan bir digatidir.

(2) I birim arahgim R’den indirgenen standart topoloji ile ele alalm. Bu durumda,
Ly, = Q) ve Loy = {0,[0,3),1} olmak tizere L = (P(I), Ly, Lcy) digatist kom-

pakttir. Fakat, [0,1) € Ls elemam ve bu elemanmn {[0,3 — 1) : n > 2,n € N}

ortiisii secilerek L'nin dengeli olmadigi gosterilebilir.
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Onerme 6.1.10. L = (Ley Ly, Lep) ko-Ryo, dengeli bir digaty ve L' = (Le,Lf,,,L’Cf)
regiiler ise Loy C Li; dir. Dual olarak, L = (Le, Ly, Leg) Ro, ko-dengeli bir digati ve
L' = (L, L, Ley) ko-regiiler ise L, C L', dir.

Kanit: & € L. olsun. &k = 1 durumu acik oldugundan £ # 1 oldugunu kabul edelim.

Oncelikle L ko-Ry oldugundan k = Nic; @i olacak sekilde a; € Ly, vardir. Ayrica,

iel
L’ regiler oldugundan her ¢ € [ icin a; = vjeJ{xij € Ly ¢ mij <pr a;} biciminde
yazilabilir. Eger x;; <y, a; ise tamm geregi x;; < k;; < a; olacak sekilde k;; € L;f

oldugu biliniyor. Buradan her ¢ € [ i¢cin k < \/._; x;; elde edilir. L dengeli oldugundan

jeJ
k< Ven®ij < Vjey, kij olacak sekilde sonlu bir Jy C J kiimesi vardir. O halde,

kﬁ/\\//ﬂ'jﬁ/\aigk

i€l jedo iel
ve boylece k = N\;c; Ve, kij € Ly, dir.
Onermenin dual kismi da benzer sekilde kamtlanabilir. [
Yukaridaki 6nermenin ikili topolojik uzaylardaki versiyonu [21]’de verilmistir. S6zii edi-
len caligmada sunulan onermedeki R; kosulu yerine burada, daha kuvvetli bir 6zellik
olan regiilerlige ihtiyac vardir. Bunun sebebi ise, ikili topolojik uzaylardan daha genel

olan dicatilarda, L.'nin tamamen dagilimlilik 6zelligine sahip olmamasidir.

Onerme 6.1.11. L = (Le, Ly, Ley) bir digate ve S = (Se, Sgr, Ser), L nin bir altdilokali
olsun. Bu durumda L (ko-)dengeli ise S de (ko-)dengelidir.

Kanit: L ve S digatilarinda supremum islemleri ¢akigtigi igin, tanimdan kolayca goste-

rilebilir. ]

Onerme 6.1.12. Her dengeli ve reguler dicaty normaldir. Dual olarak, her ko-dengeli

ve ko-reguler dicati normaldur.

Kamit: L = (L., Ly, L.s) dengeli ve regiiler bir digat1 olsun ve ¢ < a olacak sekilde
¢ € Lep, a € Ly, verilsin. a = 1 ise b = 1 i¢in ¢ < b < [b] < a elde edilir. §imdi, a # 1
oldugunu kabul edelim. L regiiler oldugundan ¢ < a = \/, . {z; € Ly, : x; <, a}’dir. L
dengeli ve ¢ # 1 oldugundan ¢ kompakt ve béylece ¢ < \/I_ {z; € Ly, : x; <y, a}'dir.
Eger z; <y, aise x; < k; < a olacak sekilde bir k; € L.y vardir. Simdi eger b = /|, |k;]
olarak tanimlanirsa,

c< \/xZ < bve b = [\/]kzu < [\/k‘z] < \/k:Z <a

i=1 i=1
elde edilir ve boylece L normaldir. Diger iddia da benzer sekilde kanitlanabilir. ]
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Onerme 6.1.13. (1) Her Ry ve ko-dengeli digaty regiilerdir.
(2) Her ko-Ry ve dengeli dig¢ati ko-regiilerdir.

Kamt: (1) L = (L., Ly, L.y) digatist Ry ve ko-dengeli olsun ve a € Ly, verilsin.
a = 0 ise sonug agiktir. O halde a # 0 oldugunu varsayalim. L digatis1 R; oldugundan,
¢l € Ly, olmak iizere, a = \/,_; /\jejcj = Vier \jeslel /] biciminde ifade edilebilir.

(2

Buradan, her i € I igin A\;_;[c] 7] < a ve L ko-dengeli oldugundan A ienlc 7] < a olacak
sekilde sonlu bir Jy C J indis kiimesi vardir. Simdi, her ¢ € [ i¢in x; = A iedo C’Z olarak
segilirse, z; < A, [c] 7] < a ve Njeslel /] € Les oldugundan her i € T icin ; <y, a elde

edilir. Bu durumda

VAdsasV ALV A\ d

i€l jedo i€l jeJ 1€l g€y

oldugundan a = \/,_;{z; € Ly, : x; <y a} ve béylece L regiilerdir.
(2) de benzer gekilde kanitlanabilir. |

Simdi, elde edilen son iki 6nerme birlikte diigtintilerek agagidaki sonug elde edilebilir.
Sonug 6.1.14. (1) Her Ry bi-dengeli di¢atr normaldir.

(2) Her ko-Ry bi-dengeli digatr normaldir.

Kanit: (2) L = (L., L., Les) ko-R; ve dengeli ise Onerme 6.1.13'den ko-regiiler ve
boylece Onerme 6.1.12’den normaldir. [
Bu kisimda son olarak, dengeli ve ko-dengeli olma ozelliklerinin belirli kosullar:

saglayan doniigtimler altinda korunup korunmadigini inceleyelim.

Onerme 6.1.15. L ve M birer dicaty ve (p, ) : L — M bire-bir, orten bir di¢ate

homomorfizmast olsun.
(1) (o, %) ko-agik ve ko-kapaly olmak izere, L dengeli ise M de dengelidir.

(2) (¢,v) agik ve kapaly olmak tizere, L ko-dengeli ise M de ko-dengelidir.

Kanit: (1) L dengeli bir digaty, 1, # k € M.s ve {b; : i € I} C My, kiimesi k'nin bir
ortiisii olsun. (¢, 1) homomorfizmasi bire-bir, orten, ko-agik ve ko-kapal oldugundan,
Onerme 4.1.22’den ¢(f) = k olacak sekilde bir 1, # f € Les ve her i € I igin
¢(a;) = b; olacak sekilde a; € Ly, vardir. O halde

<\/b —\/gaaZ = \/ a;)

el el el
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saglanir. ¢, sira koruyan bir déniigiim oldugundan .o (f) < ¢.@(\/,c; ai) ve boylece
Onerme 2.1.13'den f < Ve ai'dir. L dengeli oldugundan f kompakttir, bu durumda
f< \/Z.6 I, @i olacak gekilde sonlu bir Iy C I indis kiimesi vardir. Buradan,

E=o(f) <o\ a) =\ ela) =\ b

i€lp i€ly i€lp
elde edilir ve boylece M dengelidir.
Onerme 6.1.16. L ve M birer di¢atr olsun. M dengeli (siraswyla, ko-dengeli) bir digat
ve ¢ : L — M bire-bir hdiFrm morfizmas: ise L de dengeli (siraswyla, ko-dengeli)dir.

Kanit: M dengeli bir gat, 15, # f € L.y ve {a; € Ly, : i € I}, fnin bir ortiisii olsun.
Bu durumda, f < \/,.;a; oldugundan o(f) < o(V.c;ai) = Viepwp(a;)'dir. Simdi,
Ly, # o(f) € My, her i € I i¢in ¢(a;) € Mg, ve M dengeli bir digat1 oldugundan
o(f) < Vi, elai,) = (5, a;,)’dir. O halde, ¢ bire-bir oldugundan, esitligin her iki

tarafina ¢, doniigimi uygulanarak istenilen sonug elde edilebilir. [ ]

6.2 Yerel Kompaktlik ve Yerel Dengelilik

Bu kisimda, dicatilarda yerel kompaktlik ve yerel dengelilik tanimlar1 verilecek ve
ayrica bunlarin ayirma aksiyomlar: ile iligkileri, kalitsal 6zellik olup olmadiklari ve
belirli ozelliklere sahip morfizmalar altindaki goriintiileri incelenecektir. Bu kavram-
larin ditopolojik doku uzaylar: teorisinde bir karsiliklar: yoktur. Burada yapilacak olan
tanimlar, Kopperman [21] tarafindan verilen yerel kompaktlik ve yerel dengeliligin bir
genellegtirmesi olarak diigtiniilebilir. Daha 6nce de bahsedildigi gibi, ikili topolojik uzay-
lardaki versiyonlar: komsguluklar yardimi ile tanimlanan, ve bu nedenle nokta-bagimli
olan bu kavramlarin genellegtirmeleri yapilirken ikili bagintilardan yararlanilacaktir. O
halde, oncelikle L. iizerinde asagidaki bagintilar1 tanimlayalim. Bunun i¢in, x,y € L,
olsun.

o 1 L.y x <k <y olacak sekilde kompakt bir £ € L, vardir.

o r K.y & x < a <y olacak sekilde ko-kompakt bir a € L, vardir.

oz K,y & v <k <y olacak sekilde kompakt bir & € L. vardir.

o 1 L.y & x < a <y olacak sekilde ko-kompakt bir a € Ly, vardir.

Uyarilar 6.2.1. (1) L’nin kompakt (sirasiyla, ko-kompakt) olmasiile 1 <, 1 (sirasiyla,
0 < 0) olmasy; bir € L, elemanimin kompakt (sirasiyla, ko-kompakt) olmasi

ile x <, = (swrasiyla, © < . ) olmasi birbirine denktir.
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(2) Tanimlarin dogal bir sonucu olarak, z,y € L. i¢in “z <y = = <. y" (sirasiyla,

“CLes Y = T Lo Y') Ve, y € Ly, icin ‘v L5 y = v <y y” (swasiyla,

“T <5 Y = & <Ly y”) gerektirmeleri saglanir.
Tanmim 6.2.2. L = (L., Ly, L.s) bir dicat1 olsun.
(1) Eger her a € Ly,
a:\/{xELfT:x<<ca}
biciminde ifade edilebiliyorsa L dicatis1 yerel kompakttir,
(2) Eger her k € Ly,
k:/\{xech:k<<ccx}
biciminde ifade edilebiliyorsa L dicatis1 yerel ko-kompakttar,
(3) Eger her a € Ly,,
a:\/{meLfr:x<<sa}
biciminde ifade edilebiliyorsa L digatis1 yerel dengelidir,
(4) Eger her k € Ly,
k::/\{xech:k:<<cszv}
bi¢giminde ifade edilebiliyorsa L dicatist yerel ko-dengelidir denir.
Simdi, bu kavramlarm ayirma aksiyomlari ile iliskilerini inceleyelim. Ikili topolojik

uzaylarda her regiiler ve dengeli uzayin yerel dengeli oldugu biliniyor. Dicatilarda ise,

bu varsayimlara ek olarak kompakthiga da ihtiya¢ duyulmaktadir.
Onerme 6.2.3. Her (ko-)regiiler, (ko-)dengeli, (ko-)kompakt di¢ats yerel (ko-)dengelidir.

Kanit: L = (L., Ly,, L ) regiiler, dengeli, kompakt bir digat: olsun ve a € Ly, verilsin.
a = 1 ise, L kompakt ve boylece 1 < 1 oldugundan durum agiktir. Simdi, a # 1
oldugunu kabul edelim. L regiiler oldugundan, a = \/{z € Ly, : x <y, a} biciminde
ifade edilebilir. Ayrica, eger x <y, a ise x < k < a olacak sekilde bir & € L.y vardir.

Simdi L dengeli, k& # 1 oldugundan k kompakttir ve boylece x < a saglanir. O halde,
GS\/{I'ELfrll"<fTCL}§\/{ZI7€LfTCZE<<5G}§(I

yani a = {x € Ly, : © < a}’dir. Bu durumda, L digatis: yerel dengelidir. |
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Klasik yapida regiiler ve yerel kompakt bir ikili topolojik uzayin yerel dengeli olmasi
gerekmez. Fakat agagidaki onerme, her regiiler yerel kompakt digatinin yerel dengeli

oldugunu gostermektedir.
Onerme 6.2.4. L = (Les Ly, Ley) bir digaty olsun.

(1) L’nin yerel dengeli olmasi igin gerek ve yeter kosul regiiler ve yerel kompakt ol-

masidar.

(2) L’nin yerel ko-dengeli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ko-regiiler ve yerel ko-

kompakt olmasidar.

Kanit: (1) (=) L yerel dengeli ise, Uyarilar 6.2.1(2)’den L'nin regiiler ve yerel kompakt
oldugu aciktir.

(«<=) L regiiler, yerel kompakt bir digati ve a € Ly, olsun. L yerel kompakt oldugundan
a =\{z € Ly : v <. a} biciminde ifade edilebilir. Eger * <, a ise, tanimdan,
r < k < a olacak gekilde kompakt bir £ € L, vardir. Simdi, [k] < a oldugunu ve
[k] € L.snin kompakt oldugunu gosterelim:

L digatisi regiiler oldugundan k < a = \/,.,{z; € Ly, : ; <y, a}’dir. Eger z; <y, a
ise ; < f; < a olacak sekilde f; € L. vardir. O halde, k kompakt oldugundan,
k<Vi_ zi, <V, fi, <a veboylece

k] < [\/ fi) =
k -

=1 k

fid =\ fi <a
k=1

1
elde edilir.

Simdi, [k]'nin kompakt oldugunu gostermek icin keyfi bir {a; € Ly : i € I}
ortisiinii alahm. L regiiler oldugundan, her i € I igin a; = \/ je Axij € Ly - wij <40 a5}
biciminde ifade edilebilir. Eger z;; <y, a; ise z;; < fi; < a; olacak sekilde f;; € Ly
vardir. Diger taraftan k& < [k] < V,.;a; = Vo1 Ve, 2ij ve k kompakt oldugundan
E < Ve o G = Vie I V ico Tij olacak sekilde sonlu Iy C I ve Jy C J indis kiimeleri
vardir. Simdi, esitlige kapanig islemi uygulanirsa,

[k]ﬁ\/ \/[%]S\/ \/fz‘jS\/ai

i€lp jeJo i€lp jeJo i€l

elde edilir ve boylece k| kompakttir.
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O halde, L digatisinin regiiler olmasi durumunda, k kompakt elemaniicin x < k < a
ise z < [k] < a esitsizliginin saglandigy ve [k] € L.y elemanimin kompakt oldugu sonucu

elde edilir. Boylece

a:\/{meLfT::L‘<<Ca}:\/{x€LfT:x<<sa}

saglanir ve L yerel dengelidir.

(2) de benzer sekilde elde edilebilir. u
Onerme 6.2.5. Her yerel (ko-)dengeli dicat, tamamen (ko-)regiilerdir.

Kanit: L yerel dengeli bir ¢at1 olsun. L. tlizerinde agagidaki bagintiy1 tanimlayalim:
a<1b< [a] <k <]b] olacak gekilde kompakt bir k € L, vardir.

Simdi, < bagmtismin Onerme 5.1.18’deki ozellikleri saglayan bir Urysohn bagmtisi
oldugu gosterilirse, L'nin tamamen regiiler oldugu sonucu elde edilir. Bunun i¢in once-
likle, <’'nin bir Urysohn bagintis1 oldugunu gorelim:

(U1)-(U2): Bagintinin tanimindan agiktir.

(U3): a<bise [a] < k <]b] olacak gekilde kompakt bir k € L, vardir ve ayrica L yerel
dengeli oldugundan |b[= \/,_,{c; € Ly, : ¢; <]b[} biciminde ifade edilebilir. Buradan,
k kompakt oldugundan, k& < \/;L:1 c;;'dir. Diger taraftan, c;; <Jb ise ¢;; < k;; <]b|
olacak sekilde kompakt bir k;; € L.y vardir. Simdi, d = \/?:1[%] olarak secilirse,

n

n n
a<k<\e, <]Ve, [<] Vil =
j=1 j=1 j=1

ve boylece a <1 d’dir. Ayrica

n

\n/Cz] S \n/kl] \/kzj =
j=1 j=1

ve her j i¢in k;, kompakt oldugundan \/;L:1 ki, kompakttir. Boylece, d < b'dir.

Son olarak, Onerme 5.1.18 (1)(i) 6zelliginin saglandigi acik oldugundan, (ii)’nin
saglandigin gosterelim: Bunun i¢in, a € Ly, ise, L yerel dengeli oldugundan
a=\{z € Ly : © <, a} bi¢giminde yazilabilir. Eger x <, a ise x < k < a olacak
sekilde kompakt bir k& € L.y vardir ve boylece [z] < k < a =|a['dir. O halde,

a:\/{azeLfT:x<<sa}§\/{x€Lfr:x<la}§a
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yani, a = \/{zx € Ly, : © < a} saglanir ve bdylece L tamamen regiilerdir. u
Agagidaki 6nerme yerel (ko-) kompakthgm kalitsal bir 6zellik oldugunu gostermek-
tedir.

Onerme 6.2.6. Yerel (ko-) kompakt bir dicatvnan her altdilokali yerel (ko-) kompakttur.

Kamt: L = (L., Ly,, L.y) yerel kompakt bir digat: ve S = (S, Sy, S¢f), L'nin bir alt-
dilokali olsun. a € Sy, alinirsa, L yerel kompakt oldugundan, a = \/{z € Ly, : v <. a}
biciminde yazilabilir. Eger © <. a ise z < k < a olacak sekilde kompakt bir & € L,
vardir ve vg, monoton bir doniigiim oldugundan vg, (z) < vg, (k) < vg,(a) = a saglanir.

Bu durumda, eger vg, (k) € Se'nin kompakt oldugu gosterilirse,

a= \/{vse () € Spp 1 vg, (x) <. a}

elde edilir ve boylece kanit tamamlanmig olur.
Simdi, {b; € Sy, : i € I} kiimesi vg, (k) nin bir ortiisii olmak tizere, k < vg, (k) < \/,; bi
ve k kompakt oldugundan & < \/,_, b;, ’dir. Esitsizligin her iki tarafina vg, déntigtimii uy-

gulanir ve S.'nin diiz bir altlokal olmasi kullanilirsa,

n

vs, (k) < vs, (\/ b,) = \ vs. (b)) = \/ by,

k=1 k=1
elde edilir ve boylece vg, (k) kompakttir. |
Bu kisimda son olarak, yerel dengelilik ve yerel kompakthgin digati homomorfizma-

lar1 altinda korunup korunmadigini inceleyelim:

Onerme 6.2.7. L = (Le, Ly, Leg), M = (M., My, Mcy) birer digatr ve (¢,1)) : L — M

bire-bir, orten bir dicate homomorfizmast olsun. Bu durumda asagidakiler saglanar.

(1) (p,0) ko-agik ise L’nin yerel kompakt olmasi igin gerek ve yeter kosul M 'nin

yerel kompakt olmasidar.

(2) (p,) kapalr ise L’nin yerel ko-kompakt olmasu icin gerek ve yeter kosul M 'nin

yerel ko-kompakt olmasidar.

Kanit: (1) (=) L yerel kompakt bir dicat1 ve b € My, olsun. (y,1)) bire-bir, érten
ve ko-agik bir homomorfizma oldugundan ¢(a) = b olacak sekilde bir a € Ly, vardir.
L yerel kompakt oldugundan a = \/{z € Ly, : + <, a} bi¢ciminde yazlabilir. Eger

r L. aise v < k < a olacak gekilde kompakt bir k£ € L. vardir ve ¢ sira koruyan
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bir déniigiim oldugundan ¢(x) < ¢(k) < p(a) = b'dir. Simdi eger ¢(k) nin kompakt

oldugu gosterilirse,

= \/{ela) € My, : o(x) <. b}

olur ve boylece kanit tamamlanir. Bunun igin ¢(k)’nin bir {b; € My, : ¢ € I} Ortiisii ve-
rilsin. Onerme 4.1.22'den her i € I icin ¢(a;) = b; olacak gekilde a; € Ly, vardir ve
boylece p(k) < Ve b = Ve 0(ai) = ¢(V,e; i) saglanir. Esitligin iki tarafina ¢,
doniigiimil uygulanirsa, ¢, = 17, oldugundan k < \/,_;a; elde edilir ve ayrica k

kompakt oldugundan k& < \/}_, a;, ’dir. Buradan,

n n

p(k) < o(\ ai,) =\ ¢la,) = \/ bi,

k=1 =1 k=1
olur ve boylece p(k) kompakttir.

(<) M yerel kompakt bir dicat1 olsun ve a € Ly, verilsin. p(a) € My, oldugundan
pla) = V{y € My, : y <. p(a)} bigiminde ifade edilebilir. y € My, icin p(x) = y
olacak sekilde bir z € Ly, vardwr. §imdi, p(x) <. ¢(a) ise p(z) < k < p(a) esitsizligi
saglanacak sekilde kompakt bir k € M, vardir. Buradan, x < ¢.(k) < a ve ¢.(k)
kompakt oldugundan a = \/{z € Ly : = <. a} elde edilir. Bu nedenle, L yerel
kompakttir. [ ]

Onerme 6.2.8. L ve M birer digaty olsun. (p,v) : L — M bire-bir, drten bir di¢ats

homomorfizmas: ise asagidakiler gegerlidir.
(1) M yerel dengeli olmak tzere, (p,1)) ko-agik ve ko-kapali ise L yerel dengelidir.
(2) M yerel ko-dengeli olmak tizere, (v, ) a¢ik ve kapalr ise L yerel ko-dengelidir.

Kanit: (2) M yerel ko-dengeli bir digat1 olsun. L’nin yerel ko-dengeli oldugunu goster-
mek igin keyfi bir f € L.y alalm. Bu durumda, ¢(f) € M., 'dir ve ayrica

U(f) = Ny € My ¢Y(f) <es y} biciminde ifade edilebilir. (¢, 1)) bire-bir, érten ve
kapali oldugundan ¢ (x) = y olacak sekilde bir z € L.y vardir. Simdi, ¢(f) <.s ¢¥(2)
ise (f) < b < o(x) esitsizligini saglayan ko-kompakt bir b € M, ve ayrica, Onerme
4.1.22’den (a) = b olacak sekilde bir a € Ly, vardir. Daha onceki ispatlarda oldugu
gibi, b’nin ko-kompakthgindan yararlanilarak, amin da ko-kompakt oldugu kolayca
gosterilebilir. O halde, ¢*y = 1, kullamlarak f = A{z € L.s : f <5 x} elde edilir ve

boylece L yerel ko-dengelidir. ]
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Onerme 6.2.9. [ = (Ley Ly, Lep) ve M = (M., My,, M.g) birer di¢aty olsun. L ye-
rel dengeli (siraswla, yerel ko-dengeli) bir dicati ve ¢ : L — M bire-bir, érten, agik

(swraswyla, kapaly) bir hdiFrm morfizmasi ise M digatisy yerel dengeli (siraswyla, yerel

ko-dengeli) dir.

Kanit: L yerel ko-dengeli ve k € M,; olsun. ¢ doniisiimii kapali oldugundan ¢(f) = k
olacak gekilde bir f € L.; vardir, ve varsayimdan f = A{x € L.s : f <.s x} bi¢iminde
ifade edilebilir. Eger f <., z ise f < a < x olacak sekilde ko-kompakt bir a € Ly, vardir
ve ayrica ¢(f) < p(a) < ¢(x) saglanir. Burada, ¢(a) € My, ’nin ko-kompakt oldugu
kolayca gosterilebilir. O halde, k = A{¢(z) € M.s : k <5 ¢(x)} olarak yazilabilir, ve
boylece M yerel ko-dengelidir. [
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