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OZET

LINEER OLMAYAN KISMI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN BACKLUND DONUSUMLERI

NURDAN KAR
Yiksek Lisans, Matematik Bolumu
Tez Danismani: Dog. Dr. Ashh YILDIZ
Haziran 2018, 60 sayfa

Bu tezde lineer olmayan denklemlerin Backlund doniigiimlerinin nasil elde edildigi, bu
doniigtimlerin kullanilmasi ile denklemlerin permiite edilebilirlik sarti kullanilarak elde
edilen siiperpozisyon formiilleriyle, denklemlerin bilinen ¢oziimlerinden yeni ¢oziimle-
rin elde edilebilecegi iizerine cahgilmigtir. Ozel olarak matematiksel fizikte 6nemli yere
sahip bazi denklemlerin 1-soliton ¢oziimlerinden N-soliton ¢oziimlerine ulasilabilecegini
gostererek, Backlund dontigiimlerinin integre edilebilirlik konusundaki yeri vurgulanmigtir.
Bu amacla Backlund doniigtimlerinin elde edilmesinde de kullanilan Hirota D-operatorii ve
Hirota yontemi anlatilmigtir. Bu baglamda Korteweg-de Vries (KdV), Sine-Gordon

(SG) ve Boussinesq denklemleri detayh olarak incelenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Backlund dontisiimii, Permiite edilebilirlik sart1, Hirota metodu,

Solitonlar, Korteweg-de Vries denklemi, Sine-Gordon denklemi, Boussinesq denklemi



ABSTRACT

BACKLUND TRANSFORMATIONS OF NONLINEAR
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

NURDAN KAR
Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Doc¢. Dr. Aslhi YILDIZ
June 2018, 60 pages

In this thesis, it is studied how the Backlund transformations of nonlinear partial diffe-
rential equations are obtained and deriving new solutions from the known solutions by
using these transformations with the superposition formulas obtained via the permu-
tability conditions of the equations. Particularly, for some nonlinear partial differential
equations which are well known in mathematical physics, the importance of Backlund
transformations is emphasized by showing that one can derive N-solitons from 1-soliton
solutions. For this purpose, Hirota D-operator and Hirota method that are used to ob-
tain Backlund transformations are also explained. Within this context Korteweg-de

Vries (KdV), Sine-Gordon (SG) and Boussinesq equations are analyzed in detail.

Keywords: Backlund transformation, Permutability condition, Hirota method, Soli-

tons, Korteweg-de Vries equation, Sine-Gordon equation, Boussinesq equation
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1 GIRIS

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemleri analitik ¢oziimlerle incelemek oldukga
glictlir. Ancak bu siniftaki denklemlere uygun yontemlerle yaklagildiginda ¢ok cesitli
¢oziimler elde edilmektedir. Lineer olmayan denklemlerin karakterizasyonu ve ¢oziimle-
rinin elde edilmesi i¢in bir¢ok yontem mevcut olsa da hala ¢oziimlerin elde edilme-
sine iligkin farkl yaklagimlar aragtirilmaktadir. Bu ¢oziimler arasinda bir soliter dalga
olan soliton dalga ¢oziimleri fiziksel uygulamalar (fiber optik, Josephson Jonksiyonlari,
plazmalar, biyolojik sistem dinamikleri vb.) nedeniyle oldukea ilgi cekmektedir. Ayrica
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin integre edilebilir denklemler sinifinda
olup olmadigin test etmek icin kullanilan

- S-integre edilebilirlik: Denklemin Cauchy probleminin ters sagilim metodu ile
¢oziilebilmesi,

- C-integre edilebilirlik: Lineer olmayan denklemin uygun bir doniigiimle lineer hale
getirilerek ¢oziilebilmesi,

- Denklemin sonsuz sayida simetri ve korunum yasasina sahip olmasi,

- Denklemin Painlevé ozelligine sahip olmasi,

- Denklemin Lax ciftine sahip olmasi,
kriterlerinin yaninda

- Denklemin multi-soliton ¢éziime sahip olmasi
oldugundan soliton dalga c¢oziimleri integre edilebilirlik teorisi adina onemlidir.

1834’te Isko¢ miihendis J. S. Russell’n, Edinburg-Glasgow kanalindaki bot gezisi
sirasinda su dalgalarinin hareketleri iizerine yaptigi gozlemle soliter dalgalarin hikayesi
bagladi. Bu gezisinde Russell ileri dogru tek bagina biiyiik bir hizla hareket eden, yu-
varlak, diizgiin bir su obegini gozlemledi. Russell bu gozlemiyle ilgili yaptigi deneysel

caligmalarda soliter dalgalarin varligini ve dalganmin hiziyla, genligi (amplitude) arasinda
= g(h+a) (1.1)

iligkisini buldu [1]. Burada ¢ dalganin hizi, g yer ¢ekimi ivmesi, h suyun derinligi ve a
dalganin genligidir.

1862 yilinda E. Bour, Gauss-Mainardi-Codazzi sistemini kullanarak sabit negatif
egrilige sahip yiizeylerle ilgili caligmalarinda, kristal dislokasyon teorisi, elementer ta-

necik teorisi, niikleer magnetik rezonans, lineer olmayan dalga yayilimlarinin mekanik
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modlarmin analizi gibi bir¢ok alanda [2], [3] kargimiza ¢ikan soliter dalga ¢oziimlerine
sahip sine-Gordon denklemini tanitti.

V. J. Boussinesq, 1871 yilinda uzun bir caligma siirecinin sonunda soliter dal-
galar tizerine olan en inlii galigmasim yayimladi [4]. Boussinesq 1872 yilinda, daha
sonra birgok farkl formlar [5] da galigilmig ancak genel olarak uzun dalga &bekleri
izerine sikigtirilamayan homojen ideal akigkanlarin rasyonel olmayan davraniglarini
tanimlamayla iligkili olan ve dolayisiyla kiy1 ve okyanus miihendisliginde sikca kul-
lanilan Boussinesq denklemini literatiire kazandird: [6].

1895 yilinda Korteweg ve 6grencisi de Vries tarafindan soliter dalgalarin varhigina
da kamt olacak s1g su dalgalariin davramglarini modelleyen Korteweg-de Vries (KdV)
denklemi tanitildi [7].

1965’te Zabusky ve Kruskal, ((z,t) = ((z — vt) (v dalganin hiz) ile ifade edilen,
carpismadan sonra ayni hiz ve formda yoluna devam eden, lokalize yani t — 400 iken
azalarak bir sabite yaklagan dalgalar tizerine ¢aligt1 ve bu dalgalara soliton adini verdi
[8]. KdV denklemi ve benzer denklemler igin genelde 1-soliton ¢oziim igin soliter dalga
ifadesi kullanilir. Ancak birden fazla dalga séz konusuysa soliton terimi kullanilir. Me-
sela su yiizeyindeki soliter dalgalar soliton degildir ¢iinkii buradaki iki soliter dalganin
carpismasinda dalgalarinin genligi az oranda degigir ve arkalarinda salinimli bir parca
birakirlar.

Gardner, Greene, Kruskal ve Miura 1967 yilinda yaptigi caligmalar ile KdV denk-
leminin ¢oziimlerini bulmak adina ters sagilim metodunu (inverse scattering method)
tanitty [9]. Bu yontemle matematiksel fizikte bir¢ok farkl agilimlar yapildi. Bu yontem
tizerindeki ¢aligmalar sonucunda 1968’de Lax ¢ifti kavram literatiire girdi [10].

Hirota 1971 yilinda, multi-soliton ¢arpigmalar: icin KdV denkleminin ¢oziimlerini
Hirota Metodu (Hirota Direct Method) adm verdigi yontemi kullanarak verdi [11].
Bu galigma sonrasinda modifiye KdV (mKdV), sine-Gordon, nonlineer Schrodinger ve
Toda latis denklemleri i¢in de bu yontemi kullanarak bu denklemlerin multi-soliton
¢Oziimlerini elde etti [12]- [15].

Soliton teorisi lizerine biitiin bu ¢aligmalar yapilirken daha sonra bu teoride yerini
alacak, kokleri diferansiyel geometride barinan Backlund doniigtimleri de ¢aligilmaktayd.
Bécklund dontigiimleri ilk olarak 1880’lerde L. Bianchi [16] ve A. V. Backlund'un [17]

tanittigi sine-Gordon denkleminin ¢oztimleriyle ifade edilebilen aykiri-kiiresel yiizeyle-



rin (pseudospherical surface) doniigiimii ile ilgiliydi. Bu galigmalar aslinda dogrusal bir
diferansiyel denklemin ¢oztimlerini kullanarak var olan bir baglangi¢ yiizeyinden yeni
bir aykiri-kiiresel yiizeyin ingasi tizerineydi. Bu tezde Backlund doniigtimlerinin dife-
ransiyel geometrideki uygulamalar: degil lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler
alanindaki, ozellikle soliton teorisindeki yeri ¢ahgilacaktir.

Basit olarak ifade etmek gerekirse Béacklund dontisiimleri genelde ek parametreye
bagli, iki fonksiyonu birbirleriyle iligkilendiren bir kismi diferansiyel denklemler siste-
midir. Tki diferansiyel denklem arasindaki bu iligkiler sayesinde denklemlerin birinin

bilinen bir ¢ozliimiinden digerinin ¢oztimiine ulagilabilir.

Ornek 1.1. Burgers denklemi P(u) = u; + uu, — augy = 0, « sabit, ile Q(v) =

vy — Vg = 0181 denklemi arasinda

VU oo vuy,

_vu = ——
2a]

4o 2

(1.2)

Ve =

ile verilen denklem c¢ifti, Burgers ve 1s1 denklemleri arasinda bir Backlund doniisimiinti

ifade eder.

1974’te Hirota [18]’de Béacklund dontigtimleri ile ters sacilm metodu arasindaki
iligkiyi ortaya koymustur. Ters sacilim metodu ile ¢oziimlerine ulagilabilen her lineer
olmayan evrim denklemi Bécklund doniigimlerine sahiptir [19]. KdV denklemi igin
sacilim problemi,

Vo + (6° + u)tp =0, (1.3)
Y = (<) + uz) + (46% — 2u)), = 0 (1.4)

ile verilir. Bu iligkiler ayn1 zamanda,
Ug — 6UlUy + Upgy = 0 (1.5)

ile verilen KdV denklemi ile

(8

denklemi arasinda Backlund déniigtimleridir. Burada (1.3) ve (1.6) denklemleri u fonk-

wt + ¢xwx - O”/) - 6§21/}x - =0 (16)

siyonu i¢in ¢oziiliip (1.4)’te yerine yazilarak; KdV denklemi ise bagdagiklik (compatibi-
lity) iligkisi (Vzet = Yiee) kullanilarak elde edilir.
Chen 1974 ve 1976 yillarinda yayinlanan ¢alismalarinda lineer olmayan bir kismi di-

feransiyel denklemi baska denklemlere baglayan bir parametreli Backlund doniigtimleri
3



ailesi oldugu gibi denklemin kendisinden kendisine de Bécklund doniigiimii inga edi-
lebilecegini gosterdi [20], [21]. 1974'te Ablowitz, Kaup, Newell ve Sagur [22], 1975'te
Konno ve Wadati [23], uygun sagilim problemiyle ele alinan bir denklem ile kendisi
arasinda bir Béacklund dontisiimii elde edilebilecegi iizerine ¢aligmalar yapti. O halde
Backlund doniigtimleri i¢in sacilim problemlerinin yeni ¢oztimlerinin tretilmesinde de
yararl olduklar1 soylenebilir.

Daha once de belirttigimiz tizere lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklemin
bir ¢oztimi biliniyorsa Backlund doniigtimlerinin integrasyonu ile denklemin yeni bir
¢oziimi elde edilebilir. Ancak permiite edilebilirlik teoremi ile Béacklund doniigtimle-
rinin integrasyonundan kaginilabilir [16], [24], [25]. Bu teorem, 1902 yilinda Bianchi
tarafindan ilk kez sine-Gordon denklemi i¢in elde edildi [26]. Bianchi bu ¢aligmasinda

sine-Gordon denkleminin ¢y, ¢, ¢3 ve ¢4 ile verilen dort ¢oztimiiniin arasinda,

an (M%) = e (M) i

a1, ap keyfi sabit, iligkisinin oldugunu soyler. Bu iligki sine-Gordon denklemi i¢in siiper-
pozisyon formiilii olarak adlandirilir. Lamb, 1971 yilinda yaptig1 ¢aligmada bu iligkinin
sine-Gordon denkleminin multi-soliton ¢oziimlerini insa etmede de kullanilabilecegini
gosterdi [27].

1973’te Wahlquist ve Estabrook KdV denkleminin [28], 1981’de de Tu Boussi-
nesq denkleminin [29] Bécklund déntigiimlerini ve siiperpozisyon formiillerini verdi.
Daha sonraki bircok caligmada matematiksel fizikteki énemli denklemlerin Backlund
dontigiimlerinin Hirota yonteminde tanitilan Hirota D-operatori yardimiyla da elde
edilebilecegi gosterildi [30], [31]. Ancak yine de Bécklund déniigiimlerini inga etmek
icin belirli bir sistematik yontem heniiz mevcut olmadigindan ve denklemin bir Back-
lund doniigiimii bilinmesine ragmen bulunabilecek farkli doniigtimlerin farkl ¢oztimler
iiretebilme durumundan dolay1 Backlund dontigiimii glintimiizde aktif bir ¢caligma alani
olmaya devam etmektedir.

Bu tezde, Bolim 2’de Hirota metodunu kisaca acgikladik. Yontemde kullanilan Hi-
rota D-operatoriini tanittik ve baz ozelliklerini verdik. Bu yontemle soliton ¢oziimle-
rine nasil ulagilacagini KdV denklemi tizerinden ornekleyerek verdik. Boliim 3’te Back-
lund doniigimiiniin tanimini, bazi basit denklemlerin Backlund dontisgiimlerini, bu
ornekler tizerinden doniigtimleri kullanarak bilinen ¢oziimlerden yeni ¢oziimler elde edi-

lebilecegini ve ¢oztimler arasinda insa edilecek stiperpozisyon formiilleri igin permiite

4



edilebilirlik teoremini verdik. Boliim 4’ten Boliim 6’ya kadar énce KdV denkleminin
sonrasinda Boussinesq ve sine-Gordon denklemlerinin Bécklund doniigtimlerini bulduk.
KdV denklemi tizerinde ayrintili bir sekilde durduk. Denklemin Hirota D-operatorlii ve
bu operatorii kullanmadan verilen Backlund dontigtimlerini caligtik. Denklemin asgikar
¢oziimiinden bu dontisimleri kullanarak 1-, 2- ve 3-soliton ¢oziimlerine ve bu sekilde
sonsuz bir ¢oziim zincirine ulagabilecegimizi gosterdik. Bolim 7’de Hirota D-operatorii-
nii kullanarak Backlund doniigimlerini bulma agamasinda kullandigimiz 6zdeglikleri

kanitlayarak verdik.



2 Hirota Metodu

Bu boliimde Hirota metodunu ve Hirota D-operatoriiniin sagladigi bazi ozellikleri
kisaca anlatacagiz [32]-[35]. Bu metodu Flu| = F(u,ugz, s, Ugg, Usy, ..., x, 1) = 0 for-
mundaki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler i¢in uygulayacagiz. Bu uygula-
mada ilk adim olarak denklemi uygun bir doniigiimle bilineer forma dontistiirecegiz ve
daha sonra Hirota D-operatoriinii kullanarak denklemin Hirota bilineer formunu elde
edecegiz. Bu form itizerinden Hirota pertiirbasyonunu kullanarak denklemin ¢oziimiinii

elde edecegiz.

2.1 Hirota D-Operatori

Tanim 2.1. S: C" — C diferansiyellenebilir fonksiyonlarin bir uzayr olsun. Hirota

D-operatori D : S x S — S olmak tzere,

% - %)’“ (% - %)'”...]F(x,t, )Gt

dir. Burada k;, 1 = 1,2, ... pozitif tamsayilar ve x,t, ... bagimsiz degiskenlerdir.

(DM Dk |F. G = [( ey (21)

Benzer sekilde, fark denklemleri i¢in de Hirota D-operatorii tammmlanmigtir. Asagida
Hirota D-operatoriiniin bazi ozellikleri verilecektir. F[u] = 0 lineer olmayan kismi
diferansiyel denkleminin bilineer formunu Hirota D-operatoriintin bir polinomu halinde

yazabiliriz. Bu polinoma P(D) diyelim.

Onerme 2.1. P(D), diferansiyellenebilir f ve g fonksiyonlarina uygulansin. Bu du-

rumda,
P(D){f-g}=P(=D){g- f} (2.2)

dar.



Kanit. P(D) = DF operatériinii incelememiz yeterli olacaktir. Bu durumda,

P(D){f-g} =D f g} =D ' [fog — [9: o

= D.l;_Q[fClwg - 2fIgzl + fga:/]:/”a::x/

= D:ﬁin[fmvg - nf(n_l)l"gx/ +oeet <_1)nfg”$”z:x/

e k
n=0

= P(=D){g-f} (2.3)

elde edilir. O

Sonug 2.1. Yukaridaki onermeden asagidaki sonuclary elde edebiliriz:
i) P(D){fi-1} = P(9) /i
i) P(D){1-fi} = P(-9)f1.
Onerme 2.2. P(D) polinomu €% - €%, 0; = myx + ... +riy + iz + &, i = 1,2 i¢in
mi, ..., 7s, l;, & sabit, fonksiyonlarina uygulansin. Bu durumda,
P(D){e% - €%} = P(my — ma,...,71 — 1,1 — ly)e1 2

dir.

Kanat. P(D) polinomunu, k;, i = 1,2,...,n pozitif tamsayilar ve z,y, ...,z bagimsiz

degiskenleri igin P(D) = DFr ... D”;HD";n seklinde alalim. Bu durumda,

P(D)em . 692 — [D1;1 . D’;”_lDf"]eel -602
o (ll _ l2)l€n [DI;I ... D’;n—l]eel . 692

= (r1 = o)™ (I = Ip)™ D - Dyn=2]e™ - e

= (m1 — m2)k1 R TQ)k”‘l(ll — lg)k"601+92

= P(my —my, - 1y — 1, Iy — lp)e" (2.4)

elde edilir. O



Dabha ileriki kisimlarda gosterim olarak kisaca P(m;—my, -+ ,ri—r;, l;i—1;) = P(pi—p;),

ps = (Mg, .15, l5), s = i, j kullanacagiz.

Sonug 2.2. P(D) polinomu i¢in, a # 0 bir sabit olmak iizere,
i) P(D){e" -e"} = P(0,..,0)=0

it) P(D){a-a} =0.

Not 2.1. P(D){f-f} ifadesinde D-operatéri anti-simetrik yani P(D){f-f} = P(—D){f-

f} oldugu igin P(D) ¢ift bir polinom olmalidir. A¢ik¢a yazmak gerekirse,

>oiiy ki = tek sayu ise DYDY Din{f - f} = 0.

Ornek 2.1. Korteweg-de Vries (KdV) denklemini
up — Uy, + Ugyy = 0

bilineerlestirmek i¢in w(z,t) = —28%In f doniigiimii kullanilarak denklemin bilineer

formu,

denklemin Hirota bilineer formu ise
P(D)f-f= (DD, +D){f-f}=0 (2.6)
seklinde elde edilir. Burada,

Dth{f ’ f} = Q(ftzf - facft)a

Ornek 2.2. Modifiye KAV (mKdV) denklemini

wp + 24Uy + Upye = 0

_ gxf B g.f:c

= Z—=———— dontgiimi kullanilarak denklemin bilineer
g*+ I

bilineerlestirmek i¢in w(z,t)

formu,

_(g2+f2)(gtf_gft+gmxxf_39xxfx+3gmfmx_gfxxx)+6(fg:r_gfx)(ffxx_fa?—i_ggxx_gi) =0
(2.7)



ve denklemin Hirota bilineer formu,

PiD{f-f+g-g}=D{f-f+g-9}=0
Py(D){g-f}=D}{g-f}=0 (2.8)

seklinde elde edilir. Burada,
Di{f ) f} = 2(fxzf - f12‘>a

Benzer sekilde D2{g - g} yazilabilir.

2.2 Hirota Pertiirbasyonu ve Soliton Coziimler

Flu] = 0 ile ifade edilen lineer olmayan kismi diferansiyel denkleminin Hirota bilineer
formunu elde ettikten sonra bu tiir denklemlerin soliton ¢oziimlerini insa etmek i¢in
pertiirbasyon acilimini kullanacagiz.

Denklemin Hirota bilineer denklemleri P(D,, D,,...) f-f = 0 seklinde yazilmg olsun.
Burada P polinomu cift bir polinomdur. Simdi f = fo+efi+€fo+e fs... olacak sekilde
bir pertiirbasyon acilimi kullanalim. Burada f, herhangi bir sabittir ve € pertiirbasyon
parametresi ismini alir. Genelligi kaybetmeden f; = 1 alabiliriz. Hirota yonteminde f;
fonksiyonu eksponansiyel bir fonksiyon olarak secilir. Bu durumda diger f; fonksiyonlar
da eksponansiyel fonksiyon olacak ve M-soliton ¢oztimi degerlendirildiginde ¢+ > M +1
icin f; = 0 olacaktir. Bu sebeple bir denklemin M-solitonu bulunacagi zaman f; = 0,
i > M +1 kabul edilerek baglanabilir. Bu agilimi Hirota bilineer formda yerine yazalim.

P(D)'nin lineerliginden,

P(D){f - f} = P(D){1-1}+eP(D){1- fi+ fi- 1} + EP(D){fi- i+ 1- fo+ fo- 1}

+€3P(D>{f1'f2+f2'f1+1'f3+f3'1}+...:O
(2.9)

yazabiliriz. Burada denklemin saglanabilmesi icin €¥, k = 0, 1, 2, ... katsayilarim sifirlariz.



Yani,

€ P(D){1-1} =0
e PDY{1-fi+fi-1}=2P0)fi =0
e PD{fi-fit1l-fatfo-1}=0

(2.10)

seklinde devam edecektir.

Agagidaki teoremlerin kanitlari i¢in kaynak [34] incelenebilir.

Teorem 2.1. F[u] = 0 formundaki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin bili-
neerlestirme dontgimi u = T[f(z,t,...,y)] olsun. Bu donigimle elde ettigimiz bilineer
denklemi, Hirota bilineer formda P(D){f - f} = 0 olarak yazabiliriz. O halde bu denk-

lemin 1-soliton ¢ozumai,

w="T[f(2,t,....y) = T[1 + "] (2.11)
01 = kiz+wit+...+lLhy+&, ki w, .l sabitlerd igin Pk, wy, ..., 1)) = P(py) = 0°dar,
Teoremin kanitini vermeden KdV denklemi iizerinde uygulamasini gorelim.

Ornek 2.3. KdV denkleminin 1-soliton ¢oziimiinii elde etmek icin f =1+ ¢f; oyle ki
fi =€" ve 0y = kyx + wit + & alahm. Burada f; = 0, j > 2. f fonksiyonunu (2.9)'da
yerine yazalim ve €™, m = 0, 1,2 terimlerinin katsayilarim sifirlayalim. €' katsayisi

P(D){1-1} = 0’dir. €"’in katsayisindan,

P(D){1- fi+ f1-1} = P(9)e™ 4+ P(—0)e™
=2P(9)e”
= 2P (p;)e”
= 2(0} + 0,0,)eFr ¥ttt
= 2(k} + kywy )ermtutta

=0 (2.12)

elde edilir. Burada k{ + kjw; = 0 icin w; = —k? dispersiyon iligkisi elde edilir. ¢2’nin

10



katsayisinin ise,

P(D){f1- fi} = P(D)e” - e
= P(p1 — p1)6291

-0 (2.13)

oldugundan sifirlandig1 agiktir.
Sonuc olarak genelligi kaybetmeden ¢ = 1 icin f = 1 + e’ yazabiliriz ki bu KdV

denkleminin 1-soliton ¢oztimiinii,

u(z,t) = —k—% = —k—%sech2 <ﬁ> 0y = kix — K3t + & (2.14)
’ 2 cosh?(%) 2 2/ !

olarak verir.
Teorem 2.2. F[u] = 0 formundaki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin bili-
neerlestirme dontgimi u = T[f(z,t,...,y)] olsun. Bu dontgimle elde ettigimiz bilineer

denklemi, Hirota bilineer formda P(D){f - f} = 0 olarak yazabiliriz. O halde bu denk-

lemin 2-soliton ¢oziumii,
u="T[f(x,t,...y) =T[1 +e" +e” + A(1,2)e” %] (2.15)

01 = kix + wit + ... + Ly + &, ki, w;, ..., l; sabitleri i¢gin P(k;, w;,...,l;) = P(p;) = 0,
=12 e A1, 2) = LWL =Pe)

P(p1 + p2)
Ornek 2.4. KdV denkleminin 2-soliton cOziimiinil insa etmek icin f =1+ ef; + €2f5
oyle ki fi = e + €%, 0, = kjx + wit + &, i = 1,2 olarak alahm. Burada f; = 0,
j > 3. Benzer gekilde f’yi (2.9)’da yerine yazariz ve denklemin 1-soliton ¢6ztimiinde

izledigimiz adimlar1 uygulayarak ¢ = 1 igin,
f=14e" 4 e 4+ A(1,2)eh1 (2.16)

olacak sekilde denklemin 2-soliton ¢oziimiinii,

_2k%€01 + k%e% + (kl _ k2)2€91+92 +A12[<k1 + k2)2€91+92 + k%691+292 + k§€291+02]

u( ) = [1+ efr 4 ef2 + Ajpefitoa]?

(2.17)
olarak elde ederiz. Burada 0; = kxz + wit + &, P(p;)) = 0, i = 1,2 ve A(1,2) =
)2
—(kl ) "dir.
(k1 + k2)?
11



Stirekli durumda eger lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklemin Hirota bilineer
formu yazilabiliyorsa o denklemin dogrudan 1-soliton ve 2-soliton ¢oztimleri buluna-
bilir. Ancak denklemin 3-soliton ¢6ziime sahip olabilmesi i¢in ek bir gart saglamasi
gerekmektedir. Asagidaki teorem lineer olmayan kismi bir diferansiyel denklem icin

3-soliton ¢oziimiiniin nasil elde edilecegini soyler.

Teorem 2.3. Flu] = 0 formundaki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin biline-
erlestirme dontigimi uw = T[f(x,t,...,y)] olsun. Bu déniigimle elde ettigimiz denklemi,
Hirota bilineer formda P(D){f - f} = 0 olarak yazabiliriz. O halde bu denklemin 3-
soliton c¢ozim sart,
> P(upr + piops + psps) P(papy — prapa) P(papa — psps) P(psps — pupr) = 0
pi==%1

dyle ki P(p;) =0, i =1,2,3. Bu sart altinda denklemin 3-soliton ¢ozimdi,

u(z,t) =T[f(x,t,...,y)]
=T +e" +e” +e% + A(1,2)e" % + A(1,3)e” 1% + A(2,3)e” 1% + Bef1 0210,
(2.18)

P(p; — p;)

0; = kix+wit+...+Ly+&, i =1,2,3 olur. Burada A(i, j) = _P( o)
DPi T Dj

i=1,2,3,i<jve B=A(1,2)A(1,3)A(2,3) dir.

P(pi> =0,

Ornek 2.5. KdV denkleminin 3-soliton cOziimiini inga etmek icin f = 1+e€f; +€fo+
e fyoyleki f = 0210 9 = kyx+wit+ ...+ Ly+&, i =1,2,3. Burada f; = 0, j > 4.

Benzer gekilde f’yi (2.9)’da yerine yazarak € = 1 i¢in denklemin 3-soliton ¢oziimii
u(z,t) = —202In f (2.19)
oyle ki
f=1+e" e e A1,2)e 02 1 A(1,3)eM 105 1 A(2,3)e2 105 - B 102105 (2 90)
olur.

Hirota, ¢aligmalarinda KdV denkleminin N-soliton ¢oziimlerini elde etmistir [11], [32].

Bu caligmalara gore KdV denkleminin /N-soliton ¢oziimiiniin,

Fat) =1+ > Al ip) exp(Bli + .. + 0,

m=1 yCm,

12



i i) = T A v A ) = B
Uy eeey b)) = ,J) ve J) = /=
1y -4y o J J (kl + kj>2
ifadesi N’den gelen m elemaninin tiim olasi kombinasyonlarinin toplamini, (m) terimi

oldugu kanitlanmistir. Burada yC,,

ise [ < j olmak iizere m elemaninin tiim olasi kombinasyonlarinin ¢arpimini belirtir.
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3 Backlund Donitisiimleri

Backlund dontigiimleri 1800°li yillarda diferansiyel denklemler ile diferansiyel geometri
alanlar1 arasindaki iligkide kullanilmak tizere geligtirilmistir. Backlund doéniigtimlerinin

kullanildigy ilk 6rneklerden biri sine-Gordon denklemidir [16]. Bu béliimde Béacklund

dontigiimlerini orneklerle beraber tanitacagiz.

Tanim 3.1. x ve t bagimsiz degiskenler olmak tizere, u ve v fonksiyonlary igin iki kisma

diferansiyel denklem,
Plu] = P(u, Uy, Up, Ugs, Uge, -..) = 0, Q[v] = Q(v, Uy, Uy, Vg, Vgt -..) = 0
ve u, v ve turevleri arasindaki iliskiler,
Ri(u, Uy, Uy ooy 0, 0, 0y ..) =0, i=1,2 (3.1)

olsun. Burada P ve Q) genel olarak lineer olmayan iki operatordir. Kabul edelim ki
(8.1) iligkisi, Plu] = 0 oldugunda v i¢in integre edilebilirse ve elde edilen v fonksiyonu
Q[v] = 0 denkleminin bir ¢ézimi ise, benzer olarak (3.1) iliskisi, Qlv] = 0 oldugunda u
igin integre edilebilirse ve elde edilen u fonksiyonu Plu] = 0 denkleminin bir ¢ézimii ise
(8.1) iliskisine Plu] = 0 ve Q[v] = 0 denklemlerinin ¢ozimlerini iliskilendiren Bdck-
lund dontsumidir, denir. Burada P = Q) ise yani u ve v fonksiyonlar: ayni denklems

saghyorsa (3.1) iliskisine bir auto-Backlund dontgimidir, denir.
Yukaridaki tanimda integre edilebilirlik, iki denklemin u ve v ¢oziimleri i¢in birbirleriyle
bagdasik (compatible) olmasidir. Yani v, = f(z,t) ve v, = g(x,t) denklemlerini ele
alirsak bu denklemler ancak ve ancak v,; = vy, durumunda integre edilebilirdir [36].
Asagida vermis oldugumuz teorem, Backlund dontistimiiniin en basit 6rneklerinden biri
olan kompleks fonksiyonlar teoresinde kargilagtigimiz Cauchy-Riemann denklemlerine
iligkindir.
Teorem 3.1. Laplace denklems,
ile verilsin. O halde denklemin auto-Bdcklund doniisimi
Ry(ug,vy) = uy — vy =0, (3.3)
Ry(up, vy) = ug + v, = 0. (3.4)

Bu denklem ¢ifti Cauchy-Riemann denklemleri olarak bilinir.

14



Kanit. Plu] = Uz + uy = 0 ve Q[v] = vgy + vy = 0 olsun.

i) v(z,t) fonksiyonu Q[v] = 0 denkleminin ¢6ziimii olsun. (3.3) ve (3.4) iligkilerinden,

Vtg = Ugg

—Vtx — Uyt (35)

esitlikleri elde edilir. Burada integre edilebilirlik sartindan dolay1 v, = wv,’dir. Do-

layisiyla,
Ugy + Uy = 0

elde edilir.

i1) u(z,t) fonksiyonu Pfu] = 0 denkleminin ¢6ziimii olsun. (3.3) ve (3.4) iligkilerinden,

Uzt = Uy

egitlikleri elde edilir. Burada u;, = u,; dir. Dolayisiyla,
VUge + Vg = 0

elde edilir. O

. 1
Ornek 3.1. v(x,t) = §($2 — t?) Laplace denkleminin bir ¢oziimiidiir. Simdi auto-

Backlund donitistimlerini kullanalim:

Uy = vy =—t (3.7)

U = —Up = —x. (3.8)
(3.7) denklemini x’e gore integre edersek,
u(z,t) = —tz + f(¢) (3.9)
f(t) keyfi fonksiyon, elde edilir. Burada u(z,t) fonksiyonunun t’ye gore tiirevini alirsak,
u=—x+ f'(t) = —x

buluruz ki bu bize f(t) = ¢ sabitini verir. O halde Laplace denkleminin baska bir

¢Oziimi olarak,

u(z,t) = —tx + ¢, c sabit
15



elde etmis oluruz.

Teorem 3.2. u,; — e* = 0 ile verilen Liouville denklemi ve vy = 0 ile verilen dalga

denklemi arasindaki Bdcklund donisiumai

Ry (u, ty, v,0,) = Uy + vy — 2e¢ 7 =0 (3.10)
Ro(u, ug, v,v) = uy — vy — V2e's =0 (3.11)

cifti ile verilir.
Kanit. Plu] = uz — €* =0 ve Q[v] = vy = 0 olsun.
i) (3.10)’da verilen Ry = 0 iligkisini t’ye gore tiirevlersek,

1 u—v
Ugt + Vgp = \/§§(Ut —u)e 2z (3.12)

esitligine ulagilir. (3.12) esitliginde Ry = 0 iligkisi kullanilirsa,

Uyt + Vgt = e” (313)

elde edilir.

i) (3.11) ile verilen Ry = 0 iligkisini x’e gore tiirevlersek,

1 u+v
Uy — Vg = \/55(% Fug)e® (3.14)
esitligine ulagihr. Ry = 0 iligkisini (3.14)’te yerine yazarsak,
Uty — Vg = e" (315)

elde edilir. Integre edilebilirlik sartindan wey, = Uz ve vy = vy dir. (3.13) ve (3.15)

egitliklerinin toplamindan Liouville denklemi,
Uy = e
farkindan ise,
Vgt = 0

ile verilen dalga denklemine ulagilir. [

Ornek 3.2. Q[v] = vy = 0 denklemini alalim. Bu denklemin en genel ¢6ztimii,

v(z,t) = F(z) + G(t). (3.16)
16



Burada F(z), G(t) € C? keyfi fonksiyonlardir. v(x, t) ¢dztimiinii (3.10)-(3.11) ile verilen
Backlund dontigiimlerinde yerine yazarsak,
Uy + F'(z) = V22t e 2(F+0) (3.17)
u — G'(t) = V2ertez(F+G) (3.18)
elde ederiz. Simdi u(z,t) = —2Inp — F(z) + G(t), p = p(x,t) olsun. Oyleyse u(z,t)
¢Oziimiini (3.17)’de yerine yazarsak,
ve (3.18) esitliginde yerinde yazarsak,

-1
Pt = EGG (320)

elde ederiz. (3.19) ve (3.20)’den yararlanarak

x t

plx,t) = \/— ©de — \/— t e“d,

Sonug olarak,
1

u(z,t) = —2In [;—%/zo e Fge - — 7 to d(} F(x)+ G(t).

Burada F(z), G(t) € C? keyfi fonksiyonlar olmak iizere Liouville denkleminin bir

X, to sabit

¢Ooziimiine ulagmig oluruz.

Bazi lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin sonsuz bir ¢oziim dizisini iiretebil-
mek icin lineer olmayan stiperpozisyon formiillerini yani denklemlerin bir ¢oztimiini diger
li¢ ¢oziimiine baglayan iligkileri kullaniriz [16], [37], [38]. Bu sliperpozisyon formiiliinii elde
edebilmek i¢in Bianchi tarafindan literatiire kazandirilan permiite edilebilirlik teore-
minden yararlaniriz [16]. Lineer olmayan denklem simifinin birgogu igin elde edilmisg
olan siiperpozisyon formiilii, Hirota ve Satsuma tarafindan 1978 yilinda Hirota D-
operatorii kullanilarak Boussinesq, mKdV ve sine-Gordon denklemleri i¢in kanitlanmistir

[39].

Teorem 3.3. Flu] = 0 bir lineer olmayan kismi diferansiyel denklem ve Ry, = 0
bu kismi diferansiyel denklemin auto-Bdacklund donisimi olsun. Denklemin bilinen bir
Un—1 cozumd, tki farkl keyfi parametre X\, ve \,i1 olmak tizere Ry, un—1 = u, ve

Ry, U1 = Uy olacak sekilde yazilabiliyorsa o zaman dordiinci bir un.1 ¢ozimi vardir

n+1

ve bu ¢oziim, siraswyla Anq1 ve A, keyfi parametrelerinin uygulanmasiyla yani Ry, up

Unt1 Yo da Ry U, = u,y1 iliskilerinden elde edilir.
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Bu teorem gematik olarak Bianchi diyagrami ile agsagidaki gibi gosterilmigtir.

Un,

)\n >\n+1

Up—1 Un+1

)\n—i-l >\n

Sekil 1: Bianchi diyagrami
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4 Korteweg-de Vries (KdV) Denklemi

KdV denklemi, sig su dalgalarinin yayilimini tanimlamak icin 1895 yilinda Korteweg

ve de Vries tarafindan elde edilmis
Uy — 6Uly + Uypy = 0 (4.1)

ile verilen 6nemli bir lineer olmayan dalga denklemidir [7]. Bu baglik altinda KdV denk-
leminin Béacklund déntigiimleri [43] ve N-soliton ¢oziimlerine ulagmak adina uygulanan

adimlar1 detaylica galigacagiz [30].

4.1 KdV Denklemi igin Miura Donusimii

Miura doniigiimii ile mKdV denkleminin ¢oziimlerinden KdV denkleminin ¢oztimlerine

ulagilabilmektedir [40], [41]. Miura déniigimii
u=v? + v, (4.2)
ile verilir. Burada v = v(x,t)
vy — 6020, + Vyge = 0 (4.3)

ile verilen mKdV denkleminin bir ¢6ziimii u = u(z,t) ise (4.1) ile verilen KdV denk-
leminin ¢oziimiudir. Miura dontigimiintin bu iki denklem arasinda sagladigi iligkiyi

asagidaki gibi sematize edebiliriz:

Miura Dontigimii

mKdV (v(z,t)) KdV(u(z,t))

Simdi (4.2) doniigiimiinii gerekli tiirevleri alip (4.1)’de kullanalim. Bu doniigiim altinda
KdV denklemi,
(20 + 0,) (v; — 6%V + Vge) = 0 (4.4)

formunu alir. Goriildiigi tizere (4.4) esitliginde denklem (4.3)’e ek olarak (2v4-0,,) terimi
bulunmaktadir. Bu terimden dolay1 KdV denkleminin ¢oziimlerinden mKdV denkle-
minin ¢oziimlerine ulagilip ulagilamayacagi acik degildir. Ancak konu tizerine yapilan
caligmalar incelenebilir [42]. Bu ek terimden dolay1 (4.4) ile verilen denklemin bir
¢Oztimii (4.3) denkleminin bir ¢dziimiine denk gelmez. Bu yiizden Miura doniigiimiine

tek tarafli bir Backlund dontigiimii diyebiliriz.
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Ornek 4.1. mKdV denkleminin kivrim (kink) tipi soliton ¢oziimii olan v(x,t) =
—2k tanh[k(z — xo — 2k*t)] fonksiyonu Miura doniigiimiinde kullanilarak KdV denk-
leminin
u(z,t) = k*(2tanh?[k(x + 20 + 2k%t)] — 1). (4.5)
¢Oozumiini bulunabilir. Bu ¢oziim bir soliton dalga tanimlar. Ozel olarak ¢Ozlim (4.5)’de
1

k= 3 ve o = 0 alalim. Bu durumda,
1 1 t 1
- o 35 -
u(z,t) 2taun A 1

¢oziimini elde ederiz. Coziimiin grafigi Sekil 2’de verilmistir.

Sekil 2: KAV denkleminin soliton ¢oziimii

4.2 KdV Denklemi igin Backlund Doniigiimi

Onceki boliimde (4.2) ile verilen Miura déniigiimii tamtilmgt:. Bu déniisiim altinda
mKdV denkleminin ¢oziimlerinden KdV denkleminin ¢oziimlerine ulagabildigimiz ka-
nitlanmigti. Ancak Wahlquist ve Estabrook, 1973 yilinda daha elverisli bir doniigtimii li-
teratiire kazandirmigtir [28]. Asagida Wahlquist ve Estabrook’un bu galigmasina yer

verelim.

KdV denklemi,
T=t X=x-—06X U=u-—)\, A sabit,

ile verilen Galilean dontigiimii altinda invaryanttir [43]. Yani bu doniigiim altinda elde

edilen,
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Uy = UT - 6)\UXa Uy = UX> Ugy = UXX7 Ugge = UXXX7

egitlikleri, denklem (4.1)’de yerine yazldiginda tekrar KdV denklemi elde edilir. Bu

bilgiler dogrultusunda v — u — A alinarak (4.2) esitligi,
u=\+v>+ v, (4.6)
formunu alir ve benzer sekilde (4.3) denklemi,
vy — 6(0* 4+ A\)vg + Vgpe = 0 (4.7)
haline gelir. Bu denklem i¢in v ve —v fonksiyonlar1 ¢6ztim oldugundan,
w =N+ v, U= \+0v2 -,
seklindeki iki fonksiyon tanimlanabilir. Buradan,
up — Uy =20, ve u+uy=2(\+v%), (4.8)

elde ederiz. Bu asamada ek bir doniigiim daha tanimlayalim:

8wi
= = 1,2. 4.

u = i (4.9)

Bu déniigiimle (4.8)’deki denklemler sirasiyla,
Wy — wy = 2v (4.10)

ve
1

(w1 4+ wa), = 2\ + §(w1 — wsy)? (4.11)

olarak elde edilir ki (4.11) esitligi Bécklund doniigtimlerinin x’e gore tiirev igeren kismin

ifade eder. Benzer sekilde (4.7) denklemi ise (4.8) ve (4.10) esitlikleri kullanilarak,
(w1 —wa)y = 3(wi, —w3,) + (W1 — Wa)yew = 0 (4.12)

seklinde yazilabilir. Bu ise Backlund dontistimlerinin ¢’ye gore tiirev iceren kismini ifade
eder. (4.11) ve (4.12) denklemleri, (4.9) doniigiimii altinda KdV denklemi i¢in Bécklund
dontgiimiini ifade eder. Simdi KdV denkleminin Béacklund dontisiimiint kullanarak

denklemin agikar ¢oziimiinden yeni bir ¢oziim elde edecegimiz bir 6rnek verelim.
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Ornek 4.2. wy(x,t) = 0 yani us(z, t) = 0 asikar ¢oziimiinden KdV denkleminin soliton
¢Oziimleri elde edilebilir. (4.11) esitligi, wo(x,t) = 0 aldigimizda,

1
Wy, =2\ + §wf (4.13)

haline gelir. Burada denklemi bir kismi diferansiyel denklem olmasina ragmen tek
degiskene bagh tiirev icerdigi i¢in adi diferansiyel denklem gibi diigiinerek ¢ozebiliriz.

A= —k* < 0 igin (4.13) denklemini z’e gore integre edersek,

2dw1

agagidaki ¢oziim elde edilir;

wy — 2k — p2ka—f(1)
wy + 2k

Burada f(t), t’ye bagh keyfi bir fonksiyondur. Eger | w; |< 2k ise,
wy(x,t) = =2k tanh(kz + f(¢)) (4.14)

olarak bulunur. f(¢) keyfi fonksiyonunu belirlemek i¢in (4.12) denklemi kullanihir. (4.12)

denkleminde wq(z,t) = 0 alindiginda,
Wi = 3w}, + W gae =0 (4.15)
esitligi elde edilir. (4.13) denkleminden buldugumuz,
Wi ze = WE, + Wiwi g (4.16)
esitligini (4.15) denkleminde kullanirsak,
Wy + 4k*w, =0 (4.17)

denklemine ulagiriz. Bu asamada (4.14) ¢6ztimii (4.17)’de yerine yazilirsa xy keyfi bir

sabit olmak iizere,
f(t) = —4k3t — kxq
fonksiyonu bulunur. Buna bagh olarak ¢6ziim (4.14),

w(z,t) = —2k tanh(k(z — 2o — 4k°t)) (4.18)
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olur. Bu durumda (4.9)’dan,
ui(z,t) = —2k*sech?(k(x — 2o — 4k*t)) (4.19)

¢ozimi elde edilir ki bu KdV denkleminin bir soliton ¢oziimudiir.
Eger | wy |> 2k ise,
wi(z,t) = —2k coth(k(z — 2o — 4k*t)) (4.20)

elde edilir ki bu KdV denklemi igin singiiler bir ¢oztim verir.

.. . 1
Ornek 4.3. Ozel olarak ¢oziim (4.19)’da k = 5 Ve T = 0 alalim. Bu durumda,

1 —t
uy(z,t) = —isechZ(x 5 >

¢oziimiinii elde ederiz. Coziimiin grafigi Sekil 3’te verilmistir.

Sekil 3: KdV denkleminin 1-soliton ¢oziimii

Asagidaki teorem, KdV’nin bilinen bir ¢éziimiinden sonsuz bir ¢oziim dizisi iiretilebi-

lecegini soyler.

Teorem 4.1. w;, 1 = 1,2 KdV denkleminin bilinen bir wy ¢ozumunden \;,i = 1,2
Backlund parametreli Backlund donisimlerinin uygulanmasiyla elde edilmis ¢coziumlerse,
yani w; = Ry, wp, 1 = 1,2 ise bu durumda

4(Ag — A
¢:w0+ (2 1)7
w1 — Wy

oyle ki ¢ = Ry, Ry,wo = Ry, Ry, wo, denklemin yeni bir ¢ozumudiir.
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Kanat. Daha once elde ettigimiz (4.11) esitligini agagidaki gibi iki ayr1 formda yazabi-

liriz:
1
(w1 + U}()):C = 2)\1 + 5(101 - w0>2, (421)
1
(’LUQ + wo)x = 2)\2 + §(w2 — w0>2. (422)

Ayni sekilde wio = Ry, w1 ve we = Ry, wo olacak gekilde iki farkli ¢oziim inga edelim:

1

(wig +wy)y =200 + §(w12 —wy)?, (4.23)
1 2

(1U21 + ’LUQ)x = 2)\1 + §(w21 — wg) . (424)

Burada yaptigimiz tanimlamalar1 asagidaki Bianchi diyagraminda gorebiliriz.

Az

w1 W12

1

w

2

7 X

Wy, Wa1

At
Sekil 4: KdV denklemi i¢in Bianchi diyagrami

Not ediniz ki yaptigimiz bu tanimlamalarla Bianchi'nin permiite edilebilirlik teoremin-

den,

W12 = W21 (425)

w1
/ \
Wo W12 = Wa1
\
w

/
2

Sekil 5: KdV denklemi i¢in komiitatif Bianchi diyagrami

olur. Yani Bianchi diyagrami,



seklinde verilir. Bu agamada (4.21) ve (4.22) denklemlerinin farkindan,

(w1 + ) = (12 = wo)a = —200 = o) + l(wn = wol® = (wo —wo)’] (420
elde ederiz. (4.23) ve (4.24) denklemlerinin farkindan ise,

(110 -+ wn)e — (= w2)e = 200 = M) + gl(wns = wn)? = (wn —wn)?] (427

esitligini elde ederiz. Bu iki denklemin farkini aldigimizda ve birkag diizenleme ile,

4(Ag — A
wr = wo + Q2 ~ A1) (4.28)
w1 — Wa

iligkisini elde ederiz ki burada doéntigiim (4.9)’dan wuo ¢oztimi elde edilir. [

Burada (4.28) ile elde edilen siiperpozisyon formiilii t'ye gore tiirev igeren Bécklund

dontigiimiinii de saglar.
Ornek 4.4. (4.28)'de \; = —1 ve )y = —32 olacak gekilde wy = 0, (4.18)da k =1

ve zp = 0 igin w; = —2tanh(z — 4t), (4.20)'de ise k = 2 ve zp = 0 i¢in wy =

—3coth(2z — 2¢) ¢oziimlerini alahm. Buradan,

2
2tan(z — 4t) — 3coth(3z — 2'¢)

W19 (.Z', t) =

olarak elde ederiz. Burada (4.9) déniistimiinii kullanarak,

B 9cosh®(z — 4t) + 4 cosh®(3z — Z't) — 4
"2 = (2sinh(z — 4t) sinh(3z — Zt) — 3 cosh(x — 4t) cosh(3z — Zt))2

(4.29)

¢oziimiini elde ederiz ki bu KdV denkleminin 2-soliton ¢oziimdiir. Coziimiin grafigi

Sekil 6’da verilmistir.

Sekil 6: KAV denkleminin 2-soliton ¢oziimii
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KdV denkleminin 3-soliton ¢Oztimiinii stiperpozisyon formiiliinden yararlanarak elde
etmek istenildiginde (4.28) esitligi,

4(A3— A
Wigz = Wy + A ~ ) (4.30)
Wi2 — Wi3

formuna genellestirilebilir. Daha agik olarak,

)\11111 (wg — W3) + /\Q'LUQ(’LU;J, — ’LU1) + )\3w3(w1 — wg)

A1 (wy — ws) + Ag(ws — wy) + Ag(wy — wo) (4.31)

Wi23 =

seklinde yazilabilir. KdV denkleminin 3-soliton ¢oziimi i¢in permiite edilebilirlik di-
yagramini asagidaki gibi sematize edebiliriz:

W

2 1

/

w W12 = W21

3

1 2

w1 W1i23 = W132

1 3

Az

AN

w w13 = W31

3

AV
\

w3
Sekil 7: KdV denklemi igin 3-soliton ¢oziimiiniin Bianchi diyagrami

Ornek 4.5. KdV denkleminin wy = 0, w; = —2tanh(ky (z—4k2t)), wy = —2 coth(ky(z—
4k3t)), wy = —2tanh(kz(z — 4k3t)) ¢oztimleri igin 3-soliton ¢oziiminii bulahm. Bu
secimlerle denklemin 2-soliton ¢oztimlerini,

—2(kt — k3)

= 4.32
12 = tanh(kr (z — 4K21)) — kg coth(ke(z — 4k31))’ (432)
—2(kt — k3)
_ 4.33
W18 = tanh(k1 (x — 4Kk31)) — ks coth(ks(z — 4k21)) (4:33)
formunda elde ederiz. (4.30)’dan,

A
W123 = gl (434)
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oyle ki

Ay =2tanh(4tk? — wky)k? coth(4tkl — xky)ky — 2tanh(4tk? — xk) )k, coth(4tki — xko)ks
— 2tanh(4tk} — xk, )k} tanh(4tks — wks)ks + 2 tanh(4tk? — xk )k, tanh(4tks — vks)k;
+ 2k3 coth(4tk3 — ko) tanh(4tks — xks)ks — 2ky coth(4tkl — wky) tanh(4tks — xks)ks,
(4.35)

ve

By = — tanh(4tk] — xk1 )k k3 + tanh(4tk; — wky)ki k3 + coth(4tks — xko)kok?
— coth(4tk; — xky)koks — tanh(4tks — wks)ksk] + tanh(4tks — wks)ksk;.
(4.36)

Burada (4.34) i¢in doniigiim (4.9) kullamlarak w93 ile verilen 3-soliton ¢dziime ulagilabilir.
Agikga goriilmektedir ki stiperpozisyon formiilii kullanilarak KdV denklemi i¢in sonsuz

bir ¢6ziim zinciri olugturulabilir.

4.3 KdV Denklemi igin Bilineer Formdaki Backlund Donitisiimii

Bu boliimde Hirota D-operatoriinii kullanarak KdV denkleminin bilineer Backlund

dontigiimiini bulacagiz.

Teorem 4.2. KdV denkleminin

Uy — 6UUy + Uy = 0 (4.37)

auto-Bdcklund donisiumai
(Dy — 3AD, + D3)(f1 - f2) =0, (4.38)
(DI +N)(f1- f2) =0, (4.39)

ile verilir. Burada X\ keyfi Bdcklund parametresidir.

Kanat. (4.37) ile verilen KdV denklemi igin u(x, t) = —20% In f doniigiimiinii kullanarak

denklemin Hirota bilineer formunu,

Do(De+ D){f - f} =0 (4.40)
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seklinde elde ederiz. f; ve fy fonksiyonlar: (4.40) denkleminin ¢oziimleri olsun. O halde,
Dy(Dy+ D){fi- i} =0 (4.41)
Do(Dy+ D) {fo- f2} =0 (4.42)
olarak yazabiliriz. Bu durumda,
fiDo(Dy+ D;)(fo - f2) = f3Du(Dy + D3)(fr - f1) = 0 (4.43)
esitligi de saglanir. Denklem (4.43)’e 6AD,[D,(f1- f2) - fife] terimini ekleyip ¢ikarirsak,
ftDo(Dy + D) (f2 - fo) — 6AD[{Do(f2 - f1)} - (ff2)]—f3Da(Dy + D2)(f1 - f1)
+ 6)‘Dw[(flf2) ’ {Dx(fl ’ f2)}] =0

denklemini elde etmig oluruz. Bu denklemi, baz 6zdeslikler kullanarak Backlund dontigiimle-

rini elde etmek icin diizenleyecegiz. Denklemi daha agik yazarsak,
fiDeDi(f2 - fo) + [iDa(fa - f2) = 6AD[{Du(fo - f1)} - (fif2)] = 3Da Dl fi - f1)
— [3D5(f1 - f1) + 6ADs[(fif2) - {Da(fi - f2)}] =0

olur. Bu asamada (7.1) ve (7.6) ile verilen Ozdeslik (1) ve Ozdeslik (2)’yi kullanirsak,

—2D,{Di(f1 - f2)} - (f1f2)] = 2D [{Di(f1f2)} - (f1f2)] = 6D [{D2(f1 - f2)} - {Da(f2 - f1)}]
— 6AD[{Do(f2- f1)} - (frf2)] + 6AD[(f1f2) - {Do(f1- f2)}] =0

esitligini elde ederiz. Terimleri diizenledigimizde,

2D, [{(Di=3ADo+D;) (for f1) } (f1f)IH 6D [{ Do (fi-fo) }{(DZ+N) (fo fi)}] = 0 (4.44)

denklemine ulagiriz. Bu esitlik,
(Dy —3AD, + D) (f1 - f2) =0 (4.45)

(D2 + N (f1- f) =0 (4.46)
oldugunda saglanir. Boylece KAV denkleminin auto-Backlund doniigiimiinii elde etmis

oluruz. O

(4.38)-(4.39) ile verilen Backlund doniigiimii Boliim 4.2°de anlattigimiz Wahlquist ve

Estabrook tarafindan verilen doniigtime indirgenebilir. Asagidaki tanimlamay1 yapalim:

wZ:—Q—lnfl:—2 :
fi

Ox
Simdi Bécklund doniigtimlerine geri donersek, (4.39) denklemini agik olarak yazalim:
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flfQ,xx + f2f1,a:x - 2f1,xf27x + )\flfg =0

Bu denklemi % fife ifadesine boldiikten sonra (4.47) tanimindan yararlanarak bazi
diizenlemeler yapariz ve daha once (4.11) ile verdigimiz Bécklund déniigiimiiniin z’e

gore tiirev igeren kismim elde ederiz. Aym sekilde (4.38) denkleminin bilineer formu

fifor — fofie = 3MN(fifow — fofre) + fifomee — 3f1efome + 3f2ufioe — fof120s = 0.

Bu denklemi f; f5 ifadesine boleriz ve gelen ifadenin x’e gore tiirevini aliriz. Sonrasinda

ise (4.47) taniminindan faydalanarak,

1 3 1 3 1
—5(wa —wi) + g AMwa — w1 + (W1 — W) aw — (W1 — w2) (W1 +wa)s}e + 5 {(w1 —
2 2 2 4 8

w2)’}e =0
denklemini elde ederiz. Son olarak, (4.11) denkleminden X igin elde ettigimiz esitligi
kullanirsak daha o6nce (4.12) ile verdigimiz esitligi yani Backlund doniigiimiiniin ¢

degiskenine gore tiirev igeren kismini elde etmisg oluruz.

4.4 Bilineer Formdaki Suiperpozisyon Formiilu

KdV denkleminin Hirota bilineer formu (4.40) igin gy bir ¢oziim olsun. Bécklund
doniigimlerinden biri olan (4.39)"u gg ve —A; Bécklund parametresi ile kullandigimizda
g1, —Ao Backlund parametresi ile kullandigimizda ¢, ¢oziimlerini elde etmig olalim.

Yani,

Digo “g1 = Mgogi (4.48)
D390 - 1 = Aagodn- (4.49)

Ry, Ai, @ = 1,2 Backlund parametreleri ile verilen Backlund dontisiimleri olmak tizere,
komiitatif bir Bianchi diyagrami olusturabilmek i¢in g, = Ry, Rx,90 = R, R, g0 olacak

sekilde bir g, fonksiyonunu alalim.
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0
/ \
90 g2
x /

g1

Sekil 8: KdV denklemi icin bilineer formdaki stiperpozisyon formiiliiniin komiitatif Bi-

anchi diyagrami

Boylece
D3g1 - g2 = Xa0192 (4.50)

D3gy - g2 = 192 (4.51)
elde edilir. Simdi (4.48) denklemini g1 g5 ile ve (4.51) denklemini ggg; ile carparsak,
(D390 - 91)§192 = MG1929091 (4.52)
(D241 - g2)gog1 = Mg1929091 (4.53)
olarak elde ederiz. Bu iki denklemin farkindan,
(D390 - 91)9192 — 9091 (D31 - g2) = 0 (4.54)
bulunur. Bu esitligi (7.28) ile verilen Ozdeglik (8)’1 kullanarak diizenlersek,
D:[(Dzgo - g2) - 9191 + goga - (D21 - g1)] =0 (4.55)

seklinde yazabiliriz. Benzer sekilde (4.49) ve (4.50) denklemlerini kullanalim. (4.49)

denklemini g; g2 ve (4.50) denklemini ise gog; ile garpalim. Boylece bu denklemleri,
(D2go - G1)9192 = X2gog19192 (4.56)
(D291 - 92)9091 = X2gog19192 (4.57)
olarak elde ederiz ve bu iki denklemin farklari ise bize,
(D2g0 - G1)9192 — 90G1(D2g1 - g2) =0 (4.58)
esitligini verir. (7.28) ile verilen Ozdeslik (8) kullanilarak diizenlendiginde ise,

Do[(D2g1 - 91) - gog2 + 9161 - (D2go - g2)] = 0 (4.59)
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seklini alir. (4.55) ve (4.59) denklemlerinin toplamindan,

D.[g0g2 - (Dzg1- 1)) =0 (4.60)
ve farkindan ise
D.[(Dzgo - g2) - 91G1] = 0 (4.61)

elde edilir. Bu iki esitlikten c;, co birer sabit olmak tizere,
9191 = c1Dzgo - g2 (4.62)

9og2 = c2Dzg1 - ¢ (4.63)

esitlikleri elde edilir. Bu iki denklem KdV denkleminin ¢oztimleri olan go, g1, 1, g2
arasinda bir stiperpozisyon formiilii verir. Bu iligki ise multi-soliton ¢oziimlere ge-

nellestirilebilir. Yani c¢3, ¢4 sabit olmak ftizere,
gNIN = 3Dpgn-1- gN+1 (4.64)
gN-19N+1 = CaDzgn - gn (4.65)
seklinde yazlabilir. (4.65) i¢in Bianchi diyagramim agagidaki gibi ¢izebiliriz:
9N
Ay v

gN-1 IN+1

)\N+1 )\N

A

gn

Sekil 9: KAV denklemi igin bilineer formdaki stiperpozisyon formiiliiniin genellestirilmis

komiitatif Bianchi diyagrami

Burada,
gN-1 = gN—l(/\l, >\2, ceey )\N—1), gn = gN()\h )\2, ceey >\N—1, >\N)
N = N (A1, Aoy oo, ANC1, Ang) InN+1 = gN+1 (A1, Aoy ooy AN, Ang)-
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4.5 KdV Denkleminin N-Soliton Coziimleri

Bu béliimde, Boliim (4.3)te elde ettigimiz Béacklund doniigiimlerini KdV denkleminin
N-soliton ¢oziimlerini bulmak i¢in kullanacagiz.

KdV denklemi u(x,t) = 0 agikar ¢oziimiine sahiptir. Bu durumda u(x,t) = —292 In gq
bilineerlegtirme déniigiimiinde gy = 1’1 denklem (4.40)"1n bir ¢éziimii olarak segebiliriz.
KdV denklemi igin Bécklund doéntigiimleri olan (4.38) ve (4.39)'u A = —f Bécklund

parametresi ile kullandigimizda,
(D¢ + 38D, + D2){1-g} =0 (4.66)

(D7 = B){1-9}=0 (4.67)

elde ederiz. Denklemi bilineer formda,

olarak yazariz ve bu iki denklem ¢’ye bagl bir lineer denklem sistemi verir. Denklem
(4.69)’dan,
g(z,t) = A(t)eVP* + B(t)e VPe (4.70)

elde ederiz. Bu ¢oziimii denklem (4.68)’de yerine yazdigimizda ; ve 7, sabit olmak

uzere,

g(x,t) _ oVPu—4BVBtm + o~ VB +4BV/Bt+72 (4.71)
¢oziimiinii elde ederiz. Burada 8 = k¥ ve v, = 7, alirsak,
g(x,t) = e @ ahittn 4 o=ki(e—kit)-m (4.72)
¢Oziimini elde etmis oluruz.
Teorem 4.3. Eger g(x,t) = e®*°h(z,t) ise bu durumda
Da(Dy + D3){g - g} = e Do (Dy + DY) {h - b} (4.73)

esitligi saglanir. Yani eger h fonksiyonu D,(D;+D3){h-h} = 0 denkleminin ¢ozimaiiyse
g de bu denklemin bir ¢cozimiidir. Burada a ve b, x’ten bagimsiz parametrelerdir ancak

t 'ye bagimly olabilirler.
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Kamt. Yukarida (4.73) ile verilen ifadenin dogrulugunu D?2g - g = 0 igin gostermemiz

yeterli olacaktir. g = e®**°h fonksiyonunu alalim. Bu durumda,

Da%(ea:p—l-bh . eax—l—bh) — Dm [(6ax+bh)x(€a:p+bh) . (eax—l—bh) (eaz—l—bh)x]
= a?e2 @@ 2h, b — 212 ]

= 22t D2p . ). (4.74)

Bu durumu c¢ift Hirota D-operatorleri igin genelleyebiliriz. Dolayisiyla g ve h fonksi-
yonlarinin KdV denkleminin Hirota bilineer formunu sagladigi agiktir. Bununla birlikte

u = —2021n g ¢oziimii de degigmez ciinkii g = e**°h i¢in,
02Ing = 02(Ine**®h) = (In e +1nh),, = (az + b+ 1nh) = (Inh)4,.
Yani u = —20%Ing = —29?In h olur ki bu da bize g ve h'nin KdV denklemi i¢in aym
¢Ozumu urettigini gosterir. [
Teorem 4.3’e gore (4.72) ¢oziimiint goz Oniine alirsak,

g = 14 2l—thtitn — 1 L em  p =2k (z — 4k?t) + 271

fonksiyonu da KdV denkleminin bir ¢oziimiidiir. Burada g ve g; fonksiyonlar1 KdV icin

ayni ¢ozuimu uretir.
uw=—20%In(1+ e™) = —2k?sech? (%), m = 2k (x — 4kTt) + 2.

Bu ¢oziim KdV denkleminin 1-soliton ¢oziimiidiir. Simdi (4.65) ile verilen siiperpozis-
yon formiiliinii kullanarak denklemin 2-soliton ve 3-soliton ¢oziimlerini elde edelim. O

halde,

—n 12 —n2

go = 1, g:e%—l—e 2 §:e7+eT, ni:2ki($_4kl~2t)+2%’,i:1,2
olmak fiizere (4.63)’i kullanarak,
gog2 = c1Dyg - g, ¢ sabit

yazariz ve burada bazi1 diizenlemelerden sonra,

m (k1 + ko)
(ki — k)" (k1 —ho)

Simdi agagidaki sekilde yeni tamimlamalar yapalim:
(0):1 (k1+k2> (0):1 (lﬁ—f-k‘z) —— (0) A —1 (ki_k?j)Q
’yl n kQ . kl ) 72 n kl . kQ ) nz 7]1 + 72 ) 1 n k,L + ]{}]
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go = —c1(ky — k2)€_n71—%2{ —emntm — (k1 4 k)

e + 1}.




i,j=1,2 i<jveA=—ci(k —ky)e 2% . Bu tammlamalara gore,

mn m T O ki+ks) - o (ki+ky) - _©
~ e N T2y { _ M N+ =78 (—6771 Mmoo X0 e 1}
9 (k1 — k2) (k1 — k)
N (O BN () ERY:
= A6_7721_7122+’Y12+722{—(k’1 k2)26ﬁ1+ﬁ2 + e + ez + 1} (475)
(k1 + ko)
olur. Teorem 4.3’ten,
_ _ o y — ko2
= 1 + 6771 + 6772 + 6771+772+A12, A — ln <—>
g2 12 ko + kg

ile ifade edilen ¢oziimii elde ederiz. Bu ¢6ziim ise KAV denkleminin 2-soliton ¢oztimiidiir.

Teorem 3.3'ten yararlanarak KdV denkleminin 3-soliton ¢oziimi i¢in g = Rpg, go,

.g = Rﬂzgm g1 = Rﬁ3907 g2 = Rﬁgg = R61g7 QQ - Rﬁzgl Ve g3 = R,3392 = Rﬁnga
B; = k%, i =1,2,3 olmak tizere Bianchi diyagrami agagidaki gibi insa edilebilir.

9

1 2

90

2 1

g2
\
g3
2
B
9o g2

3

AN
ViV

g1
Sekil 10: KdV denkleminin bilineer formla elde 3-soliton ¢6ziimii i¢in Bianchi diyagrami
Diyagramdan goriilebilecegi gibi (4.65) ile verilen siiperpozisyon formiiliinii 3-soliton
¢ozimi elde edebilmek igin tekrar uygularsak yani,
9193 = ¢2Dzga - g2, co sabit
esitliginde,

g1 = e%l +e%m, go = A@7<m2+n2){1 —_ (Zl + Z2>6771 4+ <Zl + 122)6772 _ 6771-"-772}’
1= h2 1= h2

~ —(n1+n3) k’l -+ kg kl + k3
= Be 2 {1 - (—)em + ( )e”i” — e"1+”3},
92 T — ks Ty — ks
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oyleki A = —c3(k1—k2), B = —c4(k1—k3), c3,cqsabit, ¢dziimlerini yerine yazarsak,

gz = 1+ e + e’z + e'ls + 6ﬁ1+ﬁ2+A12 + +eﬁ1+ﬁ3+A13 + eﬁ2+ﬁ3+A23 + eﬁ1+ﬁ2+ﬁ3+‘4123’

ki —

I\ +

2
), 1iAj<s

ile ifade edilen KAV denkleminin 3-soliton ¢oztimiini elde ederiz. Burada Az =
A19A13A93. Bu sekilde siiperpozisyon formiiliinti kullanarak KdV denkleminin /N-soliton
¢oziimlerine ulagabiliriz.

KdV denkleminin Backlund dontigiimleri kullanilarak bulmug oldugumuz 1-, 2-; 3-
soliton ¢oziimlerinin Boliim 2.2’de Hirota D-operatorii kullanilarak elde edilen soliton

¢oziimlerle aynm formda oldugu goriilebilir.
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5 Boussinesq Denklemi

Boussinesq denklemi [6], her iki yonde yayilima sahip sig su dalgalarimi ifade eden
Ut — Ugy — 3(u2)x:p — Uggga = 0 (51>

ile verilen onemli dalga denklemlerindendir. Bu baslik altinda Boussinesq denklemi icin
verilen Bécklund doniigimiint kanitlayacagiz [44] ve bu dontigiim tizerinden bazi 6zel

¢Oziimler elde edecegiz [30], [31], [45].

5.1 Boussinesq Denklemi igin Bilineer Formdaki Backlund
Dontigimu

Bu boliimde Boussinesq denkleminin bilineer formda Bécklund doniigtimlerini elde

edecegiz.

Boussinesq denklemi (5.1) i¢in u(x,t) = 20%In f doniigiimii kullamlarak denklemin

Hirota bilineer formu,

(Df =Dy = Dy)(f- f) =0 (5-2)
seklinde elde edilir [44].

Teorem 5.1. Hirota bilineer formu (5.2) ile verilen Boussinesq denkleminin bir Béck-

lund doniisumi asaqidaki denklem ¢ifti ile verilebilir:

(Dy+aD){fr-f2} = 0 (5.3)
(aD;Dy+ Dy + D){fi- fo} = Afifo (5.4)
Burada fi1, fo fonksiyonlary (5.2) denkleminin ¢ézimleri ve A keyfi bir sabittir.

Kanat. Denklemin Backlund doniigiimlerini bulmak icin oncelikle agagidaki tanimlamay1

yapalim:
P(Dy, D) := f3(D} = D} = DY) (fi - fi) = f2(D} = D3 = DY) (f2- fa).  (5.5)
Yukaridaki ifadede (7.6) ile verilen Ozdeslik (2)’yi ve (7.10) ile verilen Ozdeslik (3)ii kul-

lanirsak,

P =2[D{(Difr- f2) - fifo} — Dof{(Dafr - fo+ Difr- fo) - fufa}
+3D.{(D2f1 - f2) - (Dafr - f2)}] (5.6)
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olur. Eger (5.3) ve (5.4) iligkilerini saglayan f; ve fo fonksiyonlarinin, (5.5) ile verilen
ifadeyi sifirladigini gosterirsek yani f; ve fo'nin ayni zamanda Boussinesq denkleminin
Hirota bilineer formu olan (5.2) esitligini sagladigim kanitlarsak (5.3) ve (5.4) ¢iftinin
Boussinesq denkleminin Bécklund déniigimii oldugunu kanitlamig oluruz. (5.6) ifade-

sinde (5.3) ve (5.4) esitliklerini kullanirsak,

P =2[—aD,{(DyDif1 - f2) - fife + (Defr - fo) - (Dafi- f2)}
— D, {(=aD,Dyf1 - fo+ Mifo) - fifo} +3D(D2f1- f2) - (Dufi- f2)}  (5.7)

elde ederiz. Dikkat ediniz ki burada D {A(f1f2) - (f1f2)} = 0’dir. Diger sadelegtirmeleri
de yaparsak,
P =2{D,((—aD; +3D*)f1 - f2) - (Do f1 - f2)}. (5.8)

Agikga goriiliiyor ki bu ifade (5.3) esitliginden dolay1 a®> = —3 oldugunda sifirlanir.
Yani a® = —3 igin (5.3) ve (5.4) ¢ifti Boussinesq denkleminin Béacklund déniigiimiidiir.

]

Literatiirde Boussinesq denkleminin farkli Béacklund dontigtimleriyle karsilasilabilir.
Ornegin Hirota ve Satsuma [45], (5.3) ve (5.4) ciftinin A = 0 oldugu halini vermistir.

Cheng [31], Boussinesq denklemi i¢in iki parametreli Backlund déntigiimiinii vermistir:

(—aD,D; + D? + ¢aD? 4+ D, — 2D, —na){f - f'} = 0. (5.10)

Tu [29], Hirota D-operatorii kullanilmadan ifade edilmig iki parametreli Backlund

dontigiimiine,
(W' —w); — a(w + W)z — a(w" — w) (W — w), + (W' —w), =0 (5.11)
—a(w' + w); + af(w' — w)*+3(w — w) (W +w)e + (W + w)ao + (W — w)?
+aé(w' +w), + (W' —w) — Ew —w) +na=0 (5.12)

formunda ulagmigtir. Buradan denklem (5.1) igin Hirota D-operatérsiiz siiperpozisyon

formiilii elde edilir. Buna gore (5.11) esitliginde £/a — & kabul edersek,
/ !/ 1 / 2 /
(w —w)t:a[(w +w)x+§(w —w)” —&(w —w)] (5.13)
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bulunur. Buna gore w; = R¢ wy ve we = Re,wy icin,

(Wi — wo) = a [(wl + wp) + %(wl — wp)? — & (wy — wo)]x,

(’wg — wo)t =a [(wg + w())x + %(U)Q — w0)2 — fg(wg — wo)] . (514)

T

Benzer olarak wiy = w3 = Re,(w;) ve wo = wy = Re, (wo) igin,

(w3 —wy)e = a[(ws + W), + %(ws —wy)? — & (ws — wl)]x,

(’u}g — wg)t =a |:(w3 + wg)x + %(U)g — w2)2 — fl (IU3 — ”LUQ)] . (515)

T

Esitlik (5.14) ve (5.15) ten,

[2(101 — UJQ)I + (’LU% — wg) + (ﬂ)g — wl)(wo + UJ3)—£1(U)1 + UJQ) -+ ég(wl -+ U)Q)

+ (wo + w3)(§1 — &)]. =0 (5.16)

bulunur. Burada (5.16) esitligi integre edilerek denklemin siiperpozisyon formiilii,

1
W = w0+ e A+ 2(wz — wy)o + (w5 — w}) + (wy +w1) (& — &)

olarak elde edilir. Burada X integral sabitidir.
Rogers ve Shadwick [30], denklemin soliton ¢oziimlerini elde edebilmek ve soliton
¢oziimleri icin lineer olmayan siiperpozisyon formiiliinii tiiretebilmek icin agagidaki

Backlund dontigiimiini

(D +aD2)f - f'—aBff = 0 (5.17)
{(1+38)D, + D2 +aD:D,}f-f = 0 (5.18)

vermistir. Yukaridaki egitliklerin Boussinesq denkleminin Béacklund doniigiimii oldugu

Teorem 5.1 i¢in yaptigimiz sekilde kolayca kamtlanabilir [30].

5.2 Boussinesq Denklemi igin Baz1 Cozumler

Bu bélimde, Boliim 5.1°de elde ettigimiz (5.3) ve (5.4) ile verilen Bécklund doniistimle-
rini Boussinesq denkleminin bilinen ¢oziimlerinden yeni ¢oztimler elde etmek icin kul-
lanacagiz.

Burada f = 1, denklem (5.2)'nin asikar bir ¢oziimiidir. Bu ¢oziimii (5.3) ve (5.4)
iligkilerinde kullanirsak,
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(D; +aD?){1-g} =0, (5.19)
(aD,D; + D, + D2){1- g} = Ag, a’ = —3. (5.20)

Denklemleri agik halde yazarsak,
—0t + agyr = 0, (5.21)

Gzt — Yz = Jrzz = )\g, (522)
elde ederiz. Burada bu iki denklem ¢(x,t) i¢in lineer bir diferansiyel denklem sistemi
verir.

Eger A = 0 alirsak, denklem (5.21) ve (5.22)'nin ortak ¢éziimiinden,

g(x,t) = c1(t) + cot) cos <%x> + c3(t) sin (%x) (5.23)

Bu ¢6ziimii denklem (5.21)’de yerine yazdigimizda,
a 1 1
g(x,t) = a; + e‘Zt<A cos (51’) + Bsin <§x)> (5.24)

¢Ozlimiinii elde ederiz. Burada «;, A ve B keyfi sabitlerdir. Boussinesq denkleminin
bilineerlegtirme doniigiimiinii, u(z,t) = 202g(z, t), kullanirsak denklemin ¢oziimiine,

—e~ 4o (Acos(iz) + Bsin(iz)) + (A% + B?)e 1]

) = = 5.25
w(z,1) 2[a; + e ' (Acos(3x) + Bsin(3z))]? (5.25)
ulagmig oluruz.

A # 0 olsun. (5.21) ve (5.22) denklemlerini ¢6zmek

denklemlerini ¢ozmekle esdegerdir. Bu iki denklemi ¢ozersek

g(x,t) = Aek=tak®t | pelatal’t _ polatal®t (1 + éeW)M(’“W)t), AR 4 k=413 41,

B
(5.27)
A ve B keyfi sabit, ¢oziimiine ulagmig oluruz. Teorem 4.3 ile
A
Wz, t) = 14 =W Doral® =t gp3 4 — 43 4] (5.28)

B
fonksiyonu da (5.2)'nin bir ¢éziimiidiir. Boussinesq denkleminin bilineerlegtirme donii-
siminii, u(z,t) = 202h(z,t), kullanirsak

Ak —1)?
2B

u(z,t) =

sech? (%x + g(k:Q — )t + 5), )= %ln <%> (5.29)

oyle ki 4k + k = 413 + [, ¢oziimiinii elde etmis oluruz.
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Ornek 5.1. Coziim (5.25)"teki parametreleri a = —v/3i, A = 1, B = 3, a; = 10

segelim. Bu durumda ¢6ztim u(z,t)

—5e§“(cos(%x) + 3sin(3z) + eéit)

[10 + eé”(cos(%x) + 3sin(3x))]?

u(z,t) =

(5.30)

Burada u(z,t) fonksiyonu kompleks degerli bir fonksiyon oldugu i¢in reel diizlemde
grafigini ¢izemeyiz. O yiizden, u*(z,t) fonksiyonu u(z,t)'nin esglenigi olmak iizere,
|u(z,t)]? = u(x,t)u*(x,t) fonksiyonunu degerlendiririz. Coziim (5.30)’a karsilik gelen
|u(x,t)]? fonksiyonunun grafigi Sekil 11’de verilmistir. Coziimiin grafigi periyodik ha-

valandiric1 (breather) tip dalgadir.

Sekil 11: Boussinesq denkleminin periyodik breather tip dalga ¢oztimi

Ornek 5.2. Coziim (5.29)'daki parametreler; a = —/3i, A=4, B=1 k= % ve
4k3 + k = 4% + [ iligkisinden [ = 0 olsun. Bu durumda ¢oziim u(z, t)

_2ei(%m+§t)

u(z,t) = (5.31)

(1 _}_4652'(?75—}—90))2
olur. Bir 6nceki 6rnekte oldugu gibi u(x,t) fonksiyonu kompleks degerli bir fonksiyon
oldugu i¢in reel diizlemde grafigini ¢izemeyiz. O yuzden, |u(z,t)]* = u(z, t)u*(z, t) fonk-
siyonunu degerlendiririz. Coziim (5.31)’e karsilik gelen |u(x,t)|?> fonksiyonunun grafigi

Sekil 12’de verilmistir. Coziimiin grafigi periyodik tip dalgadir.
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Sekil 12: Boussinesq denkleminin periyodik dalga ¢oziimu
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6 Sine-Gordon Denklemi

Sine-Gordon denklemi [2], kristal dislokasyon teorisi basta olmak tizere elementer ta-
necik teorisi, niikleer magnetik rezonans, lineer olmayan dalga yayilimlarinin mekanik

modlarinin analizi gibi bircok alanda kullanilan
Uz = SINAU (6.1)

ile verilen 6nemli dalga denklemlerindendir [2],[3]. Bu baglik altinda sine-Gordon denk-
leminin Backlund dontigiimlerini Hirota D-operatorii kullanmadan ve bilineer formda

olmak {tizere iki ayr1 formda inceleyecegiz [43], [47].

6.1 Sine-Gordon Denklemi i(;in Backlund Doniisiimii

Bu boliimde sine-Gordon denkleminin Backlund dontigtimlerini oncelikle Hirota D-
operatorii kullanmadan elde edecegiz [43]. Siiperpozisyon formiiliiyle denklemin bir

¢oziimiinden bagka ¢oziimlerine ulagacagiz.

Teorem 6.1. Sine-Gordon denkleminin u,; = sinu auto-Backlund donisimi asagidaki

gibidir:

<
]

) —0, (6.2)

1 1. v
Rg(u,ut,v,vt):i(u—v)t—g&n( 5 >

1
Ry(u,uy,v,v,) = §(u +v), — asin (

<
+

0. (6.3)

1
Burada a ve — sabitleri Backlund parametreleridir.
a

Kanat. 1ki farkh v = u(z,t) ve v = v(x,t) ¢dziimi i¢in u, = sinu ve vy = sinw,

sine-Gordon denklemleri olsun. Burada denklem (6.2), t’ye gore tiirevlenirse,

1 1 u—v
§(uzt + U$t) = aé(ut — Ut) COS ( 5 )

halini alir ve Ry = 0 kullanilirsa,

1 Co/u+
é(uxt + vy¢) = sin <

U)cos (u—v) (6.4)
2
esitligi elde edilir. Benzer gekilde (6.3) denklemi, z’e gore tiirevlenirse,
1

1 _
§(um — V) = %(ux + v,) cos (u 5 U)
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bulunur ve daha sonra R; = 0 iligkisi kullanilirsa,

%(utz—vm) = sin (u;U>cos (u—gv> (6.5)

olarak yazilir. Burada integre edilebilirlik sart1 geregi u,; = us, ve vy = vy, oldugundan

denklem (6.4) ve (6.5)’in toplamindan, sin(« + ) = sina cos 3 + sin 3 cos « 6zdesligi

kullanilarak,

u—v+u+v
2 2

elde edilir. Denklem (6.4) ve (6.5)’in farkindan ise,

Uge = SIN ( ) =sinu

uU—+v u—v

2 2

Vg = Sin < ) = sinv
esitligine ulagirz. Yani (6.2) ve (6.3) cifti sine-Gordon denkleminin auto-Béacklund

dontigiimiini ifade eder. [

Simdi sine-Gordon denkleminin Béacklund dontigtimiinii kullanarak denklemin agikar

¢oziimiinden yeni bir ¢oztim elde edelim.

Ornek 6.1. v(x,t) = 0 agikar ¢éziimii i¢in sine-Gordon denkleminin bagka ¢oztimleri
elde edilebilir. Denklemin auto-Bécklund dontigiimiinde v(z, t) = 0 ¢éziimiini aldigimizda

(6.2) ve (6.3) esitlikleri sirasiyla,

Uy = 2asin <g>, (6.6)
up = gsin <g>, (6.7)

formunu alir. Burada (6.6) denklemini tek degiskene bagh tiirev igerdigi icin adi dife-

ransiyel denklem gibi diigiinerek ¢ozebiliriz. Oyleyse,

tan <%> ’ + @ (6.8)

ar = In

¢Oziimiini elde ederiz. Burada f(t), t’ye bagh bir keyfi fonksiyondur. Benzer sekilde
denklem (6.7) i¢in ise g(x), 2’e bagh keyfi bir fonksiyon olmak iizere,

% — 2 ‘ tan (%)‘ +g(2) (6.9)

¢Oziimiine ulagilir. Denklem (6.8) ve (6.9)'un ortak degerlendirilmesinden,

u(z,t) = 4arctan(ce™* ), c sabit (6.10)

bulunur ki bu sine-Gordon denklemi igin kivrim (kink) tipinde dalga ifade eden yeni
bir ¢oztimdiir.
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Ornek 6.2. (6.10) ¢oziimiinde a = 1 ve ¢ = 1 alirsak,
u(x,t) = 4arctan(e*tt)

ozel ¢ozimiini elde ederiz. Jekil 13’te bu ¢oztimiin grafigi verilmistir.

Sekil 13: Sine-Gordon denkleminin kivrim (kink) tipi ¢ozimii

Agagidaki teorem, sine-Gordon denkleminin bilinen bir ¢6ziimiinden sonsuz bir ¢éztim

dizisi iiretilebilecegini soyler [46].

Teorem 6.2. u;, © = 1,2 Sine-Gordon denkleminin bilinen bir ug coziminden N;,
1 = 1,2 Backlund parametrelt Backlund dontustimlerinin uygulanmaswyla elde edilmais

coztuimlerse, yani u; = Ry,up, © = 1,2 ise bu durumda,

o A1+ Ao Uy — Uz
¢—u0+4arctan{>\2_>\l tan( 1 )}

oyle ki ¢ = Ry, Ry,up = Ry, Ry, ug denklemin yeni bir ¢ozimaudir.

Kanat. u,; = sinu sine-Gordon denklemi i¢in ug = ug(z, t) ¢éziimiini ele alalim. Esitlik
(6.2)’yi yeni ¢oziimler elde edebilmek igin u; = Ry uq ve us = Ry,ug olacak sekilde

asagidaki gibi yazabiliriz:

(“1;u0>$:A1sm (“1;“0), (6.11)

(uQ;u())m:/\gsin (UQ;UO). (6.12)
Simdi u;p = Ry,u; ve uy; = Ry, uy olacak sekilde iki yeni ujo ve ug; ¢ozlimiini insa
edelim:

(B2 ) = gsin (221, (6.13)
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<u217+“2> — A\ sin (W) (6.14)

Eger yukarida yazmig oldugumuz sekilde bir tanimlama yapilabiliyorsa Teorem 3.3 ile

verdigimiz Bianchi'nin permiite edilebilirlik teoreminden
b
U2 = U21

yazabiliriz. Bu agamada, denklem (6.11) ve (6.12)’nin farkindan,

(55~ (55, (555 o (25) o

bulunur ve benzer olarak denklem (6.13) ve (6.14)%in farkindan ise,

Upg + U U1 + U (U112 — U Lo (U211 — U
(), (25) - () i (252) o

elde ederiz. Burada denklem (6.15) ve (6.16) nin farkini aldigimizda,

/\2{ sin (u2 ; u0> + sin <$>} = )\1{ sin <U1 ;u()) + sin (%)} (6.17)

olarak bulunur. Burada w12 = us; = ¢ olmak iizere sin a+sin § = 2 sin <a —g ﬁ) CoS <¥>

ozdegliginden yararlanirsak denklem (6.17)yi,

Ay sin <¢ — Up —4(U1 - U2)> — A\ sin (¢ — Ug +4(U1 - U2)> (6.18)

seklinde elde ederiz. Bu agamada ise sin(a £ ) = sin«cos § =+ sin [ cos a 6zdesligini

kullanarak,
¢ —up\ A1+ A Uy — Up
tan( 1 ) RSV tan( 1 > (6.19)
elde edilir ve bu bize,
AL+ A —
¢ = up + 4 arctan { ); i_ )\j tan <u1 1 u2)} (6.20)

¢Oziimiinii verir ki bu sine-Gordon denkleminin yeni bir ¢éziimiini ifade eder. (6.20)
iligkisi sine-Gordon denkleminin bir ¢oziimiinii diger li¢ ¢ozliimiiyle iligkilendiren siiper-
pozisyon formilidiir. [

(6.20) ile verilen stiperpozisyon iligkisi kullanilarak herhangi bir integrasyon islemi uy-

gulamadan yeni ¢oziimler elde edilebilir.

Not 6.1. ¢ cozima sine-Gordon denkleminin t tiurevini iceren Backlund dontistimiini de

saglar. Yanu,
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(252), = oin (25).

(55%), = 50 (55%)

Ornek 6.3. \; = —1, Ay = 2 olmak iizere (6.20)’de 1y = 0 ve (6.10) ¢oziimiinde ise

.. .. t
c=1,a=1icn vy = 4arctan(e”™) ve ¢ = 3, a = 2 igin uy = 4arctan(3e**"2)

¢oziimlerini alalim. Bu durumda ¢ ¢oztimii,

¢ = 4arctan {tan(arctan(e“t) - arctan(?)e?”%)) }

3

eert _ 36232—1—% }

= 4 arctan { 3
3(1 + 3e3*tat)

(6.21)

dir. Bu ¢oziimiin grafigi Sekil 14’te verilmistir.

Sekil 14: Sine-Gordon denkleminin kink-antikink etkilegimini ifade eden ¢oziimii

6.2 Sine-Gordon Denklemi igin Bilineer Formdaki Backlund
Doniisumu

Bu béliimde sine-Gordon denkleminin ¢oziimleri i¢in bilineer formdaki Backlund donii-
stimlerini bulacagiz [47].

Oxx — ¢rr = sin¢ (6'22>
formundaki sine-Gordon denklemi i¢in ¢ = 4 arctan g doniigimi uygulanarak denkle-

min Hirota bilineer formunu,
(DX = Di){g.f} = gf (6.23)

(DX —Di){f-f—9-9}=0 (6.24)
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halinde bir ¢ift olarak elde ederiz. Ancak (6.22) formundaki sine-Gordon denklemi ve
elde etmis oldugumuz bilineer form, denklemin Backlund dontigtimlerini bulmak ig¢in

pek elverigli olmadigindan,
1 1
r=-(X+T7), t=-(X-T)
2 2
dontigiimlerini kullanarak, (6.22) denklemini,
Por = sin ¢ (6.25)

formunda, (6.23) ve (6.24) denklemlerini ise,
DiDofg- [} =gf (6.26)

DiDoAf-f—g-9}=0 (6.27)
olarak yazariz. (6.26) ve (6.27) denklemlerini birlestirerek,
DiD(f-f—g-9)+2uDDyf -g=2ifg

oldugundan tek bir denklem formunda,
DiDA(f +ig) - (f +ig)} = 2ifg (6.28)
yazabiliriz.

Teorem 6.3. (g, f) ve (¢, f'), (6.26)-(6.27) denklemlerinin iki farkle ¢ozim ¢ifti olsun.

Bu durumda bu ¢ozimler asaqidaki Backlund dontsiumler: tarafindan tanimlanar:

Do(f +ig) - (f +ig) = —(a/2)(f —ig )(f — ig) (6.29)
Do(f —ig) - (f —ig) = —(a/2)(f +ig )(f +ig) (6.30)
Dy(f +ig) - (f —ig) = —(1/2a)(f" —ig )(f + ig) (6.31)
Dy(f —ig) - (f +ig) = —(1/2a)(f +ig )(f — ig) (6.32)

Burada a keyfi sabittir.

Not ediniz ki Teorem 6.3’te a, f, f, g ve g reel ise (6.30) ve (6.32) denklemleri ge-
rekli degildir ¢iinkii bu denklemler sirasiyla (6.29) ve (6.31) denklemlerinin kompleks

eslenikleridir.

47



Kamt. Simdi (6.29)-(6.32) denklemleri tarafindan tanimlanan g’ ve f  fonksiyonlarmin
denklem (6.28)’i sagladigini gosterelim. Sine-Gordon denkleminin Bécklund doniigtimle-

rini bulmak i¢in 6ncelikle agagidaki formu kullanalim:

[D:D.(f +ig) - (f +ig)|(f +i9)* — (f +ig ) [DuDy(f +ig)(f +ig)] = 0. (6.33)

(7.19) ile verilen Ozdeslik (5) ve D(f-f) =0, m teksay, ozelliginden de yararlanarak
denklem (6.33)’1i diizenlersek,

(DD, (f +ig) - (f +igI(f +ig9)* = (f +ig)[DaDi(f +ig)(f +ig)]
= DA[D.(f +ig)-(f+ig)]-(f+ig)(f +ig )+ (f +ig )(f+ig)-[Da(f+ig)-(f +ig )]}

elde ederiz ki bu ifadeyi de denklem (6.29), (7.22) ile verilen Ozdeslik (6) ve D™(f-g) =
(=1)" D (g - f) 6zelligini kullanarak,

= —a{[Di(f —ig)- (f +ig)l(f +ig)(f —ig) = (f —ig ) (f +ig)[Du(f +ig ) (f —ig )]}
yazabiliriz. Bu ifadeyi ise (6.31) ve (6.32) denklemlerini géz ontine aldigimizda,

= (U2)(f +ig)(f —ig)(f +ig)(f —ig) = (1/2)(f —ig )(f +ig)(f —ig )(f +ig)
=2if'g (f +i9)* = (f +ig)*2ifg

formuna indirgeyebiliriz. Béylece g ve f  fonksiyonlarmin denklem (6.28) ’i sagladigin

gostermis olduk. Benzer gekilde g ve f fonksiyonlar: da (6.28) denklemini saglayacaktir.

Simdi (6.29)-(6.32) Béacklund déniigiimii denklemlerinin (6.2) ve (6.3) ile verilen Béck-
lund déniigiim ciftine indirgeyebilecegimizi gosterelim. Ilk olarak (6.29) ve (6.30) denk-
lemlerini kullanalim. Bu iki denklemin farkini alip daha sonra (7.25) ile verilen Ozdeslik

(7)’yi uygularsak,
[Do(f +ig) - (f —ig)I(f +ig)(f —ig) — (f +ig)(f —ig)[Du(f +ig) - (f —ig)]
= —(a/2)[(f" —ig)*(f —i9)* — ([ +1ig )*(f + ig)?]

=a[((f')* = (¢)°)(2ifg) +2ig f (f* - ¢°)]
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seklinde sonuclandirabiliriz. Bu asamada esitligin her iki tarafini (f +ig" ) (f —ig )(f +

ig)(f —ig) ifadesine boliip daha sonra agsagida verilmig olan,

i0¢  D,(f +ig) - (f —ig)

or ()T ) .

T i o

i <%) T z?)(i” —ig)’ (0:3)

- <%) —(f (icz);)_(f(g /—)Qigv’ (037

n (5) = (F+ zg2>g<J;‘ —ig) (0:3%)

)it

iligkilerini kullanirsak denklemin Backlund doniigtimlerinden biri olan,

M — asin [%} (6.40)

egitligini elde etmig oluruz.
Benzer sekilde (6.31) ve (6.32) denklemleri igin de yine 6nce iki denklemin farkini alip
daha sonra (7.25) ile verilen Ozdeslik (7)’yi uygulayarak,

[De(f +ig) - (f —ig))(f +ig)(f —ig) — (' +ig)(f —ig)[De(f +ig) - (f — ig)]
= —(1/2a)[(f —ig )*(f +1i9)* — (f" +1ig)*(f —ig)*]
elde ederiz ki bu ifade bize Backlund doniigtimlerinin bir digeri olan,

(¢ + &) ¢ — cb]

At Y — g lgin [
2 2

(6.41)

egitligini verir.
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7 Ozdeslikler

(1) fofoDoDi(f1- f1) = frfiDaDi(fo- f2) = 2D [{Ds(f1- f2) }- (f1f2)]- (7.1)

Ozdegligin saglandigini gormek icin Hirota D-operatorii tanimindan faydalaniriz. Bu

durumda asagidaki agilimlar: gormek kolaydir.

D.Di(g-9) = 2(gg — 929¢) (7.2)

Di(g-h) = gih— gh, (7.3)
esitliklerini kullanarak
fofoaDeDi(fi- f1) = fifiDaDi(fo - f2) = 2fofo(fraafi — frafre)
= fifilfouaf2 = foufor), (7.4)
elde ederiz ki bu ifade

2D, [Di(f1- f2) - (fif2)] = 2D {(f1efo — fifor) - (f1f2)}

= 2(friafo + frifope — frafor — fifoe)(fif2) = 2(frefo — fifor) (frafo + fifoz)
(7.5)

ile verilen ifadeye esittir. Boylece Ozdeslik (1) kanitlanmigtir.

(2) fofoDi(f1- f1) — AifiDa(fa- f2) = 2D2{D.(fi- f2)} - (fi- f2)]
= 2D,{D(fif2)} - (fif2)]
+6D.[{D2(f1- f2)} - {Da(f2- f1)}]. (7.6)

Hirota D-operatori tanimini kullanarak bu esitligin de saglandigini gostermek kolay
olacaktir. Ik 6zellikte oldugu gibi éncelikli olarak her terimin ayr ayr1 bilineer formda

acilimlarini bulalim. O halde,

DXg-9) = 2(Gseand — 49uwags + 392,) (7.7)

oldugundan,

foQD;L(fl : fl) - fllei(fQ : f2) = 2f2f2(f1,;vacmacf1 - 4f1,:m:xf1,x
+ 3f12,xm) - 2f1f1 (f2,m:mmf2 - 4f2,wxzf2,w + 3f22,mc)
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elde ederiz ki bu ifade,

2D2[Dx<f1 . f2) : (fl : f2)] = 2f2f2[f1,xxa}xfl - 4f1,:t:c:(:f1,x + 3f12,xx]
- 2f1f1 [f?,xxccxf? - 4f2,xx:cf2,w + 3f22,;mc]7 (79)

ifadesine esittir. Boylece Ozdeslik (2) kamtlanmigtar.

(3) fafoD3(fr- 1) = FLhuD2(fa- f2) = 2D [{Da(f1- f2)} - (f1.f2)]- (7.10)
Asagidaki
D3(g - 9) = 2(9209 — 93) (7.11)
esitlii,

fofoD2(fr- f1) = AfiD2(fo - f2) = 2fafo(fraaft — fra) — 20111 (fouaf2 — f32) (7.12)
ifadesini verir. (7.8) esitligi yardimiyla ise,

2D, ((fraf2 — fifoa) - (f1f2)] = 2f1acfontfifo = 2frafoacfifo — 201 s foufo + 2f5 0 frafa
(7.13)

ifadesini elde ederiz. Bu ifade daha 6nce buldugumuz (7.12) esitligiyle ayni oldugundan

Ozdeglik (3) kamtlanmg olur.

(4) DA D2(f1-f2)}(frf2)] = Dal{ DDyl f1- f2) } (frfoa) H{De(f1-f2) }{ D (f1- f2) }.
(7.14)

Ozellikteki her ifadeyi bilineer formda acip 6zdeslikte yerine yazmak bu esitligin saglan-

digin1 kanitlamak igin yeterli olacaktir. O halde,
egitliginden Ozdegligin sol tarafim1 acik olarak asagidaki gibi yazabiliriz:

D{D2(f1- f2)} - (fifo)] = fa fraafi — 2f1atfonfife — 2fomt frafifo
+ f12f2,xztf2 - fl,xa:fQQfl,t - 2f1,:pf2,xf1,tf2 - 2f1,xf2,xf2,tfl + f2,:t:1?f12f2,t- (716>

Buna ek olarak,

D.Dy(f1- f2) = freefo — [rifoe — frafot + fifom (7.17)
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agilimi ve (7.3), (7.8) esitlikleri ile 6zdegligin sag tarafini,

D.[{D.Dy(f1- fo)} - (fif2) +{Di(f1- f2)} - {Du(f1 - fo) Yl = f2fraatft — 2f1 0t S f1fo
—2foufiafifo + f12f2,mtf2 - fl,mf22f1,t —2fiafonfisfe — 2 1afouforfi + fz,mf12f2,t
(7.18)

olarak elde ederiz. (7.16) ve (7.18) ifadelerinin esitliginden Ozdeslik (4) kanitlanmis

olur.

(8) Di[(Daf1 - fo) - fafa+ fifa(Dafs - fa)l = (DeDafr - fa) fsfo — fLfa(DiDofs - f2)

+ (Def1 - fa)(Dafs - f2) = (Dofi - fa)(Difs - f2)-
(7.19)

Esitligin her iki tarafinin bilineer formda agilimlarini bulup birbirine egit oldugunu

gostermemiz ozelligi kanitlamak icgin yeterli olacaktir. O halde esitligin sol tarafini,

Di[(Dafy- f2) - fafa+ fufo(Dafs - fa)] = Dil(frafe — fifoa) - fafa + fife(fsafs — f3faz)]
= fiafofsfa+ frafoufsfs — fiifoufsfo — [ifoafsfo — frafofsefs — frafofsfag

+ fifoalsefa+ [ifoafsfoe + frifofsufs = frafofsfoa + Fifoufsafs — fiforfsfae

— fifefswtfs = fifafsafas + fifofsifae + fifofsfaat (7.20)

seklinde elde ederiz. Sag tarafini ise,

(DiDafr- fa)fsfo = [ufa(DiDaf3 - f2) + (Difi - fa)(Dafs - f2) = (Dafy- f4)(Difs - f2)
= (frotfs = frafae = frefoe + fifaw) fsfo — [ifa(fsaefe = foafor — foifou + f3f2t)
+ (frefo = fifad) (fsafo = f3fou) = (Frafo = fifoe)(faefo = f3for)

= hatfofsfa+ frafoeafsfs — Fufoafsfs — [ifoafsfa — frafofsufa = frafofsfa

+ fifoafsifs+ fifoafsfag + frafofsufs — frefofsfoe + Fifoifsefs — fifoefsfae

— fifofsatfs — fifofsafos + fifofsifoe + frfofsfaae (7.21)

olarak elde ederiz. Buradan (7.20) ve (7.21) ifadelerinin birbirine esit oldugu goriiliir.

Dolaysiyla Ozdeslik (5) kanitlanmistar.

(6) D{ f1for fafa} = (Difi-fa) fsfo—=frfa(Difs- f2). (7.22)

Esitligin her iki tarafindaki ifadelerin bilineer formda ac¢ilimlarini elde edip birbirine

esit oldugunu gostermemiz 6zdesligin saglandigini gostermek icin yeterli olacaktir. O
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halde esitligin her iki tarafi,

Dififo- fafa = (fifo)ifsfa— fifo(fafa)e = frafofsfat fifosSsfa— Fifafsifa— fifofsfa
(7.23)

ve

(Defy - fa)fsfo = fifa(Defs - fo) = (frefa — fifag) fafo — Fifa(faep, — fafor)
= fiefofafa+ JiforSsfa — fifofsefa — Jifof3 fas
(7.24)

olarak elde edilir. Dolayisiyla Ozdeslik (6) kamtlanmstar.

(7) (Defr- f2) fsfa— f1fo(Difs- 1) = (Difu- f3) fafa— frfs(Difa- fa). (7.25)

Esitlikteki her ifadenin bilineer formda agilimlarini yerine yazmak 6zdegligi kanitlamak

i¢in yeterli olacaktir. Bu durumda,

(Dify - fo)fafa = [ifa(Difs - fa) = (frefe — fifou) fafa — frfo(faifa — fafar)

= frifofsfa — [ifouSsfa — Jifafsufa+ fifaf3 as
(7.26)

ve

(thl ’ f3)f2f4 - flfS(thQ : f4) = (fl,th - flfS,t)f2f4 - f1f3(f2,tf4 - f2f4,t)

= fl,tf2f3f4 - flf?,tf3f4 - f1f2f3,tf4 + f1f2f3f4,t
(7.27)

olarak esitligin her iki tarafi elde edilir. Buradan (7.26) ve (7.27) ifadelerinin esitligi
aciktir. Dolayisiyla Ozdeslik (7) kamtlanmstir.

(8) (D2 f1-f2) [ fa—frfo(D2f3 f1) = Dal(Dafr- f1)- fsfot+f1fa-(Dafs- f2)]- (7.28)

Esitligin her iki tarafinin bilineer formda agilimlarini bulup birbirine egit oldugunu

gostermemiz 6zdesgligi kanitlamak igin yeterli olacaktir. O halde,

(Dgchl : f2)f3f4 - fle(Dif?) : f4) = (fl,:mcf2 - 2f1,xf2,ac + f1f2,:vx)f3f4 — f1f2<f3,w:vf4
—2f3afaz + [3fawe) = fraefofsfs — 2f10fo0f3fa + [ifomafsfs — [ifof300f4
+2f1fef3afae — J1f2f3 aue (7.29)
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D [(Dofi- fa) - fafo+ fifa (Dafs- f2)l = DA (frofa — fifaz) - (f3f2)}
+ DA (fifa) - (fsafo = fsfou)} = fraafofsfo = 2f1afoufsfa+ fifowafsfs — fifofsunfa
+2f1fef3afae — J1fof3 ame (7.30)

elde edilir ki buradan (7.29) ve (7.30) ifadelerinin esitligi aciktir. Dolayisiyla Ozdeslik

(8) kamtlanmigtir.
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8 Sonug

Bu tezde Backlund dontisiimlerinin diferansiyel denklemler ve soliton teorisi alanindaki
uygulamalar1 iizerinde ¢alistik. Diferansiyel denklemlerin bilinen ¢oztimlerinden, Back-
lund dontigiimleriyle iligkilendirildikleri denklemlerin ¢oztimlerinin bu dontigiimler araciligiyla
elde edilebilecegini gordiik.

Bianchi permiite edilebilirlik teoremini kullanarak Backlund dontisiimleri tizerin-
den KdV, Boussinesq ve sine-Gordon denklemlerinin, kendi ¢oziimleri arasinda yeni
¢oziimler tiretecek siiperpozisyon formiillerini elde ettik. Bu formiilleri kullanarak érnek
olarak verilen bu lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin sonsuz
dizisini elde edebilecegimizi gordiik. Bu sayede Korteweg-de Vries, Boussinesq ve sine-
Gordon denklemlerinin agikar ¢oztimlerinden multi-soliton ¢oziimlerine ulagabilecegimizi
gosterdik.

Aym zamanda integre edilebilir denklemlerin multi-soliton ¢éztimlerini bulmak icin
kullanilan Hirota metodunu kisaca anlattik. Bu yontemde tanimini verdigimiz Hirota
D-operatortnt kullanarak da Backlund dontigiimlerini bulabilecegimizi gosterdik. KdV
denklemini hem Hirota D-operatorii ile hem de bu operatorii kullanmadan ayrintili bir

sekilde inceledik.
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