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Bu tezde lineer olmayan denklemlerin Bäcklund dönüşümlerinin nasıl elde edildiği, bu

dönüşümlerin kullanılması ile denklemlerin permüte edilebilirlik şartı kullanılarak elde

edilen süperpozisyon formülleriyle, denklemlerin bilinen çözümlerinden yeni çözümle-

rin elde edilebileceği üzerine çalışılmıştır. Özel olarak matematiksel fizikte önemli yere

sahip bazı denklemlerin 1-soliton çözümlerinden N -soliton çözümlerine ulaşılabileceğini

göstererek, Bäcklund dönüşümlerinin integre edilebilirlik konusundaki yeri vurgulanmıştır.

Bu amaçla Bäcklund dönüşümlerinin elde edilmesinde de kullanılan HirotaD-operatörü ve

Hirota yöntemi anlatılmıştır. Bu bağlamda Korteweg-de Vries (KdV), Sine-Gordon

(SG) ve Boussinesq denklemleri detaylı olarak incelenmiştir.

Anahtar Kelimeler: Bäcklund dönüşümü, Permüte edilebilirlik şartı, Hirota metodu,

Solitonlar, Korteweg-de Vries denklemi, Sine-Gordon denklemi, Boussinesq denklemi
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ABSTRACT

BÄCKLUND TRANSFORMATIONS OF NONLINEAR

PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

NURDAN KAR

Master of Science, Department of Mathematics

Supervisor: Doç. Dr. Aslı YILDIZ

June 2018, 60 pages

In this thesis, it is studied how the Bäcklund transformations of nonlinear partial diffe-

rential equations are obtained and deriving new solutions from the known solutions by

using these transformations with the superposition formulas obtained via the permu-

tability conditions of the equations. Particularly, for some nonlinear partial differential

equations which are well known in mathematical physics, the importance of Bäcklund

transformations is emphasized by showing that one can derive N-solitons from 1-soliton

solutions. For this purpose, Hirota D-operator and Hirota method that are used to ob-

tain Bäcklund transformations are also explained. Within this context Korteweg-de

Vries (KdV), Sine-Gordon (SG) and Boussinesq equations are analyzed in detail.

Keywords: Bäcklund transformation, Permutability condition, Hirota method, Soli-

tons, Korteweg-de Vries equation, Sine-Gordon equation, Boussinesq equation
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4.2 KdV Denklemi İçin Bäcklund Dönüşümü . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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1 GİRİŞ

Lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemleri analitik çözümlerle incelemek oldukça

güçtür. Ancak bu sınıftaki denklemlere uygun yöntemlerle yaklaşıldığında çok çeşitli

çözümler elde edilmektedir. Lineer olmayan denklemlerin karakterizasyonu ve çözümle-

rinin elde edilmesi için birçok yöntem mevcut olsa da hala çözümlerin elde edilme-

sine ilişkin farklı yaklaşımlar araştırılmaktadır. Bu çözümler arasında bir soliter dalga

olan soliton dalga çözümleri fiziksel uygulamaları (fiber optik, Josephson Jonksiyonları,

plazmalar, biyolojik sistem dinamikleri vb.) nedeniyle oldukça ilgi çekmektedir. Ayrıca

lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemlerin integre edilebilir denklemler sınıfında

olup olmadığını test etmek için kullanılan

- S-integre edilebilirlik: Denklemin Cauchy probleminin ters saçılım metodu ile

çözülebilmesi,

- C-integre edilebilirlik: Lineer olmayan denklemin uygun bir dönüşümle lineer hale

getirilerek çözülebilmesi,

- Denklemin sonsuz sayıda simetri ve korunum yasasına sahip olması,

- Denklemin Painlevé özelliğine sahip olması,

- Denklemin Lax çiftine sahip olması,

kriterlerinin yanında

- Denklemin multi-soliton çözüme sahip olması

olduğundan soliton dalga çözümleri integre edilebilirlik teorisi adına önemlidir.

1834’te İskoç mühendis J. S. Russell’ın, Edinburg-Glasgow kanalındaki bot gezisi

sırasında su dalgalarının hareketleri üzerine yaptığı gözlemle soliter dalgaların hikayesi

başladı. Bu gezisinde Russell ileri doğru tek başına büyük bir hızla hareket eden, yu-

varlak, düzgün bir su öbeğini gözlemledi. Russell bu gözlemiyle ilgili yaptığı deneysel

çalışmalarda soliter dalgaların varlığını ve dalganın hızıyla, genliği (amplitude) arasında

c2 = g(h+ a) (1.1)

ilişkisini buldu [1]. Burada c dalganın hızı, g yer çekimi ivmesi, h suyun derinliği ve a

dalganın genliğidir.

1862 yılında E. Bour, Gauss-Mainardi-Codazzi sistemini kullanarak sabit negatif

eğriliğe sahip yüzeylerle ilgili çalışmalarında, kristal dislokasyon teorisi, elementer ta-

necik teorisi, nükleer magnetik rezonans, lineer olmayan dalga yayılımlarının mekanik
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modlarının analizi gibi birçok alanda [2], [3] karşımıza çıkan soliter dalga çözümlerine

sahip sine-Gordon denklemini tanıttı.

V. J. Boussinesq, 1871 yılında uzun bir çalışma sürecinin sonunda soliter dal-

galar üzerine olan en ünlü çalışmasını yayımladı [4]. Boussinesq 1872 yılında, daha

sonra birçok farklı formları [5] da çalışılmış ancak genel olarak uzun dalga öbekleri

üzerine sıkıştırılamayan homojen ideal akışkanların rasyonel olmayan davranışlarını

tanımlamayla ilişkili olan ve dolayısıyla kıyı ve okyanus mühendisliğinde sıkça kul-

lanılan Boussinesq denklemini literatüre kazandırdı [6].

1895 yılında Korteweg ve öğrencisi de Vries tarafından soliter dalgaların varlığına

da kanıt olacak sığ su dalgalarının davranışlarını modelleyen Korteweg-de Vries (KdV)

denklemi tanıtıldı [7].

1965’te Zabusky ve Kruskal, ζ(x, t) = ζ(x − vt) (v dalganın hızı) ile ifade edilen,

çarpışmadan sonra aynı hız ve formda yoluna devam eden, lokalize yani t −→ ±∞ iken

azalarak bir sabite yaklaşan dalgalar üzerine çalıştı ve bu dalgalara soliton adını verdi

[8]. KdV denklemi ve benzer denklemler için genelde 1-soliton çözüm için soliter dalga

ifadesi kullanılır. Ancak birden fazla dalga söz konusuysa soliton terimi kullanılır. Me-

sela su yüzeyindeki soliter dalgalar soliton değildir çünkü buradaki iki soliter dalganın

çarpışmasında dalgalarının genliği az oranda değişir ve arkalarında salınımlı bir parça

bırakırlar.

Gardner, Greene, Kruskal ve Miura 1967 yılında yaptığı çalışmalar ile KdV denk-

leminin çözümlerini bulmak adına ters saçılım metodunu (inverse scattering method)

tanıttı [9]. Bu yöntemle matematiksel fizikte birçok farklı açılımlar yapıldı. Bu yöntem

üzerindeki çalışmalar sonucunda 1968’de Lax çifti kavramı literatüre girdi [10].

Hirota 1971 yılında, multi-soliton çarpışmaları için KdV denkleminin çözümlerini

Hirota Metodu (Hirota Direct Method) adını verdiği yöntemi kullanarak verdi [11].

Bu çalışma sonrasında modifiye KdV (mKdV), sine-Gordon, nonlineer Schrödinger ve

Toda latis denklemleri için de bu yöntemi kullanarak bu denklemlerin multi-soliton

çözümlerini elde etti [12]- [15].

Soliton teorisi üzerine bütün bu çalışmalar yapılırken daha sonra bu teoride yerini

alacak, kökleri diferansiyel geometride barınan Bäcklund dönüşümleri de çalışılmaktaydı.

Bäcklund dönüşümleri ilk olarak 1880’lerde L. Bianchi [16] ve A. V. Bäcklund’un [17]

tanıttığı sine-Gordon denkleminin çözümleriyle ifade edilebilen aykırı-küresel yüzeyle-
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rin (pseudospherical surface) dönüşümü ile ilgiliydi. Bu çalışmalar aslında doğrusal bir

diferansiyel denklemin çözümlerini kullanarak var olan bir başlangıç yüzeyinden yeni

bir aykırı-küresel yüzeyin inşası üzerineydi. Bu tezde Bäcklund dönüşümlerinin dife-

ransiyel geometrideki uygulamaları değil lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemler

alanındaki, özellikle soliton teorisindeki yeri çalışılacaktır.

Basit olarak ifade etmek gerekirse Bäcklund dönüşümleri genelde ek parametreye

bağlı, iki fonksiyonu birbirleriyle ilişkilendiren bir kısmi diferansiyel denklemler siste-

midir. İki diferansiyel denklem arasındaki bu ilişkiler sayesinde denklemlerin birinin

bilinen bir çözümünden diğerinin çözümüne ulaşılabilir.

Örnek 1.1. Burgers denklemi P (u) = ut + uux − αuxx = 0, α sabit, ile Q(v) =

vt − vxx = 0 ısı denklemi arasında

vx = −vu
2α
, vt =

u2v

4α
− vux

2
(1.2)

ile verilen denklem çifti, Burgers ve ısı denklemleri arasında bir Bäcklund dönüşümünü

ifade eder.

1974’te Hirota [18]’de Bäcklund dönüşümleri ile ters saçılım metodu arasındaki

ilişkiyi ortaya koymuştur. Ters saçılım metodu ile çözümlerine ulaşılabilen her lineer

olmayan evrim denklemi Bäcklund dönüşümlerine sahiptir [19]. KdV denklemi için

saçılım problemi,

ψxx + (ς2 + u)ψ = 0, (1.3)

ψt = (α(ς) + ux)ψ + (4ς2 − 2u)ψx = 0 (1.4)

ile verilir. Bu ilişkiler aynı zamanda,

ut − 6uux + uxxx = 0 (1.5)

ile verilen KdV denklemi ile

ψt + ψxxx − αψ − 6ς2ψx −
3ψxψxxx

ψ
= 0 (1.6)

denklemi arasında Bäcklund dönüşümleridir. Burada (1.3) ve (1.6) denklemleri u fonk-

siyonu için çözülüp (1.4)’te yerine yazılarak; KdV denklemi ise bağdaşıklık (compatibi-

lity) ilişkisi (ψxxt = ψtxx) kullanılarak elde edilir.

Chen 1974 ve 1976 yıllarında yayınlanan çalışmalarında lineer olmayan bir kısmi di-

feransiyel denklemi başka denklemlere bağlayan bir parametreli Bäcklund dönüşümleri
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ailesi olduğu gibi denklemin kendisinden kendisine de Bäcklund dönüşümü inşa edi-

lebileceğini gösterdi [20], [21]. 1974’te Ablowitz, Kaup, Newell ve Sagur [22], 1975’te

Konno ve Wadati [23], uygun saçılım problemiyle ele alınan bir denklem ile kendisi

arasında bir Bäcklund dönüşümü elde edilebileceği üzerine çalışmalar yaptı. O halde

Bäcklund dönüşümleri için saçılım problemlerinin yeni çözümlerinin üretilmesinde de

yararlı oldukları söylenebilir.

Daha önce de belirttiğimiz üzere lineer olmayan bir kısmi diferansiyel denklemin

bir çözümü biliniyorsa Bäcklund dönüşümlerinin integrasyonu ile denklemin yeni bir

çözümü elde edilebilir. Ancak permüte edilebilirlik teoremi ile Bäcklund dönüşümle-

rinin integrasyonundan kaçınılabilir [16], [24], [25]. Bu teorem, 1902 yılında Bianchi

tarafından ilk kez sine-Gordon denklemi için elde edildi [26]. Bianchi bu çalışmasında

sine-Gordon denkleminin φ1, φ2, φ3 ve φ4 ile verilen dört çözümünün arasında,

tan
(φ4 − φ1

4

)
=

(a1 + a2)

(a1 − a2)

(φ2 − φ3

4

)
(1.7)

a1, a2 keyfi sabit, ilişkisinin olduğunu söyler. Bu ilişki sine-Gordon denklemi için süper-

pozisyon formülü olarak adlandırılır. Lamb, 1971 yılında yaptığı çalışmada bu ilişkinin

sine-Gordon denkleminin multi-soliton çözümlerini inşa etmede de kullanılabileceğini

gösterdi [27].

1973’te Wahlquist ve Estabrook KdV denkleminin [28], 1981’de de Tu Boussi-

nesq denkleminin [29] Bäcklund dönüşümlerini ve süperpozisyon formüllerini verdi.

Daha sonraki birçok çalışmada matematiksel fizikteki önemli denklemlerin Bäcklund

dönüşümlerinin Hirota yönteminde tanıtılan Hirota D-operatörü yardımıyla da elde

edilebileceği gösterildi [30], [31]. Ancak yine de Bäcklund dönüşümlerini inşa etmek

için belirli bir sistematik yöntem henüz mevcut olmadığından ve denklemin bir Bäck-

lund dönüşümü bilinmesine rağmen bulunabilecek farklı dönüşümlerin farklı çözümler

üretebilme durumundan dolayı Bäcklund dönüşümü günümüzde aktif bir çalışma alanı

olmaya devam etmektedir.

Bu tezde, Bölüm 2’de Hirota metodunu kısaca açıkladık. Yöntemde kullanılan Hi-

rota D-operatörünü tanıttık ve bazı özelliklerini verdik. Bu yöntemle soliton çözümle-

rine nasıl ulaşılacağını KdV denklemi üzerinden örnekleyerek verdik. Bölüm 3’te Bäck-

lund dönüşümünün tanımını, bazı basit denklemlerin Bäcklund dönüşümlerini, bu

örnekler üzerinden dönüşümleri kullanarak bilinen çözümlerden yeni çözümler elde edi-

lebileceğini ve çözümler arasında inşa edilecek süperpozisyon formülleri için permüte
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edilebilirlik teoremini verdik. Bölüm 4’ten Bölüm 6’ya kadar önce KdV denkleminin

sonrasında Boussinesq ve sine-Gordon denklemlerinin Bäcklund dönüşümlerini bulduk.

KdV denklemi üzerinde ayrıntılı bir şekilde durduk. Denklemin Hirota D-operatörlü ve

bu operatörü kullanmadan verilen Bäcklund dönüşümlerini çalıştık. Denklemin aşikar

çözümünden bu dönüşümleri kullanarak 1-, 2- ve 3-soliton çözümlerine ve bu şekilde

sonsuz bir çözüm zincirine ulaşabileceğimizi gösterdik. Bölüm 7’de Hirota D-operatörü-

nü kullanarak Bäcklund dönüşümlerini bulma aşamasında kullandığımız özdeşlikleri

kanıtlayarak verdik.

5



2 Hirota Metodu

Bu bölümde Hirota metodunu ve Hirota D-operatörünün sağladığı bazı özellikleri

kısaca anlatacağız [32]-[35]. Bu metodu F [u] = F (u, ux, ut, uxx, utt, ..., x, t) = 0 for-

mundaki lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemler için uygulayacağız. Bu uygula-

mada ilk adım olarak denklemi uygun bir dönüşümle bilineer forma dönüştüreceğiz ve

daha sonra Hirota D-operatörünü kullanarak denklemin Hirota bilineer formunu elde

edeceğiz. Bu form üzerinden Hirota pertürbasyonunu kullanarak denklemin çözümünü

elde edeceğiz.

2.1 Hirota D-Operatörü

Tanım 2.1. S: Cn → C diferansiyellenebilir fonksiyonların bir uzayı olsun. Hirota

D-operatörü D : S × S → S olmak üzere,

[Dk1
t D

k2
x ...]F ·G =

[( ∂
∂t
− ∂

∂t′

)k1( ∂
∂x
− ∂

∂x′

)k2
...
]
F (x, t, ...)G(x

′
, t
′
, ...)|x′=x,t′=t (2.1)

dir. Burada ki, i = 1, 2, ... pozitif tamsayılar ve x, t, ... bağımsız değişkenlerdir.

Benzer şekilde, fark denklemleri için de Hirota D-operatörü tanımlanmıştır. Aşağıda

Hirota D-operatörünün bazı özellikleri verilecektir. F [u] = 0 lineer olmayan kısmi

diferansiyel denkleminin bilineer formunu Hirota D-operatörünün bir polinomu halinde

yazabiliriz. Bu polinoma P (D) diyelim.

Önerme 2.1. P (D), diferansiyellenebilir f ve g fonksiyonlarına uygulansın. Bu du-

rumda,

P (D){f · g} = P (−D){g · f} (2.2)

dir.
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Kanıt. P (D) = Dk
x operatörünü incelememiz yeterli olacaktır. Bu durumda,

P (D){f · g} = Dk
x{f · g} = Dk−1

x [fxg − fgx′ ]|x=x′

= Dk−2
x [fxxg − 2fxgx′ + fgx′x′ ]|x=x′

=
...

= Dk−n
x [fnxg − nf(n−1)xgx′ + · · ·+ (−1)nfgnx]|x=x′

= (−1)k[gkxf − kg(k−1)xfx + · · ·+ (−1)ngfkx]

=
k∑

n=0

(−1)n
(
k

n

)
f(k−n)xgkx

= P (−D){g · f} (2.3)

elde edilir.

Sonuç 2.1. Yukarıdaki önermeden aşağıdaki sonuçları elde edebiliriz:

i) P (D){f1 · 1} = P (∂)f1

ii) P (D){1 · f1} = P (−∂)f1.

Önerme 2.2. P (D) polinomu eθ1 · eθ2, θi = mix + ... + riy + liz + ξi, i = 1, 2 için

mi, ..., ri, li, ξi sabit, fonksiyonlarına uygulansın. Bu durumda,

P (D){eθ1 · eθ2} = P (m1 −m2, ..., r1 − r2, l1 − l2)eθ1+θ2

dir.

Kanıt. P (D) polinomunu, ki, i = 1, 2, ..., n pozitif tamsayılar ve x, y, ..., z bağımsız

değişkenleri için P (D) = Dk1
x · · ·Dkn−1

y Dkn
z şeklinde alalım. Bu durumda,

P (D)eθ1 · eθ2 = [Dk1
x · · ·Dkn−1

y Dkn
z ]eθ1 · eθ2

= (l1 − l2)kn [Dk1
x · · ·Dkn−1

y ]eθ1 · eθ2

= (r1 − r2)kn−1(l1 − l2)kn [Dk1
x · · ·Dkn−2

r ]eθ1 · eθ2

=
...

= (m1 −m2)
k1 · · · (r1 − r2)kn−1(l1 − l2)kneθ1+θ2

= P (m1 −m2, · · · , r1 − r2, l1 − l2)eθ1+θ2 (2.4)

elde edilir.
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Daha ileriki kısımlarda gösterim olarak kısaca P (mi−mj, · · · , ri−rj, li−lj) = P (pi−pj),

ps = (ms, ...rs, ls), s = i, j kullanacağız.

Sonuç 2.2. P (D) polinomu için, a 6= 0 bir sabit olmak üzere,

i) P (D){eθ1 · eθ1} = P (0, ..., 0) = 0

ii) P (D){a · a} = 0.

Not 2.1. P (D){f ·f} ifadesinde D-operatörü anti-simetrik yani P (D){f ·f} = P (−D){f ·

f} olduğu için P (D) çift bir polinom olmalıdır. Açıkça yazmak gerekirse,∑n
i=1 ki = tek sayı ise Dk1

x D
k2
y ...D

kn
z {f · f} = 0.

Örnek 2.1. Korteweg-de Vries (KdV) denklemini

ut − 6uux + uxxx = 0

bilineerleştirmek için u(x, t) = −2∂2x ln f dönüşümü kullanılarak denklemin bilineer

formu,

ffxt − fxft + ffxxxx − 4fxfxxx + 3f 2
xx = 0, (2.5)

denklemin Hirota bilineer formu ise

P (D)f · f = (DtDx +D4
x){f · f} = 0 (2.6)

şeklinde elde edilir. Burada,

DtDx{f · f} = 2(ftxf − fxft),

D4
x{f · f} = 2(fxxxxf − 4fxxxfx + 3fxxfxx).

Örnek 2.2. Modifiye KdV (mKdV) denklemini

ut + 24u2ux + uxxx = 0

bilineerleştirmek için u(x, t) =
gxf − gfx
g2 + f 2

dönüşümü kullanılarak denklemin bilineer

formu,

−(g2+f 2)(gtf−gft+gxxxf−3gxxfx+3gxfxx−gfxxx)+6(fgx−gfx)(ffxx−f 2
x+ggxx−g2x) = 0

(2.7)
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ve denklemin Hirota bilineer formu,

P1(D){f · f + g · g} = D2
x{f · f + g · g} = 0

P2(D){g · f} = D3
x{g · f} = 0 (2.8)

şeklinde elde edilir. Burada,

D2
x{f · f} = 2(fxxf − f 2

x),

D3
x{g · f} = gxxxf − 3gxxfx + 3gxfxx − gfxxx.

Benzer şekilde D2
x{g · g} yazılabilir.

2.2 Hirota Pertürbasyonu ve Soliton Çözümler

F [u] = 0 ile ifade edilen lineer olmayan kısmi diferansiyel denkleminin Hirota bilineer

formunu elde ettikten sonra bu tür denklemlerin soliton çözümlerini inşa etmek için

pertürbasyon açılımını kullanacağız.

Denklemin Hirota bilineer denklemleri P (Dx, Dy, ...)f ·f = 0 şeklinde yazılmış olsun.

Burada P polinomu çift bir polinomdur. Şimdi f = f0+εf1+ε2f2+ε3f3... olacak şekilde

bir pertürbasyon açılımı kullanalım. Burada f0 herhangi bir sabittir ve ε pertürbasyon

parametresi ismini alır. Genelliği kaybetmeden f0 = 1 alabiliriz. Hirota yönteminde f1

fonksiyonu eksponansiyel bir fonksiyon olarak seçilir. Bu durumda diğer fi fonksiyonları

da eksponansiyel fonksiyon olacak ve M-soliton çözümü değerlendirildiğinde i > M + 1

için fi = 0 olacaktır. Bu sebeple bir denklemin M-solitonu bulunacağı zaman fi = 0,

i ≥M+1 kabul edilerek başlanabilir. Bu açılımı Hirota bilineer formda yerine yazalım.

P (D)’nin lineerliğinden,

P (D){f · f} = P (D){1 · 1}+εP (D){1 · f1 + f1 · 1}+ ε2P (D){f1 · f1 + 1 · f2 + f2 · 1}

+ ε3P (D){f1 · f2 + f2 · f1 + 1 · f3 + f3 · 1}+ ... = 0

(2.9)

yazabiliriz. Burada denklemin sağlanabilmesi için εk, k = 0, 1, 2, ... katsayılarını sıfırlarız.
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Yani,

ε0 : P (D){1 · 1} = 0

ε1 : P (D){1 · f1 + f1 · 1} = 2P (∂)f1 = 0

ε2 : P (D){f1 · f1 + 1 · f2 + f2 · 1} = 0

... (2.10)

şeklinde devam edecektir.

Aşağıdaki teoremlerin kanıtları için kaynak [34] incelenebilir.

Teorem 2.1. F [u] = 0 formundaki lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemin bili-

neerleştirme dönüşümü u = T [f(x, t, ..., y)] olsun. Bu dönüşümle elde ettiğimiz bilineer

denklemi, Hirota bilineer formda P (D){f · f} = 0 olarak yazabiliriz. O halde bu denk-

lemin 1-soliton çözümü,

u = T [f(x, t, ..., y) = T [1 + eθ1 ] (2.11)

θ1 = k1x+w1t+ ...+ l1y+ξ1, k1, w1, ..., l1 sabitleri için P (k1, w1, ..., l1) = P (p1) = 0’dır.

Teoremin kanıtını vermeden KdV denklemi üzerinde uygulamasını görelim.

Örnek 2.3. KdV denkleminin 1-soliton çözümünü elde etmek için f = 1 + εf1 öyle ki

f1 = eθ1 ve θ1 = k1x+ w1t+ ξ1 alalım. Burada fj = 0, j ≥ 2. f fonksiyonunu (2.9)’da

yerine yazalım ve εm, m = 0, 1, 2 terimlerinin katsayılarını sıfırlayalım. ε0’ın katsayısı

P (D){1 · 1} = 0’dır. ε1’in katsayısından,

P (D){1 · f1 + f1 · 1} = P (∂)eθ1 + P (−∂)eθ1

= 2P (∂)eθ1

= 2P (p1)e
θ1

= 2(∂4x + ∂x∂t)e
k1x+w1t+ξ1

= 2(k41 + k1w1)e
k1x+w1t+ξ1

= 0 (2.12)

elde edilir. Burada k41 + k1w1 = 0 için w1 = −k31 dispersiyon ilişkisi elde edilir. ε2’nin
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katsayısının ise,

P (D){f1 · f1} = P (D)eθ1 · eθ1

= P (p1 − p1)e2θ1

= 0 (2.13)

olduğundan sıfırlandığı açıktır.

Sonuç olarak genelliği kaybetmeden ε = 1 için f = 1 + eθ1 yazabiliriz ki bu KdV

denkleminin 1-soliton çözümünü,

u(x, t) = − k21
2 cosh2( θ1

2
)

= −k
2
1

2
sech2

(θ1
2

)
, θ1 = k1x− k31t+ ξ1 (2.14)

olarak verir.

Teorem 2.2. F [u] = 0 formundaki lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemin bili-

neerleştirme dönüşümü u = T [f(x, t, ..., y)] olsun. Bu dönüşümle elde ettiğimiz bilineer

denklemi, Hirota bilineer formda P (D){f · f} = 0 olarak yazabiliriz. O halde bu denk-

lemin 2-soliton çözümü,

u = T [f(x, t, ..., y) = T [1 + eθ1 + eθ2 + A(1, 2)eθ1+θ2 ] (2.15)

θ1 = kix + wit + ... + liy + ξi, ki, wi, ..., li sabitleri için P (ki, wi, ..., li) = P (pi) = 0,

i = 1, 2 ve A(1, 2) = −P (p1 − p2)
P (p1 + p2)

dir.

Örnek 2.4. KdV denkleminin 2-soliton çözümünü inşa etmek için f = 1 + εf1 + ε2f2

öyle ki f1 = eθ1 + eθ2 , θi = kix + wit + ξi, i = 1, 2 olarak alalım. Burada fj = 0,

j ≥ 3. Benzer şekilde f ’yi (2.9)’da yerine yazarız ve denklemin 1-soliton çözümünde

izlediğimiz adımları uygulayarak ε = 1 için,

f = 1 + eθ1 + eθ2 + A(1, 2)eθ1+θ2 (2.16)

olacak şekilde denklemin 2-soliton çözümünü,

u(x, t) = −2
k21e

θ1 + k22e
θ2 + (k1 − k2)2eθ1+θ2 + A12[(k1 + k2)

2eθ1+θ2 + k21e
θ1+2θ2 + k22e

2θ1+θ2 ]

[1 + eθ1 + eθ2 + A12eθ1+θ2 ]2

(2.17)

olarak elde ederiz. Burada θi = kix + wit + ξi, P (pi) = 0, i = 1, 2 ve A(1, 2) =
(k1 − k2)2

(k1 + k2)2
’dir.
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Sürekli durumda eğer lineer olmayan bir kısmi diferansiyel denklemin Hirota bilineer

formu yazılabiliyorsa o denklemin doğrudan 1-soliton ve 2-soliton çözümleri buluna-

bilir. Ancak denklemin 3-soliton çözüme sahip olabilmesi için ek bir şart sağlaması

gerekmektedir. Aşağıdaki teorem lineer olmayan kısmi bir diferansiyel denklem için

3-soliton çözümünün nasıl elde edileceğini söyler.

Teorem 2.3. F [u] = 0 formundaki lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemin biline-

erleştirme dönüşümü u = T [f(x, t, ..., y)] olsun. Bu dönüşümle elde ettiğimiz denklemi,

Hirota bilineer formda P (D){f · f} = 0 olarak yazabiliriz. O halde bu denklemin 3-

soliton çözüm şartı,∑
µi=±1

P (µ1p1 + µ2p2 + µ3p3)P (µ1p1 − µ2p2)P (µ2p2 − µ3p3)P (µ3p3 − µ1p1) = 0

öyle ki P (pi) = 0, i = 1, 2, 3. Bu şart altında denklemin 3-soliton çözümü,

u(x, t) = T [f(x, t, ..., y)]

= T [1 + eθ1 + eθ2 + eθ3 + A(1, 2)eθ1+θ2 + A(1, 3)eθ1+θ3 + A(2, 3)eθ2+θ3 +Beθ1+θ2+θ3 ],

(2.18)

θi = kix+wit+ ...+ liy+ ξi, i = 1, 2, 3 olur. Burada A(i, j) = −P (pi − pj)
P (pi + pj)

, P (pi) = 0,

i = 1, 2, 3, i < j ve B = A(1, 2)A(1, 3)A(2, 3)’dir.

Örnek 2.5. KdV denkleminin 3-soliton çözümünü inşa etmek için f = 1+ εf1 + ε2f2 +

ε3f3 öyle ki f1 = eθ1+θ2+θ3 , θ1 = kix+wit+ ...+ liy+ξi, i = 1, 2, 3. Burada fj = 0, j ≥ 4.

Benzer şekilde f ’yi (2.9)’da yerine yazarak ε = 1 için denklemin 3-soliton çözümü

u(x, t) = −2∂2x ln f (2.19)

öyle ki

f = 1+eθ1 +eθ2 +eθ3 +A(1, 2)eθ1+θ2 +A(1, 3)eθ1+θ3 +A(2, 3)eθ2+θ3 +Beθ1+θ2+θ3 (2.20)

olur.

Hirota, çalışmalarında KdV denkleminin N -soliton çözümlerini elde etmiştir [11], [32].

Bu çalışmalara göre KdV denkleminin N -soliton çözümünün,

f(x, t) = 1 +
N∑
m=1

∑
NCm

A(i1, ..., im) exp(θi1 + ...+ θim)
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A(i1, ..., im) =

(m)∏
i<j

A(l, j) ve A(l, j) =
(kl − kj)2

(kl + kj)2
olduğu kanıtlanmıştır. Burada NCm

ifadesi N ’den gelen m elemanının tüm olası kombinasyonlarının toplamını, (m) terimi

ise l < j olmak üzere m elemanının tüm olası kombinasyonlarının çarpımını belirtir.
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3 Bäcklund Dönüşümleri

Bäcklund dönüşümleri 1800’lü yıllarda diferansiyel denklemler ile diferansiyel geometri

alanları arasındaki ilişkide kullanılmak üzere geliştirilmiştir. Bäcklund dönüşümlerinin

kullanıldığı ilk örneklerden biri sine-Gordon denklemidir [16]. Bu bölümde Bäcklund

dönüşümlerini örneklerle beraber tanıtacağız.

Tanım 3.1. x ve t bağımsız değişkenler olmak üzere, u ve v fonksiyonları için iki kısmi

diferansiyel denklem,

P [u] = P (u, ux, ut, uxx, utt, ...) = 0, Q[v] = Q(v, vx, vt, vxx, vtt, ...) = 0

ve u, v ve türevleri arasındaki ilişkiler,

Ri(u, ux, ut, ..., v, vx, vt, ...) = 0, i = 1, 2 (3.1)

olsun. Burada P ve Q genel olarak lineer olmayan iki operatördür. Kabul edelim ki

(3.1) ilişkisi, P [u] = 0 olduğunda v için integre edilebilirse ve elde edilen v fonksiyonu

Q[v] = 0 denkleminin bir çözümü ise, benzer olarak (3.1) ilişkisi, Q[v] = 0 olduğunda u

için integre edilebilirse ve elde edilen u fonksiyonu P [u] = 0 denkleminin bir çözümü ise

(3.1) ilişkisine P [u] = 0 ve Q[v] = 0 denklemlerinin çözümlerini ilişkilendiren Bäck-

lund dönüşümüdür, denir. Burada P = Q ise yani u ve v fonksiyonları aynı denklemi

sağlıyorsa (3.1) ilişkisine bir auto-Bäcklund dönüşümüdür, denir.

Yukarıdaki tanımda integre edilebilirlik, iki denklemin u ve v çözümleri için birbirleriyle

bağdaşık (compatible) olmasıdır. Yani vx = f(x, t) ve vt = g(x, t) denklemlerini ele

alırsak bu denklemler ancak ve ancak vxt = vtx durumunda integre edilebilirdir [36].

Aşağıda vermiş olduğumuz teorem, Bäcklund dönüşümünün en basit örneklerinden biri

olan kompleks fonksiyonlar teoresinde karşılaştığımız Cauchy-Riemann denklemlerine

ilişkindir.

Teorem 3.1. Laplace denklemi,

uxx + utt = 0 (3.2)

ile verilsin. O halde denklemin auto-Bäcklund dönüşümü

R1(ux, vt) = ux − vt = 0, (3.3)

R2(ut, vx) = ut + vx = 0. (3.4)

Bu denklem çifti Cauchy-Riemann denklemleri olarak bilinir.
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Kanıt. P [u] = uxx + utt = 0 ve Q[v] = vxx + vtt = 0 olsun.

i) v(x, t) fonksiyonu Q[v] = 0 denkleminin çözümü olsun. (3.3) ve (3.4) ilişkilerinden,

vtx = uxx

−vtx = utt (3.5)

eşitlikleri elde edilir. Burada integre edilebilirlik şartından dolayı vtx = vxt’dir. Do-

layısıyla,

uxx + utt = 0

elde edilir.

ii) u(x, t) fonksiyonu P [u] = 0 denkleminin çözümü olsun. (3.3) ve (3.4) ilişkilerinden,

uxt = vtt

utx = −vxx (3.6)

eşitlikleri elde edilir. Burada utx = uxt’dir. Dolayısıyla,

vxx + vtt = 0

elde edilir.

Örnek 3.1. v(x, t) =
1

2
(x2 − t2) Laplace denkleminin bir çözümüdür. Şimdi auto-

Bäcklund dönüşümlerini kullanalım:

ux = vt = −t (3.7)

ut = −vx = −x. (3.8)

(3.7) denklemini x’e göre integre edersek,

u(x, t) = −tx+ f(t) (3.9)

f(t) keyfi fonksiyon, elde edilir. Burada u(x, t) fonksiyonunun t’ye göre türevini alırsak,

ut = −x+ f ′(t) = −x

buluruz ki bu bize f(t) = c sabitini verir. O halde Laplace denkleminin başka bir

çözümü olarak,

u(x, t) = −tx+ c, c sabit
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elde etmiş oluruz.

Teorem 3.2. uxt − eu = 0 ile verilen Liouville denklemi ve vxt = 0 ile verilen dalga

denklemi arasındaki Bäcklund dönüşümü

R1(u, ux, v, vx) = ux + vx −
√

2e
u−v
2 = 0 (3.10)

R2(u, ut, v, vt) = ut − vt −
√

2e
u+v
2 = 0 (3.11)

çifti ile verilir.

Kanıt. P [u] = uxt − eu = 0 ve Q[v] = vxt = 0 olsun.

i) (3.10)’da verilen R1 = 0 ilişkisini t’ye göre türevlersek,

uxt + vxt =
√

2
1

2
(ut − vt)e

u−v
2 (3.12)

eşitliğine ulaşılır. (3.12) eşitliğinde R2 = 0 ilişkisi kullanılırsa,

uxt + vxt = eu (3.13)

elde edilir.

ii) (3.11) ile verilen R2 = 0 ilişkisini x’e göre türevlersek,

utx − vtx =
√

2
1

2
(ux + vx)e

u+v
2 (3.14)

eşitliğine ulaşılır. R1 = 0 ilişkisini (3.14)’te yerine yazarsak,

utx − vtx = eu (3.15)

elde edilir. İntegre edilebilirlik şartından utx = uxt ve vtx = vxt’dir. (3.13) ve (3.15)

eşitliklerinin toplamından Liouville denklemi,

uxt = eu

farkından ise,

vxt = 0

ile verilen dalga denklemine ulaşılır.

Örnek 3.2. Q[v] = vxt = 0 denklemini alalım. Bu denklemin en genel çözümü,

v(x, t) = F (x) +G(t). (3.16)
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Burada F (x), G(t) ∈ C2 keyfi fonksiyonlardır. v(x, t) çözümünü (3.10)-(3.11) ile verilen

Bäcklund dönüşümlerinde yerine yazarsak,

ux + F ′(x) =
√

2e
1
2
ue−

1
2
(F+G) (3.17)

ut −G′(t) =
√

2e
1
2
ue

1
2
(F+G) (3.18)

elde ederiz. Şimdi u(x, t) = −2 ln ρ − F (x) + G(t), ρ = ρ(x, t) olsun. Öyleyse u(x, t)

çözümünü (3.17)’de yerine yazarsak,

ρx =
−1√

2
e−F (3.19)

ve (3.18) eşitliğinde yerinde yazarsak,

ρt =
−1√

2
eG (3.20)

elde ederiz. (3.19) ve (3.20)’den yararlanarak,

ρ(x, t) =
−1√

2

∫ x

x0

e−F (ξ)dξ − 1√
2

∫ t

t0

eG(ζ)dζ, x0, t0 sabit

Sonuç olarak,

u(x, t) = −2 ln
[−1√

2

∫ x

x0

e−F (ξ)dξ − 1√
2

∫ t

t0

eG(ζ)dζ
]
− F (x) +G(t).

Burada F (x), G(t) ∈ C2 keyfi fonksiyonlar olmak üzere Liouville denkleminin bir

çözümüne ulaşmış oluruz.

Bazı lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemlerin sonsuz bir çözüm dizisini üretebil-

mek için lineer olmayan süperpozisyon formüllerini yani denklemlerin bir çözümünü diğer

üç çözümüne bağlayan ilişkileri kullanırız [16], [37], [38]. Bu süperpozisyon formülünü elde

edebilmek için Bianchi tarafından literatüre kazandırılan permüte edilebilirlik teore-

minden yararlanırız [16]. Lineer olmayan denklem sınıfının birçoğu için elde edilmiş

olan süperpozisyon formülü, Hirota ve Satsuma tarafından 1978 yılında Hirota D-

operatörü kullanılarak Boussinesq, mKdV ve sine-Gordon denklemleri için kanıtlanmıştır

[39].

Teorem 3.3. F [u] = 0 bir lineer olmayan kısmi diferansiyel denklem ve Rλi = 0

bu kısmi diferansiyel denklemin auto-Bäcklund dönüşümü olsun. Denklemin bilinen bir

un−1 çözümü, iki farklı keyfi parametre λn ve λn+1 olmak üzere Rλnun−1 = un ve

Rλn+1un−1 = ũn olacak şekilde yazılabiliyorsa o zaman dördüncü bir un+1 çözümü vardır

ve bu çözüm, sırasıyla λn+1 ve λn keyfi parametrelerinin uygulanmasıyla yani Rλn+1un =

un+1 ya da Rλnũn = un+1 ilişkilerinden elde edilir.
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Bu teorem şematik olarak Bianchi diyagramı ile aşağıdaki gibi gösterilmiştir.

un−1

λn

un

λn+1

ũn

λn+1

un+1

λn

Şekil 1: Bianchi diyagramı
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4 Korteweg-de Vries (KdV) Denklemi

KdV denklemi, sığ su dalgalarının yayılımını tanımlamak için 1895 yılında Korteweg

ve de Vries tarafından elde edilmiş

ut − 6uux + uxxx = 0 (4.1)

ile verilen önemli bir lineer olmayan dalga denklemidir [7]. Bu başlık altında KdV denk-

leminin Bäcklund dönüşümleri [43] ve N -soliton çözümlerine ulaşmak adına uygulanan

adımları detaylıca çalışacağız [30].

4.1 KdV Denklemi İçin Miura Dönüşümü

Miura dönüşümü ile mKdV denkleminin çözümlerinden KdV denkleminin çözümlerine

ulaşılabilmektedir [40], [41]. Miura dönüşümü

u = v2 + vx (4.2)

ile verilir. Burada v = v(x, t)

vt − 6v2vx + vxxx = 0 (4.3)

ile verilen mKdV denkleminin bir çözümü u = u(x, t) ise (4.1) ile verilen KdV denk-

leminin çözümüdür. Miura dönüşümünün bu iki denklem arasında sağladığı ilişkiyi

aşağıdaki gibi şematize edebiliriz:

mKdV (v(x, t)) KdV (u(x, t))
Miura Dönüşümü

Şimdi (4.2) dönüşümünü gerekli türevleri alıp (4.1)’de kullanalım. Bu dönüşüm altında

KdV denklemi,

(2v + ∂x)(vt − 6v2vx + vxxx) = 0 (4.4)

formunu alır. Görüldüğü üzere (4.4) eşitliğinde denklem (4.3)’e ek olarak (2v+∂x) terimi

bulunmaktadır. Bu terimden dolayı KdV denkleminin çözümlerinden mKdV denkle-

minin çözümlerine ulaşılıp ulaşılamayacağı açık değildir. Ancak konu üzerine yapılan

çalışmalar incelenebilir [42]. Bu ek terimden dolayı (4.4) ile verilen denklemin bir

çözümü (4.3) denkleminin bir çözümüne denk gelmez. Bu yüzden Miura dönüşümüne

tek taraflı bir Bäcklund dönüşümü diyebiliriz.
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Örnek 4.1. mKdV denkleminin kıvrım (kink) tipi soliton çözümü olan v(x, t) =

−2k tanh[k(x − x0 − 2k2t)] fonksiyonu Miura dönüşümünde kullanılarak KdV denk-

leminin

u(x, t) = k2(2 tanh2[k(x+ x0 + 2k2t)]− 1). (4.5)

çözümünü bulunabilir. Bu çözüm bir soliton dalga tanımlar. Özel olarak çözüm (4.5)’de

k =
1

2
ve x0 = 0 alalım. Bu durumda,

u(x, t) =
1

2
tanh2

[1

2

(
x+

t

2

)]
− 1

4

çözümünü elde ederiz. Çözümün grafiği Şekil 2’de verilmiştir.

Şekil 2: KdV denkleminin soliton çözümü

4.2 KdV Denklemi İçin Bäcklund Dönüşümü

Önceki bölümde (4.2) ile verilen Miura dönüşümü tanıtılmıştı. Bu dönüşüm altında

mKdV denkleminin çözümlerinden KdV denkleminin çözümlerine ulaşabildiğimiz ka-

nıtlanmıştı. Ancak Wahlquist ve Estabrook, 1973 yılında daha elverişli bir dönüşümü li-

teratüre kazandırmıştır [28]. Aşağıda Wahlquist ve Estabrook’un bu çalışmasına yer

verelim.

KdV denklemi,

T = t, X = x− 6λt, U = u− λ, λ sabit,

ile verilen Galilean dönüşümü altında invaryanttır [43]. Yani bu dönüşüm altında elde

edilen,
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ut = UT − 6λUX , ux = UX , uxx = UXX , uxxx = UXXX ,

eşitlikleri, denklem (4.1)’de yerine yazıldığında tekrar KdV denklemi elde edilir. Bu

bilgiler doğrultusunda u −→ u− λ alınarak (4.2) eşitliği,

u = λ+ v2 + vx (4.6)

formunu alır ve benzer şekilde (4.3) denklemi,

vt − 6(v2 + λ)vx + vxxx = 0 (4.7)

haline gelir. Bu denklem için v ve −v fonksiyonları çözüm olduğundan,

u1 = λ+ v2 + vx, u2 = λ+ v2 − vx

şeklindeki iki fonksiyon tanımlanabilir. Buradan,

u1 − u2 = 2vx ve u1 + u2 = 2(λ+ v2), (4.8)

elde ederiz. Bu aşamada ek bir dönüşüm daha tanımlayalım:

ui =
∂wi
∂x

i = 1, 2. (4.9)

Bu dönüşümle (4.8)’deki denklemler sırasıyla,

w1 − w2 = 2v (4.10)

ve

(w1 + w2)x = 2λ+
1

2
(w1 − w2)

2 (4.11)

olarak elde edilir ki (4.11) eşitliği Bäcklund dönüşümlerinin x’e göre türev içeren kısmını

ifade eder. Benzer şekilde (4.7) denklemi ise (4.8) ve (4.10) eşitlikleri kullanılarak,

(w1 − w2)t − 3(w2
1,x − w2

2,x) + (w1 − w2)xxx = 0 (4.12)

şeklinde yazılabilir. Bu ise Bäcklund dönüşümlerinin t’ye göre türev içeren kısmını ifade

eder. (4.11) ve (4.12) denklemleri, (4.9) dönüşümü altında KdV denklemi için Bäcklund

dönüşümünü ifade eder. Şimdi KdV denkleminin Bäcklund dönüşümünü kullanarak

denklemin aşikar çözümünden yeni bir çözüm elde edeceğimiz bir örnek verelim.
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Örnek 4.2. w2(x, t) = 0 yani u2(x, t) = 0 aşikar çözümünden KdV denkleminin soliton

çözümleri elde edilebilir. (4.11) eşitliği, w2(x, t) = 0 aldığımızda,

w1,x = 2λ+
1

2
w2

1 (4.13)

haline gelir. Burada denklemi bir kısmi diferansiyel denklem olmasına rağmen tek

değişkene bağlı türev içerdiği için adi diferansiyel denklem gibi düşünerek çözebiliriz.

λ = −k2 < 0 için (4.13) denklemini x’e göre integre edersek,∫
2dw1

−4k2 + w2
1

=

∫
dx , w2

1 6= 4k2

aşağıdaki çözüm elde edilir; ∣∣∣w1 − 2k

w1 + 2k

∣∣∣ = e2kx−f(t).

Burada f(t), t’ye bağlı keyfi bir fonksiyondur. Eğer | w1 |< 2k ise,

w1(x, t) = −2k tanh(kx+ f(t)) (4.14)

olarak bulunur. f(t) keyfi fonksiyonunu belirlemek için (4.12) denklemi kullanılır. (4.12)

denkleminde w2(x, t) = 0 alındığında,

w1,t − 3w2
1,x + w1,xxx = 0 (4.15)

eşitliği elde edilir. (4.13) denkleminden bulduğumuz,

w1,xxx = w2
1,x + w2

1w1,x (4.16)

eşitliğini (4.15) denkleminde kullanırsak,

w1,t + 4k2w1,x = 0 (4.17)

denklemine ulaşırız. Bu aşamada (4.14) çözümü (4.17)’de yerine yazılırsa x0 keyfi bir

sabit olmak üzere,

f(t) = −4k3t− kx0

fonksiyonu bulunur. Buna bağlı olarak çözüm (4.14),

w1(x, t) = −2k tanh(k(x− x0 − 4k2t)) (4.18)
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olur. Bu durumda (4.9)’dan,

u1(x, t) = −2k2sech2(k(x− x0 − 4k2t)) (4.19)

çözümü elde edilir ki bu KdV denkleminin bir soliton çözümüdür.

Eğer | w1 |> 2k ise,

w1(x, t) = −2k coth(k(x− x0 − 4k2t)) (4.20)

elde edilir ki bu KdV denklemi için singüler bir çözüm verir.

Örnek 4.3. Özel olarak çözüm (4.19)’da k =
1

2
ve x0 = 0 alalım. Bu durumda,

u1(x, t) = −1

2
sech2

(x− t
2

)
çözümünü elde ederiz. Çözümün grafiği Şekil 3’te verilmiştir.

Şekil 3: KdV denkleminin 1-soliton çözümü

Aşağıdaki teorem, KdV’nin bilinen bir çözümünden sonsuz bir çözüm dizisi üretilebi-

leceğini söyler.

Teorem 4.1. wi, i = 1, 2 KdV denkleminin bilinen bir w0 çözümünden λi, i = 1, 2

Bäcklund parametreli Bäcklund dönüşümlerinin uygulanmasıyla elde edilmiş çözümlerse,

yani wi = Rλiw0, i = 1, 2 ise bu durumda

φ = w0 +
4(λ2 − λ1)
w1 − w2

,

öyle ki φ = Rλ1Rλ2w0 = Rλ2Rλ1w0, denklemin yeni bir çözümüdür.

23



Kanıt. Daha önce elde ettiğimiz (4.11) eşitliğini aşağıdaki gibi iki ayrı formda yazabi-

liriz:

(w1 + w0)x = 2λ1 +
1

2
(w1 − w0)

2, (4.21)

(w2 + w0)x = 2λ2 +
1

2
(w2 − w0)

2. (4.22)

Aynı şekilde w12 = Rλ2w1 ve w21 = Rλ1w2 olacak şekilde iki farklı çözüm inşa edelim:

(w12 + w1)x = 2λ2 +
1

2
(w12 − w1)

2, (4.23)

(w21 + w2)x = 2λ1 +
1

2
(w21 − w2)

2. (4.24)

Burada yaptığımız tanımlamaları aşağıdaki Bianchi diyagramında görebiliriz.

w0

λ1

w1

λ2
w2

λ2
w12

w21
λ1

Şekil 4: KdV denklemi için Bianchi diyagramı

Not ediniz ki yaptığımız bu tanımlamalarla Bianchi’nin permüte edilebilirlik teoremin-

den,

w12 = w21 (4.25)

olur. Yani Bianchi diyagramı,

w0

λ1

w1

λ2

w2

λ2

w12 = w21

λ1

Şekil 5: KdV denklemi için komütatif Bianchi diyagramı
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şeklinde verilir. Bu aşamada (4.21) ve (4.22) denklemlerinin farkından,

(w1 + w0)x − (w2 − w0)x = −2(λ2 − λ1) +
1

2
[(w1 − w0)

2 − (w2 − w0)
2] (4.26)

elde ederiz. (4.23) ve (4.24) denklemlerinin farkından ise,

(w12 + w1)x − (w21 − w2)x = 2(λ2 − λ1) +
1

2
[(w12 − w1)

2 − (w21 − w2)
2] (4.27)

eşitliğini elde ederiz. Bu iki denklemin farkını aldığımızda ve birkaç düzenleme ile,

w12 = w0 +
4(λ2 − λ1)
w1 − w2

(4.28)

ilişkisini elde ederiz ki burada dönüşüm (4.9)’dan u12 çözümü elde edilir.

Burada (4.28) ile elde edilen süperpozisyon formülü t’ye göre türev içeren Bäcklund

dönüşümünü de sağlar.

Örnek 4.4. (4.28)’de λ1 = −1 ve λ2 = −3
2

olacak şekilde w0 = 0, (4.18)’da k = 1

ve x0 = 0 için w1 = −2 tanh(x − 4t), (4.20)’de ise k = 3
2

ve x0 = 0 için w2 =

−3 coth(3
2
x− 27

2
t) çözümlerini alalım. Buradan,

w12(x, t) =
2

2 tan(x− 4t)− 3 coth(3
2
x− 27

2
t)

olarak elde ederiz. Burada (4.9) dönüşümünü kullanarak,

u12 =
9 cosh2(x− 4t) + 4 cosh2(3

2
x− 27

2
t)− 4

(2 sinh(x− 4t) sinh(3
2
x− 27

2
t)− 3 cosh(x− 4t) cosh(3

2
x− 27

2
t))2

(4.29)

çözümünü elde ederiz ki bu KdV denkleminin 2-soliton çözümdür. Çözümün grafiği

Şekil 6’da verilmiştir.

Şekil 6: KdV denkleminin 2-soliton çözümü
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KdV denkleminin 3-soliton çözümünü süperpozisyon formülünden yararlanarak elde

etmek istenildiğinde (4.28) eşitliği,

w123 = w1 +
4(λ3 − λ2)
w12 − w13

(4.30)

formuna genelleştirilebilir. Daha açık olarak,

w123 =
λ1w1(w2 − w3) + λ2w2(w3 − w1) + λ3w3(w1 − w2)

λ1(w2 − w3) + λ2(w3 − w1) + λ3(w1 − w2)
(4.31)

şeklinde yazılabilir. KdV denkleminin 3-soliton çözümü için permüte edilebilirlik di-

yagramını aşağıdaki gibi şematize edebiliriz:

w0

λ2

w2

λ1
w1

λ1

w12 = w21

λ2

w0

λ1

λ3
w3

λ3

w13 = w31

λ1

w123 = w132

λ3

λ2

Şekil 7: KdV denklemi için 3-soliton çözümünün Bianchi diyagramı

Örnek 4.5. KdV denkleminin w0 = 0, w1 = −2 tanh(k1(x−4k21t)), w2 = −2 coth(k2(x−

4k22t)), w3 = −2 tanh(k3(x − 4k23t)) çözümleri için 3-soliton çözümünü bulalım. Bu

seçimlerle denklemin 2-soliton çözümlerini,

w12 =
−2(k21 − k22)

k1 tanh(k1(x− 4k21t))− k2 coth(k2(x− 4k22t))
, (4.32)

w13 =
−2(k21 − k23)

k1 tanh(k1(x− 4k21t))− k3 coth(k3(x− 4k23t))
(4.33)

formunda elde ederiz. (4.30)’dan,

w123 =
A1

B1

(4.34)
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öyle ki

A1 =2 tanh(4tk31 − xk1)k31 coth(4tk32 − xk2)k2 − 2 tanh(4tk31 − xk1)k1 coth(4tk32 − xk2)k32

− 2 tanh(4tk31 − xk1)k31 tanh(4tk33 − xk3)k3 + 2 tanh(4tk31 − xk1)k1 tanh(4tk33 − xk3)k33

+ 2k32 coth(4tk32 − xk2) tanh(4tk33 − xk3)k3 − 2k2 coth(4tk32 − xk2) tanh(4tk33 − xk3)k33,

(4.35)

ve

B1 =− tanh(4tk31 − xk1)k1k22 + tanh(4tk31 − xk1)k1k23 + coth(4tk32 − xk2)k2k21

− coth(4tk32 − xk2)k2k23 − tanh(4tk33 − xk3)k3k21 + tanh(4tk33 − xk3)k3k22.

(4.36)

Burada (4.34) için dönüşüm (4.9) kullanılarak u123 ile verilen 3-soliton çözüme ulaşılabilir.

Açıkça görülmektedir ki süperpozisyon formülü kullanılarak KdV denklemi için sonsuz

bir çözüm zinciri oluşturulabilir.

4.3 KdV Denklemi İçin Bilineer Formdaki Bäcklund Dönüşümü

Bu bölümde Hirota D-operatörünü kullanarak KdV denkleminin bilineer Bäcklund

dönüşümünü bulacağız.

Teorem 4.2. KdV denkleminin

ut − 6uux + uxxx = 0 (4.37)

auto-Bäcklund dönüşümü

(Dt − 3λDx +D3
x)(f1 · f2) = 0, (4.38)

(D2
x + λ)(f1 · f2) = 0, (4.39)

ile verilir. Burada λ keyfi Bäcklund parametresidir.

Kanıt. (4.37) ile verilen KdV denklemi için u(x, t) = −2∂2x ln f dönüşümünü kullanarak

denklemin Hirota bilineer formunu,

Dx(Dt +D3
x){f · f} = 0 (4.40)
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şeklinde elde ederiz. f1 ve f2 fonksiyonları (4.40) denkleminin çözümleri olsun. O halde,

Dx(Dt +D3
x){f1 · f1} = 0 (4.41)

Dx(Dt +D3
x){f2 · f2} = 0 (4.42)

olarak yazabiliriz. Bu durumda,

f 2
1Dx(Dt +D3

x)(f2 · f2)− f 2
2Dx(Dt +D3

x)(f1 · f1) = 0 (4.43)

eşitliği de sağlanır. Denklem (4.43)’e 6λDx[Dx(f1 ·f2) ·f1f2] terimini ekleyip çıkarırsak,

f 2
1Dx(Dt +D3

x)(f2 · f2)− 6λDx[{Dx(f2 · f1)} · (f1f2)]−f 2
2Dx(Dt +D3

x)(f1 · f1)

+ 6λDx[(f1f2) · {Dx(f1 · f2)}] = 0

denklemini elde etmiş oluruz. Bu denklemi, bazı özdeşlikler kullanarak Bäcklund dönüşümle-

rini elde etmek için düzenleyeceğiz. Denklemi daha açık yazarsak,

f 2
1DxDt(f2 · f2) + f 2

1D
4
x(f2 · f2)− 6λDx[{Dx(f2 · f1)} · (f1f2)]− f 2

2DxDt(f1 · f1)

− f 2
2D

4
x(f1 · f1) + 6λDx[(f1f2) · {Dx(f1 · f2)}] = 0

olur. Bu aşamada (7.1) ve (7.6) ile verilen Özdeşlik (1) ve Özdeşlik (2)’yi kullanırsak,

−2Dx[{Dt(f1 · f2)} · (f1f2)]− 2Dx[{D3
x(f1f2)} · (f1f2)]− 6Dx[{D2

x(f1 · f2)} · {Dx(f2 · f1)}]

− 6λDx[{Dx(f2 · f1)} · (f1f2)] + 6λDx[(f1f2) · {Dx(f1 · f2)}] = 0

eşitliğini elde ederiz. Terimleri düzenlediğimizde,

2Dx[{(Dt−3λDx+D
3
x)(f2·f1)}·(f1f2)]+6Dx[{Dx(f1·f2)}·{(D2

x+λ)(f2·f1)}] = 0 (4.44)

denklemine ulaşırız. Bu eşitlik,

(Dt − 3λDx +D3
x)(f1 · f2) = 0 (4.45)

(D2
x + λ)(f1 · f2) = 0 (4.46)

olduğunda sağlanır. Böylece KdV denkleminin auto-Bäcklund dönüşümünü elde etmiş

oluruz.

(4.38)-(4.39) ile verilen Bäcklund dönüşümü Bölüm 4.2’de anlattığımız Wahlquist ve

Estabrook tarafından verilen dönüşüme indirgenebilir. Aşağıdaki tanımlamayı yapalım:

wi = −2
∂

∂x
ln fi = −2

fi,x
fi

i = 1, 2. (4.47)

Şimdi Bäcklund dönüşümlerine geri dönersek, (4.39) denklemini açık olarak yazalım:
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f1f2,xx + f2f1,xx − 2f1,xf2,x + λf1f2 = 0

Bu denklemi 1
2
f1f2 ifadesine böldükten sonra (4.47) tanımından yararlanarak bazı

düzenlemeler yaparız ve daha önce (4.11) ile verdiğimiz Bäcklund dönüşümünün x’e

göre türev içeren kısmını elde ederiz. Aynı şekilde (4.38) denkleminin bilineer formu

f1f2,t − f2f1,t − 3λ(f1f2,x − f2f1,x) + f1f2,xxx − 3f1,xf2,xx + 3f2,xf1,xx − f2f1,xxx = 0.

Bu denklemi f1f2 ifadesine böleriz ve gelen ifadenin x’e göre türevini alırız. Sonrasında

ise (4.47) tanımınından faydalanarak,

−1

2
(w2 −w1)t +

3

2
λ(w2 −w1)x +

1

2
(w1−w2)xxx −

3

4
{(w1 −w2)(w1 +w2)x}x +

1

8
{(w1−

w2)
3}x = 0

denklemini elde ederiz. Son olarak, (4.11) denkleminden λ için elde ettiğimiz eşitliği

kullanırsak daha önce (4.12) ile verdiğimiz eşitliği yani Bäcklund dönüşümünün t

değişkenine göre türev içeren kısmını elde etmiş oluruz.

4.4 Bilineer Formdaki Süperpozisyon Formülü

KdV denkleminin Hirota bilineer formu (4.40) için g0 bir çözüm olsun. Bäcklund

dönüşümlerinden biri olan (4.39)’u g0 ve −λ1 Bäcklund parametresi ile kullandığımızda

g1, −λ2 Bäcklund parametresi ile kullandığımızda ĝ1 çözümlerini elde etmiş olalım.

Yani,

D2
xg0 · g1 = λ1g0g1 (4.48)

D2
xg0 · ĝ1 = λ2g0ĝ1. (4.49)

Rλi , λi, i = 1, 2 Bäcklund parametreleri ile verilen Bäcklund dönüşümleri olmak üzere,

komütatif bir Bianchi diyagramı oluşturabilmek için g2 = Rλ1Rλ2g0 = Rλ2Rλ1g0 olacak

şekilde bir g2 fonksiyonunu alalım.
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g0

λ1

g1

λ2

ĝ1

λ2

g2

λ1

Şekil 8: KdV denklemi için bilineer formdaki süperpozisyon formülünün komütatif Bi-

anchi diyagramı

Böylece

D2
xg1 · g2 = λ2g1g2 (4.50)

D2
xĝ1 · g2 = λ1ĝ1g2 (4.51)

elde edilir. Şimdi (4.48) denklemini ĝ1g2 ile ve (4.51) denklemini g0g1 ile çarparsak,

(D2
xg0 · g1)ĝ1g2 = λ1ĝ1g2g0g1 (4.52)

(D2
xĝ1 · g2)g0g1 = λ1ĝ1g2g0g1 (4.53)

olarak elde ederiz. Bu iki denklemin farkından,

(D2
xg0 · g1)ĝ1g2 − g0g1(D2

xĝ1 · g2) = 0 (4.54)

bulunur. Bu eşitliği (7.28) ile verilen Özdeşlik (8)’i kullanarak düzenlersek,

Dx[(Dxg0 · g2) · ĝ1g1 + g0g2 · (Dxĝ1 · g1)] = 0 (4.55)

şeklinde yazabiliriz. Benzer şekilde (4.49) ve (4.50) denklemlerini kullanalım. (4.49)

denklemini g1g2 ve (4.50) denklemini ise g0ĝ1 ile çarpalım. Böylece bu denklemleri,

(D2
xg0 · ĝ1)g1g2 = λ2g0ĝ1g1g2 (4.56)

(D2
xg1 · g2)g0ĝ1 = λ2g0ĝ1g1g2 (4.57)

olarak elde ederiz ve bu iki denklemin farkları ise bize,

(D2
xg0 · ĝ1)g1g2 − g0ĝ1(D2

xg1 · g2) = 0 (4.58)

eşitliğini verir. (7.28) ile verilen Özdeşlik (8) kullanılarak düzenlendiğinde ise,

Dx[(Dxg1 · ĝ1) · g0g2 + g1ĝ1 · (Dxg0 · g2)] = 0 (4.59)
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şeklini alır. (4.55) ve (4.59) denklemlerinin toplamından,

Dx[g0g2 · (Dxg1 · ĝ1)] = 0 (4.60)

ve farkından ise

Dx[(Dxg0 · g2) · g1ĝ1] = 0 (4.61)

elde edilir. Bu iki eşitlikten c1, c2 birer sabit olmak üzere,

g1ĝ1 = c1Dxg0 · g2 (4.62)

g0g2 = c2Dxg1 · ĝ1 (4.63)

eşitlikleri elde edilir. Bu iki denklem KdV denkleminin çözümleri olan g0, g1, ĝ1, g2

arasında bir süperpozisyon formülü verir. Bu ilişki ise multi-soliton çözümlere ge-

nelleştirilebilir. Yani c3, c4 sabit olmak üzere,

gN ĝN = c3DxgN−1 · gN+1 (4.64)

gN−1gN+1 = c4DxgN · ĝN (4.65)

şeklinde yazılabilir. (4.65) için Bianchi diyagramını aşağıdaki gibi çizebiliriz:

gN−1

λN

gN

λN+1

ĝN

λN+1

gN+1

λN

Şekil 9: KdV denklemi için bilineer formdaki süperpozisyon formülünün genelleştirilmiş

komütatif Bianchi diyagramı

Burada,

gN−1 = gN−1(λ1, λ2, ..., λN−1), gN = gN(λ1, λ2, ..., λN−1, λN)

ĝN = ĝN(λ1, λ2, ..., λN−1, λN+1) , gN+1 = gN+1(λ1, λ2, ..., λN , λN+1).
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4.5 KdV Denkleminin N-Soliton Çözümleri

Bu bölümde, Bölüm (4.3)’te elde ettiğimiz Bäcklund dönüşümlerini KdV denkleminin

N -soliton çözümlerini bulmak için kullanacağız.

KdV denklemi u(x, t) = 0 aşikar çözümüne sahiptir. Bu durumda u(x, t) = −2∂2x ln g0

bilineerleştirme dönüşümünde g0 = 1’i denklem (4.40)’ın bir çözümü olarak seçebiliriz.

KdV denklemi için Bäcklund dönüşümleri olan (4.38) ve (4.39)’u λ = −β Bäcklund

parametresi ile kullandığımızda,

(Dt + 3βDx +D3
x){1 · g} = 0 (4.66)

(D2
x − β){1 · g} = 0 (4.67)

elde ederiz. Denklemi bilineer formda,

gt + 3βgx + gxxx = 0, (4.68)

gxx − βg = 0, (4.69)

olarak yazarız ve bu iki denklem g’ye bağlı bir lineer denklem sistemi verir. Denklem

(4.69)’dan,

g(x, t) = A(t)e
√
βx +B(t)e−

√
βx (4.70)

elde ederiz. Bu çözümü denklem (4.68)’de yerine yazdığımızda γ1 ve γ2 sabit olmak

üzere,

g(x, t) = e
√
βx−4β

√
βt+γ1 + e−

√
βx+4β

√
βt+γ2 (4.71)

çözümünü elde ederiz. Burada β = k21 ve γ2 = γ1 alırsak,

g(x, t) = ek1(x−4k
2
1t)+γ1 + e−k1(x−4k

2
1t)−γ1 (4.72)

çözümünü elde etmiş oluruz.

Teorem 4.3. Eğer g(x, t) = eax+bh(x, t) ise bu durumda

Dx(Dt +D3
x){g · g} = e2(ax+b)Dx(Dt +D3

x){h · h} (4.73)

eşitliği sağlanır. Yani eğer h fonksiyonu Dx(Dt+D
3
x){h·h} = 0 denkleminin çözümüyse

g de bu denklemin bir çözümüdür. Burada a ve b, x’ten bağımsız parametrelerdir ancak

t’ye bağımlı olabilirler.
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Kanıt. Yukarıda (4.73) ile verilen ifadenin doğruluğunu D2
xg · g = 0 için göstermemiz

yeterli olacaktır. g = eax+bh fonksiyonunu alalım. Bu durumda,

D2
x(e

ax+bh · eax+bh) = Dx[(e
ax+bh)x(e

ax+bh)− (eax+bh)(eax+bh)x]

= a2e2(ax+b)[2hxxh− 2h2xx]

= a2e2(ax+b)[D2
xh · h]. (4.74)

Bu durumu çift Hirota D-operatörleri için genelleyebiliriz. Dolayısıyla g ve h fonksi-

yonlarının KdV denkleminin Hirota bilineer formunu sağladığı açıktır. Bununla birlikte

u = −2∂2x ln g çözümü de değişmez çünkü g = eax+bh için,

∂2x ln g = ∂2x(ln e
ax+bh) = (ln eax+b + lnh)xx = (ax+ b+ lnh)xx = (lnh)xx.

Yani u = −2∂2x ln g = −2∂2x lnh olur ki bu da bize g ve h’nin KdV denklemi için aynı

çözümü ürettiğini gösterir.

Teorem 4.3’e göre (4.72) çözümünü göz önüne alırsak,

g1 = 1 + e2k1(x−4k1t)+γ1 = 1 + eη1 , η1 = 2k1(x− 4k21t) + 2γ1

fonksiyonu da KdV denkleminin bir çözümüdür. Burada g ve g1 fonksiyonları KdV için

aynı çözümü üretir.

u = −2∂2x ln(1 + eη1) = −2k21sech2
(η1

2

)
, η1 = 2k1(x− 4k21t) + 2γ1.

Bu çözüm KdV denkleminin 1-soliton çözümüdür. Şimdi (4.65) ile verilen süperpozis-

yon formülünü kullanarak denklemin 2-soliton ve 3-soliton çözümlerini elde edelim. O

halde,

g0 = 1, g = e
η1
2 + e

−η1
2 , ĝ = e

η2
2 + e

−η2
2 , ηi = 2ki(x− 4k2i t) + 2γi, i = 1, 2

olmak üzere (4.63)’ü kullanarak,

g0g2 = c1Dxg · ĝ, c1 sabit

yazarız ve burada bazı düzenlemelerden sonra,

g2 = −c1(k1 − k2)e−
η1
2
− η2

2

{
− eη1+η2 − (k1 + k2)

(k1 − k2)
eη1 +

(k1 + k2)

(k1 − k2)
eη2 + 1

}
.

Şimdi aşağıdaki şekilde yeni tanımlamalar yapalım:

γ
(0)
1 = ln

(k1 + k2
k2 − k1

)
, γ

(0)
2 = ln

(k1 + k2
k1 − k2

)
, ηi = ηi + γ

(0)
i , Aij = ln

(ki − kj
ki + kj

)2
33



i, j = 1, 2 i < j ve A = −c1(k1 − k2)e−
η1
2
− η2

2 . Bu tanımlamalara göre,

g2 = Ae−
η1
2
+
γ
(0)
1
2
− η2

2
+
γ
(0)
2
2

{
− eη1−γ

(0)
1 +η2−γ

(0)
2 − (k1 + k2)

(k1 − k2)
eη1−γ

(0)
1 +

(k1 + k2)

(k1 − k2)
eη2−γ

(0)
2 + 1

}
= Ae−

η1
2
− η2

2
+
γ
(0)
1
2

+
γ
(0)
2
2

{(k1 − k2)2

(k1 + k2)2
eη1+η2 + eη1 + eη2 + 1

}
(4.75)

olur. Teorem 4.3’ten,

g2 = 1 + eη1 + eη2 + eη1+η2+A12 , A12 = ln
(k1 − k2
k1 + k2

)2
ile ifade edilen çözümü elde ederiz. Bu çözüm ise KdV denkleminin 2-soliton çözümüdür.

Teorem 3.3’ten yararlanarak KdV denkleminin 3-soliton çözümü için g = Rβ1g0,

ĝ = Rβ2g0, g1 = Rβ3g0, g2 = Rβ2g = Rβ1 ĝ, ĝ2 = Rβ2g1 ve g3 = Rβ3g2 = Rβ1 ĝ2,

βi = k2i , i = 1, 2, 3 olmak üzere Bianchi diyagramı aşağıdaki gibi inşa edilebilir.

g0

β1

g

β2

ĝ

β2

g2

β1

g0

β2

β3
g1

β3

ĝ2

β2

g3

β3

β1

Şekil 10: KdV denkleminin bilineer formla elde 3-soliton çözümü için Bianchi diyagramı

Diyagramdan görülebileceği gibi (4.65) ile verilen süperpozisyon formülünü 3-soliton

çözümü elde edebilmek için tekrar uygularsak yani,

g1g3 = c2Dxg2 · ĝ2, c2 sabit

eşitliğinde,

g1 = e
η1
2 + e

−η1
2 , g2 = Ae

−(η1+η2)
2

{
1−

(k1 + k2
k1 − k2

)
eη1 +

(k1 + k2
k1 − k2

)
eη2 − eη1+η2

}
,

ĝ2 = Be
−(η1+η3)

2

{
1−

(k1 + k3
k1 − k3

)
eη1 +

(k1 + k3
k1 − k3

)
eη3 − eη1+η3

}
,
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öyle ki A = −c3(k1−k2), B = −c4(k1−k3), c3, c4 sabit, çözümlerini yerine yazarsak,

g3 = 1 + eη1 + eη2 + eη3 + eη1+η2+A12 + +eη1+η3+A13 + eη2+η3+A23 + eη1+η2+η3+A123 ,

Aij = ln
(ki − kj
ki + kj

)2
, 1 ≤ i 6= j ≤ 3

ile ifade edilen KdV denkleminin 3-soliton çözümünü elde ederiz. Burada A123 =

A12A13A23. Bu şekilde süperpozisyon formülünü kullanarak KdV denklemininN -soliton

çözümlerine ulaşabiliriz.

KdV denkleminin Bäcklund dönüşümleri kullanılarak bulmuş olduğumuz 1-, 2-, 3-

soliton çözümlerinin Bölüm 2.2’de Hirota D-operatörü kullanılarak elde edilen soliton

çözümlerle aynı formda olduğu görülebilir.
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5 Boussinesq Denklemi

Boussinesq denklemi [6], her iki yönde yayılıma sahip sığ su dalgalarını ifade eden

utt − uxx − 3(u2)xx − uxxxx = 0 (5.1)

ile verilen önemli dalga denklemlerindendir. Bu başlık altında Boussinesq denklemi için

verilen Bäcklund dönüşümünü kanıtlayacağız [44] ve bu dönüşüm üzerinden bazı özel

çözümler elde edeceğiz [30], [31], [45].

5.1 Boussinesq Denklemi İçin Bilineer Formdaki Bäcklund

Dönüşümü

Bu bölümde Boussinesq denkleminin bilineer formda Bäcklund dönüşümlerini elde

edeceğiz.

Boussinesq denklemi (5.1) için u(x, t) = 2∂2x ln f dönüşümü kullanılarak denklemin

Hirota bilineer formu,

(D2
t −D2

x −D4
x)(f · f) = 0 (5.2)

şeklinde elde edilir [44].

Teorem 5.1. Hirota bilineer formu (5.2) ile verilen Boussinesq denkleminin bir Bäck-

lund dönüşümü aşağıdaki denklem çifti ile verilebilir:

(Dt + aD2
x){f1 · f2} = 0 (5.3)

(aDxDt +Dx +D3
x){f1 · f2} = λf1f2. (5.4)

Burada f1, f2 fonksiyonları (5.2) denkleminin çözümleri ve λ keyfi bir sabittir.

Kanıt. Denklemin Bäcklund dönüşümlerini bulmak için öncelikle aşağıdaki tanımlamayı

yapalım:

P (Dt, Dx) := f 2
2 (D2

t −D2
x −D4

x)(f1 · f1)− f 2
1 (D2

t −D2
x −D4

x)(f2 · f2). (5.5)

Yukarıdaki ifadede (7.6) ile verilen Özdeşlik (2)’yi ve (7.10) ile verilen Özdeşlik (3)’ü kul-

lanırsak,

P = 2[Dt{(Dtf1 · f2) · f1f2} −Dx{(Dxf1 · f2 +D3
xf1 · f2) · f1f2}

+ 3Dx{(D2
xf1 · f2) · (Dxf1 · f2)}] (5.6)
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olur. Eğer (5.3) ve (5.4) ilişkilerini sağlayan f1 ve f2 fonksiyonlarının, (5.5) ile verilen

ifadeyi sıfırladığını gösterirsek yani f1 ve f2’nin aynı zamanda Boussinesq denkleminin

Hirota bilineer formu olan (5.2) eşitliğini sağladığını kanıtlarsak (5.3) ve (5.4) çiftinin

Boussinesq denkleminin Bäcklund dönüşümü olduğunu kanıtlamış oluruz. (5.6) ifade-

sinde (5.3) ve (5.4) eşitliklerini kullanırsak,

P =2[−aDx{(DxDtf1 · f2) · f1f2 + (Dtf1 · f2) · (Dxf1 · f2)}

−Dx{(−aDxDtf1 · f2 + λf1f2) · f1f2}+ 3Dx{(D2
xf1 · f2) · (Dxf1 · f2)}] (5.7)

elde ederiz. Dikkat ediniz ki burada Dx{λ(f1f2) · (f1f2)} = 0’dır. Diğer sadeleştirmeleri

de yaparsak,

P = 2{Dx((−aDt + 3D2
x)f1 · f2) · (Dxf1 · f2)}. (5.8)

Açıkça görülüyor ki bu ifade (5.3) eşitliğinden dolayı a2 = −3 olduğunda sıfırlanır.

Yani a2 = −3 için (5.3) ve (5.4) çifti Boussinesq denkleminin Bäcklund dönüşümüdür.

Literatürde Boussinesq denkleminin farklı Bäcklund dönüşümleriyle karşılaşılabilir.

Örneğin Hirota ve Satsuma [45], (5.3) ve (5.4) çiftinin λ = 0 olduğu halini vermiştir.

Cheng [31], Boussinesq denklemi için iki parametreli Bäcklund dönüşümünü vermiştir:

(Dt − aD2
x + ξDx){f · f ′} = 0, (5.9)

(−aDxDt +D3
x + ξaD2

x +Dx − ξ2Dx − ηa){f · f ′} = 0. (5.10)

Tu [29], Hirota D-operatörü kullanılmadan ifade edilmiş iki parametreli Bäcklund

dönüşümüne,

(w′ − w)t − a(w′ + w)xx − a(w′ − w)(w′ − w)x + ξ(w′ − w)x = 0 (5.11)

−a(w′ + w)t + aξ(w′ − w)2+3(w′ − w)(w′ + w)x + (w′ + w)xx + (w′ − w)3

+ aξ(w′ + w)x + (w′ − w)− ξ2(w′ − w) + ηa = 0 (5.12)

formunda ulaşmıştır. Buradan denklem (5.1) için Hirota D-operatörsüz süperpozisyon

formülü elde edilir. Buna göre (5.11) eşitliğinde ξ/a −→ ξ kabul edersek,

(w′ − w)t = a
[
(w′ + w)x +

1

2
(w′ − w)2 − ξ(w′ − w)

]
x

(5.13)
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bulunur. Buna göre w1 = Rξ1w0 ve w2 = Rξ2w0 için,

(w1 − w0)t = a
[
(w1 + w0)x +

1

2
(w1 − w0)

2 − ξ1(w1 − w0)
]
x
,

(w2 − w0)t = a
[
(w2 + w0)x +

1

2
(w2 − w0)

2 − ξ2(w2 − w0)
]
x
. (5.14)

Benzer olarak w12 = w3 = Rξ2(w1) ve w21 = w3 = Rξ1(w2) için,

(w3 − w1)t = a
[
(w3 + w1)x +

1

2
(w3 − w1)

2 − ξ2(w3 − w1)
]
x
,

(w3 − w2)t = a
[
(w3 + w2)x +

1

2
(w3 − w2)

2 − ξ1(w3 − w2)
]
x
. (5.15)

Eşitlik (5.14) ve (5.15)’ten,

[2(w1 − w2)x + (w2
1 − w2

2) + (w2 − w1)(w0 + w3)−ξ1(w1 + w2) + ξ2(w1 + w2)

+ (w0 + w3)(ξ1 − ξ2)]x = 0 (5.16)

bulunur. Burada (5.16) eşitliği integre edilerek denklemin süperpozisyon formülü,

w3 = −w0 +
1

w2 − w1 + ξ1 − ξ2
[λ+ 2(w2 − w1)x + (w2

2 − w2
1) + (w2 + w1)(ξ1 − ξ2)]

olarak elde edilir. Burada λ integral sabitidir.

Rogers ve Shadwick [30], denklemin soliton çözümlerini elde edebilmek ve soliton

çözümleri için lineer olmayan süperpozisyon formülünü türetebilmek için aşağıdaki

Bäcklund dönüşümünü

(Dt + aD2
x)f · f ′ − aβff ′ = 0 (5.17)

{(1 + 3β)Dx +D3
x + aDtDx}f · f ′ = 0 (5.18)

vermiştir. Yukarıdaki eşitliklerin Boussinesq denkleminin Bäcklund dönüşümü olduğu

Teorem 5.1 için yaptığımız şekilde kolayca kanıtlanabilir [30].

5.2 Boussinesq Denklemi İçin Bazı Çözümler

Bu bölümde, Bölüm 5.1’de elde ettiğimiz (5.3) ve (5.4) ile verilen Bäcklund dönüşümle-

rini Boussinesq denkleminin bilinen çözümlerinden yeni çözümler elde etmek için kul-

lanacağız.

Burada f = 1, denklem (5.2)’nin aşikar bir çözümüdür. Bu çözümü (5.3) ve (5.4)

ilişkilerinde kullanırsak,
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(Dt + aD2
x){1 · g} = 0, (5.19)

(aDxDt +Dx +D3
x){1 · g} = λg, a2 = −3. (5.20)

Denklemleri açık halde yazarsak,

−gt + agxx = 0, (5.21)

agxt − gx − gxxx = λg, (5.22)

elde ederiz. Burada bu iki denklem g(x, t) için lineer bir diferansiyel denklem sistemi

verir.

Eğer λ = 0 alırsak, denklem (5.21) ve (5.22)’nin ortak çözümünden,

g(x, t) = c1(t) + c2(t) cos
(1

2
x
)

+ c3(t) sin
(1

2
x
)
. (5.23)

Bu çözümü denklem (5.21)’de yerine yazdığımızda,

g(x, t) = α1 + e−
a
4
t
(
A cos

(1

2
x
)

+B sin
(1

2
x
))

(5.24)

çözümünü elde ederiz. Burada α1, A ve B keyfi sabitlerdir. Boussinesq denkleminin

bilineerleştirme dönüşümünü, u(x, t) = 2∂2xg(x, t), kullanırsak denklemin çözümüne,

u(x, t) =
−e−a4 t[α1(A cos(1

2
x) +B sin(1

2
x)) + (A2 +B2)e−

a
4
t]

2[α1 + e−
a
4
t(A cos(1

2
x) +B sin(1

2
x))]2

(5.25)

ulaşmış oluruz.

λ 6= 0 olsun. (5.21) ve (5.22) denklemlerini çözmek

4gxxx + gx + λg = 0, −gt + agxx = 0 (5.26)

denklemlerini çözmekle eşdeğerdir. Bu iki denklemi çözersek

g(x, t) = Aekx+ak
2t +Belx+al

2t = Belx+al
2t
(

1 +
A

B
e(k−l)x+a(k

2−l2)t
)
, 4k3 + k = 4l3 + l,

(5.27)

A ve B keyfi sabit, çözümüne ulaşmış oluruz. Teorem 4.3 ile

h(x, t) = 1 +
A

B
e(k−l)x+a(k

2−l2)t, 4k3 + k = 4l3 + l (5.28)

fonksiyonu da (5.2)’nin bir çözümüdür. Boussinesq denkleminin bilineerleştirme dönü-

şümünü, u(x, t) = 2∂2xh(x, t), kullanırsak

u(x, t) =
A(k − l)2

2B
sech2

(k − l
2

x+
a

2
(k2 − l2)t+ δ

)
, δ =

1

2
ln
(A
B

)
. (5.29)

öyle ki 4k3 + k = 4l3 + l, çözümünü elde etmiş oluruz.
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Örnek 5.1. Çözüm (5.25)’teki parametreleri a = −
√

3i, A = 1, B = 3, α1 = 10

seçelim. Bu durumda çözüm u(x, t)

u(x, t) =
−5e

√
3

4
it(cos(1

2
x) + 3 sin(1

2
x) + e

√
3

4
it)

[10 + e
√
3

4
it(cos(1

2
x) + 3 sin(1

2
x))]2

. (5.30)

Burada u(x, t) fonksiyonu kompleks değerli bir fonksiyon olduğu için reel düzlemde

grafiğini çizemeyiz. O yüzden, u?(x, t) fonksiyonu u(x, t)’nin eşleniği olmak üzere,

|u(x, t)|2 = u(x, t)u?(x, t) fonksiyonunu değerlendiririz. Çözüm (5.30)’a karşılık gelen

|u(x, t)|2 fonksiyonunun grafiği Şekil 11’de verilmiştir. Çözümün grafiği periyodik ha-

valandırıcı (breather) tip dalgadır.

Şekil 11: Boussinesq denkleminin periyodik breather tip dalga çözümü

Örnek 5.2. Çözüm (5.29)’daki parametreler; a = −
√

3i, A = 4, B = 1, k = i
2

ve

4k3 + k = 4l3 + l ilişkisinden l = 0 olsun. Bu durumda çözüm u(x, t)

u(x, t) =
−2ei(

1
2
x+
√
3

4
t)

(1 + 4e
1
2
i(
√
3

2
t+x))2

(5.31)

olur. Bir önceki örnekte olduğu gibi u(x, t) fonksiyonu kompleks değerli bir fonksiyon

olduğu için reel düzlemde grafiğini çizemeyiz. O yüzden, |u(x, t)|2 = u(x, t)u?(x, t) fonk-

siyonunu değerlendiririz. Çözüm (5.31)’e karşılık gelen |u(x, t)|2 fonksiyonunun grafiği

Şekil 12’de verilmiştir. Çözümün grafiği periyodik tip dalgadır.

40



Şekil 12: Boussinesq denkleminin periyodik dalga çözümü
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6 Sine-Gordon Denklemi

Sine-Gordon denklemi [2], kristal dislokasyon teorisi başta olmak üzere elementer ta-

necik teorisi, nükleer magnetik rezonans, lineer olmayan dalga yayılımlarının mekanik

modlarının analizi gibi birçok alanda kullanılan

uxt = sinu (6.1)

ile verilen önemli dalga denklemlerindendir [2],[3]. Bu başlık altında sine-Gordon denk-

leminin Bäcklund dönüşümlerini Hirota D-operatörü kullanmadan ve bilineer formda

olmak üzere iki ayrı formda inceleyeceğiz [43], [47].

6.1 Sine-Gordon Denklemi İçin Bäcklund Dönüşümü

Bu bölümde sine-Gordon denkleminin Bäcklund dönüşümlerini öncelikle Hirota D-

operatörü kullanmadan elde edeceğiz [43]. Süperpozisyon formülüyle denklemin bir

çözümünden başka çözümlerine ulaşacağız.

Teorem 6.1. Sine-Gordon denkleminin uxt = sinu auto-Bäcklund dönüşümü aşağıdaki

gibidir:

R1(u, ux, v, vx) =
1

2
(u+ v)x − a sin

(u− v
2

)
= 0, (6.2)

R2(u, ut, v, vt) =
1

2
(u− v)t −

1

a
sin
(u+ v

2

)
= 0. (6.3)

Burada a ve
1

a
sabitleri Bäcklund parametreleridir.

Kanıt. İki farklı u = u(x, t) ve v = v(x, t) çözümü için uxt = sinu ve vxt = sin v,

sine-Gordon denklemleri olsun. Burada denklem (6.2), t’ye göre türevlenirse,

1

2
(uxt + vxt) = a

1

2
(ut − vt) cos

(u− v
2

)
halini alır ve R2 = 0 kullanılırsa,

1

2
(uxt + vxt) = sin

(u+ v

2

)
cos
(u− v

2

)
(6.4)

eşitliği elde edilir. Benzer şekilde (6.3) denklemi, x’e göre türevlenirse,

1

2
(utx − vtx) =

1

2a
(ux + vx) cos

(u− v
2

)
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bulunur ve daha sonra R1 = 0 ilişkisi kullanılırsa,

1

2
(utx − vtx) = sin

(u− v
2

)
cos
(u+ v

2

)
(6.5)

olarak yazılır. Burada integre edilebilirlik şartı gereği uxt = utx ve vxt = vtx olduğundan

denklem (6.4) ve (6.5)’in toplamından, sin(α ± β) = sinα cos β ± sin β cosα özdeşliği

kullanılarak,

uxt = sin
(u− v

2
+
u+ v

2

)
= sinu

elde edilir. Denklem (6.4) ve (6.5)’in farkından ise,

vxt = sin
(u+ v

2
− u− v

2

)
= sin v

eşitliğine ulaşırız. Yani (6.2) ve (6.3) çifti sine-Gordon denkleminin auto-Bäcklund

dönüşümünü ifade eder.

Şimdi sine-Gordon denkleminin Bäcklund dönüşümünü kullanarak denklemin aşikar

çözümünden yeni bir çözüm elde edelim.

Örnek 6.1. v(x, t) = 0 aşikar çözümü için sine-Gordon denkleminin başka çözümleri

elde edilebilir. Denklemin auto-Bäcklund dönüşümünde v(x, t) = 0 çözümünü aldığımızda

(6.2) ve (6.3) eşitlikleri sırasıyla,

ux = 2a sin
(u

2

)
, (6.6)

ut =
2

a
sin
(u

2

)
, (6.7)

formunu alır. Burada (6.6) denklemini tek değişkene bağlı türev içerdiği için adi dife-

ransiyel denklem gibi düşünerek çözebiliriz. Öyleyse,

ax = ln
∣∣∣ tan

(u
4

)∣∣∣+
f(t)

2
(6.8)

çözümünü elde ederiz. Burada f(t), t’ye bağlı bir keyfi fonksiyondur. Benzer şekilde

denklem (6.7) için ise g(x), x’e bağlı keyfi bir fonksiyon olmak üzere,

2t

a
= 2 ln

∣∣∣ tan
(u

4

)∣∣∣+ g(x) (6.9)

çözümüne ulaşılır. Denklem (6.8) ve (6.9)’un ortak değerlendirilmesinden,

u(x, t) = 4 arctan(ceax+
t
a ), c sabit (6.10)

bulunur ki bu sine-Gordon denklemi için kıvrım (kink) tipinde dalga ifade eden yeni

bir çözümdür.
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Örnek 6.2. (6.10) çözümünde a = 1 ve c = 1 alırsak,

u(x, t) = 4 arctan(ex+t)

özel çözümünü elde ederiz. Şekil 13’te bu çözümün grafiği verilmiştir.

Şekil 13: Sine-Gordon denkleminin kıvrım (kink) tipi çözümü

Aşağıdaki teorem, sine-Gordon denkleminin bilinen bir çözümünden sonsuz bir çözüm

dizisi üretilebileceğini söyler [46].

Teorem 6.2. ui, i = 1, 2 Sine-Gordon denkleminin bilinen bir u0 çözümünden λi,

i = 1, 2 Bäcklund parametreli Bäcklund dönüşümlerinin uygulanmasıyla elde edilmiş

çözümlerse, yani ui = Rλiu0, i = 1, 2 ise bu durumda,

φ = u0 + 4 arctan
{λ1 + λ2
λ2 − λ1

tan
(u1 − u2

4

)}
öyle ki φ = Rλ1Rλ2u0 = Rλ2Rλ1u0 denklemin yeni bir çözümüdür.

Kanıt. uxt = sinu sine-Gordon denklemi için u0 = u0(x, t) çözümünü ele alalım. Eşitlik

(6.2)’yi yeni çözümler elde edebilmek için u1 = Rλ1u0 ve u2 = Rλ2u0 olacak şekilde

aşağıdaki gibi yazabiliriz: (u1 + u0
2

)
x

= λ1 sin
(u1 − u0

2

)
, (6.11)(u2 + u0

2

)
x

= λ2 sin
(u2 − u0

2

)
. (6.12)

Şimdi u12 = Rλ2u1 ve u21 = Rλ1u2 olacak şekilde iki yeni u12 ve u21 çözümünü inşa

edelim: (u12 + u1
2

)
x

= λ2 sin
(u12 − u1

2

)
, (6.13)
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(u21 + u2
2

)
x

= λ1 sin
(u21 − u2

2

)
. (6.14)

Eğer yukarıda yazmış olduğumuz şekilde bir tanımlama yapılabiliyorsa Teorem 3.3 ile

verdiğimiz Bianchi’nin permüte edilebilirlik teoreminden,

u12 = u21

yazabiliriz. Bu aşamada, denklem (6.11) ve (6.12)’nin farkından,(u1 + u0
2

)
x
−
(u2 + u0

2

)
x

= λ1 sin
(u1 − u0

2

)
− λ2 sin

(u2 − u0
2

)
(6.15)

bulunur ve benzer olarak denklem (6.13) ve (6.14)’ün farkından ise,(u12 + u1
2

)
x
−
(u21 + u2

2

)
x

= λ2 sin
(u12 − u1

2

)
− λ1 sin

(u21 − u2
2

)
(6.16)

elde ederiz. Burada denklem (6.15) ve (6.16)’nın farkını aldığımızda,

λ2

{
sin
(u2 − u0

2

)
+ sin

(u12 − u1
2

)}
= λ1

{
sin
(u1 − u0

2

)
+ sin

(u21 − u2
2

)}
(6.17)

olarak bulunur. Burada u12 = u21 = φ olmak üzere sinα+sin β = 2 sin
(α + β

2

)
cos
(α− β

2

)
özdeşliğinden yararlanırsak denklem (6.17)’yi,

λ2 sin
(φ− u0 − (u1 − u2)

4

)
= λ1 sin

(φ− u0 + (u1 − u2)
4

)
(6.18)

şeklinde elde ederiz. Bu aşamada ise sin(α ± β) = sinα cos β ± sin β cosα özdeşliğini

kullanarak,

tan
(φ− u0

4

)
=
λ1 + λ2
λ2 − λ1

tan
(u1 − u2

4

)
(6.19)

elde edilir ve bu bize,

φ = u0 + 4 arctan
{λ1 + λ2
λ2 − λ1

tan
(u1 − u2

4

)}
(6.20)

çözümünü verir ki bu sine-Gordon denkleminin yeni bir çözümünü ifade eder. (6.20)

ilişkisi sine-Gordon denkleminin bir çözümünü diğer üç çözümüyle ilişkilendiren süper-

pozisyon formülüdür.

(6.20) ile verilen süperpozisyon ilişkisi kullanılarak herhangi bir integrasyon işlemi uy-

gulamadan yeni çözümler elde edilebilir.

Not 6.1. φ çözümü sine-Gordon denkleminin t türevini içeren Bäcklund dönüşümünü de

sağlar. Yani,
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(φ− u1
2

)
t

=
1

λ2
sin
(φ+ u1

2

)
,

(φ− u2
2

)
t

=
1

λ1
sin
(φ+ u2

2

)
.

Örnek 6.3. λ1 = −1, λ2 = 2 olmak üzere (6.20)’de u0 = 0 ve (6.10) çözümünde ise

c = 1, a = 1 için u1 = 4 arctan(ex+t) ve c = 3, a = 2 için u2 = 4 arctan(3e2x+
t
2 )

çözümlerini alalım. Bu durumda φ çözümü,

φ = 4 arctan
{tan(arctan(ex+t)− arctan(3e2x+

t
2 ))

3

}
= 4 arctan

{ ex+t − 3e2x+
t
2

3(1 + 3e3x+
3
2
t)

}
(6.21)

dir. Bu çözümün grafiği Şekil 14’te verilmiştir.

Şekil 14: Sine-Gordon denkleminin kink-antikink etkileşimini ifade eden çözümü

6.2 Sine-Gordon Denklemi İçin Bilineer Formdaki Bäcklund

Dönüşümü

Bu bölümde sine-Gordon denkleminin çözümleri için bilineer formdaki Bäcklund dönü-

şümlerini bulacağız [47].

φXX − φTT = sinφ (6.22)

formundaki sine-Gordon denklemi için φ = 4 arctan
g

f
dönüşümü uygulanarak denkle-

min Hirota bilineer formunu,

(D2
X −D2

T ){g.f} = gf (6.23)

(D2
X −D2

T ){f · f − g · g} = 0 (6.24)
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halinde bir çift olarak elde ederiz. Ancak (6.22) formundaki sine-Gordon denklemi ve

elde etmiş olduğumuz bilineer form, denklemin Bäcklund dönüşümlerini bulmak için

pek elverişli olmadığından,

x =
1

2
(X + T ), t =

1

2
(X − T )

dönüşümlerini kullanarak, (6.22) denklemini,

φxt = sinφ (6.25)

formunda, (6.23) ve (6.24) denklemlerini ise,

DtDx{g · f} = gf (6.26)

DtDx{f · f − g · g} = 0 (6.27)

olarak yazarız. (6.26) ve (6.27) denklemlerini birleştirerek,

DtDt(f · f − g · g) + 2iDtDxf · g = 2ifg

olduğundan tek bir denklem formunda,

DtDx{(f + ig) · (f + ig)} = 2ifg (6.28)

yazabiliriz.

Teorem 6.3. (g, f) ve (g′, f ′), (6.26)-(6.27) denklemlerinin iki farklı çözüm çifti olsun.

Bu durumda bu çözümler aşağıdaki Bäcklund dönüşümleri tarafından tanımlanır:

Dx(f
′
+ ig

′
) · (f + ig) = −(a/2)(f

′ − ig′)(f − ig) (6.29)

Dx(f
′ − ig′) · (f − ig) = −(a/2)(f

′
+ ig

′
)(f + ig) (6.30)

Dt(f
′
+ ig

′
) · (f − ig) = −(1/2a)(f

′ − ig′)(f + ig) (6.31)

Dt(f
′ − ig′) · (f + ig) = −(1/2a)(f

′
+ ig

′
)(f − ig) (6.32)

Burada a keyfi sabittir.

Not ediniz ki Teorem 6.3’te a, f , f
′
, g ve g

′
reel ise (6.30) ve (6.32) denklemleri ge-

rekli değildir çünkü bu denklemler sırasıyla (6.29) ve (6.31) denklemlerinin kompleks

eşlenikleridir.
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Kanıt. Şimdi (6.29)-(6.32) denklemleri tarafından tanımlanan g
′
ve f

′
fonksiyonlarının

denklem (6.28)’i sağladığını gösterelim. Sine-Gordon denkleminin Bäcklund dönüşümle-

rini bulmak için öncelikle aşağıdaki formu kullanalım:

[DtDx(f
′
+ ig

′
) · (f ′ + ig

′
)](f + ig)2 − (f

′
+ ig

′
)2[DxDt(f + ig)(f + ig)] = 0. (6.33)

(7.19) ile verilen Özdeşlik (5) ve Dm
x (f ·f) = 0, m teksayı, özelliğinden de yararlanarak

denklem (6.33)’ü düzenlersek,

[DtDx(f
′
+ ig

′
) · (f ′ + ig

′
)](f + ig)2 − (f

′
+ ig

′
)[DxDt(f + ig)(f + ig)]

= Dt{[Dx(f
′
+ig

′
) ·(f+ig)] ·(f+ig)(f

′
+ig

′
)+(f

′
+ig

′
)(f+ig) · [Dx(f+ig) ·(f ′+ig′)]}

elde ederiz ki bu ifadeyi de denklem (6.29), (7.22) ile verilen Özdeşlik (6) ve Dm
x (f ·g) =

(−1)mDm
x (g · f) özelliğini kullanarak,

= −a{[Dt(f
′− ig′) ·(f+ ig)](f

′
+ ig

′
)(f− ig)−(f

′− ig′)(f+ ig)[Dt(f
′
+ ig

′
) ·(f ′− ig′)]}

yazabiliriz. Bu ifadeyi ise (6.31) ve (6.32) denklemlerini göz önüne aldığımızda,

= (1/2)(f
′
+ ig

′
)(f − ig)(f

′
+ ig

′
)(f − ig)− (1/2)(f

′ − ig′)(f + ig)(f
′ − ig′)(f + ig)

= 2if
′
g
′
(f + ig)2 − (f

′
+ ig

′
)22ifg

formuna indirgeyebiliriz. Böylece g
′

ve f
′

fonksiyonlarının denklem (6.28) ’i sağladığını

göstermiş olduk. Benzer şekilde g ve f fonksiyonları da (6.28) denklemini sağlayacaktır.

Şimdi (6.29)-(6.32) Bäcklund dönüşümü denklemlerinin (6.2) ve (6.3) ile verilen Bäck-

lund dönüşüm çiftine indirgeyebileceğimizi gösterelim. İlk olarak (6.29) ve (6.30) denk-

lemlerini kullanalım. Bu iki denklemin farkını alıp daha sonra (7.25) ile verilen Özdeşlik

(7)’yi uygularsak,

[Dx(f
′
+ ig

′
) · (f ′ − ig′)](f + ig)(f − ig)− (f

′
+ ig

′
)(f

′ − ig′)[Dx(f + ig) · (f − ig)]

= −(a/2)[(f
′ − ig′)2(f − ig)2 − (f

′
+ ig

′
)2(f + ig)2]

= a[((f
′
)2 − (g

′
)2)(2ifg) + 2ig

′
f
′
(f 2 − g2)]
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şeklinde sonuçlandırabiliriz. Bu aşamada eşitliğin her iki tarafını (f
′
+ ig

′
)(f

′− ig′)(f+

ig)(f − ig) ifadesine bölüp daha sonra aşağıda verilmiş olan,

i

2

∂φ
′

∂x
=
Dx(f

′
+ ig

′
) · (f ′ − ig′)

(f ′ + ig′)(f ′ − ig′)
, (6.34)

i

2

∂φ

∂x
=
Dx(f + ig) · (f − ig)

(f + ig)(f − ig)
, (6.35)

sin
(φ′

2

)
=

2g
′
f
′

(f ′ + ig′)(f ′ − ig′)
, (6.36)

cos
(φ′

2

)
=

(f
′
)2 − (g

′
)2

(f ′ + ig′)(f ′ − ig′)
, (6.37)

sin
(φ

2

)
=

2gf

(f + ig)(f − ig)
, (6.38)

cos
(φ

2

)
=

f 2 − g2

(f + ig)(f − ig)
, (6.39)

ilişkilerini kullanırsak denklemin Bäcklund dönüşümlerinden biri olan,

(φ
′
x − φx)

2
= a sin

[φ′ + φ

2

]
(6.40)

eşitliğini elde etmiş oluruz.

Benzer şekilde (6.31) ve (6.32) denklemleri için de yine önce iki denklemin farkını alıp

daha sonra (7.25) ile verilen Özdeşlik (7)’yi uygulayarak,

[Dt(f
′
+ ig

′
) · (f ′ − ig′)](f + ig)(f − ig)− (f

′
+ ig

′
)(f

′ − ig′)[Dt(f + ig) · (f − ig)]

= −(1/2a)[(f
′ − ig′)2(f + ig)2 − (f

′
+ ig

′
)2(f − ig)2]

elde ederiz ki bu ifade bize Bäcklund dönüşümlerinin bir diğeri olan,

(φ
′
t + φt)

2
= a−1 sin

[φ′ − φ
2

]
(6.41)

eşitliğini verir.
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7 Özdeşlikler

(1) f2f2DxDt(f1 ·f1)−f1f1DxDt(f2 ·f2) = 2Dx[{Dt(f1 ·f2)}·(f1f2)]. (7.1)

Özdeşliğin sağlandığını görmek için Hirota D-operatörü tanımından faydalanırız. Bu

durumda aşağıdaki açılımları görmek kolaydır.

DxDt(g · g) = 2(gtxg − gxgt) (7.2)

Dt(g · h) = gth− ght, (7.3)

eşitliklerini kullanarak

f2f2DxDt(f1 · f1)− f1f1DxDt(f2 · f2) = 2f2f2(f1,txf1 − f1,xf1,t)

− f1f1(f2,txf2 − f2,xf2,t), (7.4)

elde ederiz ki bu ifade

2Dx[Dt(f1 · f2) · (f1f2)] = 2Dx{(f1,tf2 − f1f2,t) · (f1f2)}

= 2(f1,txf2 + f1,tf2,tx − f1,xf2,t − f1f2,tx)(f1f2)− 2(f1,tf2 − f1f2,t)(f1,xf2 + f1f2,x)

(7.5)

ile verilen ifadeye eşittir. Böylece Özdeşlik (1) kanıtlanmıştır.

(2) f2f2D
4
x(f1 · f1)− f1f1D4

x(f2 · f2) = 2D3
x[{Dx(f1 · f2)} · (f1 · f2)]

= 2Dx[{D3
x(f1f2)} · (f1f2)]

+6Dx[{D2
x(f1 · f2)} · {Dx(f2 · f1)}]. (7.6)

Hirota D-operatörü tanımını kullanarak bu eşitliğin de sağlandığını göstermek kolay

olacaktır. İlk özellikte olduğu gibi öncelikli olarak her terimin ayrı ayrı bilineer formda

açılımlarını bulalım. O halde,

D4
x(g · g) = 2(gxxxxg − 4gxxxgx + 3g2xx) (7.7)

Dx(g · h) = gxh− ghx (7.8)

olduğundan,

f2f2D
4
x(f1 · f1)− f1f1D4

x(f2 · f2) = 2f2f2(f1,xxxxf1 − 4f1,xxxf1,x

+ 3f 2
1,xx)− 2f1f1(f2,xxxxf2 − 4f2,xxxf2,x + 3f 2

2,xx)
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elde ederiz ki bu ifade,

2D3
x[Dx(f1 · f2) · (f1 · f2)] = 2f2f2[f1,xxxxf1 − 4f1,xxxf1,x + 3f 2

1,xx]

− 2f1f1[f2,xxxxf2 − 4f2,xxxf2,x + 3f 2
2,xx], (7.9)

ifadesine eşittir. Böylece Özdeşlik (2) kanıtlanmıştır.

(3) f2f2D
2
x(f1 ·f1)−f1f1D2

x(f2 ·f2) = 2Dx[{Dx(f1 ·f2)}·(f1f2)]. (7.10)

Aşağıdaki

D2
x(g · g) = 2(gxxg − g2x) (7.11)

eşitliği,

f2f2D
2
x(f1 · f1)− f1f1D2

x(f2 · f2) = 2f2f2(f1,xxf1 − f 2
1,x)− 2f1f1(f2,xxf2 − f 2

2,x) (7.12)

ifadesini verir. (7.8) eşitliği yardımıyla ise,

2Dx[(f1,xf2 − f1f2,x) · (f1f2)] = 2f1,xxf2,xf1f2 − 2f1,xf2,xxf1f2 − 2f 2
1,xf2,xf2 + 2f 2

2,xf1,xf1

(7.13)

ifadesini elde ederiz. Bu ifade daha önce bulduğumuz (7.12) eşitliğiyle aynı olduğundan

Özdeşlik (3) kanıtlanmış olur.

(4)Dt[{D2
x(f1·f2)}·(f1f2)] = Dx[{DxDt(f1·f2)}·(f1f2)+{Dt(f1·f2)}·{Dx(f1·f2)}].

(7.14)

Özellikteki her ifadeyi bilineer formda açıp özdeşlikte yerine yazmak bu eşitliğin sağlan-

dığını kanıtlamak için yeterli olacaktır. O halde,

D2
x(g · h) = gxxh− 2gxhx + ghxx (7.15)

eşitliğinden özdeşliğin sol tarafını açık olarak aşağıdaki gibi yazabiliriz:

Dt[{D2
x(f1 · f2)} · (f1f2)] = f 2

2 f1,xxtf1 − 2f1,xtf2,xf1f2 − 2f2,xtf1,xf1f2

+ f 2
1 f2,xxtf2 − f1,xxf 2

2 f1,t − 2f1,xf2,xf1,tf2 − 2f1,xf2,xf2,tf1 + f2,xxf
2
1 f2,t. (7.16)

Buna ek olarak,

DxDt(f1 · f2) = f1,xtf2 − f1,tf2,x − f1,xf2t+ f1f2,xt (7.17)
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açılımı ve (7.3), (7.8) eşitlikleri ile özdeşliğin sağ tarafını,

Dx[{DxDt(f1 · f2)} · (f1f2) + {Dt(f1 · f2)} · {Dx(f1 · f2)}] = f 2
2 f1,xxtf1 − 2f1,xtf2,xf1f2

− 2f2,xtf1,xf1f2 + f 2
1 f2,xxtf2 − f1,xxf 2

2 f1,t − 2f1,xf2,xf1,tf2 − 2f1,xf2,xf2,tf1 + f2,xxf
2
1 f2,t

(7.18)

olarak elde ederiz. (7.16) ve (7.18) ifadelerinin eşitliğinden Özdeşlik (4) kanıtlanmıs

olur.

(5)Dt[(Dxf1 · f2) · f3f4 + f1f2(Dxf3 · f4)] = (DtDxf1 · f4)f3f2 − f1f4(DtDxf3 · f2)

+ (Dtf1 · f4)(Dxf3 · f2)− (Dxf1 · f4)(Dtf3 · f2).

(7.19)

Eşitliğin her iki tarafının bilineer formda açılımlarını bulup birbirine eşit olduğunu

göstermemiz özelliği kanıtlamak için yeterli olacaktır. O halde eşitliğin sol tarafını,

Dt[(Dxf1 · f2) · f3f4 + f1f2(Dxf3 · f4)] = Dt[(f1,xf2 − f1f2,x) · f3f4 + f1f2(f3,xf4 − f3f4,x)]

= f1,xtf2f3f4 + f1,xf2,tf3f4 − f1,tf2,xf3f4 − f1f2,xtf3f4 − f1,xf2f3,tf4 − f1,xf2f3f4,t

+ f1f2,xf3,tf4 + f1f2,xf3f4,t + f1,tf2f3,xf4 − f1,tf2f3f4,x + f1f2,tf3,xf4 − f1f2,tf3f4,x

− f1f2f3,xtf4 − f1f2f3,xf4,t + f1f2f3,tf4,x + f1f2f3f4,xt (7.20)

şeklinde elde ederiz. Sağ tarafını ise,

(DtDxf1 · f4)f3f2 − f1f4(DtDxf3 · f2) + (Dtf1 · f4)(Dxf3 · f2)− (Dxf1 · f4)(Dtf3 · f2)

= (f1,xtf4 − f1,xf4,t − f1,tf4,x + f1f4,xt)f3f2 − f1f4(f3,xtf2 − f3,xf2,t − f3,tf2,x + f3f2,xt)

+ (f1,tf4 − f1f4,t)(f3,xf2 − f3f2,x)− (f1,xf4 − f1f4,x)(f3,tf2 − f3f2,t)

= f1,xtf2f3f4 + f1,xf2,tf3f4 − f1,tf2,xf3f4 − f1f2,xtf3f4 − f1,xf2f3,tf4 − f1,xf2f3f4,t

+ f1f2,xf3,tf4 + f1f2,xf3f4,t + f1,tf2f3,xf4 − f1,tf2f3f4,x + f1f2,tf3,xf4 − f1f2,tf3f4,x

− f1f2f3,xtf4 − f1f2f3,xf4,t + f1f2f3,tf4,x + f1f2f3f4,xt (7.21)

olarak elde ederiz. Buradan (7.20) ve (7.21) ifadelerinin birbirine eşit olduğu görülür.

Dolayısıyla Özdeşlik (5) kanıtlanmıştır.

(6)Dt{f1f2·f3f4} = (Dtf1·f4)f3f2−f1f4(Dtf3·f2). (7.22)

Eşitliğin her iki tarafındaki ifadelerin bilineer formda açılımlarını elde edip birbirine

eşit olduğunu göstermemiz özdeşliğin sağlandığını göstermek için yeterli olacaktır. O
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halde eşitliğin her iki tarafı,

Dtf1f2 ·f3f4 = (f1f2)tf3f4−f1f2(f3f4)t = f1,tf2f3f4 +f1f2,tf3f4−f1f2f3,tf4−f1f2f3f4,t
(7.23)

ve

(Dtf1 · f4)f3f2 − f1f4(Dtf3 · f2) = (f1,tf4 − f1f4,t)f3f2 − f1f4(f3,tf2 − f3f2,t)

= f1,tf2f3f4 + f1f2,tf3f4 − f1f2f3,tf4 − f1f2f3f4,t
(7.24)

olarak elde edilir. Dolayısıyla Özdeşlik (6) kanıtlanmıştır.

(7) (Dtf1 ·f2)f3f4−f1f2(Dtf3 ·f4) = (Dtf1 ·f3)f2f4−f1f3(Dtf2 ·f4). (7.25)

Eşitlikteki her ifadenin bilineer formda açılımlarını yerine yazmak özdeşliği kanıtlamak

için yeterli olacaktır. Bu durumda,

(Dtf1 · f2)f3f4 − f1f2(Dtf3 · f4) = (f1,tf2 − f1f2,t)f3f4 − f1f2(f3,tf4 − f3f4,t)

= f1,tf2f3f4 − f1f2,tf3f4 − f1f2f3,tf4 + f1f2f3f4,t

(7.26)

ve

(Dtf1 · f3)f2f4 − f1f3(Dtf2 · f4) = (f1,tf3 − f1f3,t)f2f4 − f1f3(f2,tf4 − f2f4,t)

= f1,tf2f3f4 − f1f2,tf3f4 − f1f2f3,tf4 + f1f2f3f4,t

(7.27)

olarak eşitliğin her iki tarafı elde edilir. Buradan (7.26) ve (7.27) ifadelerinin eşitliği

açıktır. Dolayısıyla Özdeşlik (7) kanıtlanmıştır.

(8) (D2
xf1·f2)f3f4−f1f2(D2

xf3·f4) = Dx[(Dxf1·f4)·f3f2+f1f4·(Dxf3·f2)]. (7.28)

Eşitliğin her iki tarafının bilineer formda açılımlarını bulup birbirine eşit olduğunu

göstermemiz özdeşliği kanıtlamak için yeterli olacaktır. O halde,

(D2
xf1 · f2)f3f4 − f1f2(D2

xf3 · f4) = (f1,xxf2 − 2f1,xf2,x + f1f2,xx)f3f4 − f1f2(f3,xxf4

− 2f3,xf4,x + f3f4,xx) = f1,xxf2f3f4 − 2f1,xf2,xf3f4 + f1f2,xxf3f4 − f1f2f3,xxf4

+ 2f1f2f3,xf4,x − f1f2f3f4,xx (7.29)
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Dx[(Dxf1 · f4) · f3f2 + f1f4 · (Dxf3 · f2)] = Dx{(f1,xf4 − f1f4,x) · (f3f2)}

+Dx{(f1f4) · (f3,xf2 − f3f2,x)} = f1,xxf2f3f4 − 2f1,xf2,xf3f4 + f1f2,xxf3f4 − f1f2f3,xxf4

+ 2f1f2f3,xf4,x − f1f2f3f4,xx (7.30)

elde edilir ki buradan (7.29) ve (7.30) ifadelerinin eşitliği açıktır. Dolayısıyla Özdeşlik

(8) kanıtlanmıştır.
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8 Sonuç

Bu tezde Bäcklund dönüşümlerinin diferansiyel denklemler ve soliton teorisi alanındaki

uygulamaları üzerinde çalıştık. Diferansiyel denklemlerin bilinen çözümlerinden, Bäck-

lund dönüşümleriyle ilişkilendirildikleri denklemlerin çözümlerinin bu dönüşümler aracılığıyla

elde edilebileceğini gördük.

Bianchi permüte edilebilirlik teoremini kullanarak Bäcklund dönüşümleri üzerin-

den KdV, Boussinesq ve sine-Gordon denklemlerinin, kendi çözümleri arasında yeni

çözümler üretecek süperpozisyon formüllerini elde ettik. Bu formülleri kullanarak örnek

olarak verilen bu lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemlerin çözümlerinin sonsuz

dizisini elde edebileceğimizi gördük. Bu sayede Korteweg-de Vries, Boussinesq ve sine-

Gordon denklemlerinin aşikar çözümlerinden multi-soliton çözümlerine ulaşabileceğimizi

gösterdik.

Aynı zamanda integre edilebilir denklemlerin multi-soliton çözümlerini bulmak için

kullanılan Hirota metodunu kısaca anlattık. Bu yöntemde tanımını verdiğimiz Hirota

D-operatörünü kullanarak da Bäcklund dönüşümlerini bulabileceğimizi gösterdik. KdV

denklemini hem Hirota D-operatörü ile hem de bu operatörü kullanmadan ayrıntılı bir

şekilde inceledik.

55



Kaynaklar

[1] Russell S. J., Fourteenth meeting of the British association of the advancement of

science, Report on waves, 311-390, eds. John Murray, London, 1844
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