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BAGIMLI COKLU HAYAT ANUITELERINDE UZUN
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Anuite Urdnleri, uzun dénemlilik dogasi geregi tahmin edilmesi gereken
karmasik degiskenlere sahiptirler. Bu degiskenlerden biri anlitenin net
tek primi hesaplanirken kullanilan faiz oranidir. Faiz oraninin
deterministik kabul edilmesi uzun dénem gergekligini yansitmayabilir ve
bunun sonucunda yanlis hesaplamalar vyapilabilir. Ozellikle aniite
drinlerinde faiz oraninin bir rastlanti dediskeni olmasi durumu daha

gercekgi hesaplamalarin yapilmasini saglayacaktir.

Hesaplamalar icin gerekli bir diger parametre ise bireylerin yasam
olasihididir. Her gegen yil teknolojinin gelismesi, saglik hizmetlerindeki
olanaklar ve saglik hizmetlerine erisimdeki artis, ekonomik ve
demografik faktérler ile bu olguyu destekleyebilecek bircok faktor,
beklenen gelecek yasam siresinin artmasina neden olmaktadir.
Beklenen gelecek yasam slresindeki bu artis uzun Oomdurlalik riski
olarak tanimlanir. Sigorta sirketleri antite Urinlerinin hesaplamalarini
yaparken hayat tablolarindan elde edilen yasam olasiliklarint kullanirlar.

Bu yasam olasiliklari statik olup her yas icin sabit bir dedere sahiptir,



yani uzun omdurlilik riskini icermezler. Sirketler dogru hesaplamalar
yapabilmek adina modellemelerinde bu parametrelerin belirsizligi
nedeniyle zorluklar yasamaktadirlar. Uzun émauarlalik riskini géz ardi
eden modeller prim veya rezerv hesaplamalarinda hatalara sebep
olabilir. Bu hatalar nedeniyle de sigorta sirketinin zarar etmesi bile s6z

konusu olabilecektir.

Genel olarak coklu hayata iligkin Grunlerde yapilan hesaplamalar,
bireylerin gelecek gelecek yasam sirelerinin bagimsizhigr varsayimi
altindadir. Hesaplamalarda bu varsayim kolaylik saglasa da gergegi
yansitmayabilir. Kopula bagimliik modelleri bireyler arasindaki iliskiyi
aciklamada sik kullanilan bir yéntemdir. Bu calismada esler arasinda
gelecek yasam sirelerinin bagimlihdi varsayimi Frank kopula fonksiyonu

yardimiyla incelenmistir.

Bu calismada antuitenin net tek priminin hesaplanmasinda kullanilacak
iki temel degiskenden faiz orani icin AR(1) modeli kullanilmistir. Tlrkiye
Istatistik Kurumu’ndan (TUIK) elde edilen 2005-2018 yili arasindaki
devlet i¢c borclanma senetleri (DiBS), dolar ve hisse senedinin yillik reel
getirileri incelenmistir. Bu getiriler belli oranlarla adirhklandirilarak
disuk ve yuksek riskli reel getiri oran serileri elde edilmistir. Daha sonra
bu reel getiriler kullanilarak AR(1) modeli olusturulmus ve gelecek
yillara iliskin reel getiri oranlari tahmin edilmistir. Diger temel degisken
olan yasam olasiligi icin ise 2017 yilinda “Tirkiye Sigortali ve Anditant
Hayat Tablolarinin Olusturulmasi ve Projeksiyonlari” projesi ile
olusturulan anuitant uzun Oomarlalik riskini iceren dinamik hayat
tablolarindan vyaslara ve vyillara gore dedisen yasam olasiliklar

kullaniimistir.

Coklu hayat antitelerinde birlesik yasam ve son yasayan anditelerinin
net tek primleri, dinamik ve statik yasam olasiliklar ile eslerin gelecek
yasam sireleri arasinda bagimsizlik ve bagimlihik varsayimlari altinda
hesaplanmistir. Monte Carlo benzetim ydntemi yardimiyla hesaplanan

bu degerler karsilastiriimis ve sonucglar yorumlanmistir. Bulunan



sonuclara gore gelecek gelecek yasam slrelerinin bagimlihdr durumunda
birlesik tam hayat anditesinin net tek primi bagimsizlik durumuna gore
daha ylksek iken, son yasayan andiitesinin bagimlilik durumunda net
tek primi bagimsizlik durumuna goére daha dislk sonuglar vermektedir.
Bunun nedeni esler arasinda pozitif bagimhlik kabul edildiginde
bireylerden birinin yasamasi durumu, diderinin yasam olasiligini
arttirirken, eslerden biri 6ldiginde diger esin yasam olasiligini
distrmesidir. Faiz oraninin stokastik olmasi durumunda ise net tek
primlerin daha ylksek sonuglar verdigi gordlmdstir. Uzun omarltlik
riskini iceren tablolarla yapilan anlite hesaplamalarinda ise net tek
primler uzun édmurlulik riskini icermeyen tablolara gére hesaplanan net

tek primlerden daha yuksektir.

Anahtar Kelimeler: Uzun Omiurlilik Riski, Monte-Carlo Benzetimi,
Coklu Hayat Aniiteleri, Stokastik Getiri Orani, Stokastik Olimliliik,
Otoregresif Streg, Kopula Bagimlilik.



ABSTRACT

STOCHASTIC ANALYSIS OF LONGEVITY RISK IN
DEPENDENT MULTIPLE LIFE ANNUITIES

Ozer BAKAR
Master of Science, Department of Actuarial Sciences
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Murat BUYUKYAZICI
June 2018, 49 pages

Annuity products have complex variables that need to be predicted
because of its long-term nature. One of these variables is the interest
rate that used when calculating the net single premium of the annuity.
The acceptance of the interest rate as deterministic may not reflect the
long-term reality, which may result in miscalculation. Especially when
the interest rate is taken as a random variable in the annuity products,

more realistic calculations will be made.

Another parameter that is necessary for the calculations is the life
probability of the individuals. Every year, the development of the
technology, the opportunities in health services and the increase in
access to health services, economic and demographic factors and many
factors that can support this phenomenon cause the expected life time
to increase. This increase in life expectancy is defined as the risk of
longevity. Insurance companies use the life probabilities obtained from
life tables when calculating annuity products. These life probabilities are

static and have a constant value for all ages, ie they do not contain the
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risk of longevity. In order to make accurate calculations, companies are
experiencing difficulties in modelling due to the uncertainty of these
parameters. Models that ignore the risk of longevity will cause
miscalculations, which can lead to errors in premium or reserve

calculations and even cause the insurance company to lose money.

In general, calculations made on products related to multiple lifes are
based on the assumption that lifetimes are independent. In calculations,
this assumption may be useful, but it may not reflect reality. Copula
dependency models are a commonly used method of describing
relationships between individuals. In this study, the assumption of
dependency of life time between spouses was examined with the help of

the Frank copula function.

In this study, the AR (1) model was used for the interest rate which is
one of the two basic variables that used in calculating the net single
premium of the annuity. For the years between 2005-2018, government
debt securities, dolar and stocks annual real returns were examined
which was obtained from Turkey Statistical Institute (TUIK). These
returns are weighted with certain ratios, yielding low and high risk
return rate ratios. Then, AR (1) model was created by using these real
returns and the real rates of return for the coming years were
estimated. For life probabilities of individuals which is the other basic
variable, the life probabilities that vary according to age and years
obtained from the dynamic life table which is generated from the
project made in Turkey called "Creating the Insured and Anuitant Life

Tables and Projections".

The net single premiums of joint life and last surviving annuities in
multiple life annuities have been calculated under the assumptions of
independence and dependence between spouses future life times with
dynamic and static life probabilities. These values calculated with Monte
Carlo simulation method and results are compared. According to the

results, in case of dependence of life time, the net single premium of

\'%



the joint life whole annuity is higher than that of independence,
whereas the survivorship whole annuity gives lower results under
dependency than the net single premium in independence case. The
reason is when positive dependence is accepted among the spouses,
the possibility of life increases if the other spouse is alive, while the
possibility of life decreases if the other spouse is dead. If the interest
rate is stochastic, the net single premiums show higher results. In
annuity calculations made with tables that includes the risk of longevity,
the net single premiums are higher than the net single premiums

calculated according to the table without the risk of longevity.

Keywords: Longevity risk, Monte-Carlo Simulation, Multiple Life
Annuities, Stochastic Return, Stochastic Mortality, Autoregressive

Model, Copula Dependency
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1. GIRIS

1.1. Giris

Sigortacilik, rastgele gelisebilecek olaylarin finansal etkilerini koruma
ihtiyacindan dogmustur. Sigortali, Uzerinde tasidigi riski prim olarak
adlandirilan belirli bir bedel karsihiginda sigortaciya devreder. Sigortaci
da sigortalidan aldigi prim karsihdgr Ustlendigi rastgele olay
gerceklestiginde, sigortaliya tazminat o6demekle ylUkimlidir. Bu
rastgele olayin gerceklesmesi, sigortacilik biliminde tehlike olarak
adlandirilir. Hayat sigortalarinda tehlike; bireylerin yakinlarinin 81Gmu ile
karsi karsiya kaldiklar finansal tehlikedir. Bu tehlike birgok nedenden
otirld tek bir 6deme seklinde degil, lehtarin yasama kosuluna bagh

olarak dizenli 6demeler seklinde de yapilabilir.

Belirli araliklarla yapilan 6demeler dizisi anlaminda olan antite,
0demelerinde yasam kosulu arandiginda hayat anditesi adini alir. Hayat
anuitesi Urunlerinde ddemeler sigortali bir bireyin yasamasi durumunda
hemen veya belirli bir slire sonra baslayabilmekte, belirli bir dénem
veya Omur boyu surebilmektedir. Hayat anuitesinde édemeler belirli bir
dénem suriyorsa doénemsel anuite, 6lim gerceklesene kadar surtyor

ise de tam anuite adini alir.

Odemelerin rastgelelik icermedigi, sabit, artan veya azalan bicimde
oldugu ve esit zaman araliklar ile yapildigi serilere kesin aniite denir.
Hayat antlitesinde ise ddemeler hayat sigortalarinin tersine yasam
kosuluna bagldir. Tazminat O0demeleri, hayat aniitesine konu olan
bireyin yasamasi durumunda yapilmaktadir [1]. Anlitant adini alan
lehtar, bu 6demelere yasama kosuluna bagh olarak sahip olur ya da
farkli bir Grin gatisi altinda yasama kosuluna bagli olarak édeme yapar.
Bir diger deyisle hayat antitesi vefat durumunda tazminat 6ddenen hayat
sigortasi drlnlerinin primi periyodik bicimde yasam kosuluna bagh

olarak 6dendiginde bu 6deme dizisi de bir hayat antitesi olmaktadir [2].

Birden fazla bireye yasam kosuluna bagli olarak yapilacak 6demelere

coklu hayat anditesi denir. Bu anditeler ilk 8limun gerceklesmesiyle

1



sona eren birlesik (joint) yasam ve son 6limin gerceklesmesiyle sona
eren son yasayan (last survivor) hayat anduitesi olarak adlandirilir.
Aktleryal yazinda ilk 6lim durumunda coklu hayat anditesi bilesik
yasam, son 6lim durumunda coklu hayat anuitesi ise son hayatta kalan
anlitesi olarak da adlandiriimaktadir. Ilk 8lim durumu, bireylerden
birinin hayatini kaybettigi ilk ani, son 06lim durumu ise bireylerin

hayatta hicbirinin kalmadigi ani ifade eder.

Anuite drdnlerinin aktleryal analizi yapilirken en 6énemli iki bilesen
paranin zaman dederi ve olumlultktir. Gelecekte yapilacak prim ve
tazminat d6demeleri icin deterministik faiz oraninin kullanilmasi, faiz
oraninin uzun dénemde sergileyecedi rastsal hareketlerin

yakalanamamasina neden olur.

Ayni dogrultuda deterministik 6lim modellerinde, gelecekte 6lim hizinin
degismeyecedi varsayilir ve ayni yastaki tim bireylerin 6limlaldklerinin
ayni oldugu dusindlir. Farkh yaslardaki olimldlik ve gelecekteki 6lim
hizi dikkate alinmadigi icin gdzlemlenen o&limlultklerde farkhliklarin
meydana gelmesi, stokastik 6lumldlik modellerinin ortaya cikmasini

saglamistir [3].

Anlite piyasasinin gelismesinde bireylerin emeklilik ddénemlerindeki
refah seviyelerini koruma istegi 6nemli bir rol oynar. Sigorta ve
emeklilik sirketleri, kisilerin bu donemdeki gelir kaybini énleme istegine
karsilik verebilmek icin uygun UrUnler tasarlamaktadirlar. Bir andite
Grindnin olimldlik ve yatirim riskine karsi onlem alip daha dogru

hesaplamalar yapmalari, sirketler acisindan oldukca édnemlidir [4].

Antite Urldnlerinin hesaplamalari yapilirken, policedeki stire kapsaminda
birikimin bireye yasadigi slirece dizenli olarak paylastiriimasi ve
oldikten sonra geriye kalmayacak sekilde ayarlanmasi gerekir. Yasam
durumundaki belirsizlik nedeniyle bu hesaplamayl yapmak bir hayli

zordur. Bu zorluklardan bazilari,



e Tek bir prim o6demesi yoksa emeklilik 6ncesi prim ddeme

suresinin emeklilik sonrasi ddonemden daha kisa olmasi,

e Bireyden alinan primlerin emeklilik stresince vyapilacak

ddemeleri karsilayamamasi,
e UriinG alan bireylerin beklenenden daha uzun yasamasi
seklinde olabilir [5].

Wadsworth’lin [5] calismasinda belirtilen en dnemli risklerden biri de
ayni zamanda sigorta sirketlerinin andite Grdnleri hazirlarken
karsilastiklari uzun Oomdarluluk riskidir. Uzun &modarltlik, bireylerin
beklenen gelecek yasam slresindeki artis olarak tanimlanir. En basit
anlamda beklenen gelecek yasam slresindeki artis, emeklilik
déneminde daha fazla slire gegirmeye yol acar. Sirketlerin, uzun
omdarltligan dahil edilmedigi 6lim oranlar kullanilarak yaptiklar prim

hesaplamalari ise 6nemli kayiplara yol agabilmektedir.

Sigorta ve emeklilik sirketleri uzun édmurllltk riskinden fazla maliyetli
olan reasurans anlasmalar yardimiyla korunmaktadirlar fakat yuksek
maliyet, bu anlasmalari belirli limitlerle yapma zorunlulugu
getirmektedir. Uzun édmurlaltk tdrev drinleri daha az maliyetli ve daha
efektif bir yontem olarak kullanilmaktadir [6]. Bir uzun Oomauarltlak
menkul kiymeti sayesinde bireylerin daha uzun yasamalari durumunda
sigortaci daha fazla kupon o6demesi alarak bu riski reaslrans
anlasmalarindan daha iyi yonetebilmektedir [7]. Uzun omdurltlikten
korunma yoéntemlerinden bir dideri ise dinamik o6limltlik oranlarini
kullanarak uzun Omdurltligi modele dahil etmektir. Bu sayede vyillar
itibari ile uzun 6mdarldlik riskini iceren 6lim oranlar ile daha dogru prim

hesaplamalari yapilabilir.

Kelime anlami olarak kopula, Latince “bag” veya “baglamak” anlamina
gelen “copula” kelimesinden gelmektedir. Iki seyi birbirine baglayan

anlami tasiyan kopula, evrensel dilde literatirde yer alir [8].



Ozellikle bugiinkii deder hesaplamalarinda énemli etkiye sahip olan
bagimlik kavrami, bireylerden birinin yasamasi veya 6lmesi durumunda

digerinin yasam olasiligini etkiler [9].

Bu tezde coklu yasam durumu, evli ciftleri kapsayan iki Kisi ile
sinirlandirilmis ve ciftlerin yasam durumlarn kopula bagimliik modeli ile
incelenmistir. Calismanin birinci béliminde c¢oklu hayat anuitelerinde
bireylerin yasamlarinin bagimhligi, stokastik faiz orani ve uzun
omurlilik riski ile ilgili gecmisteki calismalar incelenmistir. Ikinci
bolimde modele dahil edilecek stokastik faiz orani, kopula bagimhlik
modeli ve uzun émuarlalik riski ile uzun émarlalik riskini igeren dinamik
hayat tablosu anlatiimistir. Ugiincii béliimde coklu hayat aniitelerinde
birlesik ve son yasayan durumunda bireylerin yasam fonksiyonlari
aciklanmis ve gelecek yasam sirelerinin bagimsizigi ve bagimhhidi
durumunda ¢oklu hayat anditelerinin net tek primleri (NTP) anlatilmistir.
Ddrdinclu ve son bolimde ise Monte Carlo benzetim ydntemi ile gelecek
yasam sirelerinin bagimh ve bagimsiz oldugu durumlarda tam hayat
anuitelerinin stokastik ve deterministik net tek primleri hesaplanmistir.
Ayrica uzun Omuarldlagin etkisini sinamak adina, hayat tablosunun
dinamik 06zelliginden vazgecilerek hesaplamalar yapilmis ve sonuglar

karsilastiriimistir.

1.2. Onceki Calismalar

Olasilikli 6deme dizileri olarak tanimlanan hayat antiteleri galismalar
hayatlar (zerindeki belirsizlik var oldugundan beri siiregelmektedir. Ik
calismalar yalnizca bir kisinin yasamini merkeze almis ve bu bagdlamda
gelismisken, birden fazla yasami konu eden goklu hayat antitelerinde

cgiftlere iliskin calismalar 20. yUzyilin ortalarina kadar gitmektedir.

Geleneksel olarak, coklu hayat drinlerinde birlesik yasam olasiliklari,
ciftlerin gelecek yasam slrelerinin badimsizligi varsayimi altinda
hesaplanmaktadir. Bu varsayim altinda birlesik yasam olasiligi,
bireylerin ayri ayri yasam olasiliklarinin bir bileseni olarak dusunalir.

Dolayisiyla bu olasilik tek bir yasam olasiligina indirgenmis olur [10].
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Olasilik teorisi kapsaminda “Copula” terim olarak ilk defa Sklar [11]
tarafindan kullaniimistir. Degiskenler arasindaki iliskilerin anlasiimasi ve
analiz edilmesi konularinda sagladiklari kolaylik nedeniyle kopula
dagilimlari, son zamanlarda yogun ilgi gérmeye ve birgok alanda yaygin

olarak kullanilmaya baslanmistir.

Coklu hayat Grinlerine iliskin hesaplamalarda eslerin ayni riske maruz
kalma olasiligi, “kirikk kalp sendromu” gibi eslerden birinin 6ldiglnde
diger esin 6lim oraninin artmasi gibi etkenler, bagimli modellerin ortaya
clkmasina neden olmustur. Parkes vd. [12] ve Ward [13] kirk kalp
sendromu kavramini kullanan ilk galismalardandir. Goreceli olarak daha
yeni bir calisma Jagger ve Sutton’a [14] aittir. Jagger ve Sutton [14]
oransal tehlike adini verdikleri zamana gore degisen 6lim olasiliklarini
eslerden birinin 8limU Gzerine uygulamiglardir. Bu tip bir model ayrica

Hougaard vd. [15] tarafindan ikizler Gzerine uygulanmistir.

Bagimlilik ile ilgili calismalarin oncilerinden Parkes vd. [12] evli ciftler
Uzerindeki calismasinda eslerden biri 6ldikten sonra digerinin 6lim
olasiliginin arttigini goéstermistir. Gelecek gelecek yasam strelerinin
rastlanti degiskeni oldugu bagimli modelleri acgiklayan literatlirdeki
bilinen ilk detayh calisma Bowers [1] olmustur. Bu kitapta birlesik ve
son yasayan durumlarinda bagimhihgi ayrintii  bir  sekilde

aciklanmaktadir.

Bagimli yasama iliskin klasik modellerden biri de “ortak etki” (common
shock) modelidir. Bu modeller bireylerin yasama durumlarini dis
kaynakh bir olayin etkiledigini varsayar. Bu dis kaynakh olay, bir kaza,
deprem, sel gibi katastrofik bir olay veya bulasici hastalik olabilir. Bu

modele iligkin ilk 6ncl calisma Marshall ve Olkin’e [16] aittir.

Frees vd. [10] coklu hayat anditelerinin net tek primlerini kopula
fonksiyonu kullanarak hesaplamiglardir. En c¢ok olabilirlik ydntemi ile
parametrelerin tahmin edildigi calismada bagimhlik varsayimi altinda

hesaplanan anlite net tek priminin badimsizlik varsayimi altinda



hesaplanan net tek prime goére %5 daha disik oldugu sonucuna

ulasiimistir.

Bagimhligin maksimum ve minimum degerlerini 6lcmek, olasiliksal sinir
gizerek mumkun olabilir. Bilim didnyasinda bu sinirlar Frechet [17] ve
Hoefding [18] calismalarina dayanmaktadir. Frechet alt ve Ust sinirlarini
aktleryal yazinda ilk defa Carrie ve Chan [19] tarafindan, bagimliidin
etkisini 6lcmek adina coklu hayat anditelerinin net tek primlerini

hesaplamada kullaniimistir.

Shemyakin ve Youn [20] birlesik ve son yasayan antitesi icin net tek
primi gelecek yasam surelerinin bagimhlidi altinda incelemis ve kopula
ailelerinin sonuglarini karsilastirmistir. Shi ve Frees [21] ve Jong [22] da
kopula metodunu hasarlar arasindaki bagimlihgi 6lgmek igin kullanmis

ve rezerv miktarlarini hesaplamistir.

Bu tezde bagimliik modeli olarak, parametre tahmini ve hesaplama

kolayhgi acisindan Frank kopulasi kullaniimistir.

Hayat anditelerinin  dederlemesinin  yapilmasinda en  6nemli
parametrelerden biri paranin zaman dederidir. Paranin bir dénem
boyunca kullanim maliyeti olarak tanimlanan faiz, anuite urlGnlerinin
buglnkli deder ve birikimli dedger gibi hesaplamalarinda kullanilir. Faiz
orani, hesaplamalarda deterministik ve stokastik olarak ele alinabilir.
Deterministik yaklasimda faiz oraninin sabit oldugu varsayilir. Fakat
anuite gibi uzun dénemler iceren drlnlerde sabit faiz orani kullaniimasi
pek de gercekci bir yaklasim sayillmaz ve o6zellikle faiz oranlarinin
oynakhginin fazla oldugu ulkelerde olmasi gereken degerlerden uzak
hesaplamalar yapilma riski vardir. Bu riski azaltan stokastik yaklasimda
ise faiz orani degiskendir ve olasiliksal bir stirece baglidir. Faiz oraninin
stokastik yapisi, bircok kez arastirmacilarin c¢alismalarina konu
olmustur. Stokastik yapi, faiz oraninin incelenmek istenen dénemler
boyunca bir rastlanti degiskeni olmasi anlamina gelir. Faiz oraninin
rastlanti dediskeni oldugu calismalar literatiirde sikhkla vyer alir,

stokastik faiz oraninin kullanimi ancak 1970’li yillara kadar gitmektedir.
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Hickman’e [23] gore faiz orani ve sonucunda olusan risk, is hayatinin bir
gercegidir. Bunun siginda profesyoneller faiz oraninin davranisini

siklikla ve uzun bir slredir incelemislerdir.

Faiz oraninin rastlanti degiskeni oldugu calismalarin dncilerinden Boyle
[24], dOnemler arasi faiz oraninin birbirinden bagimsiz ve lognormal
dagildigini varsaymis ve anditenin buglinki ve birikimli dederini
hesaplamistir. Waters [25], Panjer ve Bellhouse [26], Bellhouse ve
Panjer [27] de benzer modeli kullanarak aniite fonksiyonun
momentlerini hesaplamiglardir. Dhaene [28] ise otoregresif hareketli
ortalama (ARIMA) siirecini faiz orani igin kullanarak, buglinkl deger

fonksiyonlarinin momentlerini hesaplamistir.

Frees [29] faiz orani icin hareketli ortalama (MA) modelini kullanarak
solvency degerlemesi icin kullanmistir. Beekman ve Fuelling [30] strekli
hayat anuitelerinin ortalama ve standart sapmasini Ornstein-Uhlenbeck
sureci ile modellemis ve stokastik faiz ve élumlilik kullanarak olasiliksal
rezervleri hesaplamistir. Beekman ve Fuelling [31] calismasinda ise
Weiner silrecinden vyararlanarak gelecekte vyapilacak o6demelerin

buglnkl dederini ve varyansini hesaplamislardir.

Lai ve Frees [32] dogrusal ARIMA modeli ile literatlirde daha yeni bir
model olan dogrusal olmayan ARCH (Otoregresif Kosullu Dedgisen
Varyans) modelini kullanarak anhk faiz oranini modellemistir. Bu
modelin temel avantaji, oynakligin kimelenmesinin hassasligini
yakalayabilme yetenegidir. Bunun anlami, blylk dedisiklikler yine
blyik dedisikliklerce takip edilir, kiglk degisiklikler ise yine kliclk

degisikliklerle devam eder.

Parker [33], gelecekteki 6demelerin buglnkli dederinin momentlerini
hesaplamak icin Ornstein-Ohlenbeck slrecinden yararlanarak iki farkli
yontem kullanmistir. Birincisi bireysel hasari temel alirken ikincisi yillik
toplam nakit akisini temel almaktadir. Parker [33] varyansi iki bélimde
incelemis ve toplam riski sigorta ve yatinrm riski olarak

degerlendirmistir. Marceau ve Gaillardetz [34] ise stokastik faiz oranini
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AR(1) modeli ile tahmin ederek ileriye dénik rezervleri hesaplamada

kullanmistir.

Hoedemakers vd. [35] hayat anditelerinde ileriye donik kaybin dagilhimi
icin bir yaklasim 6éne surmiustir. Homojen hayat antitelerinin buglnk
dederini Brownian hareketli modeli temel alarak stokastik faiz orani ile

hesaplamistir.

Satici ve Erdemir [36] tam ve ddnemsel hayat sigortalarinda aktueryal
buginkl dederi faiz oraninin bagimsiz rastlanti dediskeni oldugu
durumda hesaplamislardir. Reel faiz orani Uzerinden uygun dagilima
karar verilmis ve CSO 1980 erkek hayat tablosu kullanilarak stokastik
ve deterministik buginki dederler karsilastiriimis, stokastik varsayim
altinda hesaplanan buglinki dederlerin daha blylk oldugunu ortaya

koymuslardir.

Lysenko [37], Nolde ve Parker [38] ise AR(1) modelini kullanarak nakit
akisini hesaplamis, belirli bir degerleme tarihinde gelecekte 6denecek
hasarlardan, degerleme tarihine kadarki kazancin farki olarak

tanimlanan artigin stokastik faiz orani ve 6limlilik ile incelemislerdir.

Chen vd. [39] yine AR(1) modelini anlik faiz orani ve kopula bagimlilik
fonksiyonlarini da olumliuldk igin kullanip son yasayan hayat sigortasi

icin artidin stokastik buglinki dederini hesaplamislardir.

Bu tez calismasinda faiz oraninin modellenmesinde literatirde siklikla

rastlanan kosullu AR(1) modeli kullaniimistir.

Bireyler sigorta sirketlerine risklerini devrettiklerinde, sigorta sirketleri
bireylere iliskin buttnsel dlumlalik riski ile karsi karsiya kalir. Genel
kani, reaslroérler aracihidiyla bu riskten korunmak mimkin olsa da
bltinsel 6lumlulik riski sistematiktir, risk havuzunda dederlendirilemez
ve daditilamaz [40]. Daha iyi bir korunma ydntemi olan uzun
omdarltligin menkul kiymetlestirilmesi fikri ile uzun 6maurldlik
bonosuna sahip olan bir sirket daha fazla kupon o6demesi alarak

hasarlarini dengeleyebilir [7].



Olumlulik projeksiyonlarina iliskin en temel calismalardan biri Lee-
Carter [41] modelidir. Bircok modelin gelismesine 1sik tutan bu modelde
Amerika icin yasam beklentisinin 6nce tarihsel bir trende sahip oldugu
daha sonra ise zaman icerisinde yavasladigi gbzlemlenmistir. Lee-Carter
modeli, yas gruplarina iliskin yasa bagl bir parametreye ek olarak yil ici
O0limlGligin degismesine izin veren bir parametre ile dinamik o6lim

oranlar kullanarak basarili sonuglara basit bir c6ziim yolu sunmaktadir.

Oeppen ve Vaupel [42] literatire yasam beklentisinin her ceyrek yilda
arttigini 6ne sliren bir kavram katmislardir. Oeppen ve Vaupel [42] bu
calismasinda Ulkeler arasi maksimum yasam beklentisinin 150 yildir
giderek arttigini gostermislerdir. Bongaarts [43] Lee-Carter modelini
temel alarak basit bir oélumltlik projeksiyonu modeli gelistirmis ve
yasam beklentisinin arttigini géstermistir. Vallin ve Mesle [44] yasam
beklentisinin saglik ve sosyal gelisme ile birlikte arttigini fakat artis
hizinin yavaslayip artisin g ayda bir degil, dért ayda bir oldugunu
gOstermislerdir. Bunun nedeninin yasa bagl patolojik ve kirilgan

hastaliklar oldugudur.

Ronald Lee'nin de dahil oldugu Li vd. [45] calismalarinda Lee-Carter
modelinin genigletilmis bir versiyonunun ileriki yaslarda olimlultik
oranlarini disldrdigd ve Lee-Carter modelinde uzun omdurldlik

yavaslamasini azalttigini géstermislerdir.

Antolin ve Mosher [46], aktleryal kullanimlarda hayat tablolarinin
yetersizliginden yola cikarak Ulkeler bazinda emeklilik sistemleri igin
kullanilan hayat tablolarini incelemislerdir. Bu amacla Lee Carter
O6lumlulik modelindeki gibi logaritmik 6lumlalik oranlar ile bu hayat
tablolarina ait degerler karsilastirilarak andiitelere iliskin net tek prim
hesaplamalan yapilmis ve hayat tablolarindan elde edilen degerlerle

hesaplanan net tek primlerin daha disik oldugu goridlmastar.

Blake vd. [47] tdrev UrUnlerinin kullanim alanlarini incelemis ve uzun
omurlulik bonosunu fiyatlandirmistir. Dus vd. [48] geg kalinmis anuite

satin aliminda ylksek o6demeler beklerken, ileriki yaslarda &lim
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oranlarinin artmasi ile daha fazla kesinti sebebiyle bu beklentinin
distligind gostermislerdir. Milevsky ve Young [49] hayat anditelerinin

optimal zamanlamasina iliskin bir model sunmuslardir.

Coughlan vd. [50], Cairns vd. [51] ve Cairns [52] temel riski
aciklayarak korunma enstrimanlari ve korunma oranlar olusturarak bir
iskelet model sunmuslardir. Bu calismalardaki farklihk ise Cairns vd.

[51] calismasinin benzetim temelli bir yaklasim sunmasidir.

Aktleryal arastirmalarda gelecekteki 6lim oranlarinin  kestirimi
karmasik bir istatistiksel yaklasim gerektirir [53]. Fakat bu kestirim
gecmis veriyi kullandigi icin gelecekteki 6lumluligin dinamik egilimini
yakalayamayabilir. Bu probleme ¢6zim olarak gelistirilen, dinamik 6lim
olasiliklarini iceren, 2017 yilinda “Tirkiye Sigortali ve Anditant Hayat
Tablolarinin Olusturulmasi ve Projeksiyonlari” [54] projesi ile elde edilen
her yil icin degisen yasam olasiliklari hesaplanmistir. Bu tezde bu proje
sonucunda elde edilen hayat tablosundaki dinamik yasam olasiliklari

kullanilarak ¢oklu hayat anditelerinin net tek primleri hesaplanmistir.
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2. GENEL BILGILER

Bu bdélimde c¢oklu hayat anduitelerinin net tek primlerinin
hesaplamalarinda kullanilacak parametrelere iliskin bilgiler verilecektir.
Hesaplamalarda ihtiyac duyulacak stokastik faiz orani icin kosullu AR(1)
modeli, eslerin bagiml gelecek gelecek yasam sureleri icin Frank kopula
modeli [55] ve uzun émurlilik riski icin de 2017 yilinda hazirlanan
“Turkiye Sigortali ve Andlitant Hayat Tablolarinin Olusturulmasi ve
Projeksiyonlari” [54] projesiyle elde edilen dinamik hayat tablosu

kullanilacaktir.

2.1. Stokastik Faiz Orani Modeli

Finansal zaman serileri varlik degerlemenin teorisi ve uygulamasiyla
ilgilenir. Zaman serileri belirsizlik 6gelerini icerir. Finansal zaman serileri
diger zaman serilerinden su 6zellikleri ile ayrilir; varlik degisiminin gesitli
tanimlar vardir ve getiri serileri igin bu degisim fark edilebilen tlirden
degildir. Belirsizlik, istatistiksel ydntem ve teorilerin eklenmesiyle

finansal zaman serileri agikhdga kavusur.

Ozellikle aniite gibi uzun dénem iceren iriinlerde sabit bir faiz orani
yerine stokastik bir slirece bagh olan ve bir rastlanti dediskeni olarak
kabul edilen bir faiz oraninin kullanilmasi, daha gercekgi hesaplamalarin

yapilmasini saglayacaktir.

Modellemede kullanilacak stokastik faiz orani secimi kolay olmayip,
yatinmin stratejisine dogrudan badlhdir. Ornedin tim vyatinmlar risk
icermeyen sabit getirili tahvillere yatirlmis olsaydi, Cox-Ingersoll-Ross
[56] calismalarinda oldugu gibi negatif dederlerin olusmadigi bir model
secilebilirdi [33].

Bu tezde stokastik faiz orani modeli, Bellhouse and Panjer [27] ve
Marceau ve Gaillerdetz [34] tarafindan da kullanilan kosullu AR(1)
slireci dahilinde incelenmistir. Nolde ve Parker [38] ve Chen vd. [39]
AR(1) modelini hayat sigortasi artigini hesaplamada kullanmislardir. Faiz

orani bu tezde reel getiriler olarak kabul edildigi icin faiz orani bundan
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sonra reel getiri orani olarak anilacaktir. 9, reel getiri oranini géstermek

Uzere kosullu AR(1) sureci,

Sp-n=PB 1)+

seklinde ifade edilir. Burada,

€k : bagimsiz ve ayni dagihima sahip rastlanti degiskeni,
i : ortalama reel getiri orani,

d : ortalamaya doénus hizi,

o : kisa donem reel getiri oraninin oynaklgini gosterir.

Bu modelde |CD| <1 olmasi, slirecin duragan oldugu anlamina gelir. g,
ak gurultt sureci {g,; k=1, 2, ...} ile gbsterilen bir stokastik slrectir ve
asagidaki kosullari saghyorsa pur rastsal streg adini alir:

E[Sk] =0

Var(g,) =02

Cov(eg, €k+1) =0, k=#0

Yukaridaki kosullara ek olarak {g,} sireci ortalamasi 0 ve varyansi
o? olan bir normal dagilima uyuyorsa bu siirec Normal (Gaussian) pur

rastsal stireg adini alir ve g, ~ GW N(0, o?) ile gésterilir.

2.2. Uzun Omiirliiliik Riski

AktlUeryal hesaplamalarda fiyatlama, rezerv veya uzun ddéneme iliskin
herhangi bir tGriiniin degerlemesinde kuskusuz en etkili parametrelerden
biri 6lumlGlGktar. Literatlrde olimlultge iliskin bircok model kullanilimis
ve halen kullanilmaktadir. Gelecekteki oOlimlGligd hesaplama isi
rastgelelik icerir ve hangi model kullanilirsa kullanilsin, 6ngorulen
sistematik sapmalar var olacaktir. Bunun sonucunda bu, bir model veya
parametre riski olup havuzda dederlendirilemeyecegi agik bir risktir. Bu
risk her yasta aciga cikabilir, ylksek vyaslarda ortaya c¢ikmasi

durumunda ise genellikle uzun 6émurltlik riski anlamina gelir [53].

Uzun omdarltlik riski en temel anlamda bireylerin beklenen gelecek

yasam sulrelerinin artmasi anlamina gelmektedir. Bunun sonucunda ise
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Ozellikle anuite Grlnlerinde veya emeklilik dénemine iliskin 6demelerde

sigortaci icin maliyetin artmasi demektir [57].

Uzun omurldlik riski uzun dénem o6limlilik oranlarinin belirsizligi ve
bireyin uzun doénem vyasama olasihdi Uzerindeki etkisi olarak ele
alinmahdir. Uzun 6émdurltlik riski altinda gelecekteki yasam olasiliklar

beklenenden daha fazla olacaktir [51].

Her yil ve yas icin degisen olim olasiliklari, dinamik 6lim olasiliklari
anlamina gelir ve beklenen gelecek yasam siresindeki artisi yansitir.

Sekil 2.1.de bu degisim gosterilmistir.
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Sekil 2.1. Birikimli Yasam Olasiliklari

Sekil 2.1.'de 65 yasindaki bir erkek ve 65 yasindaki bir kadin igin uzun
omurlaltk riskinin dahil edildigi tablodan alinan yasam olasiliklari ile
yillara goére degismeyen yasam olasiliklari yani, uzun omdarltlik riski goz
ardi edilen yasam olasliliklarinin birikimli degerleri gosterilmektedir. Bu
olasilik, 65 yasindaki bir erkek ve kadinin ilgilenilen yasa ulasabilme
olasihigini goésterir. Uzun omdarltlik riskinin dahil edildigi yasam
olasiliklari dinamik, dahil edilmedigi yasam olasliliklari ise statik olarak

ifade edilecektir. Sekil 2.1.’den gorilecedi lUzere hem erkek hem de
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kadin icin dinamik yasam olasiliklarinin olusturdugu birikimli yasam
olasiliklari, statik yasam olasiliklari kullanilarak hesaplanan birikimli
yasam olasiliklarindan daha ylksektir. Hem erkek hem de kadin igin bu
tezde kullanillan hayat tablosunda vyillar itibariyle yasama olasiliklar
daha vyilksektir. Bu da beklenen gelecek yasam siresinin arttig
anlamina gelir. Sekil 2.1.’den elde edilen bir diger bilgi ise 65 yasinda
bir kadinin birikimli yasama olasiliklarinin 65 yasinda bir erkege gore

daha yiksek seyrettigidir.

2.3. Kopula Bagimlilik Modeli

Yakin gegmise kadar aktlerler coklu yasamlara iliskin sigorta trdnlerinin
degerlemelerini yaparken, geleneksel yontemleri kullanarak bireyler
arasinda gelecek yasam streleri agisindan bagimsizligin varligini kabul
etmislerdir. Son vyillarda ise calismalar, bu bagimsizhdin gergegi
yansitmayacagini géstermis ve esler arasinda gelecek yasam sirelerinin

bagimliigini gesitli modellerle agiklamiglardir.

Bagimlihk ortak bir kaza, genetik hastalik veya yasam stili ile ortaya
cikar. Birlikte yasayan evli bir ciftin bir otomobil ya da ugak kazasinda
birlikte 6lme sansinin, gelecek yasam sirelerinin bagimsizligi varsayimi
altinda hesaplanan 6lim sansindan daha fazla olmasi beklenir [58].
Aktleryal literatlirde bireylerin yasamlarinin bagimlihidini inceleyen
modellerin arasinda en fazla kopula modellerine rastlanmaktadir. Nelsen
[59] kopula modellerinin temelinin, ¢oklu birlesik dagilim fonksiyonunun
marjinal dadilimlarin bir fonksiyonu olarak ifade edilmesi oldugunu
sOyler. Kopulalar rastlanti degiskenlerinin bagimllik yapisina iliskin tim
bilgiyi barindirir. Korelasyon sadece dogrusal baglantiyi incelerken,

kopulalar dogrusal olmayan bagimlihidi da yakalayabilir [60].

Kopula modelleri rastgele dediskenler arasinda bagimliigi modellemek
icin son yillarda popiler hale gelmistir. Kopula modellerinin uygulandigi
alanlar finansal varlklarin getirilerinden saglik bilimlerinde organ
yetmezligine, glvenilirlik calismalarindan sigortacilikta 6lim oranlarina

kadar uzanir [20].
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Kopula fonksiyonlarin en ©6nemli 06zelligi hem rastgele degiskenler
arasindaki korelasyonu koruyabilme hem de rastgele degiskenlere ait
farkh dagilim ozelliklerini blinyesinde tasiyabilmesidir. Bu 06zellik de
rastgele degiskenlerin marjinal dagilimlarinin belirlenmesi konusunda

arastirmacilara blyuk bir kolaylik saglamaktadir.

Tanim kimesi 1?2 - 1 olan iki degiskenli C kopulasi asagidaki ozellikleri

tasiyan bir fonksiyondur [62]:

1. I tanim kiimesindeki her u,v icin,
C(u, 0)=0=C(0,v)
C(u,1)=uve C(1,v)=v;
2. I tanim kimesindeki her u,, u,, vy, v, igin ;< u, ve v; < v, iken,
C(uy,vy) — C(uy,v1)- C(uq,vy)+ Cluq,v) =0
Sklar [11] teoremi, literatirde birgok calismaya konu olmustur. Sklarin
bu teoremi, coklu dagilim fonksiyonlari ve onlarin marjinalleri arasindaki

iliskinin temelini olusturur. Sklar teoremine gegmeden 0Once dagilim
fonksiyonlarinin 6zelliklerinden bahsetmek gerekir. F dagilim fonksiyonu

olmak uzere,

1. F azalmayan bir fonksiyon,
2. F(-0) =0ve F(-0) = 1dir.

H birlesik dagihm fonksiyonu olmak Uzere,

1. H artan bir fonksiyon,
2. H(x,-00) = H(-00,y) = 0 ve H(-00,00) = 1'dir [62].

Teorem 2.1. Sklar Teoremi

Sklar [11] teoremine gbre; F ve G marjinal dagiimlara sahip bir H
birlesik dagilim fonksiyonu olmasi durumunda, her x,y icin bir C kopulasi

vardir ve H birlesik dagilim fonksiyonu,
H(x,y)=C(F(x),¢(y)) (2.1)

seklindedir. Eger F ve G marjinal dagilim fonksiyonlari siirekli dagihma

sahipse, C kopulasi tek (essiz) olmaktadir. Buradan ters dagihm
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fonksiyonu yardimiyla, F(x)=u ve G(y)= v, (Osu<1 ve 0<v<1) iken kopula

fonksiyonu,
Cau,v)=H(F (), G71(v))
olarak ifade edilir.

Yasam analizinde marjinal dagdilim fonksiyonlarinin yerine marjinal
yasam fonksiyonlarini kullanilir. Bir bireyin yasama olasiligini gosteren
fonksiyon, yani yasam fonksiyonu, F dagilim fonksiyonunu gdstermek

uzere,

F(x) = P(X>x) = 1 - F(x)

seklinde ifade edilir. Birlesik yasam fonksiyonu ise,
H(x,y)=P(X>x, Y>y)

seklindedir. Sklar teoremine gore x ve y marjinallerinin kopulasi C

olmak uzere,
H(x,y) =1-F(x) - G(y) + H(x,)
= F() +G)-1+ C(F(x),G(»)
=F(x)+G(y)-1+ C(1—F(x),1-G(y))
seklini alir. Bu fonksiyon tanim araligi I? = 1 olan ve C ile ifade edilen

bir fonksiyon ile tanimlanirsa:
Cwv)=u+v—-1+C(1-u1-v) (2.2)
ile ifade edilir. Birlesik dagihm fonksiyonu da yasam kopulasi ile,

H(xy) = C(F&),G(y))
ifade edilir [62].

Schweizer ve Sklar [63], marjinalleri tekdize [0,1] ve H(x,y)=
®~ 1 {d(x) + P(y)} formunda tanimlanabilen H(x,y) dadilim fonksiyonuna
Arsimedyan Kopulalar olarak adlandirmislardir [64]. Eliptik kopulalar ise
cok degiskenli dagihmlardan elde edilen kopulalardir. Arsimedyan
kopulalar kolay hesaplama ydntemleri acisindan c¢ok fazla tercih

edilebilir konumda olmuslardir. Birlesik dagilim fonksiyonu C kopulasi ile
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ifade edilen iki tekdlize dagihima sahip rastlanti degiskeninin yasam

kopulasi,

P[U>u,V>v] = 1-u-v+C(u,v) = C(1-u,1-v)

ile ifade edilir [62].

Gelecek yasam sirelerinin  modellenmesinde matematiksel acidan
islevselligi nedeniyle aktleryal literatlirde de sik kullanilan Arsimedyan
ailesinden iki degiskenli Frank kopulasinin « bagimlilik parametresi ile
kopula fonksiyonu,

“u—l)(e“”—l)

Cuv)=In(1 + =2/«

olarak tanimlanir [65]. Burada & parametresi (-co<x<oo) bagimliigin
glclinl gosterir. Bu tezde bagdimlilik varsayimi altinda hesaplanan net
tek primlerde Frank kopulasindan yararlanilmistir. Yasam kopulasi ile
coklu yasam durumlarindaki birlesik olasiliklar ilerleyen Boélum 3'te

anlatilacaktir.
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3. COKLU HAYAT ANUITELERI

iki veya daha fazla bireyin ayni policede sigorta kapsamina alindigi
drdnler, coklu hayat Grinleri adini alir. Uygulamada genellikle iki Kisi
olarak gelistirilen bu Urunler, esleri kapsar nitelikte sunulmaktadir.
Kisiye yoénelik Grlnler gibi coklu hayat Urtnleri de dénemsel, tam hayat,

kar payh vb. bicimde tasarlanabilir.

Coklu hayat aniditelerini analiz edebilmek icin, bireylerin yasam
durumlarini anlayabilmek gerekir. Bu durumlar, eslerden ikisinin de
yasiyor olmasi, eslerden birinin yasiyor olmasi ve eslerden her ikisinin
de yasamiyor olmasi durumudur. Esler, bu durumlarin her birini g6z
Onlune alarak refah seviyelerini en Ust dizeye cikarmaya cgalisacaktir.
Her iki coklu hayat anditesi tGrininde de ciftlerin gelir akislarini kontrol

etme istegi vardir [66].

Iki kisiyi kapsayan coklu hayat aniitesi Griinleri birinci ve ikinci 6lim

seklinde iki farkli gesitte ortaya cikabilir. Bunlar,
1. Iki kisiden birinin 6limiine kadar siren édemeler dizisi,

2. Iki kisiden biri 6lse de yasayan diger kisinin dlimine kadar siiren

odemeler dizisi.

Birinci durumda hayat anditesi, birlesik hayat anuitesi adini alir. Birlesik
hayat andlitesinde &demeler iki kisiden birinin 6limUne kadar
yapilmaktadir. ikinci durumda hayat aniitesi ise son yasayan aniitesi
adini almaktadir. Son yasayan aniitesinde 6demeler iki kisiden hayatta

hicbiri kalmayana kadar devam eder.

3.1. Coklu Yasam Durumu

Kronolojik yasin dnem kazandigi sigortacilik ve emeklilik islemleri 6zel
bir fonksiyona ihtiya¢ duyar. Bu ihtiyagc da ancak yasin bir fonksiyonun
olusturulmasiyla karsilanabilir. Ozel bir rastlanti dediskeni olan gelecek

yasam siuresinin fonksiyonu yasam modeli olarak adlandirilir.
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Yasayan bir bireyin baslangic zamani ile 6limi (basarisizhidl) arasinda
gecen zamana “gelecek yasam slresi” ya da “basarisizlik siresi” adi
verilir ve genellikle “T" ile gbsterilir. Her bir bireye ait gelecek yasam
sliresi T rastgele degiskeni tanimi geredi slrekli ve pozitif bir degere
sahiptir. Herhangi bir birey igin basarisizlik ancak bir kez olusabilir [67].
Sosyolojiden ekonometriye bircok alanda farkli anlamlara gelebilen
basarisizlik slresine bir kisinin hastaliga yakalanmasi, 6lmesi, bir
projenin tamamlanma sulresi, bir makinenin bozulmasi gibi kavramlar

ornek olusturabilir.

Bir birey icin belirli bir yas x ile ifade edilsin. Bu yastaki bir kisi igin 6lim
x yasindan buyuUk herhangi bir yasta meydana gelebilir. Bu belirli yastan
O0lime kadar gegen siure yani basarisizlik slUresi veya gelecek gelecek
yasam slresi T, ile gosterilir. Bu bireye ait bir rastlanti dediskeni olan
6lim vyasinin x + T, olmasi anlamina gelir. Rastlanti dediskeni T,'in

dagilim fonksiyonu E, ya da E.(t) ile gosterilir ve
E, = P(T,<t)

seklinde ifade edilir. Burada E, ya da F.(t), x yasindaki bir kisinin x + t

yasina ulasamama olasiliginin dagilimini gosterir.

Ozellikle antite Griinlerinde dlimden cok yasam durumuyla ilgilenilir. “x”
yasindaki bir bireyin x + t yasina kadar yasama olasiligini bir fonksiyon
halinde ifade etmek gerekirse, bu yasam fonksiyonu adini alacaktir.
Basarisizlik suresi yani gelecek yasam suresi ile ilgilenilen bireyin, t
aninda hala yasiyor olmasi olasiligi, basarisizlik sliresinin t den blylk
olmasi olasiligi ile aynidir. S, ya da S,(t) ile ifade edilen ve basarisizlik

sliresinin olasilik dagihmi olan yasam fonksiyonu;
S, =1-FE, =P(T, > t)
ile gosterilir.

Yasam fonksiyonunun iki énemli 6zelligi vardir. Birincisi, 0 anindaki bir

birey icin yasam fonksiyonu 1 dederini, w (yasanan son yas) anindaki
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bir birey icin ise yasam fonksiyonu 0 dederini alir. Bir digeri ise, yasam

fonksiyonu 0<x<w arasinda surekli ve azalan bir fonksiyondur.

T,, bir bireyin dogumdan sonraki gelecek gelecek yasam siresini ifade
eder. Bu bireyin x yasina gelmeden 6lme olasiligi P(T,< x) ile gosterilir.
"x” yasina ulastiginda ise artik gelecek gelecek yasam siresi T, ile ifade
edilecek ve 6lim yasi x+T, olmus olacaktir. Eger bu bireyin t yil icinde
o0lmesi olasiligi ile ilgilenilecekse P(T,<t) ifadesine ihtiyac duyulur. Bu
ifadeler 0 yasindaki bu bireyin x yasina ulastiktan sonra t yil iginde

o6lmesi olasiligi ile ayni anlama gelir ve su ifade ile gosterilir;
P(T,<t)=P (To<x+t | Ty>x)

Ozellikle dénemsel aniite Urinlerinin hesaplamalarinda ihtiyac duyulan

bu olasilik 6nemli bir ifadedir. Temel olasilik teorisinde kosullu olasilik,
P(A|B)=P(A n B)/P(B)

ile tanimlanir. Bu baglamda x yasindaki bir bireyin t yil icinde 6lmesi

olasihgi,

P(T,<t)= P(x<T,<x+1t)/P(Ty>x)

esitligine donisir. Dagihm fonksiyonu,
E(®)=[Fo(x + t)- Fo(x)]/ So(x)

olarak gdsterilebilir. Burada,

S, (t)=1-E,(¢t) esitligini de kullanarak,
Sx(®)=So(x +t)/ So(x)

esitligine ulasilir. Bu esitlik dogumdan x yasina kadar ve x yasindan x+t
yasina ulasma olasiliklarini yorumlamamiza imkan verir. Aktleryal

kullanimlarda yasam fonksiyonunun ifadesi,
S.()= Py ile gosterilir.
x yasindaki bir kisinin t yil icinde 6lmesi olasiligi ise,

1-5,()= .9,
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ile gbsterilir. Deterministik yaklasimda x bir tamsayi olarak ele alinir ve
yukaridaki ifade x yasindaki bir kisinin t yil icinde 6lmesi olasiligini ifade

eder.

Bu ifadeler hayat sigortalarinda ve hayat aniitelerinde tek bir birey icin
ele alinan poligelerin hesaplamalarinda kullanilir. Ayni zamanda da goklu
hayat durumlarinda da kullanilabilirler. Ilk olarak ¢oklu hayat durumlari

bireylerin yasamlarinin bagimsizligi varsayiminda incelenmistir.

Gelecek gelecek yasam sureleri T, ve T, rastlanti degiskenleri olarak
tanimlanan iki kisi ele alinacak olursa, bu iki kisinin birlesik dagilim

fonksiyonu,

Ey(s,t) =P(T; <s, T,<t)

seklinde ifade edilir. Yasam fonksiyonu ise,
Sxy(s,t) =P(T, >s, T,>t)

bicimindedir [68]. Bu tezde coklu yasam durumu iki bireyin yasamlari

ile sinirlandiriimistir.

3.2. Gelecek Yasam Siirelerinin Bagimsizligi Durumunda Coklu
Hayat Aniiteleri

Bu bdolimde dncelikle goklu yasam durumuna iliskin antite Grtnlerinde
bireyler arasi gelecek yasam sireleri arasinda bagimsizlik varsayimi ele
alinacaktir. Coklu hayat anduitelerinden birlesik tam hayat ve son
yasayan tam hayat anuitelerine iliskin birlesik yasam fonksiyonu ele
alinacak ve birlesik yasam olasiligina degdinilecektir. Coklu yasamlar bu

tezde iki birey ile sinirlandiriimistir.

3.2.1. Birlesik Yasam Durumunda Coklu Hayat Aniiitesi

Iki bireyin gelecek gelecek yasam sirelerinin tanimlandi§i birlesik
yasam fonksiyonunda ilk 6lim, iki bireyin gelecek yasam slrelerinden
kiglk olana aittir. Bu baglamda ilk 6lim durumunda coklu hayat

gelecek gelecek yasam siresi rastlanti degiskeni,

T

Xy =min(T,, Ty)
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olacaktir. Ilk &limin gerceklesmesi durumunda birlesik yasam

fonksiyonu,

Sxy =1- Fyyy = P(Ty, > t)

ile ifade edilir [1]. Ik 8limin gerceklesme zamani ile ilgilenmek ayni
zamanda her iki bireyin ayni anda yasamama olasiliklari ile ilgilenmek

anlamina gelir. Yasam ve 6lim olasiliklarinin toplaminin 1 oldugu

gercegdi 1siginda oncelikle iki kisinin t aninda halen yasiyor olma olasiligi,
¢ Py =P(Ty>t, T,> 1)

ile gosterilir. iki bireyin yasamlarinin bagimsizh§i varsayim altinda bu

esitlik,

t Py =P(T:>1) P(Ty, >t)= ( Py B,

seklinde yazilabilir. Buradan ilk 6limun t yil icinde gerceklesme olasiligi
ise,

tUy = 1-,py = P(Tyy < t) = P(min(Ty, Ty) <) = 1-( Px « Py) (3.1)
(3.1) esitligi, tek bireyler icin 6lim olasiliklarindan yararlanarak,

1Oy =1-[(1-Ux) (1-:0,)]= (O +dy - Ux Gy (3.2)
esitligi seklinde yazilir.

Anuiteler 6deme dénemleri ve O6deme zamanlarina goére cgesitlilik
gosterebilirler. Odeme dénemleri en temel anlamda belirli bir siire sonra
sona eren doénemsel anuite ve 6lim anina kadar devam eden tam hayat
aniitesi seklindedir. Odeme zamanina gére aniiteler ise dénem basi ve
dénem sonu olarak ikiye ayrnlir. Bunlara ek olarak anuitelerin
hesaplamalarinda kullanilan faiz orani deterministik ya da stokastik
olabilir. Zaman icerisinde dedismeyen faiz orani deterministik faiz
oranidir ve i asagidaki formilde deterministik olmak Uzere birlesik tam

hayat antitesinin buglnkl degeri,
A, ~—t
Ayy = Zt:l A+ pxy
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olarak hesaplanir. Bu tezde deterministik faiz orani ile birlikte stokastik,
yani bir rastlanti degiskeni olan faiz orani da kullaniimistir. Bu baglamda
odemeleri her dénem sonunda yapilan ve her iki bireyin de yasamasina

bagl olan birlesik tam hayat anditesinin bugtinki dederi,

1 pxy 2 pxy | A, pxy

axy:(1+i1) (1+i1)(1+ip) Font (1+i1)(A+iz)..(1+ia,)

seklinde hesaplanir. Burada A, = min(T,, T,) olarak ifade edilir. Bu 6deme
dizisinde x ve vy vyasindaki bireylerin sonraki yaslara ulasmasi
durumunda 6édemeler yapilmaktadir. Buradaki formilde bireylerin antite
arindnt aldiklart yastan o6demenin vyapildigi yildaki yasa ulasma

olasiliklari kullanilir. Ayni zamanda birlesik tam hayat antitesi,

1 pxy 1 pxy 1 px+].'y+l \ A,-1 pxy 1 px+Aw—1_'y+Am—l
Ayy=
XY (1+iy)  (1+ig)(14+i3) ' (1+i1)(1+i)..(1+ia,)

(3.3)

biciminde de yazilabilir. Buradaki formulde ise bireylerin bir sonraki yasa
ulastiktan sonra yine bir yil yasama olasiliklari kullanilarak hesaplama
yapilir. Coklu hayat anuitesinin net tek primini hesaplarken bu
formilden yararlanmak benzetim modelinde kolaylik saglayacadi igin

hesaplamalar (3.3) esitliginden yararlanilarak yapilmistir.

3.2.2. Son Yasayan Durumunda Coklu Hayat Aniiitesi

Son yasayan durumundaki coklu hayat andlitesinde ise, ddemeler
bireylerden yasayan en son kisinin élimine kadar devam eder. Iki
bireyin gelecek gelecek yasam sirelerinin tanimlandigi birlesik yasam
fonksiyonunda son 6lumidn gergeklesmesi, iki bireyin gelecek yasam
slrelerinden blyilk olanina aittir. Bu baglamda son 6lim durumunda

coklu hayat gelecek gelecek yasam siiresi rastlanti degiskeni,
Ty =max(Ty, T),)

seklinde gdsterilir. Son 06limun gerceklesmesi durumunda birlesik

yasam fonksiyonu,

SW :1- FW = P(T@ > t)
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seklinde ifade edilir [68]. Oncelikle iki bireyden son élimin t yil icinde
o6lme olasiligi, bireylerin t yil icinde ayri ayri 6lme olasiliklarinin

carpimidir,
th*y: th tqy

seklinde vyazilabilir. Son &6limlin gerceklesme zamani ile ilgilenmek,
yasam ve 6lim olasiliklarinin toplaminin 1 oldugu gercgegi 1siginda her iki
bireyin ayni anda yasamamasi ile ilgilenmek anlamina da gelir. Bu
durumda birlesik 6lim olasiligindan, yasam olasiligina gegis,

1- tqu =t pfy

seklinde olmus olur. Bireylerden en az birinin t yiIl boyunca yasamis

olma olasiligi,

P(Tyy, = t)=P(max(T,,T,) = t)= 11% (3.4)
olarak elde edilir. (3.4) esitliginin de yardimiyla,
tp7y=1-[(1-tpx)(1-tpy)]=tpx+tpy-tpxtpy (3'5)

ifadesine ulasilir [69]. Son 6lim gergeklesene kadar yapilacak 6demeler
herhangi bir bireyin 6ldikten sonra, yasayan bireyin 6limine kadar
siiren 6demeleri ifade eder. Oncelikle deterministik faiz orani ile son

yasayan tam hayat antitesinin net tek primi,
A, N—t
aw = Zt:l (1 + l) t pry

bicimindedir. Stokastik faiz orani kullanilmasi durumunda ise son

yasayan tam hayat anuitesi,

1 Py 2 Py | A, Py
Uy = 1tiy) T (1+i1)(1+iy) tod (1+i1)(1+i5)..(1+ia,,)

formdlG ile hesaplanir. Burada A, = max(T,,T,) bicimine doénugecektir.
(3.3) esitliginde oldugu gibi birlesik tam hayat anditesinin bir diger

formuld,
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1 px7y 1 px7y 1 px+].'y+l N A,-1 p)Ty 1 pX+Am—l'y+Aw—1

T 1) | (1+i)(1+ip) " A+ (L+ip) . (1+ia,)

(3.6)

seklinde de vyazilabilir. Son yasayan tam hayat anduitesinin net tek
primini hesaplamak icin benzetim modelinde (3.6) esitliginden

yararlaniimistir.

3.3. Gelecek Yasam Siirelerinin Bagimhiligi Durumunda Coklu
Hayat Aniiteleri

Simdiye kadar anlatilan hesaplamalar iki bireyin rastlanti degiskeni olan
gelecek gelecek yasam surelerinin bagimsizligi varsayimi altindadir.
Fakat gercek yasamda ortak sosyal hayati paylasan bireylerin
yasamlarinin bagimsiz olmalari durumu gok gulgtlr. Bu bdélimde Frank

kopula fonksiyonu ile bagimli birlesik yasam olasiliklari anlatilacaktir.

3.3.1. Birlesik Hayat Aniiitesinin Kopula Fonksiyonu Yardimiyla
Hesaplanmasi

Birlesik hayat anditesinde bireylerden her ikisinin de t yil yasama

olasiligi b, olarak tanmlanir. Bu ifade P[U>u,V>V] olasiligi ile

tanimlanir. Yasam slrelerinin bagimhligi durumunda ise ayni olasilik

tanimina sahip yasam kopulasi (2.2) esitliginde,
Cuv)=u+v—-1+C(1-ul-v)

olarak gdsterilmistir. Burada yasam olasiliklari ile bu fonksiyon.
Py = t Pt P, -1+ C(,q,,.0y)

halini alir [70]. Bu esitlik birlesik hayat anditesinin net tek primi
hesaplanirken bagimlilik durumunda kullanilacak ciftlerden her ikisinin t

yil yasama olasiligini ifade eder.

3.3.2. Son Yasayan Anilitesinin Kopula Fonksiyonu Yardimiyla
Hesaplanmasi

Son yasayan durumunda bireylerden en az birinin hayatta olma olasiligi

olan  p.=1-.0;, ile ifade edilir. Yasam slrelerinin bagimlihigi durumunda
ise burada ihtiyacimiz olan birlesik dagiim fonksiyonu (2.1) esitliginden,

H(x,y)= C(F(x),G(¥))
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olarak elde edilmistir. Olim olasiliklari cinsinden bu fonksiyon,
Py = 1- C(th'tqy)

seklinde ifade edilir [70]. Bu esitlik son yasayan anuitesinin net tek
primi hesaplanirken bagimhlik durumunda kullanilacak ciftlerden en az

birinin t yiIl yasama olasiligini ifade eder.
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4. BENZETIM YONTEMI ILE COKLU HAYAT
ANUITELERININ NET TEK PRIMININ HESAPLANMASI

Bu boélimde Monte Carlo benzetim yontemi kullanilarak, coklu hayat
anuitelerinden birlesik hayat ve son yasayan anuitelerinin aktlieryal net
tek primleri, stokastik reel getiri orani ve uzun émdurlilik riskinin dahil
edilerek hazirlandigi hayat anditant tablosu yardimiyla, gelecek yasam
stirelerinin bagimsizligi ve bagimhligi durumu dahilinde hesaplanmistir.
Matlab R2017 programi ile hesaplanan degerler, benzetim 1 milyon kez

tekrarlanarak elde edilmistir.

4.1. Hesaplamalarda Kullanilacak Parametreler

4.1.1. Getiri Orani1 Modeli

Oncelikle hesaplamalarda kullanilacak stokastik faiz orani modeli icin
parametreler AR(1) modeli ile tahmin edilecektir. Hesaplamalarin
Tarkiye verisine uygun olabilmesi adina gegmis yillara ait faiz orani igin
TUIK’ten elde edilen reel getiri oranlar kullanilmistir. Burada reel getiri
orani olarak 2005-2018 yillar arasinda devlet i¢ borglanma senetlerinin
(DIBS), dolar ve hisse senetlerinin reel getirileri kullanilmistir. Sekil

4.1.'de reel getiri oranlarinin degisimi gosterilmistir.

Getiri Oranlari (%)
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Sekil 4.1. Reel Getiri Oranlari
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Stokastik reel getiri oranlari modellenirken Cizelge 4.1.’de verilen
oranlar kullanilarak dtstk riskli ve ylksek riskli yatinm portféyleri
olusturulmustur. Daha sonra tim hesaplamalar, dlsuk riskli getiri orani
ve ylUksek riskli getiri orani igin iki farkh sekilde sunulmustur. Bu
oranlarin belirlenmesine Hazine Mistesarligi'nin 2015 yilinda yayinlamis
oldugu Turkiye'de Sigortacilik ve Bireysel Emeklilik Faaliyetleri Hakkinda

Raporu incelenerek yaklasik olarak karar verilmistir.

Cizelge 4.1. Varliklarin Portféylere Dagilim Orani

Portféyler DIBS Dolar Hisse Senedi
Disik Riskli 0,80 0,15 0,05
Yiksek Riskli 0,4 0,2 0,4

Cizelge 4.1.'de verilen oranlar ile hesaplanan dustk riskli ve yuksek
riskli reel getiri oranlari Sekil 4.2.'de go6sterilmistir. Sekil 4.2.de
gorilecegi Uzere, dlsik riskli reel getiri oranlarinda oynaklik, ylksek

riskli getiri oranlarina gére daha dusuktdr.

Disuk ve Yiiksek Riskli Reel Getiri Oranlari (%)
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Sekil 4.2. Disuk ve Yiksek Riskli Reel Getiri Oranlari

Daha sonra AR(1) modeline uydugu varsayilan bu veri seti, gelecekteki
getiri oranlarini tahmin etmede kullaniimistir. Dlstk ve ylUksek riskli
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reel getiri oranlarinin AR(1) modeli ile tahmin edilen parametreleri

Cizelge 4.2.'de verilmigtir.

Cizelge 4.2. Disiik ve Yiiksek Riskli Reel Getiriler Icin AR(1) Modelinin Parametreleri

Parametreler Duslik Riskli Portféy Yiksek Riskli Portféy
u 0,040128 0,066541
@ -0,001455 0,002988
o 0,063793 0,151281

AR(1) modelinin parametreleri benzetim modeline dahil edilerek her
donem icin, bir oOnceki reel getiriye bagli olarak bir reel getiri
Uretilmistir. Uretilen bu getiri oranlari o benzetim igin tiim uriinlerde
kullanilmistir. Benzetim algoritmasi her benzetim igin farkl reel getiri
serisi Uretmek Uzerine kurulmustur. Deterministik reel getiri oranlari,
dusuk riskli ve yilksek riskli portféylerin AR(1) modeli ile tahmin edilen

ortalamalari olarak kabul edilmistir.

4.1.2. Uzun Omiirliililk Modeli

Coklu hayat anditeleri icin net tek primler hesaplanirken bir diger ihtiyag
duyulan parametre yasam olasiliklaridir. Uzun émarlalik riskini iceren
dinamik hayat tablolarindan elde edilen 6lim oranlari, hayatta kalma
oranlarina doénustlrulerek hesaplamalarda kullaniimistir. Ayrica hayat
tablosundan bireylerin yagslar itibariyle yasama olasiliklari her gecgen yil
dedismeden kullanilarak uzun ©6mdurlilik riskini icermeyen hayat
anuitelerinin net tek primleri de hesaplanarak karsilastirma yapilmistir.
Uzun omauarlalik riskini iceren hayat tablosundan alinan yasam
olasiliklari bundan bdyle dinamik, yine bu hayat tablosundan alinan
fakat yillara ve yaslara gore degismeyen yasam olasiliklari ise statik
olarak adlandirilacaktir. “"Tlrkiye Sigortali ve Anlitant Hayat Tablolarinin
Olusturulmasi ve Projeksiyonlari” projesi ile elde edilen hayat
tablosunda 6lum olasiliklari 2035 yilina kadar tahmin edilmistir. Bu
tezde ilerleyen yillar icin 6lim olasiliklart 2035 yil icin gecerli olan dlim

olasiliklari olarak kabul edilmistir. Statik durum icin ise, her yila gére
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degismeyen, tablonun 2018 yili icin hazirlanan situnundaki olasiliklar
kullanilmistir. Degisken durumlar icin elde edilen statik ve dinamik coklu

yasam olasiliklarinin birikimli degerleri Sekil 4.3.te gosterilmistir.
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Sekil 4.3. Birikimli Coklu Yasam Olasiliklarn

Sekil 4.3.te birlesik yasam ve son yasayan durumundaki ¢oklu yasam
olasiliklarinin birikimli durumu goésterilmistir. Burada erkek ve kadin igin
baslangic yasi 65, son yasanan yas ise 120°dir. Uzun omurlGlagin
yasam olasiliklar Uzerindeki arttirici etkisi, statik yasam olasiliklarinin
hem birlesik hem de son yasayan durumunda daha az olmasiyla agikga
gorilebilir.  Bagimlihk varsayimi ise iki anlite c¢esidini farkl
etkilemektedir. Birlesik yasam durumu igin bagdimh yasam olasiligi
badimsiz yasam olasiligindan daha blylk seyretmektedir. Bunun nedeni
pozitif bagimhlik durumunda bireylerin yasamasi durumu, birlikte yasam
olasiligini arttirir. Son yasayan durumunda ise bu tam tersi bir sonug
verir. Son yasayan durumunda bagimli yasam olasiligi bagimsiz yasam
olasiligindan daha kiglk seyretmektedir. Bunun nedeni ise pozitif
bagimlilk durumunda bireylerden birinin 6lmesi durumu, bireylerden
digerinin yasam olasiigini disirmekte ve bu ihtimal birlikte yasam

olasiligini azaltmaktadir.
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4.1.3. Kopula Bagimhhk Modeli

Coklu yasam antitelerinin net tek primlerinin hesaplamasinda Frank
Kopula bagimliik modeli sirece dahil edilerek incelenmistir. Kopula
fonksiyonlarinda yasam veya dagilim fonksiyonlari kullanilabilmektedir.
Bu tezde Frank Kopula icin dagilim fonksiyonu modele dahil edilerek
bagimh durumda anditelerin net tek primleri hesaplanacak ve
bagimhligin olmadigi durum ile karsilastirilacaktir. Bagimhlik modelinin
alfa parametresi igin literatirde sik kullanilan veri setine ait parametre
kullanilacaktir. Bu parametre icin Frees vd.’nin [10] calismasindan
yararlanilmistir.  Frank kopula icin bagimlihgr ifade eden alfa
parametresi: 3,367 olarak alinmistir. Bu ifade esler arasinda pozitif

bagimhlik oldugunu ifade eder.

Ozetle; ilk olarak uzun ©6mdarlilik riski acisindan goklu hayat
anditelerinden birlesik hayat ve son yasayan anuitesi icin gelecek
gelecek yasam sirelerinin bagimh ve bagimsiz oldugu net tek primler
hesaplanacaktir. Bagimlilik ve bagimsizlik varsayimlari altinda ise
stokastik ve deterministik getiri oranlan kullanilarak net tek primler
hesaplanacak ve karsilastirilacaktir. Bu sayede bagimlilik ve bagimsizlik
durumunda hesaplanan net tek primler igin hem kendi arasinda hem de

karsihikh karsilastirma yapilabilecektir.

Son bélimde de dinamik ve statik durumda hesaplanan net tek primler
ayni Urun igin karsilastirilacak ve bodylelikle hesaplanan net tek primler

arasinda uzun omdarltlagan etkisi gorilebilecektir.

4.2. Uzun Omiirliiliik Riski ile Hesaplanan Net Tek Primler

Bu bélimde es olduklari varsayilan 65 yasinda bir erkek ve 65 yasinda
bir kadin igin deterministik ve stokastik yasam olasiliklari ile 6demeleri 1
birim ve dénem sonu yapilan c¢oklu tam hayat anuitelerinin net tek
primleri uzun omurlaldk riski dahilinde hesaplanmistir. Bu net tek
primler gelecek gelecek yasam surelerinin badimsiziigi ve bagimhligi

varsayim altinda hesaplanarak karsilastirilmistir.
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4.2.1. Birlesik Tam Hayat Aniiitesi icin Net Tek Primler
Oncelikle birlesik yasam tam hayat aniitesinin dinamik durumdaki net

tek primleri Cizelge 4.3.’de goésterilmistir.

Cizelge 4.3. Birlesik Tam Hayat Aniitesinin Uzun Omirlilik Riski Altinda Net Tek
Primi

NTP Bagimsiz Durum Bagimli Durum

Dustk Yiksek Duisik Yiksek Dusik Yiksek Disuk Yiksek

Riskli Riskli Ort. Ort. Riskli Riskli Ort. Ort.
Getiri Getiri Getiri Getiri
BD 12,4903 11,5924 12,0301 9,5489 12,6058 11,6898 12,1366 9,6098

Std.Sp  5,6158 6,8775 4,8643 3,3931 5,6744 6,9434 4,9088 3,4081

Birlesik tam hayat anditesinin gelecek gelecek yasam sulrelerinin
bagimsizligi durumunda stokastik getiri oranlarindan dusik riskli getiri
oranlari ile hesaplanan net tek prim 12,4903 iken, ylksek riskli getiri
oranlari ile hesaplanan net tek prim 11,5924 olarak bulunmustur. Getiri
oraninin deterministik olmasi durumunda ise dustk riskli ortalama getiri
ile hesaplanan net tek prim 12,0301 iken, yuUksek riskli ortalama getiri
ile hesaplanan net tek prim 9,5489'dur. Gelecek gelecek yasam
sUrelerinin bagimhligi varsayimi altinda ise anditenin net tek primi
stokastik getiri oranlari disuk riskli durumda 12,6058 iken ylksek riskli
durumda 11,6898 olarak hesaplanmigtir. Deterministik  getiri
oranlarindan dusuk riskli ortalama getiri ile hesaplanan net tek prim
12,1366 iken, yuksek riskli ortalama getiri orani ile hesaplanan net tek

prim 9,6098 olarak bulunmustur.

Anuitelerin hesaplanmasi, 06demelerin gergeklesmesi durumunda,
odemenin gergeklestigi donemlerdeki getiri oranlari kullanilarak iskonto
edilmesi seklindedir. Getiri oraninin artmasi da bu baglamda anuitenin
net tek priminin azalmasina yol acar. Yuksek riskli portféyln ortalama
getiri oraninin daha ylksek olmasi, aniitenin net tek priminin daha
disik olmasi ile sonucglanir. Cizelge 4.3.'de goruldigu Uzere, hangi

getiri oranlari kullaniirsa kullanilsin  bagimlihk varsayimi altinda
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hesaplanan net tek primler, bagimsizlik varsayimi altinda hesaplanan
net tek primlerden yiksek cikmistir. Bunun nedeni, pozitif bagimhlik
durumunda bireylerden biri yasadikca diderinin yasam olasiigi da
artmaktadir. Buna ek olarak stokastik getiri oranlarn kullanilarak elde
edilen net tek primler, deterministik getiri oranlan kullanilarak elde
edilen net tek primlerden vylksek cikmistir. Getiri oranlarinin
degiskenligi gercegi gbz 6nine alinmadiginda, sirketler antitenin net tek

primlerini eksik hesaplama riskiyle karsi karsiya kalabilirler.

4.2.2. Son Yasayan Tam Hayat Aniiitesi i¢cin Net Tek Primler
Son yasayan tam hayat anditesinin dinamik durumdaki net tek primleri

Cizelge 4.4.'te gbsterilmistir.

Cizelge 4.4. Son Yasayan Tam Hayat Aniitesinin Uzun Omirlilik Riski Altinda Net
Tek Primi

NTP Bagimsiz Durum Bagimli Durum

Dustk Yiksek Duisik Yliksek Dusik Yliksek Disuk Yiksek

Riskli Riskli Ort. Ort. Riskli Riskli Ort. Ort.
Getiri Getiri Getiri Getiri
BD 21,4877 18,9656 20,1813 13,9829 | 20,3199 18,0912 19,1694 13,5765

Std.Sp 4,6927 9,7207  1,5815  0,7052 | 4,6428  9,1130 2,1194  1,0479

Dinamik yasam olasiliklari ile son yasayan tam hayat anduitesinin
gelecek gelecek yasam surelerinin bagimsizhigi durumunda stokastik
getiri oranlarindan dusuk riskli getiri oranlari ile hesaplanan net tek prim
21,4877 iken, yuksek riskli getiri oranlari ile hesaplanan net tek prim ise
18,9656 olarak bulunmustur. Getiri oraninin deterministik olmasi
durumunda ise dustk riskli ortalama getiri ile net tek prim 20,1813
iken, vyuUksek riskli ortalama getiri ile hesaplanan net tek prim
13,9829'dur. Gelecek gelecek yasam sirelerinin bagimhligi varsayimi
altinda ise aniitenin net tek primi stokastik getiri oranlar dustk riskli
durumda 20,3199 iken vyuksek riskli durumda 18,0912 olarak

hesaplanmistir. Deterministik getiri oranlarindan dusuUk riskli ortalama
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getiri ile hesaplanan net tek prim 19,1694 iken, yuksek riskli ortalama

getiri orani ile hesaplanan net tek prim 13,5765 olarak bulunmustur.

Cizelge 4.4.'de gorildiga dzere, hangi getiri oranlarn kullanilirsa
kullanilsin bagimhlik varsayimi altinda hesaplanan net tek primler,
bagimsizlik varsayimi altinda hesaplanan net tek primlerden dlsik
bulunmustur. Bunun nedeni, pozitif bagimlihk durumunda bireylerden
biri 6ldiginde digerinin yasam olasihidinin da azalmasidir. Stokastik
getiri oranlarn ile hesaplanan net tek primler, deterministik getiri
oranlari ile hesaplanan net tek primlerden daha yuksektir. Son yasayan
durumunda tam hayat anduitesinin net tek primleri de stokastik getiri
orani kullanildiyinda daha disiik sonuglar vermistir. Ozellikle bu fark
getiri oranlarindan yiksek riskli portfoy kullanildiginda daha belirgin bir

hal alir.

4.3. Uzun Omiirliiliikk Riski Olmadan Hesaplanan Net Tek Primler
Bu bdélimde es olduklari varsayilan 65 yasinda bir erkek ve 65 yasinda

bir kadin igin deterministik ve stokastik yasam olasiliklari ile 6demeleri 1
birim ve dénem sonu yapilan ¢oklu tam hayat anuitelerinin net tek
primleri uzun Omarlulik riski olmadan hesaplanmistir. Bu net tek
primler gelecek gelecek yasam silrelerinin badimsizligi ve bagimhligi

varsayim altinda hesaplanarak karsilastiriimistir.

4.3.1. Birlesik Tam Hayat Aniiitesi igin Net Tek Primler
Oncelikle birlesik yasam tam hayat aniitesinin statik durumdaki net tek

primleri Cizelge 4.5.’de g0Osterilmistir.

Cizelge 4.5. Birlesik Tam Hayat Aniitesinin Uzun Omdrliliik Riski Olmadan Net Tek
Primi

NTP Bagimsiz Durum Bagimli Durum

Dusuk Yiksek Dusuk Yuksek Dusuk Yiksek Dusuk Yiksek

Riskli Riskli Ort. Ort. Riskli Riskli Ort. Ort.
Getiri Getiri Getiri Getiri
BD 12,1087 11,2588 11,6773 9,3387 12,2254 11,3646 11,7831 9,3980

Std.Sp  5,4533 6,6202 4,7444 3,3371 5,5341 6,7368 4,8060 3,3650
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Birlesik tam hayat anduitesinin gelecek gelecek yasam slrelerinin
bagimsizligi durumunda stokastik getiri oranlarindan distk riskli getiri
oranlari ile hesaplanan net tek prim 12,1087 iken, yuksek riskli getiri
oranlari ile hesaplanan net tek prim 11,2588 olarak bulunmustur. Getiri
oraninin deterministik olmasi durumunda ise disuk riskli ortalama getiri
ile net tek prim 11,6773 iken, yuksek riskli ortalama getiri ile
hesaplanan net tek prim 9,3387'dir. Gelecek gelecek yasam sirelerinin
bagimlihdr varsayimi altinda ise anditenin net tek primi stokastik getiri
oranlart dusuk riskli durumda 12,2254 iken yuksek riskli durumda
11,3646 olarak hesaplanmistir. Deterministik getiri oranlarindan dusuk
riskli ortalama getiri ile hesaplanan net tek prim 11,7831 iken, ylksek
riskli getiri orani ile hesaplanan net tek prim 9,3980 olarak

bulunmustur.

Cizelge 4.5.’e gore statik durum dahilinde bagimsizlik varsayimi altinda
da bagimhlik varsayim altinda da getiri oranlari arttikca net tek prim
degerinin disecegi aciktir. Stokastik getiri oranlari ile hesaplanan net
tek primlerin, deterministik getiri oranlari ile hesaplanan net tek
primlerden daha yiksek oldugu aciktir. Uzun omdurltlik riski olmasa
dahi bagimhlik durumunda birlikte yasam olasiligi artacadi icin, andiite

degerleri daha yiksek bulunmustur.

4.3.2. Son Yasayan Tam Hayat Aniiitesi icin Net Tek Primler
Son yasayan tam hayat anditesinin statik durumdaki net tek primleri

Cizelge 4.6.'da go6sterilmigtir.

Cizelge 4.6. Son Yasayan Tam Hayat Antitesinin Uzun Omiirliilik Riski Olmadan Net
Tek Primi

NTP Bagimsiz Durum Bagimli Durum

Dusuk Yiksek Dusuk Yiksek Dusuk Yiksek Dusuk Yiksek

Riskli Riskli Ort. Ort. Riskli Riskli Ort. Ort.
Getiri Getiri Getiri Getiri
BD 21,1986 18,7558 19,9348 13,8911 | 19,9535 17,8103 18,8482 13,4400

Std.Sp  4,6501 9,5561 1,6799 0,7636 4,6287 8,9152 2,2487 1,1324
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Cizelge 4.6.'ya gore statik yasam olasiliklari ile son yasayan tam hayat
anlitesinin gelecek gelecek yasam sirelerinin bagimsizligi durumunda
stokastik getiri oranlarindan dustk riskli getiri oranlari ile hesaplanan
net tek prim 21,1986 iken, yuksek riskli getiri oranlari ile hesaplanan
net tek prim 18,7558 olarak bulunmustur. Getiri oraninin deterministik
olmasi durumunda ise dusuk riskli ortalama getiri ile net tek prim
19,9348 iken, yuksek riskli ortalama getiri ile hesaplanan net tek prim
13,8911'dir. Gelecek gelecek yasam sirelerinin bagimlihigr varsayimi
altinda ise anuitenin net tek primi stokastik getiri oranlar dustk riskli
durumda 19,9535 iken vyuksek riskli durumda 17,8103 olarak
hesaplanmistir. Deterministik getiri oranlarindan disuk riskli ortalama
getiri ile hesaplanan net tek prim 18,8482 iken, ylksek riskli getiri orani
ile hesaplanan net tek prim 13,44 olarak bulunmustur. Diger coklu
yasam anduitelerinde oldugu gibi getiri orani arttikca anlite net tek
priminin dederi dismektedir. Bagimhlik durumunda ise bireylerden biri
oldiiginde diger bireyin yasam olasiligi dlisecedinden antitenin net tek

primi dismektedir.

BOlUim 4.4.'te ise uzun dmurltligin etkisini 6lgmek igin birlesik ve son
yasayan anuitelerinin dinamik ve statik durumlarda hesaplanan net tek

primler karsilastirilacaktir.

4.4. Uzun Omiirliliik Riskinin Net Tek Primlere Etkisi

Bu bdlimde uzun émuarlalik riskinin antitelerin net tek primlerinde nasil
bir etki yarattigini gérmek adina birlesik ve son yasayan anditeleri igin
stokastik ve deterministik getiri oranlari ile gelecek gelecek yasam
slrelerinin bagimsizligi ve bagimhligi varsayimi altinda hesaplanan net
tek primler karsilastirilacak ve yorumlanacaktir. Karsilagstirmada dinamik
durum igin hesaplanan net tek primin statik durumda hesaplanan net

tek prime orani kullanilacaktir.
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4.4.1. Uzun Omiirliiliik Riskinin Birlesik Tam Hayat Aniiitesinin
Net Tek Primlerine Etkisi

Cizelge 4.7. birlesik tam hayat andiitesinin statik ve dinamik durumda

hesaplanan net tek primleri ve oranlarini géstermektedir.

Cizelge 4.7. Birlesik Tam Hayat Antitesinin Statik ve Dinamik Durumda Hesaplanan
Net Tek Primleri

Dinamik Statik

Oran
0,
BD Std.Sp. BD Std.Sp. (BD)(%)
Dusiik 12,4903 15,6158 12,1087 5,4533 3,1515
N Stokastik
g Yiiksek 11,5924 6,8775 11,2588 6,6202 2,9630
~
’2 Dusiik 12,0301 4,8643 11,6773 4,7444 3,0212
«Q Deterministik
Yiiksek 9,5489 3,3931 9,3387 3,3371 2,2508
Dusiik 12,6058 5,6744 12,2254 5,5341 3,1116
_ Stokastik
§ Yiiksek 11,6898 6,9434 11,3646 6,7368 2,8615
~
0
;5 Dusiik 12,1366 4,9088 11,7831 4,806 3,0001

Deterministik
Yiiksek 9,6098 3,4081 9,398 3,365 2,2537

Cizelge 4.7.'de gorildiga Uzere dinamik durumda hesaplanan net tek
primler birlesik tam hayat anuitesi igin statik durumda hesaplanan net
tek primlere gore daha yuksek bulunmustur. Dinamik durumda 6lim
olasiliklarinin yillara gore azalmasi s6z konusu oldugunda, bu sonug

beklenen bir durum olmaktadir.

Uzun oOmdarltaligan etkisini 6lgmek adina yapilan oranlamanin
sonuglarina goére birlesik yasam tam hayat andiitesinde etkinin %2-%3
civarlarinda oldugu sdéylenebilir. Bunun anlami birlesik hayat tam
anuitesinde uzun 6muarlulik riski, antitenin net tek primlerini bu oranlar
dahilinde arttirdigidir.  Stokastik  getiri  oranlari  ile  yapilan
hesaplamalarda NTP oranlarinin daha yiksek oldugu goéralar. Bagimlihk
varsayimi ise bagimsizlik varsayimina gore daha dislk sonuglar

vermistir.
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4.4.2. Uzun Omiirliiliik Riskinin Son Yasayan Tam Hayat
Aniiitesinin Net Tek Primlerine Etkisi

Cizelge 4.8. de son yasayan tam hayat anditesinin statik ve dinamik

durumda hesaplanan net tek primleri ve oranlarini géstermektedir.

Cizelge 4.8. Son Yasayan Tam Hayat Anuitesinin Statik ve Dinamik Durumda
Hesaplanan Net Tek Primleri

Dinamik Statik

Oran
0,
BD Std.Sp. BD Std.Sp. (BD)(%)
Diistik 21,4877 4,6927 21,1986 4,6501 1,3638
N Stokastik
g Yiiksek 18,9656 9,7207 18,7558 9,5561 1,1186
~
’2 Dusiik 20,1813 11,5815 19,9348 1,6799 1,2365
«Q Deterministik
Yiiksek 13,9829 0,7052 13,8911 0,7636 0,6609
Dusiik 20,3199 4,6428 19,9535 4,6287 1,8363
_ Stokastik
§ Yiiksek 18,0912 9,113 17,8103 8,9152 1,5772
~
0
§§ Dusiik 19,1694 2,1194 18,8482 2,2487 1,7041

Deterministik
Yiiksek 13,5765 11,0479 13,44 1,1324 1,0156

Cizelge 4.8.'de gorildigl Uzere dinamik durumda hesaplanan net tek
primler son yasayan tam hayat anuitesi igin statik durumda hesaplanan
net tek primlere gbére daha yuUksek bulunmustur. Dinamik durumda
O6lim olasiliklarinin yillara gére azalmasi nedeniyle bu sonug¢ beklenen

bir durum olmaktadir.

Uzun oOmdarltaligan etkisini 6lgmek adina yapilan oranlamanin
sonuglarina gbére son yasayan tam hayat anlitesinde etkinin ise %1
civarlarinda oldugu soylenebilir. Stokastik getiri oranlari ile yapilan
hesaplamalarda bu oranlarin daha ylksek oldugu goérilir. Bagimhhk
varsayimi ise badimsizlik varsayimina goére daha disik sonuglar

vermistir.

Son yasayan tam hayat antitesinde uzun 6murlGligin etkisi birlesik
tam hayat anuitesine gére daha dusuktir. Bunun nedeni birlesik yasam

durumunda bireylerden biri 6ldiginde 6demelerin bitmesi ile son
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6demenin yapilacagi zamanin son yasayan anlitesine gore daha kisa

olmasidir. Odeme siiresi uzadikga uzun émurliligin etkisi azalmistir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada c¢oklu hayat antlitelerinden birlesik yasam ve son yasayan
anuiteleri icin net tek primler hesaplanmistir. Getiri oranlari ve uzun
omarlalik riski icin Turkiye'ye 6zgu yaklasim kullanilirken, Frank kopula
fonksiyonu ile hesaplanan bagimli yasam olasiliklari icin pozitif bagimlilik

parametresi Frees vd.'nin [10] calismasindan alinmistir.

Net tek primler hesaplanirken getiri oranlan icin farkli durumlar goéz
onune alinmistir. Bu durumlardan biri getiri oranlarinin stokastik ve
deterministik olmasi durumudur. Stokastik getiri oranlari kosullu AR(1)
suireci ile modellenmistir. Oncelikle TUIK'ten alinan DIBS, dolar ve hisse
senetlerinin reel getirileri belirli oranlar yardimiyla adirliklandirilarak
dusuk riskli ve yuksek riskli portféyler elde edilmistir. Elde edilen dlsitk
riskli ve yuksek riskli reel getiri oranlar serilerinin kosullu AR(1) stlreci
ile parametreleri tahmin edilmistir. Duslk riskli ve yuksek riskli
portféylerin ortalama reel getiri oranlari, deterministik getiri orani olarak
kullanilmistir. Reel getirilerin stokastik olmasi durumunda hesaplanan
net tek primlerin, deterministik olmasi durumunda hesaplanan net tek
primlerden daha vylksek oldugu gortlmuistir. Getiri oraninin tim
donemler boyunca dedismeyecedi varsayimi, aniitelerin net tek primi

hesaplamasinda eksik sonuglar verme riskini tasir.

Bu calismada gelecek gelecek yasam sirelerinin bagimhhigi ve
bagimsizhdr durumlari da incelenmistir. Frank kopula fonksiyonu
yardimiyla hesaplanan bagimh durumlarda coklu hayat antiteleri farkl
sonuglar vermektedir. Pozitif bagimliik iceren birlesik tam hayat
durumunda bireylerin birinin yasamasi diger bireyin yasam olasiligini
uzatmaktadir. Son yasayan durumunda ise bireylerden biri 6ldiginde
diger bireyin yasama olasiligi azalir. Gelecek gelecek yasam sirelerinin
bagimhligi durumunda birlesik tam hayat anditesinin net tek primi
bagimsizlik durumuna goére daha yiksek iken, son yasayan anuitesinin
bagimliik durumunda net tek primi badimsizlik durumuna goére daha

dusutk sonuglar verir.
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Bu tezdeki model yukarida sayilan 6zelliklerinin yaninda uzun émurltlik
riski dahilinde de incelenmistir. Bu tezde kullanilan uzun émurlGlik riski
géz o6nune alinarak hazirlanan "“Tidrkiye Sigortali ve Andiitant Hayat
Tablolarinin Olusturulmasi ve Projeksiyonlari” projesinden elde edilen
hayat tablosundaki 6lim olasiliklari her yasa ve yillara gbére 6zeldir ve
degiskenlik gosterir. Beklenen gelecek yasam stresinin arttigi diistincesi
ile 61im oranlarinin her gegen yil azalacagl sonucu éngoérulidr. Bu yasam
olasiliklari ile hesaplanan tam hayat anuitelerinin net tek primlerinin,
uzun omuarlaltk riskini icermeyen yasam olasiliklari ile hesaplanan net
tek primlere gore daha yiksek sonuclar verdigi gortlmustir. Dinamik
yasam olasiliklarinin birlesik hayat ve son yasayan antlitesi Uzerindeki
etkisi farkli olmustur. Odeme dénemi daha uzun olan son yasayan
aniitesinde bu etki %1 civarinda iken, birlesik hayat anuitesinde bu etki
%2-%3 civarindadir. Bu oranlar disik gibi goériinse de, 6rnedin son
yasayan anditesi icin %2-%3 oraninda eksik alinacak primin planlanan
kar Uzerindeki olumsuz etkisi daha buylk bir orana karsilik gelecektir.
Antitelerin net tek primlerinin yaninda hesaplanan standart sapmalar
ozellikle stokastik faiz orani kullanildiginda sigorta sirketleri agisindan

net tek primlerin daha saglkli yorumlanmasini saglayacaktir.

Sigorta sirketlerinin 6zellikle uzun donem hesaplamalarinda kullandigi
varsayimlar ve parametreler gercede yakin olmalidir. Gergeklikten uzak
varsayimlar hatali/eksik fiyatlandirmaya, gereginden fazla/az rezerv
tutmaya neden olabilecektir. Anuitelerin net tek primini hesaplamada
kullanilan parametreler ve varsayimlarin etkisinin 0lglldigd bu

calismanin sigorta sirketlerine yararh olacagina inanilmaktadir.
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