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0z
Bireylerin okul, sehir vb. birimlerde kiimelendigi hiyerarsik veri yapilar egitim ve
davranis bilimlerinde oldukg¢a yaygindir. Genis 6lgekli sinavlarda hiyerarsik verilerle
calismak kacginilmazdir. Bu kosullarda geleneksel regresyon yerine hiyerarsik
dogrusal modellerin kullaniimasi daha etkili olmaktadir. Ancak bu modeller, bagiml
degiskenin gozlenebilen oldugu durumlar igin uygundur. Dolayisiyla, 6grenci
basarisi gibi gizil bagimh degiskenlerin varliginda ¢ok dlzeyli madde tepki
modellerinin (CDMTM) kullaniimasi daha etkilidir. Geleneksel CDMTM, diger
hiyerarsik modellerde oldugu gibi grup i¢i varyanslarin homojen oldugunu
varsaymaktadir. Ancak her bir okulun veya sinifin es yetenek varyansina sahip
olmasi, karsilanmasi zor bir varsayimdir. Ote yandan, okullarin es varyansa sahip
olmamasi bir varsayim ihlalinden ziyade, okul etkililigi agisindan 6nemli bir bilgi
kaynagi olarak gorulmelidir. Bu galismada CDMTM, her grup igin ayri bir varyans
bileseni kestirecek sekilde yeniden modellenmistir. Modelin parametre kestirimleri
Bayes yaklasimiyla gergeklestiriimis, degisen grup i¢i heterojenlik kosullarindaki
parametre kestirim performansi simulasyon c¢alismasi ile incelenmistir.
Simllasyonun ardindan, onerilen ve geleneksel model 2009 OBBS (Ogrenci
Basarilarinin Belirlenmesi Sinavi) Turkge testi verilerine uygulanmistir. Her iki
modelin gercek veriye uyumlari ve parametre kestirimleri karsilastirilmis, ayrica okul
ici varyanslar onerilen model ile kosullu olarak modellenmigtir. Simulasyon
sonucunda, parametre kestirimlerinin en iyi orta heterojenlik duzeyinde
gercgeklestirildigi; yiksek heterojenlik duzeyinde ise kabul edilebilir bir performansia
kestirim yapilabildigi gorulmuagtar. Dusuk heterojenlik duzeyinde ozellikle ug
degerlerdeki okul i¢i varyanslarin ve varyanslarin varyans parametresinin kestirimi
yeterince etkili olmamistir. Ancak diger parametrelerin kestirimlerinde belirgin bir
sorun gozlenmemistir. Dolayisiyla, grup i¢i varyans kestirimlerinin birbirlerine
oldukca yakin olmasi halinde geleneksel CDMTM’nin tercih edilebilecedi
Onerilmistir. Gergek veri analizleri sonucunda, énerilen modelin veriye geleneksel
CDMTM’den daha iyi uyum sagladigi gérulmastir. Kosullu varyans modelinin
analizi sonucunda, sinavla 6grenci alan liselerdeki okul ici yetenek dagilimlarinin,
genel liselerdeki dagilimlardan daha disuk varyansa sahip oldugu sonucuna

ulasilmigtir. Ayrica, sinavla alim yapan okullarin dusuk degiskenlik ile beraber daha



yuksek yetenek parametrelerine sahip olduklari, dolayisiyla okul etkililigi

bakimindan genel liselere gore daha iyi olduklari belirlenmistir.

Anahtar sozcukler: hiyerarsik modeller, ok dlizeyli madde tepki modelleri, grup igi

varyans heterojenligi, Bayes yaklasimi, okul etkililigi



Abstract

In educational and behavioral sciences, it is very common to work with hierarchical
data structures where individuals are nested in upper-level units such as schools,
neighborhoods etc. Hierarchical data are even inevitable in large-scale
assessments. Employing hierarchal linear models would be more efficient in such
multilevel data conditions. However, this model family is appropriate only if the
dependent variable is manifest. Thus, it would be more efficient to employ multilevel
item response models (MIRMs), if the relevant variable is latent like “ability levels of
examinees”. Conventional MIRMs assume homogeneity of within-group variances,
just as conventional multilevel models in general. Nonetheless, assuming a constant
variance for ability distributions of different classes or schools does not sound
realistic. Moreover, heterogeneity of within-group variances should be regarded as
an important source of information for school effectiveness studies rather than a
violation of a model assumption. In this study, three-level conventional MIRM was
re-modeled in order to estimate unigue within-group variances. Bayesian approach
was adopted for estimation, and parameter recovery was evaluated under varying
levels of within-group heterogeneity through a simulation study. The proposed
model and its conventional counterpart then were applied to a real dataset that were
obtained from 2009 Turkish test of the Student Achievement Determination Exam
administered in Turkey. Model-data fits, as well as, parameter estimates were
compared across models. Lastly, conditional extension of the proposed model was
applied to the data in order to explain possible sources of within-group variance
heterogeneity. Depending on results of the simulation study, it was concluded that
the proposed model’'s parameter estimation was mostly efficient under moderate
level heterogeneity, while it was acceptable under high level. When heterogeneity
was low, especially the highest within-school variance parameters and variance of
the within-school variances were not recovered efficiently. Nonetheless, there was
no significant problems in recovery of the other model parameters. In the light of the
mentioned simulation results, it is recommended to employ the conventional
homogeneous MIRM in case of low within-group heterogeneity. Analyses on real
data showed that the proposed model had a better model fit than the conventional
MIRM. Moreover, schools that require an entry exam for admission had lower within-

school variances and higher school-level abilities compared to the other ones. Such



an inference should be regarded as a good sign of better school effectiveness for

examination-required high schools.

Keywords: hierarchical models, multilevel item response models, within-group

variance heterogeneity, Bayesian approach, school effectiveness
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Bolim 1
Giris
Bu bolumde sirasiyla arastirmanin problem durumuna, amaci ve 6nemine ve

son olarak dayandigi kuramsal temele iligkin alt bélimler sunulmustur.

Problem Durumu

Egitim bilimleri arastirmalarinda kullanilan verilerin genelde hiyerarsik bir
yap! sergiledigi bilinmektedir. Hiyerarsik yapidan kasit, birey bazinda toplanan
verilerin degisik diizeylerde yuvalanmis, yani i¢ ice gegmis olmasidir. Ornegin il
genelindeki 6grenci basarisi ile ilgili bir arastirma yapmak amaciyla toplanan veriler,
belirli okullarin belirli siniflarindan elde edilmis olacaktir. Dolayisiyla, ayni siniftaki
ogrencilerden; daha genis kapsamli kimelenme dusunuldtgunde ise ayni okuldaki
siniflardan toplanan verilerin iligkili olmasi muhtemeldir. Ogrencilerin belirli bir okula
kabul edilme suregleri dusunuldugunde, ayni okuldaki 6grencilerin sosyoekonomik
duzeylerinin birbirlerine yakin olmasi bu tur iligkilere érnek olarak verilebilir (Hox,
2010). Hiyerarsik verilere YGS (Yuksek Ogretime Gecis Sinavi), LYS (Lisans
Yerlestirme Sinavi) ve TEOG (Temel Egitimden Ortadgretime Gegis Sinavi) gibi
ulusal genis Olgekli sinavlarda ve PISA (Programme for International Student
Assessment: Uluslararasi Ogrenci Degerlendirme Programi), TIMMS (The Trends
in International Mathematics and Science Study: Uluslararasi Matematik ve Fen
Egilimleri Arastirmasi) gibi uluslararasi degerlendirme arastirmalarinda rastlamak

kaginilmazdir.

Hiyerarsik veri setlerinin geleneksel yontemler ile analiz edilmesi beraberinde
birtakim sinirhliklari getirmektedir. Bu veri setleri ile ilgili en belirgin sorun, yapiimasi
disiinilen geleneksel analizlerin temel varsayimlarinin ihlal edilmesidir. Ornegin,
egitim bilimleri arastirmalarinda yaygin olarak kullanilan goklu dogrusal regresyon
analizinin varsayimlarindan biri olan gézlemlerin bagimsizhgi, hiyerarsik verilerde
ihlal edilebilmektedir. Bir okulun farkli siniflarindan toplanan verilerin analizinde,
ayni siniftaki 6grencilerin basari puanlarinin birbirinden tamamen bagimsiz oldugu
varsaylimaktadir. Oysaki ayni sinifta yer alan égrenciler benzer egitim kosullarina
sahip olduklari igin puanlari birbirleri ile iligkili olabilir. Bdyle bir durumda sinif
icindeki gozlemler birbirinden bagimsiz olmayacaktir. Gdzlemlerin bagimsizligi
varsayiminin ihlal edilmesi, regresyon katsayilarina ait standart hatalarin yanl
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kestiriimesine, dolayisiyla analizin istatistiksel olarak gug¢ kaybetmesine vyol
acgmaktadir (Snijders & Bosker, 1999; Raudenbush & Bryk, 2002; Stevens, 2009;
Atar, 2010; Hox, 2010).

Go6zlemlerin bagimsiz olmama durumu, arastirmacilari verinin hiyerarsik
yapisini dikkate alan ve bunun yaninda Ust duzeydeki birimlere (6r: sinif, okul) ait
degiskenleri de analize dahil edebilme esnekligine sahip olan bir modelleme
yaklagimi geligtirmeye itmigtir. Bagimh degiskenin surekli oldugu durum igin
hiyerarsik dogrusal modeller (hierarchical linear models: HLM); sirali veya kesikli
oldugu durum igin hiyerarsik genellestiriimis dogrusal modeller (hierarchical
generalized linear models: HGLM) gelistirilmistir (Goldstein, 1986, 2011; Longford,
1987; Bryk & Raudenbush, 1992). HLM ve HGLM ile sadece 6gdrenci diizeyindeki
degiskenler degil; sinif, okul, sehir gibi daha ust birimlerin 6zelliklerine ait

degiskenler de analizlerde dikkate alinabilmektedir.

Hiyerarsik modellerin uygulama buldugu alanlardan biri de Madde Tepki
Kurami (MTK) olmustur. Adams, Wilson ve Wu (1997), MTK modellerini maddelerin
bireyler icerisinde kimelendidi iki dizeyli hiyerarsik modeller seklinde formile
ederek, modele birey bazinda vyordayici degiskenlerin alinmasina olanak
saglamiglardir. Madde-birey seklindeki veri yapisina ek olarak bireylerin
kimelendigi sinif, okul ve sehir gibi G¢linci duzeydeki yapilanmay! da dikkate
alabilen model ise ilk olarak Kamata (1998) tarafindan gelistiriimistir. Bu model,
geleneksel Rasch modelin HGLM yaklasimi ile formule edilmesi ile ortaya ¢ikmis
olup, Kamata bu formulasyonun matematiksel olarak Rasch modele esit oldugunu
gOstermistir. Bu model, anilan diger modellerden farkli olarak Uglncl dizey
yapilanmayi da dikkate alabilmekte ve dolayisiyla modele sinif veya okul diizeyinde

yordayici degiskenler alinmasina olanak saglamaktadir.

Kamata (1998) oOnerdigi modeli bir parametreli genellestiriimis asamali
dogrusal lojistik model (1-parameter hierarchical generalized linear logistic model:
1P-HGLLM) seklinde isimlendirmistir. Ozellikle burada vurgulanmasi gereken
onemli noktalardan biri, HLM ve HGLM ile MTK modellerinin butunlestirildigi
hiyerarsik modellerin, alanyazinda ¢ok farkl sekillerde isimlendiriimis olmasidir.
Ornegin Adams, Wilson ve Wu (1997) gelistirdikleri modeli cok diizeyli madde tepki
modeli (multilevel/hierarchical IRT model) bigiminde isimlendirmiglerdir. Bu

isimlendirmeyi yaygin olarak gogu arastirmaci kullanmistir (6r: Fox & Glas, 2001;
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Pastor, 2001, 2003; Natesan, 2007; Zheng, 2009; Atalay-Kabasakal, 2014). Yapilan
bazi ¢aligmalarda ise (6r: Maier, 2000, 2001; Brune, 2011; Moyer, 2013) anilan
modeller ¢ok diizeyli 6lgme modelleri (multilevel measurement models) seklinde ele
alinmistir. Bu calismada daha yaygin olarak kullanilan ¢ok duzeyli madde tepki
modelleri (CDMTM) ifadesi tercih edilmigtir.

Maddelere verilen yanitlarin bireylerde yuvalandigi CDMTM iki duzeyli olup,
geleneksel MTK modellerine gére bircok avantaj saglamaktadir. Ornegin Natesan
(2007) ve Brune (2011) yaptiklari calismalar sonucunda etkili parametre kestirimleri
icin CDMTM’nin, geleneksel MTK modellerine gére daha kuguk érneklemlere ihtiyag
duydugunu belirtmiglerdir. Ancak CDMTM’nin en 6nemli avantaji, es zamanl olarak
birey bazinda yordayici degigkenlerin de 6lgme modeline dahil edilebilmesidir. Bu
durum, yetenek (Adams, Wilson, & Wu, 1997) ve madde parametrelerinin (Mislevy,
1987) kestirim hassasiyetini modele saglanan fazladan bilgi sayesinde olumlu
yonde etkilemektedir. Ote yandan Kamata (1998) tarafindan gelistirilen CDMTM ile
degisen madde fonksiyonu (DMF) analizleri yapmak geleneksel DMF belirleme
yontemlerine gore bircok avantaj saglamaktadir (Chu, 2002). Maddelere verilen
yanitlarin bireylerde; bireylerin de okullarda yuvalandigi yapidaki CDMTM, daha
once anilan iki dizeyli modele ek olarak birey-grup formundaki kimelenmeyi de
dikkate almakta, ayrica grup duzeyindeki yordayici degiskenlerin modele
alinabilmesine olanak saglamaktadir. Boylece U¢ dizeyli bu model kullanilarak,
birey duzeyindeki DMF’nin gruplar arasinda degisim gdstermesine izin verilen
(Kamata & Binici, 2003; Binici, 2007) ve hem birey hem de grup duzeyi kaynakli iki
yonli DMF analizleri (Patarapichayatham, Kamata, & Kanjanawasee, 2012) gibi

daha karmagik DMF modellerinin kurulmasi mumkuan olmaktadir.

Yukarida belirtilen avantajlarinin yaninda, d¢ duzeyli modelin en 6nemli
Ozelligi, dogrudan maddelere verilen 1-0 formundaki yanit éruntulerini kullanarak
her iki duzeydeki (birey ve grup) yetenek parametrelerini ve madde gugliklerini
kestirmesi, ayrica eszamanl olarak tipki HLM’de oldugu gibi her iki diuzeyde
yordayici degigskenlerin alinabildigi modeller olusturabilmesidir. Bu eszamanli
kestirim Ozelligi, arastirmacilar tarafindan uygulana gelen “Oncelikle geleneksel bir
MTK modeli ile yetenek parametrelerinin kestirimi ve bu parametrelerin surekli bir
bagimli degigsken olarak alinip HLM ile modellenmesi® seklindeki iki agsamal
uygulamay! gereksiz kilmaktadir. Bu iki asamali uygulama her ne kadar gizil
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degiskendeki 6lcme hatalarini dikkate almis gibi gorinse de, MTK'daki yetenek
parametrelerine ait hatalarin heterojen olmasindan dolayl ikinci asamadaki
analizlerde (HLM analizi kisminda) sorunlara yol agmaktadir (Adams, Wilson, & Wu,
1997; Kamata, 1998; Fox, 2001, 2004; Pastor, 2001, 2003; Dowling, 2006; Schmitt,
2007). Bu durumda CDMTM’nin, eszamanli kestirim avantajiyla iki asamali bu

uygulamaya gore daha guvenilir sonuglar verecegi agiktir.

CDMTM’nin yukarida anilan tim avantajlarindan faydalanabilmek igin, her
istatistiksel modelde oldugu gibi dncelikle modelin varsayimlarinin karsilanmasi
gerekmektedir. Daha once de anildigi gibi u¢ duzeyli model, tipki HLM gibi birey-
grup seklindeki kimelenmeyi dikkate almakta, dolayisiyla HLM'nin iyi bilinen bir
varsayimi olan grup igi varyanslarin homojenligi kosulunu gerektirmektedir. Bu
varsayim, HLM’'de tam olarak grup ici artiklarin homojen varyans gostermesi
seklinde ifade edilmektedir (Goldstein, 1986; 2011; Raudenbush & Bryk, 2002; Hox,
2010). HLM’de kimi kosullar altinda bu varsayimin kargilanamamasi durumunda
bazi parametrelerin kestirimlerinde sorunlar olabilecegi yapilan arastirmalarla
(Kasim & Raudenbush 1998; Raudenbush & Bryk, 2002; Vallejo, Ato, Fernandez, &
Livacic-Rojas, 2013) ortaya konulmustur. Benzer bicimde, CDMTM’de de
homojenlik varsayiminin ihlal edilmesi halinde birtakim parametre ve standart hata

kestirim sorunlarinin bag gostermesi olasidir.

Bu arastirmada madde-birey-grup formundaki CODMTM, grup ici varyanslarin
homojenligi varsayiminin karsilanmasina gerek duyulmadan, her bir grup igin ayri
bir varyans bileseni kestirecek sekilde yeniden modellenmistir. Oncelikle énerilen
modelin matematiksel esitlikleri ve istatistiksel yapisi sunulmustur. Modelin tim
parametre kestirimleri tamamen Bayes yaklasimi (fully Bayesian approach)
cercevesinde yapimistir. Onerilen modelin degisen grup ici heterojenlik
duzeylerindeki parametre kestirim performansini ortaya koymak amaciyla bir
simulasyon calismasi yuratilmustir. Yaratulen similasyon galismasinin ardindan
onerilen model ve geleneksel CDMTM, 2009 OBBS (Ogrenci Basarilarinin
Belirlenmesi Sinavi) Turkge testi verilerine uygulanmistir. Bdylece 6nerilen modelin
gercek verideki parametre kestirimi incelenmis ve her iki modelin kestirimleri ve
model-veri uyumlari karsilastiriimigtir. Ayrica okul i¢i varyanslarin kosullu olarak
modellendigi heterojen model gercek veriye uygulanarak okul etkililigi hakkinda
daha somut ¢ikarimlar elde edilmigtir.



Arastirmanin Amaci ve Onemi

Madde-birey-grup formundaki CDMTM’de grup ici artiklar aslinda bireylerin
okul ortalamalarindan arindirilmis yetenek parametrelerine karsilik gelmektedir
(Kamata, 1998). Bu durumda CDMTM igin karsilanmasi gereken varsayim
kavramsal olarak, her bir grup icerisindeki yetenek dagilimlarinin es varyansa sahip
olmasi seklindedir. Diger bir ifadeyle, bu varsayim ile her bir okul icerisindeki
yetenek parametrelerine ait varyansin birbirine esit oldugu kabul edilmektedir.
Ancak Raudenbush ve Bryk (2002) teorik olarak yapilan bu varsayimin egitim
bilimleri ile ilgili gercek verilerin analizinde ¢odu zaman saglanamadigini

vurgulamigtir.

Gergek veri kosullari dusundldigtnde, her bir sinif veya okul igerisindeki
bireylere ait yetenek dagilimlarinin farkl varyans gosterebilecegi muhtemel bir
durumdur. Soyle ki, bir okul igerisinde yer alan farkli siniflardaki 6grenci basarisina
ait dagilimlar, basari dizeyi oldukg¢a yuksek olan 6gdrencilerden olusan bir sinifta
daha az varyans gosterirken, daha heterojen (degisen basari dizeyine sahip
ogrencilerden olusan) bir sinifta ise bu dagilimin daha yUksek bir varyansa sahip
olmasi beklenir. Ayni durum bir il genelindeki farkh turdeki okullar igin de
dusinilebilir. Ornegin fen liseleri gibi basari diizeyi yiiksek olan okullardaki yetenek
dagihmlan ile 6grenci cesitliliginin daha fazla oldugu genel liselerdeki yetenek
dagihimlarinin es varyansa sahip oldugu varsayimi pek gergekgi olmayacaktir. Kim
(2005) benzer bigimde farkli altyapilara ve 6grenci akademik gecmisine sahip
okullarda varyanslarin homojen olmasinin zor oldugunun altini gizmistir. Ote yandan
Nunnaly (1994), madde sayisi fazla olsa da test puanlarinin nadir olarak normal
dagildigi gergegini vurgulamis; Raudenbush ve Bryk (2002) ise grup i¢i varyans
homojenliginin ihlal edilmesinde verilerin normalden daha basik bir dagilim
gOstermesi veya asiri u¢ degerlerin olmasinin da etkili olabilecegini belirtmistir.
Gergek veri setlerinde bu gibi kosullarla karsilagiimasi birgok arastirmaci tarafindan
sikga yasanan bir durumdur. Dolayisiyla, gercek veri setlerinde normalligin ciddi
derecelerde ihlal edilmesi halinde CDMTM’de grup ici varyanslarin homojenligi

varsayiminin karsilanamamasi olasi bir durumdur.

istatistiksel bir modelin en énemli ézelligi, gercek verilere uygulandiginda
modelin veriyi mumkun oldugunca iyi bir sekilde agiklayabilmesi, yani modelin veriye

uyum saglamasidir. Yukarida somut drneklerle de ifade edildigi Uzere, geleneksel
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CDMTM homojen grup igi varyans varsayimi ile bazi durumlarda gergek veri
setlerine uyum konusunda yeterli esnekligi saglayamayabilir. Bu durum, model
tarafindan kestirilecek parametrelerin ve standart hatalarin etkili olamamasina
neden olabilir. Ote yandan her bir grup igin ayri olarak kestirilecek varyans
parametreleri sayesinde ortalama yetenegin (grup duzeyi yetenek) yaninda, grup ici
yetenek degiskenliginin de her bir grup i¢in ayri olarak degerlendiriimesi mimkun
olacaktir. Bu baglamda, arastirmanin ¢ temel amaci bulunmaktadir. Bu amaglar

sirastyla:

1) Madde-birey-grup formundaki CDMTM'’yi grup ici varyanslarin homojenligi
varsayimina gerek kalmayacak sekilde genigleterek, her grup icin farkh bir
varyans bileseni kestirecek yeni bir model 6nermek,

2) Onerilen modelin degisen heterojenlik kosullarindaki parametre kestirim
performansini simulasyon galigsmasiyla belirlemek,

3) Onerilen modelin gergek veriye olan uyumunu degerlendirerek uygulamada

kullanicilara saglayacagi avantajlari somut olarak irdelemektir.

CDMTM’nin geleneksel MTK modelleri ile HLM’ye; hatta bu modellerin yanit
oruntulerine (1-0 seklindeki veriye) iki asamali gekilde uygulanmasina kargi
sagladigi avantajlar, modelin bu tur hiyerarsik verilerde arastirmacilar agisindan ne
kadar kullanigli olabilecegini yeterince ortaya koymaktadir. Halihazirda guglu olan
bu modelin, homojenlik varsayimina ihtiya¢c duymayarak gergek veri setlerine olan
uyumunu artiracak bir bigcimde genigletiimesinin, basta alanyazin olmak Uzere
modeli kullanacak diger arastirmacilara da Onemli katkilar sunacagi
dusinilmektedir. Ote yandan, onerilen modelin farkli grup ici heterojenlik
duzeyleriyle ne derece basa c¢ikabildiginin ve gercek veri analizindeki
performansinin ortaya konulmasi, arastirmacilara model hakkinda bilgi vermesi

acisindan 6nem arz etmektedir.

Onerilen modelin geleneksel CDMTM’ye gére en nemli avantaji, gok diizeyli
madde-yanit Oruntulerinde ortalamanin yani sira varyans bilegenlerinin
degiskenliginin de dikkate alinabilmesidir. Bagimli degiskenin surekli oldugu
HLM’de varyans heterojenliginin bir varsayim ihlalinden ziyade 6nemli bir bilgi
kaynagi olarak degerlendirilebilecegi alanyazinda sikga vurgulanmaktadir. Ornegin
Kim ve Choi (2008) HLM kapsaminda okullarin sadece ortalama baglaminda degil;
degiskenlik (varyans) baglaminda da incelenmesi gerektigini ve okul basarisinin,
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yuksek duzeydeki okul ortalamasiyla beraber daha dusuk okul ici degiskenlik ile
acilanabilecegini savunmaktadirlar. Ote yandan Kim (2005) HLM'de heterojen okul
ici varyanslarin okul duzeyi degiskenlerle yordanabilecegini belirtmig; 6rnegin
ogretmen oOzellikleri ve okulun ortalama sosyo-ekonomik duzeyi gibi degiskenlerin
bu amagclarla kullanilabilecegini belirtmistir. HLM i¢in yapilan bu 6neriler, bu ¢alisma
kapsaminda onerilen heterojen CDMTM igin de gegerlidir. Dolayisiyla onerilen
model kapsaminda, geleneksel CDMTM’den farkl olarak, ortalamalarin yaninda
okul ici yetenek degiskenliklerinin de yordanabilmesi kosulsuz (unconditional)
heterojen modelde yapilacak genisletmeler ile mumkin olmaktadir. Bu durum okul
basarilarinin, yuksek ortalamayla birlikte “daha dusik okul igi degiskenlik”
baglaminda ele alinmasinda onerilen modelin oldukga kullanigh sonuclar

sunacagini ortaya koymaktadir.

Arastirma Problemi

“Grup i¢i varyanslar heterojen oldugunda, her bir grup icin ayri bir varyans
bileseni kestirmeye olanak saglayacak sekilde yeniden modellenen CDMTM’nin
degisik heterojenlik duzeylerindeki ve gercek veri analizindeki parametre kestirim

performansi nasildir?”

Alt problemler. Bu calisma kapsaminda homojen CDMTM’ye alternatif

olarak 6nerilen modelin,

1) Parametre kestirim performansi, grup i¢i varyanslarin farkli duzeydeki

heterojenliginden nasil etkilenmektedir?

a) Farkli heterojenlik dizeyine gére modelin yakinsama durumu nasil
degismektedir?

b) Farkli heterojenlik duzeyine gore asiri parametrelerin kestirimi nasil
degismektedir?

c) Farkh heterojenlik dizeyine gore temel parametrelerin kestirimi

nasil degismektedir?

2) Gergek verilerdeki parametre kestirimleri ve model-veri uyumu nasildir,

ayrica uygulamada sagladigi avantajlar nelerdir?



Sayiltilar

1) Onerilen modelde yeteneklerin gosterdigi dagilimlar gibi istatistiksel
saylltilara, arastirmanin yontem boéliuminde “Modelin Tanimlanmasi: Matematiksel

Esitlikler ve Varsayimlar” bashgi altinda yer verilmigtir.

2) Arastirmanin simulasyon galismasi kismina ait temel sayilti, her bir kosul

icin Uretilecek veri setlerinin, gergek veri setlerini temsil ettigi seklinde ifade edilebilir.

Sinirhliklar

Yeniden modellenen CDMTM, U¢ duzeyli (madde-birey-grup) ve madde
parametrelerinden yalnizca gugluklerin kestirildigi 1-0 seklindeki iki kategorili
yanitlari ele alan model ile sinirhdir. Similasyon galismasinda ele alinan kosullar

ise grup i¢i varyans bilesenlerinin heterojenlik duzeyleri ile sinirlandiriimigtir.



Bolum 2

Arastirmanin Kuramsal Temeli ve ilgili Aragtirmalar

Bu bdlimde geleneksel MTK modelleri ve CDMTM hakkinda temel kuramsal
bilgilere yer verilecektir. Ozellikle CDMTM ile geleneksel MTK modellerinin
benzestigi ve farklilastigi noktalara deginilerek, aragtirmanin temel amaci
kapsaminda genigletilen madde-birey-grup formundaki geleneksel CDMTM detayl
olarak ele alinacaktir. Bu bdlimde ayrica, Onerilen modelin parametrelerinin
kestiriimesinde kullanilan Bayes yaklasimi hakkinda detayl bilgilere yer verilecektir.

Kuramsal temele iligkin icerigin ardindan, ilgili arastirmalar sunulacaktir.

Geleneksel MTK Modelleri

Bilindigi gibi MTK, Klasik Test Kurami’'nin (KTK) ardindan &lgme ve
degerlendirme ile psikometri alanlarinda oldukga benimsenmis ve kuram
cercevesinde Onerilen modeller gunumuize degin gecerliklerini buylk oranda
korumaya devam etmistir. MTK’ya dayali 6lcme modellerinin temelinde, bireylere ait
gbzlenemeyen yeteneklerin, bu yetenekleri dlgtigu varsayilan maddeler aracihigiyla
kestirilmesi fikri yatmaktadir. Yetenek parametrelerine ek olarak maddelere ait
parametrelerin de eszamanli kestirimi s6z konusudur. Maddelere verilen yanitlarin
1-0 seklinde iki kategorili oldugu durumlar igin kullanilabilecek en yaygin MTK
modelleri, Rasch Model ile bir, iki ve ¢ parametreli modeller olarak
adlandiriimaktadir. Bir parametreli model Rasch Model ile benzerlik gostermekte
olup, bu iki model ayiricilik parametrelerinin ele alinmasi baglaminda
farkhlasmaktadir. Bir parametreli modelde Rasch Model'den farkh olarak tim
maddeler icin tek bir ayiricilik parametresi kestiriimektedir. Diger bir ifadeyle, tim
madde ayiriciliklarinin esit oldugu varsayilmaktadir. Rasch modelde de tim madde
ayiriciliklarinin esit oldugu varsayilir; ancak bu deger kestiriimez ve bu degerin 1

oldugu kabul edilir.

Rasch model. Rasch modelde bireyler igin yetenek; maddeler igin ise
yalnizca gugluk parametresi kestirilir. Modelin matematiksel esitligi,

P(Xy =1|6)) = ——5= (1)

seklindedir. Bu esitligin daha sade hali alanyazinda su bigimde de kullaniimaktadir:



1

P(Xy =116) = @

(2)

(1) ve (2) numaral esitliklerde yer alan P(X;; = 1|6;) terimi, 6 yetenek diizeyine
sahip j bireyinin, guc¢lik duzeyi b olan i maddesini dogru yanitlama olasihgini ifade
etmektedir. Bu esitlik, yukarida ifade edilen olasilik degerine logit baglanti
fonksiyonu uygulandiginda ise su hali alir:

ln< P(Xi; = 116;) )

1— P(X; = 1]6;)

= 0; — b; 3)

(1) ve (2) numaral esitliklerin (3) numaral esitlikteki gibi ifade edilmesiyle, yetenek
ve guglik parametrelerinin ayni oOlgek Uzerinde oldugu daha acgik sekilde
gorulmektedir. Buna ek olarak bu esitlik, Rasch modelin logit baglanti fonksiyonu

kullanilarak dogrusal bir model seklinde ifade edilebilecegini gostermektedir.

iki parametreli model. ki parametreli MTK modelinde, madde giicliik
parametrelerine ek olarak madde ayiricilik parametreleri de kestirilir. Boylece,
Rasch modeldeki ayiriciliklarin esit olmasi simirhhig da kaldirimis olur. ki

parametreli modelin esitligi ise su sekildedir:

PLACTD)
P(Xij = 1|9j) = 1+ e®®;=b) )

Yukarida goruldugu gibi Rasch model esitligine ek olarak, (4) numaral esitlikte a;

ile sembolize edilen madde ayricilik parametrelerinin de yer aldigi goérulmektedir.

Ug parametreli model. Coktan secmeli test maddelerinin yanitianmasinda
bireylerin yetenekleri disinda tahmin yoluyla maddelere dogru yanit verme
olasiliklari da s6z konusudur. Bir ve iki parametreli modellerde sans basarisi kontrol
edilmezken, U¢ parametreli modelde ise bu durum Ug¢lncu bir madde parametresinin
(sans parametresi) iki parametreli modele eklenmesi ile dikkate alinir. Ug
parametreli modelin matematiksel esitligi su sekildedir:

PLACTD)

P(Xij=1]6)=ci+ (1 - Ci)m (5)

Esitlikte yer alan c; parametresi, ilgili maddenin sans parametresini, yani madde bilgi

fonksiyonunun dusey asimptotunu ifade etmektedir.
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Cok Duzeyli Madde Tepki Modelleri (CDMTM)

CDMTM, maddelere ait yanit értntulerinin bireylerin igerisinde kiimelendikleri
yaklasimini benimsemektedir. iki diizeyli ve kosulsuz olan, yani sadece madde-
birey seklindeki kimelenmeyi dikkate alan ve birey duzeyinde yordayici degisken
icermeyen model aslinda geleneksel MTK modellerine esdeger olmaktadir. Bu
esdegderlige ragmen, CDMTM’nin geleneksel MTK modellerine gdre avantajli oldugu
noktalar vardir. Bunlardan ilki, CDMTM’nin geleneksel MTK modellerinin aksine
yetenek parametrelerini segkisiz (random) olarak ele almasi ve dolayisiyla toplamda
daha az parametre kestirmesidir. Bu durum ayni zamanda geleneksel MTK
modellerinde ¢ok bilinen bir problem olan Neyman-Scott sorununu, yani madde ve
yetenek parametrelerinin eszamanl kestirim zorlugunu énlemektedir. Ote yandan
CDMTM ile uygun hiyerarsik kestirim algoritmalari (6r: PQL: Penalized Quasi
Likelihood) kullanildiginda, yine geleneksel MTK modellerinin basa c¢ikamadigi
tamamen dogru veya vyanlis yanit durumlarinda bile kestirimlerin sorunsuz

yapilabilmesi mimkin olmaktadir (Kamata, 1998).

Madde-birey formundaki kosulsuz CDMTM'’ye birey dizeyinde yordayici
degiskenler alindiginda, geleneksel MTK modellerinden farkl olarak daha gelismis
olcme modelleri elde edilebilmektedir. Kogullu modeller olarak nitelendirilen bu
modeller ile DMF analizleri daha kolay ve anlasilir bir bicimde yapilabilmektedir.
Madde-birey-grup formundaki CDMTM'de ise madde-birey yapisina ek olarak
bireylerin kuimelendigi sinif veya okul gibi Ust birimler de dikkate alinir. Burada
vurgulanmasi gereken noktalardan biri de, U¢ duzeyli bu modelin aslinda HLM
baglaminda iki dizeyli bir model oldugudur. Ug¢ diizeyli modele birey dizeyi
degiskenlere ek olarak grup diizeyinde yordayici degiskenlerin alinmasi da mamkin
olmaktadir. Bu arastirmada sadece kosulsuz modeller ele alindigindan, asagida yer
alan bolumlerde sirasiyla kosulsuz madde-birey ve madde-birey-grup formundaki

CDMTM’ye iliskin kuramsal bilgilere yer verilecektir.

Madde-birey formundaki GDMTM. iki diizeyli bu modelin geligimi, Fischer
(1973) tarafindan oOnerilen Lineer Lojistik Test Model'e (LLTM) dayanmaktadir.
LLTM’de tipki normal regresyon modellerinde oldugu gibi, geleneksel bir MTK
modeline birey duzeyi yordayici degiskenlerin alinmasi seklinde bir yaklasim
benimsenmistir (Akt. Kamata, 1998). Bireylere ait yordayici degiskenlerin

geleneksel MTK modellerine dahil edildigi diger calismalar ise Mislevy (1987) ve
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Zwinderman (1991) tarafindan yapilmigtir. Benzer sekilde Mellenbergh (1994) MTK
modellerini genellestiriimis dogrusal modeller (GLM: generalized linear models)
baglaminda incelemistir; ancak geleneksel MTK modelleri ilk olarak Adams, Wilson
ve Wu (1997) tarafindan hiyerarsik modeller olarak ele alinmistir. Buradaki
hiyerarsik kavrami ile vurgulanmak istenen durum, 6nerilen modellerin madde-birey
seklinde iki duzeyli olarak ele alinmasidir. Bu arastirmalardan sonra Kamata (1998)
geleneksel Rasch modelini HGLM yaklagsimi gergevesinde bagimli degiskenin
kategorik oldugu iki dizeyli dogrusal bir regresyon seklinde modellemistir. Kamata
ayrica iki duzeyli olarak nitelendirilen bu modele ait HGLM temelli parametre
kestirimlerinin matematiksel olarak geleneksel Rasch modeldeki madde ve yetenek

kestirimlerine esit oldugunu gostermistir.

Kamata (1998) tarafindan gelistirilen iki dizeyli kosulsuz modelde birinci
dizey madde duzeyi iken, ikinci duzey birey duzeyi olarak ele alinir. Modelin ilk
adiminda (3) numarali egitlikteki geleneksel Rasch modelde oldugu gibi, bireylerin
bir maddeyi dogru cevaplama olasiliklari olan P(X;; = 1|6;) terimi kisaca p;; olarak

gosterilip bu degerlere logit donisimu (6) numarali esitlikte gdsterildigi sekilde

Dij )
In =1;; 6

Logit dontsimu ile beraber, dogrusal model igin p;; olasiliklari yerine n;; degerleri

uygulanir.

bagdimli degisken olarak kullanilir. Burada logit déonisimunin kullaniimasindaki
amag, sadece 0-1 araliginda deger alabilen olasiliklarin, —oo ile +co0 arasinda deger
alabilecek sekilde yeni bir degiskene donusturtlmesidir. Boylece, yukarida yer alan
Rasch modelin (3) numarali esitligi gibi dogrusal bir model formuna gegis yapilir. Bu

doénusumun ardindan madde duzeyi esitlikleri su sekilde ifade edilmigtir:

Nij = Boj + B1jX1ij + B2jXaij + -+ Be-1)jXe-1)ij
k-1
(7)
= Poj + Z BaiXqij
a=1

(7) numarali esitliklerde j indisi bireyleri (j = 1,2, ...,n); i indisi ise maddeleri (i =
1,2,..., k) temsil etmektedir. B,;, j bireyi i¢gin sabit (intercept) terimini, X ;; ise Bg;

terimi ile iligkili olan yapay degiskeni gostermektedir. X,;; yapay degiskeni, q = i
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oldugunda -1; q # i oldugunda ise O degerini alir (Kamata, 1998). Bu yapay
degisken kodlamasi aslinda geleneksel regresyon modellerinde kategorik bir
yordayici i¢in yapilan yapay kodlama ile ayni mantiktadir. CDMTM’de toplam k
maddeden biri referans madde olarak alinir ve bodylece madde gugluklerinin
degerleri bu referans maddeye gore tayin edilir (Kamata, 1998). Ote yandan Bqj
terimi ise bu yapay degiskene ait olan katsayi olup ¢ maddesinin j bireyi Uzerindeki
etkisi ile iligkilidir (Brune, 2011; Moyer, 2013). Referans olarak alinan k. madde igin
Bqj = Br; = 0 olarak alinir. Sonug¢ olarak yapay kodlama ile beraber esitliklerin

sadelestirilmig hali Kamata (1998) tarafindan

bij
ln<1_]pij> =1ij = Poj — Bqj (8)

seklinde ifade edilmistir. Sonraki yillarda Kamata (2001) g = i oldugunda -1 yerine

1 seklindeki kodlamanin yapilmasini énermis ve bu esitligi

Dij
ln<1_pij> =1ij = Boj + Byj 9)

seklinde guncellemistir. Birey duzeyi esitlikler ise, yukarida verilen madde diuzeyi
esitliklerinin sag tarafindaki terimlerin bagimli degisken olarak ele alinmasi ile ifade
edilmektedir. Birey dizeyi model esitlikleri su sekildedir:

( Boj = Yoo + Uoj

,Blj =VY1o0
) ' (10)

\ Bk-1j = Yk-10

Esitlikteki u,; terimi, B,; teriminin artik degerlerini ifade eder ve bu artik degerlerin
uyj~N(0,7) seklinde ortalamasi 0 ve varyansi 7 olan normal bir dagilim gosterdigi
varsayllir (Kamata, 1998). Bu artik degerler aslinda bireylere ait yetenek
kestirimleridir ve iki dizeyli modelde, yetenek parametrelerinin sabit degerli (fixed)
birer parametre olarak kestiriimesinden ziyade normal dagilan seckisiz parametreler
seklinde kestirildigi acikga gortulmektedir. Maddelere ait guglik parametreleri her bir
madde igin —y40 — Yoo terimine esit olmaktadir. Burada dikkat edilmesi gereken

nokta, referans olarak alinan k. madde igin yukarida belirtilen B,; = Bx; =0
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esitliginden dolay! —y,, teriminin de sifira esit olacagi; dolayisiyla bu maddeye ait

guglik parametresinin —y,, degerine esit olacagidir.

Ozetlemek gerekirse, HGLM yaklasimina gére modellenen madde-birey
formundaki CDMTM'de madde guglukleri modelin sabit parametre kestirimlerine esit
olurken, yetenek kestirimleri ise modelin artiklarina, yani seckisiz parametrelerine
esit olmaktadir. Bu matematiksel esitik Kamata (2001) tarafindan asagida
goruldugu gibi daha agik bigimde gosterilmistir.

_ 1
B 1+ e{—[uoj—(—yqo—)’oo)]}

Dij (11)

Bu esitlik, ayni formda olan (2) numarali geleneksel Rasch model esitligi ile
karsilastirildiginda, 6; = uy; ve b; = (—¥40 — ¥00) 0ldugu agik bir bicimde gordlebilir.

Madde-birey-grup formundaki GDMTM. Ug¢ dizeyli bu model HGLM
yaklasimi gercevesinde yine Kamata (1998) tarafindan gelistirilmis olup, iki dizeyli
modele ek olarak modelde birey-grup seklindeki kiimelenme de dikkate alinir. Ug
duzeyli modelin madde duzeyi esitlikleri iki dizeyli model ile ayni olup, tek farklilik
(12) numarali esitliklerde goruldugu gibi grup duzeyini ifade eden m indislerinin

kullaniimasidir.

In <1 fijm > = Nijm
Pijm (12)
Nijm = Bojm + B1jmX1ijm + B2jmXz2ijm + "+ Bk—1)jmXk-1)ijm

(12) numarali esitlikteki p; ;,, terimi m okulunda (m = 1,2, ...,7) yer alan j bireyinin i
maddesine dogru yanit verme olasiligini ifade etmektedir. (Yorumlama kolayhgi
acisindan, bundan sonraki bolimlerde grup duzeyi, “okul” olarak ifade edilecektir).
Xqjm terimi iki dizeyli modelde oldugu gibi yapay degiskenleri, B, terimi referans
maddenin etkisini ve son olarak f,,, terimi ise q. maddenin referans maddeye gore
belirlenen etkisini gdstermektedir (Kamata, 2001). Uc¢ dizeyli modelin ikinci

duzeyinde ise birey duzeyi esitlikler yer alir.

( Bojm = Yoom t+ Ugjm
.Bljm = Y1iom
4 ' (13)

\  Bk-1)jm = Yk-1om
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(13) numarali esitliklerde yer alan tum terimler iki duzeyli model esitligi ile ayni olup,
tek farklilk okul géstergesi olan m indislerine yer veriimesidir. U¢ diizeyli modelde
Bojm teriminin artik degerleri igin g, ~N (T90m, T) $€klinde bir dagihim varsayimi
yapllmaktadir. u,;, degerleri, m okulunda yer alan j bireyinin yetenek
parametresinin okul ortalamasi olan r,,,, degerinden sapmasini ifade etmektedir.
Dolayisiyla her bir okuldaki bireylere ait yetenek parametrelerinin, o okula ait
ortalama (ryo,,) ile normal dagildigi varsayilir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta
7, ile gosterilen bu dagilima ait varyansin tim okullar igin ayni oldugudur. Diger bir
ifadeyle, her bir okul icerisindeki yetenek dagihmi varyansinin tum okullarda esit
oldugu varsayimi ile tek bir grup i¢i varyans parametresinin kestiriimesi s6z

konusudur.

Modelin son dizeyinde, birey dizeyindeki esitliklerin bagimsiz degiskenleri

bu sefer bagimli degiskenler olarak ele alinir. Okul dizeyi esitlikleri su sekildedir:

( Yoom = Tooo + Toom
4 Y1iom = M100

(14)

L Y(k-1)om : T(k-1)00

(14) numaral egitlikler de aslinda (10) numaral iki duzeyli modelin ikinci duzey
egitliklerine benzemektedir. myo terimi, yyo,, teriminin sabiti iken; 140, terimi ise
artiklari ifade etmektedir. Artik deg@erlerinin ry,,,~N (0, 7,;) seklinde ifade edilen sifir
ortalama ve t, varyans ile normal dagilim goésterdikleri varsayilmaktadir. (13)
numarali ikinci duzey esitliklerindeki u j, ~N (Toom, T,,) Varsayimindan hatirlanacagi
uzere, ry0,n, degerleri her bir okul igerisindeki bireylerin yetenek ortalamalarini ifade
etmektedir. Dolayisiyla uguncu duzeydeki 14,,~N(0,7,) varsayimi ile okul
ortalamalarinin genel ortalamasinin sifir oldugu ve varyansinin ise 7, olup, gruplar
arasl varyans bileseni olarak model tarafindan kestirilecegi agiktir. Ug diizeyli model
icin tim duzey esitlikleri bir araya getirildiginde

1

14+e {— [(7‘00m +uojm) —(—ﬂqoo —ﬂooo)]}

Dijm = (15)

esitligi elde edilmektedir (Kamata, 2001). Bu esitlik, (2) numarali geleneksel Rasch
model esitligi ile karsilastirnldiginda 6; = (150m + Ugjm) V€ b; = (—Tg00 — To00)

oldugu gorilmektedir. Bu durumda referans olarak alinan k. maddenin guclugu
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—Tooo IKeN, geriye kalan q = 1,2,...,(k —1) maddenin guglikleri ise (—mg00 —
To00) € esit olmaktadir. Ote yandan j bireyine ait yetenek parametresi ise (ryom +

Ugjm)'€ esit olmaktadir,

0; = (Toom *+ Uojm) €sitliginde goruldigu gibi, U¢ dizeyli modelde iki duzeyli
modelden farkli olarak bireylere ait yetenek parametresi, bireyin bulundugu okulun
ortalama yetenegi ile bu bireyin okul ortalamasindan sapmasinin toplami seklinde
elde edilmektedir. Boylece U¢ duzeyli model, birey-okul seklindeki kiimelenmeyi
dikkate alarak hem birey hem de okul dizeyi icin ayri yetenek parametreleri
kestirebilmektedir. Ozellikle genis &lgekli degerlendirme c¢alismalarinda, okul
basarilarinin yorumlanmasi buylk onem kazandigindan, U¢ duzeyli modelin

kestirdigi okul yetenek parametrelerinin blyuk bir islevsellige sahip olacagi agiktir.

Kamata (1998) U¢ dizeyli modeli maddelerin bireylerde ve bireylerin de
gruplarda kiimelendigi hiyerarsik bir model olarak ele almis ve modellemede HGLM
yaklasimini benimseyerek parametreleri en ¢ok olabilirlik (Maximum Likelihood: ML)
temelli ydontemleri kullanan HLM programi (Raudenbush, Bryk, Cheong, & Congdon,
20095) ile kestirmistir. Fox (2001) ise U¢ duzeyli modeli 6lgme modeli ve bireylerin
yeteneklerinin modellendigi iki dlzeyli (birey-grup) yapisal modelin birlesimi olarak

ele almigtir. Bu yaklasimda CDMTM’nin 6lgme modeli, Y;j; j okulundaki i bireyinin

k maddesine verdigi 0-1 seklinde yanit olmak uzere,
P(Yiji = 1|64}, ay, b) = ¢ (axbij — by) (16)

esitligi ile ifade edilmektedir. Burada P(Y;, = 1|6;;, ax, by) terimi, j okulundaki i
bireyinin k maddesini dogru yanitlama olasiligini, ¢ kimdulatif standart normal
dagilim fonksiyonunu, 6;; j okulundaki i bireyinin yetenek parametresini, a, ve by
siraslyla k maddesinin ayiricilik ve gugliuk parametrelerini temsil etmektedir.
Esitlikte goéruldagu gibi Fox (2001), élgme modelinde lojistik yerine normal ogive
baglanti fonksiyonunu kullanmaktadir. Olgme modelinin ardindan kosulsuz

GCDMTM’nin ¢ok dizeyli yapisal modeline ait esitlikler,
0;j = Boj + €ij (17)
Boj = Yoo + Uoj (18)

seklinde ifade edilmektedir. Birinci duzey yapisal model esitliginde yer alan f; j

okuluna ait sabiti terimi; e;; ise okul i¢i hata terimini ifade etmektedir. ikinci diizey
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esitlikte f,; sabit terimi okullarin genel ortalamasini gosteren y,, ve j okulunun
genel ortalamadan sapmasini gosteren u,; terimlerine ayristiriimaktadir. Birinci ve

ikinci dlzey esitliklerde yer alan artik terimlerin sifir ortalama ve o7 ve 3, varyans
degerleri ile normal dagilim gosterdikleri varsayilmaktadir. Bu varyanslar aslinda
siraslyla okul i¢i ve okullar arasi varyans bilesenleri olup, Kamata (1998) tarafindan
modellenen CDMTM'deki 7,, ve 7, terimlerine karsilik gelmektedir. Ozellikle gok
duzeyli yapisal model esitlikleri dikkatli incelendiginde, bunlarin aslinda iki dizeyli
kosuluz HLM esitlikleriyle tamamen ayni oldugu fark edilecektir. Ote yandan Fox
(2001), gelistirdigi CDMTM’'de Bayes yaklasimina dayali parametre kestirim

yontemlerini kullanmaktadir.

Her iki yaklagsimla modellenen CDMTM, birey ve okul duzeyindeki yetenekleri
normal dagilan segkisiz parametreler olarak kestirdiginden, birey dizeyinde (grup
ici) ve okul dizeyinde (gruplar arasi) olmak Uzere iki varyans parametresi
kestirmektedir. Bu arastirma kapsaminda yeniden modellenen CDMTM ile grup igi
varyanslarin homojenligi varsayimi ile tek bir varyans bileseni yerine, her bir grup
icin ayri grup i¢ci varyans bileseni kestiriimesi mumkin olacaktir. Bu amag
dogrultusunda parametre kestirimleri icin donemli avantajlar saglamasi bakimindan
Bayes yaklasimi benimsenmigtir. Asagida yer alan boliumlerde Bayes yaklasiminin
kuramsal temelleri ve Bayes yaklasimi ile parametre kestirimi hakkinda temel
bilgilere yer verilmistir. Onerilen modelin matematiksel esitlikleri, sayiltilari ve Bayes
yaklagimina dayali parametre kestirim surecine iligkin bilgiler arastirmanin yontem

bolumunde ilgili bagliklar altinda detayl olarak ele alinmistir.

Bayes Yaklasimi ile Parametre Kestirimi

Bayes yaklasimini frekansa dayali yaklasim (frequentist approach) olarak da
anilan geleneksel parametre kestirim yaklasimindan ayiran temel nokta, model
parametrelerine olan bakig acisidir. Frekansa dayali yaklasimla yapilan
kestirimlerde parametrelerin sabit birer deger oldugu varsayilir ve istatistiksel
modelin eldeki veri setine uygulanmasi ile bu sabit degerlerin kestiriimesi s6z
konusudur. Ornegin yaygin olarak kullanilan frekansa dayali kestirim
yontemlerinden biri olan ML ydnteminde bir parametreye ait kestirim, modelin
olabilirlik fonksiyonunu maksimize eden degerdir. Bayes yaklagiminda ise model

parametreleri sabit degil, aksine birer seckisiz degisken olarak gorulurler. Bir
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degiskenin seckisiz olmasi, bu degigkene ait birden ¢ok degerin olacagini ve bu
degiskenin olasiliksal bir dagilim gosterecegini belirtir (Maier, 2000). Geleneksel
yaklagsimdan farkli olarak parametrelerin olasiliksal dagilimlara sahip olma 6zelligi
ile veri setinden gelecek temel bilgi disinda parametre hakkinda fazladan bir 6n
bilginin de analize dahil edilebilmesi mumkun olmaktadir. Analiz slrecinde veri seti
diginda parametre hakkinda on bir bilgi saglanabilmesi, Bayes yaklagimini

geleneksel yaklagsimdan ayiran en belirgin uygulama olmaktadir.

Bayes vyaklasiminin geleneksel yaklagima gore sahip oldugu temel
farkhliklar, bagta parametre ve hata kestirimleri olmak Uzere hipotez ve model
uyumluluk testlerinde de dnemli avantajlar saglamaktadir. Ote yandan geleneksel
yaklagimlarla parametreleri kestirilemeyen karmasik modeller, Bayes yaklagimi ile
kolayca analiz edilip tim model parametreleri etkili bir bicimde kestirilebilmektedir.
Bunlara ek olarak Bayes yaklagsimi ile parametre kestirimlerinde kayip veriler
geleneksel yaklasimdaki yontemlere goére oldukga kolay bigcimde kontrol
edilebilmekte ve c¢ok siki parametrik varsayimlarin kargilanmasina gerek
kalmamaktadir. Bayes yaklagsiminin sundugu tum bu avantajlar 6zellikle son yillarda

bircok arastirmaci tarafindan yaygin olarak kullaniimaktadir.

Bayes yaklasimi ile parametre kestiriminin didaktik agidan da geleneksel
yaklasima gore daha avantajli oldugunu sdylemek yanlis olmaz. Soyle ki, Bayes
yaklagsimi ile kestirimde arastirmaci verinin istatistiksel yapisini ve bu veriye
uygulamak istedigi modeli iyi tanimali ve modelin matematiksel esitliklerine hakim
olmalidir. Bayes yaklasimi ile yurutulen analizler sonucunda parametrelere iligkin
elde edilen c¢iktilarin yorumlanmasi, arastirmacinin genel istatistik bilgisinin iyi
olmasini gerektirmekle beraber bu ¢iktilarin sundugu bilgiler ile olduk¢a ogretici
olmaktadir. Dolayisiyla arastirmaci, alisilagelen geleneksel veri analizlerinde
oldugu gibi sadece parametre kestirimlerine ulasmaz, bunun yaninda uygulamaya
calistigi modelin dayandigi istatistiksel teorinin de farkina analiz strecinde daha iyi
varir. Asagida yer alan bolumlerde Bayes yaklagimi ile parametre kestirim sirecine
iligkin bilgiler gerekli teorik altyapi ile beraber sunulmustur.

Bayes Teoremi ve istatistiksel modellere uygulanmasi. Bayes yaklagsimi
ile parametre kestiriminin temeli Bayes Teoremi’ne dayanmaktadir. Bayes Teoremi
temel olarak kosullu olasiliklarin formule edilmesi seklinde nitelendirilebilir. A ve B

iki olay olmak Uzere, Bayes Teoremi esitligi
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p(B|A) p(4)
p(B)

seklinde formule edilir. p(A) ve p(B) terimleri, sirasiyla A ve B olaylarinin marjinal

p(A|B) = x p(B|A)p(A) (19)

(bagimsiz olarak) gerceklesme olasiliklarini ifade etmektedir. p(A|B) terimi ise B
olayinin gerceklestiginin bilinmesi halinde, A olayinin gergeklesme olasiligini belirtir.
Diger bir ifadeyle p(A|B) terimi, A olayinin B olayina bagli kosullu olasiligidir. Benzer
sekilde p(B|A) terimi ise B olayinin A olayina bagh kosullu olasihdini belirtir.
semboll, p(A|B) kosullu olasiliginin oransal olarak p(B|A) p(A) c¢arpimina esit
oldugunu ifade etmektedir. Sonug olarak (19) numarali egitlik, bir olaya ait kosullu
bir olasiligin, bu olayin marjinal olasihdr ve bu kosullu olasiligin tersi ile elde
edilebilecegini goéstermektedir (Ntzoufras, 2009). Kosullu olasiliklar baglaminda
degerlendirilen Bayes esitligini, hipotez dogrulama sureci baglaminda agiklamak
daha anlagilir olacaktir. Ornegin burada A dogrulanmaya caligilan bir hipotez, B ise
bu hipotezi dogrulamak icin kullanilacak bir kanit olsun. Bayes esitligi yardimiyla
p(A|B)’ye, yani bilinen B kaniti 1s1ginda bilinmeyen A hipotezi ile ilgili sonuca varilir
(Keéry, 2010).

Ik bakista basit gibi gériinen Bayes esitligi, aslinda istatistiksel modellemeler
icin cok dnemli bir temel olusturmaktadir. Bilindigi gibi istatistiksel modellerin temel
amaci, eldeki veri seti tarafindan saglanan bilgi kullanilarak model parametrelerini
kestirmek ve bu kestirimler yardimiyla arastirma problemlerine yanit aramaktir.
Bayes yaklasimi ile bu amacin gergeklestiriimesinde veri seti ile saglanan bilginin
yaninda, verilerden bagimsiz olarak parametrelerin gercek degerlerine iligkin on
tahminler de kullaniimaktadir. Ornegin eldeki veri seti y ve bu veri setine
uygulanacak model ile kestiriimeye calisilan parametre 6 ile sembolize edilsin. Bu

istatistiksel model durumunda Bayes esitligi,

f(y16) £(6)
f

seklinde ifade edilir. Buradaki f(8) terimi 8 parametresine ait 6n tahminlerimizi

f6ly) = o f(y16) f(6) (20)

iceren onsel (prior) dagihminin fonksiyonunu, f(y|8) terimi modelin olabilirlik
fonksiyonunu ifade etmektedir. (20)'deki olabilirlik fonksiyonu, i her bir gdzlemi ve n

orneklem sayisini ifade etmek Uzere,
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r@10) = | roie) (21)

esitligi ile hesaplanir. Olabilirlik fonksiyonunun temel roll, “hangi 6 parametre degeri
igin gdzlenen y; degeri elde edilir?” sorusuna yanit aramaktir. Ote yandan (20)
numarali esitlikteki f(8|y) terimi ise 8 parametresine ait sonsal (posterior) dagihmin
fonksiyonunu ifade eder. Parametrelere ait sonsal dagilim Bayes esitligi ile
ulagsilmaya caligilan terim olup, aslinda parametre kestirimlerini iceren dagilim

olarak nitelendirilebilir.

Ozetlemek gerekirse, Bayes yaklasimi (20) numarali temel esitligi kullanarak
parametre hakkindaki on bilgi ve veri seti ile gelen bilgiyi harmanlar ve sonucta
parametre hakkindaki son bilgiye, yani parametre kestirimleri ve bu kestirimlere ait
hatalara ulasmaya calisir. Asagida yer alan bolimde, Bayes yaklasimindaki dnsel

ve sonsal dagilim kavramlari hakkinda detayli bilgilere yer verilmistir.

Bayes yaklasiminda onsel dagilim kavrami. Bayes yaklasimi
cercevesinde parametrelerin seckisiz degiskenler olarak ele alinmasiyla, her bir
parametrenin analiz 6ncesinde dnsel bir dagilima sahip oldugu kabul edilir. Diger
bir ifadeyle, henlz veri seti ile gelen bilgiler degerlendiriimeden, istatistiksel modelin
her bir parametresinin gergek degerine ait on tahminler vardir ve bu tahminlere ait
kesinlik durumu da 6nsel dagilimlarin ézellikleri ile ifade edilir (Fox, 2010). Onsel
dagilimin ortalamasi, ilgili parametrenin gercek degeri i¢in en olasi tahmini ifade
ederken, bu nokta tahmini hakkindaki bilgimizin kesinligi de dagilimin varyansi ile
ifade edilir. Varyansin disuk olmasi halinde 6nsel olarak ortaya atilan parametre
tahmini daha dar aralikta olup, kesinlik daha fazladir. Ancak o6nsel dagilimin
varyansi buyudukge, ilgili parametre igin yaptigimiz deger tahmini genis bir

arahktadir ve bu tahminin kesinligi de dusuk olur.

Asagida yer alan Sekil 1a ve 1b’deki ayni parametreye ait iki 6nsel dagihm
ornegi incelendiginde, her iki dagilimin ortalamasinin 0.5 civarinda oldugu
gorulmektedir. Dolayisiyla ilgili parametre igin en olasi 6nsel tahminimiz her iki
durumda 0.5tir. Ancak 1b’deki dagiimin varyansi, 1a’daki dagilimdan daha
bayuktur. Dolayisiyla bu nokta tahminimizin, 1b’deki 6nsel dagilimda daha muglak

oldugunu soyleyebiliriz.
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Sekil 1a ve 1b. Farkh varyansa sahip onsel dagilimlara 6rnekler.

Veri analizi oncesi belirlenen bu onsel dagilimlar, aslinda birer olasilik
yogunluk fonksiyonu (probability density function) seklindedirler. Burada
vurgulanmasi gereken noktalardan biri, grafiklerin y eksenindeki degerlerin olasilik
degil, yogunluk oldugudur. Olasiliklarin elde edilmesi igin, ilgili degerler arasindaki
alana tekabUl eden alan hesaplanir. Ornegin parametre igin 6nsel tahminimizin 0.4
ile 0.6 arasinda olmasina iligkin olasilik, fonksiyonun bu degerler altinda kalan
alaninin integral yoluyla hesaplanmasiyla elde edilir. EQrinin altinda kalan toplam
alan ise, x degiskeninin tim degerleri icin olasiliklarin toplami olan 1’e esit
olmaktadir. Diger bir ifadeyle egri altinda kalan tim alan olasiliklarin toplami olan
1’dir.

Parametreler icin belirlenecek onsel dagilimlar, olasilik yogunluk
fonksiyonlari matematiksel olarak tanimlanan Normal, Beta, Gamma, Tekbicimli
(Uniform) vb. istatistiksel dagihmlar olmaktadir. Bayes yaklagimi ile parametre
kestirim surecinde, 6nsel dagihmlarin bu sekilde bilinen olasilik yogunluk dagihimlari
olarak ifade edilmesi gerekir. Ornegin Sekil 1a ve 1b’de yer alan iki dnsel dagilim,
sekil parametreleri (shape parameters) ile tanimlanan ve her iki sekil parametresi
siraslyla 7 ve 2 olan Beta dagilimidir. ilgili parametre 6 ile sembolize edildiginde, 6
parametresi i¢in belirlenen bu iki Onsel dagilim sirasiyla 6~Beta(7,7) ve
0~Beta(2,2) seklinde ifade edilir.

Model parametrelerine iligkin 6n tahminler gegmis arastirmalarin bulgularina
veya uzman goruslerine dayanarak sekillendirilebilir (Kruschke, 2014). Bu gibi
durumlarda kullanilan ve nispeten duglk varyansa sahip 6nsel dagihmlar bilgi verici
(informative) 6nsel dagihmlar seklinde nitelendiriimektedir. Aslinda Bayes
yaklagiminin geleneksel yaklasimi benimseyen arastirmacilar tarafindan en ¢ok

elestirildigi nokta, veri analizi 6ncesi onsel dagihmlar ile modele bilgi igeren
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tahminlerin dahil edilmesidir. Geleneksel yaklasimi benimseyen arastirmacilar,
parametre kestirimi oncesi onsel dagihmlar ile saglanan bilgilerin yanliiga yol
agacagini savunmaktadirlar. Bayes yaklasimini benimseyen arastirmacilar ise bu
durumu olasiliksal olaylari agiklamada onceki deneyim ve bilgilerin kullaniimasi
gerektigi dusuncesi ile savunmaktadirlar (Kruschke, 2014). Ancak yine de Bayes
yaklasimi bu elestiriyi bertaraf edecek bir ¢6zimu de sunmaktadir. $Soyle ki, ilgili
parametre icin elde herhangi bir bilgi bulunmadiginda veya bu tur bir bilgi analize
dahil edilmek istenmediginde, bu durumlara uygun onsel dagilimlarin tanimlanmasi
mumkindir. Ornegin Sekil 1a ve 1b’de yer alan dagihmlarin varyanslar oldukga
yuksek degerlere (6rnegin 100) ¢ekildiginde, parametre hakkindaki tahminlerimizin
kesinligi de oldukga dusecektir. Bu tur dagilimlar Bayes alanyazininda bilgi

vermeyen (non-informative) énsel dagilimlar seklinde tanimlanmaktadir.
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Sekil 2. Belirsiz 6nsel dagilima ornek.

Ote yandan, Sekil 1a ve 1b’deki dagiimlarda oldugu gibi her bir degere
degisen olasiliklarda sans vermek yerine, her degere de es olasilik verilebilecek
bilgi vermeyen d6nsel dagilimlar da tanimlanabilir. Ozellikle tekbicimli dagilimlarin
ornek gosterilebilecegi bu tur dagilimlarin integralleri 1°e esit olmadigindan ayni
zamanda belirsiz (improper) dnsel dagilimlar olarak da adlandiriimaktadirlar. Sekil
2'deki dagihm 6~Beta(1,1) seklinde ifade edilen tekbigimli bir dagilim olup, belirsiz
onsel dagilimlara iyi bir 6rnektir. Bu dnsel dagilimda 0 ile 1 arasinda deger alabilen
parametreye ait tum olasilik yogunluklarinin egit oldugu gorilmektedir. Dolaysiyla
herhangi bir dedere daha yuksek bir olasilik atfediimemekte, bdylece parametre
kestirimlerinde 6nsel dagilimin etkisi devreden gikmaktadir. Beta dagilimi ile ifade

edilebilen bu dnsel dagilimin ayrica 6~Uniform(0, 1)seklinde ifade edilen ve 0-1
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araliginda deger alabilen tekbigimli dagilima esdeger oldugunu belirtmekte fayda

vardir.

Hatirlanacagi Uzere, Sekil 1a ve 1b’de yer alan iki 6nsel dagilimda en ylksek
olasiliga sahip olan 0.5 degeri parametre icin en olasi 6n tahmin idi. Sekil 2'deki
onsel dagihmda da bu parametrenin onsel olarak 0.5 degerini almasi mumkuanddr.
Ancak 0-1 arasi her degerin olasiligi esit oldugundan, bu durumda 0.5 igin en olasi
tahmin kavrami kullanilamaz. Ote yandan, buradaki dagilimin ranji 0-1 arasindadir;
ancak arastirmacilar kendi modelleri dahilinde uygun onsel dagilimlar segerek bu
ranji daha da buyultebilme esnekligine sahiptirler (6r: 6~Uniform(0,100) veya
negatif degerleri de kapsayan 6~Uniform(—10,10) gibi). Bu tur belirsiz onsel
dagihimlar ile yapilan parametre kestirimleri, frekansa dayali yaklasimlar (6rnegin

ML) ile yapilan parametre kestirimlerine oldukc¢a yakin gikmaktadir.

Bayes yaklagsiminda sonsal dagilim kavrami. Yukarida vurgulandigi gibi,
Bayes yaklasiminda parametreler seckisiz degiskenlerdir; dolayisiyla bir
parametrenin sonsal dagihimi, aslinda o parametreye ait kestirimlerin dagilimini
ifade etmektedir. Sonsal dagilim, parametrenin 6nsel dagilimi ve modelin olabilirlik
fonksiyonu kullanilarak (20) numarali Bayes esitligi yardimiyla elde edilir. Tipki
onsel dagihimlarda oldugu gibi, sonsal dagilimin en olasi degeri (yani ortalamasi) o
parametrenin nokta kestirimi; dagihmin sahip oldugu standart sapma da bu nokta

kestiriminin standart hatasini ifade etmektedir.

Bilindigi gibi geleneksel yaklagsimda standart hatalar nokta kestirimlerinin
guven araliklarinin belirlenmesinde kullaniimaktadir. Normal dagihmin ozelligi ve
standart hata degeri kullanilarak, kestirilen parametre degeri icin %95 glven araligi
belirlenir. Aslinda Bayes yaklagsiminda da benzer durum s6z konusudur; ancak
guven araligi sayisal bir deger olarak kestiriimekten ziyade, sonsal dagilimin
kendisinden elde edilir. Diger bir ifadeyle, sonsal dagihm zaten parametre igin farkli
olasliliklarla kestiriimis degerlerden meydana gelir; dolayisiyla yapilan islem, bu
dagiimin 2.5 ve 97.5 ylzdeliklerine denk gelen parametre degerlerinin
belirlenmesidir. Belirlenen bu degerler, ilgili parametre icin elde edilen nokta

kestiriminin %95 guven araliginin ug degerleri olur.

Bayes yaklasiminda genellikle normal dagilim referans alinarak sonsal

dagihimin 2.5 ve 97.5 yuzdelikleri ile sinirlanan %95 guven araligi elde edilir.
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Belirlenen bu aralik, Bayes alanyazininda Bayes guven araligi (Bayesian Credible
Interval) olarak da anilmaktadir. Ancak Kruschke (2014), sonsal dagilimlarin
simetrik olmamasi halinde bu yaklasimin dogru olmayacagini belirterek Highest
Density Interval (HDI) olarak adlandirilan en yuksek yogunluk arahdi kavraminin
kullaniimasini 6nermigtir. Asagida Kruschke'den (2014, s.88) alinan iki sonsal

dagihima ait grafikler incelendiginde, HDI kavrami daha iyi anlagilacaktir.

<t
o

0.3
1

Ko
5°
el 95% HDI
-1.96 & 5 1.96
~ Ce
1 1
< | ' 1
< T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
X
e
™ -
s
K3
Q. o
95% HDI
7 0.61 ¢ ~,0.95
(- A
O~ ! ;
T T T T T T T
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Sekil 3a ve 3b. Farkli sonsal dagilimlarin %95 HDI degerlerinin gdsterimi.

Sekil 3a’da gorulen dagihm standart normal bir dagihmdir, dolayisiyla %95
glven arahginin alt ve st limiti simetrik olmaktadir. Sekilden de anlasilacagi Gzere
sonsal dagilimin simetrik olmasi halinde, geleneksel guven araligi ile HDI ayni
olacaktir. Ancak Sekil 3b’de yer alan carpik dagihm icin geleneksel yontemle
simetrik bir guven arahgi belirlenmesi halinde, dagihmin sol ucundaki bazi degerlere
ait olasiliklarin disuk olmasina ragmen guven araligina girmesi; buna karsin
olasiliklarin daha yuksek oldugu sag uctaki bazi degerlerin ise bu araliga
girememesi s6z konusu olacaktir. Bu garpik dagilim icin geleneksel guven araligi
yerine %95 HDI kullanildiginda, egri altinda kalan toplam alanda (1’e esit olan
toplam olasilik) en ylUksek olasilik degerlerini iceren %95’lik bolim belirlenir ve bu
bolumu sinirlayan alt ve Ust parametre degerleri given araliginin limitlerini gosterir.

Sonug olarak bu %95’lik alan igerisinde yer alan her bir parametre degerine ait
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olasilik, alanin diginda yer alan herhangi bir parametre degerine ait olasiliktan
blayUk olmaktadir (Kruschke, 2014).

Sonsal dagihimin ortalamasi ve varyansi, onsel dadilim ile modelin
uygulandigi veri setinden gelen bilginin niteligine gore degiskenlik gostermektedir.
Ornegin bilgi icermeyen bir énsel dagihm kullanildi§inda, parametreye ait sonsal
dagilimin belirlenmesinde sadece veri seti tarafindan saglanan bilgi kullanilir ve
daha 6nce vurgulandidi gibi parametre kestirimleri frekansa dayali yaklasimlar ile
elde edilecek kestirimlere oldukga yakin olur. Ancak ayni veri seti sz konusu iken,
parametrenin onsel dagilimi bilgi verici nitelikte oldugunda, sonsal dagilimin
ortalamasi ve varyansinda onsel dagiiimdan gelen bu bilgi ile bir degiskenlik
olacaktir. Bu degiskenlik; parametrenin nokta Kkestiriminin onsel dagihimin
ortalamasina dogru kaymasi, kestirime iliskin hatay! ifade eden varyansin ise
azalmasi seklinde olacaktir. Ote yandan o6nsel dagilimlar ayni iken, modelin
uygulandidi verinin artirilmasi halinde, parametrenin nokta kestirimi olabilirlik
dagiliminin ortalamasina dogru bir ¢ekilme yasarken, yine modele saglanan
fazladan bilgi sayesinde sonsal dagiimin varyansinda bir disUs olacaktir
(Kruschke, 2014).

Sonu¢ olarak Bayes yaklasiminda sonsal dagilimlar ile ifade edilen
parametre Kkestirimleri, veri seti ve onsel dagihm ile gelen bilgiler ile
dengelenmektedir. Dolayisiyla veri seti veya onsel dagilimda bir bilgi artigi olmasi
halinde, kestirimler de o yonde bir hareket gosterecek ve kestirimlerin hatalarinda
bir dusUs yasanacaktir. Asagida yer alan bolimde, Bayes yaklasimi ile kestirimin
en onemli asamasi olan sonsal dagihmlarin elde edilmesine iligkin bilgiler

sunulmustur.

Sonsal dagilimlarin elde edilmesi. (20) numarali Bayes esitligi basit gibi
gorunse de, onsel dagihm ve olabilirlik fonksiyonunun esitlikte yerlerini almasi ile
sonsal dagilimin elde edilmesi zorlagsmaktadir. Bu durum &zellikle ¢ok sayida

kestirilecek parametreye sahip karmasik modellerde daha da belirgin olmaktadir.

Parametrenin nokta kestirimi ve bu kestirime ait guven araliginin elde
edilebilmesi igin, ilgili parametrenin sonsal dagiliminin ortalamasi ve varyansina
ulasmak gerekmektedir. Sonsal dagilimin matematiksel formunun belli bir olasilik

dagihmi olmasi halinde bu dagilima ait ortalama ve varyansin bulunmasi kolaydir.
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Bu tlr dagihmlar matematiksel olarak ¢ozumlenebilir (tractable) dagilimlar olarak
nitelendirilmektedir (Ntzoufras, 2009). Matematiksel olarak ¢6zumlenebilir sonsal
dagilimlar elde edebilmek igin, eldeki modele uygun olan 6zel 6nsel dagilimlarin
kullanilmasi gerekmektedir. Matematiksel ¢ozUme olanak saglayan bu tur ozel

onsel dagilimlara eslenik (conjugate) onsel dagilimlar adi verilmektedir.

Uygun olabilirlik fonksiyonlari ile eslenik olan bir 6nsel dagilim kullanildiginda
elde edilen sonsal dagilimin tara 6nsel dagilim ile ayni olmakta ve matematiksel
¢6zim mimkin olmaktadir. Ornegdin verinin Binom dagihmi gésterdigi modellerde
(olabilirlik dagilimi da Binom olur) 6nsel dagilhm olarak Beta dagilimi kullanildiginda,
ilgili parametrenin sonsal dagilimi da Beta dagilimi olur ve bu dagihmin ortalamasi
ile varyansinin matematiksel olarak hesaplanmasi mimktndur (Ntzoufras, 2009).
Ancak eglenik onsel dagihmlar ¢ok sinirh tirde ve parametre sayisi az olan
modellerde kullanilabilmekte, dolayisiyla her turli modele uyum saglayacak eslenik
onsel dagihm bulunamamaktadir. Ayrica belirli olabilirlik dagihmlari igin kisitl sayida
eslenik onsel dagilimlarin olmasi, aragtirmacilarin onsel dagilim se¢iminde esnek

davranmalarina engel olmaktadir.

Bilindigi gibi, genellikle istatistiksel modellerde kestirilmesi gereken birden
¢ok parametre bulunmaktadir. Parametre sayisi birden fazla oldugunda Bayes
esitligi ile tim parametrelerin bileske (joint) sonsal dagilimi elde edilmekte, bu
bileske dagilimdan her bir parametrenin marjinal sonsal dagilimina ulagiimasi
gerekmektedir. Ornegin geleneksel Rasch modelde 0 yetenek parametrelerini, § ise
madde parametrelerini temsil etmek Uzere, bu iki parametre setine ait bileske sonsal

dagilim

p(¥16,B) p(6) p(B)
p(y)

p(0,Bly) = (22)

olarak ifade edilmektedir. Dikkat edilirse bu esitlik, (19) numarali temel Bayes
esitliginin aynisidir. Buradaki farkhlik, kestirilecek iki farkli parametre seti
oldugundan sonsal dagihmlarin p(6, B|y) seklinde sembolize edilerek bileske olarak
verilmesidir. Bu bileske sonsal dagilimdan her bir madde ve yetenek parametresine
ait marjinal sonsal dagilima ulasilmasi gerekmektedir. Bunun icin bileske sonsal
dagihmin integrali alinmalidir (Fox, 2010). Ornedin yetenek parametrelerinin

marjinal sonsal dagilimlari,

26



p(6ly) = f p(¥16,8) pO)p(B) /p()d(B) (23)

integrali ile elde edilir. Burada p(6|y) yetenek parametrelerinin marjinal sonsal
dagilimini, p(6@) vyetenek parametreleri igin 6nsel dagihmi, p(B) madde
parametreleri icin 6nsel dagilimi ve p(y|6, B) ise modelin olabilirlik dagilimini ifade
etmektedir. (23) numarali esitlikteki gibi integraller, 6zellikle modeller daha da
karmasik oldugunda matematiksel olarak ¢6ziilemez bir hal almaktadir. integralin

¢ozulememesi durumunda parametre kestirimlerine de ulasmak mumkun degildir.

Yukarida bahsedilen eslenik onsel dagilimlarin kisith uygulamalar ve
karmasik integrallerin matematiksel cézumlerinin olanaksizligi, Bayes yaklasimi ile
kestirimlerin uzun yillar boyunca yaygin olarak kullaniimasina engel olugturmustur
(Kruschke, 2014). Ancak ilerleyen yillarda sonsal dagihmlarin elde edilmesinde
kullanilabilecek simulasyona dayali yontemlerin oldukga gelismesi ile bu kisithlik
ortadan kalkmistir. Ozellikle yiiksek islem kapasiteli bilgisayarlarin daha ucuz ve
ulasilabilir hale gelmesiyle, simulasyona dayali kestirimler daha kolay ve hizli olarak
elde edilmeye baslanmistir. TUm bu gelismeler ile beraber Bayes yaklasimina dayali
parametre kestiriminin kullanimi daha da yayginlasmistir. Asagida yer alan bolimde
sonsal dagihmlarin simulasyona dayali yontemler ile elde edilmesine iligkin bilgilere

yer verilmigtir.

Simiilasyona dayali yontemler ve Gibbs 6rneklemesi. Similasyona
dayali Bayes c¢o6zumlerinde sonsal dagilimlarin matematiksel formlarina
ulasilmasindan ziyade, bu dagiimlardan genis Orneklemler uretiimesi s6z
konusudur. Her bir parametreye ait sonsal dagilimi yeterince temsil edecek bir
orneklem Uretilebilmesi halinde, bu dagilimin ortalamasi ve varyansi basta olmak
Uzere diger istatistiksel o6zellikleri hakkinda bilgi sahibi olunabilir. Genel anlamda
simulasyona dayali veri uretiminde en ¢ok kullanilan tekniklerin basinda Monte
Carlo (MC) yontemi gelmektedir. MC yontemi ile simulasyon direkt simulasyon
olarak da anilmakta olup, tek bir parametre icin veri uretmede etkilidir; ancak
yukarida belirtildigi gibi birbirlerine bagimli olan birden fazla parametre olmasi
durumunda MC ydntemi yerine Markov Chain Monte Carlo (MCMC) simulasyon

yontemleri kullaniimaktadir (Ntzoufras, 2009).

MCMC yodntemlerinin Bayes yaklagsimindaki temel rold, her bir parametre icin

Bayes esitliginden elde edilecek sonsal dagilimi yeterince temsil edecek buyukluk

27



ve Ozellikte bir ornekleme ulagmaktir. Markov zinciri adi verilen iteratif bir algoritma
ile isleyen MCMC yonteminde, pes pese Uretilen veriler sonucunda elde edilecek
orneklemin ilgili sonsal dagihmi yeterince temsil edecedi; diger bir ifadeyle
iterasyonlarin yakinsayacagi (convergence) varsayillimaktadir. Alanyazinda c¢ok
sayilda MCMC algoritmasi yer almaktadir. Bayes vyaklasimi ile parametre
kestirimlerinde en c¢ok kullanilan MCMC algoritmasi Metropolis-Hastings

algoritmasinin 6zel bir tirt olan Gibbs 6rneklemesidir (Gibbs sampling) (Fox, 2010).

Gibbs o6rneklemesinde modelin her bir parametresi igin kosullu sonsal
dagilimdan iteratif olarak degerler uretilir. Stre¢ bir zincir seklinde ilerleyerek her
adimda uretilen degerler bir sonraki adimda giincellenir. Ornegin y ile sembolize
edilen veri setinden bir model ile kestirilecek toplam k adet parametre 64,0, ..., 6y

olsun. ilk asamada bu k adet parametre icin sahip olduklari énsel dagilimlarin ranij

igerisinden rastgele secilen 6., 6%, ...,6{” baslangic degerleri (initials) ile zincir

baslatilir. Ust indisteki degerler iterasyon sayisini gostermekte olup, sifirindis degeri
zincirin basglangicini ifade etmektedir. Ardindan 91(1), p(61|6§°), 050) ...,0,50), y)

kosullu dagilimindan; 951), p(92|91(1), 93(0) ...,9,50), y) kosullu dagilimindan ve bu

islem k. parametre igin 6", p(6k|91(1), oV, 0" .0, y) dagilimindan dretilerek

(1) indisi ile belirtilen zincirin birinci iterasyonu tamamlanmis olur. Burada dikkat
edilmesi gereken nokta, ilk iterasyon icerisinde her bir parametre igin yeni bir deger
uretildiginde, bu deger ilgili iterasyonda siradaki parametrenin Uretilecek degeri igin

kosullu bir bilgi olarak ele alinmakta, yani elde edilen yeni bilgi ile iterasyon
guncellenmektedir. Bu sekilde toplam m tane iterasyon tamamlandiginda Hl(m),

92(’”), ...,B,Sm) seklinde sembolize edilen k tane parametre igin zincirin son degerleri
uretilir. m iterasyon sayisi sonsuza yaklastiginda, her bir 8, parametresi igin Uretilen
toplam m tane dederin dagiliminin, ilgili parametrenin Bayes esitligi ile ulagsiimaya
¢aligilan marjinal sonsal dagilimina yakinsayacagdi belirtiimektedir (Dowling, 2006;
Fox, 2010). Diger bir ifadeyle, m tane iterasyon sonrasinda yakinsama
gerceklesmesi halinde, elimizdeki k tane parametrenin her biri i¢in Uretilen m
bayukligunde bir 6rneklem olacaktir. Bu orneklemler ilgili parametrenin marjinal
sonsal dagihimini temsil eden 6zellikte olup parametreye ait kestirim ve %95 HDI

basta olmak Uzere her turlu istatistigin elde edilmesinde kullanilacaktir.
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Bayes yaklagsimi ile kestiim sdrecinin son asamasinda MCMC
iterasyonlarinin yakinsama durumlarinin ve yakinsamanin gerceklegsmesi halinde
elde edilen sonsal dagihmlarin 6zelliklerinin incelenmesi gerekmektedir. Gerek
MCMC’nin dogru sekilde tamamlanmasi, gerekse orneklemenin
tamamlanmasindan sonra parametre kestirimlerinin dogru sekilde
yorumlanabilmesi i¢in birtakim kosullarin saglanmasi gerekmektedir. Asagida yer
alan bolimde MCMC sirecinin de@erlendiriimesi ve elde edilen c¢iktilarin

yorumlanmasina iligkin bilgilere yer verilmistir.

MCMC siirecinin degerlendirilmesi. m iterasyon sayisi sonsuza dogru
gittiginde yakinsamanin kesinlikle gerceklesecegi ve elde edilecek bu sonsuza
yaklasan buyuklukteki 6érneklem ile sonsal dagilmin mukemmel bir sekilde temsil
edilecegi bilinmektedir (Ntzoufras, 2009; Kruschke, 2014). Ancak elbette
iterasyonlarin sonsuz sayida yapilmasi mumkun degildir ve dolayisiyla m tane
iterasyon sonucunda elde edilecek orneklemin, tipki geleneksel istatistik
teorisindeki orneklem-evren iligkisinde oldugu gibi sonsal dagilimi temsil edeceqi
varsayilir. MCMC iterasyonlarinin ne kadar uzunlukta olmasi gerektigi, yani hangi
m sayisinin yeterli olacadi, aslinda birden fazla kosula bagh olmaktadir. Ancak

oncelikli olarak yakinsamanin gerceklesip gerceklesmedigi kontrol edilmelidir.

Yakinsamanin kontrol edilmesi. Yakinsamanin kontroli goérsel ve sayisal
olarak yapilmaktadir (Kruschke, 2014). Goérsel kontrolde, MCMC ile Uretilen
degerlerin her bir iterasyonda gosterdigi degisimin grafigi incelenmektedir. Bayes

alanyazininda bu grafiklere iz grafigi (trace plot) adi verilmektedir. iz grafiklerinde
baslangic degeri (6,50)) ile bagslayan MCMC simulasyonunun, ilerleyen iterasyon
sayisi sonrasinda gdsterdigi degisim gdrsel olarak incelenir. istenen durum, belirli

bir iterasyon sayisindan sonra iz grafiginin istikrarl olarak ilerlemesidir.
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Sekil 4a ve 4Db. iz grafigi 6rnegi.
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Sekil 4a’da yer alan 6rnek iz grafigi incelendiginde, ilgili parametre igin onsel
degerin 0 civarinda oldugu ve iterasyon sayisinin yaklagsik olarak 500U
gegmesinden sonra iz grafiginin 0.4 ile 1.5 degerleri arasinda istikrarli bir bicimde
ilerledigi gorulmektedir. Bu durumda, zincirin 500’den 6nceki degerlerinin sonsal
dagilimi temsil etmeyen nitelikte oldugu soylenebili. MCMC zincirindeki bu ilk
iterasyonlara 1sinma (burn-in) periyodu adi verilmekte ve baslangi¢c degerlerinin
etkisini iceren bu kismin sonuglara dahil edilmemesi gerekmektedir (Ntzoufras,
2009). Sekil 4b’de gorilen iz grafigi, Sekil 4a’daki iz grafiginden 1Isinma periyodunun
ctkariimis halidir. Goruldugu gibi 1Isinma periyodunun cikariimasinin ardindan, 500-

2000 arasi iterasyonlarda zincirin yapisi daha istikrarhdir.

Yakinsamanin daha iyi degerlendiriimesinde farkh baslangi¢ noktalarindan
baslatilacak birden fazla zincirin kullanilmasi daha verimli olmaktadir. Bu sekilde
baslangi¢c degerlerinin kontroll daha iyi yapilabilir ve ulagiimaya calisilan sonsal
dagihm ayni oldugundan, tim zincirlerin yakinsama halinde birbirleriyle értismesi
beklenir. Ornegin Sekil 5a ve 5b’de, bir parametre kestirimi icin farkli baslangic
noktalarindan baslatilan iki zincire ait iz grafikleri yer almaktadir. Sekil 5a’daki
grafikte goruldugu gibi, yine yaklasik 500 iterasyon sonrasinda her iki zincir de
istikrarli bir hale gelmekte ve birbirleriyle ortismektedir. Bu iz grafiginden 1sinma
periyodu olarak ilk 500 deger ¢ikarildiginda Sekil 5b’deki iz grafigi elde edilir. Isinma

periyodunun cikarildidi bu iz grafiginde, zincirlerin birbiriyle 6rtlistigu daha iyi

gOzlenebilir.
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Sekil 5a ve 5b. Birden ¢ok zincire sahip iz grafigi rnegi.

Zincirlerin értisme durumu, her bir zincire ait asagida yer alan Sekil 6'daki dagilim
grafiklerinden de gdzlenebilir. Goruldugu gibi her iki zincirden elde edilen degerlere
ait dagihmlar oldukga benzerdir. Bu durumda farkli baslangi¢ noktalarindan
baglatilan her iki zincirin de ayni sonsal dagilimi temsil eden o6rneklemleri
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olusturdugu yorumu yaplilir. Elde edilen bu gorsel kanitlar is1ginda, ilgili parametre

icin yakinsamanin gergeklestigi soylenebilir.

MCMC
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Sekil 6. iki zincire ait dagihm grafigi.

MCMC’de birden fazla zincir kullaniimasi, goérsel kanitlarin yaninda
yakinsamanin sayisal gostergesi olan Brooks-Gelman-Rubin (BGR) (Brooks &
Gelman, 1998) istatistiginin hesaplanmasina da olanak saglamaktadir. BGR, her bir
zincir i¢cindeki ve zincirler arasindaki degiskenligi dikkate alarak ANOVA temelli bir
istatistik sunar ve 1.0 ile 1.1 arasindaki BGR degerleri yakinsamanin olduguna
isaret eder (Ntzoufras, 2009). BGR istatistiginin 1.1 degerini asmasi halinde,
yakinsamanin gerceklesmedigi ve zincirlerden en az birinin istikrarli bir yapiya
kavusmadigr yorumu yapilir. Zincirin fazla sayida iterasyona ragmen istikrarli bir
yapida olmamasi, Uretilen dederlerin sonsal dagilimi temsil etmedigini ifade eder.
Sekil 7a ve 7b’de yer alan iz grafikleri, yakinsamanin olmadigi bu gibi durumlara bir

ornek teskil etmektedir.
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Sekil 7a ve 7b. Yakinsamayan zincirlere ait iz grafigi érnegi.

Sekil 7a’da yer alan grafikteki senaryoda, iterasyon sayisi 5000’den 10000’e
cikariimasina ragmen Sekil 7b’de gorildugu gibi her iki zincir de kararli bir yapiya

ulasamamakta ve birbirleriyle ortisememektedirler. Bu gibi durumlarda iterasyon
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sayisinin daha da artirilmasi denenebilir; ancak tipki bu 6rnekte oldugu gibi olduk¢a
fazla sayida iterasyona ragmen durumun degismemesi halinde sorun modelin
kendisinde veya MCMC kodlamasinda aranmalidir. Diger bir ifadeyle, bu gibi
durumlarda problem modelin kendisiyle veya kodlama hatasiyla ilgili oldugundan,
iterasyon sayisinin  sonsuza kadar artinlmasi halinde bile yakinsama

gerceklesmeyecektir.

Oto-korelasyon (autocorrelation). MCMC iterasyonlarinin  yakinsama
durumlari goérsel ve sayisal olarak teyit edildikten sonra, her bir parametreye ait
sonsal dagilimin etkili bir bicimde temsil edilebilmesi icin gerekli m iterasyon
sayisina karar verilmesi gerekmektedir. Elbette m iterasyon sayisi ne kadar fazla
olursa, elde edilecek Gibbs drneklemesi sonsal dagilimi daha iyi temsil edecektir.
Ancak yakinsamanin gergeklestigine kanaat getiriimesinin ardindan, yine birtakim
Olcutlere gore m sayisinin yeterliligine karar verilebilir. Bu olg¢utlerden bir tanesi,

zincirlerin oto-korelasyon degerlerinin incelenmesidir.

Oto-korelasyon kavrami, bir zincirdeki iterasyonlarin ilerlemesi ile beraber
sonsal dagihimdan Uretilen parametre degerlerinin birbirlerinden farklilasmasinin bir
Olcusl olarak ifade edilebilir. Oto-korelasyon degerinin yuksek olmasi, ilerleyen
iterasyonlara ragmen Uretilen parametre degerlerinin sonsal dagihmin tim
bolgelerini yeterince temsil etmedigini gosterir. Dolayisiyla yiksek oto-korelasyon
durumlarinda, sonsal dagihmin yeterince temsil edilebilmesi igin daha fazla
iterasyona ihtiyac duyulacaktir. Ylksek oto-korelasyon degeri ayrica zincirlerin
yavas yakinsadigini ve ortusmenin de yavas bir bicimde gergeklestigini ifade
etmektedir (Kruschke, 2014). Bu acgidan, yuksek oto-korelasyon degerlerine
ragmen, iterasyon sayisinin artiriimasi halinde sonsal dagilimi yeterince temsil

edecek bir 6rneklem elde edilebilecegini sdylemek yanlis olmaz.

Oto-korelasyon degderi, 1sinma periyodunun gikariimasinin ardindan kalan
zincir igerisindeki parametre degerlerinde k gibi bir gecikme (lag) degeri dikkate
alinarak hesaplanmaktadir. Ornegin k = 5 igin hesaplanacak oto-korelasyon degeri,
bir parametreye ait zincirin uzunlugu m = 1000 olmak Uzere, zincirin birinci
degerinden 995. deg@erine kadar olan set ile; zincirin 5. degerinden 1000. degerine
kadar olan set arasindaki korelasyon degeridir. Bu korelasyon degerinin yluksek
cikmasi, ilgili parametre igin iterasyonlarin ilerlemesine ragmen Uretilen degerlerin

¢ok degismedigini, yani yakinsamanin yavas bir sekilde gergeklestigini ifade eder.
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Daha yuksek gecikme degerleri alindiginda oto-korelasyon degeri daha da
dusecektir. Cunku iterasyonun daha ilerisinden baglanarak alinacak parametre
degerlerinin, ilk degerler ile daha duguk korelasyon gostermesi beklenen bir
durumdur. Artan gecikme degerlerine bagh olarak oto-korelasyon degerlerinin

gOsterdigi degisim, oto-korelasyon grafikleri ile daha iyi gdzlenebilir.
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Sekil 8. Oto-korelasyon grafigi ornegi.

Sekil 8'de yer alan d6rnek oto-korelasyon grafigi incelendiginde, gecikme
degerinin 20 olmasi ile beraber oto-korelasyonun sifira yaklastigi gérilmektedir. Bu
grafikten hareketle, bir zincirdeki ardisik tim iterasyonlarin alinmasi yerine, her 20.
degerin alinmasiyla elde edilecek 6rneklemde oto-korelasyonun sifir olacagi
sonucuna varilir. Bu sekilde her k. degerin alinmasi islemine Bayes alanyazininda
inceltme (thinning) adi veriimektedir. inceltme islemi ile her k. deger alindigindan,
elde edilecek érneklem inceltme yapilmamis durumdaki érneklemden daha kiguk
olacaktir. Ancak oto-korelasyonun yuksek olmasi, ardigik iterasyonlar ile Uretilen
parametre degerlerinin birbirlerine oldukga yakin oldugunu gostermektedir.
Dolayisiyla inceltme ile yapilan islem, birbirine olduk¢a yakin olan bu ardigik
degerlerin alinmasi yerine, gecikme dedgerinin belirttigi iterasyondaki farklilasan

degerin alinmasidir.

inceltme islemiyle, Uretilen her k tane parametre degerinden biri alinip oto-
korelasyon degeri sifira gekilse de, toplamda gergeklestirilen iterasyon sayisi ayni
kalmaktadir. Dolayisiyla inceltme islemi ile zaman kazanmaktan ziyade, daha az
sayida deger saklandigindan, sadece bilgisayar bellegi kullanimi agisindan avantaj
saglanmaktadir (Kruschke, 2014). Ancak Link ve Eaton (2012) inceltme islemi ile

uretilen tim degerlerin alinmasi yerine, her k. dederin alinmasi ile kestirimlerde bir
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bilgi kaybinin yasanacagini belirtmektedirler. Dolaysiyla bellek sikintisi olmadigi
durumlarda, inceltme yoluna gitmek yerine iterasyon sayisinin daha da artirilip

uretilen tum degerlerin dikkate alinmasi daha verimli olacaktir.

Etkili 6rneklem bilyiikligii (effective sample size: ESS). lIterasyonlarda
yuksek bir oto-korelasyonun olmasi durumunda, ardigik olarak Uretilen degerlerin
yavas bir bicimde farklilagacagi daha oOnce belirtiimisti. Dolayisiyla bu gibi
durumlarda m buyukligunde dretilen bir 6rneklemin tim degerlerinin birbirlerinden
tamamen bagimsiz olmayacagi agiktir (Kruschke, 2014). Oto-korelasyon degerinin
daha da buyuk olmasi ile beraber m buyuklugundeki orneklemin dusuk bir kismi
sonsal dagihmi temsil edici nitelikte olur. Bu gibi durumlarda, elde edilen érneklemin

sonsal dagilimi temsil etme glici ESS degeri ile incelenir.

ESS, yapilan m iterasyon sayisi ve her bir zincirdeki oto-korelasyon degeri
ile hesaplanir. Ornegin, bir parametre igin m uzunlugunda bir iterasyon
gerceklestirildiginde, Sekil 8'deki gibi bir oto-korelasyon durumu séz konusu ise,
ESS m degerinden daha dusuk olacaktir. Dolayisiyla, etkili parametre kestirimleri
icin onceden hedeflenen iterasyon sayisindan daha fazla iterasyona ihtiyag
duyulacaktir. Kruschke (2014), 6zellikle %95 HDI’'nin mimkin oldugunca hassas bir
bicimde kestirilebilmesi icin etkili érneklem buyukligunin en az 10000 olmasi
gerektigini onermektedir. Ancak arastirmacilar i¢in uygulamalarinda %95 HDI'nin
hassasiyeti cok onemli degdilse, daha dusuk ESS degerlerinin de yeterli olacagini

vurgulamigtir.

MC hatasi (MC error). MCMC iterasyonlari sonrasinda elde edilen
drneklemin ortalamasi, ilgili parametre icin nokta kestirimi olmaktadir. iterasyon
sayisinin sonsuza yaklagsmasiyla birlikte, bir parametre icin Uretilecek degerler
sonsal dagihmi mukemmel bir bicimde temsil eder. Boylece 6rneklem ortalamasi,
sonsal dagihmin ortalamasina tam olarak esit olur ve dolaysiyla parametrenin
gercek degerine ulagilir. Ancak MCMC simulasyonu ile sonsal dagiimdan m
bayukligunde bir 6rneklem elde edilir ve bu 6rneklemin ortalamasi, sonsal dagilimin
ortalamasini belirli bir hata ile temsil eder. iste kestirimlerdeki similasyondan

kaynakli degisimleri 6lgen bu hataya MC hatasi adi verilmektedir (Ntzoufras, 2009).

MC hatasi, m iterasyon sayisinin artmasi ile dugus gosterir ve dolayisiyla

etkili bir kestirim i¢cin minimum iterasyon sayisinin ne olmasi gerektigi konusunda
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arastirmaciya bir fikir verebilir. Kéry (2010), MC hatasinin parametreye ait sonsal
dagilimin standart sapmasinin %5’inden kiguk olmasi gerektigini belirtmektedir.
Dolayisiyla bu sartin saglanmasina dek iterasyon sayisinin artiriimasi, etkili
parametre kestirimleri icin makul bir hareket olacaktir. Daha 6nce belirtildigi gibi
MCMC iterasyonlarinda yuksek oto-korelasyonlarin olmasi, elde edilecek etkili
orneklem buyuklugunun dismesine neden olmaktadir. Bu agidan 6zellikle yuksek
oto-korelasyon durumlarinda MC hatasinin dusuriimesi igin iterasyon sayisinin

daha da artirilmasi gerekecektir.

MCMC surecinin degerlendiriimesinde dikkat edilecek hususlari 6zetlemek
gerekirse, ilk olarak MCMC simulasyonlarinin yakinsama durumlari gorsel olarak
degerlendiriimeli ve 1sinma periyodunun hangi iterasyondan itibaren dikkate
alinmasi gerektigine karar verilmelidir. Zincirlerin yeterince ortustugune gorsel
olarak kanaat getiriimesinin ardindan; BGR istatistigi, ESS ve MC hatasi incelenerek
iterasyonlarin ne kadar uzunlukta olmasi gerektigine karar verilmelidir.
iterasyonlarin tamamlanmasinin ardindan, her bir parametre icin Uretilen
orneklemin ortalamasi nokta kestirimi iken; bu 6rnekleme ait standart sapma ise
standart hata gorevi gorur. Ayrica parametre kestiriminin daha etkili olan glven
araligi % 95 HDI ile ifade edilmektedir.

Bayes yaklagimi ile kestirimin agsamalari. Bu bolime kadar Bayes
yaklagimi ile kestirim ile ilgili aktarilan teorik bilgilerin daha iyi yapilandirilabilmesi
icin, basit bir modele ait parametre kestirimlerinin nasil elde edildiginin bastan sona

asamali olarak agiklanmasi faydali olacaktir.

Onceki bélumlerde vurgulandigi gibi, parametre kestirimlerini elde edebilmek
icin 6nsel dagilim ve modelin olabilirlik fonksiyonu kullanilarak Bayes esitligiyle
parametrelerin sonsal dagilhimlarina ulagilmasi gerekmektedir. Bunun igin ilk olarak
veriye uygulanmasi planlanan model ile kestirilecek parametreler belirlenmelidir.
Sonraki asamada, eldeki verinin yapisi ve istatistiksel model dikkate alinarak veri
g6zlemlerinin gdsterdigi dagilim belirlenmeli ve modelin olabilirlik fonksiyonu
yazilmalidir. Son asamada ise modele ait tim parametreler igin énsel dagihmlar
belirlenmelidir. Ornedin sirekli olan bir y degiskeninin, yine sirekli olan bir x
degiskeni ile yordandidi basit dogrusal regresyon modelini disunelim. Bu dogrusal

regresyon modelinin matematiksel esitligi,
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yi=a+bx; +e; (24)

seklinde ifade edilir. Dogrusal regresyonun varsayimi geregi, artiklar e;~N(0,c?)
seklinde ifade edilen, 0 ortalama ve ¢? varyans ile normal dagihm gosterir. Bu
modelden kestirilecek olan parametreler a, b ve 2'dir. Her bir i bireyi icin beklenen
bagimlh degisken degeri u; = a + bx; seklinde ifade edildiginde, dnerilen model igin
olabilirlik fonksiyonu, regresyon modelinin dayandigi temel geregi y;~N(u;,c?)

seklinde ifade edilir.

Olabilirlik fonksiyonunun ardindan a, b ve o¢? parametreleri igin Gnsel
dagilimlar belirlenmelidir. Bu parametreler icin bilgi vermeyen onsel dagilimlar
secilmek istenirse, sabit (a) ve regresyon katsayisi (b) igin alanyazinda sikga
kullanilan ortalamasi 0 ve varyansi 100 gibi ¢ok yuksek olan normal dagilimlar
secilebilir ve a~N (0, 100), b~N (0, 100) seklinde gosterilir. Boylece analiz 6ncesinde
sabit ve regresyon katsayilarina ait dnsel tahminimizin ortalamasi sifirdir; ancak
onsel dagilim ¢ok buylk bir varyansa sahip oldugundan olasi de@erlerin ranj
oldukga genis olmaktadir. Artiklarin varyans parametresi (¢2) igin onsel dagiim
belirlenirken dikkatli olmak gerekir; ¢linkd bir varyans degerinin pozitif olmasi sarttir.
Bu durumda yine bilgi vermeyen bir dnsel dagihm olarak, alanyazinda varyans
parametreleri icin sikga kullanilan tek bicimli dagihm kullanilabilir. Ornegin 0 ile 100
degerleri arasinda tanimlanan (dolayisiyla sadece pozitif degerler alabilen) ve
a?~Uniform(0,100) seklinde gosterilen bir dagiim uygun bir segim olacaktir.
Burada vurgulanmasi gereken bir diger nokta da dnsel dagilim secgimlerinde ilgili
modeller igin daha dnce baska arastirmacilar tarafindan onerilen ve etkililigi bilinen

dagilimlarin tercih edilmesinin yararli olacagidir.

Modelin olabilirlik fonksiyonunun yazilmasi ve Kkestirilecek model
parametrelerinin onsel dagihmlarinin belirlenmesinin ardindan, MCMC yontemleri
ile her bir parametrenin sonsal dagilimindan oérneklemler Uretiimesi asamasina
gegcilir. Bu asamada MCMC algoritmalari arastirmacilar tarafindan programlanacagi
gibi, bunu otomatik olarak yapan ve Ucretsiz olarak sunulan gesitli istatistiksel
yazilimlarin da kullanilabilmesi mimkiindiir. Ornegin WinBUGS (Lunn, Thomas,
Best, & Spiegelhalter, 2000) ve JAGS — Just Another Gibbs Sampler (Plummer,
2003, 2015) gibi Ucretsiz yazilimlar, MCMC ydntemlerinden Gibbs érneklemesi ile
parametre kestirimlerinde yaygin olarak kullaniimaktadir. Yukaridaki regresyon
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modelinin anilan bu yazilimlarda analiz edilmesinde kullanilabilecek model kodu su
sekildedir:
model {
for (iin 1:n) {
y[i] ~ dnorm(muli], tau)

mul[i] <- a + b*x]i]

tau <- 1/sigma
a ~ dnorm(0, 0.01)
b ~ dnorm(0, 0.01)
sigma ~ dunif(0, 100)
}
Model kodu incelendiginde, aslinda bunun yukarida siralanan asamalarin bir

yansimasi oldugu sezilecektir. Diger bir ifadeyle, yazilan kod ile yukarida sozel
olarak agiklanan modelin olabilirlik dagiliminin ve her bir parametreye ait onsel
dagihimlarin ifade edilmesi s6z konusudur. Model kodunda vurgulanmasi gereken
noktalardan biri de, modelin olabilirlik dagilimi ve regresyon katsayilarinin 6nsel
dagilimlari igin kullanilan normal dagilimlarda, Bayes alanyazininda ele alindigi gibi
varyans yerine varyansin tersinin (1/varyans) kullanilmig olmasidir. Ilgili veri setinin
de programa tanitiimasi ile birlikte, gereken Gibbs 6rneklemesi yazilimlar tarafindan

yapilacak ve sonugta her bir parametre icin sonsal dagilimlar elde edilecektir.

Elde edilen sonsal dagilimlarin yorumlanmasindan oOnce, yazilimlar
tarafindan sunulacak c¢iktilardan yakinsamanin goérsel ve sayisal kontrolu
yapilmalidir. Ayrica yine yazilimlar tarafindan sunulan ve énceki bolimde detayl
olarak aciklanan istatistikler ve Olcutler kullanilarak yakinsama sonrasinda yeterli
sayilda MCMC iterasyonunun yapildigindan emin olunmalidir. Gerekli kontrollerin
ardindan elde edilen sonsal dagihmlarin ortalama degerleri parametrelerin nokta
kestirimleri olacak; dagilimin standart sapmalari kestirimlerin standart hatalari olup,
yine yazilimlar tarafindan elde edilecek olan HDI degerleri %95 glven araligini ifade

edecektir.

Hiyerargik Bayes modellemesi. Bayes yaklagimi ile kestiriimek istenen
model parametreleri igin kullanilan 6nsel dagiimlar da birtakim parametreler ile
ifade edilmektedir. Ornegin yukarida regresyon katsayisi parametresi icin

b~N(0,100) seklinde gosterilen, ortalamasi 0 ve varyansi 100 olan normal bir
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dagilim kullaniimigtir. Bu oOnsel dagilimdaki ortalama ve varyans degerleri de
aslinda bu normal dagilimi tanimlayan birer parametredirler. Hiyerarsik Bayes
modellemede Onsel dagilimlarin parametreleri bu 6rnekte oldugu gibi sabit degerler
(O ve 100) olarak alinmak yerine, bu parametreler icin de birer 6nsel dagilim
tanimlanir ve bunlar asiri 6énsel dagihmlar (hyperprior) olarak ifade edilir. Onsel
dagihmlarin parametreleri ise asirt parametreler (hyperparameters) olarak
isimlendirilmektedir.  Hiyerargsik Bayes modellemesinde, normal Bayes
modellemesinden farkli olarak iki asamali hiyerargik bir yapi s6z konusudur
(Ntzoufras, 2009). Bu yapiyr daha somut bigimde goérebilmek igin, yine basit

regresyon modeli Uzerinden ilerlemek faydali olacaktir.

Hiyerarsik Bayes modelleme ile regresyon katsayisinin onsel dagilimindaki
ortalama ve varyans deQeri sabit birer sayi olarak alinmak yerine, bu parametreler
icin uygun asir 6nsel dagilimlar tanimlanir. Ornegin ortalama parametresi igin
ortalamasi 0 ve varyansi 100 olan normal; varyans parametresi i¢in ise 0-100
arasinda deger alan tekbigimli asiri onsel dagilimlar tanimlanabilir. Bu durumda
regresyon katsayisi igin 6nsel dagihm b~N(u,c?) seklinde gosterilir. Burada yer
alan u ve o? parametreleri, regresyon katsayisina ait onsel dagihmin asiri
parametreleridir. Bu asiri parametrelerin 6nsel dagilimlari ise u~N(0, 100) ve
a?~Uniform(0, 100) seklinde gosterilir. Burada gorildiga gibi, normal
modellemede b icin tek asamada bir 6nsel dagihm tanimlanirken, hiyerarsik Bayes

modellemede ise bu sure¢ iki agsamada tamamlanir.

Hiyerarsik Bayes modellemesinin temel avantaji, bir model parametresi igin
tanimlanan onsel dagihma iliskin bilginin, normal 6nsel dagilimlara gére daha
muglak olmasidir. Clinkl 6nsel dagilimin kendi parametreleri de sabit dederlerden
ziyade, seckisiz birer degisken olmaktadirlar. Ote yandan, Hiyerarsik Bayes
modelleme ile kestirilecek parametre dederinin, asiri parametre degerine dogru
cekilmesi (shrinkage) s6z konusu olmaktadir (Kruschke, 2014). Ozellikle kiigiik
orneklemler ile analiz yapilmasi s6z konusu oldugunda, bu ¢ekilmenin parametre
kestiriminde bir avantaj saglayacagi belirtiimektedir (Ntzoufras, 2009). Bu
avantajlara ek olarak, hiyerargik Bayes modelleme ile parametre kestirimlerindeki

Oznelligin azalacagi belirtiimektedir (Robert, 2007).

Bu calisma kapsaminda 6nerilen CDMTM’de, madde guglik parametreleri
icin hiyerarsik bir modelleme yoluna gidilmistir. Yani gug¢luk parametreleri igin
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oncelikle bir 6nsel dagilim tanimlanmig; bu onsel dagilimi ifade eden parametreler
icin de ayrica agiri onsel dagihmlar tanimlanmigtir. Fox’un (2010) belirttigi gibi,
madde parametreleri icin asiri onsel dagilimlarin kullaniimasi ile her bir gugluk
parametresinin kestiriminde, diger gucgluk parametrelerinin kestirimlerinden gelen

bilgiler de etkili olmakta ve kestirim hatalarinda bir disus gézlenmektedir.

ilgili Arastirmalar

Yapilan alanyazin taramasi sonucunda, dogrudan CDMTM’de grup igi
varyanslarin heterojenliginin ele alindid1 herhangi bir galismaya rastlanmamistir.
CDMTM’nin model varsayimlari baglaminda bir tarama yapildiginda, genel olarak
farkh kosullar altindaki parametre kestirimlerinin incelendigi ve kestirim
yontemlerinin karsilastirildigi ¢alismalara (6r: Dowling, 2006; Kim, 2007; Schmitt,
2007; Brune, 2011; Moyer, 2013) rastlanmigtir. Ote yandan alanyazinda
CDMTM’nin uygulamaya yonelik arastirma desenlerinde kullanildigi calismalar (6r:
Pastor, 2001, 2003; Fox, 2004; Natesan, 2007; Zheng, 2009; Sun, 2011) ile yanlihk
ve test esitleme gibi temel psikometri uygulamalarinin yapildidi ¢alismalar (6r:
Cheong, 2006; Turhan, 2006; Vaughn, 2006; Acar, 2008; Acar & Kelecioglu, 2010;
Patarapichayatham, Kamata, & Kanjanawasee, 2012; Atalay-Kabasakal, 2014)
yogun olarak yer almaktadir. Alanyazinda bu ¢alismayla iligkili olan arastirmalarin,
cok duzeyli modellerdeki grup ici varyanslarin ve tekrarli verilere dayali boylamsal
modellerdeki birey-igi varyanslarin heterojenligi baglaminda oldugu goértulmuas ve

asagida bu galismalara iligkin 6zet bilgiler sunulmustur.

HLM’de grup ici varyanslarin heterojenligi ile ilgili aragtirmalar. Kasim
ve Raudenbush (1998) iki dizeyli HLM’de grup ici varyans heterojenliginin
modellenebilmesi icin MCMC yontemlerinden Gibbs 6rneklemesinin uygulanmasina
iliskin bir calisma yuratmuslerdir. Bayes yaklagimi ¢ergevesinde heterojen grup ici
varyanslarin kestirildigi model ile homojenlik varsayimi yapan geleneksel HLM,
yurutulen simulasyon cgalismasi ile kargilastiriimistir. Elde edilen sonuglar 1s1ginda
arastirmacilar, geleneksel HLM'de ikinci dluzey regresyon katsayilarinin homojenlik
varsayiminin ihlaline karsi dayanikli oldugunu belirtmiglerdir. Ancak heterojenligin
yuksek oldugu durumlarda geleneksel HLM'nin ortak (pooled) bir varyans bileseni
kestirmesinden dolayi, varyans bileseni kestirimlerinde hatali sonuglarin s6z konusu
olabilecegini ve c¢ok duzeyli modellerin parametre kestirimlerinde Bayes
yaklasiminin avantajli olacagini vurgulamiglardir.
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Kim (2005), geleneksel HLM'nin grup i¢i varyans homojenligi varsayiminin
Ozellikle egitim bilimleri ile ilgili arastirmalarda ¢cogu zaman karsilanamayacagini
belirterek, deneysel ve yari deneysel desenlerde HLM’nin heterojen grup igi
varyanslar kestirecek sekilde modellenmesi Uzerinde c¢alismistir. Yayilmanin
modellenmesi (dispersion modeling) seklinde nitelendirdigi yaklagsimda Kim, grup igi
heterojen varyanslari yalnizca modellemekle kalmamig, ayrica bu varyanslari bir
bagimh degigken olarak ele alip, 6gretmen Ozellikleri ve okul politikalari gibi grup
dizeyinde bagimsiz degiskenler ile yordamaya ¢alismistir. Kim, yeni modelin veriye
geleneksel HLM’den daha ¢ok uyum saglayacaginin altini ¢izmigtir. Parametre
kestirimlerinde Bayes yaklagsimini kullanmis ve oOnerdigi modelin diger

arastirmacilar tarafindan genisletilebilmesine iligkin dneriler sunmustur.

HLM’deki grup ici varyanslarin heterojenliginin ele alindidi bir diger calisma
Kim ve Choi (2008) tarafindan yapilmistir. Bu arastirmada o6zellikle okullar
icerisindeki basar1 duzeyi farkhligina odaklanilmis ve okul i¢i varyanslarin, okullarin
etkililigi acisindan 6nemli bilgiler verecegi vurgulanmistir. Okullarin etkililiginin
yalnizca yuksek 6grenci basarisi ile degil, okul icerisindeki basari farkliliklarinin da
az olmasi ile ifade edilebilecegi belirtiimistir. Bu baglamda, okullar igerisindeki
varyanslarin heterojen oldugu HLM, TIMMS-R veri setine uygulanmis ve heterojen
okul ici varyanslar ile iligkili olabilecek okul duzeyi degiskenler modele alinmistir.
Parametre kestiriminde Bayes vyaklasimina dayali olarak MCMC yoéntemi
kullanilmigtir.  Veri analizi sonucunda varyans homojenligi varsayiminin
kargilanmadigr gorilmis ve heterojen varyans modeline goére ortalama okul
basarisi ve okullarda tahtanin sik kullanilmasina iligkin degiskenlerin okul igi
varyanslari agikladigi gorulmustur. Ayrica, okul ortalamasi kontrol edildiginde tahta
kullaniminin okullar arasindaki basari farkliliklarini azaltacagina iliskin sonuglara

ulasiimistir.

Birey-okul formundaki iki dizeyli modellerde varyans heterojenliginin
uygulamaya yonelik olarak kullanildigi bir diger calisma Sani ve Grilli (2011)
tarafindan yapilmistir. Bu arastirmacilar da Kim ve Choi (2008) ile paralel bigimde,
okul i¢i varyanslarin degiskenlik gostermesinin 6gretimin etkililigi ve buna ek olarak
egitimde firsat esitligi agisindan istenen bir durum olmadidini vurgulamisglardir.
Dolayisiyla, her bir okul icerisindeki artik varyansin es oldugunu varsayan

geleneksel HLM yerine, varyanslarin heterojenligine izin veren ve bunun birtakim
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degiskenler ile agiklanmasina olanak saglayan modeli kullanmiglardir. INVALSI
(Italian National Institute for the Evaluation of the School System) tarafindan
saglanan verilerin kullanildi§i analizler sonucunda, 6grencilerin matematik
basarilarinin bagimli degigken olarak alindigi modelde okul i¢i artik varyanslarin
cinsiyete gore degiskenlik gdsterdigi bulgusuna ulagilmistir. Ote yandan, okul igi
artik varyanslarin ayrica okul duzeyi degiskenler ile agiklanabildigi ve o6zellikle
guneydeki bolgelerde yer alan okullarin daha buyuk artik varyansa sahip oldugu,

yani bu okullardaki basari farkliliklarinin daha fazla oldugu belirtilmistir.

HLM'de varyans heterojenliginin egitim ve davranis bilimlerinde onemli bir
olgu oldugunu vurgulayan Leckie, French, Charlton ve Browne (2014), heterojenligi
modelleyebilen ve guncel alanyazinda yer alan iki duzeyli genisletiimis HLM
yaklagimlarini incelemiglerdir. Arastirmacilar ayrica varyans heterojenliginin olasi
sonuglarina iligkin bir simulasyon galismasi yuratmuas ve son olarak farkl heterojen
modellemelere iligkin olanaklari gercek bir veri seti Uzerinden aciklamiglardir.
Yapilan simulasyon c¢alismasi sonucunda, birinci duzeydeki heterojenligin ihmal
edilmesinin 6zellikle birinci dlizey varyans fonksiyonundaki regresyon katsayilarinin
sorunlu kestirimine yol acacagini belirtmiglerdir. Uygulamaya yonelik sonuglarda
ise, okullarin akademik basarinin degiskenligi baglaminda farklilik gosterdigi ve okul
sosyo-ekonomik duzeyinin kontrol edilmesine ragmen bu degiskenligin devam ettigi
rapor edilmistir. Son olarak heterojen modellerin analizinde ML tabanli kestirimlerde
veri uyumunun zorluguna deginilmis ve alternatif olarak Bayes yaklagsimina dayali

kestirimlerin daha esnek olacagi vurgulanmistir.

Son olarak Kuppens ve Yzerbyt (2014) de diger arastirmacilar gibi
heterojenligin sadece bir varsayim ihlali olarak gorulmesinden ziyade, genigletiimis
HLM’ler ile ele alinabilece@ini ve bu tur modellerin uygulamaya yonelik onemli
bilgiler verecegini belirtmiglerdir. Arastirmacilar 6zellikle heterojen HLM'lerin degisik
paket programlar ile nasil analiz edilebilecegine dair detayh bilgiler vermigler ve
uygulamada heterojen modelin, homojen modele gore gercek verilere daha iyi uyum
sagladigina iligkin kanitlar sunmusglardir.

Boylamsal modellerde varyanslarin heterojenligi ile ilgili aragtirmalar.
Heterojen varyans bilesenlerinin modellenmesine bireylere iligkin tekrarl verilerin
ele alindigi boylamsal calismalarda da rastlanmaktadir. Bu boylamsal ¢alismalar
aslinda o&lgum-birey formunda iki duizeyli hiyerarsik modellerdir. Heterojen
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boylamsal modellerde bireylerin tekrarli dlgimlerine ait artik varyanslarin tim
bireylerde esit olarak kabul edilmesi yerine, her bir birey icin ayri bir artik varyansin

kestirilmesi yoluna gidilmektedir.

Zhang ve Weiss (2000) tekrarli élgiimlere dayal ¢ok duzeyli modellerde,
birinci ve ikinci dUzey varyans heterojenligi ile gok degiskenli varyans heterojenligine
iliskin bir calisma yapmislardir. Arastirmacilar, dnceki bélumde deginilen yaygin
yaklagimi benimseyerek, varyans heterojenliginin bir varsayim ihlalinden ziyade
yordayici degiskenler tarafindan aciklanabilecek bir durum oldugunu
vurgulamislardir. Ug tiirdeki (birinci dlizey, ikinci diizey ve ¢ok degiskenli) varyans
heterojenliginin tespit edilebilmesi igin istatistiksel yontemler sunan arastirmacilar,

ayrica artik grafikleri ile heterojenligin irdelenmesine iliskin bilgiler sunmusglardir.

Ote yandan Browne, Draper, Goldstein ve Rashbash (2002) her bir birey icin
ayri bir varyans bileseninin yalnizca modellenmesiyle yetinmeyip, bu bilesenlerin
giris puani, cinsiyet gibi degiskenler tarafindan yordanmasina iligskin bir calisma
yurutmuslerdir. Arastirmacilar yaklagsimlarini “karmasik birinci dizey degiskenlik
(complex level-1 variation)” seklinde isimlendirmislerdir. Frekansa ve Bayes
yaklagimina dayali 4 farkli kestirim yonteminin simulasyon c¢alismasiyla
karsilagtinimasinin ardindan, genel anlamda tum yontemlerin iyi sonuglar verdigini
rapor etmiglerdir. Ancak heterojenligin polinomal veya logaritma Olgeginde
modellenmesinde Bayes yaklasimi ydntemlerinden adaptif Metropolis-Hastings
orneklemesinin, adaptif red (adaptive rejection) orneklemesinden daha verimli

oldugunu vurgulamiglardir.

Boylamsal ¢ok duzeyli modellerde varyans heterojenligini ele alan bir diger
calisma Hoffman (2007) tarafindan yapilmistir. Bu calismada bireylerin ruh hallerine
iligkin tekrarl verilerden olugan iki duzeyli modelde oncelikle varyans homojenligi
varsayiminin ihlali, ilgili testler ile ortaya konulmustur. Daha 6nce Zhang ve Weiss’in
(2000) da wvurguladigi gibi, Hoffman da heterojenligin bir varsayim ihlali ve
istatistiksel modeller i¢cin duzeltimesi gereken bir sorun olarak gorilmesinden
ziyade, grup ici degdiskenligin baska degiskenler tarafindan kaynaklandiginin
Uzerinde durulmasi gerektigini ve bunun arastirmacilar igin oldukga énemli bilgiler
saglayacagini belirtmistir. Calisma kapsaminda Hoffman, bireylerin ruh hallerine
iligkin tekrarli Olgimlerine ait heterojen varyans degerlerini, bireylerin zihinsel
isleyislerindeki degiskenlik ile agiklamaya galismistir. Aragtirma sonucunda, zihinsel
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igleyis bakimindan yuksek degerler gosteren bireylerin, pozitif ruh hali baglaminda
daha az birey-i¢i degiskenlik gosterdigini raporlamigtir.

Boylamsal modellerde heterojenligin hem birey ici hem de bireyler arasinda
modellenebilmesine olanak saglayan bir baska model Hedeker, Mermelstein ve
Demirtag (2008) tarafindan onerilmistir. Arastirmacilar bu modeli mixed-effects
location scale model (MLSM) seklinde isimlendirmislerdir. Onerilen bu model, daha
onceki arastirmalarda oldugu gibi, bireylerden alinan tekrarli 6lgumlerin birey igi artik
varyanslarinin geleneksel modellerden farkl olarak heterojen olmasina olanak
saglamaktadir. Bu avantajinin yaninda model, bireyler arasindaki varyansin da
heterojen olmasina ve her iki dizeydeki heterojenligin agiklanmasi igin dlgim ve
birey duzeylerinde aciklayici degigkenlerin modele alinabilmesine olanak
tanimaktadir. Model ayrica boylamsal ¢alismalarda hem ortalama hem de varyans
yapisinin eszamanh olarak ele alinmasina da olanak saglamakta ve 6zellikle bu
yonuyle diger heterojen boylamsal modellerden daha gelismis bir yapiya sahip
olmaktadir. Arastirmacilar bu modeli bireylerden 30-40 gibi ¢cok fazla sayida anlk
Olcimlerin alindig1 ve alanyazinda “ecological momentary assessment (EMA)”
seklinde nitelendirilen boylamsal veri toplama uygulamalari i¢in uygun oldugunu
belirtmiglerdir. Calismanin akisi igerisinde arastirmacilar, onerdikleri modelin
istatistiksel temelini sunmus ve kestirimlerin SAS yazilimi (SAS Institute, 2000)
yardimiyla ML ile yapilabilecedini belirtmislerdir. Calismanin son asamasinda
Onerilen model sigara icme davranigi ile ilgili EMA uygulamasiyla toplanan gercek
verilere uygulanmistir. Gergek veri analizi sonucunda, negatif ruh hali dlgimlerinde
birey ici varyanslarin oldukga degisken oldugu ve yine negatif ruh hali bakimindan
daha yuksek ortalamaya sahip bireylerin daha degisken bir yapiya sahip oldugu gibi

bircok somut bulgu rapor edilmigtir.

Alanyazinda MLSM'nin ele alindigi birgok ¢alisma yer almaktadir. Jahng
(2008) yaptigi arastirmada MLSM’nin iki asamali bigimini dnermistir. iki asamali bu
modelin geleneksel MLSM’den temel farki, ortalama ve varyans yapilarinin
eszamanh olarak degil, iki farkli asamada modellenmesidir. Jahng yaptig
simllasyon cgalismasi sonucunda, iki asamali modelin daha iyi bir yakinsama
performansi gosterdigini ve yansiz kestirimler sundugunu belirtmigtir. Li ve Hedeker
(2012) ise iki duzeyli MLSMyi, tekrarli dlgimlerin glnler igerisinde yuvalandigi
Olcim-gun-birey olacak sekilde Gguncu duzeye genisletmiglerdir. Aragtirmacilar bu
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uc duzeyli modelin iki dizeyli modele gore daha esnek oldugunu ve gunlere gore
olasi sistematik degigkenligi dikkate alabildigini vurgulamiglardir. Modelin ML
tabanli parametre kestirim surecine iliskin detayh bilgilerin verilmesinin ardindan,
kestirimlerin SAS yazilimi (SAS Institute, 2000) ile yapilabilecedini belirtmislerdir.
Yurutulen simdlasyon galismasi sonrasinda modelin, 6nerilen ML algoritmasi ile
etkili kestirimler yapabildigi rapor edilmis ve ¢alismanin son boliumunde gergcek EMA
veri seti Uzerinden modelin uygulamasina iligkin bilgiler sunulmustur. Pugach (2012)
ise iki duzeyli MLSM'yi iki bagimli degiskenin eszamanli olarak modellenebilecegi
sekilde genisleterek iki degiskenli MLSM'yi gelistirmistir. Onerilen model éncelikle
gercek veri setine uygulanmig ve modelin kullanishligi gergcek bulgular yardimiyla
somutlastinlmistir. Yurutulen simulasyon galismasi sonucunda, iki degiskenli veri
durumlarinda 6nerilen modelin geleneksel MLSM’ye gbre daha avantajli oldugu

rapor edilmigtir.

MLSM ile uygulama yapan Rast ve Zimprich (2011) yaptiklari ¢alismada
bireylerin reaksiyon surelerindeki dediskenligi incelemiglerdir. Analizleri SAS
yazilimi (SAS Institute, 2000) yardimiyla yuruten arastirmacilar, MLSM’nin birey-ici
varyanslarin heterojenliginin modellenmesindeki etkililigini teyit etmislerdir. Analizler
sonucunda Ozellikle yash katihmcilarin reaksiyon sureleri baglaminda daha
degisken oldugunu raporlamislardir. Ote yandan MLSM’nin diger heterojen
boylamsal modellerden farkli olarak hem ortalama hem de varyans yapisini
eszamanli olarak kestirip hem de bunlarin iligkili olmasina izin vermesinin nemine
deginmislerdir. Modelin bu avantajini kullanarak ortalama birey reaksiyon suresi ile
birey ici reaksiyon suresi degiskenliginin yuksek korelasyon gosterdigine iligkin
bulgular elde etmislerdir. Boylece daha dusuk reaksiyon surelerinin, yuksek
varyanslarla iligkili oldugunu ve bu durumun heterojenlikten kaynakl oldugunu

vurgulamiglardir.

Bir diger MLSM uygulamasi ise Bayes yaklasimi ¢ercevesinde Rast, Hofer
ve Sparks (2012) tarafindan yapilmigtir. Arastirmacilar MLSM'yi, bireylerin duygu
durumlarina iligkin alinan yedi gunluk tekrarli 6lgumlere uygulamiglardir. Modeldeki
birey igi artik varyanslar log-normal dagilim ile modellenmis ve hiyerarsik Bayes
yaklagimi kullanilarak parametreler MCMC yontemiyle kestirilmistir. Heterojenligin
aciklanmasi igin bagimsiz degiskenlerin de alindigi kosullu modellerin analizi

sonucunda, gunlik stres dlzeylerinin fazla oldugunu belirten bireylerin, duygu
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durumu bakimindan daha degisken olduklari bulgusuna ulasiimistir. Ancak bu
durumun, sadece dusuk duzeydeki ortalama duygu durumuna sahip ve dusuk
ortalama negatif duygu durumu gdsteren bireyler icin gecerli oldugunu
belirtmiglerdir. Son olarak arastirmacilar Bayes yaklasimi ile kestirimlerin
yapilmasinin ML tabanlh kestirimler yapan yazilimlarda sikga yasanan sorunlarin

onune gegtigini vurgulamiglardir.

Boylamsal modellerdeki varyans heterojenliginin ele alindigi ¢alismalara
saglk bilimleri alaninda da rastlanmaktadir. Myles, Price, Hunter, Day ve Duffy
(2003) bireylerin gunluk retinol alimiyla ilgili tekrarli dlgimlerinin oldugu ¢ok dizeyli
verilerin analizinde, her bir birey icin ayri bir varyans bileseni kestirmislerdir.
Arastirmacilar, bireylerin glinlik degisimlerini ifade eden birinci diizey varyanslarin
tum bireyler icin esit olmasinin anlamli olmayacagini ve heterojen varyanslarin
geleneksel c¢ok duzeyli modeller ile kestirilemeyecegini vurgulamiglardir. Bu
baglamda geleneksel ¢cok duzeyli modeli genigleterek varyans heterojenligine izin
veren karmasik bir model énermigler ve parametre kestirimlerini MCMC yoéntemleri
ile yapmislardir. Arastirma sonucunda, yeni modelin daha agiklayici kestirimler
sundugunu ve 6zellikle 6nerilen maksimum retinol alimini agan gunlerin yuzdesini

geleneksel modele gore daha iyi tespit ettigini vurgulamiglardir.

Cok diuzeyli modellerde varyans heterojenligine iliskin yukarida 6zetlenmeye
calisilan arastirmalarin gogunda, varyans heterojenliginin bir varsayim ihlali olarak
gorulmesinin dogru bir yaklasim olmadiginin vurgulandigi gorulmektedir. Bunun
aksine heterojenligin de modellenmesi, egitim ve davranis bilimleri agisindan “grup

icindeki bireylerin degiskenligi” veya “bireylerin durumlarindaki degiskenlik” gibi
aslinda oOzellikle Uzerinde durulmasi gereken noktalarin dikkate alinabilmesine
olanak saglamaktadir. Alanyazinda yer alan bu arastirmalar da genel anlamda bu
yaklasimi benimseyerek farkl grup ve birey ici varyanslari modelleme ve ayrica bu
varyans bilesenlerinin birtakim degiskenler tarafindan acgiklanmaya calisiimasi
seklinde bir yaklagim izlemiglerdir. Bu ¢alismada da ayni yaklagim benimsenerek,
geleneksel CDMTM’deki grup i¢i varyanslarin homojen oldugu varsayimina gerek
kalmaksizin her bir grup igin ayri bir varyans bilesenin kestirilmesi i¢in yeni bir model
Onerilmistir. Boylece, yetenek kestirimleri bakimindan gruplarin kendi iglerindeki
degiskenliklerinin incelenebilmesine ve bazi durumlarda bu degiskenligin cesitli

yordayici degiskenler ile agiklanabilmesine olanak saglanmistir.
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Bolum 3

Yontem

Arastirmanin Turu

Bu calismada birey-madde-grup formundaki geleneksel CDMTM, heterojen
grup ici varyanslar kestirecek sekilde yeniden modellenmistir. Onerilen modelin
matematiksel egitlikleri verilmig, parametre kestirim yontemi hakkinda gerekli bilgiler
sunulmus ve modelin degigsen grup ici heterojenlik duzeylerindeki parametre
kestirim performansi yuruttlen simulasyon calismasi ile test edilmistir. Simulasyon
¢alismasinin ardindan Oonerilen ve geleneksel model gergcek bir veri setine
uygulanarak, modellerin parametre kestirimleri ve model-veri uyumlari
karsilastiriimistir. Dolaysiyla bu calisma kurama katki saglayacak nitelikte olup

temel bir aragtirma 6zelligi tagimaktadir.

Modelin Tanimlanmasi: Matematiksel Esitlikler ve Varsayimlar

Calisma kapsaminda o6nerilen yeni model, madde-birey-okul seklindeki
yaplya sahip CDMTM’nin, heterojen okul i¢i yetenek varyanslari kestirecek sekilde
genisletiimesi ilkesine dayanmaktadir. HLM gergevesinde ele alindiginda aslinda lg
duzeyli geleneksel model, yeteneklerin bagimh degisken oldugu ve bireylerin
okullarda yuvalandigi iki duzeyli bir model olarak yorumlanabilir. Bu baglamda
burada sunulacak model esitliklerinde HGLM yaklasimini benimseyen Kamata’dan
(1998) ziyade Fox (2001) tarafindan tercih edilen modelleme yaklagimi
benimsenmistir. Aragtirmanin kuramsal temelinde belirtildigi gibi, bu yaklasimda
genel model, dlgme modeli ve yapisal ¢ok duzeyli model seklinde iki kisimda ele

alinmaktadir.

Olgme modeli. Ug diizeyli modelde bagimh degiskenler, diger bir ifadeyle
ele alinan veriler, bireylerin maddelere verdikleri 1-0 seklindeki yanitlardir. Bu
durumda ilk asama, genel modelin dlgme modeli kisminin tanimlanmasidir. Bu
calismada oOnerilen modelde, o6lgme modeli olarak geleneksel Rasch model
kullaniimistir. Rasch modelde bireylerin maddelere verdikleri yanitlarin Bernuolli

dagiimi gosterdigi varsayilir. Bu durumda yanit orantllerinin dagihmi, y;; k
okulundaki j bireyinin i maddesine verdigi yanit olmak Uzere, yijk~Bernuolli(pijk)

seklinde gosterilir. Yanit oruntulerine iligkin Bernuolli dagihminin beklenen degeri
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olan p;j, terimi ise k okulundaki j bireyinin i maddesine dogru yanit verme

olasihgidir. Rasch modelin logit baglanti fonksiyonu kullanilarak dogrusal sekilde

ifade edildigi (3) numaral esitlikteki yaklasim kullanildiginda,

Dijk >
In = 6;, — b; 25
<1 — Dijk Jjk { ( )

esitligi elde edilir. Bu esitlikte yer alan 6;, terimi, k okulundaki j bireyinin yetenek
parametresidir. b; terimi ise i maddesinin gugluk parametresini ifade etmektedir.
Gucluk parametresinde birey veya okula ait herhangi bir indis olmamasi, madde
gugliklerinin MTK’'nin temel varsayimina uyacak sekilde degismez oldugunu
belirtmektedir. Olgme modelinin tanimlanabilmesi igin, bireylerin yetenek

parametrelerinin (8;,) ortalamasi sifira sabitlenmistir.

Cok diizeyli yapisal model. Onerilen modelin élgme modeli kisminin
tamamlanmasinin ardindan, bu sefer yapisal model ile yetenek parametrelerinin
birey ve okul dizeylerinde ayristiriimasi gerekmektedir. Bunun icin Fox'un (2001)
calismasinda oldugu gibi iki duzeyli kosulsuz HLM gergevesinde bir yol izlenmistir.

Tipki HLM'de oldugu gibi, 6, sUrekli bagimli degisken olmak Uzere ilk duzey
dogrusal esitlik,

Bjk = Uy + ejk (26)

seklinde ifade edilir. Burada u,, k okulunun yetenek parametresi iken, e, terimi ise

k okulunda yer alan j bireyinin kendi okul ortalamasindan sapmasini (birey
diizeyindeki artik degeri) ifade eder. Olgme modeli bélimiinde, modelin
tanimlanabilmesini saglamak icin bireylerin yeteneklerinin ortalamasinin sifir olarak
alindigi belirtilmigti. Dolayisiyla Fox’un (2001) ¢calismasinda oldugu gibi u, teriminin
bir Ust duzey esitlik ile sabit ve seckisiz bilesenlere ayrilmasina gerek duyulmaz.
Diger bir ifadeyle, tim birey dizeyi yeteneklerin ortalamasi sifira sabitlendiginden,
okul yetenek ortalamalari da sifira esit olacaktir. Bu agidan okul yeteneklerine ait
ikinci dlzey dogrusal bir esitlik yerine, okul dizeyi yeteneklerin dogrudan
gosterdikleri dagilim ele alinir. Burada, Kamata (1998) tarafindan modellenen
geleneksel CDMTM’de oldugu gibi okul diizeyi yeteneklerin sifir ortalama ve belirli
bir varyans degeri ile normal dagihm gosterdigi varsayillmistir. Bu durum
u,~N (0, 2) seklinde ifade edilir.

47



Bu calismada Onerilen yeni modelin geleneksel CDMTM’den farkllastigi
nokta, bireylerin okul ortalamalarindan olan sapmalarini ifade eden e, terimleriyle
ilgilidir. Bu artik yetenek terimlerinin (okul ortalamasindan arindiriimis yetenekler)
yine sifir ortalama; ancak her bir okul icin ayri bir varyans ile normal dagihm
gosterdigi varsayillmistir ve bu durum e;,~N (0,07 ) seklinde ifade edilir. Okul igi
artiklara ait varyans teriminde () indisinin olmasi, birinci dizey varyansin homojen
olarak kabul edilip tim okullar igin esit olmasindan ziyade, ayri birer parametre

olarak kestirilecegini ifade etmektedir.

Olgme ve yapisal model esitliklerinin birlestirilmesi ile genel model esitligi

ur~N(0,0;) ve ej,~N(0,0Z,) olmak lizere,

ln< gijk > = O — by = (wy + ejp) — by (27)
1—pijk

seklinde ifade edilir.

Varyanslarin agiklandigi kosullu model. Onceki bolimde sunulan cok
duzeyli yapisal modelde, her bir okul igin ayri olarak kestirilecek okul igi varyans
bilesenleri (aezk) s6z konusudur. Kestirilen okul i¢i varyanslarin okullar arasinda
belirgin bir degiskenlik gostermesi halinde, bu degiskenligin nedenlerinin
arastirilmasi icin okul veya birey duzeyinde bagimsiz degiskenler varyans modeline
danhil edilebilir. Aslinda burada belirtilen durum, tipki geleneksel CDMTM’de oldugu
gibi, farkhlasan okul yeteneklerinin agiklanmasi icin modele bagimsiz degiskenlerin
alindig1 kosullu model ile benzer mantiktadir. Aradaki farkhlik okul yetenek
ortalamalarindan ziyade, okul i¢i yetenek varyanslarinin bagimsiz degiskenler ile

aciklanmaya caligiimasidir.

Anilan kosullu varyans modelinin kurulabilmesi icin, oncelikle kestirilen okul
ici varyans bilesenlerinin her zaman pozitif oldugunun g6z 6ntinde bulundurulmasi
gerekir. Dolayisiyla, dogrusal bir model kurulmasi halinde bagimli degisken olacak
okul igi varyans bilesenlerinin pozitifliginin korunmasi sarttir. Kim ve Choi (2008),
karekdk donlUsumuinu kullanarak, varyanslar yerine standart sapmalari dogrusal
olarak modellemislerdir. Raudenbush ve Bryk (2002) ise modelleme igin logaritma

dénlsimiini énermislerdir ve bu galismada da bu dénigim kullanilmigtir. Onceki
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bolumde Uezk terimi ile ifade edilen okul i¢i varyans bilesenleri logaritma dontusumu

ile asagidaki sekilde kosullu olarak modellenebilir.

In(62) = ao + 2 @ Cr (28)

Esitlikte yer alan C,, terimi, kosullu varyans modeline alinabilecek m sayida birey
veya okul diizeyindeki bagimsiz degiskenleri ifade etmektedir. Sonug olarak kosullu
varyans modeli ile birlikte, her bir okul igin ayri bir varyans parametresi
kestiriimesinin yaninda, bu varyanslarin heterojenliginin olasi kaynaklari da

belirlenmeye calisilir.

Modelin parametre kestirim yaklagimi. Onerilen model kapsaminda farkli
okul i¢i varyans parametrelerinin varliginin kabul edilmesi, bu parametrelerin
frekansa dayali yaklasimlarda oldugu gibi sabit degerler olarak gorulmesi
anlayigiyla tam olarak uyusmamaktadir. Dolaysiyla bu modelde farkh okul igi
varyans degerlerinin belli bir dagihm gosteren seckisiz parametreler olarak ele
alinmasi ve bu anlayisa gore kestirim yapan Bayes yaklagiminin benimsenmesi
uygun gordlmagstir. Burada okul i¢i varyanslarin dagilimlari, Kasim ve
Raudenbush’un (1998) calismasinda oldugu gibi Ters-Gamma (Inverse-Gamma)
olarak belirlenmistir. Onceki bélimlerde aciklandigi gibi, Bayes yaklasiminda
varyanslarin tersinin modellenmesi genel bir uygulama oldugundan, bu durum okul
ici varyanslarin tersinin Gamma dagilim gdstermesine tekabul eder. Burada
vurgulanmasi gereken bir nokta da, Gamma dagilimi ile varyanslarin terslerinin,
dolayisiyla da varyanslarin mutlaka pozitif degerler almasinin garantilenmis

olmasidir.

Gamma dagilmi sirasiyla sekil (shape) ve Olgek (scale) parametreleri ile
tanimlanmaktadir. Bu galismada okul i¢i varyans bilesenlerinin terslerine iligkin
dagihm Kasim ve Raudenbush’'un (1998) c¢alismasinda oldugu gibi
ae‘kz~Gamma(2lr,%) seklinde ifade edilmistir. Dagiliminin sekil parametresi % ve

. . 2T o . iy . . . .
Olcek parametresi m degerine esit iken u ve t terimleri sirasiyla okul igi varyanslarin

ortalama ve varyans degerlerine esit olmaktadir. Burada okul i¢i varyanslarin
heterojenlik derecesini 7 terimi temsil etmektedir. 7’nin yuksek olmasi halinde, okul

ici varyanslarin buylk bir degiskenlik gdsterdigi, dolaysiyla heterojenligin fazla
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oldugu yorumu yapilir. Bunun aksine t’nin sifira yaklasmasi ise okul i¢i varyanslarin
birbirlerine (ve dolayisiyla u degerine) yakin ve homojen olugunu belirtir. Sekil ve
Olcek parametrelerinin bu sekilde ifade edilmesiyle Gamma dagiliminin ortalama ve
varyans degerlerinin tipki normal dagilimda oldugu gibi pratik bir sekilde tespit
edilmesi saglanir. Diger bir ifadeyle, okul i¢i varyanslarin egilim ve yayilim olc¢ulerinin
birer parametre ile ifade edilebilmesi igin Gamma dagiliminin parametreleri bu

sekilde ele alinmaktadir.

Onerilen model kapsaminda kestirilebilecek tim parametreler (kosulsuz
varyans modeli durumunda) sirasiyla i tane madde gucluk parametresi (b;), okul igi
varyanslarin ortalama degeri (1), okul igi varyanslarin varyans degeri (), k tane
okul igi varyans degeri (g¢,), okul yeteneklerinin varyans degeri (0;7), k tane okul
yetenek parametresi (u,) ve son olarak j tane birey yetenek parametresi (6;;)

seklindedir.

Bayes yaklasimi ile kestirimlerde model parametreleri icin dnsel dagilimlarin
ve hiyerargik Bayes modellemesinde ayrica asiri onsel dagilimlarin belirlenmesi
gerekmektedir. Bu modellemede madde guglukleri icin b;~N(u,, tp) seklinde
hiyerarsik normal bir dagihim tanimlanmigtir. Bu dagilima ait ortalama ve varyansin
tersi agiri parametreleri icin sirasiyla u, ~N(0,0.01) ve t,~Gamma(0.1, 0.1) seklinde
bilgi vermeyen asiri dnsel dagilimlar tanimlanmistir. Okul yeteneklerinin varyansinin
tersi igin yine bilgi vermeyen o,;2~Gamma(0.1,0.1) onsel dagilimi tanimlanmistir.

Okul igi varyans degerlerinin tersi igin yukarida da ifade edilen hiyerarsik yapiya

sahip ae‘,f««Gamma(%,%) seklindeki Gamma dagilimi tanimlanmistir. Bu dagilima

ait ortalama ve varyans asiri parametreleri igcin sirasiyla t~Uniform(0,100) ve
u~Uniform(0,100) seklinde bilgi verici olmayan tekbi¢cimli onsel dagilimlar

tanimlanmistir.

Yukarida sunulan parametre kestirimlerine iligkin bilgiler, okul i¢i varyanslarin
herhangi bir degisken tarafindan yordanmadigi kosulsuz varyans modeline iligkindir.
Ancak daha oOnceki bolimde belirtildigi gibi, olasi bir heterojenligin nedenlerinin
incelenmesi icin grup i¢i varyanslari agiklamak Uzere bagimsiz degiskenlerin
devreye sokuldugu kosullu varyans modelleri kurulabilir. Bu durumda 03k ile ifade
edilen okul ici varyans degerlerinin Ters-Gamma dagilimi ile kosulsuz olarak

modellenmesi yerine, (28) numarali esitlikte ifade edilen bigimde dogrusal bir model
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genel modele dahil dilebilir. Bdylece, kestirilecek parametrelere dogrusal modeldeki
sabit katsayisi olan « ile m tane yordayiciya iligkin katsayilar olan «,, regresyon
katsayilari da dahil olacaktir. Bu katsayilar icin de uygun Onsel dagilimlarin
belirlenmesi gerekir. Bu calismada gercek veri uygulamasinda kurulan kosullu
varyans modeli i¢in kullanilan 6nsel dagilimlar a,~Uniform(—2.5,0) ve okul
dizeyinde alinan tek yordayici degisken igin a;~Uniform(—0.50) olarak
belirlenmistir. Modellemede logaritma donusumu kullanildigr i¢in, kogullu varyans
modelindeki bu regresyon katsayilarina iliskin 6nsel dagilimlarin belirlenmesinde
dikkatli olunmasi gerektigini vurgulamakta fayda vardir. Uygun olmayan oOnsel
dagihmlarin segilmesi halinde, asiri u¢ degerlerin logaritmalarindaki hesaplama

zorluklarinin yol ac¢tigi yakinsama problemleri ile kargilagilabilmektedir.

Onerilen modelin tim parametreleri Bayes yaklagimi ¢ercevesinde MCMC
yontemlerinden Gibbs 6rneklemesi ile kestiriimektedir. Bu islem i¢cin Plummer (2003,
2015) tarafindan gelistirilen ve Ucretsiz olarak sunulan JAGS yazilimi kullaniimig ve
bu yazihim runjags (Denwood, 2016) isimli R (R Core Team, 2016) paketi ile kontrol
edilmistir. JAGS yazilimi modele iliskin esitliklerin, dagilim varsayimlarinin ve tim
onsel ve agiri 6nsel dagilimlarin belirlenmesinin ardindan bu sureci betimleyen bir
kod ile galismaktadir. Varyanslarin kosulsuz ve kosullu olarak kestirildigi modellere
ait JAGS kodlari EK-A ve EK-B’de sunulmus olup, bu kodlar ayrica WinBUGS
(Lunn, Thomas, Best, & Spiegelhalter, 2000) yaziliminda da kullanilabilmektedir.
JAGS yazilimi, modelin olabilirlik fonksiyonunu, 6nsel dagilimlarini ve kendisine
tanitilan veri setini ele alarak her bir parametrenin marjinal sonsal dagilimindan
Gibbs o6rneklemesi ile degerler Uretir. Calismanin kuramsal boliminde detayh
olarak agiklandigi gibi, her bir parametre icin elde edilen sonsal dagilimlar Gzerinden

parametre kestirimi, standart hata ve %95 HDI degerleri elde edilir.

Similasyon Calismasi

Onerilen modelin degisen grup ici heterojenlik diizeylerindeki parametre
kestirim performansinin incelenebilmesi igin, sadece heterojenlik duzeyinin
degisimlendigi bir simulasyon ¢alismasi planlanmigtir. Simulasyon g¢alismasinda
temel model olan grup ici varyanslarin kosulsuz olarak kestirildigi model dikkate
alinmisgtir. Bunun icin Kasim ve Raudenbush (1998) tarafindan kullanilan T degerleri

ile digUk (tr = 0.02), orta (t = 0.1) ve yuksek (r = 0.2) grup i¢i heterojenlik dizeyleri
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gOsteren kosullar icin veriler Uretilmistir. Yorumlama kolayligi agisindan gruplar,
bireylerin kimelendigi okullar olarak ele alinmistir. Yalnizca heterojenligin etkisinin
incelenebilmesi icin madde sayisi, okul sayisi ve her bir okul igerisinde yer alan birey
sayisi optimum degerler olarak belirlenmeye calisiimistir. Burada ifade edilen
optimum degerler, etkili parametre kestirimleri i¢in diger arastirmacilar tarafindan
Onerilen/benimsenen en uygun degerlerdir. Bu baglamda madde sayisi, egitimde
Olcme ve degerlendirme alaninda yaygin optimum deger olan 30 olarak
belirlenmistir. Diger bir ifadeyle, MTK uygulamalarinda genelde madde sayisinin 30
civarinda olmasinin etkili parametre kestirimleri icin yeterli olacagi yaygin olarak
kullanilan bir kosuldur. Ote yandan, genis 6lgekli sinavlarda test bagsina diigen
madde sayisinin genellikle 30 civarinda oldugu bilinmektedir. Okul sayisi ve her bir
okul igerisindeki 6drenci sayisinin belirlenmesinde Maas ve Hox (2004a) tarafindan
HLM’nin parametre kestirim performansinin ortaya konuldugu calisma dikkate
alinmigtir. Bu galismada 0Ozellikle varyans bileseni parametrelerinin yansiz kestirimi
igin grup sayisinin 50 ve Uzerinde olmasi gerektigi, grup i¢i birey sayisinin da 30 ve
uzerinde olmasinin verimli olacagi belirtilmistir. Arastirmacilar ayrica parametre
kestirimlerinde grup sayisinin, grup igi birey sayisindan daha 6énemli oldugunu
vurgulamiglardir. Browne ve Draper (2000) de benzer sekilde grup sayisinin 50
civari olmasinin yansiz varyans bilegseni kestirimleri i¢in yeterli olacagini belirtmistir.
Bu Oneriler 1siginda okul i¢i o6grenci sayisi 50, okul sayisinin parametre
kestirimlerinde daha etkili oldugu 6nerisine dayanarak okul sayisi 100 olarak

belirlenmistir.

Simulasyon calismasi igin hem seckisiz model parametreleri, hem de bu
parametrelere dayanan 0-1 seklindeki yanit értntuleri R (R Core Team, 2016) ile
Uretilmistir. ik olarak madde gliclik parametreleri (b;) standart normal dagilimdan
(ortalamasi 0, varyansi 1 olan normal dagihim) Uretilmistir. Ardindan okul yetenek
parametreleri (u;) ortalamasi 0, varyansi 0.2 olan normal dagilimdan Uretilmistir.
Her bir okula ait okul i¢i varyans parametrelerinin (Uezk) uretiimesinde oncelikle u =
0.8 ve ilgili heterojenlik kosulundaki 7 degeri alinarak varyanslarin tersleri
(1/varyans) 6nceki bolumde sunulan Gamma dagihmindan Uretilmistir. Sonrasinda
bu degerlerin tersleri alinarak her bir okul igin okul i¢i varyans degeri elde edilmistir.
Elde edilen bu okul i¢i varyans degerleri kullanilarak, her bir okul icerisindeki

6grencilerin okul ortalamalarindan sapma degerleri (eji) sifir ortalama ve ilgili okul
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ici varyans degeriyle normal dagilimdan duretilmigtir. Tum parametrelerin
uretilmesinin ardindan, (27) numarali model esitligi ile bireylerin maddelere dogru
cevap verme olasiliklari elde edilmis ve bu olasiliklar kullanilarak 0-1 yanit éruntuleri

Bernuolli dagilimindan Uretilmigtir.

Simulasyon galismasi kapsaminda her bir heterojenlik kosulu i¢in 50 tekrarl
veri seti Uretilip analiz edilmistir. Bayes yaklagsimi kapsaminda MCMC ile karmasik
modellerin parametre kestirimlerinde yuksek bilgisayar bellegine ihtiya¢ duyuldugu
ve kestirim zamaninin frekansa dayali ydntemlerden oldukga fazla oldugu bilinen bir
durumdur. Ozellikle hiyerarsik modellerde kestirim siireleri katlanarak artmaktadir.
Simulasyon galigmasina iligkin yapilan denemelik analizlerde, her bir birey igin 6
yetenek parametresinin  kestirilmesi halinde toplam 50x100=5000 tane
parametrenin ciddi boyutlarda bellek ve iterasyon suresine ihtiyagc duydugu
gbzlenmistir. Bu agidan yapilan simulasyon calismasinda, zaman ve bellek
kisittamalarindan dolay! birey duzeyi yetenekler kestirilmemistir. Ancak burada
vurgulanmasi gereken nokta, modelin kesinlikle bu yetenek parametrelerini
kestirmeye olanak sundugudur. Daha gelismis islemci ve bellek ile beraber bu

parametreler de makul surelerde kestirilebilir.

Gerceklestirilen denemelik analizler sonucunda ayrica, her bir kosul icin
yakinsamalarin saglanmasi ve MCMC sireclerinin  verimli bir bicimde
tamamlanmasi icin gereken iterasyon sayilarina da karar verilmistir. Bu baglamda
elde edilen bulgular 1s1ginda orta ve yuksek heterojenlik kosullari i¢in 1sinma
periyodu olarak 5000; 1sinma sonrasinda ise 30000 iterasyon 3 ayri zincir ile
yapillmigtir. Boylece bu kosullarda her bir parametrenin sonsal dagilimindan
3x30000=90000 deger uretilmistir. Dusuk heterojenlik kosulunda ise yine 3 zincir
halinde 5000 1sinma iterasyonu yapilmistir. Ancak bu kosul igin oto-korelasyonlarin
daha ylksek olmasindan dolayi isinma sonrasi 50000 iterasyon yapilarak toplamda
her bir parametre i¢in 3x50000=150000 deger uretilmigtir. Tek bir veri seti igin tipik
bir analiz, 64 bit igletim sistemine, 2.80 GHz hizindaki Intel Core i7 2640M islemciye
ve 4gb bellege sahip bilgisayar ile 3 ¢gekirdekte paralel igslem yapilmasiyla yaklasik

olarak 4 saat surmusgtur.

Simulasyon c¢alismasi kapsaminda tim kosullar igin veri analizleri yapilip
madde guclukleri, okul yetenek parametrelerinin varyans degeri, okul yetenek

parametreleri, okul i¢i varyanslarin ortalama ve varyans degerleri ile her bir okula ait
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okul i¢i varyans parametresi kestirilmistir. Modelin, anilan parametreleri Bayes
yaklasimi ¢ergevesinde kestirim performansinin incelenmesi igin sistematik hatayi
ifade eden yanlilik (bias), sec¢kisiz hatayi ifade eden standart hata (random/standard
error: SE) ve toplam hatayi ifade eden hatalarin karelerinin ortalamasinin karekoku
(root mean squared error: RMSE) indeksleri hesaplanmistir. Bu yaygin indekslere
ek olarak, yanlihgi gergek parametre degerine gore oransal olarak karsilastiran
goreceli mutlak yanlihk (absolute relative bias: ARB) indeksleri de elde edilmistir.

Hesaplanan bu indekslere ait formiller su sekildedir:

Bias(é) = a -0 (29)

> " (B — 6) (30)

RMSE(0) = j o

O = B)?
5E(8) = Zm - (31)
ARB(8) = |Bias(8)/6] (32)

Formiillerde yer alan 6 terimi parametrenin gercek degerini, 8,, simiilasyonun m.

tekrarinda kestirilen parametre degerini, M tekrar sayisini ve a M tekrar sonucunda
kestirilen parametre degerlerinin ortalamasini (8,, degerlerinin ortalamasini) ifade

etmektedir. Bu indeksler arasindaki iligki ise,
RMSE? = Bias? + SE? (33)

seklindedir.

Anilan indeksler model tarafindan kestirilen tium parametreler igin
hesaplanmigtir. Ancak modelin asiri parametreleri diginda kalan madde guglukleri,
okul yetenekleri ve okul igi varyans bilesenleri i¢cin hesaplanan indeks degerlerinin
ortalamalari rapor edilmigtir. Yanhlik indekslerinin negatif degerler de alabildigi g6z
onunde bulundurularak, ilgili parametreler icin yanhliklarin mutlak degerlerinin
ortalamalari hesaplanarak yorumlanmistir. Ele alinan bu degerler ortalama mutlak
yanlilik olarak ifade edilmistir. Ote yandan bu parametrelerin gergek degerleri ile
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olan korelasyonlari her bir tekrar i¢cin hesaplanmigtir. Simulasyon sonunda elde
edilen bu 50 korelasyon dederinin ortalama ve standart sapmalari da hesaplanarak,
anilan parametrelerin kestirim performansina iliskin ek bulgular diger indekslerle

beraber sunulmustur.

Modelin Gergek Verilere Uygulanmasi

YurUtulen simulasyon ¢alismasinin ardindan, énerilen model 2009 yili 9. sinif
OBBS verilerine uygulanmistir. A kitapgiginda yer alan 15 maddelik Tirkce testi
verileri ilk olarak kosulsuz varyans modeli ile analiz edilmistir. Ogrenciler tarafindan
yanitlanmayan maddelere iligkin gozlemler kayip veri olarak ele alinmig ve Bayes
yaklasiminin avantaji ile tim parametreler mevcut kayip veriler ile kestirilmistir. Veri
setinde yer alan toplam 300 okuldan 50 ve Uzerinde 6grenciye sahip olan 127 okul
analiz igin secilmistir. Secilen bu okullardan yaklagik tgte birinin 6grenci sayisi 100
ve Uzerinde olup, bir okuldaki en fazla 6grenci sayisi 205; tum okullardaki toplam
ogrenci sayisi ise 12289 olmustur. Analiz icin JAGS (Plummer, 2003, 2015) yazilimi
kullanilarak 3 ayri zincir seklinde MCMC iterasyonlari Gibbs érneklemesi yontemiyle
gerceklestiriimistir. Simulasyon galismasina iliskin bolumde belirtildigi gibi, toplam
12289 o6grencinin tek tek yetenek parametrelerinin kestirilmesi ciddi bir zaman ve
bilgisayar bellegi gerektirdiginden, gergek veri analizlerinde de sadece okul duzeyi
yetenekler kestirilmistir. Anilan veri seti ayni zamanda geleneksel CDMTM ile analiz
edilmis ve bu modele ait parametreler de kestirilmistir. BOylece kestirilen parametre
degderleri ile birlikte onerilen model ile geleneksel modelin gercek veriye olan

uyumlari da karsilastiriimigtir.

Bayes yaklasimi cergevesinde model uyumlarinin degerlendiriimesi, temelde
her bir iterasyonda kestirilen parametreler ile analiz edilen verinin yeniden uretiime
kalitesine dayanmaktadir. Bdylece her bir iterasyon sonrasinda kestirilen
parametrelerle Uretilen veri, analiz edilen gergek veri ile karsilastirilarak aradaki
sapma degerleri elde edilmektedir. Analiz edilen verinin bu veriden kestirilen
parametreler ile mukemmel diuzeyde uretilebilmesi halinde, sapma degerleri de
sifira oldukga yakin olacaktir. Sonug olarak, kestirilen parametrelerin analiz edilen
veriyi Uretebilme duzeyleri, model-veri uyumu hakkinda arastirmacilara bilgi
vermektedir. Tum iterasyonlarin tamamlanmasinin ardindan model-veri uyumu, bu
sapmalarin genel egilimlerine dayali olarak yorumlanmaktadir. Bu c¢alismada

model-veri uyumlarinin degerlendiriimesinde “sapma bilgi 6lgutl” olarak ifade edilen
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Deviance Information Criterion (DIC: Spiegelhalter, Best, Carlin, & van der Linde,
2002) indeksi kullaniimigtir.

DIC, érneklem sayisi ve kestirilen parametre sayisinin artmasi gibi durumlara
dayanikli olan ve Bayes yaklagsimi gergcevesinde yaygin olarak kullanilan uyum

indeksi olup,
DIC = D(6) + pD (34)

esitligi ile hesaplanmaktadir. Esitlikte yer alan D(6) terimi, Bayes yaklasiminda
model uyumuna iligkin bir 6lgim olan sapmanin sonsal ortalamasidir. pD terimi ise
modeldeki serbest parametre sayisidir. Daha dusuk DIC degerine sahip olan
modelin veriye olan uyumu daha yuksektir. Formulde yer alan pD terimi, daha
karmasik olan modeller igin bir dizeltme roline sahiptir (Kang & Cohen, 2005).
Diger bir ifadeyle bu terim, daha fazla parametreye sahip olan modelin DIC
indeksinin duguk olup basit modele gore avantajli olmasini engellemek igin bir
duzeltme uygular. Boylece daha az parametreye sahip olan modelin veriye uyum

konusunda dezavantajli duruma dismesinin dnune gegilir.

Gergcek veri analizinin ikinci asamasinda, okul i¢i varyanslarin
heterojenliklerinin modellendigi kosullu varyans modeli kullaniimistir. Kurulan
kosullu modelde okul i¢i yetenek varyanslarinin, okullarin sinavla 6gdrenci alma
durumuna gére farklilasma durumu test edilmistir. Bu amacla, 2009 OBBS
raporunda belirtilen akademik lise turleri igerisinden sinavla 6grenci alimi yapan
liseler olan fen liseleri, Anadolu liseleri, Anadolu 6gretmen liseleri ve sosyal bilimler
liseleri analize dahil edilmis; sinavsiz alim yapan akademik liseler kategorisinde ise
genel liseler yer almigtir. Sinavla 6grenci alan liseler 1, sinavsiz 6grenci alimi yapan
genel liseler ise 0 seklinde kodlanarak okul duzeyi aciklayici degisken olan “okul
tird” degiskeni olusturulmustur. Sinavla alim yapan liselerdeki 6grenci sayilarinin,
genel liselerdeki 6grenci sayilarina goére dusik olmasindan dolayl, daha dnceki
analizlerde 50 olarak belirlenen minimum o6grenci sayisi bu model i¢in 10 olarak
belirlenmistir. Boylece, kosullu varyans modeli igin analiz edilen veri setinde toplam
211 okul yer almistir. Bu okullarin 141 tanesi genel lise iken, 70 tanesi ise sinavla
alim yapan liseler olmustur. Analiz edilen bu veri setindeki toplam dgdrenci sayisi ise
11946 olmustur.
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Kosullu varyans modeli igin kurulan esitlik,
ln(aezk) =ay+ a; x OKLy, (35)

seklinde olup, OKL; terimi k tane okulun sinavsiz (0 seklinde kodlanmig) veya
sinavla (1 seklinde kodlanmig) 6grenci alma durumunu gosteren iki kategorili
badimsiz degiskeni ifade etmektedir. Kurulan dogrusal esitlikte logaritma déntsimu
oldugundan, ortalama okul i¢i varyans kestirimi sinavsiz 6grenci alan liseler igin e%°,
sinavla 6grenci alan liseler icin e*o**1 olmaktadir. Okul tiirine gore ortalama okul
ici varyans kestirimlerinin birbirlerinden farklilasma durumlari, e*o /e%*%1 geklinde
iki varyans bileseninin oranlarinin yeni bir parametre olarak kestirilip, bu
parametrenin 1 degerinden ne kadar farklilastigi ile belirlenmistir. Sonug olarak, test
edilen bu kosullu varyans modeli ile okul turlerine gore ortalama okul i¢i varyanslarin

farkhlik gosterme durumu test edilmistir.

57



Bolum 4

Bulgular ve Yorumlar

Bu bolimde ilk olarak arastirma kapsaminda onerilen modelin degisen
heterojenlik dlzeylerindeki parametre kestirim performansina iliskin simtlasyon
¢alismasinin bulgularina yer verilmigtir. Simulasyon ¢alismasina iligkin bulgularin
ardindan, 6nerilen model ve geleneksel CDMTM’nin 2009 yilh OBBS Tirkge testi
verilerine uygulanmasi ile elde edilen parametre kestirimleri ve model-veri uyumlari
karsilastiriimistir. Son olarak, uygulanan kosullu varyans modelinin analizine iliskin

bulgulara yer verilmistir.

Simiilasyon Calismasina iliskin Bulgular

Yurutulen simulasyon galigmasinin temel amaci, heterojen grup i¢i varyans
bilesenleri kestirecek sekilde yeniden modellenen CDMTM’nin parametre kestirim
performansinin degisen heterojenlik duzeylerinde incelenmesidir. Bu agidan
simulasyon galismasinda degisimlenen tek kosul grup igi varyans bilesenlerinin
heterojenlik duzeyi olmustur. Asagida yer alan bolumlerde, arastirma problemlerine
paralel olarak oncelikle simllasyon calismasi kapsaminda yapilan analizlerin
yakinsama durumlarina iligkin bulgulara yer verilmigtir. Daha sonra sirasiyla agiri ve
temel model parametrelerinin kestiriime performanslarina iliskin bulgular

sunulmustur.

Yakinsama durumlarina iligkin bulgular. Simulasyon c¢alismasi
kapsaminda yurutulen tekrarli veri analizlerinde MCMC zincirlerinin yakinsama
durumlari, yapilan denemelik analizler Uzerinden gorsel ve istatistiksel olarak test
edilmistir. Her bir heterojenlik kosulu icin yurutulen denemelik analizlerden elde
edilen yakinsama bulgulari EK-C, EK-C ve EK-D’de sunulmustur. Sunulan bilgilerde
iz, oto-korelasyon, “shrink factor” olarak da ifade edilen BGR ve sonsal dagilim
grafiklerinin yani sira, ESS ve MC hatasi kestirimleri de yer almaktadir. Modelin
temel parametreleri olan madde guglukleri, okul yetenekleri ve okul igi varyanslar
fazla sayida oldugundan, eklerde bu parametrelerin sadece en blytk ve en kiglk

degerlerine ait grafikler sunulmustur.

EK-C, EK-C ve EK-D’deki ilgili grafikler incelendiginde, tim heterojenlik
kosullarinda iz grafiklerinin yeterli o6lgiide karistigi ve kararli hale geldigi

gorulmektedir. Bu durum belirlenen 1sinma periyotlarinin yeterli oldugunu da

58



dogrulamaktadir. BGR degerlerinin 1.1’in altinda olmasi, ayri zincirlerden elde
edilen sonsal dagilim grafiklerinin birbirleriyle értismesi ve MC hatasi degerlerinin
sifira oldukga yakin olmasi tim kosullarda yakinsamanin gercgeklestigine iligkin
glcli  kanitlar sunmaktadir. EK-C ve EK-D’deki oto-korelasyon grafikleri
incelendiginde, orta ve yuksek heterojenlik duzeylerinde tim parametrelere ait oto-
korelasyonlarin kiu¢ik gecikme degerlerinde sifira yaklastigr gortlmektedir. Buna
badli olarak parametrelerin ESS degerleri Kruschke (2014) tarafindan Onerilen
10000 degerini agsmig ve bu durum sonsal dagihmlarin etkili bir bicimde temsil
edildigini gostermistir.

Ancak EK-C’deki grafiklerde goruldugu gibi, dusik heterojenlik dizeyinde
Ozellikle okul i¢i varyanslarin ortalama (u) ve varyans (t) parametreleri igin oto-
korelasyonlar yiksek gecikme degerleriyle azalmakta, dolayisiyla ESS degerleri
gerek bu kosuldaki diger parametrelere, gerekse diger kosullarda kestirilen ayni
parametrelere gore dusuk kalmaktadir. Duguk heterojenlik kosulunda 7 degerinin
sifira; dolayisiyla okul i¢i varyans parametrelerinin birbirlerine oldukca yakin olmasi
bu duruma neden olarak gosterilebilir. Kasim ve Raudenbush (1998) heterojen
HLM’de grup i¢i varyanslarin varyans parametresinin sonsal dagihiminin sekil ve
degiskenliginin, grup sayisi ve parametrenin gercek degerine bagh oldugunu
belirtmislerdir. Bu calismadaki grup sayisi daha onceki arastirmalarin Onerilerine
dayanarak belirlendigi igin, 100 grubun yeterli oldugu dusutnulmektedir. Dolayisiyla
dusuk heterojenlik dizeyinde t parametresine ait sonsal dagilimin ESS degderinin
dusuk olmasinin, parametrenin gergek degerinin sifira yakin (0.02) olmasindan
kaynaklandidi savi 6n plana ¢ikmaktadir. Ote yandan okul igi varyans bilesenlerinin
terslerine ait Gamma 6nsel dagilimindaki sekil ve 6lcek parametrelerinin her ikisi de
T terimini igerdiginden, bu durumun u parametresine ait ESS degerini de etkilemis

olabilecegi dusunulmektedir.

Sonug olarak butun heterojenlik duzeyleri igin simulasyon dncesi yurutilen
denemelik analizlerde MCMC iterasyonlarinin tim parametreler igin yakinsadigi
gorulmektedir. Ancak tim denemelik analizierde MCMC zincirleri yakinsamis olsa
da, disuk heterojenlik duzeyinde Ozellikle T ve u parametreleri igin oto-
korelasyonlarin ylksek; dolayisiyla ESS degerlerinin disik oldugu gézlenmistir. Bu
durumun daha detayl incelenmesi igin simulasyon galismasinin tamamlanmasinin

ardindan tim heterojenlik kosullarinin her bir tekrarindaki parametre kestirimlerine
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ait ESS degerleri incelenmigtir. Dusuk heterojenlik diuzeyinde, tipki denemelik
analizde oldugu gibi T ve u parametrelerinin ESS degerleri 50 tekrarin hepsinde
10000’den oldukga dusiik ¢ikmistir. Ote yandan okul igi varyans parametrelerinin
cogu degeri igin bazi tekrarlarda ESS dederlerinin yine 10000’den diusuk oldugu
gOrulmustir. Ancak diger parametrelerin timUinin tim tekrarlarda ESS degerleri

10000’i oldukga asmisgtir.

Orta heterojenlik dizeyinde sadece ug¢ degerlerdeki birka¢ okul igi varyans
parametresine ait ESS degerleri bazi tekrarlarda 6000 civarinda kalmig; diger tim
parametreler igin tim tekrarlarda etkili drneklem buUyukltkleri 10000’'i asmistir.
Yuksek heterojenlik duzeyinde ise orta heterojenlik duzeyinde oldugu gibi yalnizca
u¢c degerdeki birkag okul i¢i varyans parametresine ait ESS degerlerinin bazi
tekrarlarda 3800 civarinda kaldi§i gézlenmistir. Daha énceki bolimlerde belirtildigi
gibi Kruschke (2014), 10000 ESS degerini 0Ozellikle parametrelerin standart
hatalarinin hassas bir bicimde Kkestiriimesi igin dnermigtir. Buna ek olarak
arastirmacilarin sadece parametrenin nokta kestirimi ile ilgilenmeleri halinde, daha
dusuk ESS degerlerinin de yeterli olacagini vurgulamistir. Simalasyon galismasi
kapsaminda yapilan analizlerden elde edilen ESS dederlerine iliskin bulgularin
parametre ve standart hata kestirimlerini etkileme durumlari ilerleyen bolumler

icerisinde tartisiimistir.

Asiri parametrelerin kestirimine iligkin bulgular. Asagida yer alan Tablo
1’de modelin agiri parametreleri olan okul igi varyanslarin varyans degeri (7), okul
ici varyanslarin ortalama degeri (1) ve okul yeteneklerinin varyans degeri (¢2) igin
50 tekrarli kestirim sonrasinda hesaplanan goreceli mutlak yanlilik, yanhlik, RMSE

ve SE indeksleri yer almaktadir.

Hoogland ve Boomsma (1998) goreceli mutlak yanlligin 0.05 ve altinda
olmasinin kestirimlerin yanlihgr bakimindan kabul edilebilir oldugunu belirtmistir.
Dolayisiyla bu olgute goére Tablo 1’deki goreceli mutlak yanlihk degerleri
incelendiginde dusuk ve ylksek heterojenlik dizeyinde t (tau) kestirimlerinin yanh
oldugu soylenebilir. Ozellikle diisiik heterojenlik diizeyindeki indeks degeri oldukga
yuksek cikmistir. Ancak orta heterojenlik dizeyinde ise goOreceli mutlak yanlilik
belirtilen sinir degerin altinda kalmistir. ¢ (mu) kestirimleri i¢in tim kosullarda

goreceli mutlak yanlilik 0.05’in oldukga altinda kalmistir. o2 (sig_u) kestirimlerinde
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ise heterojenlik duzeyi arttikgca, goreceli mutlak yanhlik degerlerinin de artis

gOsterdigi gorulmastur. Ancak yine de bu degerler 0.1'i agsmamisgtir.

Tablo 1

Asiri Parametrelere lliskin indeks Degerleri

Heterojenlik Derecesi

Asir Diisiik Orta Yiiksek

Parametreler indeks (t =0.02) (t=0.1) (t=0.2)
Gor. Mut. Yanlilik 0.778 0.044 0.236

Okul igi Yanlilik -0.016 -0.004 -0.047

varyanslarin

varyans degeri (r) RMSE 0.016 0.008 0.048
SE 0.002 0.007 0.009

. Gor. Mut. Yanhhk 0.000 0.006 0.003

Okul igi

varyanslarin Yanlhk 0.000 -0.005 0.003

ortalama degeri RMSE 0.014 0.018 0.017

) SE 0.014 0.017 0.017
Gor. Mut. Yanhhk 0.053 0.076 0.083

Okul yeteneklerinin - yan 1k -0.011 -0.015 -0.017

varyans degeri

(62) RMSE 0.012 0.017 0.018
SE 0.006 0.006 0.007

Anilan parametrelere ait goreceli mutlak yanlihk degerlerinin heterojenlik

dizeylerine gore degdisimleri asagida yer alan Sekil 9'daki grafikten de gézlenebilir.

@
<]

OIG

0.4

Goreceli Mutlak Yanhlik
0.2
|

OTO

dusik orta ylksek
Heterojenlik Derecesi

Sekil 9. Asiri parametrelere ait goreceli mutlak yanllik degerlerinin degigimi.

Tablo 1’de yer alan yanlilik indekslerinin genelde negatif egilimde olduklari
g6zlenmistir. Yanhlik indeksi bir modelin parametre kestirimindeki sistematik hatayi
ifade etmektedir (Walther & Moore, 2005). Elde edilen yanlilhik degerlerinin genellikle
negatif olmasi, modelin asiri parametreleri gercek degerinden daha dusuk
kestirdigini ifade etmektedir. Bu alt kestirim, goéreceli mutlak yanlihk degerlerinden
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de hatirlanacagdi lUzere parametrenin kendi dederine gore en fazla T parametresinde
gOzlenmigstir. Asagida yer alan Sekil 10°da asirt parametrelere iliskin yanlihk
degerlerinin heterojenlik duzeylerine gore degisimleri gorulmektedir. Grafikten de
gorildiigu gibi u (mu) ve o2 (sig_u) parametreleri igin yanhlik degerleri 0 degerinden
fazla uzaklasmayarak benzer bir egilim gostermektedir. T (tau) parametresine ait
yanhlik degeri orta heterojenlik dizeyine dogru sifira yaklasirken, yuksek

heterojenlik dizeyinde -0.05 degerine yaklagmistir.

Yanhhk

— tau
== mu
- sig_u

T T T
dusuk orta yuksek
Heterojenlik Derecesi

Sekil 10. Asiri parametrelere ait yanlilik degerlerinin degisimi.

SE indeksi, parametre kestirimlerini gercek parametre degerinden bagimsiz
olarak degerlendirir ve model ile yapilan tekrarli kestirimler sonucunda elde edilen
degerlerin kararlihgina iliskin bilgi verir. Bu acgidan SE indeksi kestirimlerin
hassasiyetini (precision) degerlendiren bir dlgut olarak nitelendiriimektedir (Walther
& Moore, 2005). Tablo 1'deki SE degerleri incelendiginde, tum kosullarda tim asiri
parametreler icin bu degerlerin distk oldugu goériulmektedir. SE dederleri g6z
onunde bulunduruldugunda, modelin asiri parametreleri kestirme konusunda tum
kogullarda hassas oldugu gorulmektedir. Diger bir ifadeyle, tekrarli analizler
sonucunda elde edilen asiri parametre kestirimlerinin birbirlerine oldukga yakin
olduklari, nerdeyse sifir olan SE degerleri ile teyit edilmistir. Asagida yer alan Sekil
11’de tim SE degerlerinin artan heterojenlik dizeyi ile birlikte hafif bir artis
gOsterdigi gorulmektedir. Ancak bu artis ¢ok dusuk dizeyde olup, tim heterojenlik
duzeyleri icin SE degerlerinin 0.02°den kuglk oldugu gbze carpmaktadir. Bu
bulgular isiginda modelin asiri parametreleri heterojenlik dizeyinden etkilenmeden
hassas bir bigimde kestirdigi sdylenebilir. Diger bir ifadeyle, tim heterojenlik
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kosullarinda tekrarli analizler sonucunda kestirilen parametre degerlerinin ¢ok fazla

degiskenlik gostermedigi soylenebilir.
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Heterojenlik Derecesi
Sekil 11. Asiri parametrelere ait SE degerlerinin degisimi.

RMSE indeksi (33) numarali esitlikte ifade edildigi Gzere, yanlihk ve SE
indekslerinin sundugu bilgileri harmanlayarak kestirimlerdeki toplam hatayi ifade
etmektedir. RMSE, parametre kestirimleri icin bir hatasizlik (accuracy) olgutu olarak
nitelendiriimekte ve kestirim ile gercek deger arasindaki toplam uzaklik dlgutu olarak
tanimlanmaktadir. Dolayisiyla disik yanlihida ve dusik SE’ye sahip olan
kestirimlerin RMSE degerleri de dustk olacaktir (Walther & Moore, 2005). RMSE

degerlerinin heterojenlik kosullarina gére degisimleri Sekil 12°de sunulmustur.

RMSE

0.02 0.03 0.04 0.05

0.00 0.01

T T
disuk orta yuksek
Heterojenlik Derecesi

Sekil 12. Asiri parametrelere ait RMSE degerlerinin degisimi.

Grafikte goruldigu gibi p (mu) ve o2 (sig_u) parametrelerine ait RMSE
degerleri artan heterojenlik dizeyleri ile ¢ok fazla bir degisim gdstermeyerek 0.01-
0.02 degerleri arasinda kalmigtir. t (tau) parametresine ait RMSE degerinin orta

heterojenlik dizeyinde hafif bir disus godsterdigi; ancak yuksek heterojenlik
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duzeyinde ise 0.05 sinirina yaklastigi dikkat ¢cekmektedir. Bu durum $ekil 10 ve
11°deki grafiklerden goraldugu gibi SE degerinin gok degismeyip, yanlihk degerinin
negatif ydonde benzer bir egilim gdstermesinden kaynaklanmaktadir. Bu agidan okul
ici varyanslarin varyans parametresi (7) yuksek heterojenlik diizeyinde kararli olarak
kestirilmistir; ancak tekrarli analizlerde kestirimler ger¢cek degerinden daha dusuk
olmustur. 7 parametresinin kendi degeri de heterojenlik kosullarina gore
degistiginden, goreceli mutlak yanhlik tzerinden bir kargilastirma yapmak daha
saglikh olacaktir. Dolayisiyla her ne kadar RMSE degeri 7 igin yluksek heterojenlik
duzeyinde daha fazla olsa da, aslinda kestirimlerdeki farkliliklar oransal olarak
dusuk heterojenlik diizeyinde daha fazla olmustur. Bu durum 7 icin kestirilen giiven
araliklarinin hassasiyetinde de etkili olmus ve bu duruma iligkin bulgular asagida

aktariimigtir.

Modelin asiri parametrelerinin nokta kestirimlerine iliskin performansinin
ardindan, bu kestirimlere iliskin glven araliklarinin kestirim performansi da
incelenmigtir. Bunun igin simulasyonun her bir tekrari sonucunda her bir
parametreye ait %95 HDI degeri belirlenmis ve bu araligin ilgili parametrenin gercek
degerini icerme durumlari toplam 50 tekrar icin saptanmistir. Son asamada 50
tekrarda ilgili parametrenin gercek degerinin guven arahgd tarafindan kapsanma
yuzdesi hesaplanmistir. Bu oran alanyazinda kapsanma (coverage) orani olarak da
anilimaktadir (Asparouhov & Muthén, 2014). Elde edilen oranlar incelendiginde,
dusuk heterojenlik duzeyinde T parametresi yalnizca %2 oraninda kapsanabilmigtir.
u ve o2 parametreleri ise %100 oraninda mikemmel bigimde kapsanmigtir. Onceki
bélimde yer alan bulgulardan hatirlanacagi Uzere, dusuk heterojenlik dizeyinde
ESS degerleri hem t hem de u igin dustuk c¢ikmisti. Ancak buna ragmen u
parametresinin standart hata kestirimlerinin bu durumdan etkilenmedigi %100 olan
kapsanma oranindan goértulmektedir. Orta heterojenlik dizeyinde tim asin
parametrelerin kapsanma oranlari %98 ve Uzerinde ¢ikmig, herhangi bir olumsuz
durum saptanmamigtir. Yuksek heterojenlik duzeyinde ise t parametresi %70; u ve

o2 parametreleri ise %100 oraninda kapsanmistir.

Yanhlik degerlerinden de hatirlanacag: Uzere, 6zellikle disuk heterojenlik
dizeylerinde t parametreleri gercek degerlerinden daha dusuk olarak
kestirilmiglerdir. Bu durum nokta kestirimlerinin yaninda, standart hatanin ve

dolayisiyla %95 HDI araliklarinin hassasiyetine de yansimigtir. Disuk heterojenlik
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dizeyinde u parametresine ait ESS degerinin de dusuk olmasina ragmen
kapsanma oraninin mikemmel olmasi, t parametresine ait kapsanma
yuzdelerindeki problemin dusik ESS degerinden ziyade parametrenin gergek
degerinin sifira olduk¢a yakin olmasindan kaynaklandigi dusunulmektedir. Bu
durum ayrica goreceli mutlak yanlilik degerinin de diger kosullar ve parametrelere
gore oldukga yuksek olmasina neden olmustur. Nitekim dusuk heterojenlik
duzeyinde bu durumu destekleyen aciklamalar, yakinsama durumlarina iligkin
bulgularda belirtildigi gibi Kasim ve Raudenbush (1998) tarafindan da
raporlanmistir. Ote yandan yiiksek heterojenlik diizeyinde t parametresine ait
kapsanma degerinin %70 civarinda olmasi Li ve Hedeker (2012) tarafindan
raporlanan bulgularla paralellik gostermektedir. Arastirmacilar boylamsal 3 duzeyli
(6lcim-gln-birey) heterojen model icin yaptiklari similasyon g¢alismasinda, birinci
duzeydeki varyanslarin varyans parametresine ait nokta kestirimlerinin iyi olmasina
ragmen, yuksek heterojenlik dizeyinde kapsanma oraninin %86’ya dustuguna
belirtmiglerdir. Ancak %70’lik kapsanma orani, dusik heterojenlik dizeyindeki

%Z2’lik orana gore karsilastirildiginda kabul edilebilir bir deger olarak yorumlanabilir.

Temel parametrelerin  kestirimine iligkin bulgular. Modelin asiri
parametrelerinin ardindan, temel parametreler olan madde guglukleri (b;), okul
yetenekleri (u;) ve okul igi varyans bilesenleri (Uezk) icin hesaplanan ortalama indeks
degerleri ile gercek ve kestirilen degerler arasindaki korelasyonlarin ortalama ve

standart sapma degerleri Tablo 2'de sunulmusgtur.

Tablo 2

Temel Parametrelere lliskin Korelasyon ve Indeks Degerleri

Sonuglar
Ort. Gér.

Temel Het. Kor. Kor. Mut. Ort. Mut. Ort.
Parametreler Derecesi Ort. SS. Yanlilik. Yanllik RMSE Ort. SE

Dusuk 1.000 0.000 0.056 0.004 0.033 0.033
Madde Orta 0999 0000  0.058 0004 0034 0033
glclukleri (b;)

Yiksek 0.999 0.000 0.021 0.006 0.035 0.034

Dusuk 0.991 0.001 0.118 0.034 0.068 0.055
Okul . Orta 0.99 0.001 0.159 0.042 0.073 0.054
yetenekleri (uy,)

Yiksek 0.989 0.001 0.154 0.046 0.076 0.053
o Dusik 0.763 0.045 0.142 0.110 0.114 0.021

kul ici varyans

bilesenleri (aﬁk) Orta 0.955 0.008 0.110 0.084 0.148 0.112

Yiksek 0.968 0.007 0.114 0.089 0.173 0.136
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Tablo 2'deki korelasyonlarin ortalama ve standart sapmalari incelendiginde,
b; parametrelerinin gercek ve kestirilen degerleri arasindaki korelasyonlarin tium
heterojenlik duzeylerinde mukemmel oldugu gorulmektedir. Bu korelasyonlara ait
standart sapma degerlerinin sifir olmasi, madde guglUkleri i¢in her bir iterasyon
sonunda hesaplanan korelasyon dederinin 1’e yakinlik konusunda neredeyse hig
degisim goOstermedigine isaret etmektedir. u, parametrelerine iligkin korelasyon
degerleri tum kosullarda 0.99 civarinda olmus, korelasyonlarin standart sapmalari
da sifira oldukga yakin ¢ikmigtir. Ortalama korelasyonlarin yuksek ¢ikip standart
sapmalarin sifira oldukga yakin olmasi okul yeteneklerinin de ardigik iterasyonlar

boyunca kararli bir bicimde kestirildigine isaret etmektedir.

03k parametrelerine ait ortalama korelasyon degeri orta ve yuksek
heterojenlik duzeyinde 0.95’in Uzerinde iken, dusuk heterojenlik dizeyinde ise 0.76
olarak hesaplanmistir. Daha 6nce belirtildigi gibi hiyerarsik Bayes modellerinde
kestirimlerin ortalamaya dogru c¢ekilmeleri sikga yasanan bir durumdur (Fox, 2010;
Ntzoufras, 2009; Kruschke, 2014). Bu c¢ekilme etkisinin, dislik heterojenlik
dizeyinde zaten buylk bir ¢ogunlugu birbirlerine yakin olan okul i¢i varyans
parametrelerini ¢ degerine (varyanslarin ortalamasina) daha fazla yaklastirmis
olmasi muhtemeldir. Bu durum sonucunda meydana gelen ranj daralmasi ile
beraber kestirimlerin gercek parametre degerleriyle olan korelasyonlarinin azaldigi
dusunulmektedir. Buna ek olarak, daha onceki bolumde belirtildigi gibi okul ici
varyanslarin varyans parametresi (1) gergek degerinden daha dustk kestirilmigtir.
Bu durum kestirilen okul i¢i varyans parametrelerini, gercek degerlerindeki
dagihimlarina gore birbirlerine daha da fazla yaklastirmistir. Dolayisiyla, ortalamaya
cekilme etkisi ile beraber daha duslk olan varyans parametresi kestiriminin de
anilan korelasyon degerinin duguk heterojenlik duzeyinde diger iki kogula gore daha

dusuk olmasina neden oldugu dusunulmektedir.

Temel parametrelere iligkin korelasyonlarin ortalama ve sapmalarinin
heterojenlik dlzeylerine gore degisimleri Sekil 13a ve 13b’de yer alan grafiklerden
daha iyi gdzlenebilir. llgili grafikler incelendiginde, b; (b_i) ve wu, (u_K)
parametrelerine ait korelasyonlarin ortalama ve standart sapmalarinin heterojenlik
duzeyinden etkilenmedigi gorulmektedir. Ancak Uz»zzk (sig_e_Kk) parametrelerine ait
korelasyon degerlerinin ortalamasi dugsuk heterojenlik dizeyinde nispeten dusuk

iken, orta ve yuksek heterojenlik dizeylerinde daha ylksek degerlere ulagsmistir.
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Orta ve yuksek heterojenlik duzeyleri icin korelasyonlarin standart sapmalari da
sifira oldukg¢a yakin gikmistir. Bu durum yuksek korelasyonlarin orta ve yuksek
heterojenlik duzeylerinde hemen hemen her iterasyon icin elde edildigini

gOstermektedir.
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Sekil 13a ve 13b. Temel parametrelere ait korelasyonlarin ortalama ve standart

sapmalarinin degigimi.

Tablo 2 ve asagida yer alan Sekil 14’teki ortalama goreceli mutlak yanllik
degerleri incelendiginde, b; (b_i) parametreleri i¢in bu degerlerin disuk ve yuksek
heterojenlik dizeylerinde 0.05’i Gnhemsenmeyecek dlizeyde astiklari; ancak yuksek
heterojenlik duizeyinde ise sifira yaklastiklari gértlmektedir. aezk (sig_e_Kk)
parametreleri icin ortalama goéreceli mutlak yanhlik degeri duguk heterojenlik
dizeyinde 0.15 civarinda iken, orta ve yuksek heterojenlik dizeylerinde 0.1 civarina
gerilemistir. w, (u_k) parametrelerine ait ortalama indeks degerleri dusik
heterojenlik dizeyinde 0.1 civarinda iken, orta ve yuksek heterojenlik duzeylerinde

ise 0.15 civarina yukselmigtir.
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Sekil 14. Temel parametrelere ait ortalama goreceli mutlak yanhlik degerlerinin
degisimi.
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Tablo 2'de yanllik degerlerinin ortalamalari yerine, yanliliklarin mutlak
degerlerinin ortalamalari rapor edilmigtir. Boylece zit isaretli yanliik degerlerinin
toplanmasiyla, sifir ortalama yanlilik degeri elde etme olasiliginin énliine gegilmigtir.
Tablodaki ilgili degerler incelendiginde, b; parametreleri i¢cin ortalama mutlak
yanhliklarin tim kosullarda sifira oldukga yakin oldugu goérilmektedir. u; ve aezk
parametreleri icin yanhliklarin heterojenlik kosullarina gore degisim gosterdigi
gorulmektedir. Asagida yer alan Sekil 15teki grafik incelendiginde, b; (b_i)
parametreleri icin ortalama mutlak yanhlik degerlerinin degigkenlik gostermeyip
sifira oldukga yakin kaldigi goértulmektedir. u;, (u_k) parametreleri icin ortalama
mutlak yanhlik degerleri artan heterojenlik duzeyi ile hafif bir artis gostermigstir; ancak
yine tlim kosullarda 0.05 degerini asmamistir. o2, (sig_e_k) parametrelerine ait
yanlihk degerleri ise dusuk heterojenlik dizeyinde 0.1 degerini asarken, orta ve

yuksek heterojenlik dizeylerinde hafif bir dugtus gostermigtir.
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Heterojenlik Derecesi
Sekil 15. Temel parametrelere ait ortalama mutlak yanlilik degerlerinin degisimi.

Ortalama mutlak yanhlik degerlerinin ardindan, Tablo 2’deki ortalama SE
degerleri incelendiginde, bu degerlerin b; ve u, parametreleri i¢in 0.1’in altinda
kaldigi gorulmektedir. aezk parametreleri icin dusuk heterojenlik duzeyinde ortalama
SE 0.05’ten klguk iken, orta ve yuksek heterojenlik dizeylerinde 0.1’in Ustinde
olmustur. Bu degisimler asagida yer alan Sekil 16’da gorsellestiriimistir. Grafik
incelendiginde, b; (b_i) ve u, (u_k) parametrelerine ait ortalama SE degerlerinin
heterojenlik dizeylerine gore belirgin bir degisim gostermedigi gorulmektedir. Uezk
(sig_e k) parametrelerine ait ortalama SE degeri dusuk heterojenlik dizeyinde

sifira oldukga yakin iken, yuksek heterojenlik diizeyinde 0.15 degerine dogru artis
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gOstermigtir. Dolayisiyla, okul i¢i varyans parametrelerine iligkin kestirimlerin

hassasiyeti, artan heterojenlik duzeyiyle beraber hafif bir disus gostermistir.
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Heterojenlik Derecesi
Sekil 16. Temel parametrelere ait ortalama SE degerlerinin degisimi.

Tablo 2’deki ortalama RMSE degerleri incelendiginde, b; parametreleri i¢in
tim degerlerin sifira oldukga yakin oldugu goérulmektedir. Dolayisiyla madde
gucluklerinin tim heterojenlik duzeylerindeki kestirimlerinin toplam hatasizliginin iyi
dizeyde oldudu teyit edilmistir. u;, parametrelerine ait ortalama RMSE degerleri
0.05 ile 0.1 arasinda degiskenlik gdstermistir. aezk parametrelerine ait ortalama

RMSE degerlerinin ise 0.1°i astigi gorulmektedir. Anilan degisimlere ait grafik Sekil
17’deki grafikte sunulmustur.
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Heterojenlik Derecesi
Sekil 17. Temel parametrelere ait ortalama RMSE degderlerinin degisimi.
Sekil 17°deki RMSE degisim grafigi incelendiginde, b; (b_i) parametrelerine
ait ortalama RMSE degerlerinin tim heterojenlik diizeylerinde herhangi bir degisim

gOstermedigi ve 0.05'ten dusuk oldugu gorulmektedir. u;, (u_k) parametrelerine ait

degerler de heterojenlik duzeylerine gore belirgin bir degisim gostermemis ve
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ortalama RMSE indeksleri 0.05 ile 0.1 degerleri arasinda kalmistir. Uezk (sig_e_k)

parametrelerine ait RMSE degerleri ise artan heterojenlik duzeyi ile beraber surekli
bir artis goOstererek 0.15 degerini asmistir. Dolayisiyla okul igi varyans

parametrelerinin (g2 ) toplam kestirim hatasiziginin artan heterojenlik diizeyi ile

artis gosterdigi soOylenebilir. Bu artigin temel nedeninin, dnceki bélumlerde anilan
Bayes yaklasimi ile kestirimlerdeki ortalamaya ¢ekilme etkisinin oldugu
dusunulmektedir. Nitekim yUksek heterojenlik duzeyinde okul igi varyans
degerlerinin dagihmindaki u¢ degerlere ait RMSE’ler incelendiginde, bu degerlerin
oldukca yiiksek oldugu saptanmistir. Ornegin yiiksek heterojenlik diizeyinde
dagihimin en sag ucunda yer alan okul igi varyans degeri yaklasik olarak 4.01 olup,
bu parametrenin kestirimine ait RMSE degeri ise 0.83 olmustur. Benzer sekilde
yuksek olan diger ug degerlere ait yiksek RMSE’ler, yiksek heterojenlik diizeyinde
okul i¢i varyans parametrelerinin kestirimine iligkin ortalama RMSE degerinin
yukselmesine yol agmistir. Sonu¢ olarak ortalamanin olduk¢a uzaginda olan
(yUksek heterojenlik dizeyinde varyanslarin ortalamasi 0.8 ve varyansi 0.2 idi) bu
gibi degerlere iliskin kestirimlerde ortalamaya cekilme etkisi ¢ok daha belirgin
olmustur. Bu durum da okul i¢i varyans parametrelerinin kestirimine iligkin ortalama
RMSE degerinin yukselmesini tetiklemigtir. Ancak daha énce de vurgulandigdi gibi
Ozellikle okul i¢i varyans parametrelerinin varyans degerleri ve buna baglh olarak
uretilen tekil varyans degerleri de heterojenlik duzeyine bagl olarak degismektedir.
Dolayisiyla bu parametrelere iliskin degerlendirmelerin goreceli mutlak yanlilik ile
ortalama goreceli mutlak yanhlik indeksleri Uzerinden yapilmasi daha saglkh

olacaktir.

Temel parametrelerin gliven araliklari ile kapsanma durumlarina ait bulgular
incelendiginde, dusuk heterojenlik duzeyinde tum madde gugluk ve okul yetenek
parametrelerinin %98 ve Uzerindeki oranlarla kapsandigi gorulmastir. Ancak disuk
heterojenlik dizeyinde her bir okula ait varyans parametrelerinden oOzellikle ug
degerlerde olanlarin kapsanma yuzdeleri sifir olmustur. Bu ug¢ degerlere ait
RMSE’ler de diger okul ici varyans degerlerine goére daha yuksek olmustur.
Dolayisiyla dusuk heterojenlik dizeyinde ug degerlerde yer alan okul igi varyans
bilesenlerinin hem nokta kestirimlerinin hem de guven araliklarinin verimli bir

bigcimde elde edilemedigi sOylenebilir.
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Orta heterojenlik dizeyinde tum temel parametrelerin kapsanma oranlari
%98 ve uzerinde olmustur. Yuksek heterojenlik dizeyinde ise madde gug¢luk ve okul
yetenek parametreleri %98 ve Ustiinde kapsanma oranlarina sahip olmustur. Ancak
yuksek heterojenlik dizeyinde okul i¢i varyans parametrelerinin geneli oldukca
yuksek kapsanma oranina sahipken, en dusuk degere sahip iki okul i¢i varyans

parametresinin kapsanma oranlari ise %84 ve %56 olmustur.

Parametrelerin glven araliklarina ait kestirimlere iligkin genel bir
degerlendirme yapildiginda, modelin en iyi performansi orta heterojenlik dlzeyinde
gOsterdigi agikga gorulmektedir. Yuksek heterojenlik duzeyinde de birkag istisna
haricinde bulgular oldukg¢a iyi ¢ikmistir. Ancak dusuk heterojenlik dizeyinde
Ozellikle T ve buna bagl olarak ¢odu okul i¢i varyans parametresinin guven

araliklarinin etkili bir bicimde kestirilemedigi gorulmagtur.

Modelin Gergek Verilere Uygulanmasina iligkin Bulgular

2009 OBBS verilerinin geleneksel ve énerilen kosulsuz model ile analizlerinin
(en az 50 ve Uzerinde 6drenciye sahip okullar ile yapilan analizler) yakinsama
durumlarini gosteren grafikler EK-E ve EK-F'de sunulmustur. Similasyon
¢alismasinin yakinsama sonuglarinda oldugu gibi, gergek veri analizleri icin de agiri
parametreler diginda kalan parametrelerden sadece u¢ degerde olanlarin

grafiklerine yer verilmigtir.

EK-E ve EK-F'de yer alan tum iz grafiklerinin mikemmel bicimde karisip
Isinma periyodu sonrasinda kararli hale geldikleri gorulmektedir. Her iki modelin tim
parametreleri igcin BGR degerleri 1.1’in altinda bulunmus ve MC hatalar sifira
oldukga yakin g¢ikmigtir. Ayri zincirlere dayali olarak gizdirilen sonsal dagilim
grafikleri de birbirleriyle mikemmel dizeyde oOrtismustir. Bu bulgular 1s1§inda,
gercgek veri analizlerinde her iki model i¢in tUm parametre kestirimlerine ait zincirlerin
yakinsadigi aciktir. Ote yandan heterojen modelin okul igi varyanslarin varyans
parametresi (t) haricinde, her iki modelin tim parametrelerine ait oto-korelasyon
degerleri dusik olmus, ESS degerleri ise 10000’i oldukga agsmistir. T parametresine
ait ESS degeri 8501 olmus; ancak bu deger 10000’e oldukga yakin olup, similasyon
calismasinda ayni parametre icin elde edilen degerlerden oldukga buyuk ¢ikmigtir.
Bu bulgular, her iki model ile yapilan analizler sonucunda elde edilen sonsal
dagihimlarin temsiliyet duzeylerinin yliksek oldugunu gostermektedir.
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Asagida yer alan Tablo 3’te her iki model tarafindan kestirilen madde gugluk
parametreleri ve bu kestirimlere ait %95 HDI degerleri yer almaktadir. ilgili degerler
incelendiginde, her iki modelin madde gugluk parametrelerini nerdeyse ayni olarak
kestirdikleri gorulmektedir. Nokta kestirimlerine iligkin glven araliklari da neredeyse
esit olmus; yalnizca bazi maddelerde virgulden sonraki ikinci basamak duzeyinde
kuguk farkhliklar gozlenmistir. Madde gugluk kestirimlerinin homojen ve heterojen
modellerde farklihk gdstermemesi aslinda beklenen bir bulgudur. Canki her iki
model, yalnizca okul igi yeteneklerin heterojenliginin dikkate alinmasinda
farklilasmaktadir. Ote yandan Shieh (1999) ile Maas ve Hox (2004b) HLM'de
artiklarin normal dagimamasi durumunda modelin sabit parametrelerinin bu
durumdan etkilenmedigini rapor etmiglerdir. Madde-birey-okul formundaki
CDMTM’de modelin sabit parametreleri madde guclukleridir; dolayisiyla bu
acglklamalara dayanarak madde gugluklerinin, modelin ikinci dizey artiklari olan
yetenek parametrelerinin dagihm ihlallerinden etkilenmeyecegini sdylemek yanlhg

olmaz.

Tablo 3
Madde Giligliik Kestirimleri

Homojen Model Heterojen Model
Madde Kes. %95 HDI Kes. %95 HDI
1 0.329 [0.243, 0.415] 0.328 [0.24, 0.414]
2 0.323 [0.236, 0.409] 0.322 [0.235, 0.409]
3 -0.873 [-0.958, -0.785] -0.873 [-0.962, -0.787]
4 0.062 [-0.022, 0.151] 0.062 [-0.026, 0.147]
5 -0.239 [-0.326, -0.154] -0.240 [-0.328, -0.155]
6 -0.175 [-0.26, -0.088] -0.176 [-0.261, -0.089]
7 -0.36 [-0.447, -0.274] -0.361 [-0.448, -0.274]
8 -0.497 [-0.585, -0.412] -0.498 [-0.585, -0.411]
9 0.376 [0.289, 0.464] 0.375 [0.287, 0.463]
10 -0.573 [-0.659, -0.485] -0.573 [-0.661, -0.487]
11 -0.007 [-0.092, 0.08] -0.007 [-0.095, 0.079]
12 -0.544 [-0.63, -0.457] -0.545 [-0.633, -0.459]
13 0.119 [0.032, 0.206] 0.119 [0.031, 0.205]
14 0.511 [0.425, 0.597] 0.510 [0.425, 0.599]
15 -1.083 [-1.171, -0.995] -1.083 [-1.172, -0.996]

Yurutulen  kosulsuz model analizleri sonucunda okul yetenek

parametrelerinin varyans parametresi (¢2), parantez igindeki degerler %95 HDI
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olmak uUzere, homojen modelde 0.188[0.140, 0.240]; heterojen modelde ise
0.188[0.142, 0.241] olarak kestirilmistir. Goriildigu gibi 2 igin nokta kestirimleri her
iki modelde ayni olmus, %95 HDI degerleri ise yalnizca virgulden sonraki Uguncu
basamakta farkhlagmistir. Okul yeteneklerinin varyansi da her iki modelde okul igi
yeteneklerin heterojenliginden bagdimsiz olarak modellendiginden, bu benzerlik de

beklenen bir bulgudur.

Her iki model tarafindan kestirilen 127 adet okul yetenek parametresi ve bu
kestirimlere ait %95 HDI degerleri karsilastirmali olarak EK-G’de sunulmustur. Okul
yetenek parametreleri de her iki modelde neredeyse ayni olarak kestirilmis; ancak
kestirimlere iliskin given araliklari genellikle heterojen modelde biraz daha genis
olmustur. Dolayisiyla, okul yeteneklerine iligkin nokta kestirimlerdeki hatalarin
heterojen modelde biraz daha yuksek oldugu sdylenebilir. Her iki model tarafindan
kestirilen okul yetenek parametreleri arasindaki korelasyon 1; kestirimler arasindaki
mutlak farklarin ortalamasi ise 0 olmustur. Asagida yer alan Sekil 18a ve 18b’de
kestirilen okul yeteneklerine ait dagilimlarin histogramlari incelendiginde, her iki
histogramin nerdeyse es oldugu ve okul yeteneklerinin model taniminda belirtildigi
bicimde sifir ortalama etrafinda yigildigi gorulmektedir. En diguk okul yetenek
parametresi -1 ile -0.5 arasinda yer alirken, en yuksek okul yetenek parametresi ise

2’ye oldukga yakindir.
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Sekil 18a ve 18b. Okul yeteneklerine ait histogramlar.

Homojen modelde okul igi yeteneklerin es varyansa sahip oldugu
varsayimina dayali olarak tek bir okul i¢i varyans parametresi (¢2) kestiriimektedir.
o2, parantez icindeki degerler %95 HDI olmak Uzere, 0.597[0.571, 0.623] olarak
kestirilmistir. Ote yandan heterojen model ile her bir okul igin ayri bir varyans

parametresi kestirilmektedir. Analiz sonucunda okul igi varyanslarin ortalama () ve

73



varyans (t) degerleri sirasiyla 0.571[0.535, 0.609] ve 0.03[0.015, 0.045] olarak
kestirilmistir. Goruldugu gibi homojen modelin kestirdigi ortak okul i¢i varyans
bileseni (62), heterojen model tarafindan kestirilen u degerinden biraz daha yiksek
olmustur. 0.03 olarak kestirilen 7 degeri, gergek veride okul igi varyanslarin
heterojenliginin dusuk ile orta duzey arasinda oldugunu gdstermektedir. Bu agidan
homojen model tarafindan kestirilen o2 degeri ile heterojen model tarafindan
kestirilen u de@eri arasindaki fark ¢ok fazla olmamistir. Benzer bir durum Kasim ve
Raudenbush (1998) tarafindan rapor edilmigtir. Arastirmacilar, yliksek heterojenlik
kosulu icin Urettikleri verinin geleneksel HLM ile analizi sonucunda kestirdikleri grup
ici varyans bilegseninin, verinin Uretilmesinde kullanilan grup ig¢i varyanslarin
ortalamasindan oldukg¢a yuksek oldugunu belirtmislerdir. Ancak bu durumun disuk

heterojenlik dlizeyinde s6z konusu olmadigini vurgulamiglardir.

Heterojen model tarafindan kestirilen okul i¢i varyanslarin dagilimina ait
histogram Sekil 19°da sunulmustur. Histogramda géraldugu gibi okul igi varyans
degerleri 0.571 olarak kestirilen ortalama degerleri etrafinda yigilmigtir. Okul igi
varyans bilesenlerine iliskin elde edilen bu bulgular, okullarin 6grenci yeteneklerinin
dagilimlari bakimindan az da olsa heterojenlik gosterdigini dogrular niteliktedir. Her
bir okul i¢in ayri olarak kestirilen okul i¢i varyans parametreleri ve kestirimlere iligkin
%95 HDI degerleri EK-G’de yer almaktadir. Kestirilen parametreler incelendiginde,
en dusuk ve en ylksek okul igi varyansin sirasiyla 0.409 ve 0.886 oldugu

gOrulmektedir.
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Sekil 19. Okul igi varyanslarin histogrami.

Gergek veriler ile yuratilen analizler sonucunda homojen model igin

hesaplanan DIC indeksi 223455; heterojen model icen hesaplanan DIC indeksi ise

74



223410 olmustur. Homojen ve heterojen model arasindaki DIC indeks farki
223455 — 223410 = 45 olmustur. Lunn, Jackson, Best, Thomas ve Spiegelhalter
(2012), 5 ve uzerindeki DIC farkinin model uyum karsilagtirmalari i¢in guclu bir
deger oldugunu belirtmislerdir. iki model ile yiriitiilen analizler sonucunda 45 ¢ikan
DIC farki, énerilen 5 degerini oldukga astigindan, heterojen modelin gergek veriye
homojen modelden ¢ok daha iyi uyum sagladigi gérilmektedir. Ote yandan
heterojen modelin veriye daha iyi uyum saglamasi, gercek veri kosullarinda
okullarin yetenek dagilimlari bakimindan heterojenlik gosterebilecegi hipotezini de

destekler niteliktedir.

Gergek veri analizlerinin ikinci agamasinda, en az 10 ve Uzerinde 6grenciye
sahip toplam 211 akademik turdeki lisenin verileri ele alinmigtir. Bu verilere
uygulanan kosullu varyans modelinin analizi sonucunda, sinavla 6grenci alan
liselerin ortalama okul i¢i varyans degeri (e*°**1) 0.401[0.373, 0.431] olarak
kestirilmistir. Sinavsiz 6drenci alan genel liselerin ortalama okul igi varyans degeri
(e*) ise 0.661[0.632, 0.691] olarak kestirilmistir. Elde edilen bu bulgulara
dayanarak, sinavla o6grenci alan akademik turdeki liselerin Turkge yetenekleri
bakimindan daha homojen olduklari sdylenebilir. Bunun aksine, genel liselerdeki
okul i¢i yetenekler daha heterojen bir dagilim sergilemistir. Diger bir ifadeyle, sinavla
ogrenci alan liselerdeki 6grenciler Turkge yetenegi bakimindan daha benzesik iken,
genel liselerde yetenekler bakimindan daha degisken bir yapinin oldugu
sOylenebilir. Asagida yer alan histogramlarda, iki farkli lise tlrine ait okul igi

varyanslarin dagilimlari gorsellestirilmistir.
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Sekil 20a ve 20b. Lise turlerine gore okul i¢i varyanslarin histogramlari.

Sekil 20a’daki grafikte gorulduga gibi, sinavla 6grenci alan liselerin okul igi

varyans degerleri 0.55 degerini agsmamis; bu liseler icerisinde en buyuk okul igi
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varyans deg@eri dahi, genel liselerin ortalama okul i¢i varyans degerinden dusuk
kalmistir. Sekil 20b incelendiginde, genel liselerin okul i¢i varyans degerlerinin
blaylk bir cogunlugunun 0.5’in Uzerinde oldugu; 0.8 ve Uzerinde okul i¢i varyans
degerine sahip olan okullarin da oldugu gérilmektedir. iki farkli lise tiiriine ait
ortalama okul i¢i varyanslarin orani ise (e% /e%*%1) 0.623[0.607, 0.655] olarak
kestirilmistir. Goruldugu gibi bu oran yaklagik olarak %62 civarinda olup guven
araligi 1 degerini kapsamamaktadir. Dolayisiyla, her iki okul tird igin hesaplanan
ortalama okul i¢i varyans degerlerinin esit oldugu seklindeki hipotezin istatistiksel
olarak (%95 anlamlilik duzeyinde) manidar olmadigi sdylenebilir. Buna dayal
olarak, okul tart degiskeninin okul i¢i varyanslarin degiskenligini anlamh dizeyde

acikladigi yorumu yapilabilir.

Okullarin kestirilen yetenek parametrelerinin lise tlrlerine gére ortalamalari
hesaplanmig, genel liselerin ortalama Turkce yetenek parametresi -0.504, sinavla
alim yapan liselerin ise 1.018 olarak bulunmustur. Bu bulgulara goére, sinavla
ogrenci alimi yapan akademik liselerin hem ylUksek ortalama okul basari duzeyi;
hem de dusuk okul i¢i 6grenci yetenegi degiskenligi ile okul etkililigi bakimindan
genel liselerden daha iyi olduklari sdylenebilir. Okul igi varyanslarin homojen
varsayilarak her bir okul icin tekil olarak kestiriimemesi, okul etkililigi hakkinda
CDMTM ile daha anlamli bilgiler edinilimesine sinirlama getirmektedir. Onerilen
model gergek duruma daha uygun analizler yaparak, arastirma sonuglarindan daha

etkili bir bicimde yararlanmaya olanak saglamaktadir.
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Bolum 5

Sonug, Tartisma ve Oneriler

Calismanin bu boéliminde, elde edilen bulgulara dayali olarak ulasilan

sonuglara ve bu sonuglar 1siginda gelistirilen onerilere yer verilmigtir.

Sonuglar ve Tartigsma

Arastirma kapsaminda madde-birey-grup formundaki geleneksel CDMTM
heterojen grup ici varyans bilesenleri kestirecek bigimde yeniden modellenmis ve
Onerilen modelin degisen heterojenlik duzeylerindeki parametre kestirim
performansi simullasyon galismasi ile ortaya konulmustur. Ydrutilen similasyon
calismasinin ardindan, onerilen model gercek bir veri setine uygulanarak kestirilen
parametreler ve model-veri uyumu geleneksel CDMTM ile karsilastiriimis ve ayni
zamanda kosullu varyans modeli g¢ergcevesinde olasi okul i¢i heterojenligin
kaynaklari aciklanmaya calisilmistir. ilerleyen béliimlerde 6ncelikle modelin
parametre kestirim performansina iliskin similasyon ¢alismasina yonelik sonuglara

yer verilmistir. Sonrasinda gercek veri analizine iligskin sonuclar rapor edilmistir.

Simulasyon c¢alismasina iliskin sonuglar. Ydrutialen simualasyon
calismasindan elde edilen sonuglar, arastirma problemlerine paralel bigimde asiri

ve temel parametreler i¢in ayri olarak ele alinmis ve asagida sunulmustur.

Asir1 parametrelerin kestirimine iliskin sonuglar. Similasyon calismasi
sonucunda asin  parametrelerin  kestirimlerine ait yakinsama bulgulari
incelendiginde, tum MCMC iterasyonlarinin tum heterojenlik duzeylerinde
yakinsadigi gorulmustur. Ancak dusuk heterojenlik duzeyinde grup ici varyanslarin
ortalama ve varyans parametrelerine ait MCMC zincirlerindeki oto-korelasyonlarin
nispeten yuksek kaldigi goralmustuar. Zincirlerdeki yuksek oto-korelasyonlar, bu agiri
parametrelere ait ESS degerlerinin dugslik olmasina neden olmustur. Dusik
heterojenlik dizeyinde, okul yeteneklerinin varyans parametresine ait ESS
degerlerinde herhangi bir problem gdzlenmemistir. Ote yandan orta ve yiksek
heterojenlik dizeylerinde tUm asiri parametreler igin oto-korelasyon degerleri diguk

¢cikmis ve buna bagl olarak ESS degerleri oldukga ylksek olmustur.

Asiri parametrelerin kestirim kalitesine iligkin bulgular incelendiginde, tum
heterojenlik duzeylerinde okul i¢i varyanslarin ortalama degerinin neredeyse yansiz

olarak kestirildigi sonucuna ulasiimigtir. Toplam hata degeri olan RMSFE’ler ise artan
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heterojenlik duzeyi ile hafif bir artis gostermis olsa da, bu artis belirgin olmamisgtir.
Ote yandan bu parametreye iliskin kapsanma oranlari tim heterojenlik kosullarinda
oldukca yuksek olmustur. Dolayisiyla okul i¢i varyanslarin ortalamasinin nokta
kestirimlerinin ve standart hatalarinin tim heterojenlik kosullarinda sorunsuz bir

bicimde elde edildigi sOylenebilir.

Okul igi varyanslarin varyans parametresinin kestirimlerinin 6zellikle dusuk
ve yuksek heterojenlik dizeylerinde yanh oldugu sonucuna ulasiimistir. Glven
araliklarinin kestirimine iliskin sonuglar, yanlilik bulgulari ile paralellik gostermigtir.
Okul i¢i varyanslarin varyans parametresinin kestirim Kkalitesi i¢in genel bir
degerlendirme yapildiginda, orta heterojenlik dizeyinde nokta kestirimi ve glven
araliginin oldukga iyi oldugu sodylenebilir. YUksek heterojenlik duzeyinde ise
parametrenin nokta kestirimi yanli olmus, guven araliklarinin kestirimleri de kabul
edilebilir bir seviyede gergeklesmistir. Dusuk heterojenlik dizeyinde ise hem nokta

kestirimi hem de guven araliklar yeterince etkili olmamisgtir.

Okul yeteneklerinin varyans parametresine iliskin nokta kestirimleri, artan
heterojenlik dizeyi ile birlikte gergcek degerlerinden hafif bir sapma gdstermistir.
Ancak yine de gerek yanlilik, gerekse toplam hata degerleri heterojenligin artmasi
ile asir bir artis gostermemistir. Parametrenin tum kosullardaki kapsanma oranlari
mukemmel olmustur. Dolayisiyla, okul yeteneklerinin varyans parametresinin hem
nokta kestirimleri hem de glven araliklari tim heterojenlik dizeylerinde iyi bir

performans ile kestirilmistir.

Onerilen modelin agir parametreleri kestirme kalitesi ile ilgili genel bir
degerlendirme yapildiginda, okul yeteneklerinin varyansi ve okul i¢i varyanslarin
ortalamalarinin  tim heterojenlik kosullarinda etkili bir bicimde kestirildigi
soylenebilir. Ancak okul i¢i varyanslarin varyans parametresinin kestirimleri yalnizca
orta heterojenlik duzeyinde iyi olmustur. Bu parametre igin yuksek heterojenlik
duzeyinde kabul edilebilir bir kestirim performansi s6z konusu iken, dusuk
heterojenlik duzeyinde ise kestirimler ve guven araliklari etkili olarak elde

edilememigtir.

Temel parametrelerin kestirimine iliskin sonuglar. Temel parametrelere
iliskin bulgular degerlendirildiginde, madde gugluk parametrelerinin tim heterojenlik

duzeylerinde nerdeyse yansiz ve hatasiz olarak kestirildigi agikga goruimustir. Yine
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tum kosullarda madde gugluklerinin kapsanma oranlari ylksek olmustur.
Dolayisiyla, onerilen model ile madde guglik parametrelerinin nokta kestirimleri ve
bu kestirimlerin gliven araliklar1 tim heterojenlik kosullarinda neredeyse mukemmel

bir bicimde elde edilmistir.

Okul yeteneklerinin nokta kestirimlerine ait yanliik ve hatasizlik degerleri,
artan heterojenlik ile birlikte artis gostermis; ancak bu artis dikkat gekici boyutlarda
olmamigtir. Ote yandan tim heterojenlik dizeylerinde, tim okul yetenek
parametrelerinin kapsanma oranlari yiksek olmustur. Genel bir degerlendirme
yapildiginda 6nerilen modelin, okul yetenek parametrelerinin nokta kestirimlerini ve
bu kestirimlerin guven araliklarini tam heterojenlik dizeylerinde kabul edilebilir bir

performansla kestirebildigi sdylenebilir.

Okul ici varyans bilesenlerinin, disuk heterojenlik dlizeyindeki kestirimlerinin
yanl oldugu sonucuna ulagiimistir Yine dusuk heterojenlik dizeyinde 6zellikle ug
degerlerin kapsanma oranlari oldukc¢a dusik olmustur. Orta ve yuksek heterojenlik
dizeylerinde ise nokta kestirimlerin yanlliklari daha disik olmus ve kapsanma
oranlari genel olarak yuksek olmustur. Okul i¢i varyans bilesenlerinin kestirimlerine
iliskin genel bir degerlendirme yapildiginda, 6zellikle dusuk heterojenlik duzeyinde
nokta kestirimleri ve glven araliklarinin ¢ok tutarli sonuglar vermedigi sonucuna
ulasilmistir. Orta ve yuksek heterojenlik dlizeylerinde ise hem nokta kestirimlerinin
hem de standart hatalarin genel anlamda kabul edilebilir nitelikte olduklari

gOrulmustar.

Modelin gercek verilere uygulanmasina iligkin sonuglar. 2009 OBBS 9.
sinif A kitapg¢igi Turkge testi verilerinin, geleneksel ve énerilen model ile analizleri
sonucunda her iki modelin tim parametrelerine ait MCMC zincirlerinin yakinsadigi
ve ESS degerlerinin yeterince yiiksek oldugu goérilmustir. Onerilen model ile
yurUtilen gercek veri analizinde yakinsamaya iligkin herhangi bir problem
olmamasli, modelin uygulamadaki performansi igin olumlu bir sonu¢ olmustur.
Nitekim bu gibi karmasik ve Ozellikle gok duzeyli modellerin gergcek verilere
uygulanmasinda yakinsama problemlerinin yasanmasi olasi bir durumdur. Ote
yandan, her iki model ile kestirilen madde guglik parametreleri neredeyse ayni
olmustur. Tipki madde gugliklerinde oldugu gibi, her iki model tarafindan kestirilen

okul yeteneklerinin varyansi ve her bir okula ait yetenek parametresi de neredeyse
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ayni olmustur. Her iki modelin, anilan bu parametreleri birbirlerine olduk¢a yakin

kestirmesi beklenen bir sonugtur.

Geleneksel ve oOnerilen modelin farklilastigi kisim olan okul i¢i varyans
bilesenlerinin modellenmesinde, geleneksel model tek bir okul i¢i varyans bilegeni
kestirirken, dnerilen model okul igi varyanslarin dusik ile orta dlizey arasinda bir
heterojenlik gosterdigini ortaya koymustur. Gergek verilerin analizinden elde edilen
bulgulara dayanarak, okul i¢i yetenek dagilimlarinin varyanslarinin okullar arasinda
degiskenlik gosterdigi sonucuna ulasiimistir. Dolayisiyla, bazi okullarin 6grencilerin
Turkge yetenekleri bakimindan daha homojen, bazi okullarin ise daha heterojen
olduklari tespit edilmistir. Elde edilen bu sonuglar, 0-1 seklindeki hiyerarsik verilerde
geleneksel CDMTM yerine 6nerilen modelin kullaniimasinin okul etkililiginin “okul ici
yetenek degiskenligi” baglaminda da ortaya konulmasi bakimindan sagladigi

avantajl gostermektedir.

Yapilan uyum iyiligi testinde, dnerilen modelin gercek veriye geleneksel
modelden daha iyi uyum sagladigi sonucuna ulasiimigtir. Bu sonug, kestirilen diger
model parametrelerinin kalitesi ile birlikte, onerilen modelin gercek verilere rahatlikla
uyum saglayabilecek nitelikte oldugunu dogrulamaktadir. Bodylece okul igi
varyanslarin heterojen olmasi halinde, onerilen modelin homojenlik varsayimina
dayanan geleneksel CDMTM’den daha uygun olacadi soylenebilir. Onerilen
modelin veriye geleneksel modelden daha iyi uyum saglamasi, kestirilen varyans
parametreleri ile birlikte degerlendirildiginde, okullarin Turkgce yetenekleri
bakimindan heterojen olduklarina dair guglu bir kanit sunmaktadir. Diger bir ifadeyle
geleneksel modelin varsaydiginin aksine, her bir okul igcerisindeki Turkce yetenek

dagiliminin es varyansa sahip olmadigi sonucuna ulasiimigtir.

Kosulsuz varyans modelinin ardindan, akademik lise tlrlerindeki heterojen
okul i¢i varyans degerlerinin, okullarin sinavla 6grenci alma durumuna goére
degisiminin incelendigi kosullu model analiz edilmigtir. Bu analizin sonucunda,
akademik lise turleri igerisinde sinavla 6grenci alimi yapan fen liseleri, Anadolu
ogretmen liseleri, Anadolu liseleri ve sosyal bilimler liselerinin, sinavsiz 6grenci alimi
yapan genel liselere gére daha dusik okul i¢i varyans de@erlerine sahip olduklari
tespit edilmistir. Dolayisiyla, sinavla 6grenci alimi yapan akademik liseler,

ogrencilerin Turkce yetenekleri bakimindan daha benzegik bir yapi gostermektedir.
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Buna kargin genel liselerdeki ogrenciler ise Turkce yetenekleri bakimindan daha

fazla degiskenlik gostermektedirler.

Calismanin giris bolimunde vurgulandigi gibi, 6grencilerin bir sinav ile segilip
geldigi liselerdeki yetenek dagilimlarinin, genel liselerdeki dagilimlara gore varyans
bakimindan farklilik géstermesi aslinda beklenen bir durumdur. Onerilen heterojen
CDMTM ile birlikte kosullu varyans modeliyle yapilan analiz sonucunda bu
beklentinin dogrulandigi gérulmektedir. Bu sonug, istatistiksel olarak modelin gergek
verilere uygunlugu konusunda onemli bir dayanak olarak gorulebilir. Ancak bunun
yaninda, modelin ogretim faaliyetlerine yonelik uygulamalar igin dnemli bir arag
olarak da kullanilabilecegi soylenebilir. Nitekim Kim ve Choi (2008) tarafindan
vurgulandigi gibi okul etkililigi, yalnizca yuksek olan okul ortalamalari baglaminda
degil, buna ek olarak dusuk okul i¢i degiskenlik baglaminda da degerlendirilmelidir.
Diger bir ifadeyle, etkili olan bir okul hem yUksek basari dizeyine, hem de mumkun
oldugunca dusuk okul igi yetenek degiskenligine sahip olmalidir. Yapilan analizler
sonucunda sinavla 6grenci alimi yapan akademik liselerin hem ortalama okul
basarisi; hem de dusuk okul ici 6grenci yetenegi degiskenligi ile okul etkililigi

bakimindan genel liselerden daha iyi olduklari agik¢ga gordimustur.

Oneriler

Modelin kullanimina iligkin oneriler. Similasyon calismasindan elde
edilen sonugclar 1s1ginda, onerilen modelin dlisuk grup ici varyans heterojenligi
kosullarinda grup i¢i varyanslari yeterince etkili bir bigimde kestiremedigi
gorulmastar. Bu acidan, arastirmacilarin analiz sonuglarina dikkat ederek
heterojenlik duzeyinin duguk (z < 0.02) ¢cikmasi halinde 6nerilen modelden ziyade
geleneksel CDMTM'yi kullanmalari ve ortak bir okul i¢i varyans bileseni kestirmeleri
Onerilebilir. Agikgasi kavramsal agidan dusundldugunde, dusuk heterojenlik
dizeyinde bu tercih makul olarak kabul edilebilir. Diger bir ifadeyle, heterojenlik
dizeyinin olduk¢a dusUk c¢ikmasi, grup ic¢i varyanslarin ortalama degerine ve
dolayisiyla birbirlerine olduk¢ga yakin oldugunu ifade eder. Ancak burada
vurgulanmasi gereken nokta, ¢alisma kapsaminda heterojenlik duzeylerinin ifade
edilmesinde kullanilan t degerlerinin evrensel olgutler olmadigidir. Nitekim
simuUlasyon cgalismasinda dusuk heterojenlik dizeyi icin Uretilen grup i¢i varyans

parametrelerinin maksimum degeri, ortalamadan yaklasik olarak 3.3 standart
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sapma ileride olmustur. Dolayisiyla, yalnizca t degerlerine bakilarak dagilimin
homojene yakin ve dolayisiyla ranjinin dar oldugu seklinde bir karara varmak her
zaman dogru olmayacaktir. Ozellikle yiiksek ug degerlerin olmasi, disik
heterojenlik duzeylerinde okul i¢i varyanslarin varyans parametresinin ve buna bagl

olarak tekil varyans degerlerinin kestirimlerini etkilemektedir.

Ote yandan, heterojenligin diisiik ile orta diizey arasinda ¢iktigi gercek veri
analizi sonuglarinda, kestirilen maksimum okul igi varyans bileseninin ortalamadan
uzakligi yaklasik olarak 1.8 standart sapma olmustur. Dolayisiyla simulasyon
calismasinda dusuk heterojenlik duzeyi igin gercek veri kosullarindan daha kotu
senaryolara uygun veri setleri Uzerinden c¢alisildigi sOylenebilir. Bu durum aslinda
grup i¢i varyanslarin dretildigi Gamma dagiliminin saga c¢arpik bir o6zellik
gOstermesinden kaynaklanmaktadir. Bu agidan modelin aslinda duguk heterojenlik
gOsteren gergek veri setlerindeki parametre kestirimlerinin, bu kosul icin yapilan
simulasyon ¢alismasindan biraz daha etkili olacagi dusunulmektedir. Ancak yine de
yukarida belirtildigi gibi heterojenligin olduk¢a dustUk olmasi halinde, o6zellikle
herhangi bir parametreye ait MCMC zincirlerinde olumsuz bir durum gozlenirse

homojen modelin kullaniimasi daha saglikli olacaktir.

Orta heterojenlik dizeyinde, o6nerilen model tim parametreleri genel
anlamda iyi sayilabilecek bir performansla kestirebilmistir. U¢ degerlerdeki grup igi
varyans parametrelerinin nokta kestirimleri Bayes yaklagimi dolayisiyla ortalamaya
dogru cekilme etkisi gosterse de, bu degerler icin glven araliklari oldukga etkili bir
bicimde kestirilmistir. Dolayisiyla arastirmacilarin orta duzeyde grup ici varyans
heterojenligi elde etmeleri halinde, 6zellikle model ile kestirdikleri yuksek grup igi
varyans parametrelerini standart hatalari ile birlikte degerlendirmeleri daha saglikli
olacaktir. Yuksek grup i¢i heterojenligin tespit edilmesi halinde de benzer oneriler

gecerlidir.

Modelin kullanimi ile ilgili olarak vurgulanmasi gereken bir diger nokta da,
calisma kapsaminda yuratilen simulasyonda, heterojenlik dizeyinin digindaki
kosullarin sabit tutulmug olmasidir. Dolayisiyla modeli kullanacak arastirmacilarin
kendi veri kosullarini da dikkate almalari 6nerilmektedir. Ozellikle okul igi en diisiik
Ogrenci sayisi ve toplam okul sayisinin, Onerilen modelin parametre kestirim

performansini etkileyebilecegi distunulmektedir.

82



ileriye déniik arastirmalara iligkin oneriler. Onerilen model ile iligkili olarak

yapilabilecek bazi arastirma onerileri agsagida sunulmustur.

1) Bu galismada modelin parametre kestirim performansi, diger tUm kosullar
optimum degerlerde tutularak, yalnizca degisen grup i¢i heterojenlik duzeyleri
altinda incelenmistir. Grup sayisi, grup i¢i birey sayisi ve madde sayisinin da
degisimlendigi daha genis simulasyon ¢alismalari ile modelin ¢aprazlanmig kosullar
altindaki parametre kestirim performansinin ortaya konulmasinin, modeli kullanacak

arastirmacilar agisindan oldukga faydali sonuglar Uretecegi disunulmektedir.

2) Onerilen modelde Bayes yaklagimi gercevesinde Kasim ve Raudenbush’ta
(1998) oldugu gibi grup ici varyanslarin tersinin Gamma dagilimi gosterdigi kabul
edilmistir. Ancak yapilacak diger calismalarda, varyans bilesenlerinin pozitif
olmasini garantileyen ve alanyazinda bagka arastirmacilar tarafindan kullanilan log-
normal gibi dagilimlar da kullanilabilir. Bu sekilde farkh dagilimlarin kullanildidi
simulasyon galigmalari yapilarak, degisen heterojenlik duzeylerinde hangi dagilimin
kullaniimasinin daha etkili olacagi ortaya konulabilir. Bu durumun 6zellikle duguk
heterojenlik kosullarinda modelin gdsterdigi dusik kestirim performansinin

diuzeltiimesi konusunda 6nemli bulgular saglayacagi dusunulmektedir.

3) Modelin parametreleri icin bu galismada kullanilanlarin diginda belirlenecek
farkh 6nsel dagihimlar kullanilarak elde edilen sonuglar karsilastirilabilir. Farkli 6nsel
dagilimlar kullanilarak, parametre Kkestirimlerinin bu durumdan ne sekilde
etkilendiklerinin aragtirilmasi, Bayes alanyazininda olduk¢a 6nemli olup hassasiyet

analizi (sensitivity analysis) olarak anilmaktadir.

4) Bu calismada Bayes yaklasimi ile kestirimler icin MCMC yontemlerinden Gibbs
orneklemesi kullaniimistir. Ozellikle son vyillarda daha etkili kestirimler yaptigi
belirtilen Hamiltonian MC 6rneklemesi ile modelin parametre kestirim performansi
incelenerek Gibbs drneklemesi ile bir kargilastirma yapilabilir. Anilan kestirimleri

yapabilen popduler programlardan biri de Stan’dir (Stan Development Team, 2017).

5) Onerilen model, birey ve/veya okul diizeyinde agiklayici degiskenlerin igerildigi
kosullu ortalama modelleri seklinde de genisletilebilir. Ornegin okula ait sosyo-
ekonomik duzey gibi bir agiklayici degisken alinarak ortalama okul yeteneginin bu

degisken ile aciklandigi ve ayni zamanda ayri okul i¢i varyanslarin kestirildigi
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heterojen bir model kurulabilir. Boylece okul etkililigi ile ilgili daha kapsamli aragtirma

problemleri Gzerinde ¢alisilabilir.

6) Bu calismada gercek veri analizlerinde 2009 OBBS verilerinin A kitapgigindaki
Turkge testi ele alinmistir. Onerilen model diger derslerin verilerine uygulanarak
okullarin yetenek bakimindan heterojenlikleri incelenebilir. Ayrica kosullu varyans
modeli yine okul tlrlerine goére olusturularak, sinavla 6grenci alimi yapan lise

tarlerinin diger derslerdeki etkililikleri de ortaya konulabilir.

7) Onerilen model ayrica PISA ve TIMSS gibi genis dlcekli degerlendirme
programlarinin 1-0 seklindeki hiyerarsik ham verilerine uygulanarak okullarin
etkililigi hakkinda yapisal esitlik modelleri, geleneksel CDMTM ve HLM’ye gore daha
detayli bulgular elde edilebilir.
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EK-A: Kosulsuz Varyans Modeline Ait JAGS Kodu
model

for(nin 1:N){

for (iin L:0){

response[n,i]~dbern(prb[n,i]) #0-1 seklindeki veri

logit(prb[n,i]) <- ejk[n] + uk[sch[n]] - dif[i] #logit donusumu ile dogrusal model
}

ejk[n]~dnorm(0, prec[n]) #okul ortalamasindan arindirilmis édrenci yetenekleri
prec[n] <- prc[sch[n]]

}

for(k in 1:K){

uk[k]~dnorm(0, prec.sch) #okul duzeyi yetenekler
prc[k]~dgamma(shp, rate) #okul i¢i varyanslarin tersi
sig.ek[k] <- 1/prc[k]

for (iin L:1){
dif[i]l~dnorm(mu.dif, prec.dif) #madde gugclukleri
}

prec.sch~dgamma(0.1, 0.1)

sig.u <- 1/prec.sch #okul yeteneklerinin varyansi
shp <- 1/(2*tau)

tau ~ dunif(0, 100)

rate <- 1/scl

scl <- (2*tau)/mu

mu-~dunif(0, 100)

mu.dif~dnorm(0, 0.01)
prec.dif~dgamma(0.1,0.1)

}

NOT: JAGS ile analiz sirasinda “glm” modiiliiniin aktif olmasi, zincirlerdeki oto-
korelasyonlarin daha digiik olmasini ve béylece yakinsamanin daha hizl gerceklesmesini
saglamaktadir. Ote yandan paralel analiz segenedi ile birden fazla ¢ekirdegin ¢aligtiriimasi,

toplam analiz siresini oldukga dlistirmektedir.
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EK-B: Kosullu Varyans Modeline Ait JAGS Kodu
model

for(nin 1:N){

for (iin L:0){

response[n,i]~dbern(prb[n,i]) #0-1 seklindeki veri

logit(prb[n,i]) <- ejk[n] + uk[sch[n]] - dif[i] #logit donusumu ile dogrusal model
}

ejk[n]~dnorm(0, prec[n]) #okul ortalamasindan arindirilmis édrenci yetenekleri
prec[n] <- prc[sch[n]]

}

for(k in 1:K){

uk[k]~dnorm(0, prec.sch) #okul duzeyi yetenekler

prc[k] <- 1/sig.ek[k]

log(sig.ek[k]) <- log_sig.e[K]

log_sig.e[k]~dnorm(zetalk], omega)

zeta[k] <- alpha_zero + alpha_one * okul_turu[k] #kosullu varyans modeli

}

for (iin L:1){
dif[i]l~dnorm(mu.dif, prec.dif) #madde guglukleri
}

prec.sch~dgamma(0.1, 0.1)

sig.u <- 1/prec.sch #okul yeteneklerinin varyansi

alpha_zero~dunif(-2.5, 0)

alpha_one~dunif(-0.5, 0)

mean_var_zero <- exp(alpha_zero) #kodu 0 olan okullarin ortalama varyansi

mean_var_one <- exp(alpha_zero + alpha_one) #kodu 1 olan okullarin
ortalama varyansi

mean_var_ratio <- mean_var_one/mean_var_zero #okullarin ortalama
varyanslarinin orani

mu.dif~dnorm(0, 0.01)

prec.dif~dgamma(0.1,0.1)

omega~dgamma(0.1, 0.1)

}

NOT: JAGS ile analiz sirasinda “glm” modiiliiniin aktif olmasi, zincirlerdeki oto-
korelasyonlarin daha digiik olmasini ve béylece yakinsamanin daha hizl gerceklesmesini
saglamaktadir. Ote yandan paralel analiz segenedi ile birden fazla ¢ekirdegin ¢aligtiriimasi,

toplam analiz siresini oldukga diisiirmektedir.
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EK-C Devam,

Maksimum okul yetenegi (u; max)
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EK-D: Yiiksek Heterojenlik Diizeyi igin Yakinsama Bilgi Grafikleri

Okul igi varyanslarin ortalamasi (1)

Param. Value

shrink factor

Param. Value

shrink factor

1

1 et
= 5 i ESS=222148
- s o1
=) © sl
E {
@ _| D = 1N
=) o o7 %
i 2 A
© ' 2 ] Hosons
Cha T T T T T 9T, T T T T
5000 15000 25000 35000 0 10 20 30 40
Iterations Lag
o ®
7\ Mose:
T - ST 5 o [;’ \ 0000347
o & &= I\
2 ll 2 < £ ‘\
=3 o / \
! 0 o4 % \
i — A Y
8 S ,_I.V ol ‘ | = ‘ o | /I. BE/THDI ‘. e - -
FSDUO 15000 25000 35000 06 07 08 0.9 1.0 14
last iteration in chain Param. Value
Okul yeteneklerini 2
ul yeteneklerinin varyansi (o3
s 7! ESS=542255
8 o |
s °7|
TR R
2 |
= |
gl
o o7 |
2 J4
=] L\
< ol.}

C T T T T T L T T T T
5000 15000 25000 35000 0 0 2 30 40
Iterations Lag

] ) ] MCSE =
= |1 median o ,/ \
g1 - o759 > / g“ 0.000129
L B e [
o ) \
(== o ©7 \
= O < ," A
: 5 ] \
g lh. i /9% HDL e
- T T T T T T T T T T 1
5000 15000 25000 35000 010 0.15 020 025 030 0.35

last iteration in chain

Param. Value

Maksimum okul igi varyans (agk max)

Param. Value

shrink factor

S ESS = 127723
£ 31
° 4]
S =\
S
§°]4.
ol ST 2 o e
T T T T T T T T T T T
5000 15000 25000 35000 0 10 20 30 40
Iterations Lag
; © =
T4 median C ! X MCSE =
1 - o759 s | {1\ 0.00618
: IR I
o | S 1 / \
1i a3y |/ o\
1 b | N
E = T T T T T g_ /I = HD'\ ’\“‘ T T
5000 15000 25000 35000 2 4 6 8
last iteration in chain Param. Value

Param. Value

shrink factor

Okul ici varyanslarin varyansi (1)

! 5 1 ESS=174246
- ;g 2_ E
= 2 i
5 <
g SRR
i 5 A,
il ARl < o ta00sanse,
T T T o T T T T
5000 15000 25000 35000 0 10 20 30 40
Iterations Lag
i : [ MCSE =
A median -3
i --- 975% 0.000198
-1 2 o
1 wn -
A =
B [
i SR
S i & /. 95%HDI .\\-.
- T T T T T T 1 T T
5000 15000 25000 35000 010 015 020 025 0.30
last iteration in chain Param. Value

Minimum okul igi varyans (a2, min)

Param. Value

shrink factor

Param. Value

shrink factor

7 Pk ESS = 26028.6
s = 240
& 2
i S = 1
© = i
> | <
= g 344
J - \
34 I ol
T T T 9@, T T T T
5000 15000 25000 35000 0 10 20 30 40
Iterations Lag
i N
= |t & MCSE =
I dl =
1 T e = f\ 0.000574
! } 2ol N\
o |1 7] oA
== c ) t
A o ~ { \
4 =] / A\
: = 4 \
8 L, o4 95% HDI 4™~
- T T T T T T T T T T T T
5000 15000 25000 35000 02 04 06 08 10 12
last iteration in chain Param. Value
Minimum okul yetenegi (u;, min)
=Y =
o | s.1 ESS =59601.6
Q W o] |
o oo |
(=3 E i
0 8 ; Al i‘
o |
24 = |
' <L o | Y
T T T T S, T T T T
5000 15000 25000 35000 0 10 20 30 40
Iterations Lag
g’- T :“ median o ] 4'(;\\ MESE=
R - 975% T / 0.000675
g T = g / \\
1) g/
ik = /
91 i / N
g o 7 95%HDI S
o T T T Q T T T
5000 15000 25000 35000 15 1.0 05
last iteration in chain Param. Value

99



EK-D

Devam,

Maksimum okul yetenegi (u; max)
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EK-E: Gergek Verinin Geleneksel Model ile Analizine iligkin Yakinsama Bilgi
Grafikleri
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EK-F: Gergek Verinin Onerilen Model ile Analizine iligkin Yakinsama Bilgi
Grafikleri
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EK-F Devam,

Param. Value
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EK-G: 2009 OBBS Tiirkge Testi Okul Yetenek Kestirimleri

Okul Homojen Model Heterojen Model

No Kes. %95 HDI Kes. %95 HDI

1 0.805 [0.639, 0.971] 0.797 [0.633, 0.959]
2 0.484 [0.272, 0.698] 0.483 [0.268, 0.694]
3 0.04 [-0.174, 0.262] 0.044 [-0.19, 0.281]
4 0.013 [-0.193, 0.212] 0.02 [-0.207, 0.248]
5 0.383 [0.17, 0.598] 0.384 [0.159, 0.603]
6 -0.017  [-0.213, 0.188] -0.015  [-0.22, 0.197]
7 -0.013  [-0.219, 0.197] -0.011  [-0.223, 0.202]
8 -0.289  [-0.51, -0.074] -0.29 [-0.514, -0.058]
9 0.586 [0.33, 0.848] 0.584 [0.336, 0.841]
10 0.46 [0.198, 0.729] 0.459 [0.198, 0.725]
11 0.111 [-0.09, 0.315] 0.116 [-0.104, 0.334]
12 0.139 [-0.096, 0.376] 0.14 [-0.108, 0.379]
13 0.613 [0.414, 0.818] 0.62 [0.404, 0.839]
14 0.173 [0.012, 0.334] 0.175 [0.009, 0.34]
15 0.003 [-0.162, 0.168] 0.003 [-0.168, 0.17]
16 -0.027  [-0.183, 0.126] -0.027  [-0.183, 0.129]
17 0.265 [0.013, 0.513] 0.271 [0.011, 0.547]
18 0.075 [-0.113, 0.257] 0.074 [-0.117, 0.261]
19 -0.051  [-0.243, 0.147] -0.047  [-0.266, 0.169]
20 -0.045  [-0.265, 0.178] -0.044  [-0.278, 0.184]
21 0.031 [-0.181, 0.25] 0.036 [-0.196, 0.272]
22 -0.005  [-0.25, 0.245] -0.004  [-0.252, 0.254]
23 0.101 [-0.141, 0.333] 0.101 [-0.138, 0.337]
24 -0.091  [-0.333, 0.149] -0.092  [-0.335, 0.149]
25 -0.048  [-0.301, 0.208] -0.049  [-0.304, 0.202]
26 0.08 [-0.077, 0.236] 0.079 [-0.079, 0.236]
27 0.15 [-0.059, 0.357] 0.15 [-0.066, 0.357]
28 -0.136  [-0.36, 0.089] -0.138  [-0.366, 0.086]
29 -0.025  [-0.243,0.194] -0.028  [-0.237,0.177]
30 -0.243  [-0.391, -0.092] -0.243  [-0.382, -0.102]
31 0.202  [0.011, 0.389] 0.2 [0.017, 0.386]
32 -0.551  [-0.721, -0.386] -0.549  [-0.713, -0.393]
33 -0.158  [-0.335, 0.017] -0.157  [-0.347, 0.027]
34 0.353  [0.138, 0.566] 0.349  [0.14, 0.557]
35 -0.249  [-0.446, -0.058] -0.251  [-0.432, -0.076]
36 0.287  [0.066, 0.514] 0.287  [0.052, 0.513]
37 0.618 [0.406, 0.837] 0.619 [0.401, 0.839]
38 0.224  [0.045, 0.408] 0.218  [0.052, 0.389]
39 0.023  [-0.165, 0.218] 0.023  [-0.167, 0.212]
40 1.917  [1.608, 2.214] 1.918  [1.625, 2.204]
41 -0.084  [-0.341, 0.171] -0.083  [-0.344,0.182]
42 -0.068  [-0.314, 0.181] -0.069 [-0.31,0.178]
43 -0.429  [-0.58, -0.279] -0.428  [-0.564, -0.288]
44 -0.531  [-0.724, -0.344] -0.53  [-0.708, -0.344]
45 0.406  [0.145, 0.666] 0.404  [0.146, 0.663]
46 -0.468  [-0.621, -0.309] -0.468  [-0.625, -0.318]
47 -0.34  [-0.505,-0.17] -0.34  [-0.503, -0.175]
48 -0.083  -0.285, 0.132] -0.087  [-0.289, 0.115]
49 -0.382  [-0.564, -0.197] -0.382  [-0.568, -0.196]
50 1.282  [1.026, 1.546] 1.282  [1.036, 1.519]
51 1509  [1.217,1.784] 1504  [1.229,1.781]
52 -0.719  [-0.925, -0.524] -0.718  [-0.911, -0.529]
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EK-G Devam,

Okul Homojen Model Heterojen Model

No Kes. %95 HDI Kes. %95 HDI

53 -0.326  [-0.494, -0.16] -0.326  [-0.5, -0.149]
54 0.123 [-0.045, 0.299] 0.124 [-0.053, 0.301]
55 0.275 [0.067,0.477] 0.283 [0.059, 0.497]
56 -0.196  [-0.45, 0.058] -0.195  [-0.459, 0.058]
57 0.017 [-0.16, 0.194] 0.023 [-0.171, 0.228]
58 -0.659  [-0.83, -0.484] -0.659  [-0.829, -0.491]
59 0.057 [-0.134, 0.262] 0.054 [-0.139, 0.245]
60 -0.054 [-0.245, 0.133] -0.054  [-0.249, 0.142]
61 -0.183  [-0.408, 0.034] -0.183  [-0.407, 0.049]
62 0.159 [-0.081, 0.398] 0.157 [-0.077, 0.39]
63 0.154 [-0.025, 0.337] 0.155 [-0.027, 0.339]
64 0.31 [0.121, 0.504] 0.306 [0.124, 0.489]
65 -0.081  [-0.275, 0.105] -0.081 [-0.277,0.113]
66 -0.457  [-0.627, -0.286] -0.457  [-0.615, -0.297]
67 -0.504  [-0.755, -0.246] -0.504  [-0.756, -0.255]
68 0.318 [0.083, 0.552] 0.318 [0.089, 0.538]
69 0.436 [0.229, 0.648] 0.436 [0.222, 0.652]
70 0.108 [-0.115, 0.335] 0.108 [-0.119, 0.337]
71 0.095 [-0.095, 0.289] 0.095 [-0.1, 0.287]
72 0.184 [-0.007, 0.37] 0.184 [-0.017, 0.39]
73 -0.166  [-0.341, 0.011] -0.166  [-0.354, 0.028]
74 0.481 [0.243, 0.723] 0.481 [0.231, 0.74]
75 -0.129  [-0.386, 0.12] -0.129  [-0.377,0.142]
76 0.766 [0.515, 1.012] 0.766 [0.516, 1.008]
77 0.118 [-0.053, 0.289] 0.118 [-0.062, 0.292]
78 0.557 [0.345, 0.764] 0.557 [0.349, 0.773]
79 0.323 [0.086, 0.564] 0.323 [0.1, 0.544]

80 -0.442  [-0.613, -0.268] -0.442  [-0.604, -0.277]
81 0.006  [-0.212, 0.224] 0.006  [-0.212, 0.226]
82 0.605 [0.393, 0.824] 0.605 [0.394, 0.806]
83 -0.519  [-0.729, -0.318] -0.519  [-0.72,-0.32]
84 0.156  [-0.083, 0.389] 0.156  [-0.085, 0.39]
85 -0.697  [-0.949, -0.45] -0.697  [-0.943, -0.441]
86 -0.078  [-0.293, 0.14] -0.078  [-0.294, 0.129]
87 0.377 [0.116, 0.648] 0.377 [0.108, 0.632]
88 -0.112  [-0.311, 0.089] -0.112  [-0.314, 0.087]
89 -0.07 [-0.242, 0.102] -0.07 [-0.24, 0.093]
90 -0.096 [-0.324, 0.134] -0.096 [-0.335, 0.151]
91 -0.072  [-0.316, 0.176] -0.072  [-0.319, 0.18]
92 -0.083  [-0.317, 0.15] -0.083  [-0.322, 0.148]
93 0.09 [-0.099, 0.294] 0.09 [-0.116, 0.282]
94 -0.444 [-0.718, -0.193] -0.444 [-0.699, -0.204]
95 0.371 [0.109, 0.629] 0.371 [0.111, 0.631]
96 0.126 [-0.101, 0.352] 0.126 [-0.103, 0.349]
97 -0.509  [-0.69, -0.334] -0.509 [-0.675, -0.348]
98 0.235 [-0.03, 0.499] 0.235 [-0.034, 0.508]
99 -0.226 [-0.477, 0.024] -0.226 [-0.477, 0.021]
100 0.449 [0.236, 0.656] 0.449 [0.245, 0.662]
101 -0.062 [-0.265, 0.14] -0.062 [-0.285, 0.163]
102 0.134 [-0.107, 0.376] 0.134 [-0.123, 0.389]
103 -0.781  [-0.964, -0.595] -0.781  [-0.95, -0.608]
104 0.236 [0.054, 0.417] 0.236 [0.052, 0.416]
105 -0.523  [-0.701, -0.34] -0.523  [-0.698, -0.349]
106 -0.559  [-0.799, -0.331] -0.559  [-0.784, -0.337]
107 -0.198 [-0.383, -0.016] -0.198 [-0.382, -0.015]
108 -0.236 [-0.474, 0.008] -0.236 [-0.476, -0.005]
109 -0.276 [-0.474, -0.086] -0.276 [-0.47, -0.087]
110 -0.222 [-0.408, -0.034] -0.222 [-0.407, -0.041]
111 -0.362  [-0.554, -0.175] -0.362  [-0.563, -0.172]
112 -0.563  [-0.77, -0.362] -0.563  [-0.764, -0.36]
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EK-G Devam,

Okul Homojen Model Heterojen Model

No Kes. %95 HDI Kes. %95 HDI

113 -0.384 [-0.547, -0.216] -0.384  [-0.554, -0.217]
114 -0.466 [-0.69, -0.237] -0.466  [-0.695, -0.245]
115 -0.621 [-0.828, -0.413] -0.621  [-0.826, -0.419]
116 0.316 [0.106, 0.52] 0.316 [0.093, 0.545]
117 -0.144 [-0.397, 0.117] -0.144  [-0.4,0.118]
118 -0.425 [-0.688, -0.166] -0.425 [-0.673,-0.182]
119 0.233  [0.081, 0.39] 0.233 [0.077, 0.38]
120 -0.209 [-0.408, -0.01] -0.209 [-0.416, 0.002]
121 -0.235 [-0.403, -0.066] -0.235  [-0.401, -0.071]
122 -0.004 [-0.236, 0.227] -0.004  [-0.233, 0.213]
123 -0.261 [-0.468, -0.054] -0.261  [-0.474, -0.056]
124 -0.646 [-0.843, -0.449] -0.646  [-0.843, -0.455]
125 -0.297 [-0.505, -0.088] -0.297  [-0.518, -0.087]
126 -0.202 [-0.456, 0.052] -0.202  [-0.452, 0.051]
127 -0.312  [-0.516, -0.11] -0.312  [-0.529, -0.089]
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EK-G

: 2009 OBBS Tiirkge Testi Okul i¢i Varyans Kestirimleri

Okl OKI. OKI.

No Kes. %95 HDI No Kes. %95 HDI No Kes. %95 HDI

1 0.513 [0.361, 0.672] 44 0.492 [0.337,0.658] 87 0.574 [0.369, 0.812]
2 0.595 [0.396, 0.816] 45 0.577 [0.372,0.811] 88 0.635 [0.434, 0.857]
3 0.787 [0.514, 1.094] 46 0.548 [0.398, 0.704] 89 0.506 [0.356, 0.669]
4 0.886 [0.603, 1.225] 47 0.548 [0.39, 0.714] 90 0.718 [0.47,1.001]
5 0.682 [0.459, 0.935] 48 0.52 [0.345, 0.704] 91 0.63 [0.405, 0.882]
6 0.703 [0.479, 0.949] 49 0.63 [0.436, 0.837] 92 0.602 [0.392, 0.838]
7 0.656 [0.44, 0.895] 50 0.431 [0.275, 0.603] 93 0.613 [0.419, 0.824]
8 0.697 [0.461, 0.962] 51 0.543 [0.335, 0.767] 94 0.494 [0.312, 0.686]
9 0.558 [0.355, 0.781] 52 0.489 [0.333, 0.663] 95 0.565 [0.363, 0.794]
10 0.613 [0.387,0.862] 53 0.725 [0.528, 0.952] 96 0.593 [0.389, 0.819]
11 0.771 [0.512, 1.045] 54 0.667 [0.476, 0.881] 97 0.425 [0.296, 0.562]
12 0.676 [0.434, 0.939] 55 0.782 [0.519, 1.07] 98 0.616 [0.387, 0.866]
13 0.751 [0.502, 1.025] 56 0.626  [0.398, 0.875] 99 0.593 [0.38, 0.828]
14 0.664 [0.485, 0.86] 57 0.882 [0.621, 1.166] 100 0.571 [0.381,0.777]
15 0.652 [0.471, 0.848] 58 0.56 [0.394, 0.739] 101 0.837 [0.559, 1.144]
16 0.605 [0.444,0.779] 59 0.542 [0.375, 0.731] 102 0.725 [0.465, 1.021]
17 0.744 [0.473, 1.061] 60 0.654 [0.45, 0.87] 103 0.421 [0.288, 0.562]
18 0.629 [0.443, 0.843] 61 0.675 [0.449, 0.932] 104 0.592 [0.414, 0.789]
19 0.849 [0.578, 1.145] 62 0.555 [0.362, 0.768] 105 0.524 [0.363, 0.692]
20 0.67 [0.436, 0.917] 63 0.598 [0.416, 0.793] 106 0.492 [0.32,0.676]
21 0.796 [0.528, 1.095] 64 0.48 [0.328, 0.643] 107 0.582 [0.406, 0.773]
22 0.646 [0.417,0.91] 65 0.628 [0.431, 0.834] 108 0.565 [0.372,0.789]
23 0.589 [0.376, 0.812] 66 0.455 [0.32, 0.595] 109 0.563 [0.39, 0.759]
24 0.593 [0.383, 0.826] 67 0.579 [0.374, 0.818] 110 0.553 [0.388, 0.745]
25 0.588 [0.373, 0.815] 68 0.518 [0.34,0.716] 111 0.67 [0.468, 0.897]
26 0.612 [0.448, 0.789] 69 0.657 [0.441, 0.899] 112 0.588 [0.397, 0.793]
27 0.647 [0.431, 0.879] 70 0.607 [0.397, 0.831] 113 0.631 [0.449, 0.821]
28 0.592 [0.394, 0.818] 71 0.619 [0.426, 0.836] 114 0.575 [0.379, 0.797]
29 0.481 [0.316, 0.652] 72 0.789 [0.549, 1.06] 115 0.556 [0.379, 0.758]
30 0.425 [0.307, 0.544] 73 0.793 [0.562, 1.045] 116 0.766  [0.509, 1.056]
31 0.531 [0.365, 0.708] 74 0.737 [0.475, 1.034] 117 0.618 [0.389, 0.862]
32 0.491 [0.347,0.643] 75 0.646 [0.412, 0.914] 118 0.486 [0.31,0.674]
33 0.727 [0.512, 0.957] 76 0.579 [0.377,0.819] 119 0.548 [0.396, 0.702]
34 0.525 [0.348, 0.718] 77 0.652 [0.463, 0.853] 120 0.701 [0.477,0.95]
35 0.429 [0.293, 0.578] 78 0.61 [0.407, 0.829] 121 0.563 [0.403, 0.737]
36 0.646 [0.427,0.898] 79 0.455 [0.296, 0.629] 122 0.537 [0.353, 0.741]
37 0.626 [0.414, 0.858] 80 0.48 [0.335, 0.629] 123 0.63 [0.422, 0.854]
38 0.427 [0.295, 0.567] 81 0.609 [0.41, 0.841] 124 0.551 [0.374, 0.74]
39 0.582 [0.399, 0.777] 82 0.491 [0.327,0.669] 125 0.644 [0.433,0.877]
40 0.464 [0.282, 0.654] 83 0.533 [0.356, 0.721] 126 0.564 [0.364, 0.793]
41 0.651 [0.407, 0.914] 84 0.613 [0.392, 0.85] 127 0.771 [0.518, 1.045]
42 0.56 [0.357, 0.776] 85 0.589 [0.373, 0.818] - - -

43 0.409 [0.298, 0.53] 86 0.537 [0.358, 0.736] - - -
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