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OZET

SIRALI BANACH UZAYLARI UZERINDE TANIMLI HOMOJEN
MARKOV ZINCIRLERININ CESARO ORTALAMALARININ
PERTURBASYON SINIRLARI

FATMA OZBAY
Yiiksek Lisans, Matematik Boliimii
Tez Damismani: Yrd. Dog. Dr. NAZIFE ERKURSUN OZCAN
Arahk 2017, 81 sayfa

Markov siiregleri teorisinde limitsel davraniglarin incelenmesi i¢in kullanilan en etkili araclar-
dan biri Dobrushin ergodiklik katsayisidir. Ozel birtakim Banach uzaylari iizerinde tanimli
pozitif operatorlerin bir¢ok ilgin¢ ergodiklik 6zelligi lizerinde daha 6nceden Dobrushin er-
godiklik katsayisindan faydalanilarak durulmustur.

Biz ise yiiriittiiglimiiz bu tez ¢alismasinda ilk olarak, bazi olan sirali Banach uzaylari iizerinde
tanimli Markov operatorlerinin ergodiklik katsayisi 6zelliklerinden bahsedecegiz. Ardindan
bu operatorlerin diizgiin ortalama ergodikligini ve asimtotik kararliligini ele alacagiz. Bun-
lara ek olarak, diizgiin ortalama ergodiklik kriterleri ergodiklik katsayisina bagli kalinarak
incelenecek ve sirali Banach uzaylari iizerindeki diizgiin asimtotik kararl1 Markov zincirleri
icin pertiirbasyon teorisi kurulacaktir.

Daha sonra, Dobrushin ergodiklik katsayis1 yardimiyla Ci,-Markov yarigruplarinin diizgiin
asimtotik kararlilig1 incelenerek bu yarigruplarin kararliligi ve Markov operatorlerinin pertiir-
basyonlarina iligkin sabit nokta duyarlilig1 arasinda lineer bir iligki kurulacaktir. Ayrica diiz-
giin asimtotik kararl1 yarigruplarin zaman ortalamalari i¢in de pertiirbasyon sinirlar1 inga edi-
lecektir. Devaminda ergodiklik katsayisindan tekrar yardim alinarak Markov operatorii za-
man ortalamalarinin diizgiin ve zayif ergodikliklerinin birbirlerine denk olduklar1 gosterile-
cektir. Buradan elde edilen sonug ise yarigruplarin benzer ¢esitleri icin bazi benzer cesitte
pertiirbasyon smirlarinin tiretilebileceginin miimkiin olmasadir.

Tezin son kisminda ise sirali Banach uzaylari lizerinde tanimli LR-netlerin ergodiklik 6zel-
liklerinden bahsedilecektir.

Yukarida genel hatlarindan bahsettigimiz bu tez calismasinda derlenen sonuglar, Banach
uzaylar lizerinde tanimli kuantum Markov siireclerinin pertiirbasyon teorisi i¢in yeni bir
perspektif kazandiracaktir.

Anahtar Kelimeler: Sirali Banach uzayi, homojen Markov operatorii, Dobrushin katsayisi
(ergodiklik katsayisi), pertiirbasyon siniri, Cesaro ortalamasi, Lotz-Rabiger aglari, normlu
siralt uzay, diizgiin asimtotik kararl

v



ABSTRACT

PERTURBATION BOUNDS OF CESARO AVERAGES OF
HOMOGENEOUS MARKOV PROCESSES DEFINED
ON ORDERED BANACH SPACES

FATMA OZBAY
Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. NAZIFE ERKURSUN OZCAN
December 2017, 81 pages

Dobrushin’s ergodicity coefficient is one of the effective tools for the investigations of limi-
ting behaviours on the Markov process theory. Several interesting properties of the ergodicity
of positive operators defined on some previous Banach spaces previously have been studied
with the aid of Dobrushin’s ergodicity coefficient.

In this thesis, we firstly mention ergodicity coefficient properties of Markov operators defi-
ned on ordered Banach space with a base. Then we deal with uniformly mean ergodic and
asymptotically stable of these operators. Additionally, we examine uniform mean ergodicity
criterion in terms of the ergodicity coefficient and set the perturbation theory for uniformly
asymptotically stable Markov chains on ordered Banach spaces.

Subsequently, we study the uniform asymptotical stability for Cy-Markov semigroups in
terms of the Dobrushin’s ergodicity coefficient. In this way, we obtain a linear relation be-
tween the stability of the semigroup and the sensitivity of its fixed point with respect to
perturbations of Markov operators. Moreover, we also establish perturbation bounds for the
time averages of the uniform asymptotically stable semigroups.

Furthermore, we study the equivalence of uniform and weak ergodicities of the time averages
Markov semigroups in terms of the ergodicity coefficient. This result allows us to produce
some kind of perturbation bounds for such kind of semigroups.

In this thesis finally we consider properties of the ergodicity of LR-nets defined on ordered
Banach space.

The results of this thesis which we have compiled above in general lines open a new pers-
pective in perturbation theory for quantum Markov processes on Banach spaces.

Keywords: Ordered Banach space, homogen Markov operator, Dobrushin’s coefficient (er-
godicity coefficient), perturbation bound, Cesaro average, Lotz-Rabiger nets, ordered norm
space, uniformly asymptotically stable



TESEKKUR

Yiiksek Lisans egitimim boyunca edindigim bilgilerin temel kaynagi, bir¢ok konuda yol
gostericim ve bu ¢alismanin ortaya ¢ikmasinda bana biitiin emek, ilgi ve zamanin1 ayiran, ye-
ganeligin en giizel 6rnegi olan degerli hocam Yrd. Dog. Dr. Nazife ERKURSUN OZCAN’a,

Her zaman bana giiven duyan ve desteklerini hi¢cbir zaman esirgemeyen, bu hayattaki en
biiyiik sansim olan aileme SONSUZ TESEKKURLER.
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1 GIRIS

Henri Poincaré’in kurucusu olarak kabul edildigi ve kokeni Newton mekanigine (klasik me-
kanik) dayanan Dinamik Sistemler’in, uzay katmanindaki bir noktanin zamana bagh duru-
munu incelemesi, bizim bu tezi olustururken ergodik teoriye yonelmemizi saglamisgtir.

Ergodik teori deyince aklimiza gelen ilk iki isim George David Birkhoff ve John von Ne-
umann’dir. Birkhoff, 1913 yilinda Henri Poincaré’in “Last Geometric Theorem”ini 0zel bir
durum i¢in kanitlayarak ismini diinyaya duyurmustur. 1927 yilinda ise simdi ergodik teorem
olarak bilinen ve en 6nemli ¢aligmalarindan biri olan “Dynamical Systems”i yayinlamigtir.
Ergodik teori iizerinde yliriitiilen ¢alismalar giiniimiizde de hiz kesmeden devam etmekte ve
bu alanda calisan bir¢ok kisiye de odiil kazandirmaktadir. “Matematigin Nobeli” olarak ad-
landirilan “Fields Matematik Odiilii” 2010 yilinda Israilli matematik¢i Elon Lindenstrauss ve
2014 yilinda ise bu 6diilii kazanan ilk kadin matematikgi olan Iranli Meryem Mirzakhani’ye
verilmigtir.

Evreni gozlem yoluyla anlamaya ¢alismak olduk¢a zor ve hatta neredeyse imkansizdir. Bu
ylizden yiizyillardir matematik ve felsefe gibi alanlardan faydalanilmaktadir. Matematigin
felsefeye kiyasla kesinligi oldukca fazladir. Fakat buna ragmen ¢cogu zaman belirsiz durum-
lar veya belirsizliklerle kargilagilmaktadir. Bizim ¢caligmamizda da belirsizlik denilince akla
gelecek olan yap1 Markov siirecleridir.

Markov siiregleri teorisinde, gecis olasiliklar: veya bir bagka deyisle gecis ihtimalleri olasilik-
lar1 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu olasiklari kullanarak 7.; uzaylarinda Markov operatorleri
olarak adlandirilan lineer operatorler tanimlanabilir. Markov siire¢lerinin ¢esitli ergodik 6zel-
liklerini ¢alisirken, Markov operatorlerinin iterasyonlarinin asimptotik davraniglarini da in-
celemek oldukca 6nemlidir.

Yiiriitiilen herhangi bir calismada Markov siire¢lerinin tamamini ele almak yerine Markov
operatorlerine karsilik gelen limitsel davranislardan faydalanmak daha mantiklidir (bakiniz
[29]). Bu tiir bir yaklagim kuantum istatistiksel fizik ve kuantum optik gibi kuantum fizigin
cesitli yonlerinde dogal olarak goriilen Markov zincirlerinin kuantum benzerlerinin gelistiril-
mesinde kolaylik saglar.

Kuantum ve klasik durumlar arasindaki farkliliklar i¢in daha fazla bilgi edinmek isteyen oku-
yucuya [1, 24] referanslar1 onerilebilir. Kuantum sistemlerindeki calismalarin odak noktast,
gercek bir maddenin fiziksel ozelliklerini ve davraniglarini anlayabilmek icin olusturulmus
olan basit diizeydeki modellerdir. Kuantum bilgi teorisi, bilginin uzun siire depolanabilmesi
icin nasil bir kuantum yapinin olusturulmasi gerektigine dair yonelttigi sorularla bu alanda
yeni bir perspektif olusturmustur.

Birgok fiziksel yapinin ister teorik modelleri lizerinde isterse bizzat orjinal modeli {izerinde
calisilsin, ¢alisilan modelin pertiirbasyon sinirlar1 altindaki kararliliginin bilinmesi olduk¢a
onemlidir.

Operator ortalamalariin kiimeleriyle ilgilenildiginde bir dizi veya bir ag olusturmak oldukca

dogaldir. Burada aklimiza gelen ilk sey bu dizi veya agin yakinsaklik davraniginin nasil
oldugudur. Saglikl bir calisma icin bu konuda titiz davranilmalidir. Bu sebeple bu tezin 6nce-
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likli amaci, soyut uzaylar iizerinde tanimli homojen Markov siireclerinin Cesaro ortalama-
larinin pertiisbasyon sinirlarini belirlemektir. Ayrica burada dikkat cekilmek istenen bir diger
konu ise, Dobrushin ergodiklik katsayisinin Markov siireclerindeki limitsel davraniglarin be-
lirlenmesinde oldukca 6nemli bir yere sahip olmasidir [27, 28, 33, 45].

Konu dagilimi bakimindan 6 boliimden olusan bu tez caligsmasiin birinci boliimiinde, tez
boyunca temel alinacak olan tanim ve kavramlardan bahsedilmistir.

Ikinci boliimiinde, Markov operatorlerinin limit 6zelliklerinden bahsedilmis ve buna bagl
olarak olusan pertiirbasyon simirlari tizerinde durulmustur [19, 38].

Uciincii boliimde, Markov operatorlerinin Cesaro ortalamalarinin limit 6zelliklerinden soz
edilmis, diizgiin ve zay1f ergodikliklerinin birbirlerine denk olduklar1 gosterilmis ve pertiirbas
yon sinirlart incelenmistir [19, 20, 21].

Dérdiincii boliimde, Cp-Markov yarigruplari tanimlanmis ve sagladigi 6zelliklerden bahsedil-
mistir. Ayrica Dobrushin ergodiklik katsayist yardimiyla Cy-Markov yarigrupla-rinin diizgiin
asimptotik kararlilig1 incelenmis ve pertiirbasyon sinirlarindan bahsedilmistir [22].

Besinci boliimde, iiciincii boliimiin benzeri Cp-Markov yarigruplari i¢in incelenmistir [22].

Altinci boliimde yani konu itibariyle son boliimde, Lotz-Rabiger aglari tanimlanip 6rneklen-
dirilmis, yakinsaklik incelemesi yapilmis ve Cesaro ortalamalarinin genellemesi olan ULR-
aglar1 ve ergodiklik kriterleri verilerek tez tamamlanmistir [20, 21].

Ayrica son kistmda, Sonug ve Oneriler olarak verilen boliimde, bu tezin devami niteliginde
olacak olan agik problemden bahsedilmis ve hangi yontemin kullanilacag ifade edilerek tez
tamamlanmustir.



2 TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde tez boyunca kullanilacak olan temel tanim ve kavramlar verilecektir. Detayl
bilgi i¢in herhangi bir klasik fonksiyonel analiz veya Banach Latisleri ve Pozitif Operatorler
kitabina bakilabilir.

2.1 Baz Olan Sirali Banach Uzaylan

Bu alt boliimde tezin temelini olusturan OBSB uzaylarimin ingasi i¢in gerekli olan kavramlar
ele alinacaktir. Detaylar icin [4, 2, 31] kitaplarindan faydalanilabilir.

Tamm 2.1.1. Bir vektor uzayinin bostan farkl bir C alt kiimesine eger
CH+CCC
e aC CC, Ya>0
* CN(=C) = {0}

kosullarini sagliyorsa koni denir.

Tanim 2.1.2. P herhangi bir kiime olsun. Bu kiime {izerinde tanimlanan “<” iglemi asagidaki
kosullar1 saghyorsa P kiimesine kismi sirali kiime denir.
Her a, b, c € P igin,

* a < a (yansima)
e a<bveb<a= a=b>((ters simetri)
*a<bveb<c= a<c(gecisme)

Tanim 2.1.3. V iizerindeki kismi siralama bagintisiyla bir vektor uzay1 olsun. Eger asagidaki
kosullar saglaniyorsa V kismi sirali vektor uzayina siralt vektor uzayr denir.
Herz,y,z € Vve 0 < )\ € F i¢in,

crx<y=zr+z<y+z
cx<y= I <\y

Tamim 2.1.4. X vektor uzaymin herhangi bir C konisi yardimiyla X iizerinde “<” siralama
bagintis1 tanimlanabilir. Bu siralama her z,y € X ig¢in,

r<ysy—zxzel

seklindedir. Bu siralamanin bir kismi siralama oldugu asikardir.
Ayrica z,y,z € X i¢in y < z olsun. Boylece z —y € C ve v — x + z — y € C dir. Buradan

r+z—(r+y)eCesart+y<a+z

oldugu goriiliir. Ek olarak, herhangi A € R, i¢in koni 6zelliginden z—y € Cise A\(z—y) € C
olur. Boylece
y<z=Ay <Az

elde edilir. Kisacas1 X vektor uzayi, lizerindeki herhangi C konisi yardimiyla olusturulan
siralama ile sirali bir vektor uzay1 olur. Burada C konisi (X, <) sirali vektor uzayinin pozitif
konisidir, X | = C. Buradan da goriildiigii iizere vektor siralamasti ile koni arasinda birebir bir
iligki vardir. Her koni bir siralama verirken her siralama yardimai ile de bir koni tanimlanabilir.

3



Bu tanimdan itibaren C yerine X, gosterimi kullanilacaktir.

Tamim 2.1.5. X, X vektor uzayinin bir konisi olmak iizere B, X, \{0} kiimesinin konveks
bir alt kiimesi olsun. Eger her x € X, \{0} igin tek bir A > 0 ve b € B var ve z = A\b
seklinde yazilabiliyor ise B kiimesine X, konisi i¢in bazdir denir.

Bu bazin varligi lineer ve kesin pozitif fonksiyonellerin varligi ile iligkilidir. Bu iligki asagidaki
teorem ile verilir.

Teorem 2.1.6. X vektor uzayr olmak iizere X konisinin bazimin olabilmesi icin gerek ve
veter kosul X ’in lineer ve X . tizerinde kesin pozitif fonksiyonele sahip olmasidir. Ek olarak,
eger f : X — R lineer ve X iizerinde kesin pozitif fonksiyonel ise her o > 0 icin,

B={reX,: f(x)=a}
konveks kiimesi X | icin bir bazdir.

Kanit. B, X konisi icin bir baz olsun. Yukaridaki tanimdan her x > 0 i¢in tek bir A € R
ve b € B vardir 6yle ki x = \b bigiminde yazilabilir. Burada f : X, — [0, c0) fonksiyonu
f(0) = 0 ve her z > 0 igin f(z) = A kosulunu saglasin. O halde f fonksiyonunun ke-
sin pozitif oldugu kolaylikla goriilebilir. f’nin tiim X iizerinde lineer bir fonksiyonel olarak
tanimlanabilmesi icin Kantorovich-Hahn-Banach Teoremi’nden toplamsal oldugunu goster-
memiz yeterli olacaktir. Bunun i¢in x,y € X, ve z # 0, y # 0 olsun. Tanimdan tek bir
by, by € B vardir 6yle ki x = f(x)b; ve y = f(y)by seklinde yazilabilir.

S (GO I () I

T f@)+fly) T )+ fy)

f(z)

f(y)
elemant 75" + oyt

) = 1 ve B konveks oldugundan B’nin elemanidir. Ayrica

vty = Jh + S
— @)+ 1) (5t b+ )
= () + S

seklinde yazilabilir ki bu da baz tamimindan x +y = f(z + y)b = (f(z) + f(y))b oldugunu
soyler. Boylece f(z +y) = f(z) + f(y) olup f toplamsaldir.

Tersi icin f : X — R lineer ve X lizerinde kesin pozitif bir fonksiyonel olsun. Bir tane
a > 0igin B = {z € X, : f(x) = «a} alinsin. B’nin X, konisi i¢in baz oldugunu
gostermeliyiz. Eger z € X, ve x # O ise @« > 0 ve f(x) > 0 oldugundan e € X4

e )a: € B’dir. Buradan her x € X, ve x # 0

icin bir tane b = %aj bulunur dyle ki x = @b esitligi elde edilir. A = ! (x) alalim. Eger
A’nin ve b’nin tek oldugu gosterilir ise B konveks kiimesinin, tanimdan X, i 191n baz oldugu
gosterilmis olur. Teklik i¢in x = A\1b; = A\obs kosulunu saglayan \; € R, ve b, € B, i = 1,2
elemanlarini alalim. O halde

olur. Ayrica f (%x) = « oldugundan

n= 2500 = Lo = 11 = L) = 250 =

yazilabilir. Buradan \; = A, ve boylece b; = b, bulunur. ]
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Simdi tez boyunca kullanacagimiz OBSB tanimini verebiliriz.

Tanmm 2.1.7. X, X konisi ile birlikte bir sirali vektor uzayi olmak iizere f lineer ve X
tizerinde kesin pozitif (z > 0 = f(z) > 0) bir fonksiyonel olsun. £ = {z € X : f(x) =
1} alt kiimesine X uzaymin bazi ve X uzayina da bazi olan sirali vektor uzayr denir. Bu
uzay genel olarak (X, X, K, f) seklinde gosterilir.

U, K U (—K) kiimesinin konveks zarfi olmak iizere

|z|lx =inf{X € R, :x € AU}

olsun. x € X olmak iizere 7, = {A > 0 : x € AU} alinsin. A € ~, olmak iizere u > A
olsun. 0 € U ve U konveks oldugundan p1 € ~, tir. O halde R D ~, kiimesinin bir alt sinir1
vardir ve inf degeri anlamlidir. Boylece

||| = inf{\ > 0: 2z € \U}
degerinden bahsedilebilir.

Bu durumda || - ||, X lizerinde bir seminormdur. Soyle ki,

c € Fve her x,y € X olmak iizere;
ny) |lzlc=inf{A € Ry:z € AU} >0(\ € Ry)

ny) = = 0olsun. 0 € U oldugundan her A > 0 i¢in = € AU olur. Boylece

|z|lx =inf{X €Ry:x € AU} =0
elde edilir.

n3) ¢ = 0 ise agikardir (ny den). ¢ # 0 olmak tizere

A A
x|l = inf{— eER,:z€ —U}
] ]

1 A
:—inf{)\eR+:xe—U}

c] c]
1

1
= HHCSEHK

ezl = lelllzlix

n4) x,y € X olmak iizere bir ¢ > 0 sayis1 alinsin.

A= flalle+5 ve n=llyllc + 5

sayilart icin x € AU ve y € pU saglanir. Boylece a € U ve b € U igin z = A\a ve
y = ub yazilabilir.
U konveks oldugundan = + y € (A + ©)U bulunur. Boylece

Iz +yllie < llelic + llyllc + <
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olur. Herhangi bir ¢ i¢in bu esitsizlik saglanacagindan

Iz +yle < el + [yl

ticgen esitsizligi elde edilir.

Burada K bazi her x € X, i¢in f(x) = ||z|| alnarak K = {z € X, : ||z|x = 1} seklinde
yazilabilir. Eger U kiimesi radyal kompakt ise yani orijinden gecen herhangi ¢ dogrusu ile
elde edilen U N ¢ kiimesi kapali ve smirl bir dogru pargast ise || - || bir normdur ve bu
durumda (X, X, K, f) uzay1 bazi olan sirali normlu uzay olarak adlandirilir. Dahast X,
|| - [ normu ile tam ve X, kapali oldugunda (X, X, KC, f) bazi olan sirali Banach uzayt
olarak adlandirilir. Orjinallige baghlik ve yazim kolaylig1 agisindan bu uzay bundan sonra
“OBSB” ile temsil edilecektir. Ayrica ||-||x normu yerine de gosterim kolayligi ve aligilmiglik
geregi || - || normu kullanilacaktir.

Simdi de OBSB icin 6rnekler verelim.
Ornek 2.1.8. : X = ly,1 < p < oo olsun.

oo 1/p
X+:{x:(x0,m1,---,xn,---) Eﬁp:x02(2|xi|p) }
i=1

ve fo kesin pozitif lineer bir fonksiyonel olacak sekilde fo(x) = xy olarak tamimlansin. Bu
durumda K = {x € X, : fo(x) = 1} olur. Dolayisiyla (X, X, K, fo) uzaymin bir OBSB
oldugu goriiliir. Ayrica sunu da belirtmeliyiz ki, {1 uzayinin kendiliginden OBSB olmasi onun
yukaridaki insaya dahil edilmesini gereksiz kilmigtir.

Sonug 2.1.9. Ornek 2.1.8 dikkate alindiginda || - || normu ile €, normu birbirine denktir.

Kamit. x € X =/, icin,

0o p
[zl =1 =m0 < 20 + (Z |$n|p)

n=1

fe’e) p
(5
n=0

= ||$||p

olur. Dolayisiyla
[zl < izl

00 p
[z, = <Z Ifcn!p)

n=0

elde edilir. Diger taraftan,

= VagP + 1P+ -

VP + xo?

= {2z

-
V2

IN

|z



olur. Dolayistyla
< [lzflx

1
%lelp
yazilabilir. Boylece
mllzll, <zl < Mzl

olacak sekilde en az bir tane m ve M sayilarinin bulunabilecegi goriiliir. O halde ||- || normu
ile || - ||, normu birbirine denktir. O

Ornek 2.1.10. : I C R alt araligim alalum.
Ly :={g: 1 — R| g olgiilebilir ve ||g||; < oo}
vektor uzayt iizerinde

wmxzzmka

doniisiimii bir seminormdur. Dolayisiyla L uzayt bir Banach uzayt degildir. O halde N :=
{g € L1 : g =0} olmak iizere Ly := L1\ N vektor uzaym alirsak bu uzay bir Banach uzay:
olur. Bununla birlikte f birim fonksiyonu olarak alimirsa pozitif fonksiyonlarin olusturdugu
koni ile birlikte Ly uzayt OBSB olur. Yani (L1, X+, || - ||1, 1) uzayi, bazt olan sirali Banach
uzayudir.

Lemma 2.1.11. (X, X, K, fo) uzayt OBSB olsun. Bu uzaydan alinan her x elemant, y, z >
Ove ||z|| = |ly|| + ||z]| olacak sekilde x = y — =z olarak ayrisabilir.

Kamit. U, K U (—K) kiimesinin konveks zarfi olmak iizere x € ||z||U olsun. Bu durumda,
z=Xollzllyo — pollzllzo, Ao+ po=1

olacak sekilde y, 29 € K ve Ao, pto > 0 vardir. Buradan y = \g||x||yo ve 2 = pol|x|| 20 olarak
alinirsa x = y — z ve dolayisiyla

[yl + Wzl = Aollzllllyoll + mollz[ll[z0]] = Aol + pollz[1 = [lz[}(Ao + p0) = ||
elde edilir. n

Lemma 2.1.11°de gostermis oldugumuz ayrisma prensibi dogrultusunda asagidaki lemmay1
verebiliriz.

Lemma 2.1.12. (X, X, K, f) uzayt OBSB olsun. N' = {x € X : f(x) = 0} olmak iizere
herx,y € Xicinz —y € N olacak sekilde

r—Yy
R L T

esitligini saglayan u,v € IC vardur.

Kamit. z = x — y olsun. Lemma 2.1.11°den a,b € X, i¢in z = a — b ve ||z|| = ||a| +
||b|| esitlikleri yazilabilir. Buradan f(a) = ||la|| , f(b) = ||b]| ve ||a|| = ||b]| gosterimlerine
gegilirse [|a|| = @ esitligini yazmak miimkiindiir. Dolayisiyla
_a b
el T Tl
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alindiginda,

|z —yl 2]l [ @ b
(w—v)=0 (2 2
2 2 \lall o]
_ llall + lio] ( a _i)
2 lall o]

~ ol (727 = 7371

=a—0»
=z
:x—y

elde edilir ve sonug olarak,

esitligi saglanacak sekilde u, v € K elemanlarinin varlig1 gosterilmis olur. [

2.2 Markov Operatorleri

Tanmm 2.2.1. (X, X, K, f) uzay1 OBSB olsun. z € X i¢in eger z > 0 oldugunda 7'z > 0
oluyorsa 7" : X — X lineer operatoriine pozitif operatér denir. Eger T'(K) C Kise T :
X — X pozitif lineer operatoriine Markov operatorii denir.

Burada ||T'|| = 1 olmakla birlikte 7% : X* — X* operatorii Banach uzayr X* iizerindeki
eslenik dontigsiimdiir. Ayrica 7™ f = f dir.

Simdi Ornek 2.2.3’i anlamak adina kisa bir tanim verelim.

Tamm 2.2.2. Eger A n x n kare matrisinin biitiin elemanlar1 pozitif ve siitun elemanlari
toplam1 1 ise A matrisine Markov matrisi denir. Markov matrisi siklikla stokastik matris
olarak da adlandirilir.

Ornek 223. X = R" X, = R? ve K = {(z;) € R* :2; >0, Y. 2 = 1} du-
rumlarinda R" iizerinde herhangi bir T Markov operatorii tamimlanabilir ve tamimlanan bu
operator, A Markov matrisi ile de rahatlikla gosterilebilir.

Ornek 2.2.4. L, uzaytve T : Ly — Ly pozitif operatirii ele alinsin. Eger her f € (L1)+
icin |Tf|| = ||f|| kosulu saglaniyorsa T operatiriine Markov operatirii denir. Soyle ki,
(L1, (L1)+, || - |l1, 1) uzaymin OBSB oldugunu biliyoruz. KK = {f > 0 : ||f|l, = 1} baz
dikkate alindiginda,

f>0=Tf>0 veayrica ||Tf||=|f]=1 olur.

Dolayistyla buradan da T'(K) C K elde edilir. Boylece T operatériiniin Markovlugu gosteril-
mis olur. Bu sekilde tanimlanan 'I' Markov operatorii asagidaki kosullart da saglar.
Her f € Ly icin,

@) (Tf)" <Tf
i) (Tf)" <Tf~



(iii) [Tf| <T|f|
dir.

Kanut.
(¢)

(TH =@ =N =Tf =Tf)"
=max{0,Tf" —Tf"}
< max{0,Tf"}
=Tf"

(T =T =) = Tf=Tf)

max{0, —(Tf* —Tf7)}
max{0,Tf"}

Tf~

VAN

(i)
ITfl = (Tf)"+(Tf)”
< TfP+Tf"
T(f+f7)
= T|f|

2.3 Dobrushin Katsayisi

Bu tezde ergodiklik karakterizasyonlar1 verilirken Dobrushin ergodiklik katsayisinin 6zellik-
leri kullanilacaktir. Bu sebeple bu boliimde Dobrushin katsayisinin bir operator i¢in tanimi
ve Ozellikleri verilecektir. OBSB uzaylarinda daha detayl bilgi i¢in [9, 38] ve sonlu boyutlu
uzaylardaki karsilig i¢in [35] makalelerine bakilabilir.

Tamm 2.3.1. (X, X, K, f) uzay1 OBSB ve T': X — X lineer sinirh bir operator olsun.

N={zeX: flz)=0} (2.3.1)
esitligiyle birlikte
T
5(T) = sup I7=] 2.3.2)
zeN,x#0 HxH

tanimlanir. Tanimlanan 6(7") degerine 1" operatoriiniin Dobrushin ergodiklik katsayust denir.
Ayricahery € X i¢in 7}, : X — X lineer operatorii 7),(z) = f(z)y olarak tanimlanabilir.

Teorem 2.3.2. [38] (X, X, K, f) uzayt OBSB ve T, S : X — X Markov operatorleri
olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.



() 0<8(T) <1
@) |6(T) —o(S)| < 6(T - S) <||IT =S
(i) 6(T'S) < 5(T)3(S)

(iv) Eger H*(f) = 0 olacak sekilde H : X — X lineer sunrlt bir operatir ise | TH|| <
()| H|| olur.

»)

1
NT) == sup |[|Tu— T (2.3.3)
2 u, e

(vi) Eger 6(T) = 0 ise T' = T,, olacak sekilde bir y, € X vardir.

Kant.
(i) Norm tanimi gere8i 6(7") > 0 olur. Diger yandan

ITal _ Tl

oT) = =
veNaz0 [l T senazo 2]
elde edilir. Dolayisiyla
0<§T)<1

dir.
(ii)

T—8)(z T — 5|z

zeN ,x#£0 ||.’L’|| zeN ,x#0 ||£L‘|| zeN,x#0

Buradan, §(7' — S) < ||T' — S|| oldugu goriiliir. Simdi de esitsizligin ilk tarafin1 gosterelim.
Genelligi bozmadan 6(.S) < 0(7") alalim. Herhangi ¢ > 0 i¢in §(T") < ||T'z.|| + ¢/2 olacak
sekilde ||z.|| = 1 dzelligini saglayan x. € N bulunabilir. Buradan

0(T) = 0(5) < [T +</2— sup 0IISZBII

zeN x#
ST el + /2 = ([[Szell = </2)
= [[Te|| = ISzl + €

< (T = Sz +e

< sup [[(T'= )zl +¢
zeN|z||=1

=0(T—S8)+¢

elde edilir. Dolayisiyla §(7') — 6(S) < 6(T — S) oldugu goriiliir. Benzer sekilde genelligi
bozmadan 6(7") < §(S) alinarakta §(S) — 0(T") < 6(T — S) elde edilir. Sonug olarak,

0(T") = 6(5)] < (T = 5)

bulunur. O halde istenilen esitsizlikler gosterilmis olur.
(iii) x € N ve S Markov operatorii olsun. S operatorii Lemma 2.1.12 dikkate alinarak
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diisiiniildiigiinde f(Sz) = 0 olur. Buradan Sz € A oldugu gériiliir. O halde

TS)= sup | TSz

zeN,||z[=1
S
= sup TM(U—U)H
zeNuvek 2

1
= swp || Tu—To||Sa

zeNuvek

< §(T)0(S)

edilir.

(iv) H : X — X smurhi lineer operatorii H*(f) = 0 kosulunu saglasin. Boylece her x € X
icin Hx € N olur. Boylece [|[THz| < o(T)||Hz|| < 6(T)||H|||z|| yazilabilir. O halde
|TH| < §(T)|H]| olur.

(v) x € N ve x # 0 olsun. Lemma 2.1.12 kullanilirsa,

|Zz) _ BN T =) _ | Tu—Tu|
[z | 2

esitlikleri yazilabilir. Buradan

T 1
(T)= sup [T} = — sup [|[Tu—Tv||
zeN,x#0 ||ZL’|| 2 u, e

elde edilir. O halde istenilen gosterilmis olur.
(vi) §(T") = 0 olsun. O halde (2.3.3) esitliginden u, v € K i¢in T'u = T elde edilir. yo := T'u
olarak alinsin. Buradan yo € K oldugu aciktir. Simdi de = € X, olsun. O halde ||z|| = f(x)
olarak alinirsa,

x

Tz = ||z|T ( ) = f(2)yo

bulunur. Eger x € X ise y, z > 0 i¢in x = y — z olarak yazilabilir. Boylece

T(x) =T(y) —T(z) = fW)yo — [(2)yo = f(x)yo

olur. Sonug olarak eger §(7") = 0 ise T' = T, olacak sekilde bir y, € X vardir. O

]
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3 MARKOV OPERATORUNUN ERGODIKLIGI VE
PERTURBASYON SINIRLARI

Bu boliimde bazi olan sirali Banach uzaylar iizerinde tanimli olan Markov operatorlerinin
oncelikle ergodiklik 6zellikleri Dobrushin katsayist yardim ile incelenecek ve daha sonra
pertiirbasyon sinirlari verilecektir.

3.1 Ergodiklik ve Dobrushin Katsayisi

Bu alt boliimde ergodiklik tanimlar1 ve daha sonra [38] makalesinde incelenen (7"),,cy ayrik
Markov zincirlerinin ergodiklik karakterizasyonu sonuglar1 verilecektir.

Tanmm 3.1.1. (X, X, K, f) uzay1 OBSB ve 7' : X — X Markov operatérii olsun. 7" ope-
ratoriine eger

(@)
Tim [T = T[] = 0
olacak sekilde bir yg € K varsa diizgiin asimtotik kararl
(iz)

lim sup |[|[T"z —T"y|| =0

n—oo z,yek

oluyorsa zayif ergodik denir.

Sonug 3.1.2. (X, X, K, f) uzayt OBSB ve T : X — X Markov operatérii olsun. Bu
durumda T operatoriiniin zayif ergodik olabilmesi icin gerek ve yeter kosul n — oo iken
o(T™) — 0 olmasidur.

Kant.
:= T Markov operatorii zayif ergodik olsun.

1 1
lim §(7") = lim — sup [|[T"u —T"v|| = 3 lim sup ||[7"u —T"v|| =0

n—o00 n—=00 4 yvek —0 ek
= n — oo iken §(T") — 0 olsun. 6(T") = Fsup, .k [|7"u — T"v|| oldugu dikkate
alinarak limy, oo SUpP,, e |70 — T70|| = lim,, o0 20(T™) = 0 yazilir. O

Teorem 3.1.3. (X, X, K, ) uzayt OBSBve T : X — X Markov operatirii olsun. Asagidaki
ifadeler birbirine denktir:

(i) T operatorii zayif ergodiktir.
(ii) o(7T™) < p olacak sekilde p € [0,1) ve ng € N vardr.
(iii) T operatorii diizgiin asimtotik kararlidir. Diger taraftan
|T" — T |l < Ce ", ¥n >nyg (3.1.1)

olacak sekilde C, o, ng € N pozitif sabitleri ve x¢ € KC vardur.

12



Kant.

(1) = (i1) T operatorii zayif ergodik olsun. Biliniyor ki, zayif ergodik olan bir operator
aym zamanda n — oo iken §(7™) — 0 kosulunu da saglar. Dolayisiyla buradan Markov
operatdriiniin 0 < §(7") < 1 ozelligi sayesinde 6(77) < p olacak sekilde bir p € [0,1) ve
no € N vardir.

(13) = (i4i) 6(T™) < p olacak sekilde bir p € [0,1) ve ng € N olsun. Teorem 2.3.2°deki (i)
ve (iii) ozellikleri kullanilarak n — oo iken

5(T™) < piv/ml 5 0 (3.1.2)

yazilabilir. Buradaki [n/ny] ifadesi bir tamdegerdir.
Bahsedilenleri biraz agmak gerekirse, p € [0,1) oldugu igin pl/™! sayis1 n — oo icin 0
degerini alacaktir. Ayrica kabul dikkate alindiginda da

5(T") < plr/mol

yazimi elde edilir. Simdi de {7™} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Teorem
2.3.2-(iv) ve (3.1.2) denkleminden,
7" =T = |7 T = T )|

< ST HIT -1

<o (I + 7))

<o HUT+ 7)™ )

= 20(T" 1)
ve boylece

n — oo iken 206(T" 1) = 0 (3.1.3)

elde edilir. Yani bu durumda n — oo iken |7 — Q|| — 0 olacak sekilde bir lineer @
operatorii vardir denilebilir. Simdi bu operatoriin Markov operatorii oldugunu gosterelim.
x € X, almirsa her n € Nigin 7"z > 0 olur. X, kapali oldugundan lim,, ,., 7"z € X,
bulunur ki bu da Q= > 0 oldugu anlamina gelir. 7" operatoriiniin Markov olmasindan fayda-
lanarak her z € KC ve her n € Nigin f(T"z) = 1 elde edilir.

Son olarak en az bir tane zp € X elemanii¢in () = T, oldugu gosterilirse ispat tamamlanmig
olur. Bunun i¢in Teorem 2.3.2-(vi) 6zelligine gore 6(Q)) = 0 esitliginin saglandigin1 goster-
memiz yeterlidir. Teorem 2.3.2-(i1) 6zelligini kullanirsak,

6(T™) = o6(Q)] < [|T" - Q]
elde edilir. Esitsizliin her iki tarafinin n — oo i¢in limiti alinir ve (3.1.2) g6z Oniinde
bulundurulursa 6(Q)) = 0 olur. Sonug olarak (3.1.2), (3.1.3) ve Q) = T, dikkate alindiginda
istenilen gosterilmis olur. Ispatin ikinci kismu ise yukaridaki bilgiler dogrultusunda rahatlikla
gosterilebilir. Soyle ki, n € N olmak {izere
IT" — T || < 291/

_ gplogpl/ml

— 9¢l/nollogp

= 2¢a(n=4) (logp = —a ve [/no] + A =n)

— 26—om+ocA

— QeaAefom

=Ce " (2¢"* = 0)
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yazilabilir. O halde 0 < p < 1 = a =logp < 1 ve [*/n)] < n = ["/no] + A = n olacak
sekilde «, ng, A ve C pozitif sabitleri bulunabileceginden ispat tamamlanmisg olur.
(14i) = (i) T operatorii diizgiin asimtotik kararli olsun. Diger yandan

|T" — Ty, || < Ce ™, ¥n > ng

olacak sekilde C, o, ng € N pozitif sabitleri ve xq € K var olsun.
Burada,

sup [[T"¢ —T"y|| = sup [[T"z = Toy + Toy — Ty

z,yeKX z,yeK
< sup [|T"z — Tl + sup [|T"y — T, ||
z,yeX z,yeK
< Ce 4 Ce™ "
=2Ce "

olur. Her iki tarafin n — oo i¢in limiti alinirsa,

lim sup [|[T"z — T"y|| < lim 2Ce " =0
n—oo

n—oo x,yEIC

elde edilir. Yani
lim sup ||T"z —T"y|| =0

n—o0 x,yEIC

olup T' zayif ergodiktir. [

3.2 Pertiirbasyon Sinirlar ve Diizgiin Asimtotik Kararhhk

Bu alt boliimde C' ve e sabitlerine gore |77 — Ty, || < Ce~*" kosulunu saglayan pertiirbas-
yon sinirlarindan bahsedilecek ve Dobrushin ergodiklik katsayist acisindan da birka¢ siir
verilecektir. Buradaki sonuglar [19] makalesinden derlenmistir.

Teorem 3.2.1. (X, X, K, f) uzayt OBSB ve S ile T, X iizerinde Markov operatérii olsun.
Eger T diizgiin asimtotik kararli ise 1 := [igg(%}, CeRy,aeR,ver, z € K ifadeleri
dikkate alindiginda

lz =zl + ] T = S, Vn <n
" - " < —an —an VN
ITre =SS ceonle — 2l + (0o o - 51, wn>a OFD
Kanit. Herbir n € N i¢in tlimevarimdan,
n—1
ST = TS~ T)S' (3.2.2)
=0

yazilabilir.
x,z € K olsun. z; = S%z olacak sekilde (3.2.2)

n—1
Ty = S"z2=T"zc—T"z — ZT"‘i_l(S —T)S(2)
i=0
n—1
=Tz —2)— Y TS —T)(z)
i=0
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seklinde yeniden yazilabilir. Boylece,

|T"x — S"z|| = |[T"(x — z) — iT"‘i_l(S —T)(z)
< I )+ YIS - 1))

olur. 7" ile S Markov operatorii oldugundan ve 2.3.2-(iv)’den dolay1
177718 = T) (=)l < ST DS =T
ve
[T (z = 2)|| < o(T")||z — =]
bulunur. Boylece

n—1

|17z — ™2 < 8(T") |l — 2I| + Y 6(T" NS =T
=0

n—1
=0(T")lz — 2| + 1S =TI > o(T") (3.2.3)
=0
elde edilir. Teorem 2.3.2-(v)’den
) 1 ) )
0(T*") = = sup || T"u—T"||
2 u,vEX
1 . .
< —sup [|[T'u — Tpyu+ Tpov — TM0||
2 u, e
1 A A
< 5 swp (1T = Togul + [T = Toyol])
u, Ve
1 i 1 i
< —sup || T"u — Tyyul| + = sup [|[T"v — Ty, 0|
2 weK 2 ve
<sup [|[T"u — Tryul|
uekl
olur. Dolayisiyla Teorem 3.1.3 goz Oniline alindiginda n = [ll‘zi(%] = [log C*] olacak
sekilde
1 Vn<n
n < Y —
T < { Ceo. Yn > i (3.24)
bulunur. (3.2.4) esitsizliginden,
n—1 n—1 n—1
o) =Y (T +> 617
i=0 =0 i=n

n—1
<n+ Z Ce
i=n

=n+ C(efaﬁ 4ot ooy e*a(nfl))
=n+ Ce—aﬁ(l +e ¥+ ... 4+ e—a(n—1)+aﬁ)

=i+ Ce " (%) V> i (3.2.5)
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elde edilir. Boylece (3.2.3), (3.2.4) ve (3.2.5) dikkate alindiginda,

|z — z|| +n||S =T, Vn <n
Ce ||z — z|| + (n + C’e‘o‘m_e_a(n_ﬁ)> |7 =S|, ¥Yn>n

|T"x — S"z|| < {
l—e—

sonucuna ulagilir. O

Sonug 3.2.2. (X, X, K, f) uzayt OBSB ve S ile T, X iizerinde Markov operatirii olsun.
Eger T operatorii T, a diizgiin asimtotik kararli olarak yaklasiyorsa her x,y € K igin,

sup ||[T"x — S"z|| < ||z — 2| + <ﬁ + o= — ) T — S| (3.2.6)
neN I—e

olur. Ek olarak, eger S operatorii S,,’a diizgiin asimtotik kararli olarak yaklastyorsa,

1Ty = Szl < (ﬁ+cle_ea) 1T — 3| (3.2.7)
dir.

Kanit. (3.2.6) esitsizligi, (3.2.1) esitsizliginin direk sonucudur. Soyle ki, (3.2.3) ve (3.2.5)
esitsizlikleri dikkate alindiginda,

n n n ~ € —e "
I = 572 < 8 = 2] + (4 O ) T = 5

bulunur. Esitsizliginin her iki tarafinin n € N i¢in supremumu alinirsa,

~ efaﬁ
sup ||T"x — S"z|| < ||z — z|| + (n—i—C’ ) T -S|
neN

1—e@
elde edilir. (3.2.7) esitsizliginin gosterimi icin tekrar (3.2.3) esitsizligi diisiiniiliirse,
|7 = 5™|| = sup [|[T"z — 5"z
z,2eK
n—1
< §(T7) sup Jlo =z + Y _ (1" H||T = S|
z,2€K i—0
olur. Her iki tarafin n — oo i¢in limiti alinirsa,
T2y = Seoll S NT =51 6(T7)
i=0

elde edilir.
Bulunan bu ifade (3.2.5) esitsizligi yardimiyla yeniden yazilirsa,

3 e—aﬁ
HT:Jco - SZOH < HT - SH (n + Cl _ e—a)

sonucuna varilir. Boylece istenilen gosterilmis olur. 0

(3.2.3) esitsizligi, 1" operatoriiniin Dobrushin katsayis1 bakimindan pertiirbasyon sinirlarinin
elde edilmesini saglar. Yani (3.2.3) sayesinde asagidaki teorem yazilabilir.
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Teorem 3.2.3. (X, X, K, f) uzayt OBSB ve S ile T, X iizerinde Markov operatorii olsun.
Eger 6(T™) < 1 (T diizgiin asimtotik kararl) olacak sekilde pozitif bir m tamsayisi varsa
her x, z € K icin,

Tm — 8™
sup | 757 — 52| < (T — 2 + =50 3.2.8
up | I < 8@ =2+ Ty (3.28)
ve
| = 2] + maxo<icm |77 = 57, n<m
Tz — S"z|| < , . m_gm
| I'= { S(T™) (e — 2|+ maxocicm [T — S7) + L5570 1y > o
(3.2.9)
olur. Ek olarak, eger S operatorii S,,’a diizgiin asimtotik kararli olarak yaklasiyorsa,
[ — 5™
T, — 9./ < ——mr—r 3.2.10
olur.
Kanit. (3.2.3) esitsizliginden her x, z € K icin,
1

Tz — S"z|| <6(1")||z — T—-S|l——
sup [T = 572 < o(T7)l|lz = =[] + | ||1_5(T)

elde edilir. Bu esitsizligin §(7") < 1 olmasi durumunda gegerli olduguna dikkat edilmelidir.
Ayrica eger S operatorii S,,’a diizgiin asimtotik kararl olarak yaklagiyorsa,

1T - 5]

1—4(T)

olur. Eger T" ve S operatorleri yerine sirasiyla 7" ve S™ yazilirsa (3.2.8) ve (3.2.10) esitsizlik
leri elde edilir. Herhangi n < m ig¢in,

Ty —S"z2=8"(x—2)+ (T" - S™)x

HTUCO - SZOH <

esitliginden
[T — 5"z < [l — 2] + | T — 5"
< ||z — 2| + max ||T" — S| (3.2.11)
0<i<m

olur. Eger n > m alimirsa n = km + r, 0 < r < m yazilabilir. O halde
Trg — S"z = Tmhtry — gmktry,
= (T™ — S™S"x + T™ (T"x — S"2)
g0z Oniline alindiginda
| Tz — S™z|| < ||T™ — S™F|| + 6%(T™)||T 2z — S"2|| (3.2.12)

bulunur. Diger yandan (3.2.2) esitliginden,
k—1
||ka _ SmkH < Zé(Tm(k—l—l))HTm _ SmH
=0
k-1

<Y damrr —sm|
=0

|7 — 5™
=1 §(T™)
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elde edilir. Boylece son esitsizlik, (3.2.11) ve (3.2.12) gosterimleriyle birlikte

g [ — 5™
n,, _Qn < m _ T Qt
I = %) < 8 (e ol + gue 17 - 5°1) + 22
sonucuna ulagsmamizi saglar. Boylece (3.2.9) gosterilmis ve ispat tamamlanmis olur. [

Asagidaki teorem 0(7"") bakimindan pertiirbasyon sinirlarinin elde edilmesinin daha alter-
natif bir yolunu verecektir.

Teorem 3.2.4. Bazim € Nigin 6(T™) < 1 olsun. Bu durumda her z, z € K icin,

1 — §(Tm)in/m)
1—o(T™)

7"z — 8"z < 8(T™)"™ (|l — 2| + max ||IT* - S) + [ = 5™

(3.2.13)
vardrr.

Kanit. Egern < mise (3.2.13) esitsizliginin, (3.2.11)’in bir genellestirilmesi oldugu goriiliir.
Ancak eger n > m ise

T'x — S"z=T"(T" "x) — S™(S"™2)
=TT e — SV ")+ (TT = S™)S" ™z

yazilabilir. Dolayisiyla,
[Tz = §"z|| < | T""™w = S"7"2||o(T™) + || T™ — 5™
olur. Bu esitsizligi,

||Tn7m$ . SnfmZ“’ e |’fszm([n/m}fl)aj . Snfm([n/m}fl)Z“

ifadeleri igin de kullanir ve daha sonra ||7"~"(I"/ml)z, — gn=m(ln/m]) ;|| normunu sinirlan-
dirmak icin (3.2.12)’den yararlanilirsa,

17" = "2 < S| T = §™"2] 4+ | T = 57|
< ST (e = 2ll + max 177 = S + (@) + -4 1)

[ = 5™
. , 1— 5(Tm)[n/m]
— m\[n/m] . i Qi m __ Qm
o)™ (|l — 2[| + max [|T* — S"[) + =57 [ = 5™
sonucuna varilir. O halde istenilen gosterilmis olur. 0

Sonug 3.2.5. Bazim € Nicin 6(T™) < 1 olsun. Bu durumda her x, z € K icin,

T-S
sup | 7"z — S"z|| < sup o(T™)!"/™ + m| I

_— 3.2.14
neN neN 1—=6(Tm) ( )

vardir.
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Kamt. T' — S* =TT — S71) + (T — S)S*! oldugu i¢in

IT7 = $)| = 7@ = $71) + (T - 8)5°7
< T = S+ (T - 557
< T = S 4 T = 8
= T2 = 72 + (T = $)8" %) + T - 8|
<IT(T2 = S72) + (T = $)S™2) + T = S|
<72 = S 4+ [T = S| + |7 = S|

yazilirsa, timevarim yardimiyla

max ||T" — S| < m|T — S| (3.2.15)

0<i<m

elde edilmis olur. (3.2.13) ve (3.2.15) esitsizliklerinden,

| — ()
IW%—S%HSMTWWWW—ﬂ+<MTﬂWM+ ") )

1= o(Tm)
1—§(T™ [n/m]+1 ) )
1= (™)

max [|T" — S|

0<i<m

= 8T — 2] +

< (™) M|z — 2| +

m||T — 5]

bulunur. O halde her iki tarafin n € N i¢in supremumu alinirsa ispat tamamlanmig olur. [

Teorem 3.2.6. Eger bazt m € Nicin 6(T™) < lise ||S™ —T™| < 1 — o(T™) kosulunu

saglayan her S Markov operatorii diizgtin asimtotik kararlidir ve
|5 =T

o(Tm) — |ls™ =T

lzo = 20|l < 7= (3.2.16)

olacak gekilde tek bir z, € K sabit noktast vardur.

Kanit. Oncelikle (1 —S™)~! operatoriiniin A" kiimesi {izerinde stnirli oldugu gosterilmelidir.
Aslinda alinan herhangi x € NV igin p = ||S™ — T™| + §(T™) < 1 olacak sekilde

1572 < (15" = Tl + | T™2| < pll] (3.2.17)
yazilabilir. Boylece (3.2.17)’den her n € N i¢in,
15" x]| < p"|l]]

elde edilir. Dolayisiyla > S™"x serisi yakinsaktir. Burada,
(I —S™ 1tz = Z S

esitligini yazmak miimkiindiir. Dahasi her z € N i¢in,

R
=57l < 72
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oldugunu gérmek miimkiindiir. Ayrica bu esitsizlik, (I — S™)~! operatoriiniin N iizerinde
sinirl oldugunu gostermektedir. Agikca goriilmektedir ki, zp € K elemaniyla birlikte S™zy =
zo denklemi (1 — S™)(z9— o) = —(I —S™)zo denklemine denktir. (I —S™)z € N oldugu
i¢in son denklemin tek bir

20 = Xog — (I — Sm)_l (([ - Sm)l’o)
¢oziimii vardir. Ozdeslikten,

20 — o = SmZO - TmZEO
= szo — Sml’o + Smilfo — TmZO + TmZO — Tml'o + Tml'o — Tmilj'o
= Tm(Z[) - Io) + (Sm - Tm)(ZO - CL’()) + (Sm - Tm)l'o

bulunur ve buradan,

|20 — @ol| = [|[T™ (20 — o) + (8™ — T™)(20 — o) + (S™ — T™) 0|
< | T™(20 — o) || + [[(S™ = T™) (20 — @o)|| + || (S™ — T™)a0]|
< (6(T™) + IS™ =T™)) |20 — @oll + ||S™ = T™]

elde edilir. Son esitsizlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa,

5™ =T
L—=o(Tm) —[|Sm = Tm||

|20 — 20| <

(3.2.16) esitsizligine karsilik gelen bu sonuca ulagilir.

S™(Szp) = S(S™zy) = Sz ifadesinden ve S™ i¢in zy elemaninin tekliginden dolay1 Szg =
2o elde edilir. Simdi varsayalim ki, S operatoriiniin bir diger sabit noktas1 2, € K dir. O halde
S™2Zy = zZy yazilabilir. Buradan Sz, = z; ve dolayisiyla 2, = 2, elde edilir. Dolayisiyla bu
da S operatoriiniin tek bir sabit noktaya sahip oldugunu gosterir.

Son olarak, (3.2.17) esitsizliginden 6(S™) < 1 elde edilir ve dolayisiyla Teorem 3.1.3’den
dolay1 S diizgiin asimtotik kararli bir Markov operatoriidiir denir. O halde ispat tamamlanmig
olur. 0

Aciklama 3.2.7. Elde edilen sonuglara bir¢ok yonden bagvurulabilir. Bu sonuglar sayesinde,
(i) [28, 33, 43] deki temel sonuclar genel Banach uzaylarina genisletilebilir.

(ii) Klasik L,—uzaylariiizerinde tanimlanan asimtotik kararli Markov zincirlerinin pertiir-
basyon sinirlari elde edilebilir. Diger yandan daha komplike fonksiyonel uzaylar iize-
rinde tamimlanan Markov zincirlerinin sonuglarina direk basvurulabilir. Dahast Ba-
nach uzayt cesitlendirilerek olciim-degerli Markov siirecleri teorisinde bircok sonug
elde edilebilir.
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4 MARKOV OPERATORUNUN CESARO ORTALAMASI

4.1 Onbilgiler

Tanim 4.1.1. 7', X iizerinde taniml bir operator olmak iizere,
A, (T) = E > Tt neN
n n b

operatoriine 7" nin Cesaro Ortalamast adi verilir.

(X, X+, K, f) uzay1 OBSB olsun. Her y € X i¢in 7, : X — X lineer operatorii 7, (z) =
f(z)y olarak tanimlanabilir. Bu bilgiler 1s181inda asagidaki tanimlar 7" Markov operatdriiniin
yakinsaklik kavramlarini verecektir.

Tanim 4.1.2. 7' : X — X Markov operatoriine, eger

(@)
Tim [T = T[] = 0
olacak sekilde bir yqg € K varsa diizgiin asimtotik kararli (Tanim 3.1.1-(i))
(i)
Tim [ 4,(T) = Ty, =0
olacak sekilde bir yg € K varsa diizgiin ortalama ergodik
(#1D)
lim sup |[|[T"z —T"y|| =0
n—0o0 x,yEIC
oluyorsa zayif ergodik (Tanim 3.1.1-(i1))
@iv)

lim sup | A, (T)x — A,(T)y] =0

n—oo x,yElC

oluyorsa zayif ortalama ergodik denir.

Sonug 4.1.3. Diizgiin asimtotik kararli bir T Markov operatorii diizgiin ortalama ergodikligi
gerektirir.

Kamit. T : X — X diizgiin asimtotik kararli Markov operatorii olsun. Bu durumda

lim |77~ T,, | = 0

n—oo

olacak sekilde y, € K vardir. Ayrica

n—1 n—1
1 1
[ An(T) — Tyo” - n ZTk T ZT?JO
k=0 k=0
1 n—1
= E Z(Tk - Tyo)
k=0

1 n—1
ST T
k=0

IN
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yazilabilir. O halde her iki tarafin 6ncelikle £ — oo ve daha sonra n — oo i¢in limiti alinirsa,
Tim [|A,(T) = Ty || = 0

elde edilir. Boylece istenilen gosterilmis olur. U

Sonuc¢ 4.1.4. Eger T Markov operatorii diizgiin ortalama ergodik ise T, ile iliskili vy ele-
mant T operatoriiniin sabit noktasidir.

Kanit. 'T" Markov operatorii diizgiin ortalama ergodik olsun.
1 n—1
A, (T) ==Y T*
n
k=0

oldugu dikkate alinarak

(1 + ) Aua(T) = 1 = TA(T)

esitligi yazilabilir. Bu durumda son esitligin her iki tarafinin limiti alinirsa,

lim ((1 + %)AHH(T) _ %I) — lim TA,(T)

n—oo n—oo

elde edilir ve buradan da 7;,, = 1T, oldugu goriiliir. Bu esitlikten Ty, = 1, ifadesini
yazmak miimkiindiir. Dolayisiyla y, elemaninin 7" operatoriiniin sabit bir noktas1 oldugu
ispatlanmusg olur. O

4.2 Markov Operatorlerinin Diizgiin Ortalama Ergodikligi

Bu boliimde daha 6nceden iizerinde durulan Teorem 3.1.3 nin diizgiin ortalama ergodik Mar-
kov operatorleri i¢cinde uygulanabilecegi gosterilecektir. Verilen sonuglar [19, 20] makalele-
rinden elde edilen sonuglar olup ayrintisi ile incelenmistir.

(X, X, K, f) uzayt OBSB olsun. Bu dogrultuda boliim boyunca temel alinacak

U =A{T|T : X — X Markov operator, T f = f}
kiimesi tanimlanip, gerekli teoremler verilmeye baglanabilir.

Teorem 4.2.1. (X, X, K, f) uzayt OBSB ve T € \l olsun. Asagidaki ifadeler birbirine
denktir:

(i) T operatorii zayif ortalama ergodiktir.
(i) 0(AL(T)) < p esitsizligi saglanacak sekilde bir p € [0,1) ve n € N vardr.
(iii) 7 operatorii diizgiin ortalama ergodiktir.

Kanat.

(i) = (it) T € 4 oldugundan T bir Markov operatériidiir. Dolayisiyla 7% > 0 lineer ve
T*(K) C K (k € N) olup

:%mmmwn1></c>cn<neN>

An(T)
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operatorii de bir Markov operatorii olur. Boylece Markov operatorii 6zelliginden

1

0(An(T)) = 5 sup [|[An(T)u — Au(T)o]|
u,veE

esitligini yazmak miimkiindiir. Buradan norm ve supremum tanimi geregince (A, (7)) > 0

olur. Diger yandan 7', zayif ortalama ergodik oldugundan

1
nh_)IIC}O 5 Sup | AL (T)u — Ap(T)v]| =0

olup
lim 0(A,(T)) =0

n—oo
yazilabilir. O halde her p i¢in en az bir tane n vardir, dyle ki her n > ngi¢in 0 < §(A4, (7)) <
p olur. Sonug olarak, lim,,_,~, §(A,(7")) = 0 oldugundan p € [0, 1) bulunur. Boylece isteni-
len gosterilmis olur.
(11) = (iit) T, X tizerinde Markov operatorii oldugundan,

4T = | -1

1 n—1
_ = k o
== > THI-T)
k=0
1 n—1 n—1
_ 4L ko k+1
Y SR
k=0 k=0
1 mn
=Ly
n
<Lasymm
n

olur ve her k£ € N ig¢in,

1A(T)(I = T)|| =

1n71
+ irr ik
nZT(I ")
=0
n—1

Z(Tz _ Ti—i—k)

=0

:%HTO—{—+Tn_1—(Tk++Tk+n_1)||

1
n

IN

1 _ n—
~ (LTI -+ I+ T

elde edilir. Boylece n — oo iken esitsizligin her iki tarafinin da sifira gittigi goriiliir. Do-
layistyla her bir m € N igin,

n—o00 m

7ggw%UWI—AMTMP=mHA%UU<1§:U—T%>H

k=0
1 m—1
_ il _mk
= Jim ||~ ;An(T)(I ")

<0
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olur. O halde,

lim 0(An(T)(I — Ap(T))) =0 4.2.1)

n—0o0

yazilabilir. Teorem 2.3.2-(ii)’den
0(An(T)Ang (T)) — 6(AR(T))] < 6(An(T)(I = Ao (1))

olur. Simdi ayn1 teoremin (iii) 6zelliginden yararlanilirsa,

O(An(T) I = Ay (T))) 2 5(An(T)) — 6(A
(A (T)) — (A
> (1— p)d(A,(T)) (4.2.2)

2
=3
=
5

3

bulunur. (4.2.1) ve (4.2.2)’den
lim 0(A,(T)) =0

n—oo
elde edilir. Yani,

lim sup ||A,(T)z — A, (T)y|| =0 (4.2.3)

n—o0 z,yeK

dir.
T € 3 oldugundan sabit bir i, € K noktasi vardir. Bu nokta (4.2.3) esitliginden kolaylikla
elde edilebilir. Soyle ki,

lim sup [ A,(T)e = o = lim_sup_[|4,(T)z = A(To

nN—00 xciC N—=00 g 4ok

< lim sup [|[A,(T)r — A.(T)yl|

dir. Buradan da 7" operatoriiniin diizgiin ortalama ergodik oldugu sdylenebilir.

1 1
5 sup [[Ayz — Ajyll = 5 sup | Ayz — ALy + Tyox — Tyoa + Typy — Tyl
2 z,yel 2 z,yek
1
< 5 (”AT TyoxH + HTyox - TyoyH + HTyoy - AZ@/H)
1
<1 (sup 45 = Tyl + sup [Toy ~ Tyl + sup [Ty~ A%
x,yekl z,yel z,yek

esitsizligi dikkate alinirsa,

.1 .1
lim = sup ||AZz — ATy|| < lim 5( sup ||ALz — T,ox| + sup || Ty — Tyl
- x,yekl

n—00 2 4 ek n=00 4 gyek

+ sup [T,y — A, yl)

z,yeX
1
5(11_)111 sup ||ALzy — T, x| + Tim_ sup | Tyox — Tyl
=X gyekl 0z yek
+ lim sup [|T,,y — A, yll)
n—00 4 ek
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elde edilir. Diger yandan her bir yy € X i¢in T}z = f(z)yo ve z,y € Kigin f(z) = f(y) =
1 bilgileri yardimiyla

1Ty = Tyoyll = 1 f (@)yo — fF@)woll = llyo — woll =0

bulunur. Yukarida elde edilen ifadeler ve 1" operatoriiniin diizgiin ortalama ergodikligi saye-
sinde

fim sup [| A2 — ATy| < lim sup [ AT — Tyyal + lim sup [Tz — Ty
n—00 4y K X zyekl  z,yek

+ lim sup [T,y — Ayl

n—> ek

=0

sonucuna ulagilir. Boylece diizgiin ortalama ergodik olan 7" operatoriiniin zayif ortalama
ergodik oldugu gosterilmis olur. [

Bir sonraki teoreme gecilmeden 6nce
Wyme = {T € Y|T : X — X diizgiin ortalama ergodik Markov operatorii }

kiimesi tanimlansin. Buradan
yme C U C L(X)

esitsizligini yazmak miimkiindiir.

Teorem 4.2.2. (X, X, K, f) uzayt OBSB olsun. L,,,,., norm yogun ve 3\ kiimesinin agik bir
alt kiimesidir.

Kanit. ¢ € K sabit noktastyla birlikte keyfi 7' € 4 operatorii alinsin. 0 < € < 2 keyfi bir
say1 olsun.

°T,

T® = (1—5)T+2

2
operatorii tanimlansin.
Herhangi = € K icin T,z = f(z)¢ oldugundan T, (K) C K dir. Ciinkii ¢ € K ve f(z) € R
oldugundan T2 € K dir. Ayrica T, pozitif ve lineer oldugundan Markov operatoriidiir. Diger
yandan,

1——>Tf+ ST f

(
(1-35)r+5/
f

olur.
Her T € $l ve her ¢ > 0 icin en az bir tane T®) vardr, 6yle ki

-z r-(-5) -5
2 2

9 3
< —||T —1|T.
T+ ST

=&
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dir.

Dolayisiyla buradan 7®) € {( olur. Simdi de 7®) € {,,,,. oldugunu gosterelim. Bunun icin
T operatdriiniin diizgiin asimtotik kararli oldugu gosterilmelidir (Sonug 4.1.3 geregince).
Lemma 2.1.12’den z —y € N ve u,v € K igin,

€ _yH €
1T (z —y)|| = THT( Y(u—w)|

_ = ; y (1 B g) T(u—v) + gTd,(u - v)”

e - yll (1= 2) T —0)+ £ (Tou— Ty

= (12 Y rw ) 4 S (e - Fw0)|
:Hx;MI(1_%)Tw_vw(mveKom@ummfm):fWF=D
Y -

e - yll (1-5) ITu =10l

< B0 (1) g+ e

. Hg‘;;yu <1—g>2

I

B
|

=
/N
—_
|
DO ™
—

olur. Buradan,
. €

ITO@ =yl < (1-3) =9l

oldugu i¢in
STy <1— %

elde edilir.
Boylece Teorem 3.1.3’den dolay1 7%, diizgiin asimtotik kararlidir. Simdi de {1, kiimesinin
norm agik kiime oldugunu gosterelim. Bunun igin ilk olarak her bir n € N igin,

uume,n = {T S i’l|5(An(T>> < 1}

kiimesi tanimlansin.

ilume - U ilume,n

(0(An(T)) < p olacak sekilde p € [0,1) ve n € N var < T diizgiin ortalama ergodik)
oldugu i¢in . kiimesinin norm agik oldugunu gostermek yerine Uy, » kiimesinin norm
acik oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

Herhangi T’ € Ly o alinsin ve o := §(A,, (7)) < 1 olarak yazilsin. Ayrica buradan a+4 < 1
olacak sekilde 0 < 3 < 1 sayisi segilsin. Bu durumda

20
HeMl:||H-T 4 me,n
{ieusm -1 < 22} c i,
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oldugunun gosterilmesi ispat1 tamamlar.
Her bir £ € N i¢in,

[ " = T%| = |[H*(H = T) + (H* ' =T )T
<|HHH =) + [(H =TT
<|H =T| + [[H =T
= |[H = T|| + [H**(H = T) + (H"* = T"*)T|
<|H =T+ [[H*7(H = T)|| + [(H*? =TT
=||H = T| +|[H - T| + |[H** - T
=2|H =T+ ||H" = T"72|

<K|H -T| (4.2.4)

elde edilir.
Teorem 2.3.2-(i1) ve (4.2.4) esitsizligi dikkate alinirsa,

0(A(H)) = 6(An(T))| < [[An(H) = An(T)]]

1 n—1 1 n—1

- E_ = k

DI NS
k=0 k=0

1 n—1 n—1

n k=0 k=0
1 n—1

<= |HY-TH|
n k=0

1 n—1

S kT
k=1

1 n
~> KIH-T|
n

k=1

n+1
==l -

IN

IN

elde edilir. Boylece,
n+1
[0(An(H)) = 0(An(T))] < ——1H = T|

n+1 206
2 n+1

olur. Sonug olarak,

(A, (H)) < §(A(T)+ 8 <1

bulunur ve H € Uy, » 0ldugu sdylenir. Bu da ispat: tamamlar. [
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Aciklama 4.2.3. Aslinda dikkat ¢cekilmek istenen temel konu, diizgiin ergodik operatorler
kiimesinin geometrik yapisimin ne oldugudur. Bu konu iizerinde daha onceden [26] refe-
ransida durulmustur.

4.3 Pertiirbasyon Sinirlar

Bu alt boliimde Cesaro ortalamalari i¢in pertiirbasyon simirlari ele alinacaktir. Sonuglar [21]
makalesinde elde edilen sonuglarin derinlemesine incelenmesidir.

Teorem 4.3.1. (X, X, K, f) uzayt OBSB ve xy € K sabit noktastyla birlikte T' € 3 olsun.
Eger bazit m € Nigin §(A,(T)) < 1ise ||An(S) — An(T)|| < 1 — 6(An(T)) kosulunu
saglayan her S Markov operatorii diizgiin ortalama ergodiktir ve

HAm(S) _ AM<T) ’
1= 0(An(T)) = |[An(S) — An(T) ||

olacak sekilde bir tek zy € IC sabit noktasina sahiptir.

Kanit. Tlk olarak (I — A,,(S))~! operatoriiniin N iizerinde sinirl oldugunu ispat edecegiz
(Bakimiz Lemma 2.1.12).
Herhangi z € N igin,

[Am (S)z[| = [ Am(S)z — Ap(T)z — Ap(T)x|
< (A (S) = An(T)z | + [|An(T)z]
< [[An(S) = A (D))l + 6 (Am(T)) || z]]
= ([[An(S) = An (D) + 0(An(T))) ||zl

™ 9

— lle] (432)
olur. Boylece (4.3.2) yardimiyla her n € N igin,
[(Am (5))" 2] < p"[|]

olur. Dolayisiyla > (A,,(S))™x serisi yakinsaktir. Seri agilimindan,

(I = An(S) e =D A, (9)"X

ve dahast her x € N igin [|(I — A,,(S)) 'z| < 1”%9} yazilabilir. Buradan (I — A,,(5))™*
operatoriiniin V iizerinde sinirli oldugu goriiliir.
2o € Kigin A,,,(S)zo = zo denklemi

(I = An(5))(20 — 20) = =(I = Am(5))o
denklemine denktir. (I — A,,(S))zo € N oldugundan son denklemin
20 =20 — (I = An(8)"H(( = Au(S))a0)
bir tek ¢oziimii vardir. Ozdeslikten,
20 — o = A (T')(20 — m0) + (An(S) = An(T)) (20 — @0) + (A (S) = Am(T))zo
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ve 29 — 1o € N oldugu diisiiniiliirse,

120 = 2ol = [[Am(T) (20 = 20) + (Am(S) = An(T))(20 = o) + (Am(S) = Am(T)) 0|
< [[Am(T) (20 — o) [| + | (Am(S) = Am(T)) (20 — zo) || + [[(Am(S) — Am(T)) 0]l
< (A (T))l[z0 — 2 = 0 + [[An(S) = Am(D)lllz0 = woll + [[Am(S) = Am(T)]]
= (0(Am(T)) + [|Am(S) = An(T) ) [[20 — ol + [ Am(S) — Am(T)|| (4.3.3)
elde edilir.
A (S)(S20) = S(An(S)20) = Szo ve A,,(S) igin zo elemaninin tekliginden Szo = 2, yani
S € 4 sonucuna vartlir. Dahasi (4.3.2)’den dolay1 6(A,,(S)) < 1 ve dolayisiyla S diizgiin

ortalama ergodik olur. Boylece 2, S i¢in tek bir sabit noktadir. O halde istenilen gosterilmig
olur. ]

Sonug 4.3.2. (X, X, K, f) uzayt OBSB olsun. Eger T operatirii X iizerinde, bazi m € N
icin (A, (T)) < 1 olacak sekilde bir Markov operatorii ise

2(1 = 6(An(T)))

S-=T| <

Is -7 < 2=

kosulunu saglayan her S Markov operatorii diizgiin ortalama ergodiktir ve
1S =T

— 2l <
|20 — 20| < 21 =0(Am)(T) [im +1) — ||S = T||

kosulunu saglayan tek bir zy € KC sabit noktast vardr.
Kanit. Her bir k € N icin,
1% = T*| = |S*71(S = T) + ("7 = T* )|
<SPS =D+ IS =TT
< S =TI +[Is" =T

<k|S—T| (4.3.4)

olur. Dolayisiyla,
1 m—1 1 m—1
4n(8) = An(D)] = || 3" 8" = — S 1
k=0 k=0
m—1
M=o
1 m—1 i i
<S8t -1
k=0
1 m
<> kIS-T]
k=1
m+ 1
=2 s
m+ 1 (2(1 — 5(Am(T))))
<
2 m+ 1
=1-0(An(T))
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elde edilir. Ilerleyen kisimlarda gosterilecek olan Pertiirbasyon Sinirlari alt baglikli boliimiin,
Teorem 6.2.3’iin ispatinda verilecek olan detayli gdsterimden dolay1 yukaridaki gosterimin,
ispatin tamamlanmasi icin yeterli bir sonug¢ oldugu soylenebilir. [
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5 Cy—MARKOV YARIGRUPLARININ ERGODIKLIGI
VE PERTURBASYON SINIRLARI

5.1 Onbilgiler ve Temel Kavramlar

Burada verilen kavramlarin derinlemesine incelenmesi [23] kitab1 baz alinarak yapilabilir.
Bu baslik altinda islenecek olan temel konu ise giiclii siirekli yarigruplardir. Bir bagka deyisle
tizerinde durulacak olan konu, X Banach uzayi iizerinde £ : R, — L(X) doniistimii yardimiyla
tanimlanan ve asagidaki kosullari saglayan (7)o operatorler ailesi olan Cp—yarigruplaridir.

(i) Ty = I, X iizerinde birim operatordiir.
(i) Vi, s > 0: Ty s =TT
(iii) ¢ | 0iken Vxo € X icin || Tyzo — 20|l — 0

[k iki aksiyom cebirseldir ve 7 = (T})¢>o ile (R, +) yarigrubu temsil edilmektedir (rep-
resentation). Son aksiyom ise topolojiktir ve ayrica 7 doniisiimii giiglii operator topolojisi
tizerinde siireklidir.

T = (T})i>0 Co—yarigrubu olsun. Eger her bir ¢ € R, igin 7; operatorii Markov ise
T = (1i)1>0 yarigrubuna Co— Markov yarigrubu denir. Eger her ¢ € Ry icin Tyzg = x¢
esitligi saglaniyorsa xy € X elemanma 7 = (T}):>o yarigrubunun sabit noktast denir.

Tanmm 5.1.1. X Banach uzay: tizerindeki (73);>0 giiglii siirekli yarigrubunun iireteci A :
D(A) C X — X olmak iizere

Az = £,(0) = lim%(Ttx — ) (5.1.1)

t10
seklinde tanimlanir. Burada A operatoriiniin tanim kiimesi

D(A) :=={z € X : &, R, lizerinde tiirevlenebilir} (5.1.2)

D(A) ={zx e X: lgél%(Ttm — x) var} (5.1.3)

seklindedir. Bir altuzay olan D(A) tanim kiimesi, A iiretecinin tanimlanmasinda 6nemli bir
yere sahiptir. Dolayisiyla iiretecin gosterimi (A, D(A)) ikilisi seklindedir. Fakat biz yazim
kolaylig1 agisindan sadece A yazacagiz ve tanim kiimesi i¢in (5.1.3) ifadesini géz Oniine
alaca8iz.

Lemma 5.1.2. [23, Lemma 1.3] (1})>¢ gii¢lii siirekli yarigrubunun (A, D(A)) iireteci i¢in
asagidaki ozellikler saglantr.

(i) A: D(A) C X — X lineer operatirdiir.
(ii) Eger x € D(A) ise Tyx € D(A) ve hert > 0 icin %Ttx =T, Az = ATx
(iii) Hert > Ove x € X icin,
/t Tsxds € D(A)
0

dir.
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(iv) Hert > 0 icin,
t

eger v € X ise Tiw—x=A [ Tyxds (5.1.4)

t

eger v € D(A) ise Tyx —x = | TyAxds (5.1.5)

J
J

dir.

Kanat.

(i ¢ z,ye D(A) igin,
1
Alz +y) =lim (Li(z +y) — (v +y))
—llﬂ)ll<ﬂ$+ﬂy—$—y)

1 1
= 1561 (Tyx — ) + hm (Tty y)

= Ax + Ay
* o € Figin,

Alax) = liigl ;(Ttozx — ar)
= ltlﬁ)l ; (Tt:c — )

= Oéltlfél ;(Ttx — )

= aAx

*. A lineer operatordiir.

(ii)) = € D(A) olsun.
lim + (T3 (Ty) ~ Tia) = lim +(T(Trz — )
}g{)lh W(Tx WX 1mh (Thx —x
o1
=T léﬁ)l E(Thx —x)
=T Ax
esitlifinden
o1
i 5+ (Tw(Tiz) — Th)

limitinin var oldugu goriiliir. Boylece (5.1.3)’den Tz € D(A) olur ve buradan AT,x =
T, Az yazilabilir. O halde ispat tamamlanmis olur.

(iii) Asagidaki ispatta (iii) iddiasinin dogrulugu gosterildigi icin ayrica burada da kanitlama
yoluna gidilmeyecektir.
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(iv) z € X vet > 0igin,

1 t t
— (Th/ T,xds —/ Tsxds)
h 0 0

t 1 t
/Ts+hxds——/ T,xds
0 h Jo
t+h 1 t
/ Tsxds——/ T.xds
h h Jo
t+h 1 h
/ Tsxds——/ T,xds
¢ h Jo

elde edilir. Dolayisiyla bu esitlik, & | 0 iken Tyz — = operatoriine yaklasir. Boylece (5.1.4)
saglanmuis olur.

Egerxz € D(A) ise s — Ty(Thx —x)/h fonksiyonlari [0, ¢] iizerinde h | 0 iken s — T;Ax
fonksiyonuna diizgiin yaklasir. Dolayisiyla

s S

.1 ! N |
l}gglﬁ(Th—I)/O Tsde—lﬁg i TS%(Th—[)xds

t
= / T, Axds
0

bulunur. Boylece ispat tamamlanmus olur. 0
Tamim 5.1.3. X ve Y herhangi iki topolojik vektor uzay1 olsun.
T:D(TYCX =Y

lineer dontisiimii dikkate alindiginda D(7T') kiimesi yani 7" lineer operatriiniin tanim kiimesi,
X uzayimin yogun bir alt uzayi ise I’ operatoriine yogun tanimlidir (densely defined) denir.

Simdi Lemma 5.1.2°den faydalanarak Tanim 5.1.1°de ifade edilen iiretecin birka¢ 6zelligini
verelim.

Teorem 5.1.4. [23, Teorem 1.4] Giiclii siirekli yarigruplarin iireteci, yarigruplarin biricik
olmaswm saglayan kapali ve yogun tanimli (densely defined) lineer bir operatordiir.

Kamit. (T});>0, X Banach uzay1 iizerinde giiglii siirekli bir yarigrup olsun. Bu yarigrubun
tireteci (A, D(A)) lineer bir operatordiir (bakiniz 5.1.2). A iiretecinin kapali oldugunu goster-
mek i¢in, lim,, oz, = x ve lim,_,,, Az,, = y limitleri var olacak sekilde bir (z,),eny C
D(A) dizisi alalm. (5.1.5)’den ¢ > 0 i¢in,

t
Tix, — x, = / T,Ax,ds
0

dir. n — oo iken [0, ¢] aralig1 tizerinde (75 Ax,,) dizisinin diizgiin yakinsaklig

t
Tix —x :/ Tyyds
0

esitligine karsilik gelmektedir. Eger esitligin her iki tarafi 1/; ile ¢arpilip ¢ | 0 icin limiti
alinirsa,

t

1 1
lim —(Tyx —x) =lim - | Tyyds
tlo t0 t Jo

Ar =y
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ve x € D(A) elde edilir. Yani A iireteci kapali olur.
Lemma 5.1.2-(iii)’den 1 [ Tiwds € D(A) dir. (T}),>o yarigrubunun giiglii siirekliliginden
her z € X i¢in,

t
lim — Toxds =z
AT A
olur. Buda D(A)’nin X iizerinde yogun oldugu anlamina gelir. Son olarak, (5;):>¢ yarigrubunun
(A, D(A)) iiretecinin tirettigi bir diger giiclii siirekli yarigrup oldugunu varsayalim. Ayrica
x € D(A) vet > 0igin,

s> 1(s) =T3Sz 0<s<t

doniisiimiinii ele alalim. Sabit s elemanindan dolay1

{Serha: - szE

: :h e (0, 1]} U {AS,x}

kiimesi kompakttir. Asagidaki

1 1 1
E (T]x(S + h) - 7735(5)) - T;f—s—hﬁ(ss—&—hx - Ssx) + E(T;f—s—h - ,I;f—s)Ssx

esitligin, Lemma 5.1.2-(i1) ve giiclii operator topolojisi iizerinde siirekli olan bir doniigii-
miin, kompakt her alt kiime iizerinde de diizgiin siirekli olacag: bilgisi yardimiyla

d

d—nx(s) =T, ASx — AT,_ S,z =0

s

degerine yakinsadigim goriiriiz. 1, (0) = Tyx ve n,(t) = S;z oldugundan dolay1 yogun tanim
kiimesi D(A)’dan alinan her z i¢in,
Tix = Six

elde edilir. Boylece her bir ¢ > 0i¢in 7; = S; bulunur. Dolayisiyla iiretecin tirettigi yarigrubun
biricikligi gosterilmis olur. ]

Simdi iirete¢ ve onun lirettigi yarigruba dair birka¢ 6rnek verelim.

Ornek 5.1.5. X = R?vet > 0icin T, : R> — R?, T, = e yarigrubunu dikkate alalim.
Bu durumda

T oA Cosht Sinht
t= ¢ T | Sinht Cosht

yazumindan faydalanarak

dTy

A= 2t
dt

Cosht Sinht

_ [Sinht Cosht]
t=0

e

t=0

tireteci elde edilebilir.
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Ornek 5.1.6. X = ¢, olmak iizere x = () nen dizisi icin T,z = (e_”ztajn)n yarigrubunu
ele alalim. Boylece

Tix —x
Az = lim =%
t}o t
_ etey —x; e Mry — 29
= lim , ,
tl0 t t
= lim (—e t2y, —4e Mz
110 ( 1 2 )
- <—ZE1, 41:27 )
= (—n’z,),

elde edilir. Diger yandan,

D(A)={re X : Az € ¢}
={r e X:(—n?)r € ¢}

olur. O halde (T}):>o yarigrubunun iireteci olan (A, D(A)) ikilisi elde edilmis olur.
Ornek 5.1.7.

A:cy—
(1'1,1’2,"') — <x27x37"') ve HAH < 1

olacak sekilde bir A iiretecini alalim.

[:(%1,.1'2,"'):>I:<ZC1,$2,“‘):>[:(l'l,l'g,"')
A:(ZEQ,ZEg,"'):>tA:t(CL'2,ZL‘3,"'):>tA:t(l‘2,l'3,"')

A2_ 2A2_2 t2A2_ﬁ
= (23,24, ) =1 =t(z3, 24, ) = o —2,($3,$4a"')
AT n

— _($n+1axn+2a o )

A" = (@Tng1, Tpaa, -+ ) = A" =1 (T, T, - ) = n! n!

Yukaridaki acilim dikkate alindiginda,

2 "
T, =14+tA+ —A*+... + —A"
2! n!
esitligi yani
Ty = —lAn
—n

vazilabilir. Dolayisiyla burada, sinirli bir iiretecin yarigrup iirettigi goriiliir.

Yapilan bu 3 6rnek ve benzerlerinden yola ¢ikarak, yarigruptan rahatlikla iiretec elde ede-
bilirken, varlifini bildigimiz iiretecten yarigrubu nasil tanimlayacagimiza dair pek bir bil-
gimiz olmadigini goriiriiz. Burada asil sikint1 yaratan, tiretecin sinirsiz olmasi durumudur.
Aslinda bu durum i¢in cesitli yaklagimlar mevcuttur. Bunlardan en bilinenleri Hille -Yoshida
ve Lumer-Phillips Teoremleri’dir.
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Teorem 5.1.8. [23] (Generation Theorem) (Contraction Case, Hille, Yoshida, 1948) X Ba-
nach uzayt iizerindeki (A, D(A)) lineer operatorii i¢in asagidaki dzellikler birbirine denktir:

(i) (A, D(A)) giiclii siirekli bir daralma (contraction) yarigrubu iiretir.
(i) (A, D(A)) kapalr ve yogun tamumhdir. Ayrica her X > 0 i¢in A € p(A) ve
AR, A)| <1 (5.1.6)
dir.

(iii) (A, D(A)) kapali ve yogun tamimlidir. Ayrica her A € C, Re) > 0 icin A € p(A) ve

1
MA| < —
1RO A)) <
dir.
Kanit.
Her Re\ > w igin,
M
RMNVA| < ———
IR A <

esitsizliginin yazilabilecegini biliyoruz. Ozel olarak M = 1 ve w = 0 alinirsa,

1
< —
IROL A < =

olur. O halde istenilen esitsizlik gosterilmis olur.
Her A € C, ReX > 0icin A € p(A) ve

<
IRO A < =

oldugundan her A > 0 icin Re\ = A ve dolayisiyla

1
IR Al < + = [ARM, A)] <1

olur.
(41) = (i) Oncelikle

A, :==nAR(n, A) =n*R(n,A) —nl néeN

s0zde Yoshida yaklastiranlarini (so-called Yoshida approximants) tanimlayalim. Bunlar sinirli-
dir ve her bir n € N icin operatorlerle yerdegistirebilirler. Daha sonra

T," :=en, >0

ile verilen diizgiin siirekli yarigruplarini diigiinelim. D(A) iizerinde A,,, A’ya yaklastig1 i¢in
asagidaki ozelliklerden bahsedebiliriz.

(i) Her bir x € X i¢in Tyx := lim,, o, T;"x
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(i) (7})¢>0 , X lizerinde giiglii siirekli bir daralma yarigrubudur.

(iii) (7})¢>0 yarigrubunun iireteci (A, D(A)) dir.

Bu 6nermelerin varligin1 gosterdigimiz takdirde ispat tamamlanmis olur.
(7) Her bir (73" );>o daralma yarigrubudur. Ciinkii ¢ > 0 i¢in,

HTth < e—nte||n2R(n,A)||t < e Mt —

dir. Analizin vektor degerli fonksiyonlar i¢in olan temel teoreminden faydalanilirsa 0 < s <
t,z € D(A) ve m,n € N igin,

s— T" T

yazilabilir. Her n € N i¢in (7}");>( yarigrubunun degisme 6zelligi kullanilirsa,

t
n m d m n
Tra — Tw = /O (T Tl ds

t
:/ T THApr — Apx)ds
0

olur. Dolayisiyla buradan da,
ITa(t)2 — T ()| < t|Anz — Ap]| (5.1.7)

elde edilir.
Her x € D(A) igin,

AMRN\, A)x = AR\, A)Ax — Ax

oldugundan (A, x),ecn bir Cauchy dizisidir. Dolayisiyla herbir x € D(A) hatta x € X igin
(T}*x)nen yakinsaktir. Ayrica her [0, to] araligi iizerinde de diizgiindiir.

(17) (T}")nen dizisinin noktasal yakinsakligi, (73);>o limit ailesinin fonksiyonel denklemi
(FE) sagladig1 anlamina gelmektedir. Boylece (77 ):>¢ bir yarigrup hatta bir daralma yarigrubudur.
Dahast her bir x € D(A) i¢in yoriinge doniigiimiine karsilik gelen

Eitr Tw, 0<t<t,

doniistimii siirekli fonksiyonlarin diizgiin limitidir (bakiniz (5.1.7)) ve dolayisiyla siireklidir.
Sonug olarak buradan da (7}):>( yarigrubunun giiclii siirekli oldugu goriiliir.
(i3i) (B, D(B)), (T})t>0 yarigrubunun iireteci olsun ve x € D(A) sabitlensin. Her bir [0, #(]
kompakt araliginda

&n it — Tl'ix

fonksiyonlari (5.1.7) dikkate alindiginda diizgiin yakinsaktir.

En it — T Apx
tiirev fonksiyonlar: da

n:t— T, Az

fonksiyonlarina diizgiin yakinsar. Buradan da £(0) = 7(0) esitligini saglayan ¢ fonksiyo-
nunun tiirevlenebilir oldugu gozlenir. Yani D(A) C D(B) ve x € D(A) ig¢in Az = Bz
dir. Simdi A > 0 alalim. A € p(A) kabuliinden dolayr A — A, D(A)’dan X’e birebir ve
ortendir. Diger yandan B bir daralma yarigrubu iiretir ve dolayisiyla A € p(B) olur. Boylece
A — B doniisiimii de D(B)’den X e birebir ve ortendir. O halde D(A) iizerinde A — B ile
A — A birbiriyle ¢akigir. Fakat bu durum yanhizca D(A) = D(B) ve A = B esitlikleri i¢in
gecerlidir. [
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Simdi kisa bir tanimin ardindan resolventlara gerek duyulmaksizin iiretecin karakteri yardimiy-
la daralma yarigrubunu olusturmamizda 6nemli bir yere sahip olan Lumer-Phillips Teoremi’ni
verecegiz.

Tanim 5.1.9. X Banach uzayi iizerinde her A > 0 ve x € D(A) igin,
(A = A)z[| = Allz]
kosulunu saglayan (A, D(A)) lineer operatoriine dissipative (sdmiiren) denir.

Teorem 5.1.10. [23] (Lumer, Phillips, 1961) X Banach uzay: tizerindeki yogun tammll,
somiiren (A, D(A)) operatorii icin asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) A’min kapanmist daralma yarigrubu iiretir.
(ii) Bazi (ya da her) A > 0 icinrg(A — A), X 'de yogundur.

Kant.

(i) = (ii) Generation Teoremi’nden her A > 0 igin rg(\ — A) = X olur.

z, — 0 ve Az, — y kosulunu saglayan (x,,)n,en C D(A) dizisini alalim. Somiiren operator
tanim1 geregince her w € D(A) ve her A > 0 igin,

A = Az + (A = Awl| = A[Az, + wl|

yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafinin n — oo i¢in limiti alinirsa,
1
| — Ay + (A= A)w|| > Aw|| ve boylece H—y +w — XAwH > ||w]|

elde edilir. A — oo i¢in,
=y +wl = w]|

ve D(A)’dan rasgele secilen w, y € rg(A) elemanina yaklasir.
Dolayisiyla

02 [jyl yani y=0

olur.

A operatoriiniin somiiren oldugunu kanitlamak i¢in z € D(A) alalim. Lineer operatorlerin
kapanis1 tamimi geregince n — oo iken x, — = ve Az, — Az kosullarin1 saglayan bir
(Zn)nen C D(A) dizisi vardir. A sémiiren ve norm siirekli oldugu i¢in her A > 0 igin
|(A — A)x|| > M|z| olur. Béylece A sémiirendir. Son olarak rg(A — A) deger kiimesinin
rg(A — A)’da yogun oldugunu gosterelim. A kapali oldugu icin rg(A — A), X iizerinde
kapalidir. Dolayistyla her A > 0 igin rg(A — A) = rg(\ — A) elde edilir. Buradan da baz1
(her) A > O i¢in rg(A — A), X iizerinde yogundur.

(ii) = (i) rg(A — A) deger kiimesinin yogun olmasi (A — A) operatoriiniin érten olmasi
anlamima gelmektedir. Buradan da (0, 00) C p(A) olur. Séyle ki, baz1 A\g > 0 i¢in (\g — A)
orten olsun. Ayrica \g € p(A) ve ||R(No, )| < /\io yazilabilir. Diger yandan resolventlerin

seri agilimlarindan (0, 2)) C p(A) olur. A sémiiren oldugundan 0 < \ < 2)\q igin,
- 1
1RO A) < &
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yazilabilir. Bu sekilde devam edilirse her A > 0 i¢in A— A operatoriiniin 6rten oldugu goriiliir.

Dolayistyla (0,00) C p(A) olur. O halde A’nin somiirenliginden

- 1
A >0 igin ||[R() A)] < X

dir. Béylece Generation Teoremi’nden A bir daralma operatérii iiretir. [
Eger iiretec sinirh bir operator ise asagidaki denklik ifadeleri verilebilir.

Sonuc 5.1.11. /23, Sonug 1.5] X Banach uzayt iizerinde tamimlanan ve (A, D(A)) iiretecinin
sirettigi (T})i>o giiglii siirekli yarigrubu icin asagidaki iddialar birbirine denktir:

(i) A iireteci stmrlidir; yani her x € D(A) igin,
[Az|| < Ml|

olacak sekilde bir M > O vardur.
(ii) Tamm kiimesi D(A), X kiimesinin tamamudur.
(iii) Tamim kiimesi D(A), X iizerinde kapalidir.
(iv) (T1)1>0 yarigrubu diizgiin siireklidir.
Yukaridaki herbir durum i¢in yarigrup

= A"
T, = et = Z , t>0

n!
n=0

olarak alinacaktir.

Kanut.
(i) = (i)

DA)={z e X : Ax € X}
tanim kiimesi i¢cin D(A) # X yani en az bir tane x € D(A) olsun. Bu durumda Az
tanimli degildir. (i)’den ||Ax| < M||z| olacak sekilde bir M > 0 sayismin varligindan
soz edilmistir ki, bu da bir ¢eligkidir. O halde D(A) = X yani tanim kiimesi D(A), X
kiimesinin tamamina esit olur.
(i) = (i4i)
D(A) kiimesi yogun ve (ii)’den D(A) = X oldugundan

D(A) = X = D(A)

yazilabilir. Dolayisiyla buradan da D(A) = D(A) oldugu igin D(A) tanim kiimesi X iize-
rinde kapalidir.
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(7i1) = (iv) Verilen yarigruptan faydalanilirsa,

: = A
lim |7, = 1] = lim | — — 1

2 A"
— i
tli%l Z n!

0

: A"
<1 _—
- tlﬁ)l; n!

Hlal _ 4

=lime
£10

=0

sonucuna vartlir. O halde (7});>( yarigrubu diizgiin siireklidir.
(1v) = (i) (Tt)e>0 yarigrubu diizgiin siirekli olsun. Bu durumda,

Tix — 1
|l Az]| = |tim === < Tim |7 — Iz < oc
t10 t tlo ¢
olur. O halde A iireteci sinirlidir. O]

5.2 Ergodiklik ve Dobrushin Katsayisi

Bu bolimde Cy-Markov yarigruplarinin Dobrushin ergodiklik katsayisi agisindan diizgiin
asimtotik kararlili§1 incelenecektir.

Bu da bize, Dobrushin ergodiklik katsayilarini kullanarak pertiirbasyon sinirlarinin yarigruplar
icin olusturulmasinda yardimci olacaktir. 5.2 ve 5.3 boliimleri [22] makalesinin derlemesidir.

Tamim 5.2.1. X iizerinde tanimli 7 = (7}):>0 Co-Markov yarigrubuna eger

(i)
lim ||, — T || = 0
t—o00

olacak sekilde bir xy € X varsa diizgiin asimtotik kararl

(i)
lim sup [Tz — Tyl =0

t—o00 z,yeK

saglaniyorsa zayif ergodik denir.

Teorem 5.2.2. (X, X, K, f) uzayt OBSB ve T = (1})¢>0 bir Cy-Markov yarigrubu olsun.
Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) T zayif ergodiktir.
(i) 6(T3,) < polacak gekilde p € [0,1) ve ty € Ry vardur.
(iii) 7T diizgiin asimtotik kararlidir. Dahast
T, — Ty, || < Ce ', Vt >t (5.2.1)

olacak sekilde C', o, ty € R pozitif sabitleri ve xy € K vardir.
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Kant.

(1) = (i) T yanigrubu zayif ergodik olsun. Biliyoruz ki, zayif ergodik olan bir Markov
operatorii ayn1 zamanda ¢ — oo iken §(7;) — 0 kosulunu da saglar. Dolayisiyla burada
Markov 6zelliginden §(T},) < p olacak sekilde bir p € [0, 1) ve tq € R, vardur.

(i1) = (i) 6(T3,) < p olacak sekilde p € [0,1) ve ¢, € R, olsun. Her t € R, i¢in
T;, Markov operatorii oldugundan Teorem 2.3.2-(iii)’den ve 0 < r < t; esitsizliginden
faydalanarak

O(Ty) = 0(Tiepeo)to+r) Tit/ig)toTr)
Tiepolto)

T;,) [t/t0]

~~ —

VAN VAN VANRVAN

T S o

yazilabilir. Burada a bir say1 olmak tizere [a] ifadesi a sayisinin tam kismini gostermektedir.
O halde,
t — oo iken plfl =0 (5.2.2)

olur. Simdi 7 yarigrubunun norma gore bir Cauchy oldugunu gosterelim. Teorem 2.3.2-
(iv)’den

1Tt = Torsll = [ Thepeoltor — Tiipoltotry+sl|
= Dot Tr — (Tiesuotto Trts)
- ”T[t/to]to (TT - Tr—i—S)H
< (Mot ) I Tr — Tl
< §(Ti )T, — T
< ST T+ 1 Tssl)
= 2(5(Tto)[t/‘°]

elde edilir. O halde (5.2.2)’den t — oo iken 20(T},)!/*! — 0 olur. Boylece ||T; — Q|| — 0
olacak sekilde bir () Markov operatorii vardir. Son olarak bazi xy € X, elemanlar i¢in
Q) = T,, oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmis olur. Bunun i¢in §(Q)) = 0 oldugunu
gostermemiz yeterlidir. Dolayisiyla

5(T) — 8(Q)| < I — QI ve lim 6(T;) = 0

yardimiyla (@) = 0 sonucuna varilir. O halde ispat tamamlanmus olur.
(791) = (i) T yarigrubu diizgiin asimtotik kararl olsun. Diger yandan,

Ty — Ty || < Ce™®, Vit > tg
olacak sekilde C', o, t;, € R pozitif sabitleri ve xy € IC var olsun. Burada,

sup [Ty — Twyll = sup [|Tw — Ty + Toy — Tuy|

z,yell z,yekl

< sup ([|Ter = Too || + [Ty — Tao])

z,yeX

< sup ||Tyw — Ty || + sup [Ty — T |
z,yeX z,yeX



olur. Her iki tarafin ¢ — oo icin limiti alinirsa,

lim sup ||Tiz — Tyl < Jim 2Ce™ " =0
—o0

t—o0 z,yeX
elde edilir. Yani

lim sup | Ty — Ty = 0

t—o0 z,yek

olup T zayif ergodiktir. O

Aciklama 5.2.3. Yukaridaki teoreme gore eger T = (1;)1>0 Co-Markov yarigrubunun bazi
to € Ry icin Ty, operatirlerinden biri diizgiin asimtotik kararli ise T = (1})1>0 yarigrubu
da diizgiin asimtotik kararlidir.

Aciklama 5.2.4. Klasik diizenlemelerde bu agiklamanin sonlu boyutlu uzaylardaki benzer

cesitleri [33]’de kurulmugstur.

5.3 Pertiirbasyon Sinirlarn ve Diizgiin Asimtotik Kararhhk

C-yarigrubunun pertiirbasyon sinirlarin1 kurmak igin birkag yardimei teoreme ihtiyacimiz
vardir (bakiniz [23]).

Teorem 5.3.1. [23, Teorem 1.3 ve Sonu¢ 1.7] (A, D(A)), X Banach uzay: iizerinde T =
(T3)1>0 Co-yarigrubunun bir iireteci olsun. Ayrica bazi w € R, M > 1 ve hert > 0 igin,

T < Me™
saglansin. Eger B € L(X) ise D(C') := D(A) olacak sekilde C := A + B,
HStH < Me(w+M||Bll)t’ Vi >0

kosulunu saglayan bir S = (St)i>0 Co-yarigrubunu iiretir. Dahast bu yeni yarigrubun géste-
rimi (representation) asagidaki integral denklemi ile yapilir.
Hert > 0ve x € X icin,

t
Six =Tx + / T,_ BS,xds
0
dir.

Kamit. Oncelikle w = 0 ve M = 1 alalim. Daha sonra her A > 0 i¢in A € p(A) olsun.

Burada
A—C=XN—A—-B=(1-BR\A)\N-A) (5.3.1)

ayristirmasini yazmak miimkiindiir. A — A, 1-1 ve orten oldugundan A — C de 1-1 ve oOrten
olur. Yani A € p(C) olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

I — BR(\ A)
ifadesinin L(X)’de tersinir olmasidir. Eger durum bdyleyse

R(\.C) = RO\, A)Y(I — BR(\, A))™
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esitligi yazilabilir. Simdi ReA > || B]| olsun. O halde || BR(\, A)|| < IBl/rex < 1 (bakiniz
Generation Theorem) elde edilir. Boylece

R(), C) A)> (BR(), A)) (5.3.2)
n=0

ile birlikte A\ € p(C') olur. Her Re > || B|| igin,

1 1 B 1
ReA1 —IBll/rex — Re) — || B|

RN O)]| <

yazilabilir. Bu durumda C' iireteci,
t>0 icin [|S;| < elPl

kosulunu saglayan (S;);>o giiclii siirekli yarigrubunu iiretir.

w € Rve M > 1 genelligi i¢in 6ncelikle w = 0 i¢in sonug elde etmeliyiz. Ciinkii rescaled
yarigruplar bize orjinal ile rescaled nesneleri arasinda kolaylikla degisiklik yapilabileceginin
miimkiin oldugunu sdylemektedir. Diger yandan, X Banach uzayi iizerinde tanimli giiclii siirekli
yarigrup (7});>o sinirli ise X uzayinda tanimlanan norma denk bagka bir

|[|z|[] := sup | Tiz]|, =€ X
>0

normunun tanimlanabilecegini biliyoruz. Ayrica
]l < 2l < Ml|

esitsizlik bagintisint saglayan bu norm (7});>( yarigrubunu, daralma (contraction) yarigrubu
yapar. Buradan her z € X icin,

B[l < M|[B|||=]| < MI|B[[]|=]
yazilabilir. O halde ispatin ilk kism1 olan C' = A + B toplaminin,
1S < elllBllit < MIIBIII

esitsizligini saglayan (.S;);>o gliclii siirekli yarigrubunu iirettigi gosterilmis olur.
Boylece her ¢t > 0 igin,
I1Sezll < [1Sezlll < P ][] < MeMIEN ||

elde edilir, ki bu da w = 0 icin iddia edilendir. Simdi de teoremin ikinci kisminin saglandigim
gosterelim.
xz € D(A) alinsin ve
[0,t] 38— &(s) =T sSsx € X

diigiiniilsiin. D(A) = D(C) her iki yarigrup altinda da degismez (invariant) oldugu igin,

d

d—ﬁx(s) =T, ,CSsx — T, _JAS;x = T,_,BS,x

s

tiireviyle birlikte &, () siirekli tiirevlenebilirdir. Dolayisiyla buradan da,

Six — Tyx = &, (t) — &:.(0) = /Ot §m/(s)ds = /Ot T,_BS,xds

elde edilir. O halde D(A) kiimesinin yogun olusu ve operatdrlerin sinirliligi bu integralin
biitiin x € X elemanlar1 i¢in saglandigini1 gosterir. Boylece ispat tamamlanmuis olur. [
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Pertiirbasyon sinirlariyla alakali ilk sonug asagidaki teorem ile verilecektir. Verilen sonuglar
detayli olarak [22] makalesinde ispatlanmugtir.

Teorem 5.3.2. (X, X, K, f) uzayt OBSB ve X iizerinde sirasiyla A ve C iireteclerinin
irettigi S = (St)i>0 ile T = (1})i>0 Co-Markov yarigruplart olsun ve B := C — A simrly
kabul edilsin. Eger 6(1y,) < p olacak sekilde p € [0,1) ve ty € R var ise her x, z € K igin,

e < N ARABL Vi <ty

Tr — z t —plt/to t

OIS el — ol 4 (B pll e — toltu]) ) BV > to
(5.3.3)

dir.

Kanit. Teorem 5.3.1°ten her bir ¢ € R i¢in,
t
Six =Tx + / T,_ BS,xds (5.3.4)
0
yazilabilir. z, z € K olsun. Bu durumda
t
Tix — Siz =Toe —Tiz — / T,_.BS.zds
Ot
=Ti(r—z) — / T,_sBSszds
Ot
=T(x—2z2)— / T,BS,_szds
0

t
=T(x—2z2)— / TsBzds
0

elde edilir. Burada z, := S;_,z alinabilecegine dikkat edilmelidir. Boylece

t
| Tix — Siz|| = Tt(x—z)—/ TsBzds
0
t
< |ITz = 2)] + /TSstds
0
t
s\|ﬂ<x—z)||+/ IT, Bz ds (53.5)
0

elde edilir. 7; ile S; Cy-yarigruplarinin Markovlugundan ve Teorem 2.3.2-(iv)’den
ITsB(z)l < o(THIBI 5 [Tz = 2)|| < o(Th)||z — =]
yazilabilir. O halde (5.3.5)’den

t
nﬂx—&ﬂsaamm—duﬂww/aamu (5.3.6)
0

olur.
Teoremde gecen kosula gore,

(5.3.7)



¢ikariminda bulunulabilir. Dahast eer ¢ > t( ve [t/i,] bir tamsay1 ise §(7};) < 1 olur, ki bu
da 0(T;) < 6(Ty,)!") < pl'/ol oldugunu ima eder. Dolayistyla (5.3.7)’den, n = [t/i,] olmak
tlizere

¢ nto ¢
/ 5(T,)ds — / 5(T,)ds + / 5(T,)ds
0 0 nto
to 2tg ntg
:/ 5(T.)ds + §(Ts)ds+---+/ ds+/ 5(T
0 to (n— 1)750

<to(1+8(T) + -+ 6(Ty)" ") + (t — nto)d(Ty,)"

_ to1 = 0(T3)") n
= = 5(Tt0) + 5(7}0) (t — nto), Vit >ty (5.3.8)

bulunur. Boylece (5.3.6) ve bulunan bu son esitsizlik dikkate alindiginda her ¢ > ¢ i¢in,

t
[Tix = Sizll < 6@llo — =] + Bl [ 8(T)ds
0

< a(@he — =)+ 131 (=30 oz - o))

t/t t (1_p[t/t0] t/t
< el = o 1) (P2 = ol

olur. O halde sonug olarak,

o o < | 1221411, / vt < fo
r — z t t/to t
TS e — 2 4 B (U5 + e — toltl) ), V> g

elde edilir. L]

Sonug 5.3.3. Teorem 5.3.2’in kosullar: saglansin. O halde x,y € K icin,

sup || Tix — (5.3.9)
>0

olur. Ek olarak eger S, S, a diizgiin asimtotik kararli olarak yaklagiyorsa,

HTﬂCo - SZOH =

(5.3.10)

olur.

Kanit. (5.3.9) esitsizligi (5.3.3) esitsizliginin direk sonucudur. Soyle ki,
t to(1 = pltly
ITie = Sl < gl = o)+ (=220 gl = ) ) 121

esitsizliginin her iki tarafinin ¢ > 0 i¢in supremumu alinirsa,

sup || Ty — Spz|| < |
>0
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elde edilir. (5.3.10) esitsizliginin gosterimi icin ise (5.3.6) esitsizliginin ¢ — oo i¢in limiti
alinirsa,

t
ltlim | Tix — Siz|| < tlim (5(7})”37 —z|| + ||B||/ 5(T8)d5)
—00 —00 0
< Jim STl — =l + B [ 8(T)ds
—00 0

8| / 5(T)ds
olur. Yani -
1T — Saoll < 1B / 5(T.)ds

dir. Bulunan bu ifade, (5.3.8) esitsizligi yardimiyla yeniden yazilirsa,

ITo, — Sl < IBI / 5(T,)ds

o 1 (=TT

< to — t 0
< tim 1] (20 o)~ )
to

L—p

= [|1B]]

sonucuna varilir. Boylece istenilen gosterilmis olur. 0

Asagidaki teorem §(7},) agisindan pertiirbasyon sinirlar1 elde etmenin alternatif bir yolunu
verecektir.

Teorem 5.3.4. Teorem 5.3.2’in kosullar: saglansin. O halde her bir x, z € K igin,

t 1 — 8(T;, el

ITiw = Sezl] < 8(T)l(la— 21|+ sup |Ti— S+ 200y 5, ), teR,
0<t<to 1— 5(7—;50)

(5.3.11)

dir.
Kamnit. Egert < t;ise
| Tix — Siz|| = || Ty — Six + Sz — Siz||
= [|Tix — Sez|| + || Se(z — =)
< |72 = Sellll[l + [[Selll|z — =]l
= |72 = Sell + ||z — =]l
olup (5.3.11) esitsizligi saglanir. Eger ¢ > ¢ ise
Ttl’ — StZ = EO (ﬂ_tox) — Sto (St_tOZ)
= T (Ti-tgT — St—102) + (Tty — Sty)St—10%
yazilabilir. Bu durumda,
[Tix — Siz|| = (| Ty (Ti—to® — Si—t92) + (Ttg — Sto) St
S ||Tto(T;5—tow - St—toz)” + ”(T;fo - Sto)St—toZH
< HTt—tox - St—tozH(s(Tto) + HTto - Sto“

46



olur. Yukaridaki iliskiyi
1 Ti—to® = Seto@ls - | Tomtolt/e0]-1)T = Se—to (/o)1) 2]

i¢inde siirdiiriirsek,

HEI—&ﬂS5UMM“OM—AH-wpWB—&Q
0<t<to
+ ((5(Tto)[t/to}—1 + 5(Tt0)[t/tu]—2 4+t 1) HTto _ StoH
1 - 6(7}0)[1&/“)}

— [t/t0] _ _
5(1i) ) (Jlo = 21+ s [T 1) + -2

<t<to

||T;50 - Sto ||

sonucuna ulagilir. O

Teorem 5.3.5. Eger bazi ty € R, icin §(T},) < lise ||Sy, — Ty, || < 1 — 6(T,) kosulunu
saglayan her S = (St)i>0 Co-Markov yarigrubu diizgiin asimtotik kararlidir ve

HSto — Tto H

To — 20|l < (5.3.12)
o= 2ol < =50 =18, — Tl
olacak sekilde bir tek zy € IC sabit noktast vardir.
Kanit. Herhangi z € N alinsin. Bu durumda,
”StoxH = ||Stox - T;foI + TtoxH
< [IStr = Tyl + (| Too |
< 1St = Tio Il + [[2[|6(T%,)
= [|z[| (1 Sty — T | + 6(T0))
< pllz|l (5.3.13)

elde edilir. Burada p = [|.Sy, — T3, || + 0(T3,) < 1 dir. Boylece her n € N igin (5.3.13)’den,
1Skl < p"[l]

elde edilir. Dolayisiyla (I — Sy, )~!, A kiimesi iizerinde sinirlidir. Agikga goriilmektedir ki,
2y € K elemaniyla birlikte Sy, z9 = 2 denklemi

(I — Sy, ) (20 — x0) = —(I — Sy, )0
denklemine denktir. (I — S;,)zo € N oldugu i¢in son denklemin tek bir
20 =20 — (I — S;) (I — Si,)x0)
¢Ozlimii vardir. Dahas1 6zdeslikten,
20 — xg = Ty (20 — o) + (Sty — Tiy) (20 — o) + (Sty — Tty ) %o
ve

|20 — @ol| = [|T4 (20 — @0) + (St — T1y) (20 — @0) + (Sto — Tty )o|
< T3y (20 — wo) | + |5t — Tt (20 — o) || + || (Stg — Ty 2o
< 6(Ty)llz0 — @oll + [ty — T [l 20 — ol| + [[(Sty — T ) ol
= (0(Tiy) + ISty = Tio 1) [[20 — zoll + [1Stg — Tis |
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elde edilir. Son esitsizlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa,

”Sto _ Tto”
I 6(Tto) - ||St0 - irto”

|20 — 20| <

(5.3.12) esitsizligine karsilik gelen bu sonuca ulasilir.

Herbir t € R, igin Sy, (Siz0) = Si(Si,20) = Sizo olur. Sy, igin 2y elemannin tekliginden
dolay1 S;zp = zp elde edilir. Simdi varsayalim ki, S yarigrubunun bir diger sabit noktasi
Zo € K dir. O halde S;,2) = 7y yazilabilir. Buradan S;zy = 2, ve dolayisiyla zy = z; elde
edilir. Bu durumda S yarigrubunun bir tek sabit noktaya sahip oldugu gosterilmis olur. Ayrica
d(St,) < 1 oldugu i¢in Teorem 5.2.2°den dolay1 S diizgiin asimtotik kararlidir. Boylece ispat
tamamlanmig olur. [

Yukaridaki teorem, verilen diizgiin asimtotik kararli bir yarigrup (7}) icin belli bir ¢, za-
maninda 73, ile Sy, operatorleri birbirine ¢ok yakin olacak sekilde bir (.S;) Markov yarigrubu
bulunabiliyor ise (.S;) yarigrubunun genellikle diizgiin asimtotik kararl oldugunu soyler.
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6 Co—MARKOV YARIGRUPLARININ CESARO ORTA-
LAMASI

6.1 Diizgiin Ortalama Ergodiklik ve Dobrushin Katsayisi

Bu boliimde Teorem 5.2.2°in benzeri, diizgiin ortalama ergodik Markov operatorleri icin
kurulacak ve onun uygulamalarini saglayacak teoremler verilecektir. Burada [22] makalesi
ele alinmig ve sonuglar1 bu boliimde incelenmistir.

(X, X, K, f) uzay1 OBSB olsun. i sembolii ile K’ya ait tek bir sabit noktaya sahip olan X
tizerinde tanimlanan biitiin 7 = (7}),>¢ Co-Markov operatorlerinin kiimesi gosterilecektir.

Aciklama 6.1.1. 7 = (T}):>0 Co-Markov yarigrubu olsun. Eger bazi ty > 0 igin T;, ope-
ratorii ozdegeri 1 olan tek bir xy € K dzvektoriine sahipse T € M dir. Aslinda

Tixy = TtTtOOCO = Tt+t09€o = TtoTtﬁCo

esitliklerinden dolay: yani Ty, icin ozvektoriin tekligi ve T}, ’nin Markovliugundan hert € R
icin Tyxy = xo olur.

T Cy—yarigrubunun Cesaro ortalamasi

1 t
Atm:;/o Tuds, tcR,

seklinde tanimlanmaktadir. Bu tanimdaki integral, giiclii operator topolojisine gore verilmek-
tedir.

Tamm 6.1.2. X iizerinde tanimh 7 = (7});>0 Cp-Markov yarigrubuna eger

(i)
lim HTt - TﬂCoH =0
t—o0

olacak sekilde bir o € X varsa diizgiin asimtotik kararli (Tanim 5.2.1-(1))

(ii)
lim [|4,(T) — Tyl = 0
olacak sekilde bir zy € X varsa diizgiin ortalama ergodik
(iii)
lim sup [Tz — Tyl =0
t—o00 z,yek
saglaniyorsa zayif ergodik (Tanim 5.2.1-(i1))
(iv)

lim sup ||A«(T)z — A(T)y|| =0

t—o00 z,yeK

saglamyorsa zayif ortalama ergodik denir.

Aciklama 6.1.3. Diizgiin asimtotik kararli olan bir Cy-Markov yarigrubu diizgiin ortalama
ergodikte olur. Ayrica eger T diizgiin ortalama ergodik ise T, ifadesine karsilik gelen x,
elemant T yarigrubunun sabit noktasidir. Soyle ki, her t € R icin T,T,, = T,, esitliginden
Tixy = z¢ dir. Burada asil onemli olan nokta her diizgiin ortalama ergodik Markov ope-
ratorlerinin tek bir sabit noktaya sahip olmasidir.
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Teorem 6.1.4. (X, X, K, f) uzayt OBSB ve T € M olacak sekilde T = (1})i>0 Co-Markov
yarigrubu olsun. O halde asagidaki onermeler birbirine denktir:

(i) T zayif ortalama ergodiktir.
(ii) 6(As (T)) < polacak sekilde p € [0,1) ve ty € Ry vardr.
(iii) 7T diizgiin ortalama ergodiktir.

Kant.
(i) = (17) T € Y oldugundan A,(T) operatorii de bir Markov operatériidiir. Boylece Mar-
kov operatorii 6zelliginden

S(AUT)) = = sup [ AT )u — A(T)o]

2 u, e

esitligini yazmak miimkiindiir. Buradan norm ve supremum tanimi geregince §(A4;(7)) > 0
olur. Diger yandan 7, zayif ortalama ergodik oldugundan

1
lim = sup ||A(T)u— A(T)v|| =0

=00 4y vek

olup
lim §(4,(T)) = 0

yazilabilir.

O halde her p i¢in en az bir tane to vardir, dyle ki her t > to i¢in 0 < 0(A(T)) < p
olur. Sonug olarak, lim;_,~, (A:(7T)) = 0 oldugundan p € [0, 1) bulunur. Boylece istenilen
gosterilmis olur.

(i1) = (ii1) 0(As, (T)) < p olacak sekilde to € R, ve p € [0, 1) oldugunu varsayalim.

T;, X iizerinde Markov operatorii oldugu i¢in,

~+

~+

T (I = T,)du

t
/ T, Tsdu
0
t+s
/ T, du
’ t+s
/ T,du
t

1 t+s
[Tuldu+; [ [Tl
t

du —

~+

»

S s Y s N R s
S— S— — —
~
IS

!
QU
N
|
S Tl B N

=
U
<
+

V2]
o\m

H_|[\'J &~ | =

50



elde edilir. Boylece her bir s € R i¢in,

IMNUU—AJUM—‘

A(T) (i / - Tu)du>

H (I —T,)du

HAt( ) = T,,)||du

/ 2

wlm

olur. Buradan,

(AT — A(T))) < |A(T(T — AT < § 6.1.1)
yazilabilir. Teorem 2.3.2-(ii)’den

[0(AH(T) Aso(T)) = 6(A(T))] < 6(A(T) = Ao (T)))

esitsizligini yazmak miimkiindiir. Dolayisiyla

S(A(T)I = A (T))) = 6(AT)) = 6(A(T)Ar (T))
> 0(Al(T)) — 6(Au(T))d(A, (T))
> (1= p)o(A(T)) (6.1.2)
olur. O halde (6.1.1) ve (6.1.2)’den
AT < s

elde edilir. Boylece lim,,_,o, d(A¢(7)) = 0 olur. Simdi (A;(7)) nin Cauchy oldugunu goste-
relim.

1 t+s 1 t
Apps —A = Tydu— - | T,d
40esT) = 2D = | 5 [ T ¢ [ i

1 t+s 1 t+s 1 t+s 1 t

= / Tudu——/ Tudu—l——/ Tudu——/ T,du
t+sJ, t /), t ), t /s

1 1 t+s 1 t+s t

— —’ / T.du|| + - / T, du — / T, du
0 13 0 0

1 t+s

/ T,du

t

IN

t+s ¢

S

— ¢ s
R

t — oo iken 2 — 0 olur. Boylece (A4,(7T)) bir Cauchy a1 olur. O halde A,(7") — P (norm)
yani || Ax( ) PJ| — 0 olacak sekilde bir P vardr.
I(A(T)) = 0ve |0(A(T)) — 6(P)| < ||A(T) — P|| — 0 oldugundan dolay1 §(P) = 0
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elde edilir. Boylece P = T, olacak sekilde bir zy € X vardir yani (7;) diizgiin ortalama
ergodiktir. Bu durumda ispat tamamlanmisg olur.

(i4i) = (i) Burada

1

1
= sup [|[A(T)x — ATyl < 5 sup ||A(T)z — A(T)y + Tyyr — Tyow + Tyyy — TyoyH
2 z,yel 2 z,yeX

1
< 5 sup ([A(T)a = Ty || + [ Tyez — Tyoy|
z,yek

+ 1Ty — Ad(T)yll)
1
< 5(sup [[A(T)z = Tyoz|| + sup [[Tyex — Tyyll
z,ye z,yeX

+ sup [[Tyoy — A(T)yl)

z,yeX

esitsizligi dikkate alinirsa,

1 .1
lim > sup [|[A(T)z — A(T)yll < lim S(sup [A(T)a = Tyyz|| + sup [|Tyz — Tyyll

=00 2 2 yek =0 4 gyek z,yek
+ sup [[Tyy — A(T)yll)
z,yeX
1, .
< o (lim sup [[A(T)z = Tyex| + lim sup [T,z —Tyyyl|
2 =0 g yek ® z,yek
+ fm sup. 1Ty — Ad(T)yll)

elde edilir. Diger yandan her bir yy € X icin Ty, x = f(z)yo ve z,y € Kigin f(z) = f(y) =
1 bilgileri yardimuyla,

1Ty — Tyoyll = [1f(@)y0 — f(@)yoll = llyo — yoll =0

bulunur. Yukarida elde edilen ifadeler ve 7 yarigrubunun diizgiin ortalama ergodikligi saye-
sinde,

i sup [A(T)e ~ ATyl < Jim sup [ AT — Ty + Jim sup [T~ Tyl
=00 4 yekk t—00 gz yekl Oz yek
+ lim sup [[T,,y — A(T)yl| = 0
00 3 yek

sonucuna ulasilir. Boylece diizgiin ortalama ergodik olan 7 yarigrubunun zayif ortalama
ergodik oldugu gosterilmis olur. [

Sonug 6.1.5. (X, X, K, f) uzayt OBSB ve xq € K noktastyla birlikte T' € 3\ olacak gekilde
T = (1})1>0 Co-Markov yarigrubu olsun. Eger §( Ay, (T)) < p kosulunu saglayan p € [0, 1)

ve tg € R, var ise
2ty

t(1—p)

sup | 4(T)a — wo|) <
e

dir.
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Kanit. Bir onceki teoremin ispatindan faydalanilirsa,

sup | 4(T)w = zol| = sup [|A(T)z = AT)y + AlT)y — o
e

z,yeX

< sup ([[A(T)z = ATyl + [ A(T)y = o)
x,ye

< sup [|[A(T)z — A(T)yll + sup [[A(T)y — o
z,yeX z,yek

= sup [|A(T)z — A(T)yll + sup [|A(T)y — Topyl
z,yeX z,yell

< 26(A(T))

2ty
<
~t(1—-p)
sonucuna ulagilir. O halde istenilen gosterilmis olur. [

6.2 Pertiirbasyon Sinirlan

Bu alt bolimde Cy-Markov yarigruplarinin Cesaro ortalamalarinin pertiirbasyon sinirlari,
Dobrushin katsayisina bagh olarak incelenecektir. Burada [22] makalesinin sonuglar1 ve is-
patlar1 derinlemesine verilmistir .

Teorem 6.2.1. (X, X\, K, f) uzayt OBSBve T = (1}):>0, X iizerinde Cy-Markov yarigrubu
olsun. Eger 6(1y,) < p olacak sekilde p € [0, 1) ve ty € N var ise her x € K icin,

— §(T, )l \
||At<T>x_xo||s(“’(175(15_(?(0% : )i o, ol ]>||x—xo||

dir.

Kanit. Teoremin kosulu dikkate alindiginda yarigrup diizgiin asimtotik kararlidir yani her-
hangi x € K i¢in t — oo iken Tyz — x( olur. Boylece

ATz — 20|| = H (% /Ot Tsds) S

1 t
< —/ |xo — Tsx||ds
13 0
1 t
= — ||TSZI}'0 — TSIHdS
t 0

1 t
?/ |xo — z||6(T5)ds
0
B ¢
EE o
13 0

elde edilir. (5.3.8) esitsizligi yukaridaki ifade de yerine konulursa,

IA

x — ol ((to(1 = 8(T;,)! el "
(7)o — a0l < 15200 (WO 0CIEE sl )

istenilen esitsizlik elde edilmis olur. [
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Teorem 6.2.2. (X, X, K, f) uzayt OBSB ve X iizerinde sirasiyla A ve C iireteclerinin
irettigi S = (Sy)i>0 ile T = (1})i>0 Co-Markov yarigruplart olsun ve B := C — A simirly
kabul edilsin. O halde her x, z € K icin,

_ [t/t0]—1 v
4,70 - ag)2) < (T 2ADIED i) (181 + 121

dir.

Kanit. (5.3.6) esitsizliinden,

1 t
|A:(T)x — A(S)z|| < ;/ | Tz — Syuz||du
0

< M/Oté(ﬂ)ds + @/Ot </085(Tu)du) ds

. t ¢
SMTﬂ/meﬂkamwt
0 0

_ (M + HBH) /Otd(Tu)du

elde edilir. Son ifade i¢in de (5.3.8) esitsizligine bagvurulursa,

to(1 = 6(T, )[/tl-1 , —
HAt(T)x_At(S)ZH < 0( _( to) ) +5(E0)[/t0](t_t0[t/t0]) HBH + || ”
1 5(Tto) t
sonucuna ulagilir. O halde istenilen gosterilmis olur. n

Simdi de A;(7) i¢in Teorem 5.3.5’un benzer bir yapisini olugturalim.

Teorem 6.2.3. (X, X, K, f) uzayt OBSB ve z( € K sabit noktastyla birlikte T' €  olacak
sekilde T = (T});>0 bir Co-Markov yarigrubu olsun. Eger bazi to > 0 icin §(A,) < 1
ise || Az (S) — Ay (T)|| < 1 = 0(A4,(T)) kosulunu saglayan her S = (S)i>0 Co-Markov

yarigrubu diizgiin ortalama ergodiktir ve

141 (S) = As (T

5 (T)) — [A(S) — A (T (©21

|z — 20| < -

olacak sekilde bir tek zy € IC sabit noktast vardir.

Kanit. Teoremin ispati i¢in 6ncelikle N kiimesi iizerinde (1 — A;,(S)) ™! operatériiniin simirh
oldugu gosterilmelidir (bakiniz (2.3.1)).
Herhangi z € N igin,

[As (S)zl| = [[Asg (S)z = Aso (T + Aso (T)|
< A (S)x = Ay (T + [| A (T) |
< (A (8) = Aw (T) [l + 0( A, (T) [

= | [[A1(S) = A (T)]| + (A4 (T)) | ll]l

-~

p

= pll=| (6.2.2)
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Boylece (6.2.2)’den her n € Nigin || (A4, (S))"z|| < p"||z|| elde edilir. Dolayisiyla ) (A (S))"x
serisi yakinsaktir. Ayrica

(1= Ay(8) = A (8)a

esitligini yazmak miimkiindiir. Bu durumda her z € N igin,

I(Z = A (8)) '] = | > Au(S)"z

< 3 (A (8))]

olur. Bunun anlamu ise (I — A;,(S))~! operatdriiniin N iizerinde smirli oldugudur. 2y € K
elemaniyla birlikte A;,(S)zy = 2o esitligi

(I = Ay (8))(20 = w0) = =(I = Ay (S)) g
esitligine denktir. (I — A;,(S))zo € N oldugu i¢in son denklemin tek bir
20 = w9 — (I = A4, (8)) 7 (1 = A, (S))o)

¢Oziimii vardir.
Ozde§likten,

20 — w0 = Ay (T)(20 — @0) + (Ai () — A (T)) (20 — o) + (As(S) — Ay (T))wo
olur. zg — zg € N oldugu goz niine alinirsa,

|20 — 2ol = [| At (T) (20 — w0) + (At (S) — Aty (T)) (20 — w0) + (At (S) — At (T)) 20|
< [ At (T) (20 — o) || + [[(Aty (S) — At (T)) (20 — 20|
+ [[(Ak (S8) = Ago (T)) 20|
< (A (T))[[20 = ol + [ A1y (S) — Aso (T)][ 1120 — 2ol + [[ Aty (S) — Aso (Tl
= (0(As(T)) + 14 (S) = Aty (THI) |20 — zoll + [[ Aty (S) — Ago (T (6.2.3)
bulunur. Bu esitsizlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa, (6.2.1) elde edilmis olur.
Ay (8)(Siz0) = Si(Ayy (S)z0) = Sizo esitliklerinden ve Ay, (S) igin 2o elemaninin tekliginden
hert € R, icin S;zp = z( ¢ikarimi yapilabilir. Yani bu da S € 4 oldugu anlamina gelir. Da-
has1 (6.2.2)’den 6(A;,(S)) < 1 sonucuna vartlir. Dolayisiyla Teorem 6.1.4’den S diizgiin

ortalama ergodiktir. O halde z;, S yarigrubunun tek bir sabit noktasi olur (bakiniz A¢iklama
6.1.3). Boylece ispat tamamlanmais olur. [

Sonug 6.1.5 ve Teorem 6.2.3’den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.2.4. Teorem 6.2.3’iin kosullart saglansin. Her bir x, z € K icin,
2t0 2tO
sup || Ay (T)x — Ay (S)z]] < +
S AT = Al = =50, (7)) T~ (AT — 40 (S) — A (TI])
HAto (8) B Ato (7-)H
0(Asy) = [[At(S) = Aeo (T

+1—
dir.
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Kanit. Teorem 2.3.2-(ii)’den,

10(A1(S)) = 6(Aey (T))] < 6(Ay (S) = Ay (T))
< ||At0(8> - Ato(T)H

esitsizligi yazilabilir. Dolayisiyla buradan da
—[[ 45 (S) = A (T) I < (A1 (S)) = 6(Aro(T)) < |41 (S) — Aro (T
olur. Yukaridaki ifadenin ikinci esitsizli§ine bakilirsa,
(A (8)) < 0(Ay, (T)) + 141, (S) = Ao (T

yazilabilir.
O halde elde edilen son esitsizlik Sonug 6.1.5 ve Teorem 6.2.3’ten,

[ A4 (T) = Ao (S) = w0 + w0 — 20 + 20l < [[Aeo(T) = ol + llzo = 20[[ + [| A4 (S) = 20
olur. Esitsizligin her iki tarafinin supremumu alinirsa,

sup [ Ay, (T)z = Asy (8)z]] < sup ([| A (T)z — zoll + [0 — 20ll + [[ A4, (S)z = 20[)

z,2€K z,2€K

< sup [|Ag (T — zoll + [lz0 — 20]l + sup [[A4(S)z — =]

z,2eK z,z€K

< 2to N [ At (S) — A (T)]]
N t(l - 5(At0)) 1- 5(Ato(T)) - ||Ato(8) - Ato (T>||
2t
(1 = 0(Ae (T)) = [ A4 (S) — A (T

+

sonucuna ulagilir. Boylece istenilen gosterilmis olur. [
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7 LR-AGLARININ ERGODIKLIGI

7.1 Tammlar ve Ornekler

Tanmm 7.1.1. X Banach uzayr olmak iizere L(X ), X uzayindaki biitiin sinirl lineer ope-
ratorlerin cebiri ve [ = I, ise X uzaymin birim operatorii olsun. A = (A, <) yonlendirilmig
kiimesi tarafindan indislenen © = (7)) ea C L(X) ailesine operator agi denir. Eger her
A € Aigin Thx = v ise z € X vektoriine de © aginin sabit noktas: denir.

Fix(©) ifadesi ile © aginin biitiin sabit vektorlerinin kiimesi gosterilecektir. Fix(©) kiimesi-
nin X uzayimnin kapali bir alt uzay1 oldugu aciktir. Verilecek olan bir sonraki kavram UM-
sequence olarak [32] H.P.Lotz tarafindan tanitilmistir. Bu kavramin rasgele aglara genellesti-
rilmesi ise M-aglar1 tanimini kullanan F. Rabiger [42] tarafindan yapilmistir. Fakat biz burada
[12] makalesini temel alarak Lotz-Rabiger aglar1 ismini kullanacagiz.

Tanim 7.1.2. Eger asagidaki kosullar saglanirsa © = (7)) e agina Lotz-Rabiger (LR) agi
denir.

(i) © diizgiin sinurhdir, sup, ¢y || 73] < +oo
(i) Her 4 € A ve her z € X igin,

Jin [|T5(T, — D] =0

(iii) Her p € A ve her x € X igin,

Jim [|(7,, = )Tz = 0

Ayrica eger diizgiin operator topolojisinde limit kosullar1 saglaniyorsa, operator agina diizgiin
LR-agi veya ULR-ag: denir.

Verilen © = (T))aea LR-ag1 icin Ay ¢ A olacak sekilde A = A U {\o} kiimesi goz 6niine
alindiginda kismi siralama her A € A igin A\g < A bagintis1 yardimiyla genisletilebilir.

T\, = I, alinsin. o= (T)) \eA a81 agikga birim operatorii igeren bir LR-agdur.

Boylece her LR-ag1 genellikle bir birim operator bulundurabilir. Ayrica burada suna dikkat
edilmelidir ki, her LR-aginin egleniginin (adjoint) de LR-ag1 olmasi gerekmez.

Simdi LR-aglar1 i¢in birka¢ 6rnek verelim.

Ornek 7.1.3. [12] X ve Y normlu vektor uzaylar olmak iizere T : X — Y suurlt ope-
ratorii |T|| < 1 kosulunu saglasin. Bu operatire ozel olarak daralma (contraction) ope-
ratorii denir. Bu durumda

n—1
1
An(T) = — > Tt
k=0

olarak tammli { A,,(T)}S2, dizisi bir LR-dizisidir. Sdyle ki,
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(i)

1

1A = |- +T+T*+---+T" 1)

3

|I+T+T?+---+T)

P33 I—3IIR3I-
—~~

<= (N + N7+ N3 + -+ 1T7H)
< = (I + 1T+ I\T|17 + -+ 1T
< —-n

cosup ||[An(T)]] <1 olup {A(T) Y22, diizgiin sumrhdur.

neN

(ii) Adim(I): Oncelikle,

n—1
, 1 A
An(T)I =Tz = (— Tk’> (I-T)z
Cy—
1 v
=—(I+T+-+T"HI-T)x
n
1 . . ,
=— I+ +T =T =T — . T g
n
1 . ,
:_([_|_..._|_T1*1_Tn_“__Tn+zfl)x
n
1 . A
= (A T = T — e — T )
n
olur. Buradan,
4 1 , ,
An(T)(I — Tz)x = —(3; 44 Tlflx —Tly — ... — TnJrzflx)
n

elde edilir. Esitligin her iki tarafinin once normu daha sonra da n icin limiti alinirsa,
, 1
lim ||A,(T)(I = T"z| < lim —||z||2i =0
n—oo n—oo N,

bulunur. Sonug olarak, '
lim ||A(T)(I —T"z|]| =0
n—oo

olur.
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Adim (Il): Adim (1) den faydalanilirsa her m € N ve her x € X icin,

lim {| A, (T)(I = A (T))x|

n—oo

elde edilir.

. 1 m—1
< lim — > AT -

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

0

(-5 Er)-
(500n)
AT) (=D (=T )=

1 m—1

Y[ —T"x

=0

Bu durumda LR-dizisi olmanin ikinci kosulu da saglanmus olur.
(iii) Bir onceki sikta takip edilen yol burada da izlenirse,

lim |[(I — A (T))A.(T)x|| =0

n—oo

elde edilir.

Ornek 7.1.4. [12] T € L(X) olmak iizere n="T™ — 0 (giiclii) kosulu saglanacak sekilde
Ay (T) =1 S 0y T* Cestro ortalamasimn diizgiin suurl dizisi { A, (T)}22, bir LR-dizisidir.

Soyle ki,
(i)

[ An ()|

dir. Buradan,

sup [| A, (T)z|| <
neN

n—1

S

k=1
1 n—1
E||(]+T+---+T )|
1 o
~ (=l + 1Tl + -+ 17" ]
1 .
= (lell + 1T + - + 1 T]")
1 (Nl = 1T f]"
n\ 1—|Tz|

el [N Tf]"

1—||Tz|| \ n n

neN 1_

1 =l 7= _
| Tx|| n n -t

olur. Her v € X igin sup,cy ||An(T)z|| < K, saglandigindan Diizgiin Stmirlilik Ilkesi
geregince, sup,y ||A.(T)|| < K < oo yazlabilir. Boylece {A,(T)}5°, dizisi diizgiin
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strlidrr,
(it) Her m € N ve her x € X icin,

n—o0 n—0o0

n—1 m—1
lim ||A,(T)(An,(T) — x| = lim 1 > T* (i > T - 1) T
n m
k=0 k=0

= lim %(I+T+--~+T"‘1)

n—o0

1
(—(I+T—|—---—|—Tm_1)—l>x
m

< lim l||I+T+~~+T”*1H

n—oo 1,

m

1
’(—(I+T+---+Tm_1)—l)x
1
< lim = n—1
< lim = (] + 1T+ -+ (17771)

H(%(I+T+~~+T’”‘1)—I)x

1
< lim = n—1
< T — (| 4+ 1) + -+ 7))

H(%(HT+---+TW—1) —I) x
<0
s i ([ A (T) (A (T) = D] = 0

(iii) Bir onceki sikta takip edilen yol burada da izlenirse,
lim || (A (T) = 1) Ap(T)z| = 0

elde edilir.

Ornek 7.1.5. [12] T = (T})¢>0, X Banach uzayt iizerinde bir yarigrup olsun. Eger bu
yarigrup diizgiin stmirli ise A,(T) Cesaro ortalamast bir LR-agt olur. Soyle ki, © € X igin,
1 t
JATII = el = | [ Tull = Toyads
0

1 t t

== (/ T,xds —/ TsTuxds>
t \Jo 0
1 t 1 u+t

= —/ Tsxds——/ T.xds
13 0 t u
1 u 1 u+t

= —/ T.xds — ;/ T.xds

t 0 t
1 u 1 u+t
-/ ||Tsm||ds—|——/ | To|ds
t 0 t t
1 1

< -M -M
=7 u+t U

2
= -Mu
t

IN
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elde edilir. Buradan t — oc iken limy_,o ||A;(T)(I — T,)z|| = 0 olur. Bu durumda her t' ve
her x € X igin,

JA(T) (A (T) = Dall = || 4:(T) (1 | B | xdu)

’

1 t
< [ 1A, - Dl
0

bulunur. O halde
lim [|A(T)(Ay — Dzl =0

t—o00

elde edilir.

Benzer sekilde
tlim [(Ay — 1)Az|| =0
—00

sonucuna ulagilabilir. Boylece T = (1})>0 yarigrubunun diizgiin sinirli oldugu durumlarda
Cesaro ortalamasinin LR-agt oldugu goriiliir.

Ornek 7.1.6. [12] A C C yonlendirilmis bir kiime ve (Rx)xea € L(X), her \, n € A igin,
Ry — R, = (& — ARy o R, Hilbert izdesligini saglayan pseudoresolvent olsun. Ayrica
(AR») ag da diizgiin suurly olsun. Bu durumda,

(@)eger limy_,oo A = a € Cise ((A — a)R\), ., bir LR-agidir.

(b)eger lim)_, ., |A\| = oo ise (I — ARy)xea bir LR-agidur:

Soyle ki,

(a)

(i) supycp (A — @) Ry < 400 (Kabiilden)

(ii) T\ = (A — a) Ry olarak alimirsa her i € A ve her x € X igin,

ITA(I = Tzl = [[(A = a) Ra(I = (1 — a) Ry)z|
= [[(A = a)Rxz — (A — a)(p — a) Bx Ry

H)\ )Rt — (A — a) (i — a)(u> H

Joaeen (B

T [|[T(7 = T, =0

vazilabilir. Buradan,
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olur.

. i [A= =N~ 0 =) —a)
— <
A U= Tl = iy p= e
L (A—a)
Ty e Ve
v =a)?
R T
A~
<1 R
< Jim Tl ]
A —af? _—
< lim K||z||  ((ARx)xea diizgiin sinurl)
Ao | — Al

w i Ty (T = Ta] =0
(iii) Bir onceki sikta takip edilen yol burada da izlenirse,

Jin (7~ )T = 0

elde edilir.
(b)
(i)

sup [[I — AR,|| < sup ||1]| + sup [[AR,]]
AeA A€ A€
<I+K=M ((ARy)) ren diizgiin stmirl)
cosup || — ARy || < 400
AeA
(ii) Her 1 € A ve her x € X icin,

I(F = AR = (I = pRy))xl| = [(1 = ARy pRy x|
= |pRyw — ApRy Ry |

Ry —R
R)\JI—RZ‘
= [|uRux — A M_)\”
— ||uRuz — Rart+ M R
= || 1% ,LL—)\ A M_/\ 1%
2
o= pA + pA Ap
= R,z — R
=\ T IA
2
< | LB +H t Ry
vazilabilir. Buradan,
2
: Iz _
/\IEEOHIU’—)\RNI =0




olur.

. . AL
— <
Jim [[(7 = AR ) pRyx| < )\h_{EOHHJ_)\RAx
o u
<
< lim Y AR\

=0
s odim |[(I = AR))pR,z|| =0
A—00
(iii) Bir onceki sikta takip edilen yol burada da izlenirse,
Jim [|(7 = T,)Taa]| = 0

elde edilir.

Ornek 7.1.7. [12, 29] X reel veya kompleks vektor uzay: olsun. X iizerindeki siirekli lineer
operatorlerin bir semigrubu olan X, eger asagidaki kosullart sagliyorsa sag T—ergodik ag
({Ax : X € A}) olarak adlandirilir. T siirekli lineer operatirleri gostermek iizere A\ yonlen-
dirilmig bir kiime olsun.

(Ey) X’deki her bir Ay bir lineer operator,

(Ey) Her bir x € X ve VA igcin Ayx € co%z,

(Es) Ayx diizgiin sumrli,

(Eyr) Herx € X veT € Tiginlimy(AyTz — Ayx) =0
Eger (Eyr) yerine,

(Eyl) Herx € X veT € T icin limy(TA\Tz — Ayz) =0

saglaniyorsa ‘T, sol-ergodik ag olarak adlandirilir.
Ayrica eger X, hem sag hem de sol X-ergodik ise kisaca %-ergodik olarak adlandirilir. Yu-
karidaki ozellikler dikkate alindiginda T-ergodik aginin bir LR-ag1 oldugu acik¢a goriiliir.

LR-netlerine daha fazla 6rnek operator semigruplar lizerine yapilan ¢alismalarda goriilebi-
lir. Ayrica daha fazla LR-ag1 6rnegi i¢in [10, 12, 13, 16, 29, 32, 42] referanslarindan fayda-
lanilabilir.

7.2 Giiclii Yakinsaklik Karakterizasyonu

Tanmim 7.2.1. X Banach uzay1 ve © = (7)) ca LR-ag1 olsun. Eger her = € X i¢in en az bir
tane y € X vardir, dyle ki limy . ||7hz — y|| = 0 oluyorsa © ag giiclii yakinsaktir denir.

Bu tanim bazi kaynaklarda “her z € X i¢in norm-limit ||-||-limy_,,, Thz var ise © gii¢lii yakin-
saktir” seklinde de gOsterilmektedir.

Asagidaki teorem ispatsiz ilk olarak [42] makalesinde ifade edilmistir.

Teorem 7.2.2. [12] © = (T))xen, X Banach uzayt iizerinde bir Lotz-Ribiger agi olsun.
Asagidaki kosullar birbirine denktir:
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(i) O giiclii yakinsaktir.

(ii) Her x € X icin (T)x)xea agt zayf bir yigilma noktasina sahiptir.

(iii) X = Fix(©) @ span{J,.,(I — T»)X.

(iv) Fix(©) uzay: Fix(0*) = {y € X* : Tyy = y,Y\ € A} uzayw ayinr.

Eger bu kogullardan herhangi biri saglantyorsa (1)) agimn giiclii limiti,
Fix(©) ={zr e X : Thaw =z,VA € A}

sabit uzayt tizerine bir izdiigtimdiir.

Kanit.

(1) = (i)

© ag1 giiclii yakinsak oldugundan dolay1 her z i¢in limy_, ., Thz = Px olacak sekilde bir
Pz € {T\x}xea vardir. Ayrica © giiglii yakinsak oldugundan dolay1 © ag1 zayif yakinsaktir
da denilebilir. Dolayisiyla her f € X icin,

lim f(Thz) = f(Px)
A—00
oldugundan

w— lim Thz = Pz
A—00

olur. Dolayisiyla Px, {T\x},ca aginin zayif bir yigilma noktasidir denir.

(ii) = (i)

r € X olmak iizere y, (T)x) e aginin zayif yigilma noktasi olsun. Mazur Teoremi’nden
(zayif y181lma noktasi, agin elemanlarinin konveks kombinasyonlarinin olusturdugu kiime-
nin igindedir.) y € co(T)x) olur. Herhangi bir u € A ve ¢ > 0 igin y zayif limit noktasi
oldugundan

|<Tuy7h>_<y7h>|§§
yazilabilir. Ayrica (7)) LR-ag1 oldugundan
| < Ty, h>—<T,Tex,h> | g%
| < T, Tex,h > — < Tew, h > | gg
|<T§x,h>—<y,h>|§§

esitsizlikleri vardir. Buradan her h € X' ve her i € A igin,
| <Tyy,h>—<yh>|<e
elde edildiginden y € Fix(©) sdylenebilir.
Simdi (T\x)xea aginin y noktasinda norm yakinsak oldugunu gosterelim. Yine Mazur Teo-

remi’nden bir tane S € co(T)) operatdrii bulunur dyle ki

ly —Sz| <e
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kosulu saglanir. LR-aginin 6zelliginden limy_, o || 75(S — I)z|| = 0 ve boylece

ly = Daall < [ly = ThSz|| + [ TaSz — The|
S ||T)\y - T)\SZEH + ||T>\SZL‘ - T/\:EH
< 1 Tilllly = Szl + 17X (S = I)x|]
< Me+e< g
elde edilir.
Herhangi x € X alinsin. (7))xen, LR-ag1 ve bu ag zayif bir yigilma noktasina sahip oldugu
icin her ;1 € A igin,

T,(Px) — Px= (T, — 1) lim Thz = lim (T, — I)Thx =0 (7.2.1)

A—00 A—00

yazilabilir. Boylece Pz € Fix(©) ve P?x = Pz olur. Bu durumda herhangi z i¢in P, Fix(©)
tizerinde siirekli bir izdiigiimdiir denir. O halde

X =kerP @ ranP  (ranP = P(X))
= kerP & Fix(O)

yazilabilir. Dolayisiyla,

X =Fix(©) @ span | J (I — Ty) X
AEA

oldugunu gostermek icin,

span U (I —T))X = kerP
AeA

esitliginin saglandigin1 géstermek yeterli olacaktir. (7.2.1)’den,

span U (I —T\)X C kerP (7.2.2)
AEA

olur. Daha agik bir sekilde ifade edilecek olursa, x € span|J,., (I — 73)X alalim. Bu du-
rumda, en az bir tane z € X ve enazbirtane A € A i¢in x = (I — T))z yazilabilir. O
halde

Pr=P(I—-Ty)z=Pz—Plyz=Pz—T\P,=0
olur. Dolayistyla € kerP dir. Burada,
T,(Pz)—Px=0 ve P(T,—I)x=0

esitliklerinden dolay1 7, Px = P71,z degisme Ozelliginin saglandigina dikkat edilmelidir.
Ayrica bir konuya daha deginilmelidir ki; o da | J(I — T)) X uzayi lineer oldugundan dolay1
span | J(I — T))X = J(I — T)) X oldugudur.
O halde simdi « € kerP alinsin. Bu durumda

lim Tha = Px =0

A—00
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ve
z = lim (I — Ty)z € span|_J(I - T))z (7.2.3)
A—00

olur. (7.2.2) ve (7.2.3) dikkate alindiginda,

kerP = span U (I -T)X
AeA

elde edilir. Boylece

X = Fix(©) @ span U (I -TX
AEA

sonucuna varilir.

Kabul edelim ki,
X =Fix(0) +Y
olsun.
© aginin gii¢lii yakinsak oldugunu sdyleyebilmek igin || - || — limy o Thx(z € X) varligim

gostermek gerekmektedir.
r € Xicinx = x1 + 9 ve Thx; = x7 yazilabilir. Bu durumda
lim T)\ = lim T)\($1 + Ig)
A—00 A—00
= lim (T)\l’l + T)\Iz)
A—00
= lim T)\l’l + lim T)\./L‘Q
A—00 A—00

=1+ lim Thx,
A—00

olur. Burada x5 € Y igin lim)_, ||Thx2|| varligini géstermek ispati tamamlar.
w9 € Y = spanlJ,., (I — T»)X igin en az bir tane z € X ve en az bir tane yt € A
vardir, dyle ki xy = (I — T),)z yazilabilir. O halde,

lim ||Thas|| = lim || Th(I —T),)z]| =0 ((Tx) xea LR-ag1)

A—00 A—00
olur. Bu durumda lim)_, o, [|Thx2|| oldugundan || - || — limy_, ||7hz|| mevcuttur. Dolayisiyla
O giiclii siireklidir.

(731) = (iv)
Herhangi h € Fix(©*) fonksiyoneli alinsin ve i # 0 olsun. Bu durumda x € X igin,
h(Px) = h(lim Tyx)

A—00

= lim h(T)x)

A—00
= lim TYh(x)
A—00

= lim h(z)

A—00

= h(x)

elde edilir. Pz € Fix(©) oldugundan bir tane Fix(©) eleman bulunmustur. Oyle ki, h( Px) #
0 dir. Bu da bize Fix(©) uzayinin Fix(0*) uzayin1 ayirdidini soyler.
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v) = ()

(i
© agmin gii¢lii yakinsak oldugunu gostermek igin,

X = Fix(©) & span U (I -ThX
AEA

ifadesini gostermek yeterlidir. O halde kabul edelim ki, bu ifade saglanmasin. Bu durumda
Hahn-Banach Teoremi’nden burada

x € Fix(0) @ span U (I —TyX
AEA

icin h(x) # 0 olacak sekilde h € X* (h # 0) elemani vardir. Boylece h € Fix(©*) oldugunu
gosterirsek ispat tamamlanmis olur.

(y—Tuy) €span | J(I -T)X (Ve X, VueN)
AEA

oldugu i¢in,
hy) =hmTy) =T;h(y) =0  (Vy € X,Vu€A)

bulunur. Bu durumda her ¢ € A igin T;h = h ve dolayisiyla h € Fix(©*) elde edilir. O
halde her x € Fix(©) i¢cin h(x) = 0 olacak sekilde ©* aginin sifirdan farkli sabit bir & nok-
tas1 vardir. Fakat bu durum Fix(©) uzaymnin Fix(©*) uzaymi bolmesi ile ¢elisir. Dolayisiyla
sonug olarak © giiclii siireklidir. [

7.3 Dobrushin Ergodiklik Katsayis1 ve ULR-Aglan

Bu boliimde OBSB iizerinde tanimlanan Markov ULR-aglarinin davraniglarini caligabilmek
icin Dobrushin ergodiklik katsayisi iizerinde durulacaktir. Verilen sonuclar [42] makalesin-
den olup, daha derin incelemesi i¢in bu makaleden yararlanilabilir.

Tamim 7.3.1. © = (7))aca, OBSB olan X iizerinde bir Markov ULR-ag1 olsun. © = (7)) ea

agina,
(i) eger
lim sup ||[Thx —Thy|| =0
A—00 w’yelc
ise zayif ergodik
(ii)
Jim ||y~ T | = 0

olacak sekilde yq € KC varsa diizgiin ergodik denir.

Onerme 7.3.2. X OBSB ve © = (T)\)xep Markov ULR-ag olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler birbirine denktir:

(i) o(Ty) < 1 olacak sekilde Ny € A ve ng € N vardur.
(i) 0(An,(T,))) < 1olacak sekilde \y € A ve ny € N vardir.

(i) 1imy o0 6(T3) = 0
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(iv) O zayif ergodiktir.

Kanit.
(i) = (i7) 0 tanimu ve Teorem 2.3.2-(i)’den,

(A (Thy)) = 6 (ni ZT)

1 no—1
S (n_o (Z T +Tf0°>>
k=1

1 no—1
k n
= ( Tt + TA0°>
1

k=

< ni (E §(TY) + 5(T§00)>

k=1
1
< —(no — 14+ 6(Tx,"))
o
<1

elde edilir. Boylece istenilen gosterilmis olur.
(17) = (ii1) p := 0(An,(Th,)) < 1 olacak sekilde Ao € A ve ny € N var olsun. ULR-agimin
tanimindan her bir £ € N ve o € A igin,

A — oo iken ||Th(1 — A,y (T))|| — 0

elde edilir.
Dolayisiyla Teorem 2.3.2-(ii)’den,
Tim §(T3 (I = Auy(Th,)) < Jim [T3(7 = Ay, (Ty,))]| = 0 (73.1)

olur. Diger yandan tekrar Teorem 2.3.2-(i1) kullanilirsa,
|0(TxAny (Th,)) — 6(T2)] < 6(TH(I — Ang(T,)))

bulunur. Bu esitsizlik Teorem 2.3.2-(iii) ile birlikte dikkate alindiginda,

O(TA(I — Ay (Thy))) = 0(Th) — 6(ThAny(Thy))
> 0(Tx) — 6(Tx)(Ane(Tn,))
> 6(Th)(1 = 6(Any(Tx,)))
> (1= p)o(Th) (7.3.2)
olur. Boylece (7.3.1) ve (7.3.2)’den
5, 0(0) =0

elde edilir.
(7i1) = (i) Teorem 2.3.2-(i) ve limy_,o, (7)) = 0 oldugu dikkate alinirsa,

Vp, 3N : VA > Ao igin 0 < 0(THy) < p
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olur. Dolayisiyla §(7) < p olacak sekilde \y € A ve 0 < p < 1 vardir. Ayrica
O(T3°) < 6(T1)...6(T)
—_——

ng tane

oldugu i¢in 6(73"°) < 1 olacak sekilde bir ng € N vardir denilebilir.
(7i1) = (iv) Teorem 2.3.2-(v) kullanilirsa,

1
5(T)\) = 5 sup HT)\Q? — T/\yH
z,yeX
yazilabilir. Esitligin her iki tarafinin A — oo i¢in limiti alinirsa,
1
lim 6(7y) = lim = sup ||[Thx — Tyl
A—00 A—o0 2 z,yek

elde edilir. Buradan da,

lim sup ||[Thx —Thy|| =0
A—00 ZE,yEK

oldugu goriiliir. Dolayisiyla (7)) ,ex Markov ULR-ag1 zayif ergodiktir.
(1v) = (417) Yukaridaki ispat yontemi buradaki sonuca ulagmak i¢in de kullanilabilir. [

¢ sembolii ile K bazina ait agikar olmayan sabit noktalar1 bulunduran X OBSB uzayi iize-
rindeki biitiin © = (7)) ca Markov ULR-aglarinin kiimesi gosterilecektir.

Sonug 7.3.3. (X, X, K, f) uzayt OBSB ve © = (T))rea € T olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler birbirine denktir:

(i) O zayif ergodiktir.
(i) o0(T\Y) < 1 olacak sekilde \o € A ve ng € N vardur:
(iii) © diizgiin ergodiktir.

Kanat.

(i) = (i4) Ifadelerinin ispat1 Onerme 7.3.2’nin ispatinda oldugu gibidir.

(1) = (4i7) ULR-ag1 olma kosulundan dolay1 her ¢ i¢in her A, u > )\, olacak sekilde bir
Ao € A vardir. Dolayisiyla

”T/\ - Tu” = HT)\ - TAT/L + TATM - Tu||
< NI =T)| + [(Tx = DT
<é€

olur. Boylece (7)) nin Cauchy oldugu gozlenir. Ayrica A — oo iken ||7\ — P|| — 0 olur.
Yani (7)), P’ye yakinsar. O halde buradan,

6(T3) = 0(P)| < |ITx — P

esitsizligi dikkate alindiginda §(Ty) — d(P) olur. Onerme 7.3.2’den dolay1 limy ., (7)) =
0 dir. Dolayisiyla 6(P) = 0 olur. Bu durumda P = T, olacak sekilde bir y, € K vardir.
Sonug olarak © = (7)) en diizgiin ergodiktir.

(731) = (i) © = (T\)aea diizgiin ergodik oldugundan dolay1

lim [Ty = T,y = 0
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olacak sekilde bir yy € K vardir. Dolayisiyla

”T/\aj - T)\yH = ”T/\x - Tyo + Tyo - TA?/H
< | Tae = Ty l| + [ Tay — Tyl
ve buradan da
lim sup [|[The — Thy| < lim sup ||Thx — T, || + lim sup [|[Thy — Ty, |
z,yeX z,yek z,yeX

=0

elde edilir. O halde © aginin zayif ergodik oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmais olur.
O
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8 SONUC ve ONERILER

Hille-Yoshida veya Lumer-Phillips teoremlerinin somut bir probleme yonelik kosullarinin
dogrulanmasi, genellikle oldukg¢a zor bir gorevdir. Diger yandan bircok modelleme de ope-
ratorlerin daha basit 6zelliklere sahip operatorlerin kombinasyonu olarak yazilabildigini gorii-
riiz. Boylece incelenmesi daha kolay olan operatorlerin 6zelliklerini ele alarak genel ope-
ratoriin bazi Ozelliklerine varabiliriz. Kisaca problem bir Cj-yarigrubunun iireteci olan
(A, D(A)) operatorii ve diger bir (B, D(B)) operatorii ele alindiginda hangi kosullar altinda
A + B operatorii yeni bir Cy-yarigrubu iiretir sorusudur. Cebirsel olarak bu toplam ope-
ratoriinii tanimlamak kolay iken topolojik ozellikleri saglatmak oldukca sikintili olabilir.
Bunun icin pertiirbasyon teorisi gelistirilmistir. En uygunu ve siklikla karsilagilani sinirl
pertiirbasyondur. Bunun icin alinacak olan B operatorii sinirli bir operator olmalidir. Tez
boyunca Cj-Markov yarigruplarinin ve Cesaro ortalamalarinin pertiirbasyon sinirlar1 ele
alinirken sinirh pertiirbasyon diisiiniilmiis ve incelemeler bu duruma goére yapilmistir. Bu-
nun diginda iki farkli pertiirbasyon teorisi de diisiiniilebilir. Bunlardan ilki Miyadera digeri
ise dissipative (somiiren) operatorlerin pertiirbasyon teorisidir.
Dissipative pertiirbasyon teorisinde A ve B, D(A) C D(B) kosulunu saglayan iki lineer
operator ve her 0 < t < 1 i¢in A 4 ¢B dissipative operator olsun. Eger her x € D(A) ve
0 <a<1ligin

|Be|l < allAx + bl

kosulu var ve baz1 ty € [0,1] i¢in (A + toB, D(A)) operatorii dissipative ise her ¢ € [0, 1]
icin A + tB operatorii bir daralma yarigrubu {iretir.

Miyadera pertiirbasyon teorisinde ise B operatorii A-sinirli yani D(A) tizerinde taniml graf
normuna gore siirll bir operator olsun. Ayrica eger 0 < av < oo ve 0 < v < 1 sayilan ve
(T}) yarigrubu A tarafindan iiretilmis olmak iizere her x € D(A) icin,

| 1Bzl < 4 el
0

kosulu saglaniyor ise B operatorii A operatoriiniin Miyadera pertiirbasyonudur denir. Boyle-
likle (A + B, D(A)) operatorii bir Cp-yarigrubunu iiretir.

Bu tezin devamu olarak, bu iki farkl pertiirbasyon teorisi kullanilarak C-Markov yarigruplari
i¢in pertiirbasyon sinirlarinin belirlenebilecegi diisiiniilmiis ve bu konuda ¢alisilmaya baglan-
migtir.
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