


SIRALI BANACH UZAYLARI ÜZERİNDE TANIMLI HOMOJEN
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PERTÜRBASYON SINIRLARI

PERTURBATION BOUNDS OF CESÀRO AVERAGES OF
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Markov süreçleri teorisinde limitsel davranışların incelenmesi için kullanılan en etkili araçlar-
dan biri Dobrushin ergodiklik katsayısıdır. Özel birtakım Banach uzayları üzerinde tanımlı
pozitif operatörlerin birçok ilginç ergodiklik özelliği üzerinde daha önceden Dobrushin er-
godiklik katsayısından faydalanılarak durulmuştur.
Biz ise yürüttüğümüz bu tez çalışmasında ilk olarak, bazı olan sıralı Banach uzayları üzerinde
tanımlı Markov operatörlerinin ergodiklik katsayısı özelliklerinden bahsedeceğiz. Ardından
bu operatörlerin düzgün ortalama ergodikliğini ve asimtotik kararlılığını ele alacağız. Bun-
lara ek olarak, düzgün ortalama ergodiklik kriterleri ergodiklik katsayısına bağlı kalınarak
incelenecek ve sıralı Banach uzayları üzerindeki düzgün asimtotik kararlı Markov zincirleri
için pertürbasyon teorisi kurulacaktır.
Daha sonra, Dobrushin ergodiklik katsayısı yardımıyla C

0

-Markov yarıgruplarının düzgün
asimtotik kararlılığı incelenerek bu yarıgrupların kararlılığı ve Markov operatörlerinin pertür-
basyonlarına ilişkin sabit nokta duyarlılığı arasında lineer bir ilişki kurulacaktır. Ayrıca düz-
gün asimtotik kararlı yarıgrupların zaman ortalamaları için de pertürbasyon sınırları inşa edi-
lecektir. Devamında ergodiklik katsayısından tekrar yardım alınarak Markov operatörü za-
man ortalamalarının düzgün ve zayıf ergodikliklerinin birbirlerine denk oldukları gösterile-
cektir. Buradan elde edilen sonuç ise yarıgrupların benzer çeşitleri için bazı benzer çeşitte
pertürbasyon sınırlarının üretilebileceğinin mümkün olmasıdır.
Tezin son kısmında ise sıralı Banach uzayları üzerinde tanımlı LR-netlerin ergodiklik özel-
liklerinden bahsedilecektir.
Yukarıda genel hatlarından bahsettiğimiz bu tez çalışmasında derlenen sonuçlar, Banach
uzayları üzerinde tanımlı kuantum Markov süreçlerinin pertürbasyon teorisi için yeni bir
perspektif kazandıracaktır.

Anahtar Kelimeler: Sıralı Banach uzayı, homojen Markov operatörü, Dobrushin katsayısı
(ergodiklik katsayısı), pertürbasyon sınırı, Cesàro ortalaması, Lotz-Räbiger ağları, normlu
sıralı uzay, düzgün asimtotik kararlı
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ABSTRACT

PERTURBATION BOUNDS OF CESÀRO AVERAGES OF
HOMOGENEOUS MARKOV PROCESSES DEFINED

ON ORDERED BANACH SPACES

FATMA ÖZBAY
Master of Science, Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. NAZİFE ERKURŞUN ÖZCAN
December 2017, 81 pages

Dobrushin’s ergodicity coefficient is one of the effective tools for the investigations of limi-
ting behaviours on the Markov process theory. Several interesting properties of the ergodicity
of positive operators defined on some previous Banach spaces previously have been studied
with the aid of Dobrushin’s ergodicity coefficient.
In this thesis, we firstly mention ergodicity coefficient properties of Markov operators defi-
ned on ordered Banach space with a base. Then we deal with uniformly mean ergodic and
asymptotically stable of these operators. Additionally, we examine uniform mean ergodicity
criterion in terms of the ergodicity coefficient and set the perturbation theory for uniformly
asymptotically stable Markov chains on ordered Banach spaces.
Subsequently, we study the uniform asymptotical stability for C

0

-Markov semigroups in
terms of the Dobrushin’s ergodicity coefficient. In this way, we obtain a linear relation be-
tween the stability of the semigroup and the sensitivity of its fixed point with respect to
perturbations of Markov operators. Moreover, we also establish perturbation bounds for the
time averages of the uniform asymptotically stable semigroups.
Furthermore, we study the equivalence of uniform and weak ergodicities of the time averages
Markov semigroups in terms of the ergodicity coefficient. This result allows us to produce
some kind of perturbation bounds for such kind of semigroups.
In this thesis finally we consider properties of the ergodicity of LR-nets defined on ordered
Banach space.
The results of this thesis which we have compiled above in general lines open a new pers-
pective in perturbation theory for quantum Markov processes on Banach spaces.

Keywords: Ordered Banach space, homogen Markov operator, Dobrushin’s coefficient (er-
godicity coefficient), perturbation bound, Cesàro average, Lotz-Räbiger nets, ordered norm
space, uniformly asymptotically stable
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göstericim ve bu çalışmanın ortaya çıkmasında bana bütün emek, ilgi ve zamanını ayıran, ye-
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   1   GİRİŞ

Henri Poincaré’ın kurucusu olarak kabul edildiği ve kökeni Newton mekaniğine (klasik me-
kanik) dayanan Dinamik Sistemler’in, uzay katmanındaki bir noktanın zamana bağlı duru-
munu incelemesi, bizim bu tezi oluştururken ergodik teoriye yönelmemizi sağlamıştır.

Ergodik teori deyince aklımıza gelen ilk iki isim George David Birkhoff ve John von Ne-
umann’dır. Birkhoff, 1913 yılında Henri Poincaré’ın “Last Geometric Theorem”ini özel bir
durum için kanıtlayarak ismini dünyaya duyurmuştur. 1927 yılında ise şimdi ergodik teorem
olarak bilinen ve en önemli çalışmalarından biri olan “Dynamical Systems”i yayınlamıştır.
Ergodik teori üzerinde yürütülen çalışmalar günümüzde de hız kesmeden devam etmekte ve
bu alanda çalışan birçok kişiye de ödül kazandırmaktadır. “Matematiğin Nobeli” olarak ad-
landırılan “Fields Matematik Ödülü” 2010 yılında İsrailli matematikçi Elon Lindenstrauss ve
2014 yılında ise bu ödülü kazanan ilk kadın matematikçi olan İranlı Meryem Mirzakhani’ye
verilmiştir.

Evreni gözlem yoluyla anlamaya çalışmak oldukça zor ve hatta neredeyse imkansızdır. Bu
yüzden yüzyıllardır matematik ve felsefe gibi alanlardan faydalanılmaktadır. Matematiğin
felsefeye kıyasla kesinliği oldukça fazladır. Fakat buna rağmen çoğu zaman belirsiz durum-
lar veya belirsizliklerle karşılaşılmaktadır. Bizim çalışmamızda da belirsizlik denilince akla
gelecek olan yapı Markov süreçleridir.

Markov süreçleri teorisinde, geçiş olasılıkları veya bir başka deyişle geçiş ihtimalleri olasılık-
ları önemli bir rol oynamaktadır. Bu olasıkları kullanarak L

1

uzaylarında Markov operatörleri
olarak adlandırılan lineer operatörler tanımlanabilir. Markov süreçlerinin çeşitli ergodik özel-
liklerini çalışırken, Markov operatörlerinin iterasyonlarının asimptotik davranışlarını da in-
celemek oldukça önemlidir.

Yürütülen herhangi bir çalışmada Markov süreçlerinin tamamını ele almak yerine Markov
operatörlerine karşılık gelen limitsel davranışlardan faydalanmak daha mantıklıdır (bakınız
[29]). Bu tür bir yaklaşım kuantum istatistiksel fizik ve kuantum optik gibi kuantum fiziğin
çeşitli yönlerinde doğal olarak görülen Markov zincirlerinin kuantum benzerlerinin geliştiril-
mesinde kolaylık sağlar.

Kuantum ve klasik durumlar arasındaki farklılıklar için daha fazla bilgi edinmek isteyen oku-
yucuya [1, 24] referansları önerilebilir. Kuantum sistemlerindeki çalışmaların odak noktası,
gerçek bir maddenin fiziksel özelliklerini ve davranışlarını anlayabilmek için oluşturulmuş
olan basit düzeydeki modellerdir. Kuantum bilgi teorisi, bilginin uzun süre depolanabilmesi
için nasıl bir kuantum yapının oluşturulması gerektiğine dair yönelttiği sorularla bu alanda
yeni bir perspektif oluşturmuştur.

Birçok fiziksel yapının ister teorik modelleri üzerinde isterse bizzat orjinal modeli üzerinde
çalışılsın, çalışılan modelin pertürbasyon sınırları altındaki kararlılığının bilinmesi oldukça
önemlidir.

Operatör ortalamalarının kümeleriyle ilgilenildiğinde bir dizi veya bir ağ oluşturmak oldukça
doğaldır. Burada aklımıza gelen ilk şey bu dizi veya ağın yakınsaklık davranışının nasıl
olduğudur. Sağlıklı bir çalışma için bu konuda titiz davranılmalıdır. Bu sebeple bu tezin önce-
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likli amacı, soyut uzaylar üzerinde tanımlı homojen Markov süreçlerinin Cesàro ortalama-
larının pertüsbasyon sınırlarını belirlemektir. Ayrıca burada dikkat çekilmek istenen bir diğer
konu ise, Dobrushin ergodiklik katsayısının Markov süreçlerindeki limitsel davranışların be-
lirlenmesinde oldukça önemli bir yere sahip olmasıdır [27, 28, 33, 45].

Konu dağılımı bakımından 6 bölümden oluşan bu tez çalışmasının birinci bölümünde, tez
boyunca temel alınacak olan tanım ve kavramlardan bahsedilmiştir.

İkinci bölümünde, Markov operatörlerinin limit özelliklerinden bahsedilmiş ve buna bağlı
olarak oluşan pertürbasyon sınırları üzerinde durulmuştur [19, 38].

Üçüncü bölümde, Markov operatörlerinin Cesàro ortalamalarının limit özelliklerinden söz
edilmiş, düzgün ve zayıf ergodikliklerinin birbirlerine denk oldukları gösterilmiş ve pertürbas-
yon sınırları incelenmiştir [19, 20, 21].

Dördüncü bölümde, C
0

-Markov yarıgrupları tanımlanmış ve sağladığı özelliklerden bahsedil-
miştir. Ayrıca Dobrushin ergodiklik katsayısı yardımıyla C

0

-Markov yarıgrupla-rının düzgün
asimptotik kararlılığı incelenmiş ve pertürbasyon sınırlarından bahsedilmiştir [22].

Beşinci bölümde, üçüncü bölümün benzeri C
0

-Markov yarıgrupları için incelenmiştir [22].

Altıncı bölümde yani konu itibariyle son bölümde, Lotz-Räbiger ağları tanımlanıp örneklen-
dirilmiş, yakınsaklık incelemesi yapılmış ve Cesàro ortalamalarının genellemesi olan ULR-
ağları ve ergodiklik kriterleri verilerek tez tamamlanmıştır [20, 21].

Ayrıca son kısımda, Sonuç ve Öneriler olarak verilen bölümde, bu tezin devamı niteliğinde
olacak olan açık problemden bahsedilmiş ve hangi yöntemin kullanılacağı ifade edilerek tez
tamamlanmıştır.
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2 TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
Bu bölümde tez boyunca kullanılacak olan temel tanım ve kavramlar verilecektir. Detaylı
bilgi için herhangi bir klasik fonksiyonel analiz veya Banach Latisleri ve Pozitif Operatörler
kitabına bakılabilir.

2.1 Bazı Olan Sıralı Banach Uzayları
Bu alt bölümde tezin temelini oluşturan OBSB uzaylarının inşası için gerekli olan kavramlar
ele alınacaktır. Detaylar için [4, 2, 31] kitaplarından faydalanılabilir.

Tanım 2.1.1. Bir vektör uzayının boştan farklı bir C alt kümesine eğer

• C + C ✓ C

• ↵C ✓ C, 8↵ � 0

• C \ (�C) = {0}

koşullarını sağlıyorsa koni denir.

Tanım 2.1.2. P herhangi bir küme olsun. Bu küme üzerinde tanımlanan “” işlemi aşağıdaki
koşulları sağlıyorsa P kümesine kısmi sıralı küme denir.
Her a, b, c 2 P için,

• a  a (yansıma)

• a  b ve b  a ) a = b (ters simetri)

• a  b ve b  c ) a  c (geçişme)

Tanım 2.1.3. V üzerindeki kısmi sıralama bağıntısıyla bir vektör uzayı olsun. Eğer aşağıdaki
koşullar sağlanıyorsa V kısmi sıralı vektör uzayına sıralı vektör uzayı denir.
Her x, y, z 2 V ve 0  � 2 F için,

• x  y ) x+ z  y + z

• x  y ) �x  �y

Tanım 2.1.4. X vektör uzayının herhangi bir C konisi yardımıyla X üzerinde “” sıralama
bağıntısı tanımlanabilir. Bu sıralama her x, y 2 X için,

x  y , y � x 2 C

şeklindedir. Bu sıralamanın bir kısmi sıralama olduğu aşikardır.
Ayrıca x, y, z 2 X için y  z olsun. Böylece z � y 2 C ve x� x+ z � y 2 C dir. Buradan

x+ z � (x+ y) 2 C , x+ y  x+ z

olduğu görülür. Ek olarak, herhangi � 2 R
+

için koni özelliğinden z�y 2 C ise �(z�y) 2 C
olur. Böylece

y  z ) �y  �z

elde edilir. Kısacası X vektör uzayı, üzerindeki herhangi C konisi yardımıyla oluşturulan
sıralama ile sıralı bir vektör uzayı olur. Burada C konisi (X,) sıralı vektör uzayının pozitif
konisidir, X

+

= C. Buradan da görüldüğü üzere vektör sıralaması ile koni arasında birebir bir
ilişki vardır. Her koni bir sıralama verirken her sıralama yardımı ile de bir koni tanımlanabilir.
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Bu tanımdan itibaren C yerine X
+

gösterimi kullanılacaktır.

Tanım 2.1.5. X
+

, X vektör uzayının bir konisi olmak üzere B, X
+

\{0} kümesinin konveks
bir alt kümesi olsun. Eğer her x 2 X

+

\{0} için tek bir � > 0 ve b 2 B var ve x = �b
şeklinde yazılabiliyor ise B kümesine X

+

konisi için bazdır denir.

Bu bazın varlığı lineer ve kesin pozitif fonksiyonellerin varlığı ile ilişkilidir. Bu ilişki aşağıdaki
teorem ile verilir.

Teorem 2.1.6. X vektör uzayı olmak üzere X
+

konisinin bazının olabilmesi için gerek ve
yeter koşul X’in lineer ve X

+

üzerinde kesin pozitif fonksiyonele sahip olmasıdır. Ek olarak,
eğer f : X ! R lineer ve X

+

üzerinde kesin pozitif fonksiyonel ise her ↵ > 0 için,

B = {x 2 X
+

: f(x) = ↵}

konveks kümesi X
+

için bir bazdır.

Kanıt. B, X
+

konisi için bir baz olsun. Yukarıdaki tanımdan her x > 0 için tek bir � 2 R
+

ve b 2 B vardır öyle ki x = �b biçiminde yazılabilir. Burada f : X
+

! [0,1) fonksiyonu
f(0) = 0 ve her x > 0 için f(x) = � koşulunu sağlasın. O halde f fonksiyonunun ke-
sin pozitif olduğu kolaylıkla görülebilir. f ’nin tüm X üzerinde lineer bir fonksiyonel olarak
tanımlanabilmesi için Kantorovich-Hahn-Banach Teoremi’nden toplamsal olduğunu göster-
memiz yeterli olacaktır. Bunun için x, y 2 X

+

ve x 6= 0, y 6= 0 olsun. Tanımdan tek bir
b
1

, b
2

2 B vardır öyle ki x = f(x)b
1

ve y = f(y)b
2

şeklinde yazılabilir.

b =
f(x)

f(x) + f(y)
b
1

+

f(y)

f(x) + f(y)
b
2

elemanı f(x)

f(x)+f(y)

+

f(y)

f(x)+f(y)

= 1 ve B konveks olduğundan B’nin elemanıdır. Ayrıca

x+ y = f(x)b
1

+ f(y)b
2

= (f(x) + f(y))

✓
f(x)

f(x) + f(y)
b
1

+

f(y)

f(x) + f(y)
b
2

◆

= (f(x) + f(y))b

şeklinde yazılabilir ki bu da baz tanımından x+ y = f(x+ y)b = (f(x) + f(y))b olduğunu
söyler. Böylece f(x+ y) = f(x) + f(y) olup f toplamsaldır.
Tersi için f : X ! R lineer ve X

+

üzerinde kesin pozitif bir fonksiyonel olsun. Bir tane
↵ > 0 için B = {x 2 X

+

: f(x) = ↵} alınsın. B’nin X
+

konisi için baz olduğunu
göstermeliyiz. Eğer x 2 X

+

ve x 6= 0 ise ↵ > 0 ve f(x) > 0 olduğundan ↵

f(x)

x 2 X
+

olur. Ayrıca f
⇣

↵

f(x)

x
⌘

= ↵ olduğundan ↵

f(x)

x 2 B’dir. Buradan her x 2 X
+

ve x 6= 0

için bir tane b =

↵

f(x)

x bulunur öyle ki x =

f(x)

↵

b eşitliği elde edilir. � =

f(x)

↵

alalım. Eğer
�’nın ve b’nin tek olduğu gösterilir ise B konveks kümesinin, tanımdan X

+

için baz olduğu
gösterilmiş olur. Teklik için x = �

1

b
1

= �
2

b
2

koşulunu sağlayan �
i

2 R
+

ve b
i

2 B, i = 1, 2
elemanlarını alalım. O halde

�
1

=

�
1

↵
f(b

1

) =

1

↵
f(�

1

b
1

) =

1

↵
f(x) =

1

↵
f(�

2

b
2

) =

�
2

↵
f(b

2

) = �
2

yazılabilir. Buradan �
1

= �
2

ve böylece b
1

= b
2

bulunur.
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Şimdi tez boyunca kullanacağımız OBSB tanımını verebiliriz.

Tanım 2.1.7. X , X
+

konisi ile birlikte bir sıralı vektör uzayı olmak üzere f lineer ve X
+

üzerinde kesin pozitif (x > 0 ) f(x) > 0) bir fonksiyonel olsun. K = {x 2 X
+

: f(x) =
1} alt kümesine X uzayının bazı ve X uzayına da bazı olan sıralı vektör uzayı denir. Bu
uzay genel olarak (X,X

+

,K, f) şeklinde gösterilir.

U , K [ (�K) kümesinin konveks zarfı olmak üzere

kxkK = inf{� 2 R
+

: x 2 �U}

olsun. x 2 X olmak üzere �
x

= {� > 0 : x 2 �U} alınsın. � 2 �
x

olmak üzere µ > �
olsun. 0 2 U ve U konveks olduğundan µ 2 �

x

tir. O halde R � �
x

kümesinin bir alt sınırı
vardır ve inf değeri anlamlıdır. Böylece

kxkK = inf{� > 0 : x 2 �U}

değerinden bahsedilebilir.
Bu durumda k · kK, X üzerinde bir seminormdur. Şöyle ki,

c 2 F ve her x, y 2 X olmak üzere;

n
1

) kxkK= inf{� 2 R
+

: x 2 �U} � 0 ( � 2 R
+

)

n
2

) x = 0 olsun. 0 2 U olduğundan her � � 0 için x 2 �U olur. Böylece

kxkK = inf{� 2 R
+

: x 2 �U} = 0

elde edilir.

n
3

) c = 0 ise aşikardır (n
2

den). c 6= 0 olmak üzere

kxkK = inf

⇢
�

|c| 2 R
+

: x 2 �

|c|U
�

=

1

|c| inf
⇢
� 2 R

+

: x 2 �

|c|U
�

=

1

|c| inf {� 2 R
+

: |c|x 2 �U}

=

1

|c|kcxkK

) kcxkK = |c|kxkK

n
4

) x, y 2 X olmak üzere bir " > 0 sayısı alınsın.

� = kxkK +

"

2

ve µ = kykK +

"

2

sayıları için x 2 �U ve y 2 µU sağlanır. Böylece a 2 U ve b 2 U için x = �a ve
y = µb yazılabilir.
U konveks olduğundan x+ y 2 (�+ µ)U bulunur. Böylece

kx+ ykK  kxkK + kykK + "
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olur. Herhangi bir " için bu eşitsizlik sağlanacağından

kx+ ykK  kxkK + kykK

üçgen eşitsizliği elde edilir.

Burada K bazı her x 2 X
+

için f(x) = kxkK alınarak K = {x 2 X
+

: kxkK = 1} şeklinde
yazılabilir. Eğer U kümesi radyal kompakt ise yani orijinden geçen herhangi ` doğrusu ile
elde edilen U \ ` kümesi kapalı ve sınırlı bir doğru parçası ise k · kK bir normdur ve bu
durumda (X,X

+

,K, f) uzayı bazı olan sıralı normlu uzay olarak adlandırılır. Dahası X,
k · kK normu ile tam ve X

+

kapalı olduğunda (X,X
+

,K, f) bazı olan sıralı Banach uzayı
olarak adlandırılır. Orjinalliğe bağlılık ve yazım kolaylığı açısından bu uzay bundan sonra
“OBSB” ile temsil edilecektir. Ayrıca k·kK normu yerine de gösterim kolaylığı ve alışılmışlık
gereği k · k normu kullanılacaktır.

Şimdi de OBSB için örnekler verelim.

Örnek 2.1.8. : X = `
p

, 1 < p < 1 olsun.

X
+

=

(
x = (x

0

, x
1

, · · · , x
n

, · · · ) 2 `
p

: x
0

�
✓ 1X

i=1

|x
i

|p
◆1

/p
)

ve f
0

kesin pozitif lineer bir fonksiyonel olacak şekilde f
0

(x) = x
0

olarak tanımlansın. Bu
durumda K = {x 2 X

+

: f
0

(x) = 1} olur. Dolayısıyla (X,X
+

,K, f
0

) uzayının bir OBSB
olduğu görülür. Ayrıca şunu da belirtmeliyiz ki, `

1

uzayının kendiliğinden OBSB olması onun
yukarıdaki inşaya dahil edilmesini gereksiz kılmıştır.

Sonuç 2.1.9. Örnek 2.1.8 dikkate alındığında k · kK normu ile `
p

normu birbirine denktir.

Kanıt. x 2 X = `
p

için,

kxkK = 1 = x
0

 x
0

+

 1X

n=1

|x
n

|p
!1

/p

=

 1X

n=0

|x
n

|p
!1

/p

= kxk
p

olur. Dolayısıyla
kxkK  kxk

p

elde edilir. Diğer taraftan,

kxk
p

=

 1X

n=0

|x
n

|p
!1

/p

=

p
p
x
0

p

+ x
1

p

+ · · ·
 p

p
x
0

p

+ x
0

p

=

p
p
2x

0

p

=

p
p
2

=

p
p
2kxkK
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olur. Dolayısıyla
1

p
p
2

kxk
p

 kxkK

yazılabilir. Böylece
mkxk

p

 kxkK  Mkxk
p

olacak şekilde en az bir tane m ve M sayılarının bulunabileceği görülür. O halde k·kK normu
ile k · k

p

normu birbirine denktir.

Örnek 2.1.10. : I ⇢ R alt aralığını alalım.

L
1

:= {g : I ! R| g ölçülebilir ve kgk
1

< 1}

vektör uzayı üzerinde

kgk
1

:=

Z

I

|g(x)|dx

dönüşümü bir seminormdur. Dolayısıyla L
1

uzayı bir Banach uzayı değildir. O halde N :=

{g 2 L
1

: g ⌘ 0} olmak üzere L
1

:= L
1

\N vektör uzayını alırsak bu uzay bir Banach uzayı
olur. Bununla birlikte f birim fonksiyonu olarak alınırsa pozitif fonksiyonların oluşturduğu
koni ile birlikte L

1

uzayı OBSB olur. Yani (L
1

, X
+

, k · k
1

, ) uzayı, bazı olan sıralı Banach
uzayıdır.

Lemma 2.1.11. (X,X
+

,K, f
0

) uzayı OBSB olsun. Bu uzaydan alınan her x elemanı, y, z �
0 ve kxk = kyk+ kzk olacak şekilde x = y � z olarak ayrışabilir.

Kanıt. U , K [ (�K) kümesinin konveks zarfı olmak üzere x 2 kxkU olsun. Bu durumda,

x = �
0

kxky
0

� µ
0

kxkz
0

, �
0

+ µ
0

= 1

olacak şekilde y
0

, z
0

2 K ve �
0

, µ
0

� 0 vardır. Buradan y = �
0

kxky
0

ve z = µ
0

kxkz
0

olarak
alınırsa x = y � z ve dolayısıyla

kyk+ kzk = �
0

kxkky
0

k+ µ
0

kxkkz
0

k = �
0

kxk1 + µ
0

kxk1 = kxk(�
0

+ µ
0

) = kxk

elde edilir.

Lemma 2.1.11’de göstermiş olduğumuz ayrışma prensibi doğrultusunda aşağıdaki lemmayı
verebiliriz.

Lemma 2.1.12. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB olsun. N = {x 2 X : f(x) = 0} olmak üzere
her x, y 2 X için x� y 2 N olacak şekilde

x� y =

kx� yk
2

(u� v)

eşitliğini sağlayan u, v 2 K vardır.

Kanıt. z = x � y olsun. Lemma 2.1.11’den a, b 2 X
+

için z = a � b ve kzk = kak +

kbk eşitlikleri yazılabilir. Buradan f(a) = kak , f(b) = kbk ve kak = kbk gösterimlerine
geçilirse kak =

kzk
2

eşitliğini yazmak mümkündür. Dolayısıyla

u =

a

kak , v =

b

kbk

7



alındığında,

kx� yk
2

(u� v) =
kzk
2

✓
a

kak � b

kbk

◆

=

kak+ kbk
2

✓
a

kak � b

kbk

◆

= kak
✓

a

kak � b

kbk

◆

= a� b

= z

= x� y

elde edilir ve sonuç olarak,

x� y =

kx� yk
2

(u� v)

eşitliği sağlanacak şekilde u, v 2 K elemanlarının varlığı gösterilmiş olur.

2.2 Markov Operatörleri
Tanım 2.2.1. (X,X

+

,K, f) uzayı OBSB olsun. x 2 X için eğer x � 0 olduğunda Tx � 0

oluyorsa T : X ! X lineer operatörüne pozitif operatör denir. Eğer T (K) ⇢ K ise T :

X ! X pozitif lineer operatörüne Markov operatörü denir.

Burada kTk = 1 olmakla birlikte T ⇤
: X⇤ ! X⇤ operatörü Banach uzayı X⇤ üzerindeki

eşlenik dönüşümdür. Ayrıca T ⇤f = f dir.

Şimdi Örnek 2.2.3’i anlamak adına kısa bir tanım verelim.

Tanım 2.2.2. Eğer A n ⇥ n kare matrisinin bütün elemanları pozitif ve sütun elemanları
toplamı 1 ise A matrisine Markov matrisi denir. Markov matrisi sıklıkla stokastik matris
olarak da adlandırılır.

Örnek 2.2.3. X = Rn, X
+

= Rn

+

ve K = {(x
i

) 2 Rn

: xi � 0,
P

n

i=1

x
i

= 1} du-
rumlarında Rn üzerinde herhangi bir T Markov operatörü tanımlanabilir ve tanımlanan bu
operatör, A Markov matrisi ile de rahatlıkla gösterilebilir.

Örnek 2.2.4. L
1

uzayı ve T : L
1

! L
1

pozitif operatörü ele alınsın. Eğer her f 2 (L
1

)

+

için kTfk = kfk koşulu sağlanıyorsa T operatörüne Markov operatörü denir. Şöyle ki,
(L

1

, (L
1

)

+

, k · k
1

, ) uzayının OBSB olduğunu biliyoruz. K = {f � 0 : kfk
1

= 1} bazı
dikkate alındığında,

f � 0 ) Tf � 0 ve ayrıca kTfk = kfk = 1 olur.

Dolayısıyla buradan da T (K) ⇢ K elde edilir. Böylece T operatörünün Markovluğu gösteril-
miş olur. Bu şekilde tanımlanan T Markov operatörü aşağıdaki koşulları da sağlar.
Her f 2 L

1

için,

(i) (Tf)+  Tf+

(ii) (Tf)�  Tf�

8



(iii) |Tf |  T |f |

dir.

Kanıt.
(i)

(Tf)+ = (T (f+ � f�
))

+

= (Tf+ � Tf�
)

+

= max{0, T f+ � Tf�}
 max{0, T f+}
= Tf+

(ii)

(Tf)� = (T (f+ � f�
))

�
= (Tf+ � Tf�

)

�

= max{0,�(Tf+ � Tf�
)}

 max{0, T f�}
= Tf�

(iii)

|Tf | = (Tf)+ + (Tf)�

 Tf+

+ Tf�

= T (f+

+ f�
)

= T |f |

2.3 Dobrushin Katsayısı
Bu tezde ergodiklik karakterizasyonları verilirken Dobrushin ergodiklik katsayısının özellik-
leri kullanılacaktır. Bu sebeple bu bölümde Dobrushin katsayısının bir operatör için tanımı
ve özellikleri verilecektir. OBSB uzaylarında daha detaylı bilgi için [9, 38] ve sonlu boyutlu
uzaylardaki karşılığı için [35] makalelerine bakılabilir.

Tanım 2.3.1. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve T : X ! X lineer sınırlı bir operatör olsun.

N = {x 2 X : f(x) = 0} (2.3.1)

eşitliğiyle birlikte

�(T ) = sup

x2N ,x 6=0

kTxk
kxk (2.3.2)

tanımlanır. Tanımlanan �(T ) değerine T operatörünün Dobrushin ergodiklik katsayısı denir.

Ayrıca her y 2 X için T
y

: X ! X lineer operatörü T
y

(x) = f(x)y olarak tanımlanabilir.

Teorem 2.3.2. [38] (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve T, S : X ! X Markov operatörleri
olsun. Aşağıdaki ifadeler sağlanır.
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(i) 0  �(T )  1

(ii) |�(T )� �(S)|  �(T � S)  kT � Sk

(iii) �(TS)  �(T )�(S)

(iv) Eğer H⇤
(f) = 0 olacak şekilde H : X ! X lineer sınırlı bir operatör ise kTHk 

�(T )kHk olur.

(v)

�(T ) =
1

2

sup

u,v2K
kTu� Tvk (2.3.3)

(vi) Eğer �(T ) = 0 ise T = T
y0 olacak şekilde bir y

0

2 X
+

vardır.

Kanıt.
(i) Norm tanımı gereği �(T ) � 0 olur. Diğer yandan

�(T ) = sup

x2N ,x 6=0

kTxk
kxk  sup

x2N ,x 6=0

kTkkxk
kxk = 1

elde edilir. Dolayısıyla
0  �(T )  1

dir.
(ii)

�(T �S) = sup

x2N ,x 6=0

k(T � S)(x)k
kxk  sup

x2N ,x 6=0

kT � Skkxk
kxk = sup

x2N ,x 6=0

kT �Sk = kT �Sk

Buradan, �(T � S)  kT � Sk olduğu görülür. Şimdi de eşitsizliğin ilk tarafını gösterelim.
Genelliği bozmadan �(S)  �(T ) alalım. Herhangi " > 0 için �(T )  kTx

"

k +

"/2 olacak
şekilde kx

"

k = 1 özelliğini sağlayan x
"

2 N bulunabilir. Buradan

�(T )� �(S)  kTx
"

k+ "/2 � sup

x2N ,x 6=0

kSxk

 kTx
"

k+ "/2 � (kSx
"

k � "/2)

= kTx
"

k � kSx
"

k+ "

 k(T � S)x
"

k+ "

 sup

x2N ,kxk=1

k(T � S)xk+ "

= �(T � S) + "

elde edilir. Dolayısıyla �(T ) � �(S)  �(T � S) olduğu görülür. Benzer şekilde genelliği
bozmadan �(T )  �(S) alınarakta �(S)� �(T )  �(T � S) elde edilir. Sonuç olarak,

|�(T )� �(S)|  �(T � S)

bulunur. O halde istenilen eşitsizlikler gösterilmiş olur.
(iii) x 2 N ve S Markov operatörü olsun. S operatörü Lemma 2.1.12 dikkate alınarak
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düşünüldüğünde f(Sx) = 0 olur. Buradan Sx 2 N olduğu görülür. O halde

�(TS) = sup

x2N ,kxk=1

kTSxk

= sup

x2N ,u,v2K

����T
kSxk
2

(u� v)

����

= sup

x2N ,u,v2K

1

2

kTu� TvkkSxk

 �(T )�(S)

edilir.
(iv) H : X ! X sınırlı lineer operatörü H⇤

(f) = 0 koşulunu sağlasın. Böylece her x 2 X
için Hx 2 N olur. Böylece kTHxk  �(T )kHxk  �(T )kHkkxk yazılabilir. O halde
kTHk  �(T )kHk olur.
(v) x 2 N ve x 6= 0 olsun. Lemma 2.1.12 kullanılırsa,

kTxk
kxk =

kxk
2

kT (u� v)k
kxk =

kTu� Tvk
2

eşitlikleri yazılabilir. Buradan

�(T ) = sup

x2N ,x 6=0

kTxk
kxk =

1

2

sup

u,v2K
kTu� Tvk

elde edilir. O halde istenilen gösterilmiş olur.
(vi) �(T ) = 0 olsun. O halde (2.3.3) eşitliğinden u, v 2 K için Tu = Tv elde edilir. y

0

:= Tu
olarak alınsın. Buradan y

0

2 K olduğu açıktır. Şimdi de x 2 X
+

olsun. O halde kxk = f(x)
olarak alınırsa,

Tx = kxkT
✓

x

kxk

◆
= f(x)y

0

bulunur. Eğer x 2 X ise y, z � 0 için x = y � z olarak yazılabilir. Böylece

T (x) = T (y)� T (z) = f(y)y
0

� f(z)y
0

= f(x)y
0

olur. Sonuç olarak eğer �(T ) = 0 ise T = T
y0 olacak şekilde bir y

0

2 X
+

vardır.
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3 MARKOV OPERATÖRÜNÜN ERGODİKLİĞİ VE
PERTÜRBASYON SINIRLARI

Bu bölümde bazı olan sıralı Banach uzayları üzerinde tanımlı olan Markov operatörlerinin
öncelikle ergodiklik özellikleri Dobrushin katsayısı yardımı ile incelenecek ve daha sonra
pertürbasyon sınırları verilecektir.

3.1 Ergodiklik ve Dobrushin Katsayısı
Bu alt bölümde ergodiklik tanımları ve daha sonra [38] makalesinde incelenen (T n

)

n2N ayrık
Markov zincirlerinin ergodiklik karakterizasyonu sonuçları verilecektir.

Tanım 3.1.1. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve T : X ! X Markov operatörü olsun. T ope-
ratörüne eğer

(i)
lim

n!1
kT n � T

y0k = 0

olacak şekilde bir y
0

2 K varsa düzgün asimtotik kararlı

(ii)
lim

n!1
sup

x,y2K
kT nx� T nyk = 0

oluyorsa zayıf ergodik denir.

Sonuç 3.1.2. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve T : X ! X Markov operatörü olsun. Bu
durumda T operatörünün zayıf ergodik olabilmesi için gerek ve yeter koşul n ! 1 iken
�(T n

) ! 0 olmasıdır.

Kanıt.
:) T Markov operatörü zayıf ergodik olsun.

lim

n!1
�(T n

) = lim

n!1

1

2

sup

u,v2K
kT nu� T nvk =

1

2

lim

n!1
sup

u,v2K
kT nu� T nvk = 0

:( n ! 1 iken �(T n

) ! 0 olsun. �(T n

) =

1

2

sup

u,v2K kT nu � T nvk olduğu dikkate
alınarak lim

n!1 sup

u,v2K kT nu� T nvk = lim

n!1 2�(T n

) = 0 yazılır.

Teorem 3.1.3. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve T : X ! X Markov operatörü olsun. Aşağıdaki
ifadeler birbirine denktir:

(i) T operatörü zayıf ergodiktir.

(ii) �(T n0
)  ⇢ olacak şekilde ⇢ 2 [0, 1) ve n

0

2 N vardır.

(iii) T operatörü düzgün asimtotik kararlıdır. Diğer taraftan

kT n � T
x0k  Ce�↵n, 8n � n

0

(3.1.1)

olacak şekilde C,↵, n
0

2 N pozitif sabitleri ve x
0

2 K vardır.
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Kanıt.
(i) ) (ii) T operatörü zayıf ergodik olsun. Biliniyor ki, zayıf ergodik olan bir operatör
aynı zamanda n ! 1 iken �(T n

) ! 0 koşulunu da sağlar. Dolayısıyla buradan Markov
operatörünün 0  �(T )  1 özelliği sayesinde �(T n0

)  ⇢ olacak şekilde bir ⇢ 2 [0, 1) ve
n
0

2 N vardır.
(ii) ) (iii) �(T n0

)  ⇢ olacak şekilde bir ⇢ 2 [0, 1) ve n
0

2 N olsun. Teorem 2.3.2’deki (i)
ve (iii) özellikleri kullanılarak n ! 1 iken

�(T n

)  ⇢[n/n0] ! 0 (3.1.2)

yazılabilir. Buradaki [n/n
0

] ifadesi bir tamdeğerdir.
Bahsedilenleri biraz açmak gerekirse, ⇢ 2 [0, 1) olduğu için ⇢[n/n0] sayısı n ! 1 için 0
değerini alacaktır. Ayrıca kabul dikkate alındığında da

�(T n

)  ⇢[n/n0]

yazımı elde edilir. Şimdi de {T n} dizisinin bir Cauchy dizisi olduğunu gösterelim. Teorem
2.3.2-(iv) ve (3.1.2) denkleminden,

kT n � T n+mk = kT n�1

(T � Tm+1

)k
 �(T n�1

)kT � Tm+1k
 �(T n�1

)

�
kTk+ kTm+1k

�

 �(T n�1

)(kTk+ kTkm+1

)

= 2�(T n�1

)

ve böylece
n ! 1 iken 2�(T n�1

) ! 0 (3.1.3)

elde edilir. Yani bu durumda n ! 1 iken kT n � Qk ! 0 olacak şekilde bir lineer Q
operatörü vardır denilebilir. Şimdi bu operatörün Markov operatörü olduğunu gösterelim.
x 2 X

+

alınırsa her n 2 N için T nx � 0 olur. X
+

kapalı olduğundan lim

n!1 T nx 2 X
+

bulunur ki bu da Qx � 0 olduğu anlamına gelir. T operatörünün Markov olmasından fayda-
lanarak her x 2 K ve her n 2 N için f(T nx) = 1 elde edilir.
Son olarak en az bir tane x

0

2 X
+

elemanı için Q = T
x0 olduğu gösterilirse ispat tamamlanmış

olur. Bunun için Teorem 2.3.2-(vi) özelliğine göre �(Q) = 0 eşitliğinin sağlandığını göster-
memiz yeterlidir. Teorem 2.3.2-(ii) özelliğini kullanırsak,

|�(T n

)� �(Q)|  kT n �Qk

elde edilir. Eşitsizliğin her iki tarafının n ! 1 için limiti alınır ve (3.1.2) göz önünde
bulundurulursa �(Q) = 0 olur. Sonuç olarak (3.1.2), (3.1.3) ve Q = T

x0 dikkate alındığında
istenilen gösterilmiş olur. İspatın ikinci kısmı ise yukarıdaki bilgiler doğrultusunda rahatlıkla
gösterilebilir. Şöyle ki, n 2 N olmak üzere

kT n � T
x0k  2⇢[

n
/n0]

= 2elog ⇢
[n/n0]

= 2e[
n
/n0] log ⇢

= 2e�↵(n�A)

(log ⇢ = �↵ ve [

n/n0] + A = n)

= 2e�↵n+↵A

= 2e↵Ae�↵n

= Ce�↵n

(2e↵A = C)
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yazılabilir. O halde 0 < ⇢ < 1 ) ↵ = log ⇢ < 1 ve [

n/n0] < n ) [

n/n0] + A = n olacak
şekilde ↵, n

0

, A ve C pozitif sabitleri bulunabileceğinden ispat tamamlanmış olur.
(iii) ) (i) T operatörü düzgün asimtotik kararlı olsun. Diğer yandan

kT n � T
x0k  Ce�↵n, 8n � n

0

olacak şekilde C,↵, n
0

2 N pozitif sabitleri ve x
0

2 K var olsun.
Burada,

sup

x,y2K
kT nx� T nyk = sup

x,y2K
kT nx� T

x0 + T
x0 � T nyk

 sup

x,y2K
kT nx� T

x0k+ sup

x,y2K
kT ny � T

x0k

 Ce�↵n

+ Ce�↵n

= 2Ce�↵n

olur. Her iki tarafın n ! 1 için limiti alınırsa,

lim

n!1
sup

x,y2K
kT nx� T nyk  lim

n!1
2Ce�↵n

= 0

elde edilir. Yani
lim

n!1
sup

x,y2K
kT nx� T nyk = 0

olup T zayıf ergodiktir.

3.2 Pertürbasyon Sınırları ve Düzgün Asimtotik Kararlılık
Bu alt bölümde C ve e↵ sabitlerine göre kT n �T

x0k  Ce�↵n koşulunu sağlayan pertürbas-
yon sınırlarından bahsedilecek ve Dobrushin ergodiklik katsayısı açısından da birkaç sınır
verilecektir. Buradaki sonuçlar [19] makalesinden derlenmiştir.

Teorem 3.2.1. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve S ile T, X üzerinde Markov operatörü olsun.
Eğer T düzgün asimtotik kararlı ise ñ :=

h
log(

1
/C)

log e

�↵

i
, C 2 R

+

,↵ 2 R
+

ve x, z 2 K ifadeleri
dikkate alındığında

kT nx� Snzk 
(

kx� zk+ nkT � Sk, 8n  ñ

Ce�↵nkx� zk+
⇣
ñ+ C e

�↵ñ�e

�↵n

1�e

�↵

⌘
kT � Sk, 8n > ñ

(3.2.1)

Kanıt. Herbir n 2 N için tümevarımdan,

Sn � T n

=

n�1X

i=0

T n�i�1

(S � T )Si (3.2.2)

yazılabilir.
x, z 2 K olsun. z

i

= Siz olacak şekilde (3.2.2)

T nx� Snz = T nx� T nz �
n�1X

i=0

T n�i�1

(S � T )Si

(z)

= T n

(x� z)�
n�1X

i=0

T n�i�1

(S � T )(z
i

)
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şeklinde yeniden yazılabilir. Böylece,

kT nx� Snzk =

�����T
n

(x� z)�
n�1X

i=0

T n�i�1

(S � T )(z
i

)

�����

 kT n

(x� z)k+
n�1X

i=0

kT n�i�1

(S � T )(z
i

)k

olur. T ile S Markov operatörü olduğundan ve 2.3.2-(iv)’den dolayı

kT n�i�1

(S � T )(z
i

)k  �(T n�i�1

)kS � Tk

ve
kT n

(x� z)k  �(T n

)kx� zk
bulunur. Böylece

kT nx� Snzk  �(T n

)kx� zk+
n�1X

i=0

�(T n�i�1

)kS � Tk

= �(T n

)kx� zk+ kS � Tk
n�1X

i=0

�(T i

) (3.2.3)

elde edilir. Teorem 2.3.2-(v)’den

�(T i

) =

1

2

sup

u,v2K
kT iu� T ivk

 1

2

sup

u,v2K
kT iu� T

x0u+ T
x0v � T ivk

 1

2

sup

u,v2K

�
kT iu� T

x0uk+ kT iv � T
x0vk

�

 1

2

sup

u2K
kT iu� T

x0uk+
1

2

sup

v2K
kT iv � T

x0vk

 sup

u2K
kT iu� T

x0uk

olur. Dolayısıyla Teorem 3.1.3 göz önüne alındığında ñ =

h
log(

1
/C)

log e

�↵

i
= [logC↵

] olacak
şekilde

�(T n

) 
⇢

1, 8n  ñ
Ce�↵n, 8n > ñ

(3.2.4)

bulunur. (3.2.4) eşitsizliğinden,
n�1X

i=0

�(T i

) =

ñ�1X

i=0

�(T i

) +

n�1X

i=ñ

�(T i

)

 ñ+

n�1X

i=ñ

Ce�↵i

= ñ+ C(e�↵ñ

+ e�↵(ñ+1)

+ · · ·+ e�↵(n�1)

)

= ñ+ Ce�↵ñ

(1 + e�↵

+ · · ·+ e�↵(n�1)+↵ñ

)

= ñ+ Ce�↵ñ

✓
1� (e�↵

)

n�ñ

1� e�↵

◆
, 8n > ñ (3.2.5)
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elde edilir. Böylece (3.2.3), (3.2.4) ve (3.2.5) dikkate alındığında,

kT nx� Snzk 
(

kx� zk+ nkS � Tk, 8n  ñ

Ce�↵nkx� zk+
⇣
ñ+ Ce�↵ñ

1�e

�↵(n�ñ)

1�e

�↵

⌘
kT � Sk, 8n > ñ

sonucuna ulaşılır.

Sonuç 3.2.2. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve S ile T , X üzerinde Markov operatörü olsun.
Eğer T operatörü T

x0’a düzgün asimtotik kararlı olarak yaklaşıyorsa her x, y 2 K için,

sup

n2N
kT nx� Snzk  kx� zk+

✓
ñ+ C

e�↵ñ

1� e�↵

◆
kT � Sk (3.2.6)

olur. Ek olarak, eğer S operatörü S
z0’a düzgün asimtotik kararlı olarak yaklaşıyorsa,

kT
x0 � S

z0k 
✓
ñ+ C

e�↵ñ

1� e�↵

◆
kT � Sk (3.2.7)

dir.

Kanıt. (3.2.6) eşitsizliği, (3.2.1) eşitsizliğinin direk sonucudur. Şöyle ki, (3.2.3) ve (3.2.5)
eşitsizlikleri dikkate alındığında,

kT nx� Snzk  �(T n

)kx� zk+
✓
ñ+ C

e�↵ñ � e�↵n

1� e�↵

◆
kT � Sk

bulunur. Eşitsizliğinin her iki tarafının n 2 N için supremumu alınırsa,

sup

n2N
kT nx� Snzk  kx� zk+

✓
ñ+ C

e�↵ñ

1� e�↵

◆
kT � Sk

elde edilir. (3.2.7) eşitsizliğinin gösterimi için tekrar (3.2.3) eşitsizliği düşünülürse,

kT n � Snk = sup

x,z2K
kT nx� Snzk

 �(T n

) sup

x,z2K
kx� zk+

n�1X

i=0

�(T n�i�1

)kT � Sk

olur. Her iki tarafın n ! 1 için limiti alınırsa,

kT
x0 � S

z0k  kT � Sk
1X

i=0

�(T i

)

elde edilir.
Bulunan bu ifade (3.2.5) eşitsizliği yardımıyla yeniden yazılırsa,

kT
x0 � S

z0k  kT � Sk
✓
ñ+ C

e�↵ñ

1� e�↵

◆

sonucuna varılır. Böylece istenilen gösterilmiş olur.

(3.2.3) eşitsizliği, T operatörünün Dobrushin katsayısı bakımından pertürbasyon sınırlarının
elde edilmesini sağlar. Yani (3.2.3) sayesinde aşağıdaki teorem yazılabilir.
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Teorem 3.2.3. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve S ile T , X üzerinde Markov operatörü olsun.
Eğer �(Tm

) < 1 (T düzgün asimtotik kararlı) olacak şekilde pozitif bir m tamsayısı varsa
her x, z 2 K için,

sup

k2N
kT kmx� Skmzk  �(Tm

)kx� zk+ kTm � Smk
1� �(Tm

)

(3.2.8)

ve

kT nx� Snzk 
(

kx� zk+max

0<i<m

kT i � Sik, n < m

�(Tm

) (kx� zk+max

0<i<m

kT i � Sik) + kTm�S

mk
1��(T

m
)

, n � m

(3.2.9)
olur. Ek olarak, eğer S operatörü S

z0’a düzgün asimtotik kararlı olarak yaklaşıyorsa,

kT
x0 � S

z0k  kTm � Smk
1� �(Tm

)

(3.2.10)

olur.

Kanıt. (3.2.3) eşitsizliğinden her x, z 2 K için,

sup

n2N
kT nx� Snzk  �(T n

)kx� zk+ kT � Sk 1

1� �(T )

elde edilir. Bu eşitsizliğin �(T ) < 1 olması durumunda geçerli olduğuna dikkat edilmelidir.
Ayrıca eğer S operatörü S

z0’a düzgün asimtotik kararlı olarak yaklaşıyorsa,

kT
x0 � S

z0k  kT � Sk
1� �(T )

olur. Eğer T ve S operatörleri yerine sırasıyla Tm ve Sm yazılırsa (3.2.8) ve (3.2.10) eşitsizlik-
leri elde edilir. Herhangi n < m için,

T nx� Snz = Sn

(x� z) + (T n � Sn

)x

eşitliğinden

kT nx� Snzk  kx� zk+ kT n � Snk
 kx� zk+ max

0<i<m

kT i � Sik (3.2.11)

olur. Eğer n � m alınırsa n = km+ r, 0  r < m yazılabilir. O halde

T nx� Snz = Tmk+rx� Smk+rz

= (Tmk � Smk

)Srx+ Tmk

(T rx� Srz)

göz önüne alındığında

kT nx� Snzk  kTmk � Smkk+ �k(Tm

)kT rx� Srzk (3.2.12)

bulunur. Diğer yandan (3.2.2) eşitliğinden,

kTmk � Smkk 
k�1X

l=0

�(Tm(k�l�1)

)kTm � Smk


k�1X

l=0

�l(Tm

)kTm � Smk

 kTm � Smk
1� �(Tm

)
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elde edilir. Böylece son eşitsizlik, (3.2.11) ve (3.2.12) gösterimleriyle birlikte

kT nx� Snzk  �(Tm

)

✓
kx� zk+ max

0<i<m

kT i � Sik
◆
+

kTm � Smk
1� �(Tm

)

sonucuna ulaşmamızı sağlar. Böylece (3.2.9) gösterilmiş ve ispat tamamlanmış olur.

Aşağıdaki teorem �(Tm

) bakımından pertürbasyon sınırlarının elde edilmesinin daha alter-
natif bir yolunu verecektir.

Teorem 3.2.4. Bazı m 2 N için �(Tm

) < 1 olsun. Bu durumda her x, z 2 K için,

kT nx� Snzk  �(Tm

)

[n/m]

(kx� zk+ max

0<i<m

kT i � Sik) + 1� �(Tm

)

[n/m]

1� �(Tm

)

kTm � Smk

(3.2.13)

vardır.

Kanıt. Eğer n < m ise (3.2.13) eşitsizliğinin, (3.2.11)’in bir genelleştirilmesi olduğu görülür.
Ancak eğer n � m ise

T nx� Snz = Tm

(T n�mx)� Sm

(Sn�mz)

= Tm

(T n�mx� Sn�mz) + (Tm � Sm

)Sn�mz

yazılabilir. Dolayısıyla,

kT nx� Snzk  kT n�mx� Sn�mzk�(Tm

) + kTm � Smk

olur. Bu eşitsizliği,

kT n�mx� Sn�mzk, · · · , kT n�m([n/m]�1)x� Sn�m([n/m]�1)zk

ifadeleri için de kullanır ve daha sonra kT n�m([n/m])x� Sn�m([n/m])zk normunu sınırlan-
dırmak için (3.2.12)’den yararlanılırsa,

kT nx� Snzk  �(Tm

)kT n�mx� Sn�mzk+ kTm � Smk
 �(Tm

)

[n/m]

(kx� zk+ max

0<i<m

kT i � Sik) + (�(Tm

)

[n/m]�1

+ · · ·+ 1)

kTm � Smk

= �(Tm

)

[n/m]

(kx� zk+ max

0<i<m

kT i � Sik) + 1� �(Tm

)

[n/m]

1� �(Tm

)

kTm � Smk

sonucuna varılır. O halde istenilen gösterilmiş olur.

Sonuç 3.2.5. Bazı m 2 N için �(Tm

) < 1 olsun. Bu durumda her x, z 2 K için,

sup

n2N
kT nx� Snzk  sup

n2N
�(Tm

)

[n/m]

+

mkT � Sk
1� �(Tm

)

(3.2.14)

vardır.
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Kanıt. T i � Si

= T (T i�1 � Si�1

) + (T � S)Si�1 olduğu için

kT i � Sik = kT (T i�1 � Si�1

) + (T � S)Si�1k
 kT (T i�1 � Si�1

)k+ k(T � S)Si�1k
 kT i�1 � Si�1k+ kT � Sk
= kT (T i�2 � Si�2

) + (T � S)Si�2k+ kT � Sk
 kT (T i�2 � Si�2

)k+ k(T � S)Si�2k+ kT � Sk
 kT i�2 � Si�2k+ kT � Sk+ kT � Sk

...

yazılırsa, tümevarım yardımıyla

max

0<im

kT i � Sik  mkT � Sk (3.2.15)

elde edilmiş olur. (3.2.13) ve (3.2.15) eşitsizliklerinden,

kT nx� Snzk  �(Tm

)

[n/m]kx� zk+
✓
�(Tm

)

[n/m]

+

1� �(Tm

)

[n/m]

1� �(Tm

)

◆
max

0<im

kT i � Sik

= �(Tm

)

[n/m]kx� zk+ (1� �(Tm

)

[n/m]+1

)

1� �(Tm

)

max

0<im

kT i � Sik

 �(Tm

)

[n/m]kx� zk+ (1� �(Tm

)

[n/m]+1

)

1� �(Tm

)

mkT � Sk

bulunur. O halde her iki tarafın n 2 N için supremumu alınırsa ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.2.6. Eğer bazı m 2 N için �(Tm

) < 1 ise kSm � Tmk < 1 � �(Tm

) koşulunu
sağlayan her S Markov operatörü düzgün asimtotik kararlıdır ve

kx
0

� z
0

k  kSm � Tmk
1� �(Tm

)� kSm � Tmk (3.2.16)

olacak şekilde tek bir z
0

2 K sabit noktası vardır.

Kanıt. Öncelikle (I�Sm

)

�1 operatörünün N kümesi üzerinde sınırlı olduğu gösterilmelidir.
Aslında alınan herhangi x 2 N için ⇢ = kSm � Tmk+ �(Tm

) < 1 olacak şekilde

kSmxk  kSmx� Tmxk+ kTmxk  ⇢kxk (3.2.17)

yazılabilir. Böylece (3.2.17)’den her n 2 N için,

kSmnxk  ⇢nkxk

elde edilir. Dolayısıyla
P

n

Smnx serisi yakınsaktır. Burada,

(I � Sm

)

�1x =

X

n

Smnx

eşitliğini yazmak mümkündür. Dahası her x 2 N için,

k(I � Sm

)

�1xk  kxk
1� ⇢
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olduğunu görmek mümkündür. Ayrıca bu eşitsizlik, (I � Sm

)

�1 operatörünün N üzerinde
sınırlı olduğunu göstermektedir. Açıkça görülmektedir ki, z

0

2 K elemanıyla birlikte Smz
0

=

z
0

denklemi (I�Sm

)(z
0

�x
0

) = �(I�Sm

)x
0

denklemine denktir. (I�Sm

)x
0

2 N olduğu
için son denklemin tek bir

z
0

= x
0

� (I � Sm

)

�1

((I � Sm

)x
0

)

çözümü vardır. Özdeşlikten,

z
0

� x
0

= Smz
0

� Tmx
0

= Smz
0

� Smx
0

+ Smx
0

� Tmz
0

+ Tmz
0

� Tmx
0

+ Tmx
0

� Tmx
0

= Tm

(z
0

� x
0

) + (Sm � Tm

)(z
0

� x
0

) + (Sm � Tm

)x
0

bulunur ve buradan,

kz
0

� x
0

k = kTm

(z
0

� x
0

) + (Sm � Tm

)(z
0

� x
0

) + (Sm � Tm

)x
0

k
 kTm

(z
0

� x
0

)k+ k(Sm � Tm

)(z
0

� x
0

)k+ k(Sm � Tm

)x
0

k
 (�(Tm

) + kSm � Tmk) kz
0

� x
0

k+ kSm � Tmk

elde edilir. Son eşitsizlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa,

kx
0

� z
0

k  kSm � Tmk
1� �(Tm

)� kSm � Tmk

(3.2.16) eşitsizliğine karşılık gelen bu sonuca ulaşılır.
Sm

(Sz
0

) = S(Smz
0

) = Sz
0

ifadesinden ve Sm için z
0

elemanının tekliğinden dolayı Sz
0

=

z
0

elde edilir. Şimdi varsayalım ki, S operatörünün bir diğer sabit noktası z̃
0

2 K dır. O halde
Smz̃

0

= z̃
0

yazılabilir. Buradan Sz
0

= z̃
0

ve dolayısıyla z̃
0

= z
0

elde edilir. Dolayısıyla bu
da S operatörünün tek bir sabit noktaya sahip olduğunu gösterir.
Son olarak, (3.2.17) eşitsizliğinden �(Sm

) < 1 elde edilir ve dolayısıyla Teorem 3.1.3’den
dolayı S düzgün asimtotik kararlı bir Markov operatörüdür denir. O halde ispat tamamlanmış
olur.

Açıklama 3.2.7. Elde edilen sonuçlara birçok yönden başvurulabilir. Bu sonuçlar sayesinde,

(i) [28, 33, 43]’deki temel sonuçlar genel Banach uzaylarına genişletilebilir.

(ii) Klasik L
p

�uzayları üzerinde tanımlanan asimtotik kararlı Markov zincirlerinin pertür-
basyon sınırları elde edilebilir. Diğer yandan daha komplike fonksiyonel uzaylar üze-
rinde tanımlanan Markov zincirlerinin sonuçlarına direk başvurulabilir. Dahası Ba-
nach uzayı çeşitlendirilerek ölçüm-değerli Markov süreçleri teorisinde birçok sonuç
elde edilebilir.
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4 MARKOV OPERATÖRÜNÜN CESÀRO ORTALAMASI

4.1 Önbilgiler
Tanım 4.1.1. T , X üzerinde tanımlı bir operatör olmak üzere,

A
n

(T ) =
1

n

n�1X

k=0

T k, n 2 N

operatörüne T ’nin Cesàro Ortalaması adı verilir.

(X,X
+

,K, f) uzayı OBSB olsun. Her y 2 X için T
y

: X ! X lineer operatörü T
y

(x) =
f(x)y olarak tanımlanabilir. Bu bilgiler ışığında aşağıdaki tanımlar T Markov operatörünün
yakınsaklık kavramlarını verecektir.

Tanım 4.1.2. T : X ! X Markov operatörüne, eğer

(i)
lim

n!1
kT n � T

y0k = 0

olacak şekilde bir y
0

2 K varsa düzgün asimtotik kararlı (Tanım 3.1.1-(i))

(ii)
lim

n!1
kA

n

(T )� T
y0k = 0

olacak şekilde bir y
0

2 K varsa düzgün ortalama ergodik

(iii)
lim

n!1
sup

x,y2K
kT nx� T nyk = 0

oluyorsa zayıf ergodik (Tanım 3.1.1-(ii))

(iv)
lim

n!1
sup

x,y2K
kA

n

(T )x� A
n

(T )yk = 0

oluyorsa zayıf ortalama ergodik denir.

Sonuç 4.1.3. Düzgün asimtotik kararlı bir T Markov operatörü düzgün ortalama ergodikliği
gerektirir.

Kanıt. T : X ! X düzgün asimtotik kararlı Markov operatörü olsun. Bu durumda

lim

n!1
kT n � T

y0k = 0

olacak şekilde y
0

2 K vardır. Ayrıca

kA
n

(T )� T
y0k =

�����
1

n

n�1X

k=0

T k � 1

n

n�1X

k=0

T
y0

�����

=

�����
1

n

n�1X

k=0

(T k � T
y0)

�����

 1

n

n�1X

k=0

kT k � T
y0k
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yazılabilir. O halde her iki tarafın öncelikle k ! 1 ve daha sonra n ! 1 için limiti alınırsa,

lim

n!1
kA

n

(T )� T
y0k = 0

elde edilir. Böylece istenilen gösterilmiş olur.

Sonuç 4.1.4. Eğer T Markov operatörü düzgün ortalama ergodik ise T
y0 ile ilişkili y

0

ele-
manı T operatörünün sabit noktasıdır.

Kanıt. T Markov operatörü düzgün ortalama ergodik olsun.

A
n

(T ) =
1

n

n�1X

k=0

T k

olduğu dikkate alınarak

(1 +

1

n
)A

n+1

(T )� 1

n
I = TA

n

(T )

eşitliği yazılabilir. Bu durumda son eşitliğin her iki tarafının limiti alınırsa,

lim

n!1

✓
(1 +

1

n
)A

n+1

(T )� 1

n
I

◆
= lim

n!1
TA

n

(T )

elde edilir ve buradan da T
y0 = TT

y0 olduğu görülür. Bu eşitlikten Ty
0

= y
0

ifadesini
yazmak mümkündür. Dolayısıyla y

0

elemanının T operatörünün sabit bir noktası olduğu
ispatlanmış olur.

4.2 Markov Operatörlerinin Düzgün Ortalama Ergodikliği
Bu bölümde daha önceden üzerinde durulan Teorem 3.1.3’nin düzgün ortalama ergodik Mar-
kov operatörleri içinde uygulanabileceği gösterilecektir. Verilen sonuçlar [19, 20] makalele-
rinden elde edilen sonuçlar olup ayrıntısı ile incelenmiştir.
(X,X

+

,K, f) uzayı OBSB olsun. Bu doğrultuda bölüm boyunca temel alınacak

U = {T |T : X ! X Markov operatör, T ⇤f = f}

kümesi tanımlanıp, gerekli teoremler verilmeye başlanabilir.

Teorem 4.2.1. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve T 2 U olsun. Aşağıdaki ifadeler birbirine
denktir:

(i) T operatörü zayıf ortalama ergodiktir.

(ii) �(A
n

(T ))  ⇢ eşitsizliği sağlanacak şekilde bir ⇢ 2 [0, 1) ve n 2 N vardır.

(iii) T operatörü düzgün ortalama ergodiktir.

Kanıt.
(i) ) (ii) T 2 U olduğundan T bir Markov operatörüdür. Dolayısıyla T k � 0 lineer ve
T k

(K) ⇢ K (k 2 N) olup

A
n

(T ) =
1

n
(I + T + · · ·+ T n�1

)(K) ⇢ K (n 2 N)
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operatörü de bir Markov operatörü olur. Böylece Markov operatörü özelliğinden

�(A
n

(T )) =
1

2

sup

u,v2K
kA

n

(T )u� A
n

(T )vk

eşitliğini yazmak mümkündür. Buradan norm ve supremum tanımı gereğince �(A
n

(T )) � 0

olur. Diğer yandan T , zayıf ortalama ergodik olduğundan

lim

n!1

1

2

sup kA
n

(T )u� A
n

(T )vk = 0

olup
lim

n!1
�(A

n

(T )) = 0

yazılabilir. O halde her ⇢ için en az bir tane n
0

vardır, öyle ki her n > n
0

için 0  �(A
n

(T )) <
⇢ olur. Sonuç olarak, lim

n!1 �(A
n

(T )) = 0 olduğundan ⇢ 2 [0, 1) bulunur. Böylece isteni-
len gösterilmiş olur.
(ii) ) (iii) T , X üzerinde Markov operatörü olduğundan,

kA
n

(T )(I � T )k =

�����
1

n

n�1X

k=0

T k

(I � T )

�����

=

1

n

�����

n�1X

k=0

T k

(I � T )

�����

=

1

n

�����

n�1X

k=0

T k �
n�1X

k=0

T k+1

�����

=

1

n
kI � T nk

 1

n
(1 + kTkn)

olur ve her k 2 N için,

kA
n

(T )(I � T k

)k =

�����
1

n

n�1X

i=0

T i

(I � T k

)

�����

=

1

n

�����

n�1X

i=0

(T i � T i+k

)

�����

=

1

n

��T 0

+ · · ·+ T n�1 � (T k

+ · · ·+ T k+n�1

)

��

 1

n

�
1 + kTk+ · · ·+ kT k�1k+ · · ·+ kT k+n�1k

�

elde edilir. Böylece n ! 1 iken eşitsizliğin her iki tarafının da sıfıra gittiği görülür. Do-
layısıyla her bir m 2 N için,

lim

n!1
kA

n

(T )(I � A
m

(T ))k = lim

n!1

�����An

(T )

 
1

m

m�1X

k=0

(I � T k

)

!�����

= lim

n!1

�����
1

m

m�1X

k=0

A
n

(T )(I � T k

)

�����

 0
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olur. O halde,

lim

n!1
�(A

n

(T )(I � A
m

(T ))) = 0 (4.2.1)

yazılabilir. Teorem 2.3.2-(ii)’den

|�(A
n

(T )A
n0(T ))� �(A

n

(T ))|  �(A
n

(T )(I � A
n0(T )))

olur. Şimdi aynı teoremin (iii) özelliğinden yararlanılırsa,

�(A
n

(T )(I � A
n0(T ))) � �(A

n

(T ))� �(A
n

(T )A
n0(T ))

� �(A
n

(T ))� �(A
n

(T ))�(A
n0(T ))

� (1� ⇢)�(A
n

(T )) (4.2.2)

bulunur. (4.2.1) ve (4.2.2)’den
lim

n!1
�(A

n

(T )) = 0

elde edilir. Yani,

lim

n!1
sup

x,y2K
kA

n

(T )x� A
n

(T )yk = 0 (4.2.3)

dır.
T 2 U olduğundan sabit bir y

0

2 K noktası vardır. Bu nokta (4.2.3) eşitliğinden kolaylıkla
elde edilebilir. Şöyle ki,

lim

n!1
sup

x2K
kA

n

(T )x� y
0

k = lim

n!1
sup

x,y02K
kA

n

(T )x� A
n

(T )y
0

k

 lim

n!1
sup

x,y2K
kA

n

(T )x� A
n

(T )yk

= 0

dır. Buradan da T operatörünün düzgün ortalama ergodik olduğu söylenebilir.
(iii) ) (i)

1

2

sup

x,y2K
kAT

n

x� AT

n

yk =

1

2

sup

x,y2K
kAT

n

x� AT

n

y + T
y0x� T

y0x+ T
y0y � T

y0yk

 1

2

sup

x,y2K

�
kAT

n

x� T
y0xk+ kT

y0x� T
y0yk+ kT

y0y � AT

n

yk
�

 1

2

✓
sup

x,y2K
kAT

n

� T
y0xk+ sup

x,y2K
kT

y0x� T
y0yk+ sup

x,y2K
kT

y0y � AT

n

yk
◆

eşitsizliği dikkate alınırsa,

lim

n!1

1

2

sup

x,y2K
kAT

n

x� AT

n

yk  lim

n!1

1

2

( sup

x,y2K
kAT

n

x� T
y0xk+ sup

x,y2K
kT

y0x� T
y0yk

+ sup

x,y2K
kT

y0y � AT

n

yk)

 1

2

( lim

n!1
sup

x,y2K
kAT

n

x� T
y0xk+ lim

n!1
sup

x,y2K
kT

y0x� T
y0yk

+ lim

n!1
sup

x,y2K
kT

y0y � AT

n

yk)
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elde edilir. Diğer yandan her bir y
0

2 X için T
y0x = f(x)y

0

ve x, y 2 K için f(x) = f(y) =
1 bilgileri yardımıyla

kT
y0x� T

y0yk = kf(x)y
0

� f(y)y
0

k = ky
0

� y
0

k = 0

bulunur. Yukarıda elde edilen ifadeler ve T operatörünün düzgün ortalama ergodikliği saye-
sinde

lim

n!1
sup

x,y2K
kAT

n

x� AT

n

yk  lim

n!1
sup

x,y2K
kAT

n

x� T
y0xk+ lim

n!1
sup

x,y2K
kT

y0x� T
y0yk

+ lim

n!1
sup

x,y2K
kT

y0y � AT

n

yk

= 0

sonucuna ulaşılır. Böylece düzgün ortalama ergodik olan T operatörünün zayıf ortalama
ergodik olduğu gösterilmiş olur.

Bir sonraki teoreme geçilmeden önce

U
ume

= {T 2 U|T : X ! X düzgün ortalama ergodik Markov operatörü}

kümesi tanımlansın. Buradan
U
ume

⇢ U ⇢ L(X)

eşitsizliğini yazmak mümkündür.

Teorem 4.2.2. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB olsun. U
ume

, norm yoğun ve U kümesinin açık bir
alt kümesidir.

Kanıt. � 2 K sabit noktasıyla birlikte keyfi T 2 U operatörü alınsın. 0 < " < 2 keyfi bir
sayı olsun.

T (")

=

⇣
1� "

2

⌘
T +

"

2

T
�

operatörü tanımlansın.
Herhangi x 2 K için T

�

x = f(x)� olduğundan T
�

(K) ⇢ K dır. Çünkü � 2 K ve f(x) 2 R
olduğundan T

�

x 2 K dır. Ayrıca T
�

pozitif ve lineer olduğundan Markov operatörüdür. Diğer
yandan,

T (")f =

⇣
1� "

2

⌘
Tf +

"

2

T
�

f

=

⇣
1� "

2

⌘
f +

"

2

f

= f

olur.
Her T 2 U ve her " > 0 için en az bir tane T (") vardır, öyle ki

kT � T (")k =

���T �
⇣
1� "

2

⌘
� "

2

T
�

���

 "

2

kTk+ "

2

kT
�

k

= "
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dır.
Dolayısıyla buradan T (") 2 U olur. Şimdi de T (") 2 U

ume

olduğunu gösterelim. Bunun için
T (") operatörünün düzgün asimtotik kararlı olduğu gösterilmelidir (Sonuç 4.1.3 gereğince).
Lemma 2.1.12’den x� y 2 N ve u, v 2 K için,

kT (")

(x� y)k =

kx� yk
2

kT (")

(u� v)k

=

kx� yk
2

���
⇣
1� "

2

⌘
T (u� v) +

"

2

T
�

(u� v)
���

=

kx� yk
2

���
⇣
1� "

2

⌘
T (u� v) +

"

2

(T
�

u� T
�

v)
���

=

kx� yk
2

���
⇣
1� "

2

⌘
T (u� v) +

"

2

(f(u)�� f(v)�)
���

=

kx� yk
2

���
⇣
1� "

2

⌘
T (u� v)

��� (u, v 2 K olduğu için f(u) = f(v) = 1)

=

kx� yk
2

⇣
1� "

2

⌘
kT (u� v)k

=

kx� yk
2

⇣
1� "

2

⌘
kTu� Tvk

 kx� yk
2

⇣
1� "

2

⌘
(kTuk+ kTvk)

=

kx� yk
2

⇣
1� "

2

⌘
2

= kx� yk
⇣
1� "

2

⌘

olur. Buradan,
kT (")

(x� y)k 
⇣
1� "

2

⌘
kx� yk

olduğu için
�(T (")

)  1� "

2

elde edilir.
Böylece Teorem 3.1.3’den dolayı T ("), düzgün asimtotik kararlıdır. Şimdi de U

ume

kümesinin
norm açık küme olduğunu gösterelim. Bunun için ilk olarak her bir n 2 N için,

U
ume,n

= {T 2 U|�(A
n

(T )) < 1}

kümesi tanımlansın.
Uume =

[

n2N

Uume,n

(�(A
n

(T ))  ⇢ olacak şekilde ⇢ 2 [0, 1) ve n 2 N var , T düzgün ortalama ergodik)
olduğu için Uume kümesinin norm açık olduğunu göstermek yerine Uume,n kümesinin norm
açık olduğunu göstermek yeterli olacaktır.
Herhangi T 2 Uume,n alınsın ve ↵ := �(A

n

(T )) < 1 olarak yazılsın. Ayrıca buradan ↵+� < 1

olacak şekilde 0 < � < 1 sayısı seçilsin. Bu durumda
⇢
H 2 U : kH � Tk <

2�

n+ 1

�
⇢ Uume,n
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olduğunun gösterilmesi ispatı tamamlar.
Her bir k 2 N için,

kHk � T kk = kHk�1

(H � T ) + (Hk�1 � T k�1

)Tk
 kHk�1

(H � T )k+ k(Hk�1 � T k�1

)Tk
 kH � Tk+ kHk�1 � T k�1k
= kH � Tk+ kHk�2

(H � T ) + (Hk�2 � T k�2

)Tk
 kH � Tk+ kHk�2

(H � T )k+ k(Hk�2 � T k�2

)Tk
= kH � Tk+ kH � Tk+ kHk�2 � T k�2k
= 2kH � Tk+ kHk�2 � T k�2k

...
 kkH � Tk (4.2.4)

elde edilir.
Teorem 2.3.2-(ii) ve (4.2.4) eşitsizliği dikkate alınırsa,

|�(A
n

(H))� �(A
n

(T ))|  kA
n

(H)� A
n

(T )k

=

�����
1

n

n�1X

k=0

Hk � 1

n

n�1X

k=0

T k

�����

=

1

n

�����

n�1X

k=0

Hk �
n�1X

k=0

T k

�����

 1

n

n�1X

k=0

kHk � T kk

 1

n

n�1X

k=1

kkH � Tk

 1

n

nX

k=1

kkH � Tk

=

n+ 1

2

kH � Tk

elde edilir. Böylece,

|�(A
n

(H))� �(A
n

(T ))|  n+ 1

2

kH � Tk

<
n+ 1

2

2�

n+ 1

= �

olur. Sonuç olarak,

�(A
n

(H)) < �(A
n

(T )) + � < 1

bulunur ve H 2 Uume,n olduğu söylenir. Bu da ispatı tamamlar.
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Açıklama 4.2.3. Aslında dikkat çekilmek istenen temel konu, düzgün ergodik operatörler
kümesinin geometrik yapısının ne olduğudur. Bu konu üzerinde daha önceden [26] refe-
ransında durulmuştur.

4.3 Pertürbasyon Sınırları
Bu alt bölümde Cesáro ortalamaları için pertürbasyon sınırları ele alınacaktır. Sonuçlar [21]
makalesinde elde edilen sonuçların derinlemesine incelenmesidir.

Teorem 4.3.1. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve x
0

2 K sabit noktasıyla birlikte T 2 U olsun.
Eğer bazı m 2 N için �(A

m

(T )) < 1 ise kA
m

(S) � A
m

(T )k < 1 � �(A
m

(T )) koşulunu
sağlayan her S Markov operatörü düzgün ortalama ergodiktir ve

kx
0

� z
0

k  kA
m

(S)� A
m

(T )k
1� �(A

m

(T ))� kA
m

(S)� A
m

(T )k (4.3.1)

olacak şekilde bir tek z
0

2 K sabit noktasına sahiptir.

Kanıt. İlk olarak (I � A
m

(S))�1 operatörünün N üzerinde sınırlı olduğunu ispat edeceğiz
(Bakınız Lemma 2.1.12).
Herhangi x 2 N için,

kA
m

(S)xk = kA
m

(S)x� A
m

(T )x� A
m

(T )xk
 k(A

m

(S)� A
m

(T ))xk+ kA
m

(T )xk
 kA

m

(S)� A
m

(T )kkxk+ �(A
m

(T ))kxk
= (kA

m

(S)� A
m

(T )k+ �(A
m

(T ))| {z }
⇢

)kxk

= ⇢kxk (4.3.2)

olur. Böylece (4.3.2) yardımıyla her n 2 N için,

k(A
m

(S))nxk  ⇢nkxk

olur. Dolayısıyla
P

n

(A
m

(S))nx serisi yakınsaktır. Seri açılımından,

(I � A
m

(S))�1x =

X

n

A
m

(S)nX

ve dahası her x 2 N için k(I � A
m

(S))�1xk  kxk
1�⇢

yazılabilir. Buradan (I � A
m

(S))�1

operatörünün N üzerinde sınırlı olduğu görülür.
z
0

2 K için A
m

(S)z
0

= z
0

denklemi

(I � A
m

(S))(z
0

� x
0

) = �(I � A
m

(S))x
0

denklemine denktir. (I � A
m

(S))x
0

2 N olduğundan son denklemin

z
0

= x
0

� (I � A
m

(S))�1

((I � A
m

(S))x
0

)

bir tek çözümü vardır. Özdeşlikten,

z
0

� x
0

= A
m

(T )(z
0

� x
0

) + (A
m

(S)� A
m

(T ))(z
0

� x
0

) + (A
m

(S)� A
m

(T ))x
0
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ve z
0

� x
0

2 N olduğu düşünülürse,

kz
0

� x
0

k = kA
m

(T )(z
0

� x
0

) + (A
m

(S)� A
m

(T ))(z
0

� x
0

) + (A
m

(S)� A
m

(T ))x
0

k
 kA

m

(T )(z
0

� x
0

)k+ k(A
m

(S)� A
m

(T ))(z
0

� x
0

)k+ k(A
m

(S)� A
m

(T ))x
0

k
 �(A

m

(T ))kz
0

� x� 0k+ kA
m

(S)� A
m

(T )kkz
0

� x
0

k+ kA
m

(S)� A
m

(T )k
= (�(A

m

(T )) + kA
m

(S)� A
m

(T )k) kz
0

� x
0

k+ kA
m

(S)� A
m

(T )k (4.3.3)

elde edilir.
A

m

(S)(Sz
0

) = S(A
m

(S)z
0

) = Sz
0

ve A
m

(S) için z
0

elemanının tekliğinden Sz
0

= z
0

yani
S 2 U sonucuna varılır. Dahası (4.3.2)’den dolayı �(A

m

(S)) < 1 ve dolayısıyla S düzgün
ortalama ergodik olur. Böylece z

0

, S için tek bir sabit noktadır. O halde istenilen gösterilmiş
olur.

Sonuç 4.3.2. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB olsun. Eğer T operatörü X üzerinde, bazı m 2 N
için �(A

m

(T )) < 1 olacak şekilde bir Markov operatörü ise

kS � Tk <
2(1� �(A

m

(T )))

m+ 1

koşulunu sağlayan her S Markov operatörü düzgün ortalama ergodiktir ve

kx
0

� z
0

k  kS � Tk
2(1� �(Am)(T ))/(m+ 1) � kS � Tk

koşulunu sağlayan tek bir z
0

2 K sabit noktası vardır.

Kanıt. Her bir k 2 N için,

kSk � T kk = kSk�1

(S � T ) + (Sk�1 � T k�1

)Tk
 kSk�1

(S � T )k+ k(Sk�1 � T k�1

)Tk
 kS � Tk+ kSk�1 � T k�1k

...
 kkS � Tk (4.3.4)

olur. Dolayısıyla,

kA
m

(S)� A
m

(T )k =

�����
1

m

m�1X

k=0

Sk � 1

m

m�1X

k=0

T k

�����

=

1

m

�����

m�1X

k=0

Sk � T k

�����

 1

m

m�1X

k=0

kSk � T kk

 1

m

mX

k=1

kkS � Tk

=

m+ 1

2

kS � Tk

<
m+ 1

2

✓
2(1� �(A

m

(T )))

m+ 1

◆

= 1� �(A
m

(T ))
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elde edilir. İlerleyen kısımlarda gösterilecek olan Pertürbasyon Sınırları alt başlıklı bölümün,
Teorem 6.2.3’ün ispatında verilecek olan detaylı gösterimden dolayı yukarıdaki gösterimin,
ispatın tamamlanması için yeterli bir sonuç olduğu söylenebilir.

30



5 C0�MARKOV YARIGRUPLARININ ERGODİKLİĞİ
VE PERTÜRBASYON SINIRLARI

5.1 Önbilgiler ve Temel Kavramlar
Burada verilen kavramların derinlemesine incelenmesi [23] kitabı baz alınarak yapılabilir.
Bu başlık altında işlenecek olan temel konu ise güçlü sürekli yarıgruplardır. Bir başka deyişle
üzerinde durulacak olan konu, X Banach uzayı üzerinde ⇠ : R

+

! L(X) dönüşümü yardımıyla
tanımlanan ve aşağıdaki koşulları sağlayan (T

t

)

t�0

operatörler ailesi olan C
0

�yarıgruplarıdır.

(i) T
0

= I,X üzerinde birim operatördür.

(ii) 8t, s � 0 : T
t+s

= T
t

T
s

(iii) t # 0 iken 8x
0

2 X için kT
t

x
0

� x
0

k ! 0

İlk iki aksiyom cebirseldir ve T = (T
t

)

t�0

ile (R
+

,+) yarıgrubu temsil edilmektedir (rep-
resentation). Son aksiyom ise topolojiktir ve ayrıca T dönüşümü güçlü operatör topolojisi
üzerinde süreklidir.
T = (T

t

)

t�0

C
0

�yarıgrubu olsun. Eğer her bir t 2 R
+

için T
t

operatörü Markov ise
T = (T

t

)

t�0

yarıgrubuna C
0

� Markov yarıgrubu denir. Eğer her t 2 R
+

için T
t

x
0

= x
0

eşitliği sağlanıyorsa x
0

2 X elemanına T = (T
t

)

t�0

yarıgrubunun sabit noktası denir.

Tanım 5.1.1. X Banach uzayı üzerindeki (T
t

)

t�0

güçlü sürekli yarıgrubunun üreteci A :

D(A) ✓ X ! X olmak üzere

Ax :=

˙⇠
x

(0) = lim

t#0

1

t
(T

t

x� x) (5.1.1)

şeklinde tanımlanır. Burada A operatörünün tanım kümesi

D(A) := {x 2 X : ⇠
x

, R
+

üzerinde türevlenebilir} (5.1.2)

D(A) := {x 2 X : lim

t#0

1

t
(T

t

x� x) var} (5.1.3)

şeklindedir. Bir altuzay olan D(A) tanım kümesi, A üretecinin tanımlanmasında önemli bir
yere sahiptir. Dolayısıyla üretecin gösterimi (A,D(A)) ikilisi şeklindedir. Fakat biz yazım
kolaylığı açısından sadece A yazacağız ve tanım kümesi için (5.1.3) ifadesini göz önüne
alacağız.

Lemma 5.1.2. [23, Lemma 1.3] (T
t

)

t�0

güçlü sürekli yarıgrubunun (A,D(A)) üreteci için
aşağıdaki özellikler sağlanır.

(i) A : D(A) ✓ X ! X lineer operatördür.

(ii) Eğer x 2 D(A) ise T
t

x 2 D(A) ve her t � 0 için d

dt

T
t

x = T
t

Ax = AT
t

x

(iii) Her t � 0 ve x 2 X için, Z
t

0

T
s

xds 2 D(A)

dır.
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(iv) Her t � 0 için,

eğer x 2 X ise T
t

x� x = A

Z
t

0

T
s

xds (5.1.4)

eğer x 2 D(A) ise T
t

x� x =

Z
t

0

T
s

Axds (5.1.5)

dır.

Kanıt.

(i) • x, y 2 D(A) için,

A(x+ y) = lim

t#0

1

t
(T

t

(x+ y)� (x+ y))

= lim

t#0

1

t
(T

t

x+ T
t

y � x� y)

= lim

t#0

1

t
(T

t

x� x) + lim

t#0

1

t
(T

t

y � y)

= Ax+ Ay

• ↵ 2 F için,

A(↵x) = lim

t#0

1

t
(T

t

↵x� ↵x)

= lim

t#0

↵

t
(T

t

x� x)

= ↵ lim

t#0

1

t
(T

t

x� x)

= ↵Ax

) A lineer operatördür.

(ii) x 2 D(A) olsun.

lim

h#0

1

h
(T

h

(T
t

x)� T
t

x) = lim

h#0

1

h
(T

t

(T
h

x� x))

= T
t

lim

h#0

1

h
(T

h

x� x)

= T
t

Ax

eşitliğinden

lim

h#0

1

h
(T

h

(T
t

x)� T
t

x)

limitinin var olduğu görülür. Böylece (5.1.3)’den T
t

x 2 D(A) olur ve buradan AT
t

x =

T
t

Ax yazılabilir. O halde ispat tamamlanmış olur.

(iii) Aşağıdaki ispatta (iii) iddiasının doğruluğu gösterildiği için ayrıca burada da kanıtlama
yoluna gidilmeyecektir.
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(iv) x 2 X ve t � 0 için,

1

h

✓
T
h

Z
t

0

T
s

xds�
Z

t

0

T
s

xds

◆
=

1

h

Z
t

0

T
s+h

xds� 1

h

Z
t

0

T
s

xds

=

1

h

Z
t+h

h

T
s

xds� 1

h

Z
t

0

T
s

xds

=

1

h

Z
t+h

t

T
s

xds� 1

h

Z
h

0

T
s

xds

elde edilir. Dolayısıyla bu eşitlik, h # 0 iken T
t

x � x operatörüne yaklaşır. Böylece (5.1.4)
sağlanmış olur.
Eğer x 2 D(A) ise s 7�! T

s

(T
h

x�x)/h fonksiyonları [0, t] üzerinde h # 0 iken s 7�! T
s

Ax
fonksiyonuna düzgün yaklaşır. Dolayısıyla

lim

h#0

1

h
(T

h

� I)

Z
t

0

T
s

xds = lim

h#0

Z
t

0

T
s

1

h
(T

h

� I)xds

=

Z
t

0

T
s

Axds

bulunur. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Tanım 5.1.3. X ve Y herhangi iki topolojik vektör uzayı olsun.

T : D(T ) ✓ X ! Y

lineer dönüşümü dikkate alındığında D(T ) kümesi yani T lineer operatörünün tanım kümesi,
X uzayının yoğun bir alt uzayı ise T operatörüne yoğun tanımlıdır (densely defined) denir.

Şimdi Lemma 5.1.2’den faydalanarak Tanım 5.1.1’de ifade edilen üretecin birkaç özelliğini
verelim.

Teorem 5.1.4. [23, Teorem 1.4] Güçlü sürekli yarıgrupların üreteci, yarıgrupların biricik
olmasını sağlayan kapalı ve yoğun tanımlı (densely defined) lineer bir operatördür.

Kanıt. (T
t

)

t�0

, X Banach uzayı üzerinde güçlü sürekli bir yarıgrup olsun. Bu yarıgrubun
üreteci (A,D(A)) lineer bir operatördür (bakınız 5.1.2). A üretecinin kapalı olduğunu göster-
mek için, lim

n!1 x
n

= x ve lim

n!1 Ax
n

= y limitleri var olacak şekilde bir (x
n

)

n2N ⇢
D(A) dizisi alalım. (5.1.5)’den t � 0 için,

T
t

x
n

� x
n

=

Z
t

0

T
s

Ax
n

ds

dır. n ! 1 iken [0, t] aralığı üzerinde (T
s

Ax
n

) dizisinin düzgün yakınsaklığı

T
t

x� x =

Z
t

0

T
s

yds

eşitliğine karşılık gelmektedir. Eğer eşitliğin her iki tarafı 1/t ile çarpılıp t # 0 için limiti
alınırsa,

lim

t#0

1

t
(T

t

x� x) = lim

t#0

1

t

Z
t

0

T
s

yds

Ax = y
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ve x 2 D(A) elde edilir. Yani A üreteci kapalı olur.
Lemma 5.1.2-(iii)’den 1

t

R
t

0

T
s

xds 2 D(A) dır. (T
t

)

t�0

yarıgrubunun güçlü sürekliliğinden
her x 2 X için,

lim

t#0

1

t

Z
t

0

T
s

xds = x

olur. Bu da D(A)’nın X üzerinde yoğun olduğu anlamına gelir. Son olarak, (S
t

)

t�0

yarıgrubunun
(A,D(A)) üretecinin ürettiği bir diğer güçlü sürekli yarıgrup olduğunu varsayalım. Ayrıca
x 2 D(A) ve t > 0 için,

s 7�! ⌘
x

(s) := T
t�s

S
s

x 0  s  t

dönüşümünü ele alalım. Sabit s elemanından dolayı
⇢
S
s+h

x� S
s

x

h
: h 2 (0, 1]

�
[ {AS

s

x}

kümesi kompakttır. Aşağıdaki

1

h
(⌘

x

(s+ h)� ⌘
x

(s)) = T
t�s�h

1

h
(S

s+h

x� S
s

x) +
1

h
(T

t�s�h

� T
t�s

)S
s

x

eşitliğin, Lemma 5.1.2-(ii) ve güçlü operatör topolojisi üzerinde sürekli olan bir dönüşü-
mün, kompakt her alt küme üzerinde de düzgün sürekli olacağı bilgisi yardımıyla

d

ds
⌘
x

(s) = T
t�s

AS
s

x� AT
t�s

S
s

x = 0

değerine yakınsadığını görürüz. ⌘
x

(0) = T
t

x ve ⌘
x

(t) = S
t

x olduğundan dolayı yoğun tanım
kümesi D(A)’dan alınan her x için,

T
t

x = S
t

x

elde edilir. Böylece her bir t � 0 için T
t

= S
t

bulunur. Dolayısıyla üretecin ürettiği yarıgrubun
biricikliği gösterilmiş olur.

Şimdi üreteç ve onun ürettiği yarıgruba dair birkaç örnek verelim.

Örnek 5.1.5. X = R2 ve t � 0 için T
t

: R2 ! R2, T
t

= etA yarıgrubunu dikkate alalım.
Bu durumda

T
t

= etA =


Cosht Sinht
Sinht Cosht

�

yazımından faydalanarak

A =

dT
t

dt

����
t=0

=


Sinht Cosht
Cosht Sinht

� �����
t=0

=


0 1

1 0

�

üreteci elde edilebilir.
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Örnek 5.1.6. X = c
0

olmak üzere x = (x
n

)

n2N dizisi için T
t

x = (e�n

2
tx

n

)

n

yarıgrubunu
ele alalım. Böylece

Ax : = lim

t#0

T
t

x� x

t

= lim

t#0

✓
e�tx

1

� x
1

t
,
e�4tx

2

� x
2

t
, · · ·

◆

= lim

t#0

�
�e�tx

1

,�4e�4tx
2

, · · ·
�

= (�x
1

,�4x
2

, · · · )
= (�n2x

n

)

n

elde edilir. Diğer yandan,

D(A) = {x 2 X : Ax 2 c
0

}
= {x 2 X : (�n2

)x 2 c
0

}

olur. O halde (T
t

)

t�0

yarıgrubunun üreteci olan (A,D(A)) ikilisi elde edilmiş olur.

Örnek 5.1.7.

A : c
0

�! c
0

(x
1

, x
2

, · · · ) 7�! (x
2

, x
3

, · · · ) ve kAk  1

olacak şekilde bir A üretecini alalım.

I = (x
1

, x
2

, · · · ) ) I = (x
1

, x
2

, · · · ) ) I = (x
1

, x
2

, · · · )
A = (x

2

, x
3

, · · · ) ) tA = t(x
2

, x
3

, · · · ) ) tA = t(x
2

, x
3

, · · · )

A2

= (x
3

, x
4

, · · · ) ) t2A2

= t2(x
3

, x
4

, · · · ) ) t2A2

2!

=

t2

2!

(x
3

, x
4

, · · · )
...

An

= (x
n+1

, x
n+2

, · · · ) ) tnAn

= tn(x
n+1

, x
n+2

, · · · ) ) tnAn

n!
=

tn

n!
(x

n+1

, x
n+2

, · · · )

Yukarıdaki açılım dikkate alındığında,

T
t

:= I + tA+

t2

2!

A2

+ · · ·+ tn

n!
An

eşitliği yani

T
t

=

1X

n=0

tn

n!
An

yazılabilir. Dolayısıyla burada, sınırlı bir üretecin yarıgrup ürettiği görülür.

Yapılan bu 3 örnek ve benzerlerinden yola çıkarak, yarıgruptan rahatlıkla üreteç elde ede-
bilirken, varlığını bildiğimiz üreteçten yarıgrubu nasıl tanımlayacağımıza dair pek bir bil-
gimiz olmadığını görürüz. Burada asıl sıkıntı yaratan, üretecin sınırsız olması durumudur.
Aslında bu durum için çeşitli yaklaşımlar mevcuttur. Bunlardan en bilinenleri Hille -Yoshida
ve Lumer-Phillips Teoremleri’dir.
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Teorem 5.1.8. [23] (Generation Theorem) (Contraction Case, Hille, Yoshida, 1948) X Ba-
nach uzayı üzerindeki (A,D(A)) lineer operatörü için aşağıdaki özellikler birbirine denktir:

(i) (A,D(A)) güçlü sürekli bir daralma (contraction) yarıgrubu üretir.

(ii) (A,D(A)) kapalı ve yoğun tanımlıdır. Ayrıca her � > 0 için � 2 ⇢(A) ve

k�R(�, A)k  1 (5.1.6)

dir.

(iii) (A,D(A)) kapalı ve yoğun tanımlıdır. Ayrıca her � 2 C, Re� > 0 için � 2 ⇢(A) ve

kR(�, A)k  1

Re�

dır.

Kanıt.
(i) ) (iii)
Her Re� > w için,

kR(�, A)k  M

Re�� w

eşitsizliğinin yazılabileceğini biliyoruz. Özel olarak M = 1 ve w = 0 alınırsa,

kR(�, A)k  1

Re�

olur. O halde istenilen eşitsizlik gösterilmiş olur.
(iii) ) (ii)
Her � 2 C, Re� > 0 için � 2 ⇢(A) ve

kR(�, A)k  1

Re�

olduğundan her � > 0 için Re� = � ve dolayısıyla

kR(�, A)k  1

�
) k�R(�, A)k  1

olur.
(ii) ) (i) Öncelikle

A
n

:= nAR(n,A) = n2R(n,A)� nI , n 2 N

sözde Yoshida yaklaştıranlarını (so-called Yoshida approximants) tanımlayalım. Bunlar sınırlı-
dır ve her bir n 2 N için operatörlerle yerdeğiştirebilirler. Daha sonra

T
t

n

:= etAn , t � 0

ile verilen düzgün sürekli yarıgruplarını düşünelim. D(A) üzerinde A
n

, A’ya yaklaştığı için
aşağıdaki özelliklerden bahsedebiliriz.

(i) Her bir x 2 X için T
t

x := lim

n!1 T
t

nx
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(ii) (T
t

)

t�0

, X üzerinde güçlü sürekli bir daralma yarıgrubudur.

(iii) (T
t

)

t�0

yarıgrubunun üreteci (A,D(A)) dır.

Bu önermelerin varlığını gösterdiğimiz takdirde ispat tamamlanmış olur.
(i) Her bir (T

t

n

)

t�0

daralma yarıgrubudur. Çünkü t � 0 için,

kT
t

nk  e�ntekn
2
R(n,A)kt  e�ntent = 1

dir. Analizin vektör değerli fonksiyonlar için olan temel teoreminden faydalanılırsa 0  s 
t, x 2 D(A) ve m,n 2 N için,

s 7�! Tm

t�s

T
s

nx

yazılabilir. Her n 2 N için (T n

t

)

t�0

yarıgrubunun değişme özelliği kullanılırsa,

T n

t

x� Tm

t

x =

Z
t

0

d

ds
(Tm

t�s

T n

s

x)ds

=

Z
t

0

Tm

t�s

T n

s

(A
n

x� A
m

x)ds

olur. Dolayısıyla buradan da,

kT
n

(t)x� T
m

(t)xk  tkA
n

x� A
m

xk (5.1.7)

elde edilir.
Her x 2 D(A) için,

�AR(�, A)x = �R(�, A)Ax �! Ax

olduğundan (A
n

x)
n2N bir Cauchy dizisidir. Dolayısıyla herbir x 2 D(A) hatta x 2 X için

(T n

t

x)
n2N yakınsaktır. Ayrıca her [0, t

0

] aralığı üzerinde de düzgündür.
(ii) (T n

t

)

n2N dizisinin noktasal yakınsaklığı, (T
t

)

t�0

limit ailesinin fonksiyonel denklemi
(FE) sağladığı anlamına gelmektedir. Böylece (T

t

)

t�0

bir yarıgrup hatta bir daralma yarıgrubudur.
Dahası her bir x 2 D(A) için yörünge dönüşümüne karşılık gelen

⇠ : t 7�! T
t

x, 0  t  t
0

dönüşümü sürekli fonksiyonların düzgün limitidir (bakınız (5.1.7)) ve dolayısıyla süreklidir.
Sonuç olarak buradan da (T

t

)

t�0

yarıgrubunun güçlü sürekli olduğu görülür.
(iii) (B,D(B)), (T

t

)

t�0

yarıgrubunun üreteci olsun ve x 2 D(A) sabitlensin. Her bir [0, t
0

]

kompakt aralığında
⇠
n

: t 7�! T n

n

tx

fonksiyonları (5.1.7) dikkate alındığında düzgün yakınsaktır.
˙⇠
n

: t 7�! T n

t

A
n

x

türev fonksiyonları da

⌘ : t 7�! T
t

Ax

fonksiyonlarına düzgün yakınsar. Buradan da ˙⇠(0) = ⌘(0) eşitliğini sağlayan ⇠ fonksiyo-
nunun türevlenebilir olduğu gözlenir. Yani D(A) ⇢ D(B) ve x 2 D(A) için Ax = Bx
dir. Şimdi � > 0 alalım. � 2 ⇢(A) kabulünden dolayı � � A, D(A)’dan X’e birebir ve
örtendir. Diğer yandan B bir daralma yarıgrubu üretir ve dolayısıyla � 2 ⇢(B) olur. Böylece
� � B dönüşümü de D(B)’den X’e birebir ve örtendir. O halde D(A) üzerinde � � B ile
� � A birbiriyle çakışır. Fakat bu durum yanlızca D(A) = D(B) ve A = B eşitlikleri için
geçerlidir.
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Şimdi kısa bir tanımın ardından resolventlara gerek duyulmaksızın üretecin karakteri yardımıy-
la daralma yarıgrubunu oluşturmamızda önemli bir yere sahip olan Lumer-Phillips Teoremi’ni
vereceğiz.

Tanım 5.1.9. X Banach uzayı üzerinde her � > 0 ve x 2 D(A) için,

k(�� A)xk � �kxk

koşulunu sağlayan (A,D(A)) lineer operatörüne dissipative (sömüren) denir.

Teorem 5.1.10. [23] (Lumer, Phillips, 1961) X Banach uzayı üzerindeki yoğun tanımlı,
sömüren (A,D(A)) operatörü için aşağıdaki ifadeler birbirine denktir:

(i) A’nın kapanışı daralma yarıgrubu üretir.

(ii) Bazı (ya da her) � > 0 için rg(�� A), X’de yoğundur.

Kanıt.
(i) ) (ii) Generation Teoremi’nden her � > 0 için rg(�� ¯A) = X olur.
x
n

! 0 ve Ax
n

! y koşulunu sağlayan (x
n

)

n2N ⇢ D(A) dizisini alalım. Sömüren operatör
tanımı gereğince her w 2 D(A) ve her � > 0 için,

k�(�� A)x
n

+ (�� A)wk � �k�x
n

+ wk

yazılabilir. Eşitsizliğin her iki tarafının n ! 1 için limiti alınırsa,

k � �y + (�� A)wk � �kwk ve böylece
�����y + w � 1

�
Aw

���� � kwk

elde edilir. � ! 1 için,

k � y + wk � kwk

ve D(A)’dan rasgele seçilen w, y 2 rg(A) elemanına yaklaşır.
Dolayısıyla

0 � kyk yani y = 0

olur.
¯A operatörünün sömüren olduğunu kanıtlamak için x 2 D(

¯A) alalım. Lineer operatörlerin
kapanışı tanımı gereğince n ! 1 iken x

n

! x ve Ax
n

! ¯Ax koşullarını sağlayan bir
(x

n

)

n2N ⇢ D(A) dizisi vardır. A sömüren ve norm sürekli olduğu için her � > 0 için
k(� � ¯A)xk � �kxk olur. Böylece ¯A sömürendir. Son olarak rg(� � A) değer kümesinin
rg(� � ¯A)’da yoğun olduğunu gösterelim. A kapalı olduğu için rg(� � ¯A), X üzerinde
kapalıdır. Dolayısıyla her � > 0 için rg(� � ¯A) = rg(�� A) elde edilir. Buradan da bazı
(her) � > 0 için rg(�� A), X üzerinde yoğundur.
(ii) ) (i) rg(� � A) değer kümesinin yoğun olması (� � ¯A) operatörünün örten olması
anlamına gelmektedir. Buradan da (0,1) ⇢ ⇢( ¯A) olur. Şöyle ki, bazı �

0

> 0 için (�
0

� ¯A)
örten olsun. Ayrıca �

0

2 ⇢( ¯A) ve kR(�
0

, ¯A)k  1

�0
yazılabilir. Diğer yandan resolventlerin

seri açılımlarından (0, 2�
0

) ⇢ ⇢( ¯A) olur. ¯A sömüren olduğundan 0 < � < 2�
0

için,

kR(�, ¯A)k  1

�
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yazılabilir. Bu şekilde devam edilirse her � > 0 için ��A operatörünün örten olduğu görülür.
Dolayısıyla (0,1) ⇢ ⇢( ¯A) olur. O halde A’nın sömürenliğinden

� > 0 için kR(�, ¯A)k  1

�

dır. Böylece Generation Teoremi’nden ¯A bir daralma operatörü üretir.

Eğer üreteç sınırlı bir operatör ise aşağıdaki denklik ifadeleri verilebilir.

Sonuç 5.1.11. [23, Sonuç 1.5] X Banach uzayı üzerinde tanımlanan ve (A,D(A)) üretecinin
ürettiği (T

t

)

t�0

güçlü sürekli yarıgrubu için aşağıdaki iddialar birbirine denktir:

(i) A üreteci sınırlıdır; yani her x 2 D(A) için,

kAxk  Mkxk

olacak şekilde bir M > 0 vardır.

(ii) Tanım kümesi D(A), X kümesinin tamamıdır.

(iii) Tanım kümesi D(A), X üzerinde kapalıdır.

(iv) (T
t

)

t�0

yarıgrubu düzgün süreklidir.

Yukarıdaki herbir durum için yarıgrup

T
t

= etA :=

1X

n=0

tnAn

n!
, t � 0

olarak alınacaktır.

Kanıt.
(i) ) (ii)

D(A) = {x 2 X : Ax 2 X}

tanım kümesi için D(A) 6= X yani en az bir tane x 2 D(A) olsun. Bu durumda Ax
tanımlı değildir. (i)’den kAxk  Mkxk olacak şekilde bir M > 0 sayısının varlığından
söz edilmiştir ki, bu da bir çelişkidir. O halde D(A) = X yani tanım kümesi D(A), X
kümesinin tamamına eşit olur.
(ii) ) (iii)
D(A) kümesi yoğun ve (ii)’den D(A) = X olduğundan

D(A) = X = D(A)

yazılabilir. Dolayısıyla buradan da D(A) = D(A) olduğu için D(A) tanım kümesi X üze-
rinde kapalıdır.
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(iii) ) (iv) Verilen yarıgruptan faydalanılırsa,

lim

t#0
kT

t

� Ik = lim

t#0

�����

1X

n=0

tnAn

n!
� I

�����

= lim

t#0

�����

1X

n=1

tnAn

n!

�����

 lim

t#0

1X

n=1

tnkAkn

n!

= lim

t#0
etkAk � 1

= 0

sonucuna varılır. O halde (T
t

)

t�0

yarıgrubu düzgün süreklidir.
(iv) ) (i) (T

t

)

t�0

yarıgrubu düzgün sürekli olsun. Bu durumda,

kAxk =

����lim
t#0

T
t

x� x

t

����  lim

t#0

1

t
kT

t

� Ikkxk < 1

olur. O halde A üreteci sınırlıdır.

5.2 Ergodiklik ve Dobrushin Katsayısı
Bu bölümde C

0

-Markov yarıgruplarının Dobrushin ergodiklik katsayısı açısından düzgün
asimtotik kararlılığı incelenecektir.
Bu da bize, Dobrushin ergodiklik katsayılarını kullanarak pertürbasyon sınırlarının yarıgruplar
için oluşturulmasında yardımcı olacaktır. 5.2 ve 5.3 bölümleri [22] makalesinin derlemesidir.

Tanım 5.2.1. X üzerinde tanımlı T = (T
t

)

t�0

C
0

-Markov yarıgrubuna eğer

(i)
lim

t!1
kT

t

� T
x0k = 0

olacak şekilde bir x
0

2 X varsa düzgün asimtotik kararlı

(ii)
lim

t!1
sup

x,y2K
kT

t

x� T
t

yk = 0

sağlanıyorsa zayıf ergodik denir.

Teorem 5.2.2. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve T = (T
t

)

t�0

bir C
0

-Markov yarıgrubu olsun.
Bu durumda aşağıdaki ifadeler birbirine denktir:

(i) T zayıf ergodiktir.

(ii) �(T
t0)  ⇢ olacak şekilde ⇢ 2 [0, 1) ve t

0

2 R
+

vardır.

(iii) T düzgün asimtotik kararlıdır. Dahası

kT
t

� T
x0k  Ce�↵t, 8t � t

0

(5.2.1)

olacak şekilde C,↵, t
0

2 R pozitif sabitleri ve x
0

2 K vardır.
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Kanıt.
(i) ) (ii) T yarıgrubu zayıf ergodik olsun. Biliyoruz ki, zayıf ergodik olan bir Markov
operatörü aynı zamanda t ! 1 iken �(T

t

) ! 0 koşulunu da sağlar. Dolayısıyla burada
Markov özelliğinden �(T

t0)  ⇢ olacak şekilde bir ⇢ 2 [0, 1) ve t
0

2 R
+

vardır.
(ii) ) (iii) �(T

t0)  ⇢ olacak şekilde ⇢ 2 [0, 1) ve t
0

2 R
+

olsun. Her t 2 R
+

için
T
t

, Markov operatörü olduğundan Teorem 2.3.2-(iii)’den ve 0  r < t
0

eşitsizliğinden
faydalanarak

�(T
t

) = �(T
[

t
/t0]t0+r

)  �(T
[

t
/t0]t0Tr

)

 �(T
[

t
/t0]t0)

 �(T
t0)

[

t
/t0]

 ⇢[
t
/t0]

yazılabilir. Burada a bir sayı olmak üzere [a] ifadesi a sayısının tam kısmını göstermektedir.
O halde,

t ! 1 iken ⇢[
t
/t0] ! 0 (5.2.2)

olur. Şimdi T yarıgrubunun norma göre bir Cauchy olduğunu gösterelim. Teorem 2.3.2-
(iv)’den

kT
t

� T
t+s

k = kT
[

t
/t0]t0+r

� T
([

t
/t0]t0+r)+s

k
= kT

[

t
/t0]t0Tr

� (T
[

t
/t0]t0Tr+s

)k
= kT

[

t
/t0]t0(Tr

� T
r+s

)k
 �(T

[

t
/t0]t0)kTr

� T
r+s

k
 �(T

t0)
[

t
/t0]kT

r

� T
r+s

k
 �(T

t0)
[

t
/t0]

(kT
r

k+ kT
r+s

k)
= 2�(T

t0)
[

t
/t0]

elde edilir. O halde (5.2.2)’den t ! 1 iken 2�(T
t0)

[

t
/t0] ! 0 olur. Böylece kT

t

� Qk ! 0

olacak şekilde bir Q Markov operatörü vardır. Son olarak bazı x
0

2 X
+

elemanları için
Q = T

x0 olduğunu gösterirsek ispat tamamlanmış olur. Bunun için �(Q) = 0 olduğunu
göstermemiz yeterlidir. Dolayısıyla

|�(T
t

)� �(Q)|  kT
t

�Qk ve lim

t!1
�(T

t

) = 0

yardımıyla �(Q) = 0 sonucuna varılır. O halde ispat tamamlanmış olur.
(iii) ) (i) T yarıgrubu düzgün asimtotik kararlı olsun. Diğer yandan,

kT
t

� T
x0k  Ce�↵t, 8t � t

0

olacak şekilde C,↵, t
0

2 R pozitif sabitleri ve x
0

2 K var olsun. Burada,

sup

x,y2K
kT

t

x� T
t

yk = sup

x,y2K
kT

t

x� T
x0 + T

x0 � T
t

yk

 sup

x,y2K
(kT

t

x� T
x0k+ kT

t

y � T
x0k)

 sup

x,y2K
kT

t

x� T
x0k+ sup

x,y2K
kT

t

y � T
x0k

 Ce�↵t

+ Ce�↵t

= 2Ce�↵t
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olur. Her iki tarafın t ! 1 için limiti alınırsa,

lim

t!1
sup

x,y2K
kT

t

x� T
t

yk  lim

t!1
2Ce�↵t

= 0

elde edilir. Yani
lim

t!1
sup

x,y2K
kT

t

x� T
t

yk = 0

olup T zayıf ergodiktir.

Açıklama 5.2.3. Yukarıdaki teoreme göre eğer T = (T
t

)

t�0

C
0

-Markov yarıgrubunun bazı
t
0

2 R
+

için T
t0 operatörlerinden biri düzgün asimtotik kararlı ise T = (T

t

)

t�0

yarıgrubu
da düzgün asimtotik kararlıdır.

Açıklama 5.2.4. Klasik düzenlemelerde bu açıklamanın sonlu boyutlu uzaylardaki benzer
çeşitleri [33]’de kurulmuştur.

5.3 Pertürbasyon Sınırları ve Düzgün Asimtotik Kararlılık
C

0

-yarıgrubunun pertürbasyon sınırlarını kurmak için birkaç yardımcı teoreme ihtiyacımız
vardır (bakınız [23]).

Teorem 5.3.1. [23, Teorem 1.3 ve Sonuç 1.7] (A,D(A)), X Banach uzayı üzerinde T =

(T
t

)

t�0

C
0

-yarıgrubunun bir üreteci olsun. Ayrıca bazı w 2 R,M � 1 ve her t � 0 için,

kT
t

k  Mewt

sağlansın. Eğer B 2 L(X) ise D(C) := D(A) olacak şekilde C := A+B,

kS
t

k  Me(w+MkBk)t, 8t � 0

koşulunu sağlayan bir S = (S
t

)

t�0

C
0

-yarıgrubunu üretir. Dahası bu yeni yarıgrubun göste-
rimi (representation) aşağıdaki integral denklemi ile yapılır.
Her t � 0 ve x 2 X için,

S
t

x = T
t

x+

Z
t

0

T
t�s

BS
s

xds

dir.

Kanıt. Öncelikle w = 0 ve M = 1 alalım. Daha sonra her � > 0 için � 2 ⇢(A) olsun.
Burada

�� C = �� A� B = (I � BR(�, A))(�� A) (5.3.1)

ayrıştırmasını yazmak mümkündür. � � A, 1-1 ve örten olduğundan � � C de 1-1 ve örten
olur. Yani � 2 ⇢(C) olabilmesi için gerek ve yeter koşul

I � BR(�, A)

ifadesinin L(X)’de tersinir olmasıdır. Eğer durum böyleyse

R(�, C) = R(�, A)(I � BR(�, A))�1

42



eşitliği yazılabilir. Şimdi Re� > kBk olsun. O halde kBR(�, A)k  kBk/Re� < 1 (bakınız
Generation Theorem) elde edilir. Böylece

R(�, C) = R(�, A)
1X

n=0

(BR(�, A))n (5.3.2)

ile birlikte � 2 ⇢(C) olur. Her Re� > kBk için,

kR(�, C)k  1

Re�

1

1� kBk/Re�

=

1

Re�� kBk
yazılabilir. Bu durumda C üreteci,

t � 0 için kS
t

k  ekBkt

koşulunu sağlayan (S
t

)

t�0

güçlü sürekli yarıgrubunu üretir.
w 2 R ve M � 1 genelliği için öncelikle w = 0 için sonuç elde etmeliyiz. Çünkü rescaled
yarıgruplar bize orjinal ile rescaled nesneleri arasında kolaylıkla değişiklik yapılabileceğinin
mümkün olduğunu söylemektedir. Diğer yandan, X Banach uzayı üzerinde tanımlı güçlü sürekli
yarıgrup (T

t

)

t�0

sınırlı ise X uzayında tanımlanan norma denk başka bir

|kx|k := sup

t�0

kT
t

xk, x 2 X

normunun tanımlanabileceğini biliyoruz. Ayrıca

kxk  |kx|k  Mkxk

eşitsizlik bağıntısını sağlayan bu norm (T
t

)

t�0

yarıgrubunu, daralma (contraction) yarıgrubu
yapar. Buradan her x 2 X için,

|kBx|k  MkBkkxk < MkBk|kx|k

yazılabilir. O halde ispatın ilk kısmı olan C = A+B toplamının,

|kS
t

|k  e|kB|kt  eM |kB|kt

eşitsizliğini sağlayan (S
t

)

t�0

güçlü sürekli yarıgrubunu ürettiği gösterilmiş olur.
Böylece her t � 0 için,

kS
t

xk  |kS
t

x|k  eMkBkt|kx|k  MeMkBktkxk

elde edilir, ki bu da w = 0 için iddia edilendir. Şimdi de teoremin ikinci kısmının sağlandığını
gösterelim.
x 2 D(A) alınsın ve

[0, t] 3 s 7�! ⇠
x

(s) := T
t�s

S
s

x 2 X

düşünülsün. D(A) = D(C) her iki yarıgrup altında da değişmez (invariant) olduğu için,

d

ds
⇠
x

(s) = T
t�s

CS
s

x� T
t�s

AS
s

x = T
t�s

BS
s

x

türeviyle birlikte ⇠
x

(·) sürekli türevlenebilirdir. Dolayısıyla buradan da,

S
t

x� T
t

x = ⇠
x

(t)� ⇠
x

(0) =

Z
t

0

⇠
x

0
(s)ds =

Z
t

0

T
t�s

BS
s

xds

elde edilir. O halde D(A) kümesinin yoğun oluşu ve operatörlerin sınırlılığı bu integralin
bütün x 2 X elemanları için sağlandığını gösterir. Böylece ispat tamamlanmış olur.
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Pertürbasyon sınırlarıyla alakalı ilk sonuç aşağıdaki teorem ile verilecektir. Verilen sonuçlar
detaylı olarak [22] makalesinde ispatlanmıştır.

Teorem 5.3.2. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve X üzerinde sırasıyla A ve C üreteçlerinin
ürettiği S = (S

t

)

t�0

ile T = (T
t

)

t�0

C
0

-Markov yarıgrupları olsun ve B := C � A sınırlı
kabul edilsin. Eğer �(T

t0)  ⇢ olacak şekilde ⇢ 2 [0, 1) ve t
0

2 R var ise her x, z 2 K için,

kT
t

x� S
t

zk 
(

kx� zk+ tkBk, 8t  t
0

⇢[t/t0]kx� zk+
⇣

t0(1�⇢

[t/t0]
)

1�⇢

+ ⇢[t/t0](t� t
0

[

t/t0])
⌘
kBk, 8t > t

0

(5.3.3)
dır.

Kanıt. Teorem 5.3.1’ten her bir t 2 R için,

S
t

x = T
t

x+

Z
t

0

T
t�s

BS
s

xds (5.3.4)

yazılabilir. x, z 2 K olsun. Bu durumda

T
t

x� S
t

z = T
t

x� T
t

z �
Z

t

0

T
t�s

BS
s

zds

= T
t

(x� z)�
Z

t

0

T
t�s

BS
s

zds

= T
t

(x� z)�
Z

t

0

T
s

BS
t�s

zds

= T
t

(x� z)�
Z

t

0

T
s

Bz
s

ds

elde edilir. Burada z
s

:= S
t�s

z alınabileceğine dikkat edilmelidir. Böylece

kT
t

x� S
t

zk =

����Tt

(x� z)�
Z

t

0

T
s

Bz
s

ds

����

 kT
t

(x� z)k+
����
Z

t

0

T
s

Bz
s

ds

����

 kT
t

(x� z)k+
Z

t

0

kT
s

Bz
s

k ds (5.3.5)

elde edilir. T
t

ile S
t

C
0

-yarıgruplarının Markovluğundan ve Teorem 2.3.2-(iv)’den

kT
s

B(z
s

)k  �(T
s

)kBk , kT
t

(x� z)k  �(T
t

)kx� zk

yazılabilir. O halde (5.3.5)’den

kT
t

x� S
t

zk  �(T
t

)kx� zk+ kBk
Z

t

0

�(T
s

)ds (5.3.6)

olur.
Teoremde geçen koşula göre,

�(T
t

) 
⇢

1, 8t  t
0

⇢, 8t > t
0

(5.3.7)
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çıkarımında bulunulabilir. Dahası eğer t > t
0

ve [

t/t0] bir tamsayı ise �(T
t

) < 1 olur, ki bu
da �(T

t

) < �(T
t0)

[

t
/t0] < ⇢[t/t0] olduğunu ima eder. Dolayısıyla (5.3.7)’den, n = [

t/t0] olmak
üzere

Z
t

0

�(T
s

)ds =

Z
nt0

0

�(T
s

)ds+

Z
t

nt0

�(T
s

)ds

=

Z
t0

0

�(T
s

)ds+

Z
2t0

t0

�(T
s

)ds+ · · ·+
Z

nt0

(n�1)t0

�(T
s

)ds+

Z
t

nt0

�(T
s

)ds

 t
0

(1 + �(T
t0) + · · ·+ �(T

t0)
n�1

) + (t� nt
0

)�(T
t0)

n

=

t
0

(1� �(T
t0)

n

)

1� �(T
t0)

+ �(T
t0)

n

(t� nt
0

), 8t > t
0

(5.3.8)

bulunur. Böylece (5.3.6) ve bulunan bu son eşitsizlik dikkate alındığında her t > t
0

için,

kT
t

x� S
t

zk  �(T
t

)kx� zk+ kBk
Z

t

0

�(T
s

)ds

 �(T
t

)kx� zk+ kBk
✓
t
0

(1� �(T
t0)

n

)

1� �(T
t0)

+ �(T
t0)

n

(t� nt
0

)

◆

 ⇢[
t
/t0]kx� zk+ kBk

✓
t
0

(1� ⇢[t/t0])

1� ⇢
+ ⇢[

t
/t0]

(t� t
0

[

t/t0])

◆

olur. O halde sonuç olarak,

kT
t

x� S
t

zk 
(

kx� zk+ tkBk, 8t  t
0

⇢[t/t0]kx� zk+ kBk
⇣

t0(1�⇢

[t/t0]
)

1�⇢

+ ⇢[t/t0](t� t
0

[

t/t0])
⌘
, 8t > t

0

elde edilir.

Sonuç 5.3.3. Teorem 5.3.2’in koşulları sağlansın. O halde x, y 2 K için,

sup

t�0

kT
t

x� S
t

zk  kx� zk+ t
0

1� ⇢
kBk (5.3.9)

olur. Ek olarak eğer S, S
z0’a düzgün asimtotik kararlı olarak yaklaşıyorsa,

kT
x0 � S

z0k  t
0

1� ⇢
kBk (5.3.10)

olur.

Kanıt. (5.3.9) eşitsizliği (5.3.3) eşitsizliğinin direk sonucudur. Şöyle ki,

kT
t

x� S
t

zk  ⇢[
t
/t0]kx� zk+

✓
t
0

(1� ⇢[t/t0])

1� ⇢
+ ⇢[

t
/t0]

(t� t
0

[

t/t0])

◆
kBk

eşitsizliğinin her iki tarafının t � 0 için supremumu alınırsa,

sup

t�0

kT
t

x� S
t

zk  kx� zk+ t
0

1� ⇢
kBk
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elde edilir. (5.3.10) eşitsizliğinin gösterimi için ise (5.3.6) eşitsizliğinin t ! 1 için limiti
alınırsa,

lim

t!1
kT

t

x� S
t

zk  lim

t!1

✓
�(T

t

)kx� zk+ kBk
Z

t

0

�(T
s

)ds

◆

 lim

t!1
�(T

t

)kx� zk+ kBk
Z 1

0

�(T
s

)ds

= kBk
Z 1

0

�(T
s

)ds

olur. Yani
kT

x0 � S
z0k  kBk

Z 1

0

�(T
s

)ds

dir. Bulunan bu ifade, (5.3.8) eşitsizliği yardımıyla yeniden yazılırsa,

kT
x0 � S

z0k  kBk
Z 1

0

�(T
s

)ds

 lim

t!1
kBk

✓
t
0

(1� �(T
t0)

[

t
/t0]�1

)

1� �(T
t0)

+ �(T
t0)

[

t
/t0]

(t� t
0

[

t/t0])

◆

= kBk t
0

1� ⇢

sonucuna varılır. Böylece istenilen gösterilmiş olur.

Aşağıdaki teorem �(T
t0) açısından pertürbasyon sınırları elde etmenin alternatif bir yolunu

verecektir.

Teorem 5.3.4. Teorem 5.3.2’in koşulları sağlansın. O halde her bir x, z 2 K için,

kT
t

x�S
t

zk  �(T
t0)

[

t
/t0]

(kx� zk+ sup

0<t<t0

kT
t

�S
t

k)+ 1� �(T
t0)

[

t
/t0]

1� �(T
t0)

kT
t0 �S

t0k, t 2 R
+

(5.3.11)
dır.

Kanıt. Eğer t < t
0

ise

kT
t

x� S
t

zk = kT
t

x� S
t

x+ S
t

x� S
t

zk
 kT

t

x� S
t

xk+ kS
t

x� S
t

zk
= kT

t

x� S
t

xk+ kS
t

(x� z)k
 kT

t

� S
t

kkxk+ kS
t

kkx� zk
= kT

t

� S
t

k+ kx� zk

olup (5.3.11) eşitsizliği sağlanır. Eğer t � t
0

ise

T
t

x� S
t

z = T
t0(Tt�t0x)� S

t0(St�t0z)

= T
t0(Tt�t0x� S

t�t0z) + (T
t0 � S

t0)St�t0z

yazılabilir. Bu durumda,

kT
t

x� S
t

zk = kT
t0(Tt�t0x� S

t�t0z) + (T
t0 � S

t0)St�t0zk
 kT

t0(Tt�t0x� S
t�t0z)k+ k(T

t0 � S
t0)St�t0zk

 kT
t�t0x� S

t�t0zk�(Tt0) + kT
t0 � S

t0k
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olur. Yukarıdaki ilişkiyi

kT
t�t0x� S

t�t0xk, · · · , kTt�t0([t/t0]�1)

x� S
t�t0([t/t0]�1)

zk

içinde sürdürürsek,

kT
t

x� S
t

zk  �(T
t0)

[

t
/t0]

✓
kx� zk+ sup

0<t<t0

kT
t

� S
t

k
◆

+

�
�(T

t0)
[

t
/t0]�1

+ �(T
t0)

[

t
/t0]�2

+ · · ·+ 1

�
kT

t0 � S
t0k

= �(T
t0)

[

t
/t0]

✓
kx� zk+ sup

0<t<t0

kT
t

� S
t

k
◆
+

1� �(T
t0)

[

t
/t0]

1� �(T
t0)

kT
t0 � S

t0k

sonucuna ulaşılır.

Teorem 5.3.5. Eğer bazı t
0

2 R
+

için �(T
t0) < 1 ise kS

t0 � T
t0k < 1 � �(T

t0) koşulunu
sağlayan her S = (S

t

)

t�0

C
0

-Markov yarıgrubu düzgün asimtotik kararlıdır ve

kx
0

� z
0

k  kS
t0 � T

t0k
1� �(T

0

)� kS
t0 � T

t0k
(5.3.12)

olacak şekilde bir tek z
0

2 K sabit noktası vardır.

Kanıt. Herhangi x 2 N alınsın. Bu durumda,

kS
t0xk = kS

t0x� T
t0x+ T

t0xk
 kS

t0x� T
t0xk+ kT

t0xk
 kS

t0 � T
t0kkxk+ kxk�(T

t0)

= kxk (kS
t0 � T

t0k+ �(T
0

))

 ⇢kxk (5.3.13)

elde edilir. Burada ⇢ = kS
t0 � T

t0k+ �(T
t0) < 1 dir. Böylece her n 2 N için (5.3.13)’den,

kSn

t0
xk  ⇢nkxk

elde edilir. Dolayısıyla (I � S
t0)

�1, N kümesi üzerinde sınırlıdır. Açıkça görülmektedir ki,
z
0

2 K elemanıyla birlikte S
t0z0 = z

0

denklemi

(I � S
t0)(z0 � x

0

) = �(I � S
t0)x0

denklemine denktir. (I � S
t0)x0

2 N olduğu için son denklemin tek bir

z
0

= x
0

� (I � S
t0)

�1

((I � S
t0)x0

)

çözümü vardır. Dahası özdeşlikten,

z
0

� x
0

= T
t0(z0 � x

0

) + (S
t0 � T

t0)(z0 � x
0

) + (S
t0 � T

t0)x0

ve

kz
0

� x
0

k = kT
t0(z0 � x

0

) + (S
t0 � T

t0)(z0 � x
0

) + (S
t0 � T

t0)x0

k
 kT

t0(z0 � x
0

)k+ kS
t0 � T

t0(z0 � x
0

)k+ k(S
t0 � T

t0)x0

k
 �(T

t0)kz0 � x
0

k+ kS
t0 � T

t0kkz0 � x
0

k+ k(S
t0 � T

t0)x0

k
= (�(T

t0) + kS
t0 � T

t0k) kz0 � x
0

k+ kS
t0 � T

t0k
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elde edilir. Son eşitsizlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa,

kx
0

� z
0

k  kS
t0 � T

t0k
1� �(T

t0)� kS
t0 � T

t0k

(5.3.12) eşitsizliğine karşılık gelen bu sonuca ulaşılır.
Herbir t 2 R

+

için S
t0(St

z
0

) = S
t

(S
t0z0) = S

t

z
0

olur. S
t0 için z

0

elemanının tekliğinden
dolayı S

t

z
0

= z
0

elde edilir. Şimdi varsayalım ki, S yarıgrubunun bir diğer sabit noktası
z̃
0

2 K dır. O halde S
t0 z̃0 = z̃

0

yazılabilir. Buradan S
t

z
0

= z̃
0

ve dolayısıyla z
0

= z̃
0

elde
edilir. Bu durumda S yarıgrubunun bir tek sabit noktaya sahip olduğu gösterilmiş olur. Ayrıca
�(S

t0) < 1 olduğu için Teorem 5.2.2’den dolayı S düzgün asimtotik kararlıdır. Böylece ispat
tamamlanmış olur.

Yukarıdaki teorem, verilen düzgün asimtotik kararlı bir yarıgrup (T
t

) için belli bir t
0

za-
manında T

t0 ile S
t0 operatörleri birbirine çok yakın olacak şekilde bir (S

t

) Markov yarıgrubu
bulunabiliyor ise (S

t

) yarıgrubunun genellikle düzgün asimtotik kararlı olduğunu söyler.
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6 C0�MARKOV YARIGRUPLARININ CESÀRO ORTA-
LAMASI

6.1 Düzgün Ortalama Ergodiklik ve Dobrushin Katsayısı
Bu bölümde Teorem 5.2.2’in benzeri, düzgün ortalama ergodik Markov operatörleri için
kurulacak ve onun uygulamalarını sağlayacak teoremler verilecektir. Burada [22] makalesi
ele alınmış ve sonuçları bu bölümde incelenmiştir.
(X,X

+

,K, f) uzayı OBSB olsun. U sembolü ile K’ya ait tek bir sabit noktaya sahip olan X
üzerinde tanımlanan bütün T = (T

t

)

t�0

C
0

-Markov operatörlerinin kümesi gösterilecektir.

Açıklama 6.1.1. T = (T
t

)

t�0

C
0

-Markov yarıgrubu olsun. Eğer bazı t
0

> 0 için T
t0 ope-

ratörü özdeğeri 1 olan tek bir x
0

2 K özvektörüne sahipse T 2 U dır. Aslında

T
t

x
0

= T
t

T
t0x0

= T
t+t0x0

= T
t0Tt

x
0

eşitliklerinden dolayı yani T
t0 için özvektörün tekliği ve T

t

’nin Markovluğundan her t 2 R
+

için T
t

x
0

= x
0

olur.

T C
0

�yarıgrubunun Cesàro ortalaması

A
t

(T ) =

1

t

Z
t

0

T
s

ds, t 2 R
+

şeklinde tanımlanmaktadır. Bu tanımdaki integral, güçlü operatör topolojisine göre verilmek-
tedir.

Tanım 6.1.2. X üzerinde tanımlı T = (T
t

)

t�0

C
0

-Markov yarıgrubuna eğer

(i)
lim

t!1
kT

t

� T
x0k = 0

olacak şekilde bir x
0

2 X varsa düzgün asimtotik kararlı (Tanım 5.2.1-(i))

(ii)
lim

t!1
kA

t

(T )� T
x0k = 0

olacak şekilde bir x
0

2 X varsa düzgün ortalama ergodik

(iii)
lim

t!1
sup

x,y2K
kT

t

x� T
t

yk = 0

sağlanıyorsa zayıf ergodik (Tanım 5.2.1-(ii))

(iv)
lim

t!1
sup

x,y2K
kA

t

(T )x� A
t

(T )yk = 0

sağlanıyorsa zayıf ortalama ergodik denir.

Açıklama 6.1.3. Düzgün asimtotik kararlı olan bir C
0

-Markov yarıgrubu düzgün ortalama
ergodikte olur. Ayrıca eğer T düzgün ortalama ergodik ise T

x0 ifadesine karşılık gelen x
0

elemanı T yarıgrubunun sabit noktasıdır. Şöyle ki, her t 2 R
+

için T
t

T
x0 = T

x0 eşitliğinden
T
t

x
0

= x
0

dir. Burada asıl önemli olan nokta her düzgün ortalama ergodik Markov ope-
ratörlerinin tek bir sabit noktaya sahip olmasıdır.
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Teorem 6.1.4. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve T 2 U olacak şekilde T = (T
t

)

t�0

C
0

-Markov
yarıgrubu olsun. O halde aşağıdaki önermeler birbirine denktir:

(i) T zayıf ortalama ergodiktir.

(ii) �(A
t0(T ))  ⇢ olacak şekilde ⇢ 2 [0, 1) ve t

0

2 R
+

vardır.

(iii) T düzgün ortalama ergodiktir.

Kanıt.
(i) ) (ii) T 2 U olduğundan A

t

(T ) operatörü de bir Markov operatörüdür. Böylece Mar-
kov operatörü özelliğinden

�(A
t

(T )) =

1

2

sup

u,v2K
kA

t

(T )u� A
t

(T )vk

eşitliğini yazmak mümkündür. Buradan norm ve supremum tanımı gereğince �(A
t

(T )) � 0

olur. Diğer yandan T , zayıf ortalama ergodik olduğundan

lim

t!1

1

2

sup

u,v2K
kA

t

(T )u� A
t

(T )vk = 0

olup
lim

t!1
�(A

t

(T )) = 0

yazılabilir.
O halde her ⇢ için en az bir tane t

0

vardır, öyle ki her t > t
0

için 0  �(A
t

(T )) < ⇢
olur. Sonuç olarak, lim

t!1 �(A
t

(T )) = 0 olduğundan ⇢ 2 [0, 1) bulunur. Böylece istenilen
gösterilmiş olur.
(ii) ) (iii) �(A

t0(T ))  ⇢ olacak şekilde t
0

2 R
+

ve ⇢ 2 [0, 1) olduğunu varsayalım.
T
t

, X üzerinde Markov operatörü olduğu için,

kA
t

(T )(I � T
s

)k =

����
1

t

Z
t

0

T
u

du(I � T
s

)

����

=

����
1

t

Z
t

0

T
u

(I � T
s

)du

����

=

����
1

t

Z
t

0

T
u

du� 1

t

Z
t

0

T
u

T
s

du

����

=

����
1

t

Z
t

0

T
u

du� 1

t

Z
t+s

s

T
u

du

����

=

����
1

t

Z
s

0

T
u

du+

1

t

Z
t+s

t

T
u

du

����

 1

t

Z
s

0

kT
u

kdu+

1

t

Z
t+s

t

kT
u

kdu

=

2s

t
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elde edilir. Böylece her bir s 2 R
+

için,

kA
t

(T )(I � A
s

(T ))k =

����At

(T )

✓
1

s

Z
s

0

(I � T
u

)du

◆����

=

����
1

s

Z
s

0

A
t

(T )(I � T
u

)du

����

 1

s

Z
s

0

kA
t

(T )(I � T
u

)kdu

 1

s

Z
s

0

2u

t
du

=

s

t

olur. Buradan,
�(A

t

(T )(I � A
s

(T )))  kA
t

(T )(I � A
s

(T ))k  s

t
(6.1.1)

yazılabilir. Teorem 2.3.2-(ii)’den

|�(A
t

(T )A
t0(T ))� �(A

t

(T ))|  �(A
t

(T )(I � A
t0(T )))

eşitsizliğini yazmak mümkündür. Dolayısıyla

�(A
t

(T )(I � A
t0(T ))) � �(A

t

(T ))� �(A
t

(T )A
t0(T ))

� �(A
t

(T ))� �(A
t

(T ))�(A
t0(T ))

� (1� ⇢)�(A
t

(T )) (6.1.2)

olur. O halde (6.1.1) ve (6.1.2)’den

�(A
t

(T ))  t
0

t(1� ⇢)

elde edilir. Böylece lim
n!1 �(A

t

(T )) = 0 olur. Şimdi (A
t

(T ))’nin Cauchy olduğunu göste-
relim.

kA
t+s

(T )� A
t

(T )k =

����
1

t+ s

Z
t+s

0

T
u

du� 1

t

Z
t

0

T
u

du

����

=

����
1

t+ s

Z
t+s

0

T
u

du� 1

t

Z
t+s

0

T
u

du+

1

t

Z
t+s

0

T
u

du� 1

t

Z
t

0

T
u

du

����


����

1

t+ s
� 1

t

����

����
Z

t+s

0

T
u

du

����+
1

t

����
Z

t+s

0

T
u

du�
Z

t

0

T
u

du

����

=

s

t(t+ s)
(t+ s) +

1

t

����
Z

t+s

t

T
u

du

����

 s

t
+

1

t

Z
t+s

t

kT
u

k du

=

2s

t

t ! 1 iken 2s

t

! 0 olur. Böylece (A
t

(T )) bir Cauchy ağı olur. O halde A
t

(T ) ! P (norm)

yani kA
t

(T )� Pk ! 0 olacak şekilde bir P vardır.
�(A

t

(T )) ! 0 ve |�(A
t

(T )) � �(P )|  kA
t

(T ) � Pk ! 0 olduğundan dolayı �(P ) = 0
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elde edilir. Böylece P = T
x0 olacak şekilde bir x

0

2 K vardır yani (T
t

) düzgün ortalama
ergodiktir. Bu durumda ispat tamamlanmış olur.
(iii) ) (i) Burada

1

2

sup

x,y2K
kA

t

(T )x� A
t

(T )yk  1

2

sup

x,y2K
kA

t

(T )x� A
t

(T )y + T
y0x� T

y0x+ T
y0y � T

y0yk

 1

2

sup

x,y2K
(kA

t

(T )x� T
y0xk+ kT

y0x� T
y0yk

+ kT
y0y � A

t

(T )yk)

 1

2

( sup

x,y2K
kA

t

(T )x� T
y0xk+ sup

x,y2K
kT

y0x� T
y0yk

+ sup

x,y2K
kT

y0y � A
t

(T )yk)

eşitsizliği dikkate alınırsa,

lim

t!1

1

2

sup

x,y2K
kA

t

(T )x� A
t

(T )yk  lim

t!1

1

2

( sup

x,y2K
kA

t

(T )x� T
y0xk+ sup

x,y2K
kT

y0x� T
y0yk

+ sup

x,y2K
kT

y0y � A
t

(T )yk)

 1

2

( lim

t!1
sup

x,y2K
kA

t

(T )x� T
y0xk+ lim

t!1
sup

x,y2K
kT

y0x� T
y0yk

+ lim

t!1
sup

x,y2K
kT

y0y � A
t

(T )yk)

elde edilir. Diğer yandan her bir y
0

2 X için T
y0x = f(x)y

0

ve x, y 2 K için f(x) = f(y) =
1 bilgileri yardımıyla,

kT
y0x� T

y0yk = kf(x)y
0

� f(y)y
0

k = ky
0

� y
0

k = 0

bulunur. Yukarıda elde edilen ifadeler ve T yarıgrubunun düzgün ortalama ergodikliği saye-
sinde,

lim

t!1
sup

x,y2K
kA

t

(T )x� A
t

(T )yk  lim

t!1
sup

x,y2K
kA

t

(T )x� T
y0xk+ lim

t!1
sup

x,y2K
kT

y0x� T
y0yk

+ lim

t!1
sup

x,y2K
kT

y0y � A
t

(T )yk = 0

sonucuna ulaşılır. Böylece düzgün ortalama ergodik olan T yarıgrubunun zayıf ortalama
ergodik olduğu gösterilmiş olur.

Sonuç 6.1.5. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve x
0

2 K noktasıyla birlikte T 2 U olacak şekilde
T = (T

t

)

t�0

C
0

-Markov yarıgrubu olsun. Eğer �(A
t0(T ))  ⇢ koşulunu sağlayan ⇢ 2 [0, 1)

ve t
0

2 R
+

var ise

sup

x2K
kA

t

(T )x� x
0

k  2t
0

t(1� ⇢)

dır.
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Kanıt. Bir önceki teoremin ispatından faydalanılırsa,

sup

x2K
kA

t

(T )x� x
0

k = sup

x,y2K
kA

t

(T )x� A
t

(T )y + A
t

(T )y � x
0

k

 sup

x,y2K
(kA

t

(T )x� A
t

(T )yk+ kA
t

(T )y � x
0

k)

 sup

x,y2K
kA

t

(T )x� A
t

(T )yk+ sup

x,y2K
kA

t

(T )y � x
0

k

= sup

x,y2K
kA

t

(T )x� A
t

(T )yk+ sup

x,y2K
kA

t

(T )y � T
x0yk

 2�(A
t

(T ))

 2t
0

t(1� ⇢)

sonucuna ulaşılır. O halde istenilen gösterilmiş olur.

6.2 Pertürbasyon Sınırları
Bu alt bölümde C

0

-Markov yarıgruplarının Cesáro ortalamalarının pertürbasyon sınırları,
Dobrushin katsayısına bağlı olarak incelenecektir. Burada [22] makalesinin sonuçları ve is-
patları derinlemesine verilmiştir .

Teorem 6.2.1. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve T = (T
t

)

t�0

, X üzerinde C
0

-Markov yarıgrubu
olsun. Eğer �(T

t0)  ⇢ olacak şekilde ⇢ 2 [0, 1) ve t
0

2 N var ise her x 2 K için,

kA
t

(T )x� x
0

k 
✓
t
0

(1� �(T
t0)

[

t
/t0]�1

)

t(1� �(T
t0))

+ �(T
t0)

[

t
/t0]

t� t
0

[

t/t0]

t

◆
kx� x

0

k

dır.

Kanıt. Teoremin koşulu dikkate alındığında yarıgrup düzgün asimtotik kararlıdır yani her-
hangi x 2 K için t ! 1 iken T

t

x ! x
0

olur. Böylece

kA
t

(T )x� x
0

k =

����

✓
1

t

Z
t

0

T
s

ds

◆
x� x

0

����

 1

t

Z
t

0

kx
0

� T
s

xkds

=

1

t

Z
t

0

kT
s

x
0

� T
s

xkds

 1

t

Z
t

0

kx
0

� xk�(T
s

)ds

=

kx� x
0

k
t

Z
t

0

�(T
s

)ds

elde edilir. (5.3.8) eşitsizliği yukarıdaki ifade de yerine konulursa,

kA
t

(T )x� x
0

k  kx� x
0

k
t

✓
t
0

(1� �(T
t0)

[

t
/t0]�1

)

1� �(T
t0)

+ �(T
t0)

[

t
/t0]

(t� t
0

[

t/t0])

◆

istenilen eşitsizlik elde edilmiş olur.
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Teorem 6.2.2. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve X üzerinde sırasıyla A ve C üreteçlerinin
ürettiği S = (S

t

)

t�0

ile T = (T
t

)

t�0

C
0

-Markov yarıgrupları olsun ve B := C � A sınırlı
kabul edilsin. O halde her x, z 2 K için,

kA
t

(T )x� A
t

(S)zk 
✓
t
0

(1� �(T
t0)

[

t
/t0]�1

)

1� �(T
t0)

+ �(T
t0)

[

t
/t0]

(t� t
0

[

t/t0])

◆✓
kBk+ kx� zk

t

◆

dır.

Kanıt. (5.3.6) eşitsizliğinden,

kA
t

(T )x� A
t

(S)zk  1

t

Z
t

0

kT
u

x� S
u

zkdu

 kx� zk
t

Z
t

0

�(T
s

)ds+
kBk
t

Z
t

0

✓Z
s

0

�(T
u

)du

◆
ds

 kx� zk
t

Z
t

0

�(T
s

)ds+ kBk
Z

t

0

�(T
u

)du

=

✓
kx� zk

t
+ kBk

◆Z
t

0

�(T
u

)du

elde edilir. Son ifade için de (5.3.8) eşitsizliğine başvurulursa,

kA
t

(T )x� A
t

(S)zk 
✓
t
0

(1� �(T
t0)

[

t
/t0]�1

)

1� �(T
t0)

+ �(T
t0)

[

t
/t0]

(t� t
0

[

t/t0])

◆✓
kBk+ kx� zk

t

◆

sonucuna ulaşılır. O halde istenilen gösterilmiş olur.

Şimdi de A
t

(T ) için Teorem 5.3.5’un benzer bir yapısını oluşturalım.

Teorem 6.2.3. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve x
0

2 K sabit noktasıyla birlikte T 2 U olacak
şekilde T = (T

t

)

t�0

bir C
0

-Markov yarıgrubu olsun. Eğer bazı t
0

> 0 için �(A
t0) < 1

ise kA
t0(S) � A

t0(T )k < 1 � �(A
t0(T )) koşulunu sağlayan her S = (S

t

)

t�0

C
0

-Markov
yarıgrubu düzgün ortalama ergodiktir ve

kx
0

� z
0

k  kA
t0(S)� A

t0(T )k
1� �(A

t0(T ))� kA
t0(S)� A

t0(T )k (6.2.1)

olacak şekilde bir tek z
0

2 K sabit noktası vardır.

Kanıt. Teoremin ispatı için öncelikle N kümesi üzerinde (I�A
t0(S))�1 operatörünün sınırlı

olduğu gösterilmelidir (bakınız (2.3.1)).
Herhangi x 2 N için,

kA
t0(S)xk = kA

t0(S)x� A
t0(T )x+ A

t0(T )xk
 kA

t0(S)x� A
t0(T )xk+ kA

t0(T )xk
 kA

t0(S)� A
t0(T )kkxk+ �(A

t0(T ))kxk

=

0

@kA
t0(S)� A

t0(T )k+ �(A
t0(T ))| {z }

⇢

1

A kxk

= ⇢kxk (6.2.2)
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Böylece (6.2.2)’den her n 2 N için k(A
t0(S))nxk  ⇢nkxk elde edilir. Dolayısıyla

P
n

(A
t0(S))nx

serisi yakınsaktır. Ayrıca

(I � A
t0(S))�1x =

X

n

A
t0(S)nx

eşitliğini yazmak mümkündür. Bu durumda her x 2 N için,

k(I � A
t0(S))�1xk =

�����
X

n

A
t0(S)nx

����� 
X

n

k(A
t0(S))nxk

=

X

n

⇢nkxk

=

kxk
1� ⇢

olur. Bunun anlamı ise (I � A
t0(S))�1 operatörünün N üzerinde sınırlı olduğudur. z

0

2 K
elemanıyla birlikte A

t0(S)z0 = z
0

eşitliği

(I � A
t0(S))(z0 � x

0

) = �(I � A
t0(S))x0

eşitliğine denktir. (I � A
t0(S))x0

2 N olduğu için son denklemin tek bir

z
0

= x
0

� (I � A
t0(S))�1

((I � A
t0(S))x0

)

çözümü vardır.
Özdeşlikten,

z
0

� x
0

= A
t0(T )(z

0

� x
0

) + (A
t0(S)� A

t0(T ))(z
0

� x
0

) + (A
t0(S)� A

t0(T ))x
0

olur. z
0

� x
0

2 N olduğu göz önüne alınırsa,

kz
0

� x
0

k = kA
t0(T )(z

0

� x
0

) + (A
t0(S)� A

t0(T ))(z
0

� x
0

) + (A
t0(S)� A

t0(T ))x
0

k
 kA

t0(T )(z
0

� x
0

)k+ k(A
t0(S)� A

t0(T ))(z
0

� x
0

)k
+ k(A

t0(S)� A
t0(T ))x

0

k
 �(A

t0(T ))kz
0

� x
0

k+ kA
t0(S)� A

t0(T )kkz
0

� x
0

k+ kA
t0(S)� A

t0(T )k
= (�(A

t0(T )) + kA
t0(S)� A

t0(T )k) kz
0

� x
0

k+ kA
t0(S)� A

t0(T )k (6.2.3)

bulunur. Bu eşitsizlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa, (6.2.1) elde edilmiş olur.
A

t0(S)(St

z
0

) = S
t

(A
t0(S)z0) = S

t

z
0

eşitliklerinden ve A
t0(S) için z

0

elemanının tekliğinden
her t 2 R

+

için S
t

z
0

= z
0

çıkarımı yapılabilir. Yani bu da S 2 U olduğu anlamına gelir. Da-
hası (6.2.2)’den �(A

t0(S)) < 1 sonucuna varılır. Dolayısıyla Teorem 6.1.4’den S düzgün
ortalama ergodiktir. O halde z

0

, S yarıgrubunun tek bir sabit noktası olur (bakınız Açıklama
6.1.3). Böylece ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 6.1.5 ve Teorem 6.2.3’den aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 6.2.4. Teorem 6.2.3’ün koşulları sağlansın. Her bir x, z 2 K için,

sup

x,z2K
kA

t0(T )x� A
t0(S)zk  2t

0

t(1� �(A
t0(T )))

+

2t
0

t(1� �(A
t0(T ))� kA

t0(S)� A
t0(T )k)

+

kA
t0(S)� A

t0(T )k
1� �(A

t0)� kA
t0(S)� A

t0(T )k
dır.
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Kanıt. Teorem 2.3.2-(ii)’den,

|�(A
t0(S))� �(A

t0(T ))|  �(A
t0(S)� A

t0(T ))

 kA
t0(S)� A

t0(T )k

eşitsizliği yazılabilir. Dolayısıyla buradan da

�kA
t0(S)� A

t0(T )k  �(A
t0(S))� �(A

t0(T ))  kA
t0(S)� A

t0(T )k

olur. Yukarıdaki ifadenin ikinci eşitsizliğine bakılırsa,

�(A
t0(S))  �(A

t0(T )) + kA
t0(S)� A

t0(T )k

yazılabilir.
O halde elde edilen son eşitsizlik Sonuç 6.1.5 ve Teorem 6.2.3’ten,

kA
t0(T )� A

t0(S)� x
0

+ x
0

� z
0

+ z
0

k  kA
t0(T )� x

0

k+ kx
0

� z
0

k+ kA
t0(S)� z

0

k

olur. Eşitsizliğin her iki tarafının supremumu alınırsa,

sup

x,z2K
kA

t0(T )x� A
t0(S)zk  sup

x,z2K
(kA

t0(T )x� x
0

k+ kx
0

� z
0

k+ kA
t0(S)z � z

0

k)

 sup

x,z2K
kA

t0(T )x� x
0

k+ kx
0

� z
0

k+ sup

x,z2K
kA

t0(S)z � z
0

k

 2t
0

t(1� �(A
t0))

+

kA
t0(S)� A

t0(T )k
1� �(A

t0(T ))� kA
t0(S)� A

t0(T )k

+

2t
0

t(1� �(A
t0(T ))� kA

t0(S)� A
t0(T )k

sonucuna ulaşılır. Böylece istenilen gösterilmiş olur.
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7 LR-AĞLARININ ERGODİKLİĞİ

7.1 Tanımlar ve Örnekler
Tanım 7.1.1. X Banach uzayı olmak üzere L(X), X uzayındaki bütün sınırlı lineer ope-
ratörlerin cebiri ve I = I

x

ise X uzayının birim operatörü olsun. ⇤ = (⇤,�) yönlendirilmiş
kümesi tarafından indislenen ⇥ = (T

�

)

�2⇤ ✓ L(X) ailesine operatör ağı denir. Eğer her
� 2 ⇤ için T

�

x = x ise x 2 X vektörüne de ⇥ ağının sabit noktası denir.

Fix(⇥) ifadesi ile ⇥ ağının bütün sabit vektörlerinin kümesi gösterilecektir. Fix(⇥) kümesi-
nin X uzayının kapalı bir alt uzayı olduğu açıktır. Verilecek olan bir sonraki kavram UM-
sequence olarak [32] H.P.Lotz tarafından tanıtılmıştır. Bu kavramın rasgele ağlara genelleşti-
rilmesi ise M-ağları tanımını kullanan F. Räbiger [42] tarafından yapılmıştır. Fakat biz burada
[12] makalesini temel alarak Lotz-Räbiger ağları ismini kullanacağız.

Tanım 7.1.2. Eğer aşağıdaki koşullar sağlanırsa ⇥ = (T
�

)

�2⇤ ağına Lotz-Räbiger (LR) ağı
denir.

(i) ⇥ düzgün sınırlıdır, sup
�2⇤ kT�

k < +1

(ii) Her µ 2 ⇤ ve her x 2 X için,

lim

�!1
kT

�

(T
µ

� I)xk = 0

(iii) Her µ 2 ⇤ ve her x 2 X için,

lim

�!1
k(T

µ

� I)T
�

xk = 0

Ayrıca eğer düzgün operatör topolojisinde limit koşulları sağlanıyorsa, operatör ağına düzgün
LR-ağı veya ULR-ağı denir.

Verilen ⇥ = (T
�

)

�2⇤ LR-ağı için �
0

/2 ⇤ olacak şekilde ˆ

⇤ = ⇤ [ {�
0

} kümesi göz önüne
alındığında kısmi sıralama her � 2 ⇤ için �

0

< � bağıntısı yardımıyla genişletilebilir.
T
�0 = I

x

alınsın. ˆ⇥ = (T
�

)

�2ˆ

⇤

ağı açıkça birim operatörü içeren bir LR-ağıdır.
Böylece her LR-ağı genellikle bir birim operatör bulundurabilir. Ayrıca burada şuna dikkat
edilmelidir ki, her LR-ağının eşleniğinin (adjoint) de LR-ağı olması gerekmez.
Şimdi LR-ağları için birkaç örnek verelim.

Örnek 7.1.3. [12] X ve Y normlu vektör uzaylar olmak üzere T : X ! Y sınırlı ope-
ratörü kTk  1 koşulunu sağlasın. Bu operatöre özel olarak daralma (contraction) ope-
ratörü denir. Bu durumda

A
n

(T ) :=
1

n

n�1X

k=0

T k

olarak tanımlı {A
n

(T )}1
n=1

dizisi bir LR-dizisidir. Şöyle ki,
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(i)

kA
n

(T )k =

����
1

n
(I + T + T 2

+ · · ·+ T n�1

)

����

=

1

n

��
(I + T + T 2

+ · · ·+ T n�1

)

��

 1

n

�
kIk+ kTk+ kT 2k+ · · ·+ kT n�1k

�

 1

n

�
kIk+ kTk+ kTk2 + · · ·+ kTkn�1

�

 1

n
n

= 1

) sup

n2N
kA

n

(T )k  1 olup {A
n

(T )}1
n=1

düzgün sınırlıdır.

(ii) Adım(I): Öncelikle,

A
n

(T )(I � T i

)x =

 
1

n

n�1X

k=0

T k

!
(I � T i

)x

=

1

n
(I + T + · · ·+ T n�1

)(I � T i

)x

=

1

n

�
I + · · ·+ T n�1 � T i � T i+1 � · · ·� T n+i�1

�
x

=

1

n

�
I + · · ·+ T i�1 � T n � · · ·� T n+i�1

�
x

=

1

n

�
x+ · · ·+ T i�1x� T nx� · · ·� T n+i�1x

�

olur. Buradan,

A
n

(T )(I � T i

)x =

1

n
(x+ · · ·+ T i�1x� T nx� · · ·� T n+i�1x)

elde edilir. Eşitliğin her iki tarafının önce normu daha sonra da n için limiti alınırsa,

lim

n!1
kA

n

(T )(I � T i

)xk  lim

n!1

1

n
kxk2i = 0

bulunur. Sonuç olarak,
lim

n!1
kA

n

(T )(I � T i

)xk = 0

olur.
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Adım (II): Adım (I)’den faydalanılırsa her m 2 N ve her x 2 X için,

lim

n!1
kA

n

(T )(I � A
m

(T ))xk = lim

n!1

�����An

(T )

 
I � 1

m

m�1X

i=0

T i

!
x

�����

= lim

n!1

�����An

(T )

 
1

m

m�1X

i=0

(I � T i

)

!
x

�����

= lim

n!1

�����
1

m

m�1X

i=0

A
n

(T )(I � T i

)x

�����

 lim

n!1

1

m

m�1X

i=0

��A
n

(T )(I � T i

)x
��

= 0

elde edilir.
Bu durumda LR-dizisi olmanın ikinci koşulu da sağlanmış olur.
(iii)Bir önceki şıkta takip edilen yol burada da izlenirse,

lim

n!1
k(I � A

m

(T ))A
n

(T )xk = 0

elde edilir.

Örnek 7.1.4. [12] T 2 L(X) olmak üzere n�1T n ! 0 (güçlü) koşulu sağlanacak şekilde
A

n

(T ) := 1

n

P
n�1

k=0

T k Cesàro ortalamasının düzgün sınırlı dizisi {A
n

(T )}1
n=1

bir LR-dizisidir.
Şöyle ki,
(i)

kA
n

(T )xk =

�����
1

n

n�1X

k=1

T kx

�����

=

1

n
k(I + T + · · ·+ T n�1

)xk

 1

n

�
kxk+ kTxk+ · · ·+ kT n�1xk

�

 1

n

�
kxk+ kTxk+ · · ·+ kTxkn�1

�

=

1

n

✓
kxk � kTxkn

1� kTxk

◆

=

1

1� kTxk

✓
kxk
n

� kTxkn

n

◆

dır. Buradan,

sup

n2N
kA

n

(T )xk  sup

n2N

1

1� kTxk

✓
kxk
n

� kTxkn

n

◆
 K

x

olur. Her x 2 X için sup

n2N kAn

(T )xk  K
x

sağlandığından Düzgün Sınırlılık İlkesi
gereğince, sup

n2N kAn

(T )k  K < 1 yazılabilir. Böylece {A
n

(T )}1
n=1

dizisi düzgün
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sınırlıdır.
(ii) Her m 2 N ve her x 2 X için,

lim

n!1
kA

n

(T )(A
m

(T )� I)xk = lim

n!1

�����
1

n

n�1X

k=0

T k

 
1

m

m�1X

k=0

T k � I

!
x

�����

= lim

n!1

�����
1

n

�
I + T + · · ·+ T n�1

�

✓
1

m
(I + T + · · ·+ Tm�1

)� I

◆
x

�����

 lim

n!1

1

n

��I + T + · · ·+ T n�1

��
����

✓
1

m
(I + T + · · ·+ Tm�1

)� I

◆
x

����

 lim

n!1

1

n

�
kIk+ kTk+ · · ·+ kT n�1k

�

����

✓
1

m
(I + T + · · ·+ Tm�1

)� I

◆
x

����

 lim

n!1

1

n

�
kIk+ kTk+ · · ·+ kTkn�1

�

����

✓
1

m
(I + T + · · ·+ Tm�1

)� I

◆
x

����

 0

) lim

n!1
kA

n

(T )(A
m

(T )� I)xk = 0

(iii)Bir önceki şıkta takip edilen yol burada da izlenirse,

lim

n!1
k(A

m

(T )� I)A
n

(T )xk = 0

elde edilir.

Örnek 7.1.5. [12] T = (T
t

)

t�0

, X Banach uzayı üzerinde bir yarıgrup olsun. Eğer bu
yarıgrup düzgün sınırlı ise A

t

(T ) Cesàro ortalaması bir LR-ağı olur. Şöyle ki, x 2 X için,

kA
t

(T )(I � T
u

)xk =

����
1

t

Z
t

0

T
s

(I � T
u

)xds

����

=

����
1

t

✓Z
t

0

T
s

xds�
Z

t

0

T
s

T
u

xds

◆����

=

����
1

t

Z
t

0

T
s

xds� 1

t

Z
u+t

u

T
s

xds

����

=

����
1

t

Z
u

0

T
s

xds� 1

t

Z
u+t

t

T
s

xds

����

 1

t

Z
u

0

kT
s

xkds+ 1

t

Z
u+t

t

kT
s

xkds

 1

t
Mu+

1

t
Mu

=

2

t
Mu
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elde edilir. Buradan t ! 1 iken lim

t!1 kA
t

(T )(I � T
u

)xk = 0 olur. Bu durumda her t0 ve
her x 2 X için,

kA
t

(T )(A
t

0
(T )� I)xk =

�����At

(T )

 
1

t0

Z
t

0

0

T
u

xdu� 1

t0

Z
t

0

0

xdu

!�����

=

�����At

(T )

1

t0

Z
t

0

0

(T
u

� I)xdu

�����

=

�����
1

t0

Z
t

0

0

(A
t

(T )(T
u

� I)x) du

�����

 1

t0

Z
t

0

0

kA
t

(T )(T
u

� I)xkdu

bulunur. O halde
lim

t!1
kA

t

(T )(A
t

0 � I)xk = 0

elde edilir.
Benzer şekilde

lim

t!1
k(A

t

‘ � I)A
t

xk = 0

sonucuna ulaşılabilir. Böylece T = (T
t

)

t�0

yarıgrubunun düzgün sınırlı olduğu durumlarda
Cesàro ortalamasının LR-ağı olduğu görülür.

Örnek 7.1.6. [12] ⇤ ✓ C yönlendirilmiş bir küme ve (R
�

)

�2⇤ ✓ L(X), her �, µ 2 ⇤ için,
R

�

� R
µ

= (µ � �)R
�

� R
µ

Hilbert özdeşliğini sağlayan pseudoresolvent olsun. Ayrıca
(�R

�

) ağı da düzgün sınırlı olsun. Bu durumda,
(a)eğer lim

�!1 � = a 2 C ise ((�� a)R
�

)

�2⇤ bir LR-ağıdır.
(b)eğer lim

�!1 |�| = 1 ise (I � �R
�

)

�2⇤ bir LR-ağıdır.
Şöyle ki,
(a)
(i) sup

�2⇤(�� a)R
�

< +1 (Kabülden)
(ii) T

�

= (�� a)R
�

olarak alınırsa her µ 2 ⇤ ve her x 2 X için,

kT
�

(I � T
µ

)xk = k(�� a)R
�

(I � (µ� a)R
µ

)xk
= k(�� a)R

�

x� (�� a)(µ� a)R
�

R
µ

xk

=

����(�� a)R
�

x� (�� a)(µ� a)

✓
R

�

�R
µ

µ� �

◆
x

����

=

����(�� a)

✓
R

�

x� (µ� a)

✓
R

�

�R
µ

µ� �

◆
x

◆����

yazılabilir. Buradan,
lim

�!1
kT

�

(I � T
µ

)xk = 0
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olur.

lim

�!1
kT

�

(I � T
µ

)xk  lim

�!1

����
(�� a)(µ� �)� (�� a)(µ� a)

µ� �
R

�

x

����

= lim

�!1

����
(�� a)

µ� �
(a� �)R

�

x

����

= lim

�!1

����
(�� a)2

µ� �
R

�

x

����

 lim

�!1

|�� a|2

|µ� �| kR�

xk

 lim

�!1

|�� a|2

|µ� �| Kkxk ((�R
�

)

�2⇤ düzgün sınırlı)

= 0

) lim

�!1
kT

�

(I � T
µ

)xk = 0

(iii)Bir önceki şıkta takip edilen yol burada da izlenirse,

lim

�!1
k(I � T

µ

)T
�

xk = 0

elde edilir.
(b)
(i)

sup

�2⇤
kI � �R

�

k  sup

�2⇤
kIk+ sup

�2⇤
k�R

�

k

 I +K = M ((�R
�

)

�2⇤ düzgün sınırlı)

) sup

�2⇤
kI � �R

�

k < +1

(ii) Her µ 2 ⇤ ve her x 2 X için,

k(I � �R
�

)(I � (I � µR
µ

))xk = k(I � �R
�

)µR
µ

xk
= kµR

µ

x� �µR
�

R
µ

xk

=

����µRµ

x� �µ
R

�

�R
µ

µ� �
x

����

=

����µRµ

x� �µ
R

�

x�R
µ

x

µ� �

����

=

����µRµ

x� �µ

µ� �
R

�

x+

�µ

µ� �
R

µ

x

����

=

����
µ2 � µ�+ µ�

µ� �
R

µ

x� �µ

µ� �
R

�

x

����


����

µ2

µ� �
R

µ

x

����+
����

�µ

µ� �
R

�

x

����

yazılabilir. Buradan,

lim

�!1

����
µ2

µ� �
R

µ

x

���� = 0
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olur.

lim

�!1
k(I � �R

�

)µR
µ

xk  lim

�!1

����
�µ

µ� �
R

�

x

����

 lim

�!1

|µ|
|µ� �|k�R�

xk

= 0

) lim

�!1
k(I � �R

�

)µR
µ

xk = 0

(iii) Bir önceki şıkta takip edilen yol burada da izlenirse,

lim

�!1
k(I � T

µ

)T
�

xk = 0

elde edilir.

Örnek 7.1.7. [12, 29] X reel veya kompleks vektör uzayı olsun. X üzerindeki sürekli lineer
operatörlerin bir semigrubu olan T, eğer aşağıdaki koşulları sağlıyorsa sağ T�ergodik ağ
({A

�

: � 2 ⇤}) olarak adlandırılır. T sürekli lineer operatörleri göstermek üzere ⇤ yönlen-
dirilmiş bir küme olsun.

(E
1

) X’deki her bir A
�

bir lineer operatör,

(E
2

) Her bir x 2 X ve 8� için A
�

x 2 coTx,

(E
3

) A
�

x düzgün sınırlı,

(E
4

r) Her x 2 X ve T 2 T için lim

�

(A
�

Tx� A
�

x) = 0

Eğer (E
4

r) yerine,

(E
4

l) Her x 2 X ve T 2 T için lim

�

(TA
�

Tx� A
�

x) = 0

sağlanıyorsa T, sol-ergodik ağ olarak adlandırılır.
Ayrıca eğer T, hem sağ hem de sol T-ergodik ise kısaca T-ergodik olarak adlandırılır. Yu-
karıdaki özellikler dikkate alındığında T-ergodik ağının bir LR-ağı olduğu açıkça görülür.

LR-netlerine daha fazla örnek operatör semigrupları üzerine yapılan çalışmalarda görülebi-
lir. Ayrıca daha fazla LR-ağı örneği için [10, 12, 13, 16, 29, 32, 42] referanslarından fayda-
lanılabilir.

7.2 Güçlü Yakınsaklık Karakterizasyonu
Tanım 7.2.1. X Banach uzayı ve ⇥ = (T

�

)

�2⇤ LR-ağı olsun. Eğer her x 2 X için en az bir
tane y 2 X vardır, öyle ki lim

�!1 kT
�

x� yk = 0 oluyorsa ⇥ ağı güçlü yakınsaktır denir.

Bu tanım bazı kaynaklarda “her x 2 X için norm-limit k·k-lim
�!1 T

�

x var ise ⇥ güçlü yakın-
saktır” şeklinde de gösterilmektedir.

Aşağıdaki teorem ispatsız ilk olarak [42] makalesinde ifade edilmiştir.

Teorem 7.2.2. [12] ⇥ = (T
�

)

�2⇤, X Banach uzayı üzerinde bir Lotz-Räbiger ağı olsun.
Aşağıdaki koşullar birbirine denktir:
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(i) ⇥ güçlü yakınsaktır.

(ii) Her x 2 X için (T
�

x)
�2⇤ ağı zayıf bir yığılma noktasına sahiptir.

(iii) X = Fix(⇥)� span
S

�2⇤(I � T
�

)X.

(iv) Fix(⇥) uzayı Fix(⇥⇤
) = {y 2 X⇤

: T ⇤
�

y = y, 8� 2 ⇤} uzayını ayırır.

Eğer bu koşullardan herhangi biri sağlanıyorsa (T
�

)

�

ağının güçlü limiti,

Fix(⇥) = {x 2 X : T
�

x = x, 8� 2 ⇤}

sabit uzayı üzerine bir izdüşümdür.

Kanıt.
(i) ) (ii)
⇥ ağı güçlü yakınsak olduğundan dolayı her x için lim

�!1 T
�

x = Px olacak şekilde bir
Px 2 {T

�

x}
�2⇤ vardır. Ayrıca ⇥ güçlü yakınsak olduğundan dolayı ⇥ ağı zayıf yakınsaktır

da denilebilir. Dolayısıyla her f 2 X
0 için,

lim

�!1
f(T

�

x) = f(Px)

olduğundan
w � lim

�!1
T
�

x = Px

olur. Dolayısıyla Px, {T
�

x}
�2⇤ ağının zayıf bir yığılma noktasıdır denir.

(ii) ) (i)
x 2 X olmak üzere y, (T

�

x)
�2⇤ ağının zayıf yığılma noktası olsun. Mazur Teoremi’nden

(zayıf yığılma noktası, ağın elemanlarının konveks kombinasyonlarının oluşturduğu küme-
nin içindedir.) y 2 co(T

�

x) olur. Herhangi bir µ 2 ⇤ ve " > 0 için y zayıf limit noktası
olduğundan

| < T
µ

y, h > � < y, h > |  "

3

yazılabilir. Ayrıca (T
�

) LR-ağı olduğundan

| < T
µ

y, h > � < T
µ

T
⇠

x, h > |  "

3

| < T
µ

T
⇠

x, h > � < T
⇠

x, h > |  "

3

| < T
⇠

x, h > � < y, h > |  "

3

eşitsizlikleri vardır. Buradan her h 2 X
0 ve her µ 2 ⇤ için,

| < T
µ

y, h > � < y, h > |  "

elde edildiğinden y 2 Fix(⇥) söylenebilir.
Şimdi (T

�

x)
�2⇤ ağının y noktasında norm yakınsak olduğunu gösterelim. Yine Mazur Teo-

remi’nden bir tane S 2 co(T
�

) operatörü bulunur öyle ki

ky � Sxk  "
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koşulu sağlanır. LR-ağının özelliğinden lim

�!1 kT
�

(S � I)xk = 0 ve böylece

ky � T
�

xk  ky � T
�

Sxk+ kT
�

Sx� T
�

xk
 kT

�

y � T
�

Sxk+ kT
�

Sx� T
�

xk
 kT

�

kky � Sxk+ kT
�

(S � I)xk
 M"+ " < "

0

elde edilir.
(ii) ) (iii)
Herhangi x 2 X alınsın. (T

�

)

�2⇤, LR-ağı ve bu ağ zayıf bir yığılma noktasına sahip olduğu
için her µ 2 ⇤ için,

T
µ

(Px)� Px = (T
µ

� I) lim

�!1
T
�

x = lim

�!1
(T

µ

� I)T
�

x = 0 (7.2.1)

yazılabilir. Böylece Px 2 Fix(⇥) ve P 2x = Px olur. Bu durumda herhangi x için P , Fix(⇥)

üzerinde sürekli bir izdüşümdür denir. O halde

X = kerP � ranP (ranP = P (X))

= kerP � Fix(⇥)

yazılabilir. Dolayısıyla,

X = Fix(⇥)� span
[

�2⇤

(I � T
�

)X

olduğunu göstermek için,

span
[

�2⇤

(I � T
�

)X = kerP

eşitliğinin sağlandığını göstermek yeterli olacaktır. (7.2.1)’den,

span
[

�2⇤

(I � T
�

)X ✓ kerP (7.2.2)

olur. Daha açık bir şekilde ifade edilecek olursa, x 2 span
S

�2⇤(I � T
�

)X alalım. Bu du-
rumda, en az bir tane z 2 X ve en az bir tane � 2 ⇤ için x = (I � T

�

)z yazılabilir. O
halde

Px = P (I � T
�

)z = Pz � PT
�

z = Pz � T
�

P
z

= 0

olur. Dolayısıyla x 2 kerP dir. Burada,

T
µ

(Px)� Px = 0 ve P (T
µ

� I)x = 0

eşitliklerinden dolayı T
µ

Px = PT
µ

x değişme özelliğinin sağlandığına dikkat edilmelidir.
Ayrıca bir konuya daha değinilmelidir ki; o da

S
(I � T

�

)X uzayı lineer olduğundan dolayı
span

S
(I � T

�

)X =

S
(I � T

�

)X olduğudur.
O halde şimdi x 2 kerP alınsın. Bu durumda

lim

�!1
T
�

x = Px = 0
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ve

x = lim

�!1
(I � T

�

)x 2 span
[

(I � T
�

)x (7.2.3)

olur. (7.2.2) ve (7.2.3) dikkate alındığında,

kerP = span
[

�2⇤

(I � T
�

)X

elde edilir. Böylece

X = Fix(⇥)� span
[

�2⇤

(I � T
�

)X

sonucuna varılır.
(iii) ) (i)
Kabul edelim ki,

X = Fix(⇥) + Y

olsun.
⇥ ağının güçlü yakınsak olduğunu söyleyebilmek için k · k � lim

�!1 T
�

x(x 2 X) varlığını
göstermek gerekmektedir.
x 2 X için x = x

1

+ x
2

ve T
�

x
1

= x
1

yazılabilir. Bu durumda

lim

�!1
T
�

= lim

�!1
T
�

(x
1

+ x
2

)

= lim

�!1
(T

�

x
1

+ T
�

x
2

)

= lim

�!1
T
�

x
1

+ lim

�!1
T
�

x
2

= x
1

+ lim

�!1
T
�

x
2

olur. Burada x
2

2 Y için lim

�!1 kT
�

x
2

k varlığını göstermek ispatı tamamlar.
x
2

2 Y = span
S

�2⇤(I � T
�

)X için en az bir tane z 2 X ve en az bir tane µ 2 ⇤

vardır, öyle ki x
2

= (I � T
µ

)z yazılabilir. O halde,

lim

�!1
kT

�

x
2

k = lim

�!1
kT

�

(I � T
µ

)zk = 0 ((T
�

)

�2⇤ LR-ağı)

olur. Bu durumda lim
�!1 kT

�

x
2

k olduğundan k · k� lim

�!1 kT
�

xk mevcuttur. Dolayısıyla
⇥ güçlü süreklidir.
(iii) ) (iv)
Herhangi h 2 Fix(⇥⇤

) fonksiyoneli alınsın ve h 6= 0 olsun. Bu durumda x 2 X için,

h(Px) = h( lim
�!1

T
�

x)

= lim

�!1
h(T

�

x)

= lim

�!1
T ⇤
�

h(x)

= lim

�!1
h(x)

= h(x)

elde edilir. Px 2 Fix(⇥) olduğundan bir tane Fix(⇥) elemanı bulunmuştur. Öyle ki, h(Px) 6=
0 dır. Bu da bize Fix(⇥) uzayının Fix(⇥⇤

) uzayını ayırdığını söyler.
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(iv) ) (i)
⇥ ağının güçlü yakınsak olduğunu göstermek için,

X = Fix(⇥)� span
[

�2⇤

(I � T
�

)X

ifadesini göstermek yeterlidir. O halde kabul edelim ki, bu ifade sağlanmasın. Bu durumda
Hahn-Banach Teoremi’nden burada

x 2 Fix(⇥)� span
[

�2⇤

(I � T
�

)X

için h(x) 6= 0 olacak şekilde h 2 X⇤
(h 6= 0) elemanı vardır. Böylece h 2 Fix(⇥⇤

) olduğunu
gösterirsek ispat tamamlanmış olur.

(y � T
µ

y) 2 span
[

�2⇤

(I � T
�

)X (8y 2 X, 8µ 2 ⇤)

olduğu için,
h(y) = h(T

µ

y) = T ⇤
µ

h(y) = 0 (8y 2 X, 8µ 2 ⇤)

bulunur. Bu durumda her µ 2 ⇤ için T ⇤
µ

h = h ve dolayısıyla h 2 Fix(⇥⇤
) elde edilir. O

halde her x 2 Fix(⇥) için h(x) = 0 olacak şekilde ⇥

⇤ ağının sıfırdan farklı sabit bir h nok-
tası vardır. Fakat bu durum Fix(⇥) uzayının Fix(⇥⇤

) uzayını bölmesi ile çelişir. Dolayısıyla
sonuç olarak ⇥ güçlü süreklidir.

7.3 Dobrushin Ergodiklik Katsayısı ve ULR-Ağları
Bu bölümde OBSB üzerinde tanımlanan Markov ULR-ağlarının davranışlarını çalışabilmek
için Dobrushin ergodiklik katsayısı üzerinde durulacaktır. Verilen sonuçlar [42] makalesin-
den olup, daha derin incelemesi için bu makaleden yararlanılabilir.

Tanım 7.3.1. ⇥ = (T
�

)

�2⇤,OBSB olan X üzerinde bir Markov ULR-ağı olsun. ⇥ = (T
�

)

�2⇤
ağına,

(i) eğer
lim

�!1
sup

x,y2K
kT

�

x� T
�

yk = 0

ise zayıf ergodik

(ii)
lim

�!1
kT

�

� T
y0k = 0

olacak şekilde y
0

2 K varsa düzgün ergodik denir.

Önerme 7.3.2. X OBSB ve ⇥ = (T
�

)

�2⇤ Markov ULR-ağı olsun. Bu durumda aşağıdaki
ifadeler birbirine denktir:

(i) �(T n0
�0
) < 1 olacak şekilde �

0

2 ⇤ ve n
0

2 N vardır.

(ii) �(A
n0(T�0)) < 1 olacak şekilde �

0

2 ⇤ ve n
0

2 N vardır.

(iii) lim

�!1 �(T
�

) = 0
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(iv) ⇥ zayıf ergodiktir.

Kanıt.
(i) ) (ii) � tanımı ve Teorem 2.3.2-(i)’den,

�(A
n0(T�0)) = �

 
1

n
0

n0X

k=1

T k

�0

!

= �

 
1

n
0

 
n0�1X

k=1

T k

�0
+ T n0

�0

!!

=

1

n
0

�

 
n0�1X

k=1

T k

�0
+ T n0

�0

!

 1

n
0

 
n0�1X

k=1

�(T k

�0
) + �(T n0

�0
)

!

 1

n
0

(n
0

� 1 + �(T
�0

n0
))

< 1

elde edilir. Böylece istenilen gösterilmiş olur.
(ii) ) (iii) ⇢ := �(A

n0(T�0)) < 1 olacak şekilde �
0

2 ⇤ ve n
0

2 N var olsun. ULR-ağının
tanımından her bir k 2 N ve µ 2 ⇤ için,

� ! 1 iken kT
�

(I � A
n0(T�0))k ! 0

elde edilir.
Dolayısıyla Teorem 2.3.2-(ii)’den,

lim

�!1
�(T

�

(I � A
n0(T�0)))  lim

�!1
kT

�

(I � A
n0(T�0))k = 0 (7.3.1)

olur. Diğer yandan tekrar Teorem 2.3.2-(ii) kullanılırsa,

|�(T
�

A
n0(T�0))� �(T

�

)|  �(T
�

(I � A
n0(T�0)))

bulunur. Bu eşitsizlik Teorem 2.3.2-(iii) ile birlikte dikkate alındığında,

�(T
�

(I � A
n0(T�0))) � �(T

�

)� �(T
�

A
n0(T�0))

� �(T
�

)� �(T
�

)�(A
n0(T�0))

� �(T
�

)(1� �(A
n0(T�0)))

� (1� ⇢)�(T
�

) (7.3.2)

olur. Böylece (7.3.1) ve (7.3.2)’den

lim

n!1
�(T

�

) = 0

elde edilir.
(iii) ) (i) Teorem 2.3.2-(i) ve lim

�!1 �(T
�

) = 0 olduğu dikkate alınırsa,

8⇢, 9�
0

: 8� � �
0

için 0  �(T
�

)  ⇢

68



olur. Dolayısıyla �(T
�

)  ⇢ olacak şekilde �
0

2 ⇤ ve 0  ⇢ < 1 vardır. Ayrıca

�(T n0
�

)  �(T
�

)...�(T
�

)| {z }
n0 tane

olduğu için �(T n0
�

) < 1 olacak şekilde bir n
0

2 N vardır denilebilir.
(iii) ) (iv) Teorem 2.3.2-(v) kullanılırsa,

�(T
�

) =

1

2

sup

x,y2K
kT

�

x� T
�

yk

yazılabilir. Eşitliğin her iki tarafının � ! 1 için limiti alınırsa,

lim

�!1
�(T

�

) = lim

�!1

1

2

sup

x,y2K
kT

�

x� T
�

yk

elde edilir. Buradan da,
lim

�!1
sup

x,y2K
kT

�

x� T
�

yk = 0

olduğu görülür. Dolayısıyla (T
�

)

�2⇤ Markov ULR-ağı zayıf ergodiktir.
(iv) ) (iii) Yukarıdaki ispat yöntemi buradaki sonuca ulaşmak için de kullanılabilir.

T sembolü ile K bazına ait aşikar olmayan sabit noktaları bulunduran X OBSB uzayı üze-
rindeki bütün ⇥ = (T

�

)

�2⇤ Markov ULR-ağlarının kümesi gösterilecektir.

Sonuç 7.3.3. (X,X
+

,K, f) uzayı OBSB ve ⇥ = (T
�

)

�2⇤ 2 T olsun. Bu durumda aşağıdaki
ifadeler birbirine denktir:

(i) ⇥ zayıf ergodiktir.

(ii) �(T n0
�0
) < 1 olacak şekilde �

0

2 ⇤ ve n
0

2 N vardır.

(iii) ⇥ düzgün ergodiktir.

Kanıt.
(i) ) (ii) İfadelerinin ispatı Önerme 7.3.2’nin ispatında olduğu gibidir.
(ii) ) (iii) ULR-ağı olma koşulundan dolayı her " için her �, µ � �

0

olacak şekilde bir
�
0

2 ⇤ vardır. Dolayısıyla

kT
�

� T
µ

k = kT
�

� T
�

T
µ

+ T
�

T
µ

� T
µ

k
 kT

�

(I � T
µ

)k+ k(T
�

� I)T
µ

k
< "

olur. Böylece (T
�

)’nın Cauchy olduğu gözlenir. Ayrıca � ! 1 iken kT
�

� Pk ! 0 olur.
Yani (T

�

), P ’ye yakınsar. O halde buradan,

|�(T
�

)� �(P )|  kT
�

� Pk

eşitsizliği dikkate alındığında �(T
�

) ! �(P ) olur. Önerme 7.3.2’den dolayı lim
�!1 �(T

�

) =

0 dır. Dolayısıyla �(P ) = 0 olur. Bu durumda P = T
y0 olacak şekilde bir y

0

2 K vardır.
Sonuç olarak ⇥ = (T

�

)

�2⇤ düzgün ergodiktir.
(iii) ) (i) ⇥ = (T

�

)

�2⇤ düzgün ergodik olduğundan dolayı

lim

�!1
kT

�

� T
y0k = 0
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olacak şekilde bir y
0

2 K vardır. Dolayısıyla

kT
�

x� T
�

yk = kT
�

x� T
y0 + T

y0 � T
�

yk
 kT

�

x� T
y0k+ kT

�

y � T
y0k

ve buradan da

lim sup

x,y2K
kT

�

x� T
�

yk  lim sup

x,y2K
kT

�

x� T
y0k+ lim sup

x,y2K
kT

�

y � T
y0k

= 0

elde edilir. O halde ⇥ ağının zayıf ergodik olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanmış olur.
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8 SONUÇ ve ÖNERİLER
Hille-Yoshida veya Lumer-Phillips teoremlerinin somut bir probleme yönelik koşullarının
doğrulanması, genellikle oldukça zor bir görevdir. Diğer yandan birçok modelleme de ope-
ratörlerin daha basit özelliklere sahip operatörlerin kombinasyonu olarak yazılabildiğini görü-
rüz. Böylece incelenmesi daha kolay olan operatörlerin özelliklerini ele alarak genel ope-
ratörün bazı özelliklerine varabiliriz. Kısaca problem bir C

0

-yarıgrubunun üreteci olan
(A,D(A)) operatörü ve diğer bir (B,D(B)) operatörü ele alındığında hangi koşullar altında
A + B operatörü yeni bir C

0

-yarıgrubu üretir sorusudur. Cebirsel olarak bu toplam ope-
ratörünü tanımlamak kolay iken topolojik özellikleri sağlatmak oldukça sıkıntılı olabilir.
Bunun için pertürbasyon teorisi geliştirilmiştir. En uygunu ve sıklıkla karşılaşılanı sınırlı
pertürbasyondur. Bunun için alınacak olan B operatörü sınırlı bir operatör olmalıdır. Tez
boyunca C

0

-Markov yarıgruplarının ve Cesaro ortalamalarının pertürbasyon sınırları ele
alınırken sınırlı pertürbasyon düşünülmüş ve incelemeler bu duruma göre yapılmıştır. Bu-
nun dışında iki farklı pertürbasyon teorisi de düşünülebilir. Bunlardan ilki Miyadera diğeri
ise dissipative (sömüren) operatörlerin pertürbasyon teorisidir.
Dissipative pertürbasyon teorisinde A ve B, D(A) ✓ D(B) koşulunu sağlayan iki lineer
operatör ve her 0  t  1 için A + tB dissipative operatör olsun. Eğer her x 2 D(A) ve
0  a < 1 için

kBxk  a kAxk+ b kxk

koşulu var ve bazı t
0

2 [0, 1] için (A + t
0

B,D(A)) operatörü dissipative ise her t 2 [0, 1]
için A+ tB operatörü bir daralma yarıgrubu üretir.
Miyadera pertürbasyon teorisinde ise B operatörü A-sınırlı yani D(A) üzerinde tanımlı graf
normuna göre sınırlı bir operatör olsun. Ayrıca eğer 0 < ↵ < 1 ve 0  � < 1 sayıları ve
(T

t

) yarıgrubu A tarafından üretilmiş olmak üzere her x 2 D(A) için,
Z

↵

0

kBT
t

xk dt  � kxk

koşulu sağlanıyor ise B operatörü A operatörünün Miyadera pertürbasyonudur denir. Böyle-
likle (A+B,D(A)) operatörü bir C

0

-yarıgrubunu üretir.
Bu tezin devamı olarak, bu iki farklı pertürbasyon teorisi kullanılarak C

0

-Markov yarıgrupları
için pertürbasyon sınırlarının belirlenebileceği düşünülmüş ve bu konuda çalışılmaya başlan-
mıştır.
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