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Son zamanlarda Banach latisleri {izerinde norm yakinsama ve sira yakisamanin
temelini olusturdugu cesitli operator simiflar1 iizerine yapilan aragtirmalar énemli bir
gelisme kaydetmistir. Ayni sekilde, lokal solid vektor latislerinde tanimlanan operator-
lerin topolojik 6zellikleri ve vektor latis yapilar1 da detayli bir sekilde incelenmis ve
gesitli ozellikleri aragtirilmigtir. Son dénemde bir¢ok aragtirmaci, farkli operatorlerin
demi versiyonlarini aragtirmis ve bu operatorler ile ilgili farkli bakis agilar: sunmustur.
Bu tezde, lokal solid vektor latisler ve Banach latisler tizerinde tanimlanan operator si-
niflar1 detayli bir sekilde incelenmis, ¢esitli operatorlerin demi versiyonlar: aragtirilarak
aralarindaki iligkiler iizerinde durulmustur.

Anahtar Kelimeler: Banach latis, Lokal solid vektor latis, KB operator, Levi opera-
tor, Demi KB operator, Demi Levi operator



ABSTRACT

INVESTIGATION OF THE PROPERTIES OF FAMILIES OF
OPERATORS DEFINED ON TOPOLOGICAL VECTOR LATTICES
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Supervisor: Do¢. Dr. NAZIFE ERKURSUN OZCAN
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Recently, research on various classes of operators based on norm convergence and
order convergence in Banach lattices has made significant progress. Similarly, the to-
pological properties and vector lattice structures of operators defined on locally solid
vector lattices have also been studied in detail and various properties have been investi-
gated. Recently, many researchers have explored the demi versions of different operators
and introduced different perspectives on these operators. In this thesis, the classes of
operators defined on locally solid vector lattices and Banach lattices are studied in
detail, and the demi versions of various operators are examined and their relations are
studied.

Key Words: Banach lattices, Locally solid vector lattices, KB operator, Levi operator,
Demi KB operator, Demi Levi operator
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1 GIRIS

Vektor latisleri veya diger adiyla bilinen Riesz uzaylar1 fonksiyonel analiz ile yakindan
iligkilidir. Riesz’in, 20.ytlizyilin basglarinda yaptigl oncii caligmalar vektor latislerin te-
melini olusturmustur. Daha sonra bir¢ok matematik¢inin katkilariyla zenginlegmis ve
genig bir uygulama alanina sahip olmustur. Vektor latislerin tanim ve ozellikleri 1930
ve 1940 yillarinda geligtirilmigtir. 1950’lerden itibaren bir¢ok c¢aligma yayimlanmig ve

Banach uzaylar ile iligkileri aragtirilmigtir. Gilintimiizde, vektor latisleri 6zellikle ope-
rator teorisi alaninda 6nemli bir rol oynamaktadir.

Topolojik vektor uzaylar: fonksiyonel analiz ve topoloji dallarinda 6nemli bir yere
sahiptir. Vektor uzay o6zelliklerinin topolojik 6zellikler ile birlesmesi lineer operatorlerin
ve fonksiyon uzaylarinin incelenmesinde, netlerin yakinsama kavramlarinda kullanilir.
Lokal solid vektor latisleri bir yandan vektor latislerin sira yapisini bir yandan da to-
polojik vektor uzaylarinin topolojik yapisini igerir. Lineer iglemler ve topoloji bu sira
yapi ile uyumlu bir gekilde tanimlanir. Olugturulan bu yap: iizerinde tanimlanan ope-
ratorlerin siirekliligi ve sira yapisinin korunmasi agisindan énemlidir.

X bir Banach latis ve Y bir Banach uzay1 olmak iizere X’in b-sira sinirli kiimesinin
T altindaki goriintiisii relatif zayif kompakt ise 7' : X — Y operatoriine b-zayif kom-
pakt operator denir. Bu operator smifi ilk olarak Alpay, Altin, Tonyah tarafindan [3]
makalesinde verilmistir. Bahramnezhad ve Azar 9] makalesinde KB operator sinifini
tanitmigtir. Makalenin sonunda X Banach latisinden Y Banach uzayma tanimh KB
operator olup b-zayif kompakt olmayan operator varligr sorulmustur. Sonrasinda KB
operator simifimin birgok farkli versiyonu yaymlanmigtir, [4, 6]. [6] makalesinde Altin ve
Macherafi, |9] makalesinde tanimlanan KB operator simifinin b-zayif kompakt opera-
torler ile ayni oldugunu ispatlamistir.

[14] makalesinde, [9] makalesinden farkli bir KB operator siifi ile quasi KB ope-
rator siifi tanitilmig, bu KB operatoriiniin saglamadigi 6zellikler iizerinde durularak
yeni bir bakig agisi sunulmugtur. [4] makalesinde Lebesgue, quasi Lebesgue, Levi ve
quasi Levi operator siniflar1 tanitilmigtir. Son yillarda, Banach latisleri iizerinde ta-
nimlanan farkl operator siniflar1 ile ilgili olarak yapilan ¢aligmalar oldukca ilgi cekici
hale gelmigtir. Bircok makalede Banach latis iizerinde tanimlanan operatorlerin demi
versiyonlar1 ¢aligilmigtir. Bu ¢aligmalar Levi ve quasi Levi operatorlerinin demi versi-
yonlarinin aragtirilmasi icin ilgiyi arttirmigtir.

Bu tez dort iiniteden olugmaktadir.

Birinci iinitede, diger boliimlerde yardimei olacak temel tanim ve 6zellikler verilmig-
tir. Birinci boliimiinde vektor latislerin genel 6zellikleri, sira yakinsaklik ve operatorler,
ikinci boliimiinde topolojik vektor uzay1 tanimi ve temel 6zellikleri, ti¢iincii béliimde
lokal solid vektor latis tanimi ve sira yakinsaklik ile aralarindaki iligki anlatilmigtir.

Ikinci {initede, lokal solid latisler iizerinde tamiml olan Lebesgue, 6n-Lebesgue,
Fatou latis kavramlari ele alinmig, aralarindaki iligkiler incelenmistir. Hangi kosullar
altinda denklik saglanacagi detayl olarak arastirilmigtir. Lebesgue, quasi Lebesgue,
or-siirekli operator tanimlar1 verilmig ve bu operatorlerin aralarindaki iligkiler ince-



lenmistir. Bunlara ek olarak, vektor latislerde tamamlaniglar verilmis ve sonrasinda
topolojik vektor latis iizerinde 7-lateral tamlik tanimi ele alinmigtir. Son olarak, re-
giiler alt latis tanmimi verilip, regiiler alt latise kisitlanan bazi operatorlerin 6zellikleri
aragtirilmigtir.

Uciincii {initede, 6nce lokal solid topoloji tizerinde KB ve quasi KB operator ta-
nimlar1 ele alinmigtir. KB, quasi KB ve Lebesgue operatorlerinin arasindaki iligkiler
calisilmigtir. Bu operatorlerin baskinlik durumu incelenmis ve belirli kogullar sayesinde
baskinlik 6zelliginin nasil saglandigi arastirilmistir. Daha sonra, Banach latisleri tize-
rinde bu operatorlerin davraniglar: incelenmis, verilen ¢ogu 6nermenin bagka sartlar
altinda gecerli olmadigi cesitli 6rnekler ile aciklanmistir. Unitenin sonunda, KB ve qu-
asi KB operatorlerin demi versiyonlar: aragtirilmig ve birgok sonug incelenmigtir.

Son olarak dordiincii {initede, lokal solid latislerde tanimlanan Levi latis 6zelligi
ile Levi ve quasi Levi operator tanimi verilmis, aralarindaki iligkiler incelenmistir. Ba-
nach latis tlizerinde Levi latis ile Fatou latis ve Dedekind tamlik arasindaki iligkiler
calisilmigtir. Levi operatorlerin norm kapali olmadigi ve her quasi Levi operatoriin
Levi operator olmadigi ornekler ile gosterilmistir. Quasi Levi operatorlerin baskinlik
ozelligini sagladig ispatlanmig fakat Levi operatorlerin bu 6zelligi saglamadigi verilen
ornek ile acgiklanmistir. Levi ve quasi Levi operatorlerin demi versiyonlar: ¢alisilmis ve
KB/quasi KB operatérlerin demi versiyonlar ile aralarindaki iligkiler detaylica aragtiri-
lip, son olarak verilen diagram ile 6zetlenmistir. Bu tezde tartigilan sonuglar [4, 10, 14]
makalelerinde mevcuttur.



2  ON BILGILER

Bu iinitede tez boyunca kullanilacak genel bilgiler verilecektir. Daha fazla ayrinti i¢in
[1, 2, 19, 20, 21] kitaplarina bakilabilir.

2.1 Vektor Latis Ozellikleri ve Operatorler

Vektor latisler tezin temelini olusturmaktadir. Oncelikle temel 6zellikleri incelenmelidir.

Tanim 2.1.1. X bogtan farkli herhangi bir kiime olmak iizere iizerinde tanimlh “<”
iglemi ile asagidaki kogullar saglaniyor ise X kiimesine kismi sirali kiime denir.

(i) Her x € X i¢in x < z (yansima ozelligi).
(ii) Her z,y € X i¢in z < y ve y < x = = = y (ters simetrik 6zelligi).
(iii) Her z,y,z € X igin x <y ve y < z = = < z (gegiskenlik 6zelligi).
Tanim 2.1.2. X kismi sirali kiimesi bir vektor uzay: olsun. Eger
(i) Her z,y,z€e X gnz<y=z+2<y+z
(ii) Her z,y € X ve 0 < A € R igin z < y = Az < My,
kosullar1 saglaniyor ise X uzayina sirali vektor uzayi denir.

Tanim 2.1.3. X kismi sirali bir kiime olmak tizere her x,y € X igin x Vy = sup{zx,y}
ve x Ay = inf{z,y} varsa X'nin eleman ise X kiimesine latis denir.

Tanim 2.1.4. X sirali vektor uzay1 ayni zamanda bir latis ise X uzayina vektor latis
veya Riesz uzay1 adi verilir.

1 < p < oo olmak tizere L,, ¢,, C(X), R*, C" uzaylar vektor latislerine birer
ornektir.

Tanim 2.1.5. X vektor latisindeki x > 0 6zelligini saglayan z € X elemanina pozitif
eleman denir.

Pozitif elemanlarim kiimesi X = {x € X : x > 0} seklinde gosterilir..

Tanim 2.1.6. X bir vektor latis ve z,y € X olsun. Her n € N i¢in 0 < nx < y ve
y € X iken x = 0 oluyor ise X Arsimedyan vektor latistir denir.

Tez boyunca vektor latisleri Argimedyan alimacaktir.

Tanmim 2.1.7. X vektor latisindeki herhangi bir x elemani alinsin. x V 0, x elemaninin
pozitif kismi, (—z) V 0, negatif kismi ve z V (—z), mutlak degeri olarak adlandirilir ve
sirastyla ot 27, |z| seklinde gosterilir.

Teorem 2.1.8. X bir vektor latis ve z,y, z € X olmak lizere agagidakiler saglanir.
)+ @yVz)=(@+y) V(eg+z)veax+ (yAz)=(x+y)A(z+2).

(i) x—(yNz)=(x—y)V(@—2)vexr—(yVz)=(x—y) A(x—2).



(iii) eVy=(z—y) +y=(@y—-z)" +z
(iv) A > 0igin A(z Vy) = (Az) V (Ay) ve A(z Ay) = (Az) A (\y)
(v) Her A € R igin |Az| = |||z

, 1 1
(W)xVyI§(x+y+|ar—y|)Ve:vAy=§(x+y—|x—y|)

vit) v +y = (xVy)+ (x Ay)
viti) t =xT —x” veat Ax™ =0

(
(
(iz) || = 27 + 2~ (buradan |z| =0 <= x =0)
(@) |z —yl=(zVy) —(xAy)

(

i) |z +y[ Ve =yl = [z] + |y]
. 1 1
(wit) |2 v Iyl = 5 (e +yl+ e —yl) ve [e] Ayl = Sllz +yl = o =y

(xiii) eV z—yVz| <|z—y|ve|lzANz—yAzl <|r—y| (Birkoff Esitsizligi)

Tanim 2.1.9. X vektor latis olmak {izere z,y € X i¢in |z| A |y| = 0 oluyor ise bu iki
eleman birbirine diktir denir. Iki elemanin birbirine dik olmas1 x Ly seklinde gosterilir.

Lemma 2.1.10. (Diklik Ozellikleri)

(1) X vektor latis ve z,y € X igin zly ve x 1z ise her A\, u € R i¢in zL(\y + pz)
saglanir.

(17) X vektor latis ve z,y € X olmak iizere z ve y elemanlarimin dik olmas i¢in gerek
ve yeter kosul |x + y| = |z — y| olmasidir.

(171) X vektor latis ve x,y € X i¢in x Ly ise
[z +yl = [z —yl = [z + |yl = l[=] = [yl| = =] V |y|
olur.

Teorem 2.1.11. (Riesz Ayrisim Ozelligi) X bir vektor latis ve x, y1, 42, . .., Yo € X
olsun. |z| < |y1+ya+---+ys| iseheri =1,--- nigin |z;]| < |y;| vex = 21429+ -+2,
olacak sekilde xy,--- ,xz, € X vardir. Ek olarak eger x pozitif bir vektor ise z;’ler de
pozitif vektor olarak segilebilir.

Tanim 2.1.12. X bir vektor latis A C X alt kiime olsun. x € X ve y € A olmak iizere
eger |x| < |y| iken = € A oluyor ise A’ya solid kiime adi verilir. A vektor alt uzay
olmak tizere solid ise ideal adi verilir. B bir ideal olsun. Eger sup A € X degeri olan
her A C B alt kiimesi i¢in sup A € B oluyor ise B idealine band adi verilir.

Ornek 2.1.13. ¢y, (. uzaylar noktasal siralamaya gore vektor latistir. ¢y uzay1 fo
uzaymin idealidir fakat bandi degildir. (z,) = (1,...,1,0,...,0) dizisi alinsm. (z,) €
———’

n tane

co’dir. sup{z, : n € N} = 1 degeri ¢, i¢inde vardir fakat 1 ¢ ¢y’dir.



Tanim 2.1.14. (/, <) kismi sirali kiime olsun. Her ay, ay € I igin en az bir a3 € I var
ve a; < ag, g < ag oluyor ise I'ya yonlendirilmis kiime veya indis kiimesi denir.

Her tam sirali kiime bir indis kiimesidir.
Tanim 2.1.15. Tanmim kiimesi yonlendirilmis kiime olan fonksiyona net denir.

Tanim 2.1.16. X bir kiime ve < bir kismi siralama bagintisi olsun. Her x,y € X i¢in
en az bir z € X var ve x < z, y < z oluyor ise X kiimesine yukar1 yonlendirilmis kiime
denir. X 1 seklinde gosterilir.

Ornek 2.1.17. Her z,y € X icin z Vy € X ise £ Vy > z ve  V y > y’dir. Ayrica her
r,2ye Xicinz Ay e Xisexz Ay <z vex Ay < y'dir. Boylece X vektor latisi hem
asagl hem yukar1 yonlendirilmig kiimedir.

Tanmim 2.1.18. X bir vektor latis ve A C X alt kiimesi olsun. A’y1 iceren ideallerin
en kii¢iigiine A tarafindan iiretilen ideal denir.

A tarafindan tretilen ideal 14 olmak lizere
Iyj={rxe X :3xy, - ,x, € Ave A >0 icin |z| §)\Z\xl|}
i=1
esitligi saglanir.

Tanim 2.1.19. X bir vektor latis olmak {izere tek eleman {z} ile iiretilen ideale esas
ideal denir.

x tarafindan iretilen ideal I, olmak tizere
I, ={y € X : 3\ >0 vardwr ve |y| < Nz|}
esitligi saglanir.

Ornek 2.1.20. R¥de noktasal siralama ile (0,1) elemaninm iirettigi iirettigi ideal
Io1y = {(z,0) : z € R} ve (1,0) elemaninin {irettigi ideal I1 ) = {(0,y) : y € R}
seklindedir.

Tanmim 2.1.21. X vektor latis ve A C X alt kiimesi olsun. A’y1 kapsayan bandlerin en
kiicligiine A tarafindan tiretilen band denir.

I, X uzaymin bir ideali olmak iizere [ tarafindan iiretilen band Bj olmak {izere
Br={re€ X :3(z,) CI" vardir ve 0 < z, 1 |2|}

seklindedir.
A C X olmak iizere A tarafindan tiretilen band ile A’nin tirettigi 4 ideali tarafindan
tiretilen band aymdir. By = Bj, olur.

Tanim 2.1.22. X bir vektor latis olmak iizere tek eleman {z} ile iiretilen bande esas
band denir.

x eleman tarafindan iiretilen band B, olmak tizere B, = {y € X : |y| An|z| T |y|}
esitligi saglanir.



Tanim 2.1.23. X vektor latis ve A bogtan farkl bir alt kiime olsun. {z € X :V a €
Ai¢in alx} kiimesine A'nin dik tiimleyeni denir ve A¢ geklinde gosterilir.

A? X icerisinde bir idealdir. Dik tiimleyen kiimesi
(i) (Ad)? = A
(ii) A C A% ve
(iii) A C B ise B4 C A4
ozelliklerini saglar.

Teorem 2.1.24. X Arsimedyan vektor latis ve () # A C X olsun. By = A% dir. Eger
A band ise By = A = A% dir.

Tanim 2.1.25. X normlu uzay ve vektor latis olmak tizere her z,y € X igin |z| < |y
iken [|z|| < [|y|| oluyor ise X uzayina normlu vektor latis adi verilir. X normlu vektor
latisi olmak iizere X norma gore tam ise Banach latis adini alir.

X normlu vektor latis olmak tizere her x,y € X igin [|[z7 — yT|| < || — y|| ve
] = [ylll < ||z —y|| esitsizlikleri saglanir.

Ornek 2.1.26. 1 < p < oo olmak iizere (L, || - |I,); (¢p, || - ||,) uzaylar: Banach latistir.
K kompakt ve Hausdorff olmak {izere (C'(K), || - ||~) bir Banach latistir fakat || - ||,
1 < p < oo normu ile C(K) uzay1 tam olmadigindan (C(K),| - ||,) normlu vektor
latistir.

Asgagidaki 6rnek her normun latis norm olmayacagina dair bir 6rnektir.
Ornek 2.1.27. X = R? olsun ve z = (z1,22), y = (y1,%) € R? olmak iizere ||-,-|
ikilisi
1 Y
x,y|| = | det ‘: T1Yo — X
ool = [det (22 )| = o = an

seklinde tanimlansm. {e;, e5} standart tabam ve x € R? olmak iizere ||z||* = ||z, e +
||z, e2]] normu tamimlansin. |z| < |y| olmak tizere x = (x1,73), y = (y1,y2) € R* alnsin.

)™ = llz, exll + [l eall = ] + 2] < lpal + [ga2| = lly; eall + [y, eall = [lylI"-

R? uzay1 || - ||* normu ile normlu vektor latistir. Fakat normu tanimlamak icin {ey, es}
standart tabam yerine {a = (0,1),b = (1,2)} lineer bagimsiz kiimesi alinir ise ta-
mimlanan || - ||* normu latis normu olmaz. Ornek olarak x = (1,1) ve y = (1,2) ele-
manlarimi alinsin. |z| < |y| saglanir fakat ||z||* < ||y||* esitsizligi saglanmaz. O halde
{a =1(0,1),b=(1,2)} lineer bagimsiz kiimesi ile || - [|* normu latis normu degildir.

Tanim 2.1.28. X Banach latis olsun.

(i) Her z,y € X ve z Ay =0 icin ||z + y|| = ||z|| + [Jy|| oluyor ise X uzay1 AL uzay
denir.

(ii) Her z,y € X ve x Ay = 0 igin ||z V y|| = max{||z||, ||y||} oluyor ise X uzayi1 AM
uzay denir.

Ornek 2.1.29. (Ly, || - ||1) uzay1 AL uzayma, (Lo, || - lsc) ve (C[0,1],] - ||oo) uzaylar
AM uzayina Ornektir.



(o) bir net olmak iizere A = (z,)aes kiimesi diiglintilsiin. Eger A agag yonlii bir
kiime ise (z,) neti z, | seklinde gosterilir. Ayrica (z,) neti agag yonli ve infx, = 0
ise x, | 0 seklinde ifade edilir.

Tanim 2.1.30. X normlu bir vektor latis olmak tizere eger x, | 0 iken ||z.|| | O
kosulunu sagliyor ise X 'in normuna sira siirekli norm ve X’e sira siirekli normlu vektor
latis adi verilir.

Ornek 2.1.31. 1 < p < 0o olmak iizere || - ||, normu ile L, ve ¢, uzaylari sira siirekli
norma sahiptir, sup normu ile C[0, 1], Ly[0,1] ve {, uzaylar1 Banach latis olup sira
siirekli norma sahip degildir.

Tanim 2.1.32. X bir vektor latis ve (z,) € X bir dizi olsun. n # m i¢in |z, |A|z,,| =0
oluyor ise (x,) dizisine dik dizi denir.

Onerme 2.1.33. Her AL-uzay1 sira siirekli norma sahiptir.

Tamim 2.1.34. X bir vektor latis olsun. ) # A C X olmak lizere listten smirh (sa-
yilabilir) alt kiimesinin supremumu varsa X uzayma Dedekind tam (o-Dedekind tam)
vektor latis denir.

Teorem 2.1.35. (Nakano) X bir Banach latis olmak tizere agagidakiler birbirine denk-
tir.

(1) X sira siirekli norma sahiptir.
(#7) X iginde 0 < z,, T x ise (z,,) norm Cauchy dizisidir.
(74i) X Dedekind o-tam ve X i¢inde x,, | 0 ise ||z, | 0 olur.
(1v) X, ikinci dual uzaymin bir idealidir.
(v) X’nin her sira simirli araligy zayif kompakttir.
Sonug 2.1.36. X Banach latisi sira siirekli norma sahip ise Dedekind tamdir.

Operator siniflar1 tanimlanirken sira yakinsaklik kavramina ihtiya¢ duyulmaktadir.
Burada sira yakinsaklik tanimi ile temel 6zellikleri incelenecektir.

Tanmim 2.1.37. X bir vektor latis, I ve A iki yukar: yonlendirilmis kiime olmak iizere
(Za)aer € X bir net ve x € X olsun. Her bir 8 € A ve her o > «p i¢in |z, — 2| < yz L 0
olacak sekilde bir tane (yg) neti ve en az bir tane oy € I var ise (z,) netine sira
yakinsaktir denir ve z, — x seklinde gosterilir.  elemanina ise sira limiti ad1 verilir.

Ty >z = VB €N Jag € I,Va>aqpiken |z, — 2| <ysl0
olarak yazilabilir.
Lemma 2.1.38. X vektor latis olmak iizere (z,) C X netinin sira limiti var ise tektir.

Lemma 2.1.39. X vektor latis olsun. X'in iginde (z4)aer Ve (ys)pea iki net olmak
{izere 1, — T ve Yz — y olsun. Asagidaki 6nermeler saglanir.

i) |zal 2 lz|, o8 2 2t oo 2 2 olur.
(0% o



ii) Her a,b € R i¢in azx, + bys = ax + by olur.
ii1) To V Ys — TV Y Ve To AYyg — o Ay olur.

i) Ty T T veya x4 | T ise x4 2 x olur.

(
(
(
(V) 2o T Ve T4 2 x ise 2, T x olur.

Tanim 2.1.40. X vektor latis, A C X alt kiimesi olsun. Herhangi (z,) C A ve X

icinde z, = x iken x € A oluyor ise A’ya sira kapali denir. Eger bu tanimda net yerine
dizi alinir ise A kiimesine o-sira kapali adi verilir.

Teorem 2.1.41. X vektor latis olmak tizere agagidaki kogullar birbirine denktir.

(i) X Argimedyan uzaydir.

(ii

)

) (MAa) R'de bir net ve A\, — 0 ise her u € X icin Aqu 2 0’dur.
(iii) Eger R iginde A, — 0 ise her v € X i¢in A\,u = 0’dr.

) X

) 0

(iv icindeki her B bandi i¢in B = B%dir.

(v

#£8, SCXtveT={ve X :herue Xign0<v<u}iseinf{u—v:ue€
S,ve T} =04dr.

Lemma 2.1.42. X sira siirekli norma sahip vektor latistir ancak ve ancak z, — 0 ise
|| [
— 0’dir.

Lemma 2.1.43. X bir Banach latis olmak {izere (z,), X i¢inde bir dizi ve z € X

olsun. z,, Wl 3 ise T, — x olacak sekilde en az bir tane (,,) alt dizisi vardir.

Bu boliimiin devaminda vektor latis iizerinde tanimlh operatorlerin temel 6zellikleri
verilecektir. T : X — Y bir doniisiim olmak iizere her z,y € X ve A € Rigin T'(A\x+y) =
ATz + Ty oluyor ise T' doniigiimiine operator denir. X’ten Y’ye giden operatorlerin
kiimesi L(X,Y) ile gosterilir.

Tanim 2.1.44. X, Y vektor latis olmak iizere T': X — Y operator olsun. Her x > 0
icin T'r > 0 oluyor ise T" operatoriine pozitif operator denir.

Tanim 2.1.45. X, Y vektor latis olmak tizere T' : X — Y operator olsun. Her z,y € X
icin x <y iken T'x < Ty ise T operatoriine sira koruyan operator denir.

Teorem 2.1.46. XY vektor latis olmak tizere T': X — Y operator olsun. T pozitif
operatordiir ancak ve ancak 7" sira koruyan operatordiir.

Teorem 2.1.47. X bir Banach latis, Y normlu vektor latis olmak tizere T : X — Y
pozitif operator olsun. T operatorii siireklidir.

Tanim 2.1.48. X vektor latis, x < y olmak tizere z,y € X olsun. {z € X : x < z <y}
kiimesine sira aralik denir ve [z, y] ile gosterilir.

Tanmim 2.1.49. X vektor latis olmak tizere A, X’in bir alt kiimesi olsun. Eger A kiimesi
bir sira araligin i¢ine diigiiyor ise sira sinirli kiime denir.



Tanim 2.1.50. X, Y vektor latis ve T': X — Y bir operator olsun. Eger sira sinirh
kiimelerin 7" altindaki goriintiisii Y icinde de sira siirh ise 7' operatoriine sira sinirh
operator denir.

Sira smurh operatorlerin kiimesi Ly(X,Y) ile gosterilir. Bu tanim, her € X igin
T[—z,z] C [—y,y| olacak gekilde en az bir y € Y+ var ise T operatorii sira siirh
operatordiir seklinde de verilebilir.

Lemma 2.1.51. X, Y vektor latis olsun. T': X — Y pozitif operatorii sira sinirhdir.

Tanim 2.1.52. X, Y vektor latis ve 7' : X — Y bir operator olsun. Eger T'V (—=7T') €
L(X,Y) var ise bu operatore T"nin modiilii denir ve |T| ile gosterilir.

Teorem 2.1.53. X, Y vektor latis ve T': X — Y bir operator olsun. Her x € X icin
sup{|Ty| : ly| <z}, Y 'min eleman ise |T| vardir ve |T'|(x) = sup{|Ty| : |y| < z}'dir.

Tanim 2.1.54. X,Y vektor latis ve T : X — Y bir operatér olsun. Eger z, - z iken
T = T oluyor ise T operatériine sira siirekli operator denir.

2.2 Topolojik Vektor Uzaylari

Topolojik vektor uzaylar topolojik ve cebirsel yapilar arasinda baglanti kuran uzaylar-
dir. Banach ve Hilbert uzaylarinin genellemesi olarak goriilebilecek bu uzay lokal solid
vektor latisleri tanimlamak igin gereklidir. Bu béliimde topolojik vektor uzaylarinin
temel bilgileri verilecektir. Daha ayrintili bilgi igin |2, 16, 21| kaynaklarima bakilabilir.

Tanim 2.2.1. X, R cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. X’in {izerinde bir 7 topolojisi
var ve

X xX — X
(z,y) — x4y

ve

¢c:RxX —» X
(Nz) — A

doniisiimleri bu 7 topolojisine gore siirekli ise 7 topolojisine lineer topoloji, X uzayima
topolojik vektor uzay1 (TVU) denir.

Ornek 2.2.2. Herhangi X vektor uzay, iizerinde tanimlanan kaba topoloji ile her
zaman topolojik vektor uzayidir. Her normlu vektor uzayi topolojik vektoér uzaydir.

Tanim 2.2.3. X bir vektor uzay1 ve U, X’in alt kiimesi olsun.

(i) Her z € X i¢in |A| < p olacak sekilde en az bir p € RT var ve A\x € U oluyor ise
U kiimesine absorbing kiime denir.

(ii) Her x € U ve |A\] < 1 olan her A € Rigin Az € U oluyor ise U kiimesine balanced
kiime denir.

(X, |l - [|) normlu uzay olsun. U birim yuvari, absorbing ve balanced kiimedir.



Tanim 2.2.4. X bir kiime ve F, X’in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Asagidakiler
saglaniyor ise F'e filtre denir.

(i) 0¢F.
(11) Fl,FQ € Fise F1 ﬂFg € Fdir.
(iii) F C F' ve F € Fise F' € Fdir.

Tanim 2.2.5. X bir kiime ve B, X’in bog olmayan alt kiimelerinin bir ailesi olsun.
Asgagidakiler saglaniyor ise B’ye F filtresinin tabani denir.

(i) BCF
(ii) Her A € F i¢in B C A olacak sekilde en az bir B € B vardir.

Teorem 2.2.6. (X, 7) topolojik vektor uzay1 ve x € X olsun. U, X’in alt kiimesi olmak
iizere x noktasini iceren en az bir acik kiime igeriyorsa x’'in komgulugu adi verilir. z € X
noktasinin tiim komsguluklarimm ailesi F(z) ile gosterilir.

Teorem 2.2.7. X topolojik uzay ve x € X almsin. F(z) komsuluk filtresi agagidaki
kosullar1 saglar.

(N1) Herhangi A € F(z) igin € A’dir.

(N2) Herhangi A € F(x) ve her y € Bicin A € F(y) olacak sekilde en az bir B € F(z)
vardir.

Tersine, eger her z € X igin (N1) ve (N2) kosullarin saglayan bir F, filtresi varsa,
her x € X icin F,, x’in komguluk ailesi olacak gekilde tek 7 topolojisi vardir, diger bir
deyigle her x € X i¢in F(x) = F, dir.

Teorem 2.2.8. R iizerinde tanimlanan X vektor uzaymin filtresi F, X’in vektor ya-
pisiyla uyumlu topolojiye gore 0’1 iceren komsguluklarinin filtresidir, ancak ve ancak

(i) F’in her U elemani1 0’1 igerir.
(ii) Her U € F i¢in V +V C U olacak sekilde en az bir V' € F vardir.
(iii) Her U € F ve A # 0 olan her A € R igin AU € F.
(iv) Her U € F igin U absorbing kiimedir.
(v) Her U € F igin V' C U olacak sekilde en az bir V' € F balanced kiimesi vardir.

Kanit. (=) X topolojik vektor uzay olmak tizere F, 01 igeren komguluklardan olugan
filtre olsun.

(i) F, 0’1 igeren komsguluklardan olugan filtre oldugundan agikardir.

(ii) X topolojik vektor uzay oldugundan (x,y) — t(z,y) = = + y streklidir. U € F
almsm. U'nun ¢ altindaki 6n gortintiisii t 1(U) € X x X (0,0)'m komgulugudur.

Wy x Wy C t71(U)

olacak gekilde W5, Wy € F(0) vardir. V = WiNWy alinsin. V-.C Wy ve V- C Wy'dir
ve buradan V' x V C Wy x W, elde edilir.

t(V X V) C t(Wl X Wl)
oldugundan istenilen V' 4+ V C U bulunur.
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(iii)

(iv)

A # 0 olmak tizere A € R alinsin.

b X o X
1
r +— Xﬁ[f

doniisiimii topolojik otomorfizmdir, yani ¢ doniisiimii birebir, 6rten siirekli ve
agik bir lineer déniigiimdiir. U € F almsin. ¢p~1(U) = W € F'dir.

_ 1
YWTU) = 9(W) = W C U
olur ve buradan W C AU yazilir. W € F oldugundan AU € F elde edilir.

U € F absorbing kiime olmasin. O halde her n € N i¢in
1
— U
Sy
. . 1
olacak gekilde en az bir y € X vardir. — — 0 ve y — y oldugundan
n
1
—y—0y=0
n

1

elde edilir. Boylece 0 € U i¢in her n > N iken —y € U olacak sekilde en az bir
n

N € N vardir. Bu da celigkidir.

X topolojik vektor uzay1 oldugundan

¢ RxX — X
A\ z) — A

stireklidir. U € F alinsin. U'nun altindaki én goriintiisii ¢ *(U) C Rx X (0,0)'m
komgulugudur.
NxMCRxX

ve
N x M c ¢ HU)

olacak sekilde N, M € F(0) vardir. N C R Oklid topolojisine gére komsuluk
oldugundan B(r,0) C N olacak gekilde en az bir r > 0 vardur.

B(0,r) x M C N x M C ¢ *(U)
ve buradan
¢o(B(0,7) x M) C ¢(¢"H(V))
yazilabilir. Bu da AM C U demektir. V' = |J AM kiimesini alinsm. A\M C U

)\
[Al<r
oldugundan V' C U olur. V kiimesinin balanced kiimedir. z € V" almsin. [A\| <r
olacak gekilde en az bir A vardir ve x € AM’dir. || < 1 olacak sekilde p alinsin.
pr € pAM olur.
M= 1Al = [ulAl < [Af <7

oldugundan pux € pAM = X' M C V elde edilir.
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(<) (i — v) kosullar1 herhangi bir F filtresi i¢in saglansin. (X, 7) topolojik uzay
olsun. Herhangi x € X i¢in F(x) = {z + U : U € F} seklindedir.
(N1) A€ F(x) almsin. A=z + U, U € F yazlabilir. Boylece x € A saglanir.
(N2) U € F olmak tizere A =x+U € F(z) almsmn. U € F ise V +V C U saglanacak
sekilde V' € F vardir. B =2+ V € F(z) tanimlansin ve y € B alinsin.

y+VCcV+BCV+ax+VCae+U=A.

Fakat y +V € F(y) ve F(y) ={y+ U : VY U € F} oldugundan A € F(y) bulunur.
Boylelikle 7 = {O € X : 2 € O iken O € F(x)}, F(z) komguluklarindan olusan bir
topolojidir.

X xX — X
(z,y) — z+y

doniigiimi siireklidir. W komguluk olmak tizere (zg + y9) € W alinsin. F filtresi (N1)
ve (N2) kosullarini saglayan 0’1 filtresi olsun. U € F i¢in W = (zg + yo) + U’dir. (i7)
sikkindan V' 4+ V' C U olacak sekilde en az bir V € F vardir.

(V+20) +(V+yo) CUA+(z0+1y0) =W
seklinde yazalabilir. Buradan
tH(V 4 20) + (V +40)) CtH(W)
elde edilir. V; x V5 (¢, yo) nin komgulugu olmak tizere
t(V+z)+(V4w) C(V4azg)+(V+y) CW
oldugundan toplam doniigiimii stirekli olur.

¢c:RxX — X

(N z) — A
doniisiimii siireklidir. Herhangi Aozo € U komsulugu almsin. U € F icin U = U+ Aoz
seklinde yazilir. (i7) sikkindan, V' + V' C U saglanacak sekilde en az bir V' € F vardir.
(v) sikkindan W C V olacak sekilde en az bir W € F vardir ve W balanced kiimedir.

Boylece
W+WcCcV+VcU

olur. (v) sikkindan W absorbing kiimedir. |A| < p ve Axg € W olacak sekilde en az bir
p > 0 vardir.
1l.durum: A\g = 0 olsun. Agxg = 0 olur boylece U = U dir.

¢(B(0,p) x (kg +W)) ={Azg+Aw: A € (B(0,p),w € W}

seklindedir. W absorbing kiime oldugundan Azy € Wdir. |A| < p ve W balanced kiime
oldugundan AW C W'dir. Boylece

¢(B(0,p) X (kg +W)) CW+W CU
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bulunur.
2.durum: Ay # 0 olsun. min{p, [\o|} = p alnsm. Genelligi bozmadan p < 1 kabul
edelim.

¢((Ao + B(0, 1)) X (w0 + LVV)) ={Xz: X € XN+ B(0,u)vez € zg +

[ Aol J

| Xo| W

£ € B(0,u), p<pveW absorbing kiime oldugundan xg € W olur. Her

§ M Ao
€ B(0,u), n<p, < <1, <1
CEEOM =0 D] = T =TT
A
ve W balanced kiime oldugundan %w e W ve ﬁw € W olur. Buradan
0 0
- Ao ¢
)\Z—)\oxo+mw+§w+mw € Nxo+W+W+W
0 0

C XNzo+V+W
C Xxo+V +V CAzg+U

1
elde edilir ve ¢((Ao + B(0, 1)) x (zo + mW)) C Aoz + U bulunur.
0

[]

Onerme 2.2.9. X bir topolojik vektor uzay: olsun. X Hausdorff uzaydir gerek ve yeter
kosul
Ve #0, U € F(0) igin = ¢ U. (2.2.1)

Topolojik vektdr uzayinin topolojisi 6telemeyi korudugundan X Hausdorff uzaydir ge-
rek yeter kosul T'1 uzaydir.

Kamit. (=) (X, 7) Hausdorff olsun. Herhangi 0 # z € X i¢gin U € F(0) ve V € F(x)
vardir ve U NV = (). Boylece x ¢ U olur ve (2.2.1) saglanir.

(<) (2.2.1) saglansm. = # y € X almsin. x —y # 0 olur ve (2.2.1)den z —y ¢ U
olacak sekilde en az bir U € F(0) vardir. Teorem 2.2.8, (ii) ve (v)’den V4V C U olacak
sekilde en az bir V' balanced kiimesi vardir. V' balanced kiime oldugundan V' = —V"dir.
Buradan V —V C U bulunur. (x +V)N(y+V) #Dolsun. z € (z+ V)N (y+V)
alimsm. v € V ve w € V olmak iizere z = x + v = y + w seklinde yazilabilir. Buradan
r—y=w—v eV =V CU elde edilir ki bu (2.2.1) ile gelisir. O

Tanim 2.2.10. X,Y uzaylar R iizerinde iki topolojik vektor uzayi ve f : X — YV
fonksiyonu almsin. Y igindeki her V' € F(0) komgulugu i¢in X’in i¢inde U € F(0)
komgulugu var ve her z,y € X i¢in z —y € U iken f(x) — f(y) € V oluyor ise f
fonksiyonuna diizgiin siireklidir denir.

2.3 Lokal Solid Vektor Latis
Daha ayrintili bilgi i¢in [2] kaynaklarina bakilabilir.

Tanim 2.3.1. X bir vektor latis olsun. ( lineer topolojisi solid kiimelerden olusan 0
bazma sahip ise ('ya X {iizerinde lokal solid topoloji denir. (X, () uzayma lokal solid
vektor latis adi verilir.
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Normlu vektor latisler lokal solid vektor latislere bir ornektir.

Tanim 2.3.2. X bir vektor uzay: olsun. ¢ lineer topolojisi konveks kiimelerden olusan
0 tabanina sahip ise ('ya X {izerinde lokal konveks topoloji denir.

Tanim 2.3.3. X vektor latis olsun. ¢ lineer topolojisi hem lokal solid hem lokal konveks
topoloji ise (’ya lokal konveks solid topoloji, (X, () uzaymna lokal konveks solid vektor
latis denir.

2] referansindaki Teorem 1.11 ve Teorem 2.19(ii)’ye gore (X, () lokal konveks solid
vektor latisi absorbing, (-kapali, konveks ve solid kiimelerden olugan 0 bazina sahiptir.

Teorem 2.3.4. X vektor latis ve ¢ lineer topoloji olsun. Agagidakiler birbirine denktir.
(i) (X, () lokal solid vektor latistir.

(i) (u,v) — u V v olarak tammlanan (X, () x (X,{) — (X, ) doniigiimt diizgiin
stireklidir.

(iii) (w,v) — u A v olarak tanimlanan (X, () x (X, () — (X, () doniisimi diizgiin
streklidir.

(iv) (u,v) — |u| olarak tammlanan (X, () — (X, () doniigtimii diizgiin stireklidir.
(v) (u,v) — u~ olarak tamimlanan (X, () — (X, () dontigiimii diizgiin siireklidir.
(vi) (u,v) — u™ olarak tanumlanan (X, () — (X, () doniisiimi dizgiin siireklidir.

Kamit. (1) = (i7) X lokal solid vektor latis olmak tizere V + V' C U saglanacak sekilde
U, V € ((0) komsuluklar almsm. Her (u,v), (f,g) € X x X i¢in (u,v)—(f,g9) € VXV
olsun.

o X x X = X
(u,v) —> u Vo

diigiiniiliirse,
[o(u,v) —o(f,9)l =luVo—fVgl<|u—fl+l—-—gleV+VCU

bulunur. Boylece ¢ diizgiin siireklidir.

(17) = (i4i) u ANv = —[(—u) V (—v)] esitligi kullamlarak istenilen elde edilir.
(1i1) = () |u| = —[u A (—u)] esitligi kullanilarak istenilen elde edilir.
(iv) = (v) u™ = %(|u| — u) esitligi kullanilarak istenilen elde edilir.
(v) = (vi) u™ = (—u)~ esitligi kullanilarak istenilen elde edilir.
(vi) = (1)

X=X

ur— ut

diizgiin siirekli olsun. U € ((0) herhangi bir komguluk olmak iizere V + V C U sagla-
nacak sekilde en az bir V' € ((0) balanced komgulugu vardir. u — u* diizgiin siirekli
ise u—v € W iken ut — vt € V olacak sekilde en az bir W € ((0) balanced komsguluk
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vardir. u € Wise u™, u~ € V olur. W, 0'in komgulugu oldugundan W; € ((0) balanced
komsulugu i¢in
Wi+W, W

saglanir. 0'm komsulugu Wy alinsin. u — u™ diizgiin siirekli olmasindan, v — v € W,
iken u™ — vt € Wy elde edilir. Wy nin solid hull’t sol(W3) C U saglanir. v € U olmak
lizere en az bir v € Wigin 0 < |u| < |v| olsun. v € Wy ise v, v~ € Wy'dir. |v| = vt —v~
esitligi kullanmilarak |v| € W bulunur. Daha sonra,

o] =ut — (ut —|v|) e W

oldugundan
uh =) =@ =) eV

elde edilir. Aynm1 adimlar uygulanarak v~ € V bulunur. V +V C U kullanilirsa
v=u"—u €eV+VCU
elde edilir ve ¢ lokal solid topolojidir. O]
Teorem 2.3.5. (X, () lokal solid vektor latis olsun.
(i) X’in swra smurh alt kiimeleri ¢-smirhdir.
(ii) X’in herhangi solid kiimesinin (-kapanisi solid kiimedir.
(i) X’in vektor alt latisinin (-kapanigi vektor alt latistir.

Kanit. (i) [u,v] X’in sira arahigi ve V' € F(0) solid komgulugu olmak tizere, A > 0
alinsin ve A(Ju| + |v|) € V olsun. u < w < v ise

ut <wt <ot

ve
—v < —w < -—-u"
oldugundan |w| < |u| + |v| bulunur. V' solid kiime oldugundan |w| € V olur. Béylece

Alu,v] € V elde edilir ki [u,v] sira araligr (-simrhdar.

(ii) S, X’in solid alt kiimesi ve v € S i¢in |u| < |v| saglansin. v, % v olacak sekilde
(va) C S neti segilsin. Her avigin uq = (u A |v4]) V (—|va|) tanimlansin. |u,| < |v, | dir.

Béylece (u,) C S olur ve Teorem 2.3.4’den u, s w elde edilir. Buradan u € S olur ve
S solid kiimedir.

(4ii) K, X’in vektor alt latisi olsun. O halde K da X'in vektdr alt uzayidir. u € K
ise uq % u olacak sekilde (u,) € K neti vardir. Teorem 2.3.4’den (u,) C K neti igin

ul St saglanir ve ut € K olur. K vektor alt latistir. O
Teorem 2.3.6. (X, () Hausdorff lokal solid vektor latis olsun.
(i) X Argimedyan vektor latistir.

(il) X’in pozitif kismu X+ (-kapahdir.
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(i) X iginde u, S uve Uy T ise u, T u, aym sekilde X icinde u, S uve Uy 4 1se
Uy 4 uw olur.

(iv) X’in her bandi ¢-kapalidir.

(v) Aymi indis ile iKi (uq), (Vo) neti uy < vy | Ve ug — v, 50 kosullarim sagliyorsa
Uy | u olmast i¢in gerek ve yeter kosul v, | v olmasidir.

1 1
Kanit. (i) Hern € Nve u, v € LT igin 0 < nu < v saglansin. 0 < u < —v ve —v 50
n n
olur. ¢ Hausdorff lokal solid topoloji oldugundan v = 0 bulunur.

(73) Teorem 2.3.4’den

v (X,0) = (X, Q)
(u,v) — u~

fonksiyonu stireklidir. X Hausdorff oldugundan {0} kiimesi (-kapalidir ve ¢’nin stirek-
liliginden ¢~ 1(0) = X+ = {u € X : = = 0} kiimesi de (-kapal olur.
(791) « indisi sabitlensin. 5 > « igin
O0<uVu,—u<uVus—u<|ug—ul 50

olur. Boylece u V u, — u = 0 saglanir ve her « i¢in u, < u olur. v € X ve her « igin

Uy < v olsun. 0 < v — ug, S v —uolur ve X+ (-kapali oldugundan v —u € X, yani
u < v elde edilir. Bu da X’in i¢inde u, T u oldugunu soyler. Aym1 adimlar —u,, i¢in
gecerli oldugundan u, | ve uy, — ise uy | v saglanir.

(7v) D kiimesi X'’in bog olmayan bir alt kiimesi olsun.
D% = {u € X :her v € D igin |u| A |v| = 0}

kiimesi ¢-kapalidir. v € D? alinsin ve (ue) C D? icin ug, S u saglansin. Her v € D i¢in
0 = |u| A |v| LN |v| A Jul’dir. ¢ Hausdorff oldugundan v € D igin |u| A |v| = 0 olmak
tizere u € D¥dir. Teorem 2.1.41’dan X Arsimedyan ise B = B her band icin saglanir.
Boylece B bandi (-kapalidir.

(v) X iginde u, | u ve her v igin v, > v > wolsun. Her aigin 0 < v < v, ve u < u,
vardir. Her « i¢in
0<(v—1ts)" <V — Uq

saglanir ve buradan (v — uy)* 5 0 olur. Fakat
(v—u) "t v—u) =v—-u

oldugundan (#i7) sikkindan v—wu = 0 elde edilir. X i¢inde v, | u olsun. 0 < u—uAu, <

Vo — U, esitsizliginden v — u A u, %5 0 elde edilir. u — u A uq T ve (iii) sikkindan
0 <u—uAu, T 0 olur. Boylece her «v igin u —uAu, = 0 ve dolayisiyla v < u, bulunur.
O halde X iginde u, | v’dir. O]
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3 LEBESGUE VE QUASI LEBESGUE OPERATOR-
LER ILE BU OPERATORLERIN OZELLIKLERI

Bu iinitede Lebesgue ve Quasi Lebesgue operatorleri incelenecektir. Aralarindaki iligki-
lerin yani sira or-kompakt ve or-siirekli operatérler ile baglantilar: ele alinacaktir. Bu
tinite [4] makalesine dayanmaktadir.

3.1 Lokal Solid Vektor Latislerin Ozel Simiflar:

Bu boliimde lokal solid latislerin 6zel simiflarindan olan Lebesgue, 6n-Lebesgue ve Fatou
latis ozellikleri tartigilacaktir. Daha ayrintili bilgi i¢in [2] incelenebilir.

Tanim 3.1.1. (X, () lokal solid vektor latis olsun.

(i) Her z, neti i¢in z, | 0 iken z, 50 oluyor ise Lebesgue denir.
(ii) X’in iginde 0 < z,, 1< x iken x,, (-Cauchy dizisi ise 6n-Lebesgue denir.

(iii) Eger ¢ topolojisi 01 igeren sira kapali solid kiimelerden olugan baza sahip ise
Fatou denir.

(X, C) lokal solid vektor latis igin yukaridaki tanimlar su sekilde de verilebilir:
(i) 2o = 0 iken z, 5 0°dir gerek ve yeter kogul (X, () Lebesgue latistir.

(ii) =, = 0 iken z, 5 0'dir gerek ve yeter kogul (X, () o-Lebesgue latistir.
(iii) 0 <z, | iken z, (-Cauchy’dir gerek ve yeter kogul (X, () én-Lebesgue latistir.

Onerme 3.1.2. Arsimedyan lokal solid vektor latiste, her Lebesgue latis 6n-Lebesgue
latistir.

Kanat. (X, () Lebesgue latis olmak tizere 0 < z,, {< x olacak gekilde X i¢inde (z,,)
dizisi almsin. X Arsimedyan oldugundan Teorem 2.1.41°den z,, — yg J 0 olacak sekilde
(ys) € X vardir. ¢ Lebesgue topoloji oldugundan z,, — yg % 0 olur ve buradan Tn
(-Cauchy dizisidir. |
Onerme 3.1.3. Argimedyan lokal solid vektor latiste, her Lebesgue latis Fatou latistir.

Kamit. (X, () lokal solid vektor latis oldugundan ¢ topolojisi 0’1 igeren solid kiimelerden
olusan baza sahiptir. Lebesgue oldugundan dolay1 ve z, | 0 ise z, — 0 € X bulunur
ve solid kiimeler sira kapalidir. O]

Teorem 3.1.4. ([2|) (X, () lokal solid vektor latisi olsun. (X, () 6n-Lebesgue ise 0 <
o T< x iken z, neti X iginde (-Cauchy’dir.

Kanit. X'in i¢inde 0 < z, 1< 2 almsin. Eger (x,) (-Cauchy degil ise 0 € V (-
komgulugu ve artan dizi «, indisi vardir ve her n icin z,,,, — Z,, ¢ V. O halde,
0 < z,, 1< x ve (z,,) (-Cauchy degil. Bu hipotez ile geligir. (z,) (-Cauchy’dir. O

Sonug 3.1.5. (X, () 6n-Lebesgue latistir gerek ve yeter kogul X i¢indeki her sira sinirh
dik dizisi 0’a (-yakinsaktir.
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Teorem 3.1.6. Topolojik tam Hausdorff lokal solid vektor latis (X, ()’da asagidakiler
denktir:

(i) (X, () Lebesgue’dir.
(i) (X, () on-Lebesgue’dir.
Eger bu ifadelerden biri saglaniyor ise, X Dedekind tamdir.

Kamt. (i) = (i1) Onerme 3.1.2.
(17) = (i) X'in i¢inde z, | 0 olsun. Teorem 3.1.4’den z, neti (-Cauchy olur. X (-

tam oldugundan z, % 2 olacak sekilde x € X vardir. Buradan x = 0’dir. Dolayisiyla

T i) 0 elde edilir.
X'in Dedekind tam oldugunu gérmek i¢in X'in i¢inde 0 < z, 1< x olsun. z,, (-Cauchy

net ve (-yakinsaktir. x, 5 y € X olur. O halde z, T y € X olur ve X Dedekind
tamdir.

[]

Teorem 3.1.7. (X, () Hausdorff lokal solid vektor latis ve X topolojik tamamlang
olmak ftizere asagidakiler denktir:

(i) (X, () on-Lebesgue’dir.
(ii) (X,¢) on-Lebesgue’dir.
(i) (X,¢) Lebesgue’dir.

Kamt. (i) = (ii) 0 < &, |, #, € X ve U, 0'm solid ¢-komsulugu olsun. V+V +V c U
saglanacak sekilde V' solid f-kom@ulugunu segelim. Daha sonra, her n i¢cin V. = Vi,
Vi1 + Visy C V, olacak sekilde (V;,), 0'm solid (-komsulugu olsun. Her n € N icin
v, € X1 segelim ve &, — v, € Vyiuq ve 2, = inf{v; : i = 1,...,n} saglansin. 0 < z,, |,
z, € X'dir ve (X, () 6n-Lebesgue oldugundan (z,) X’de (-Cauchy dizisidir. Her n >
m > ng i¢in x,, — x,, € V olacak sekilde en az bir ny € N vardir. Ayrica,

n
:%n — Ty = i'n — /\?:1712' = \/?:l(fn — Uz‘) S \/;n:l(,fZ — Ui) S Z |Zfl — U;
n=1

ve ayni sekilde
n
Ty — Ty < E |T; — vyl
n=1

Iki esitsizligi kullanarak, her n icin |#, — z,| < 3 |£; —vs| € Vo + ...+ Vi C V elde
n=1
edilir. Buradan her n > m > ng i¢in
| T — | < |&p — Tu| + X0 — T + |2 —E| €V FV+V CU
olacak gekilde en az bir ng € N vardir ve bu da (Z,,) dizisi é—CauChy dizisi demektir.

(77) = (i7i) Teorem 3.1.6.
(731) = (i) Onerme 3.1.2. O
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Bu iki teoremi birlestirilerek asagidaki sonug elde edilir:
(X, ¢) Hausdorff lokal solid vektér latisi hem Lebesgue hem de 6n-Lebesgue 6zelliklerine
sahip ise (X, () Lebesgue 6zelligine sahiptir ve X Dedekind tamdir.

Teorem 3.1.8. (X, () Argimedyan lokal solid vektor latisi igin agagidakiler denktir.
(i) (X, () Lebesgue’dir.
(ii) (X,¢) hem Fatou hem 6n-Lebesgue’dir.

Kanat. (i) = (i) Onerme 3.1.2 ve Onerme 3.1.3.

(1) = (i) x4 T 0 ve V 0'mn sira kapali (-komgulugu olsun. Teorem 3.1.4’ten (z,) (-
Cauchy’dir, yani her o, 8 > o icin 2, — 23 € V olacak sekilde o indeksi vardir. Sabit
a > ap olsun. g | 0ise —x3 1 0 ve buradan z, — 23 1 2, olur. V sira kapali oldugu i¢in

her o > «y i¢in z, € V'dir Boylece x, £ 0 olur ve buradan (X, () Lebesgue’dir. [
Onerme 3.1.9. Her (-tam 6n-Lebesgue latis (X, ) Dedekind tamdar.

Kanit. 0 < 24 1< z olsun. Teorem 3.1.4’den z, (-Cauchy’dir. X (-tam oldugundan
y € X icin z, AN y’dir. Buradan x, Ty € X olur ki (X, () Dedekind tamdir. H

3.2 Lebesgue ve Quasi Lebesgue Operatorler

Bu boliimde Lebesgue, quasi Lebesgue, or-kompakt, or-stirekli operatorleri incelenecek-
tir. Oncelike bu operator siniflarinin tanimlarinda kullanilacak olan 7-tamamen sinirh
kiime tanimi verilsin.

Tanim 3.2.1. (Y, 7) topolojik vektor uzayi olmak iizere A C Y olsun. 0'm komgulugu
olan her V i¢in AA C V saglanacak gekilde en az bir A > 0 varsa A’ya 7-siirh kiime,

0’ komgulugu olan V igin ¢ C A sonlu alt kiimesi vardir ve AC |J(z+V)=¢+V
TEPD
oluyor ise A’ya T-tamamen simirh kiime denir.

Ornek 3.2.2. Her kompakt kiime 7-tamamen siirhidir. Ayrica her 7-tamamen smirl
kiime 7-smirhdir.

Tanim 3.2.3. X vektor latis, (Y, 7) topolojik vektor uzay1 olmak tizere T': X — Y
operator olsun.

(i) Eger , | 0 olan her net (dizi) icin Tz, — 0 ise T’ye 7-Lebesgue (o7-Lebesgue),
r € X, xy 1< z olan her (z,) C X' net (dizi) i¢in Tz, 7-Cauchy ise T"ye quasi
7-Lebesgue (quasi o7-Lebesgue) operator denir. (7 igin karigiklik yoksa sadece
Lebesgue/quasi Lebesgue denir.)

(ii) Eger her z € X i¢in T[0, x| Y’de T-sinirli ise T"ye or-sinirli operator, T'[0, z] Y’de
T-tamamen sinirl ise 7’ye or-kompakt operatoér denir.

(iii) Eger her (z,) C X neti (dizisi) i¢in 2, - 0 iken T, — 0 olur ise 7" operatoriine
or-siirekli (cor-siirekli) operator denir.

Lemma 3.2.4. (Y, 7) lokal solid vektor latis olsun. Idy birim operatorii Lebesgue’dir
gerek ve yeter kogul (Y, 7) Lebesgue latistir.
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Kamt. Idy Lebesgue operatér olsun. z, | 0 igin Idyz, = v, — 0’dir. Buradan (Y, 7)
Lebesgue latis olur. O

Ornek 3.2.5. T : coo — coo operatori Tx := (Z xy)er seklinde tanimlansin. T' ope-

k=1
ratorii or-kompakt ve or-siireklidir fakat kompakt degildir. Once T’nin or-kompakt
oldugunu gosterilsin. x € ¢, igin [0,x] sira arahgm almsm. T[0,z] = {y | 2z €

[0, 2] igin Tz=y} ve y € T[0, z] igin V" kiimesi 0 komgulugu olmak {izere

y=Tz = (sz,0,0,...)
k=1

= (O .00,..))
k=1

n

= (21,0,0,.. )+ ...+ (22,0,0,..) C Y (m+V)
k=1

oldugundan T' operatorii or-kompakt olur. T operatorii or-siireklidir. x,, = (zF)2°, €
coo i¢in x, = 0 olsun. O halde |z, — 0| < y,, olacak sekilde en az bir y,, | 0 dizisi
vardir ve dolayisiyla 2% < 9% | 0 saglanir,

oo oo
lim [Tz, — 0] = lim [ Y | < lim Y |2f| = 0.
n—oo n—oo 1 n—oo 1

T operatoriiniin stirekli olmadigini gostermek igin z,, = (1,2,...,n,0,0,...) seklinde
tamimlanan (x,) C ¢y dizisi almsm. lim ||Tz,| = oo oldugundan 7" sinirl degildir,
n—oo

dolayisiyla stirekli degildir. T" operatorii siirekli olmadigindan kompakt degildir.

X Banach latis ve Y Banach uzay1 olmak iizere her kompakt operatoriin or-kompakt
oldugu rahatlikla goriilebilir. [0, 2| sira araligi norm smirhdir. T kompakt oldugundan
T|0, z] goreceli kompakt ve boylece T-tamamen simirlidir.

X vektor latis, (Y, 7) topolojik vektor uzay olmak iizere Lebesgue operatorlerin kiimesi
Lre(X,Y) , or-siirekli operatorlerin kiimesi L, (X,Y"), or-smirh operatorlerin kiimesi
Lor(X,Y), or-kompakt operatorlerin kiimesi L,,.(X,Y) ile gosterilir.

Lemma 3.2.6. L, (X,Y) C Lip(X,Y) ve Lore(X,Y) C Lorp(X, Y) dir.

Kanit. T : X =Y or-siirekli olsun. z, | 0 alinsim. z, = 0 olur. T or-siirekli oldugun-
dan Tz, = 0 saglanmir. Boylece T € Ly(X,Y) olur. T : X — Y or-kompakt olsun.
Her z € X i¢in T'[0, 2] 7-tamamen smirhdir. Dolayisiyla T'[0, z] 7-simurh olur ve boylece
T or-smirh operatordiir. O

Tanim 3.2.7. X, Y vektor latis olmak iizere T': X — Y operatorii olsun. T'= T, — T
olup Ty, Tb > 0 seklinde yaziliyor ise 1" operatoriine regiiler operator denir.

Teorem 3.2.8. X vektor latis, (Y, 7) lokal konveks Lebesgue latis olmak tizere Y ya
Dedekind tam ya da 7-tam olsun. L,..(X,Y)N L.(X,Y), L,.(X,Y ) nin bandidir.
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Kamt. Her Lebesgue latis 6n-Lebesgue latistir. O halde (Y, 7) 6n-Lebesgue latis ve 7-
tam ise Dedekind tamdir. Boylece her iki durumda da Y Dedekind tam uzaydir. [1,
Teorem 5.10]’dan her x € X i¢in

B(z) ={T € Ly,(E,F) : T|0,z] 7- tamamen simirh}

kiimesi L, (X, Y) nin bandidir. Her iki durumda da Y Dedekind tam oldugundan L,(X,Y") =
L.(X,Y) saglanir ve L,.(X,Y)NL.(X,Y) = (| B(z) kiimesi L,(X,Y)’nin bandi

reXt

olur. O

Onerme 3.2.9. X vektor latis ve (Y, 7) lokal solid vektor latis olmak fizere T : X — Y
regiiler operatorii or-smirhidir.

Kanat. Genelligi kaybetmeden 7' > 0 olsun. x € X+, U € 7(0) ve V' C U olacak sekilde
Y'nin V' 0 balanced komsulugunu alinsin. V' balanced kiime oldugundan bazi Ay > 0
icin her A > )\ iken T'x € A\V’dir. Buradan her A > ) igin

T[0,2] C [0,Tz] C \V C \U
saglanir. U € 7(0) oldugundan 7" or-smurhdir. O

Teorem 3.2.10. ([1]) (X, () lokal konveks solid vektor latis olmak iizere z, | 0 sag-

lansin. x, % 0 olmast gerek ve yeter kosul z, — 0 olmasidir.

Kanit. X icinde z, | 0 olmak iizere 2, — 0 kosulu saglansin. V, 0'1n solid ¢-komsulugu

olsun. 0 € conv(z,) dir. [1, Teorem 3.11)’den 0 € conv(z,) olur. Boylece V N
conv(zy) # Odir. ay, ..., indisleri ve \; + ... + X\, = 1 olacak sekilde ); sabit-
leri igin Mo, + ...+ A%y, € V alinsin. Her i =1,... ., nicin o > «; ise

n n
0<aa=) Nta <Y Ao, €V
=1 =1

Buradan z, 50 saglanir. ]

Agagidaki 6nermeden o6nce zayif Lebesgue tanimi verilsin. X vektor latis, (Y, 7)
topolojik vektor uzay1 olsun. T : X — Y operatorii 2, | 0 olan her net icin Tz, — 0
ise T"ye zayif Lebesgue denir.

Onerme 3.2.11. X vektor latis, (Y, 7) lokal konveks solid latis olsun. T': X — Y sira
siirekli regiiler operatorii Lebesgue’dir gerek ve yeter kosul T zayif Lebesgue’dir.

Kamit. T Lebesgue ise zayif Lebesgue olmasi dogrudan gelir. Genelligi bozmadan T
pozitif zayif Lebesgue olsun ve x, | 0 saglansin. Tx, | 0 olur. T' zayif Lebesgue
oldugundan Tz, — 0’dir. Teorem 3.2.10°den Tz, — 0 saglanir. m

Onerme 3.2.12. (X, () Lebesgue latis, (Y, 7) lokal solid vektor latis olsun. T : X — Y
zayif siirekli pozitif operatér Lebesgue’dir.

Kanit. X iginde z, | 0 almsin. (X, () Lebesgue oldugundan z, % 0 olur ve bura-
dan z, = 0’dir. T zayif siirekli oldugundan T'z, % 0’dir. T poritif operatorii sira
koruyandir. Dolaysiyla Tz, | 0 olur. Onerme 3.2.10’den Tz, — 0 bulunur. [
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Teorem 3.2.13. X vektor latis olsun. Asagidakiler birbirine denktir.
(i) Xt Argimedyan vektor latistir.
(i) 4 neti X dezy L ve L={y € X :Vae Ay <uz,} iken inﬁ{a:a —y} =0 olur.
ye
ISHIN

Kanat. Ispati [18, Teorem 22.5| teoreminde detaylica verilmistir. ]

Teorem 3.2.14. X vektor latis, (Y, 7) lokal solid vektor latis olsun. 7' : X — Y pozitif
operatorii Lebesgue ise quasi Lebesgue’dir.

Kanit. (z,) C X neti pozitif, artan ve her x € X i¢in z, < z olsun. 0 < z — z, =
Ug L'dir. uy — 2} 0 olacak gekilde L = {z € X : Va € A, z < u,} kiimesi alinsin. T’
pozitif oldugundan 0 < T'(u, — 2) | ve T Lebesgue oldugundan 7'(u, — z) — 0 olur.
Boylece Tu, T-yakinsak ve dolayisiyla Tz, 7-yakinsak olur. O]

7-lateral (o-) tamhk tanimina gelmeden énce vektor latislerde tamamlaniglar: ince-
lensin.

Tamim 3.2.15. X vektor latis ve (z,,) dizisi alinsin. u € X olsun. Eger £, — 0 olacak
sekilde (g,,) pozitif reel dizisi var ve en az bir x € X icin |z, — x| < e,u oluyor ise
(x,,) dizisine u-diizgiin yakinsak dizi ve x’e u-diizgiin limit denir. Eger her n, p € N igin
|ZTp+p — n| < pu saglaniyor ise z,, dizisine u-diizglin Cauchy dizisi denir.

Tanim 3.2.16. (i) X bir vektor latis olmak tizere her (sayilabilir) A C X alt kiimesi
tstten smirh iken sup A € X ise X’e (0-)Dedekind tam vektor latis denir.

(ii) X Argimedyan vektor latis olmak tizere X *'nin ikili dik (sayilabilir) alt kiimesinin
supremumu varsa X 'e lateral (o-) tam denir.

(iii) X vektor latisi hem Dedekind (o-)tam hem lateral (o-)tam ise X’e universal
(o-)tam denir.

(iv) X vektor latisi i¢indeki her u-diizgiin Cauchy dizisi u-diizgiin limite sahip ise X’e
diizglin tam denir.

Teorem 3.2.17. (i) X vektor latis olsun. X™ universal tamamlanig Dedekind tam
ve lateral tamdir. Ayrica X, X' nun alt latisidir ve sira yogundur.

(ii) X lateral tam vektor latisi zayif sira birime sahiptir ve her bandi esas banddir.

(iii) X universal tam ise lateral tam ve Dedekind tamdir gerek ve yeter kosul lateral
tam ve o- Dedekind tamdir gerek ve yeter kogul diizgiin tam ve lateral tamdir.

(iv) X°, X’in Dedekind tamamlanigi olmak iizere, X° C X" ve X° = Iy, X tarafindan
iiretilen idealdir. Ayrica X, X? ve X°, X" icinde alt latistir.

Kamat. Ispatlar [2, 18] kitaplarinda bulunabilir. O

Tanim 3.2.18. (Y, 7) topolojik vektor latis olsun. Y nin ikili dik vektorlerinin 7-simirh
(sayilabilir) alt kiimesinin supremumu varsa Y uzayma 7-lateral (o-)tam denir.

Teorem 3.2.19. |2, Teorem 7.8] X, Y Argimedyan vektor latis olmak tizere T : X — Y
pozitif operator olsun. Eger X lateral (o-)tam ise T' (o-)sira siireklidir.

22



Kanat. u, | 0 olsun ve € > 0 alinsim. |2, Teorem 7.7|’den her n i¢in 0 < u,, < 27 "u+euy
saglanacak sekilde v € X* vardir. T pozitif oldugundan Tu, > 0 ve Tu, | olur.
Y’nin i¢inde 0 < w < Twu, olsun. T"nin pozitifliginden her n i¢in 0 < w < Tu, <
27" Tu + eT'uy saglanir. Y Argimedyan vektor latis oldugundan 277w | 0 olur ve her
e > 0i¢in 0 < w < €Tu elde edilir. Tekrar Y'nin Argimedyan olmasi kullanilir ise
w = 0 bulunur. Béylece T'u,, | 0 olur. O

Onerme 3.2.20. X lateral o-tam vektor latis ve (Y,7) o-Lebesgue latis olsun. T :
X — Y regiiler operatorii o-Lebesgue’dir.

Kanat. Genelligi kaybetmeden T' > 0 olsun. z,, | 0 alinsin. Teorem 3.2.19’den T" opera-
torii o-sira siireklidir ve Tz, | 0 olur. Y o- Lebesgue latis oldugundan T'x,, — 0’dir. [

Teorem 3.2.21. X lateral o-tam vektor latis olsun. X 6n-Lebesgue’dir gerek ve yeter
kosul X o-Lebesgue’dir.

Kamit. (=) X7 igerisinde u,, dik dizisi alnsin. (nu,,) dizisi de dik dizidir. v = \/ nu, €

n=1
X’dir. Her n i¢in 0 < u,, < %u saglanir. Buradan u,, i> 0 olur. Sonug 3.1.5'ten X 6n-
Lebesgue’dir.
(<) ¢ X’in tizerinde lokal solid topoloji olmak iizere w, | 0 alinsin. V' 0 solid (-
komgulugu ve U 0'mn (-komgulugu olsun ve U + U C V saglansin. ¢ > 0 alinsin ve
eu; € U olsun. Her n i¢in 0 < w,, < 27"u + euy esitsizligi saglanacak gekilde v € X+
vardir. U balanced kiime oldugundan £ € N vardir ve her n > k i¢in 27" € U olur.

Boylece 0 < u,, <27"u+ecu; € U+ U C V oldugundan u,, £> 0 elde edilir. O

(X, ¢) lokal solid vektor latis, (Y, 7) lateral o-tam lokal solid vektor latis ve T': X — Y
pozitif operatoér olsun. 0 < z, T ve z, < x € X almsin. Teorem 3.2.21°den (Y, 7)
on-Lebesgue’dir. Buradan 0 < Tz, < Tx ve Tx, T elde edilir ve Tz, 7-Cauchy’dir.
Boylece T' operatorii quasi Lebesgue operatordiir.

(X, () lateral o-tam lokal solid vektor latis, (Y, 7) lokal solid vektor latis olmak iizere
T : X — Y operatorii siirekli olsun.

(i) T pozitif ve 0 < z, < x ve x4 T olsun. (X, () én-Lebesgue ise (z,) neti X iginde
7-Cauchy’dir. Boylece Tz, 7-Cauchy olur ve T operatorii quasi Lebesgue’dir.

(i) (X,() Fatou latis olsun. X i¢inde x, | 0 alinsm. (X, () 6n-Lebesgue ve dolayi-
siyla Lebesgue latistir. Boylece z, % 0 olur ve Tx, 50 saglanir. T Lebesgue

operatordiir.

Onerme 3.2.22. (X, () lokal solid vektér latis ve (Y, 7) topolojik vektér uzayr olmak
iizere T : X — Y operatorii siirekli ise or-smirhidir.

Kanit. x € X ve U € 7(0) alinsm. V C T~1(U) olacak sekilde V', X iginde 0'mn solid
¢-komgulugu olsun. Her A > )g i¢in x € AV olacak sekilde \g > 0 vardir. Boylece her
A > )\g icin

[0,2] CAV CATH(U)

saglanir. Buradan her A > \g i¢in T'[0, 2] C AU olur ve T operatorii or-simrhdir. [
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Lemma 3.2.23. (X, () vektor latis ve (Y, 7) lokal solid vektor latis olmak tizere
T : X — Y pozitif operator olsun. T' operatori Lebesgue’dir gerek ve yeter kosul
T operatorii or-siireklidir.

Kamt. T Lebesgue operatér olsun. z, — 0 alinsm. Her 8 ve a > ag igin |1, — 0] <
zg | 0 olacak sekilde zz neti ve ag vardir. T' pozitif oldugundan her o > ay i¢in
|Txo| < T)za| < T2 saglanmir. T Lebesgue ise Tzg — 0 olur ki buradan Tz, — 0 elde
edilir.

T operatorii or-siirekli olsun. z, | 0 alinsin. Béylece z, — 0 olur. Buradan Tz, — 0
olur ve T' Lebesgue operatordiir. O

Tanim 3.2.24. X vektor latis ve Z X’in vektor alt latisi olmak tizere K C Z olsun.
K alt kiimesinin 7 i¢indeki infimum degeri var ve X icindeki infimum degeri ile ayni
ise Z’ye regiiler alt latis denir.

Teorem 3.2.25. X bir vektor latis ve Z, X'’in vektor alt uzayi olsun. Asagidaki kogullar
birbirine denktir.

(i) Z X’in regiiler alt latisidir.
(i) (z4) C Z neti Z iginde z, | 0 ise X iginde de z, | 0 olur.
(iii) (w) C Z neti Z icinde z, = x ise X i¢inde de z, = x olur.

Kanat. (i) = (i1) Z X’in regiiler alt latisi olsun. Her z,y € Z i¢in « Ay € Z iken
bu deger X uzay: iginde de korunur. (z,) C Z neti Z iginde x, | 0 olsun. Z iginde
inf x, = 0 saglanir. Z regiiler alt latis oldugundan X icinde de infz, = 0 saglanir.
Buradan X icinde z, | 0 elde edilir.

(i1) = (iii) (z4) C Z neti Z iginde x, = x olsun. Her 8 ve a > ag icin |7, —2| < ys | 0
olacak gekilde (yg) C Z neti ve ag vardir. O halde X icinde de yz | 0 olur. Boylece X
icinde z, = x saglanir.

(1i1) = (i) (zo) C Z neti igin Z iginde z, | olmak iizere inf 2, = x saglansin. Boylece
Z icinde z, = x saglanir. Hipotezden X icinde de z, | 2 olur ve X icinde infz, = z
elde edilir. Boylece Z regiiler alt latistir. O

Lemma 3.2.26. Z, X vektor latisinin regiiler alt latisi, (Y, 7) topolojik vektor latis
olmak tizere T' : X — Y or-siirekli operator olsun. T" operatoriiniin Z uzayina kisitlanisi
olan T'|z : Z — Y operatorii or-siireklidir.

Kanit. x, C Z netini alinsm ve Z icinde 2, = 0 saglansin. Teorem 3.2.25’den X icinde
de z, = 0 saglamir. T operatérii or-siirekli oldugundan Tz, — 0 elde edilir. n

Lemma 3.2.27. X vektor latis, (Y, 7) lokal solid vektor latis ve T : X — Y pozitif
Lebesgue operatorii olsun. Z, X’in regiiler alt latisi ise T'|z : Z — Y operatorii or-
siireklidir.

Kamit. Lemma 3.2.23’den Lebesgue operator or-siireklidir. Lemma 3.2.26'den T'|; :
Z — 'Y operatori or-stireklidir. O

Bu bolimiin devaminda X Banach latis olarak alinacaktir.

Teorem 3.2.28. X Banach latis olsun. T : X — X operatorii on-stirekli operator ise
Lebesgue operatordiir.
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Kamit. (z4) € X olmak iizere x, | 0 olsun. 2, = 0’dir ve on-siirekliligin tanimidan
|Tzo|| — 0 olur. Boylece T Lebesgue operatordiir. H

Sonucg 3.2.29. X Banach latisi sira siirekli norma sahip ise Idy operatorii on-stireklidir.
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4 KB/QUASI KB OPERATORLER VE DEMIi VER-
SIYONLARI

Bu tinitede KB ve Quasi KB operatorlerinin tanimi verilecek olup 6zellikleri incelene-
cektir. Ayrica bu operator siniflarinin demi versiyonlari olan demi KB ve demi quasi KB
operatorler ayrintisi ile ¢ahigilacaktir. Bu tinite [4, 10, 14] makalelerine dayanmaktadir.

4.1 KB ve Quasi KB Operatorler

Bu boliimde [4] makalesinde tanimlar: verilmis olan yeni operator simflari, KB ve quasi
KB operatorler incelenecektir. Farkli KB operator tanimlari da bulunmakla beraber,
[12], bu operator sinifi burada incelenecek olan quasi KB operatér smifina Banach
latislerinde denktir.

Tanim 4.1.1. (X, ) lokal solid vektor latis, (Y, 7) topolojik vektoér uzay: olsun. T :
X — Y operatoriine X'in igindeki her (-siirh, pozitif, artan net(dizi) igin = € X var
ve Txy = Tx (Tx, = Tx) ise Tye KB (0-KB) operatdr, X'in icindeki her ¢-simirly,
pozitif, artan net(dizi) i¢in Tz, 7-Cauchy net(dizi) ise T’ye quasi KB (quasi 0-KB)
operator denir.

KB operatérlerinin kiimesi Ly p(X,Y'), quasi KB operatorlerin kiimesi L,k (X, Y)
ile gosterilir.

Lemma 4.1.2. X lokal solid vektor latis, Y herhangi topolojik vektor uzay olmak
tizere T': X — Y bir operator olsun. Her KB operator quasi KB operatordiir. Ayrica
her quasi o-KB operatorii quasi o-Lebesgue operatordiir.

Kamit. 0 <z, T< x olsun. T operatori KB oldugundan 7'z, T-yakinsaktir. Dolayisiyla
7- Cauchy olur. Buradan 7" quasi KB’dir. T operatorii quasi 0-KB olsun. 0 < x,, 1< x
olsun. T" quasi 0-KB oldugundan Tz, 7-Cauchy’dir. Buradan quasi o-Lebesgue olur.

O

Birim operatoriin KB operatorii olmasi igin gerekli kosullar: incelemeden 6nce KB
latis tanimini verelim.

Tanim 4.1.3. (X, () lokal solid vektor latis olmak tizere X ’in i¢indeki her artan, pozitif,
¢-sinirh neti (dizisi) (-yakimsak ise (X, ()’e KB (0-KB) latis denir.

Lemma 4.1.4. (X, 7) lokal solid vektor latis olsun. Idx birim operatéri KB’dir gerek
ve yeter kosul (X, 7) KB latistir.

Kanat. Idx KB operatér olsun. Artan, pozitif, 7-siirl z, icin Idxz, = x4 — 2’dir.
Buradan (X, 7) KB latis olur. O

Onerme 4.1.5. (X, () lokal solid vektér latis ve (Y, 7) topolojik vektor uzay1 olsun.
T:(X,¢) — (Y, 7) operatorii quasi KB’dir gerek ve yeter kosul quasi o-KB'dir.

Kamt. (=) Agktir.
(<) T quasi KB olmasin. O halde ¢-smurh artan (x,) C X neti igin T'z,, neti 7-Cauchy
degildir. Her n i¢in

Txa,,, — T, ¢U (4.1.1)
olacak sekilde v, artan dizisi ve U € 7(0) vardir. z,, artan, (-siirh bir dizi oldugundan
ve (4.1.1)’den T quasi 0-KB degildir. O
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Sonug 4.1.6. Her (-tam o-KB latis (X, () KB latistir.

Kanit. X iizerindeki birim operatér o-KB'dir. Dolayisiyla quasi o-KB olur. Onerme
4.1.5’ten Idx quasi KB’dir. Her (-sinirli, artan, pozitif net (-Cauchy ve X tam oldu-
gundan (-yakinsak olur. O]

Baskinlik konusu incelenmeden 6nce ayriklik koruyan operator ve latis homomor-
fizmasi Ozellikleri ele alinsin.

Tanim 4.1.7. X ve Y Arsimedyan vektor latis olsun. 7" : X — Y operatoriine X
icinde |f| A |g| = 0 iken Y i¢inde |Tz| A |Ty| = 0 olma kosulunu saghyorsa diklik
koruyan operator denir.

Teorem 4.1.8. ([1]) X vektor latis, Y Argimedyan vektor latis olmak tizere T : X — Y
sira siirli diklik koruyan operator ise modiilii vardir ve her z € X igin |T|(z) =
|T(|z|)| = |Tx| saglanir.

Tanim 4.1.9. X ve Y iki vektor latis olsun. Her z,y € X i¢in T(z Vy) = Ta V Ty
saglaniyor ise T : X — Y operatoriine latis homomorfizmasi denir.

Teorem 4.1.10. X ve Y iki vektor latis ve T': X — Y operator olsun. Asagidakiler
denktir.

(i) T operatorii latis homomorfizmasidir.
(ii) Her z € X i¢in T'(z™) = (Tz)*
(iii) Her z,y € X igin T'(x Ay) =Tax ATy
(iv) zAy=0ise Tx ATy =0
(v) Her x € X igin T(|z|) = |T'z|
Kamt. (1) = (i7) T latis homomorfizmasi oldugundan = € X igin
Txt)=TxVv0)=TzVvT0= (Tx)"

saglanir.
(17) = (i4i) z,y € X almsin. Bu durumda

Thy) = T—(z—y)") =Tz -T(x-y)"
Te— Tz —Ty)" =Tz ATy
olur.
(1ii) = (iv) x Ay = 0 olsun. Buradan T'(z Ay) = Tx ATy = T0 = 0 bulunur.
(iv) = (v) 2T Az~ = 0 oldugunu biliyoruz. Bu esitligi kullanarak
Tz] = |T(x")—=T(x7)|=T(@)VT(x")-T@")AT(x")
Tt VT(z")=Tt+27) =T(|z|)
elde edilir.
(v) = (i) x,y € X alinsm. Bu durumda

1 1
Txvy) = T(5@+y+lz—yl) =Tz +Ty+ Tl yl)

1
= §(Tx+Ty+|Tx—Ty|):Tm\/Ty

buluruz. Boylece T' latis homomorfizmasi olur.
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Teorem 4.1.11. (X, () ve (Y, 7) lokal solid vektor latis olmak tizere T : X — Y swra
smirh diklik koruyan KB (0-KB) operator olsun. Eger |S| < |T| saglaniyor ise S KB
(0-KB) operatordiir.

Kanit. X7 iginde (-sinirli, artan (x,) neti ahmsin. 7' KB operator oldugundan x € X
icin (2, — ) = 0 saglanir. Buradan,

S(@a — 2)| < [S]|(@a — )| <|T|l(za — 2)| = |T(20 — 2)| = 0
olur ve istenilen x € X icin S(x, — ) = 0 saglanir. O

Sonug 4.1.12. (X, () ve (Y, 7) lokal solid vektor latis olmak iizere T : X — Y KB
(0-KB) latis homomorfizmas: olsun. Eger 0 < S < T saglaniyor ise S KB (0-KB)
operatordiir.

Kanat. T latis homomorfizmasi ise Teorem 4.1.10’dan her x € X i¢in |Tz| = T(|z])
saglanir. Boylece Teorem 4.1.11°deki ispat adimlar1 ayn sekilde uygulanir. O

Teorem 4.1.13. (X, () ve (Y, 7) lokal solid vektor latis olmak tizere T : X — Y pozitif
quasi KB operator olsun. 0 < .S < T kosulunu saglayan her S : X — Y operatdrii quasi
KB’dir.

Kanmit. 0 < S < T olsun ve (z,) C X artan, (-siirh neti alinsin. T' pozitif operator
oldugundan Tz, T'dir. T quasi KB ise Tz, 7-Cauchy netidir. Her U € 7(0) i¢in V —
V' C U saglanacak sekilde en az bir V' € 7(0) solid komgulugunu vardir. Buradan
her a, 8 > g iken T(x, — 25) € V olacak sekilde aq indisi vardir. Ozellikle, o > ay
icin T(x4 — T4,) € V'dir. Ayrica 0 < S < T ve V solid oldugundan her a > « igin
S(Tq — Tay) € V saglanir. Boylece her a, § > g ve herhangi U € 7(0) i¢in

S(ra) — S(wp) = S(Ta — Tay) — STy —2p) €V =V CU
elde edilir. Bu durumda S quasi KB operatordiir. O

Bu boliimiin devaminda X Banach latis olarak diigiiniilecektir. Oncelikle KB uzay
tanimini verelim.

Tanim 4.1.14. (X, ||-||) normlu latisine, her artan, norm siirh, pozitif net (dizi) norm
yakinsak ise KB (0-KB) uzay denir.

Ornek 4.1.15. 1 < p < 0o olmak iizere (£,, || - ||,) uzay1 KB uzayma Grnektir. Fakat
co ve l uzaylart KB uzay degildir.

Lemma 4.1.16. X KB uzay ve Y topolojik vektor uzayi olsun. T : X — Y stirekli ise
KBdir.

Kanit. 0 < x, T ve x, € By alinsin. X KB uzay oldugundan x € X igin x, 5z olur
ve T siirekli oldugundan = € X icin T, — T elde edilir. O

Lemma 4.1.17. X KB uzayindan herhangi Y Banach latisine giden her operator KB
operatordiir.

Kanit. X KB uzay ve T' : X — Y operator olsun. 0 < z, T ve x, € By alinsin.

X KB uzay ise z, M> x olacak gekilde x € X vardir. T' operatori sinirh ise stirekli

oldugundan Tz, M> Tx saglanir ve boylece T' KB operatordiir. O]
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Onerme 4.1.18. X Banach latis olsun. Asagidakiler birbirine denktir.
(i) I: X — X operatorii KB'dir.
(i) I: X — X operatorii o-KB’dir.

(iii) I: X — X operatorii quasi KB'dir.

Kamit. (i) = (i) = (iii) kolayca goriiliir.

(7ii) = (i) 0 <z, T ve x, € Bx almsmn. Idxx, = 2, norm Cauchy’dir ve X Banach
latis oldugundan z € X ic¢in x, H—”> x saglanir. O]
Onerme 4.1.19. X Banach latis, Y KB uzay1 olsun. 7 — Y sira siirli operatdr ise
quasi KB’dir.

Kanit. 0 < x, T ve x, € By olsun. Y KB uzay ise Dedekind tamdir. Boylece
Ly(X,Y) = Ly(X,Y) olur. T =T+ —T~ ve Tt, T~ > 0’dir ve ayn1 zamanda norm
siirhdir. 0 < z, Tise 0 < Tz, 1T ve 0 < T7x, 1 olur. Aymi zamanda (z,) norm

smrh ise Tz, ve T~ x, norm smrhdir. Boylece, Y KB uzay1 oldugundan u,v € Y
I I

icin Ttx, — u ve T~ x, —> v elde edilir. Buradan T' quasi KB operatordiir. ]
Onerme 4.1.20. 1,p € [1,00] olmak iizere X = (coo, | - [l)) ve Y = (coo, || - ||,) olsun.
I : X — Y quasi KB operatérdiir ancak ve ancak [ < p < oo’dir.

Kanit. (=)0 <z, T vex, € B, i¢in (z,) Cauchy dizisi olsun. O halde (z,) sinirhdir.
Her n > M igin ||z,||, < M||z,||; olacak sekilde en az bir M € N vardir. Buradan I < p
saglanir.

(<) I < p olsun. Buradan ||z|, < ||z|,’dir. 0 < z, 1 ve smrli olsun. Bu durumda

r € X i¢in z, Tl olur. Boylece 0 < ||z, — x|, < ||z, — || — 0'dir. O

Ornek 4.1.21. Her Lebesgue operator KB operatdr olmak zorunda degildir. X = ¢

ve Id., : cy — ¢y operatorii olsun. Once birim operatorii /d.,'in Lebesgue operator

oldugunu géstermek icin x, | 0 almsim. Her £ i¢in 2} | 0 olur. Buradan |z}| | 0

elde edilir. ||Id.,(xn)]|cc = ||Znl]le = sup|z}| — 0 oldugundan I birim operatorii
keN

Lebesgue’dir. Id.,in KB operatorii olmadigim gostermek igin (z,) € X, norm si-
nirh ve artan dizisi almsin. sup [|z,|| < M olur. x, = (1,1,...,1,0,...,0) dizisi
n N——

n tane
alimsm. z,, artandir ve her n € N i¢in ||z,]|c = Udir. ||Tz, — Tx|l«c — 0 olsun.

|len — lloo = [[(1 — 21, ..oy 1 — Ty, Tt Ttz - - ) |Joo = sup |l — x| — 0 ise x; — 1
olmahdir fakat = = (x;) ¢ ¢ olur. Boylece I KB operatorii degildir.

Teorem 4.1.22. X Banach latis ve 7' : X — X operatoriini almsin. 7' (0-) KB

operator ise quasi (o-) KB’dir.

Kanait. Artan x, € Bx+ netini alinsin. 7' KB operator ise x € X ic¢in Tz, M> Tx
olur. X Banach latis oldugundan T'x, norm Cauchy dizisi olur ve bdylece T' quasi
KB’dir. m

Ornek 4.1.23. Teorem 4.1.22'm tersi her zaman dogru degildir. T : ¢y — ¢o opera-

m.
torii alinsin ve x € ¢y olmak tizere Tx = g “Le; seklinde tanmmlansim. 7' quasi KB
?
i=1
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operatoridiir. 0 < z, T ve |x,]| < M olsun. Herhangi ¢ > 0 ve her n > m > N
n m

icin ||Tx, — Txplleo = sup |u| — 0 olacak gekilde en az bir N € N vardir.
ieN ?
Dolayisiyla T'x,, norm Cauchy dizisidir. 7"nin KB operator olmadigini géstermek igin
k
1
(xn) = (1,1,...,1,0,...,0) dizisi alinsin. 0 < z,, 1 ve ||z,]|00 = Vdir. Tx,, = Z—.ei
n tane =

ve y = nh_)rgoTa:n = (1, %, %, ...) olur. Buradan

1 1 1

— )= —— =0
ey e = o

Tz, — y|lo = 1](0,0,...,0

elde edilir fakat y = T'x olacak sekilde x € ¢y yoktur.

Lemma 4.1.24. X iizerinde T, quasi KB operator neti alimsin ve en az bir T" operatori
i¢in ||7°, — T'|| — 0 saglansin. T operatérii quasi KB operatordiir.

Kamit. X’in i¢inde x, T 0 norm sinirli neti alinsin. Genelligi bozmadan her o € A igin
|zo|] < 1 olsun. Verilen ¢ i¢in ||T°, — T'|| < € olacak sekilde en az bir 7. vardir.

€
sup_|(T,, ~ T)(@)] <
Vertz|<1

Ayrica T, quasi KB operatér oldugundan (7’ z,) C X norm-Cauchy olur. Verilen

e>0vehera,a’ > aqicin [T, 2, — T, 2| < £ olacak sekilde en az bir ag vardir.
Buradan

€ € ¢
T~ T < T =T I Tt =T | T~ T < S5 = 2
elde edilir. Boylece T" € Lok p(X) O

Genelligi bozmadan bir ¢ok ispatta T" operatorii pozitif alinacaktir. Bunun yaninda
eger T} ve Ty pozitif KB operatori olmak tizere T' = T7 — T5 seklinde yazilabiliyor ise
T operatoriine regiiler KB, T € L, p(X), ad1 verilir.

Teorem 4.1.25. X Banach Latis olsun. A = L,xp(X) (Lyqxp(X)), L(X) cebirinin
sol cebirsel ideali ve operator normuna gore kapahdir. Boylece L, (X)’in alt cebiri olur.
Dahasi, A birimsel alt cebirdir ancak ve ancak X KB uzayidir.

Kamit. T € L.gp(X) ve S € L.(X) alnsin. Genelligi bozmadan 7',S > 0 olsun.
To T ve norm sirh olsun. 7' € L,kp(X) oldugundan || Tz, — Tz|| — 0 olur. S pozitif
oldugundan siireklidir. ||STz, —STz|| < ||S||||Txo —Tx| — 0 olur ve SoT € L,xp(F)
elde edilir. imdi sol idealin operatér normuna gore kapali oldugu gosterilecektir. |77, —
T|| — 0 olacak sekilde T, € L,xp(X) alnsin. 0 < z, T ve norm siurh neti olsun.
Verilen ¢ > 0 i¢in ||7},, — T'|| < £ olacak gekilde en az bir v, vardir. Aym zamanda

3
T,. € L.xp(X) oldugundan ||T, z, — T’ x| — 0 olacak sekilde x € X vardur.

€ 3 €
Tz = Tall < 720 = Ty iall + 1 Tyv0 = Tl + [Ty = Tall < 5+ 5+

Boylece T € A bulunur. A birimseldir gerek ve yeter kosul I € A’dir gerek ve yeter
kosul I birim operatorii regiiler KB’dir gerek ve yeter kosul X KB uzaydir. ]
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Onerme 4.1.26. X Banach latis, Y Banach uzay: olmak tizere T : X — Y sonlu rank
operatorii regiiler KB operatordiir.

Kamt. T : X — Y stirekli ve dim(7'(X)) < coolsun. 1, xs, ..., x, € R"ve f1, fo, ..., fn €

X' olmak tizere T = 3 7, ® fi olarak tanimlansmn. X = L(X,R) Dedekind tam oldu-
k=1
gundan L,(X,R) = L,.(X,R) olur ve boylece fi, fa, ..., f, fonksiyonelleri regiilerdir.

n n

T=> (ff oy +f o) =D (ff @y + fi @)
k=1 k=1

seklinde yazabiliriz. 0 < z, 1 ve z, € By almsm. Tz, = Z(f,j Ry + fr @yp ) (a)

k=1
n

ve Thxy = Z(f,j Ry + fr. @y )(za) netleri artan ve T(X) iginde smmirhdir. Boylece
k=1
T2, M) 21 ve Thx,, M> 2z olacak gekilde 21, 2o € T'(X) vardir. 21, 25 € T(X) ise T'xy =

z1 ve T'rg = z5 olacak sekilde x1, zo € X vardir. Buradan Tz, = Tz, — Tz, M> 21— 29

elde edilir ve boylece x € X i¢in Tz, H—”> Tx saglanmig olur. T' KB operatordiir. [
Onerme 4.1.27. X Banach latis iizerinde her regiiler kompakt 7 operatérii quasi KB
operator olur.

Kanit. T > 0 ve T kompakt operator olsun. 0 < z, T ve x, norm simirh artan neti
alinsin. Buradan Tz, 1 olur. T' kompakt oldugundan artan Tz, netinin yakinsak bir alt
neti vardir. Bu durumda || T'%,, — y|| — 0 olacak sekilde y € X ve T'z,, norm Cauchy
olur. Tz, artan ve norm Cauchy alt nete sahip oldugundan Tz, norm Cauchy’dir.
Dolayisiyla T" quasi KB operatordiir. O

Ornek 4.1.28. X Banach latis ve T : X — X bir operatdr olsun. T kompakt operatorii
KB operator olmak zorunda degildir. X = ¢y olsun. a,,’ler reel degerli ve a,, — 0 olmak

[e.e]
lizere x € ¢ igin x = ) aye, olsun.
n=1

T:X—=X

> a

n

r—Tr = —en,
n

n=1
olarak tanimlansin. 7' operatoriiniin pozitif oldugu kolayca goriiliir. Kompakt oldugu
N
Qp, ag an

gosterilecektir. Tyr = Z —e, = (a1, —,
n

5 ""W’O"“) ve dim(Ty(E)) < oo oldu-

n=1
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gundan Ty’ler kompakttir.

Tz = Talloe = ||Z—en > e

n=1
0o a,
= 1) el
n
N+1
< sup fay| Z
N+1
Ck
< el 30
N+1
C 1
olup || Ty — T < || Z %Hoo = N1l — 0 oldugundan T kompakt operatordiir.

N+1
n

Fakat KB operator degildir. x,, = Zek = (1,1,...,1,0,...) € ¢ , x, pozitif, artan
k=1

1 1
ve norm siirl dizisi alinsin. Tz, = ZEek = (1, 50 .,—,0,0,...) norm Cauchy
n

1 1 1
dizisidir. y = ,}1_{202_61‘7 = ek = (1,5,...,E,n+1,...) ve buradan ||Tz, —
yll = |1(0,0,...,0, n}rl, ni2,...) —> 0 bulunur ancak Tx = y olacak gekilde x =

(1,1,...,1,1,...) = 1 dizisi ¢y’in eleman1 degildir. Boylece T' KB operator degildir.

Bu ornek ayni zamanda he‘r. quasi KB operatoriin KB operator olmadigina dair
bir 6érnek olarak diigiiniilebilir. Onerme 4.1.27’den T operatorii quasi KB’dir fakat KB
degildir.

Teorem 4.1.29. X sira siirekli norma sahip Banach latis olsun. Asagidaki kogullar
birbirine denktir.

(i) X KB uzaydur.

(ii) X tizerindeki her pozitif kompakt operator KB operatordiir.

Kanat. (i) = (it) X KB uzay olsun. X sira siirekli norma sahip oldugundan Dedekind
tamdir. 0 < x,, T ve norm sinirli netini ve T' pozitif operatorii alinsin. Pozitif operatorler
strekli oldugundan T siireklidir. X KB uzay1 oldugundan ||z, — z|| — 0 olacak sekilde
z € X vardir. ||T||||xq — z|| < ||Tzo — Tx|| — 0 olur ve bdylece T' KB operatordiir.
(i7) = (1) X KB-uzay:1 olmasin. ¢y X uzayma latis gomiiliir, [1, Teorem 4.60].

t:icg— X

n
(Oék) — Z A€k
k=1

2
olarak tanmimlansimn. ¢ > 0’dur. Z = aje) + ages = (a1e1 V ases) + (areq A agey) olarak
k=1

n
yazilir ve e;’lar dik oldugundan aje;+ases = aje; Vases olur. Boylece lim || Y ager|| =
n—oo
k=1
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lim || \/ arey|| olarak yazilir. Ornek 4.1.28'den T pozitif ve kompakt operatordiir.
n— oo
k=1
Dolayisiyla Onerme 4.1.27’den T' quasi-KB operatordiir.
[

Ornek 4.1.30. Bu 6rnek ile KB operatorlerinin baskinlik 6zelligini saglamadigini soy-

lenebilir. T\, S € L(cy) olsun. = = Z anen Ve T € ¢o olmak iizere

n=1
S(x) = i ;—Zen
n=1
ve o
T(x)= Z <Z%)en
n=1 k=1

operatorleri tanimlansin. 0 < .S < T oldugu agiktir. T operatorii sonlu rank operatori
oldugundan Onerme 4.1.26’den KB operatoriidiir. Fakat Ornek 4.1.28’de o = () alin-
diginda S operatoriiniin KB olmadigr goriildii. Bu 6rnekte o = (2%) i¢in ayni adimlar

gecerlidir. Boylece S operatorii KB degildir.

Lemma 4.1.31. X Banach latis, Y Banach uzay1 olmak iizere L,xp(X,Y) kiimesi
vektor uzayidir.

KB opetorlerinin olugturdugu kiimenin toplamaya gore kapali olmadigi asagidaki
ornek ile goriiliir. Boylece Lip(X,Y) vektor uzayr degildir.

Tanim 4.1.32. f, (., lizerinde pozitif lineer fonksiyonel olmak tizere f(1) = 1 ve
T(x1, 22, ) = (29,23, - ) Oteleme operatorii igin f(7T'(x)) = f(x) kogulu saglaniyorsa
f lineer fonksiyoneli Banach limit olarak adlandirilir.

Ornek 4.1.33. f € (¢) olsun. Banach latisleri icin topolojik dual ile sira dual aynidr.
Boylece f € (€s) = (o)™ olur ve f = f+— f~ seklinde yazilabilir. Genelligi bozmadan

o
n=1 n=2 k=1

ve Ta = f(a)e; olarak tamimlansin. S pozitiftir. f > 0 oldugundan 7"nin pozitif oldugu

kolaylikla goriiliir. 7' rank-1 operatori oldugundan Teorem 4.1.26’den KB operatordiir.

0<x, 1T veux, € By alnsin.

oo o n—1
f>0almsm. S,T € L(ls) almsm ve a = Zanen olmak iizere Sa = Z (Z @k)en

) n—1 00 n—1
Stn=) (Zz—:)en ty=) (Zz—lksgplxﬁl)en
n=2 k=1 n=2 k=1

Bu durumda |[Sz, —y||,, — 0 olur ve S € Lip(¢s) bulunur. S+ 7"nin KB operator

n 1 o
olmadigini gostermek icin b, = Zek + = Z er dizisi disiiniilsiin. b, € o, b, T 1
k=1 k=n+1

ve T'(b,) = f(b,)e1 = ey dir.



1
227

15+ T)(bn) — vl =0

1 1
' + J20 .) olmak ftizere

N | —

Y

DN | —

. 1
ise S(by) Wloey 4 = (0, =, 5t ..)'dir. Buradan v = (

elde edilir. (S + T)a = v olacak gekilde a € /,, olsun. Buradan Sa + Ta = Sa +

1 1
fla)ey = Sa+ Ja = (5, ...) seklindedir. Fakat her y € ¢ i¢in (Sy); = 0’dir. Buradan

1 : 1 1
fla) = B elde edilir. S(b,,) Moy, oldugundan Sa = u olur. Bu esitlikten (0, 50 50 +
1 11 1
5202 ) = (0, 33 + 20 .) elde edilir ve buradan a = (1,1,...) bulunur. f(a) =1
olur ki bu da geligkidir. O halde (S + T")a = v olacak sekilde a € (., yoktur. S+ 7T KB
operator degildir.

4.2 Demi KB Operatorler

Bu boliimde demi KB operator tanimi verilecek olup 6zellikleri incelenecektir. Elde
edilmis sonuglar [10] makalesinde mevcuttur. Oncelikle X Banach latis olmak {izere
iizerinde tanimli KB operator tanimini hatirlayalim.

Tanim 4.2.1. X Banach latis olmak iizere T': X — X bir operator olsun. Her norm
sirl artan z,, € X dizisi igin x € X var ve |[Tz, — Tx|| — 0 ise T"ye KB operator
denir. KB operatorlerinin kiimesi Ly p(X) ile gosterilir.

Tanim 4.2.2. X Banach latis olmak iizere T": X — X bir operator olsun. 0 < z,, T,
rn € Bx olsun. x € X var ve x, — Tx, — Tz iken z,’'nin norm yakinsak bir alt
dizisi var ise T’ye demi KB operator denir. Demi KB operatorlerin kiimesi Lpgp(X)
ile gosterilir.

Lemma 4.2.3. o # 1 i¢in aldx demi KB operatoriidiir.

Kanit. 0 <z, T ve x, € By alinsm ve x € X i¢in z,, — aldx(z,) M> aldx () olsun.
(1—a)x, L oldugundan (z,)nin norm yakinsak bir alt dizisi vardir. O
Ornek 4.2.4. o = 1 olmasi durumunda birim operatér demi KB olmak zorunda de-

gildir.

I:0 — Vs

I, m<n e et
operatorii alimsin ve x, = (2,,), = T dizisi diisiintilsiin.

0, m>n

0 <z, Tve |z =1 2, — Idpo(x,) norm yakinsaktir fakat (x,) nin norm yakimsak
alt dizisi yoktur.

Onerme 4.2.5. X Banach latis ve T : X — X operatorii KB ise demi KB operatordiir.
Kanit. 0 < x, 1 ve x, € Bx almsin. x; € X i¢in z,, — Tz, M> Tz olsun. T' KB

operator oldugundan 7'z, M> T'xy olacak gekilde x5 € X vardir. Boylece

Ty, = Ty, —Txy,, + T, M> Txy + Txo

olur ve T operatorii demi KB operatorii olur. O
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T = —Idy ve S = 21dy, olsun. T+ S demi KB operatorii degildir. Boylece Lpgp(X)
toplamaya gore kapali degildir. Beklenenin aksine Lpgp(X) bir vektor uzay yapisi ta-
simaz.

4.3 Demi Quasi KB Operatorler

Bu boéliimde demi quasi KB operator tanimi verilecek olup 6zellikleri incelenecektir.
Elde edilmis sonuglar [10] makalesinde mevcuttur. Oncelikle X Banach latis olmak
iizere tizerinde tamimli quasi KB operator tanimini verilsin.

Tanim 4.3.1. X Banach latis ve T' : X — X operator olsun. By i¢indeki her pozi-
tif artan (x,) dizisi i¢in T'z,, norm Cauchy dizisi oluyor ise T" operatoriine quasi KB
operator denir. Quasi KB operatorlerin kiimesi Ly p(X) ile gosterilir.

Tanim 4.3.2. X Banach latis, T': X — X operator olsun. By i¢indeki her pozitif artan
(x,,) dizisi i¢in x,, — T'z,, norm Cauchy olacak sekilde (z,,) dizisinin norm yakimsak alt
dizisi var ise T' operatoriine demi quasi KB operator denir. Demi quasi KB operatorlerin
kiimesi Lpgrp(E) ile gosterilir.

L,k p(X ) nin bir vektoér uzay oldugu rahathkla goriilebilir.
Lemma 4.3.3. a # 1 i¢in aldy demi quasi KB operatoriidiir.

Kanit. 0 <z, T ve z,, € Bx alinsi ve x,, — Idxx, norm Cauchy olsun. Bu durumda
[2n = Idx (z) = (2 — Ldx ()| = [(1 = )z — (1= @)zn|| = |1 — |z, — 2z <e.

(x,) dizisi norm Cauchy dizisi olur. O halde (z,)’in. (z,,) norm yakimsak alt dizisi
vardir. [

Onerme 4.3.4. X Banach latis olsun. Her T : X — X quasi KB operatorii demi quasi
KB operatoriidiir.

Kamt. T operatori quasi KB olsun ve (z, — T'z,) norm Cauchy olacak sekilde 0 <
z, T ve x, € By almsm. (z, — Tz,) = (Idx — T)z, seklinde yazilabilir. Boylece
(Idx — T) quasi KB operatérii olur. Iki quasi KB operatériiniin toplamlarinin quasi
KB operatoriidiir. Idy = (Idy —T)+ T birim operatorii quasi KB olur. Idx(z,) = x,
norm Cauchy oldugundan z,, norm yakinsak alt dizisi vardir. O]

Onerme 4.3.5. X Banach latis 7, S : X — X iki operatér olsun. 7' demi quasi KB,
S quasi KB operator olmak iizere T'+ .S demi quasi KB operatoriidiir.

Kamt. x, — (T + S)x, norm Cauchy olacak sekilde 0 < z,, 1, z,, € Bx alinsm. S

operatorii quasi KB oldugundan Sz, norm Cauchy dizisidir. Sz, norm Cauchy ise

Sx,, norm yakinsak alt dizisi vardir. Boylece y € X i¢in Sz, M> y'dir. z, — (T+S)z,

norm Cauchy ise norm yakinsaktir.

xnk—Txnk::vnk—(T+S)xnk—|—5xnkM)x+y, r+yeX

Zp, — Tx,, norm yakisak ise norm Cauchy oldugundan ve 7" demi quasi KB operator
oldugundan z,,, dizisinin norm yakinsak alt dizisi vardir. Boylece 7'+ S demi quasi KB
olur. O]
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T,S : X — X operatorleri olsun. T', S quasi demi KB olsun. Fakat T o S quasi demi
KB olmak zorunda degildir. X = ¢, olsun ve T'= S = (—Idx) almnsim.

(—Idx)o(—ldx)r = —Idx(—x) =z = Idx(x)

ve Idx demi quasi KB operatorii degildir. O halde L,xp(X), Lporxp(X) iginde ideal
degildir. Clinkti 7, S € Lykp(X) iken T 0 S ¢ L, gp(X)dir.

Onerme 4.3.6. X Banach latis olsun. Asagidakiler birbirine denktir.
1. X KB uzaydir.
2. Her T': X — X operatorii quasi KB operatoriidiir.
3. X'nin birim operatérii demi quasi KB operatordiir.

Kanit. (1) = (2) Lemma 4.1.17den 7" : X — X operatorii KB operatordiir. Ayni
zamanda Lemma 4.1.2’den T operatorii quasi KB operatordiir.

(2) = (3) Agiktur.

(3) = (1) Idx demi quasi KB olsun. 0 < z,, 1 ve z,, € Bx almsm. ||z, — Idx(z,)| — 0
oldugundan x,, — Idx(z,) norm Cauchy olur ve Idx demi quasi KB ise (z,)’in norm
yakinsak bir (x,, ) alt dizisi vardir. (z,, ) norm yakinsak ve (z,) artan oldugundan (x,,)
dizisi norm yakinsak olur. Dolayisiyla X KB uzaydir. O

Teorem 4.3.7. X Banach latis, Y Banach uzay1 olmak iizere T" : X — Y siirekli
operator olsun. Agagidakiler birbirine denktir.

(i) 0 <=z, 1, z, € Bx i¢in (T'z,) norm yakinsak bir alt diziye sahiptir.
(ii) 0 <z, T, x, € By igin (T'z,,) norm yakinsaktir.
(iii) 0 <z, T, @, € By i¢in (T'z,,) norm Cauchy dizisidir.

Kanit. (i) = (ii) [23] makalesinde ispatlandu.

(74) = (i19) Her yakinsak dizi Cauchy oldugundan 0 < x, 1, x,, € Bx i¢in T'x,, norm
Cauchy dizisi olur.

(i7i) = (i) 0 < x, T, x, € By i¢in (T'z,,) norm Cauchy dizisi olsun. Boylece Tz, norm
yakinsak alt dizisi vardir. O]

Boylelikle [3] makalesindeki b-zayif kompakt operator, [9] makalesindeki KB ope-
rator ve [14] makalesindeki quasi KB operatorii ayni operatorlerdir.

Lemma 4.3.8. X Banach latis olsun. 7' : X — X demi quasi KB operator ise T" demi
KB operatordiir.

Kanit. 0 < x, T, x, € Bx alinsin ve x € X i¢in z,, — Tx, M Tx saglansin. Norm
yakinsak dizi norm Cauchy oldugundan, z,, — T'z,, norm Cauchy’dir. Béylece (z,)nin
norm yakinsak (z,, ) alt dizisi vardir. O

X Banach latis olmak iizere her KB operator quasi KB operator, her KB operator
demi KB operator, her demi quasi KB operatér demi KB operatordiir. Son olarak
Lemma 4.3.4’den her quasi KB operator demi quasi KB operatordiir.
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5 LEViI/QUASI LEVI OPERATORLER VE DEMI
VERSIYONLARI

(Quasi) Levi operatorleri de (quasi) KB operatorleri gibi ilging ve 6nemli 6zelliklere
sahip operator sitmiflaridir. Bu operator siniflar: igin sira yakinsaklik énem arz eder. Bu
unitede Levi ve quasi Levi operatorleri tartigilacaktir. Ayrica bu operator siniflarinin
demi versiyonlar: olan demi Levi ve demi quasi Levi operatorleri incelenecektir. Bu
tinite [4, 10, 14] makalelerine dayanmaktadir.

5.1 Levi ve Quasi Levi Operatorler

Bu béliimde [4] makalesinde tanimlar1 verilmig olan yeni operator smflari, Levi ve
quasi Levi operatorler incelenecektir. Sira yakinsaklik ile ilgili 6zellikleri incelemek igin
on bilgiler iinitesine bakilabilir.

Tanim 5.1.1. (X, () lokal solid vektor latis olsun. Her artan, ¢-siirh, pozitif (z,)
netinin X i¢inde supremumu var ise X uzayina Levi latis denir.

Tanim 5.1.2. (X, () lokal solid vektor latis, Y vektor latis olmak {izere X’in igindeki
her (-smirh, pozitif, artan net(dizi) i¢in, # € X var ve Tx, = Tz (Tx, = Tx) ise T’ye
Levi (o-Levi) operator, X’in igindeki her {-sinirl, pozitif, artan net (dizi) i¢in Tz, sira
Cauchy net (dizi) ise T’ye quasi Levi (o-quasi Levi) operator denir.

Levi operatérlerinin kiimesi L;(X,Y'), quasi Levi operatérlerin kiimesi Ly (X,Y) ile
gosterilir.

Lemma 5.1.3. (X, () lokal solid vektor latis olsun. Idx birim operatorii Levi’dir gerek
ve yeter kosul (X, () Levi latistir.

Kanat. Idx Levi operator olsun. Artan, pozitif, (-smirh (z,) i¢in Idxx, = 2, S 2'dir.
To T Ve x, Sore X ise sup &, = x olur. Buradan (X, () Levi latistir. H
Lemma 5.1.4. (X, || -||) Banach latis olmak tizere agagidakiler saglanir.

(i) Her KB uzayi, sira siirekli tam norma sahip bir Levi latistir.
(ii) Her sira siirekli Levi normlu latis Fatou’dur.
(iii) Levi normlu latis Dedekind tamdir.

Kamit. (i) 0 <z, T ve (z,) norm smirh olsun. Amag supz, € X oldugunu goster-

mektir. X KB uzay ise z, M> r € X saglanir. supx, = y var olsun. y — z, | 0

ve X sira siirekli norma sahip oldugundan z, M> y saglanir ve buradan = = y
olur.

(#4) r > 0 olmak tizere 01 igeren baz eleman1 B(0,r) yuvar: alinsm. B(0,r)nin sira
kapali solid kiime oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in [1, Lemma 1.37|’den
0 < x4 T x z, CBO,r) alimsin. z € B(0,7) olur ise ispat biter. 0 < z, < z
ise ||z,]] < ||z|]’dir. X sira siirekli norma sahip oldugundan ||z|| = sup ||z, || olur.
Her € > 0 igin ||z|| — ¢ degeri (||z4||) kiimesi i¢in st smur degildir. O halde en
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az bir oy i¢in ||z|| — e < ||@a,|| < 7 olur. Buradan her ¢ i¢in ||z| < r + ¢’dur.
Boylece x € B(0,r)dir. Solid kiime oldugunu gostermek i¢in € B(0,r) olmak
tizere |y| < |z| olsun. Buradan |ly|| < ||z|| < r elde edilir ve buradan y € B(0,r)
bulunur.

(731) Agiktir.

Sonug 5.1.5. (X, () lokal solid vektor latis olsun.
(i) (X, () KB latis ise Levi latistir.
(i) (X,() Levi latis ise Dedekind tamdr.

Onerme 5.1.6. (Y,7) bir Levi latis olmak iizere her Levi latis 7-lateral tam ve Dede-
kind tamdir. Ayrica, her o-Levi latis 7-lateral o-tam ve Dedekind o-tamdir.

Kamit. (0-) Levi latis ise Dedekind (o-) tam oldugu Lemma 5.1.4’den agiktir. 7- lateral
(0-) tam oldugunu gostermek i¢in D, (Y, 7)'nun ikili dik pozitif vektorlerinin 7-sinirh
alt kiimesi almsm. DY := {supM : M C D ve |M| < oo} kiimesi olugturulsun.
(Pfin(D) = {M : M C D ve |M| < oo}, C) bir posettir. M, C Py;,(D) olmak tizere
M, 1 olsun. Boylece sup M, = u, ise u, T ve u, € DY’dir. supu, = sup DV = sup D
var oldugundan (Y, 7) 7-lateral tamdir. O

Teorem 5.1.7. X normlu vektor latis olsun. Ly (X) vektor uzaydir. Dahasi her T :
X — X quasi Levi operatorii sira sinirhdir.

Kanit. Ispat [14, Theorem 4]’'dan goriiliir. O

Lemma 5.1.8. X, Y Banach latis olmak iizere X’ten Y’ye giden her pozitif KB ope-
ratorii pozitif Levi operatordiir.

Kanit. T : X — Y pozitif KB olsun ve 0 < z, 1, x, € Bx alinsin. T" KB operator ise

x € X ig¢in Tz, L pdir, 7 pozitif ise sira koruyan oldugundan 7'z, 1’dir. Artan ve

norm yakinsak net aym limit noktasna sira yakinsadigindan, € X icin Tz, — Tz
elde edilir ve T" Levi'dir. O

Onerme 5.1.9. X Banach latis, Y Banach uzay1 olmak iizere T : X — Y regiiler

sonlu rank operatorii Levi operatordiir.

Kant. dim(T(X)) < oo olsun. x1,s,...,2, € R* ve fi, fo, ..., fn € X  olmak iizere

T = " 2;®f; olarak tammlansin. X' = L(X,R) Dedekind tam oldugundan L;(X,R) =
k=1

L.(X ,7R) olur ve boylece fi, fa,..., f, fonksiyonelleri regiilerdir.

n n

T=>"(ffow) - > (i @)

k=1 k=1

seklinde yazabiliriz. 0 < z,, T ve 2, € Bx almsm. f;", f, > 0 oldugundan f,"(z,) ve
[+ (zo) R™ iginde artan ve siurhidir. Béylece fi7 (z4) — ar € R ve f (za) = b € R.

n n

Tiza = > (ff @)y 2 Y ar

k=1 k=1
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ve
n n

Tora = > (fy (@a))un 25 3 b
k=1 k=1

ve dim(T(X)) < oo oldugundan T(X) = R". Buradan Tiz, — Zakyk ve Tox, >
k=1

Zbkyk elde edilir. Boylece Tzq = Tizq — Thze — Z(ak — bp)yr € T(X) olur.

k=1 k=1
n

Ty = Z(ak — by )y olacak gekilde z € X alimir ise Tz, 2 Tz bulunur. T operatérii

k=1
Levi’dir.

]

Her Levi operatoriiniin quasi Levi oldugu agiktir. Fakat asagidaki 6rnek quasi Levi
olup Levi olmayan bir operator ornegidir.

Ornek 5.1.10. (an) € co\coo olsun. T' € L(cp) alinsin ve T(Zanen) = Z(anan)en
n=1 n=1

olarak tanmmlansimn. Ornek 4.1.28'te (a,) = L olarak almmstir. O halde (av,) € co\coo
alindiginda ayni adimlar gegerli olacaktir. Boylece T operatorii KB degildir. Ayni za-
manda, T operatorii o-Levi operatorii de degildir. z,, := Y ey, dizisi alinsi. 0 < x,,

k=1
ve smirhdir.

< Z lagler 4 0

n+1

o0
E Qe

n+1

Tx, —Tx| =

o0
E QRer| =
k=1

n o
= E agey dizisi E arer’ya sira yakinsar. Sira yakinsak dizi sira Cauchy oldu-
k=1 k=1

gundan T operatorii quasi Levi operatordiir. Fakat Tx = Z agey, olacak sekilde z € ¢

k=1
yoktur. T" operatorii o-Levi degildir.

Lemma 4.1.24’te quasi KB operatorlerinin operatér normu altinda kapali oldugu
goriildii. Asagidaki 6rnek bu 6zelligin KB ve Levi operatorler igin gegerli olmadigini
gosteren bir ornektir. Beklenenin aksine bu 6zellik quasi Levi operatorler icin de gegerli
degildir, [14, Ornek 6].

Ornek 5.1.11. Bu 6rnek ile L p(cg) ve Li(co) kiimelerinin L(cy) altinda operatér nor-

muna gore kapali olmadigr goriiliir. T € L(cg) alinsim. x € ¢ igin Tz = Z %ek sek-
k=1
linde tanmimlansin. Buna gore T, € L(cy), Z —ek olarak alinsin. Bu durumda

T, sonlu rank operatoriidiir ve T;, M> T dir. Onerme 4.1.26 ve Onerme 5.1.9°den 7,, KB

ve Levi operatoriidiir. Ornek 5.1.10°den T operatorii KB ve Levi operatérii degildir.
Béylece ¢q tizerindeki KB ve Levi operatorler L(cp)’da norm kapali degildir.

39



Teorem 5.1.12. X sira siirekli norma sahip Banach latis olsun. Asagidakiler birbirine
denktir.

(i) X KB uzayduir.

)
(ii) Her pozitif operator T': X — X pozitif Levi operatordiir.

(iii) Her pozitif quasi Levi operator T': X — X pozitif Levi operatordiir.

(iv) Her pozitif kompakt operator T : X — X Levi operatordiir.

Kanat. (i) = (i) Lemma 4.1.17°den X KB uzay ise T operatoriiniin KB operator
oldugu bilinmektedir. Ayn1 zamandan Lemma 5.1.8’den pozitif KB operatorii pozitif
Levi operator oldugundan istenilen sonug elde edilmis olur.

(17) = (i1i) Agiktir.

(1ii) = (iv) T pozitif kompakt operatér olsun. Bu durumda Onerme 4.1.27'den T
operatorii pozitif quasi KB operatordiir. O halde 0 < x, 1 ve norm siirh neti i¢in Tz,
norm Cauchy netidir. X sira siirekli norma sahip oldugundan 7'z, sira Cauchy neti
olur ve boylece T' pozitif Levi operatordiir.

(vi) = (i) Once her pozitif kompakt operatoriin KB operator oldugu gosterilsin. T'
pozitif kompakt operator ve 0 < x, 1, norm simirli net olsun. Varsayimdan z € X i¢in

Txo 2 T olur. X sira siirekli norma sahip oldugundan 7Tz, M> Tx elde edilir ve T’
KB operatordiir. Teorem 4.1.29’dan X KB uzay olur. O

Teorem 5.1.13. (X, () lokal solid vektor latis, Y vektor latis ve T' : X — Y pozitif
quasi Levi operator olsun. 0 < S < T kosulunu saglayan her S : X — Y operator quasi
Levi operatordiir.

Kanit. T quasi Levi operator ve (z,) C X artan, (-siirh olsun. Tz, Y'de sira Cauchy
netidir. Her § ve aq, a0 > ag igin [T, — Txa,| < 25 olacak sekilde zz | 0 neti ve ag
indisi vardir. Sabit ag icin oy, ae > g secilsin.

STa, — STy < S(Ta; — Tay) < T(Tay — Tay) < 28
ve benzer sekilde
STy = STay < S(Tay — Tay) < T(Tay — Tay) < 28

bulunur. O halde oy, ap > ag i¢in [Sz,, — Sxa,| < 25 elde edilir. Boylece S operatorii
quasi Levi'dir. O

Siradaki 6rnek Levi ve o-Levi operatorlerin baskinlik 6zelligini saglamadigina 6rnek
tegkil eder.

Ornek 5.1.14. 7,5 € L(cp) olsun. z = Z anen Ve T € ¢ olmak iizere

n=1

[e.o]

S(z) = Z ;—Zen

n=1

ve

10 =3 (L %)

n=1 k=1
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operatorleri tanmimlansin. 0 < .S < T oldugu agiktir. T" operatorii sonlu rank operatorii
oldugundan Onerme 5.1.9’den Levi operatoriidiir. Fakat Ornek 5.1.10°den S operatorii
o-Levi operator degildir.

Lemma 5.1.15. X Banach latis, Y Banach uzay1 olmak iizere Ly (X,Y") kiimesi vektor
uzayidir.

Levi opetorlerinin olugturdugu kiimenin toplamaya gore kapali olmadigi agagidaki
ornek ile goriiliir. Boylece L;(X,Y") vektor uzayr degildir.

Ornek 5.1.16. S,T € L({.,) operatorleri almsm ve bu operatérler Ornek 4.1.33’te
oldugu gibi tanimlansin. S ve T" operatorleri pozitif KB oldugundan Lemma 5.1.8’den

Levi operatorlerdir.
n 1 (o]
=Yt
k=1 k=n+1

dizisi ahnsin. by € oo ve by T Ldir. T(0,) = f(b)er = er'din. S(b) = u =

111 ) e
(0 + —,...) ise S(b,) — w’dir. Buradan v = (5, 5

SICRIbY + —,...) olmak fizere

22

DO | —

(S +T)(by) — v 20

elde edilir. (S + T')a = v olacak sekilde a € (y olsun. Sa + Ta = Sa + f(a)e;

11 1
Sa+§el = (5, ...) seklindedir. Fakat her y € { i¢in (Sy); = 0’dir. Buradan f(a) = 3
0 - 1 1 1
elde edilir. S(b,) — u oldugundan Sa = u olur. Bu esitlikten (0, 501 501 + 2202 - )=
11 1

(0, 35 + 20 .) elde edilir ve buradan a = (1,1, ...) bulunur. Bu durumda f(a) =1
olur ve bu da celigkidir. O halde (S + T")a = v olacak sekilde a € ¢, yoktur.

5.2 Demi Levi Operatorler

Bu boliimde demi Levi operatér tanimi verilecek olup 6zellikleri incelenecektir. Elde
edilmis sonuglar [10] makalesinde mevcuttur.

Tanim 5.2.1. X normlu vektor latis olsun. Her norm sinirh artan x,, € X, dizisi
icin € X var ve Tz, = Tx ise T : X — X operatoriine Levi operatér denir. Levi
operatorlerinin olugturdugu kiime L;(X) seklinde gosterilir.

Tanim 5.2.2. X normlu vektdr latis olsun. Her norm smnirli artan pozitif z,, € X,
dizisi i¢in x € X var ve x,, — Tz, 2 Tz iken x,’nin sira yakinsak bir alt dizisi var ise
T : X — X operatoriine demi Levi operator denir. Demi Levi operatorlerin olugturdugu
kiime Lp;(X) ile gosterilir.

Lemma 5.2.3. X normlu vektor latis olsun. Her a # 1 i¢in aldyx demi Levi opera-
tordiir.

Kamt. 0 < x, 1, z, € Bx almsm. x € X icin z, — aldx(z,) = aldx(z) saglansmn.
(1 — a)z, > ax oldugundan, =, sira yakinsak alt dizisi vardir. O
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Ornek 5.2.4. o = 1 durumunda, birim operatér demi Levi olmayabilir.

I : ¢y — ¢y operatorii ve
1, m<n

0, m>n
dizisi verilsin.
0 <z, T ve ||z, = 1 oldugu agiktir. Béylece x,, — Id., (x,) sira yakinsaktir. £, i¢inde
z, - 1 olur fakat 1 ¢ c;.

Onerme 5.2.5. X normlu vektor latis olsun. Her T : X — X Levi operatorii demi
Levi operatordiir.

Kanit. 0 < x, T, x, € Bx alnsin. xy € X i¢in x, — Tz, 2 Ty saglansin. T' Levi
operator oldugundan, Tz, = Tz,. olacak sekilde z, € X vardir.

Ty, = Txp, —Txy, + Tp, 2 Tay + T
seklinde yazilabilir ve boylece T demi Levi operatordiir. O]

T =—Id., ve S = 2Id,, alimsin. Lemma 5.2.3’den, 7" ve S demi Levi operatorler-
dir. Fakat 7'+ S demi Levi operator degildir. Boylece Lp;(X) toplamaya gore kapal
degildir. Ayrica, (—Idx) € Lp(X) olsun. (—1)(—Idx) = Idx ¢ Lpi(X). Dolayisiyla
Lpi(X) vektor uzay degildir.

Lemma 5.2.6. X normlu vektor latis olsun. 7" : X — X demi quasi Levi operator ise
demi Levi operatordiir.

Kanit. 0 < x, T, x, € Bx alinsin ve x € X i¢in z,, — Tz, 2y Tz olsun. Sira yakinsak
dizi sira Cauchy oldugundan, x,, — T'z,, sira Cauchy dizisidir. Boylece z,, dizisinin sira
yakinsak x,, alt dizisi vardir. O

Teorem 5.2.7. X normlu vektor latis ve T' : X — X sira siirekli operator olsun.
Asgagidakiler birbirine denktir:

(i) X Levi latistir.

(ii) Her T': X — X operatorii Levi operatordiir.
(iii) Her T': X — X operatorii demi Levi operatordiir.
(iv) X’in birim operatorii demi Levi operatordiir.

Kamit. (i) = (ii) 0 < x, T, z, € Bx alinsin. X Levi latis oldugundan, z,, dizisi y € X
elemanma sira yakinsaktir. 7' sira siirekli oldugundan y € X icin T'z,, = Ty’dir. Dola-
yisiyla T" Levi operatordiir.

(4i) = (i4i) Onerme 5.2.5’ten goriiliir.

(i7i) = (iv) Agktir.

(w) = (1) 0 <z, T, z, € Bx alnsin. z,, dizisinin X i¢inde supremumu oldugu goste-
rilmelidir. (x,, — z,,) sira yakinsak oldugu agiktir. /dx demi Levi operatér oldugundan,
x,, dizisinin sira yakinsak alt dizisi vardir. Buradan y € X i¢in z,, - y’dir. x, 1 ve

T, 2 y oldugundan x, - y elde edilir, boylece sup z, = y saglanir ve bu da X’nin
Levi latis oldugunu gosterir. O]
—1Id., : cg — co demi Levi operatordiir fakat | — Id.,| = Id., demi Levi operator

degildir ¢linkii ¢y Levi latis degildir.
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5.3 Demi Quasi Levi Operatorler

Tanim 5.3.1. X normlu vektor latis olsun. Her norm sinirh artan pozitif z,, € X dizisi
i¢in Tz, sira Cauchy ise T' : X — X operatoriine quasi Levi operator denir. Quasi Levi
operatorlerin olugturdugu kiime L, (X) seklinde gosterilir.

Tanim 5.3.2. X normlu vektor latis olsun. Her norm sinirh artan pozitif x,, € X dizisi
i¢in x,, — Tz, sira Cauchy iken x,, dizisinin sira yakinsak alt dizisi var ise T': X — X
operatoriine demi quasi Levi operator denir. Demi quasi Levi operatorlerin olugturdugu
kiime Lpy(X) ile gosterilir.

Lemma 5.3.3. X Dedekind tam normlu vektor latis olmak {izere, her o # 1 igin aeldx
demi quasi Levi operatordiir.

Kamit. 0 <z, 1, x, € Bx almsmn ve z,, — aldx(x,) sira Cauchy olsun.
(xn —aldx(x,) — (xm, — a[dX(a:m))) 50

seklinde yazilir. Sira yakinsaklik tanmimindan |z, — aldx(z,) — zp, + aldx ()] < yk
olacak sekilde y; | 0 dizisi vardir. Boylece

|2y — Tp| < L, a#1
T—af
elde edilir. Buradan (z,) sira Cauchy dizisi olur. Dolayisiyla (z,) sira yakinsak alt
diziye sahiptir. ]

Onerme 5.3.4. X Dedekind tam normlu vektor latis olsun. Her 7' : X — X quasi
Levi operatorii demi quasi Levi operatordiir.

Kamt. T quasi Levi operator olmak tizere (x,, — T'x,,) dizisi sira Cauchy olacak sekilde
0<uz,T, x, € Bx dizisi almsmn. (z,, — T'z,,) = (I — T')z,, seklinde yazlabilir. Boylece
(I —T) quasi Levi operator olur. Ly(X) vektor uzayr oldugundan, [ = (I —T) + T
birim operator quasi Levi operator olur. Béylece (z,) sira yakinsaktir. O

Ornek 5.3.5. X = coo uzayl olmak tizere 21 : X — X operatorii verilsin. Lemma
5.3.3’dan 2Idx quasi Levi operator degildir fakat demi quasi Levi operatordiir.

Onerme 5.3.6. X Dedekind tam normlu vektor latis ve 7, S : X — X iki operator
olsun. Eger T" demi quasi Levi operator ve S quasi Levi operator ise T+ .S demi quasi
Levi operatordiir.

Kanit. 0 < z, T, x, € Bx olmak iizere z,, — (T + S)x,, swra Cauchy dizisi olsun. S
quasi Levi operator oldugundan, Sz, sira Cauchy dizisidir.

(x — Txp) — (2 — Txy) = (v, —Tx, £ Sxy) — (20, — Ty £ Spy)

(xp — (T + zy) — (v — (T + S)x) + (S — Spy)
sekilde yazlir ise x,, — (T'+ S)x,, ve Sz, dizileri sira Cauchy oldugundan, (z, —Tx,) —
(T — Tzp) = 0 elde edilir. Boylece, T demi quasi Levi operatér oldugundan (z,,)

dizisinin (z,, ) sira yakinsak alt dizisi vardir. Dolayisiyla 7'+ S demi quasi KB opera-
tordiir. O]
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Lpyu(X) garpmaya gore kapal degildir. X = ¢y uzay1 ve (—Idx) € Lpyu(X) operatorii
olsun. coo KB uzay olmadigindan (—1)(—Idx) = Idx ¢ Lpyu(X). Dolayisiyla Lpy(X)
vektor uzay degildir.

Onerme 5.3.7. X sira siirekli norma sahip Banach latis ve T : X — X sira siirekli
operator olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

(i) X KB uzaydir.

(ii) Her T': X — X operatorii quasi Levi operatordiir.

(iii) X’in birim operatorii demi quasi Levi operatordiir.
Kanat. (i) = (i) X KB uzayi olsun ve 0 < z, T, x, € Bx almsin. X KB uzay
oldugundan, (x,) norm yakinsaktir. z,, dizisinin z,, alt dizisi vardir, z € X i¢in z,, N
v’dir. Eger z,, 1 ve z,, — x ise z, — x saglanir. Boylece, T' sira siirekli operator
oldugundan, T'z,, = Tz elde edilir.
(77) = (i4i) Onerme 5.3.4’den goriiliir.
(4ii) = (i) Idx demi quasi Levi operatér ve 0 < x, 1, x,, € By almsin. o, — Idx (z,) =
0 oldugundan, x,, — Idx(x,) sira Cauchy dizisidir. Eger Idy demi quasi Levi operator
ise (z,,) dizisinin sira yakinsak (z,,) alt dizisi vardir. X sira siirekli norma sahip, (x,, )

norm yakinsak ve (z,,) artan oldugundan, (x,) norm yakinsak dizi olur ve bu X’in KB
uzay oldugunu soyler. O

X KB uzay olmasin. T' = 2Idx ve S = —Idx operatorlerini diigiiniilsiin. Lemma
5.3.3’ten, T ve S operatorleri demi quasi Levi’dir. Fakat, Onerme 5.3.7’den, T+S = Idx
operatorii demi quasi Levi degildir. Dahasi, X KB uzay1 olmasin fakat Dedekind tam
Banach latis olsun. [ sira siirekli operatordiir ama demi quasi Levi operator degildir.

[1, Example 1.58]'den, 21 : C[0,1] — C0, 1] operatorii o-sira siirekli operator de-
gildir. Fakat Lemma 5.3.3’den demi quasi Levi operatordiir. Bu da her demi quasi Levi
operatoriin sira siirekli operator olmadigina bir 6rnektir.

Teorem 5.3.8. X normlu vektor latis ve T' pozitif demi quasi Levi operator olsun.
Her 0 < § < T < I esitsizligini saglayan S operatorii demi quasi Levi operatordiir.

Kanit. 0 < x, 1, z, € By almsin ve x, — Sz, sira Cauchy dizisi olsun. Boylece
(2, — Sz) — (2, — Sz1n) = 0 elde edilir. S merkez operator oldugundan,

|20 = Sn| = [(I = S)an| = [I = S][(n)|

yazilir. Bir diger yandan, 0 < § < T < [ oldugundan (I — T')|z,| < (I — 9)|z,|.
Boylece,

(I =92y —(I=8)2y) >0 = |(I—=8)1,— (I —S)Tm| =0
= |I - S||lz, — 2| >0
= (I—9)|z, —2m| >0
(I —T)|x,| < (I —95)|z,| oldugundan,
(I—=T)|xp —2m| 20 = [(I-T) (2, —2m)| >0
= (v, —Tw,) — (v, — Tp) =0

Varsayimmdan 7' demi quasi Levi operator oldugundan, z,, 2 y'dir. Boylece S demi
quasi Levi operatordiir. O
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Teorem 5.3.9. X AL uzay1 olsun. Her T : X — X operatorii demi quasi Levi opera-
tordiir.

Kamt. 0 <z, 71T, z, € Bx alinsin ve z,, — T'x,, sira Cauchy dizisi olsun. Her AL uzay1
KB uzay oldugundan, z,, norm yakinsaktir. (z,,) dizisinin (z,, ) sira yakinsak alt dizisi
vardir. Boylece, T' demi quasi Levi operator olur. O

Onerme 5.3.10. X Banach latis ve T, € Lpu(X) olsun. Eger T, 2 TiseT € Lpa(X).
Kanit. 0 <z, T, z, € Bx alinsin ve xz,, — T'x,, sira Cauchy dizisi olsun. Varsayimdan,
T,5T=T,-T=>%0.

Dolayisiyla (1, —T') sira Cauchy dizisidir. Boylece, (T, —T'x,) sira Cauchy dizisi olur.
r,—T\x, = v,—Tr,+Tx,—T,x, yazilir. (z,,—Tx,) ve (T,x,—Tz,) sira Cauchy dizileri
oldugundan, toplamlar z,, — Tz, sira Cauchy dizisidir. 7, € Lpyu(X) oldugundan,
T, — y olacak sekilde sira yakinsak bir alt dizi vardir. Boylece T € Lpg(X). ]

Bir diger 6nemli soru demi quasi Levi operatorlerin modiil 6zelligini saglayip sagla-
madigr hakkindadir. X Dedekind tam Banach latis ve T" sira siirekli olsa bile, |T'| demi
quasi Levi operatér olmayabilir. Ornegin —Idx : ¢g — ¢o demi quasi Levidir fakat
| — Idx| = Idx demi quasi Levi degildir.

Onerme 5.3.11. X KB uzay olsun. 7 : X — X pozitif quasi Levi operatér ise Levi
operatordiir.

Kanit. 0 < x, 1, x, € Bx almsi. T operatorii quasi Levi oldugundan, (7T'z,) sira
Cauchy dizisidir. X uzay1 Dedekind tam oldugundan Tz, — y olacak sekilde y € X
vardir. T > 0 ve X KB uzay ise y = Tz olacak sekilde z € X vardir. Tz,, = Tz elde
edilir. Boylece T" Levi operator olur. ]

Onerme 5.3.11’den her quasi Levi operatér Levi operatordiir. X normlu vektor
latis ise her Levi operator quasi Levi operator, her quasi Levi operator demi quasi Levi
operator ve her Levi operator demi Levi operatordiir. Son olarak, Lemma 5.2.6’den her
demi quasi Levi operator demi Levi operatordiir.

5.4 Banach Latisleri Uzerinde Levi, Demi Levi, KB ve Demi
KB Operatorleri Arasindaki Iligkiler

Onerme 5.4.1. X Dedekind tam Banach latis olsun.
(i) Her T': X — X quasi KB operatorii demi quasi Levi’dir.
(ii) Her T': X — X quasi KB operatorii demi Levi’dir.
(iii) Her pozitif T': X — X quasi KB operatorii Levi'dir.

Kamt. (1) 0 <z, T, , € Bx alinsm ve x,, — T'z,, sira Cauchy olsun. X Dedekind

tam oldugundan, r € X igin z, — Tz, = x olur. T € Lyxp(X) ise T, norm
Cauchy dizisidir. Boylece, y € X i¢in Tz, H—”> y. O halde z,,’'nin z,, alt dizisi
vardir ve Tx,, = y elde edilir.

Ty, = Txp, — T, + Tp, = T+ 7y

yazilir ve boylece T' demi quasi Levi operatordiir.
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(ii) 0 < 2, 1, o, € Bx almsin ve = € X icin 2, — Tz, = Tx olsun. Béylece x,, — T,
sira Cauchy’dir. Varsayimdan 7'z,, norm Cauchy olur. Boylece T'z,,, sira Cauchy
dizisidir.

T, = Ty, —Txy, + Ty,
yazilir ve (1,,) alt dizisi sira Cauchy olur. X Dedekind tam oldugundan z,,, = ¥
elde edilir ve boylece T' demi Levi operator olur.

(i) 0 < z, 1, z, € By alimsin. Varsayimdan T quasi KB operatordiir, Tz,, norm

Cauchy dizisi olur. X Banach latis oldugundan, 7'z, M> y olacak sekilde y € X

vardir. Norm yakinsak dizisinin sira yakinsak bir alt dizisi oldugundan T'z,,, 2
y’dir. Diger yandan z,, 1 ve T' > 0 oldugundan T'z,, 1’dir. Dolayisiyla, Tz, = y
elde edilir. T > 0 ise y = Tz olacak sekilde z € X vardir ve Tz, = Tx elde
edilir. T" Levi operatordiir.

O

Onerme 5.4.2. X sira siirekli norma sahip Banach latis olsun.
(i) Her T': X — X demi quasi KB operatoér demi quasi Levi’dir.

(ii)) T : X — X demi KB operatordiir ancak ve ancak 7' : X — X demi Levi
operatordiir.

Kamit. (i) 0 < z, 1, ®, € By almsmn ve z,, — Tz, sira Cauchy olsun. z,, 5y

oldugu gosterilmelidir. x,, — T'x,, sira Cauchy dizisi ve X sira siirekli norma sahip

oldugundan, x € X vardir ve z,, — T'x, M) 2 olur. T" demi quasi KB operator ise,

(z5,) dizisinin () alt dizisi vardir ve z,, norm yakinsaktir. O halde (zy,, ) sira
yakmsak alt dizisi vardir. z,, dizisi norm yakinsak ve artan oldugundan, y € X

i¢in x,, = y. Boylece, T demi quasi Levi'dir.

(ii) (=)0 < z, 1, ¥, € Bx almsin ve z € X i¢in x, — Tz, = Tz olsun. X sira

siirekli norma sahip ise x,, — Tz, M> Tx. Varsayimdan 7" demi KB operatordiir

ve Tp, M> y'dir. z, T ve z,, M> y oldugundan x, M> y elde edilir. Boylece

T, — y olur. T demi Levi operatordiir.

(<)0<uz, 1T z, € Byalmsmvez € X i¢ginz,,—T'z, M> Tz olsun. z,,, —Tx,, =

Tz yazlabilir. T' demi Levi operator oldugundan 25y dir. Ty Ty Ty, Sy

ise 2,, — y. Aym zamanda X sira siirekli norma sahip oldugundan z,,, M> Y

elde edilir ve T" demi KB operator olur.
m

Onerme 5.4.3. X sira siirekli norma sahip vektor latis olsun.
(i) Her T': X — X quasi Levi operator quasi KB’dir.
(ii) Her T': X — X Levi operator quasi KB’dir.

Kanat. (i) 0 < z, 1, x, € By almsin. Varsayimdan T quasi Levi operatérdiir ve

Tz, sira Cauchy’dir. X Dedekind tam oldugundan T'z,, = y olur. Diger yandan

X sira siirekli norma sahip oldugundan 7'z, H—”> y olacak sekilde y € X vardir.

Boylece Tz, norm Cauchy’dir ve T" quasi KB operator olur.
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(ii)) 0 < z, T, ¥, € By almsin. Varsayimdan T Levi operatordiir ve x € X igin

Tz, = Tz elde edilir. X sira siirekli norma sahip oldugundan 7'z, M Tx’dir.
Boylece Tz, norm Cauchy olur ve T" quasi KB operatordiir.

[]
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