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In this thesis, a new structure-preserving numerical method for strongly coupled nonlinear
Schrodinger equation (SCNLS) is presented. It is shown that the proposed new method
conserves the discrete mass and energy. Numerical results are given to show the efficiency
and effectiveness of the method and compared with the existing results in the literature.
Numerical results show that the proposed method preserves both the mass and energy
structure of the SCNLS equation up to the machine error therefore have a better long-time

behaviour.

Keywords: Strongly Coupled Nonlinear Schrodinger Equation, Mass Conservation, Energy

Conservation, Convergence, Stability



OZET

GUCLU IKILI LINEER OLMAYAN SCHRODINGER SISTEMI iCIN
YAPI KORUYAN SAYISAL BIR YONTEM

Ridvan Fatih ORS

Yiiksek Lisans, Matematik
Damisman: Prof. Dr. Canan KOROGLU
Es Damisman: Prof. Dr. Ayhan AYDIN
Nisan 2024, 73 sayfa

Bu tezde, giiclii ikili lineer olmayan Schrodinger denklemi (SCNLS) i¢in yap1 koruyan
yeni bir sayisal yontem sunulmustur. Onerilen yeni yontemin kiitle ve enerjiyi sayisal
olarak korudugu gosterilmistir. Yontemin verimliligini ve etkinligini gdstermek i¢in sayisal
sonuglar verilmis ve litaratiirde var olan sonuclar ile kiyaslanmigtir. Sayisal sonuclar, makine
hatasin1 da hesaba katarak, onerilen yontemin SCNLS denkleminin hem kiitle hem de enerji

yapisin1 korudugu, dolayisiyla uzun vadede daha basarili oldugunu gostermektedir.

Anahtar Kelimeler: Giiclii lineer olmayan Schrodinger denklemi, Kiitle Korunumu, Enerji

Korunumu, Yakinsaklik, Kararlilik
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1. GIRIS

Lineer olmayan Schrédinger (NLS) denklemi, lineer olmayan optik [1], sismoloji [2], plazma
fizigi [3], elektrik hatlarindaki lineer olmayan dalga etkilesimleri [4], manyetize olmaya
direncgli demir zincirler [S], DNA molekiil yapilar [6], dalga yayilimlari [7], lineer olmayan
dalgalarin etkilesimleri [8, 9] gibi farkli alanlarda karsimiza c¢ikan matematiksel fizigin
onemli denklemlerinden biridir. ¢ = ¢ (z, t) kompleks degerli fonksiyon, o ve /3 reel sabitler

olmak tizere NLS denklemi

Wy + Be + Py = 0 (1)

ile verilebilir. NLS denklemi (1) tekli dalga yayilimlari i¢in kullanilabilir ancak ikili
sistemler incelenirken, k& ve (3 reel sabitler olmak iizere ikili lineer olmayan Schrodinger

(CNLS) denklemi

WUy + kg, + (|u|2+ﬁ\vl2)u:0 2

iy + kg + (|v]* + Bluf’)v =0 (3)
Giiclii ikili lineer olmayan Schrodinger (SCNLS) denklemi

i + Bthee + [mW’Q + (041 + 2&2) |¢’2WJ +7+T¢=0, 4)
iy + Bdus + [a1|d® + (1 + 202) [¢*] ¢ + v¢ + Tp = 0. (5)

olarak karsimiza ¢ikmaktadir. (4) — (5) denklem sisteminde I" optik fiberin biikiilmesinden
ve eliptik deformasyonundan kaynaklanan etkileri ifade etmek i¢in kullanilmaktadir. Ayni1
zamanda lineer c¢ift kirllma [10] veya dalga yayilim sabiti [11] olarak da adlandirilir.
(2) — (3) denklem sistemiyle kiyaslandiginda, (4) — (5) denklem sistemine eklenen y1) ve
I'¢ terimleri ikili dalga etkilesimini daha giiclii hale getirmektedir. o ¢ift kirtlimli ortamda
kendi kendine odaklanan sinyalleri ifade eder [12]. Sistemdeki grubun dagilim hizin1 S
gosterirken, (o + 2as) katsayist (4) — (5) sisteminin integrallenebilirligini [12] ve ~y ise

cift kirtlimin sabit ortam potansiyelini gdstermektedir [13]. Burada « ve I' incelenen fiziksel



olaylar1 daha anlagilabilir hale getirmek icin kullanilmaktadir. Ikili sistem olmasindan dolay1
olusan fazladan yayilim I' ile ifade edilirken, yayilim parametresi v ile gosterilmektedir.
(4) — (5) denklem sisteminde I' = 0 iken sisteme Gross-Pitaevskii ya da Manakov tipi esitlik
olarak adlandirilir [14].

iy + Bbge + [oa | + (e + 202) 0] + v = 0, (6)
10t + BPrz + [@1‘¢|2 + (041 + 20&2)|¢|2}¢ + 79 = 0. @)

Genel olarak soliton ¢oziimlere sahip sistemlerin incelenmesi, hem fiziksel uygulamalar
hem de soliton yayiliminin anlagilmasi agisindan biiyiik 6nem tagimaktadir. Bu sistemlerin
karmagik dinamikleri sebebiyle analitik ¢oziimlerini bulmak kolay olmadigindan dolay1
sistemin sayisal ¢oziimlerine ihtiya¢ duyulmaktadir. T. Wang ve ark. [14], gii¢lii ikili lineer
olmayan Schrddinger sisteminin ¢oklu simplektik formiilasyonunu inceleyerek, soliton
carpismalar1 ve korunumlu semalar da dahil olmak iizere karmagsik dinamiklerine iligkin
sonuclar vermistir. [14] makalelerinde kosulsuz kararli ve ikinci mertebeden yakinsak
bir tasart ortaya koyulmus ve [15] de sunulan ayrik enerji metodu ile ispatlanmisgtir.
Bagka bir calismalarinda [16], CNLS sistemleri icin simplektik bir fark semasimi da
ortaya koymusglardir. Bu makalede, 6nerilen sayisal coziimlerin yakinsamasi ve kararliligi
gosterilmigtir. Ek olarak, simplektik tasarinin ¢dziimii i¢in iteratif bir algoritma sunulmustur.
[17] makalesinde, korunumlu olan CNLS sistemlerin, korunumlu olmayan sistemlerden
daha {istiin oldugu ve daha iyi niimerik sonuclar verdigi gosterilmistir. Bununla birlikte,
korunumlu gsemalarda ikili sistemlerdeki cebirsel islemlerin ¢cok olmasi ve paralel
hesaplamaya ¢ok uygun olmamalarindan dolay1 ikili olmayan semalarin daha iyi sonuglar
verdigi de ortaya koyulmustur. [18-20] ¢alismalarinda CNLS sistemi i¢in baslangi¢-sinir
problemleri i¢in lineer semalar sunulmus ve sonuglarin yakinsakligt Von Neumann
yontemiyle ispatlanmustir. [21] ¢alismasinda, CNLS sistemlerini ¢6zmek i¢in korunumlu
iki basamakli lineer olmayan kapali yontem ve ii¢ adimli lineer sonlu fark tasarisi ortaya
koyulmus ve bu tasarilarin sayisal analizi yapilmistir. Bu yontemlerin ikinci mertebeden
yakinsak oldugu ve kosulsuz kararli oldugu gosterilmis ve kiitle korunumunu sagladigi

ispatlanmistir [15]. Yuyu He ve ark. [22], CNLS i¢in yapr koruyan dordiincii dereceden
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bir sonlu fark semas1 6nermiglerdir. Bu ¢alismada ayrik enerji metotu kullanilarak, onerilen
yontemin ayrik kiitle ve enerji korunumunu sagladigi, sayisal yontemin varlig1 ve tekligi,
zamana gore ikinci basamaktan uzaya gore ise dordiincii basamaktan yakinsak oldugu
ispatlanmistir. Ayn1 ¢alismada teorik sonuclari desteklemek i¢in sayisal sonuglar verilmistir.
Bu tez ¢aligmasinda, SCNLS denklemi (4) — (5) i¢in literatiirde daha 6nceden caligilmamig
bir yiliksek basamaktan yeni bir sonlu fark tasarisi Onerilmistir. Yeni tasarinin SCNLS
denkleminin kiitle ve enerjisini korudugu ispatlanmistir. Teknik sonuglar1 destekleyen sayisal
sonuclar verilmistir.

Siirekli problemin x; < x < x, ve 0 <t < T araliklarinda verildigi bir durumda, sonlu
fark tasaris1 icin agagidaki tammmlardan yararlanilacaktir.

J ve N herhangi pozitif iki tam say1, h = (z, — x;)/J ve 7 =T /N olmak iizere (x;,1,)

noktast t,, = nt ve x; = x;+ jh olacak sekilde, u} ~ u(z;,t,) ve v} ~ v(w;,t,) olsun.
2y = {u=(u)lug=u; =0, j=0,1,..,J}

Z(;)f:{u:(Uj)|u—1:U0:UJ:UJ+1:O, j=0,1,....J.J+1}

ile sirasiyla ayrik, kompleks fonksiyonlar uzay1 ve bu uzayin genislemesini gosterelim. Her
u",v™ € 7 fonksiyonlari i¢in agagidaki fark operatorlerini, ayrik i¢ carpimini, LP-normunu

ve maksimum normlarini tanimlayalim.

u =yt ull —ult

(), = LH—2 (u)); = L——2=

J h ’ J h ’

noo_ gt ntl _ ,n

("), = ot~ it (W) = =

7 2h pET e

J—1

n+1 n —

ST ) = Ry T,
) 2 = @®)

1 <p<+o0o,




Sonlu fark tasarisinin ayrik korunum 6zellikleri, varlik, teklik ve yakinsakligini incelemeye
yardimc1 olacak bazi durumlar asagida verilmistir.

Lemma 1.1: v",v" € Z?f olacak sekilde asagidaki esitlik ve esitsizlikler saglanir.

I. Re(u!.,v") = —Re(u?,v?) = Re(u™,v)

xx7 x) UxT » Yxx

2. Re(ul,,v") = —Re(ul,v}) = Re(u",v};)

) VL ) VBT

3. Re(u = —||u ||

4. Re(u = —||u ||

xx’
5. fluz|? < Huzw

6. Im{ul.,u™) =0, Im{ul,,u™) =0, Im(jv"|u",u")=0
Ispat:
1. w" =a"+0" ve v" =c"+1id" almp i¢ carpim yapildiginda,

J-1

Re(u,,v™) + Re{u®,v") = Re{h > (a4 ib])as(c) — id?)}

Jj=1
J-1

—l—Re{hZ aj +ib7).(cf — id})s }
_ Re{hJ1 (( 07) 15+ (0F) i +8((8) 65 — (“?)“dm}
+Re{ Jz; (a +ib7) (cf —Zdn)x}

elde edilir. Sonlu fark operatorleri tanimlarindan

) Tx

Re(u,, ") + Re(u”, o) Re{h‘]‘l((a?)x—(a?1)x<cn)+(b?>x—<b?1>z(dﬂ>>



J—1
—l—Re{hZ ay +zb” (cf —zd") }
7j=1

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

Reluly, 0") + Re{ul, o) = { Z —hf(bz’)x(d?)m}

elde edilir. Boylece Re(ul.,v™) = —Re(ul},v?) oldugu gorilir. Benzer sekilde

Re{u™ v ) = —Re(ul, v") oldugu gosterilebilir.

2. Sonlu fark operatorii tanimlarini dikkate alarak reel kisim alindiginda

J—1
Re(ul;,v"™) + Re(ul, v}) Re{hjzl (a? + Zb?)% (C;L - zd”) }
S
{ (o +07), (- iay), }



yazilabilir. Sonlu fark operatorleri tanimlarindan

Re{ug;, v") + Re(ug, v) R@{hZ( ) (?_J%?*(M) zh(J l)xd?)}

J—1 n _on
et ) o) e S (), )

j=1
i .
8 (), 215%)
J-1
+ Re{h > (@ +ity) (o —id;). }

et ) + R =rel 05 (i) (), -0 (), (), )

7j=1 7j=1
J-1
+Re{h (@) () +(5) (@) +ibe—aa) }:
elde edilir. Boylece Re(u};,v") = —Re(ul,v?) oldugu goriilir. Benzer sekilde

Re(u™, v%.) = —Re(u?,v?) oldugu gosterilebilir.

) VBT T VL



3. Sonlu fark operatorleri tanimlar: ve homojen sinir kosullarindan

J—1
Refuta) o+ [ =Re{ 13 (a4 ) — ) b+ )
=1
I
—red 13 (@) + 05),081

il )0 = @).0) )+
:Re{hi ((G?)x - (a?—l)xan . (t5), — (b?—l)xb?)}

. h f h
7=1
+ [z
J—1 J-1 J-1
:Re{Z(ay)way— ().t + 3 (), 00
7=1 Jj=1 Jj=1
J—1 9
=X )+l
j=1
J-1 J—2 J-1
e S )3 ) S 00
j=1 Jj=0 Jj=1
J—=2

=X 0.+

bulunur. Boylece Re(ul,,u") = — }|ugH2 oldugu goriiliir.



4. Sonlu fark operatorleri tanimlarindan

ve

bR z ' 2h J
j=1
+ [luzll
1 J-1 J-1
—ref 5| 3 (). - X ().
j=1 J=1
J-1 J-1
3 0t = X 00,0 | +
7j=1 7j=1

J—1 n n J—1
n n n||2 ny Y41 T G-
Refut i) + | =red =13 (@), B -0 3
7=1 7=1
a2
+ [l
J-1 , J-1 ,
:Re{ SRS () - h S (0):) }
7=1 7=1
J-1 ) J-1 ,
+h) ((@)):) +h ) ((0)):)
Jj=1 j=1
=0
bulunur. Boylece Re(ul.,u") = — HuZHQ oldugu goriiliir.

5. Norm tanimi kullanilarak esitsizligin saglandig1 gosterilebilir.



n __ n n
6. ui =aj + bj olsun.

Im{u® Im{hz all +ib") e (al — b))

—Im{h i [((@])aza] + (0] )aab}) + i((0])ana} — (a])asb])] }

= (a7 e — (a7 1)z b7 )z bn

e = W) () — (0 )

B ]
5:1 J—1 J—1 J—1
{3 (@ — Sl ea + S — S )0
S (O~ 5020 — (@) — @ 02)5)
I (S (e — S (@)l + SO — SO
];71 JJ 2 jJil ]J72
+i( Yy (00).a) (B2 + Y (@))aby =Y (ah)abyiy)}
~Im{h Y [ )+ (0]
J-1 n g J-1 b,y — b
_Z[h (b?):v ks h 2 hZ( ;L)ac : h ]} =0

bulunur. O halde Im(ul.,u") = 0 bulunmus olur. Benzer sekilde Im(uZ,,u") = 0 ve

Iil?’

Im{|v"™|u™, u™*) =0 oldugu gosterilebilir.



2. IKILI LINEER OLMAYAN SCHRODINGER
SISTEMI

2.1. Giris

Ikili lineer olmayan Schrodinger (CNLS) denklemi bir ¢ok fiziksel modelin uygulanmasi
i¢in kullanilan bir denklemdir. Optik fiberlerde lineer olmayan sinyal yayilimi 30 yili agkin
bir siiredir incelenmektedir. Solitonlarin yiiksek hizli bilgi iletim sistemlerinde kullanilmasi
fikri ilk olarak 1973 yilinda ortaya atilmis ve 1989 yilinda kitap olarak yayinlanmigtir [23].
Akigkanlar dinamigi [24] ve lineer olmayan optikte [25] zamanla degisen dalga paketleri
NLS ile incelenirken, birden fazla grup oldugunda CNLS denklemleri ile incelenmektedir.
Denklem optik fiberde lineer ¢ift kirtlimlarin modellenmesinde de karsimiza ¢ikmaktadir
[19]. CNLS denkleminin literatiirde bilinen gercek ¢oziimii yoktur, bu nedenle, denklemin
model olusturdugu fiziksel olayr anlamak i¢in soliton c¢oziimleri kullanilarak sayisal
sonuglara ihtiyag¢ vardir.

Bu boliimde, He ve arkadaglarinin [22], ikili lineer olmayan Schrodinger (CNLS)
denkleminin sayisal ¢Oziimii icin yaptiklar1 calismanin bir 6zeti verilecektir. Denklemin
kiitle ve enerji korunumlar1 bulunarak, bu o6zellikleri koruyan, onerilmis bir sonlu fark
tasarisinin analizi yapilacaktir. Sonlu fark tasarisinin ayrik kiitle ve ayrik enerjiyi korudugu
ispat edilecektir ve Onerilen sonlu fark tasarisinin ¢oziimiiniin varligi gosterilecektir. Daha
sonra yontemin coOziilebilirligi, kararliligi ve yakinsakligi incelenecektir. Teorik sonuglar
sayisal sonuglar ile desteklenecek, bir soliton ve iki solitonlu ¢oziimlerin ilerleyen dalga
simiilasyonlar1 yapilacaktir. Sayisal yOntemin kiitle ve enerjiyi korudugu tablolar ve
grafiklerle gosterilerek, yontemin etkinligi ortaya koyulacaktir. Literatiirde, ikili lineer
olmayan Schrodinger sistemi ile ilgili yapilmig bir ¢ok calisma bulunmaktadir. Sun ve
arkadaslarinin calismasinda [26], denklemin ¢oklu simplektik yapisina bagh olarak c¢oklu
simplektik bir sonlu fark tasarisi verilmistir. Ikili Schrodinger denkleminin simplektik
yapisindan faydalanarak yeni bir alti noktali yontem Onerilmis ve yOntemin, denklemin

kiitlesini korudugu gosterilmistir [27]. Bir bagka calismada ikili Schrodinger denkleminin
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sayisal ¢oziimii icin O(h* + 72) mertebeden bir sonlu fark tasaris1 dnerilmis ve ¢dziimiin
kosulsuz kararli oldugu gosterilmistir [19]. Ismail ve ark. [28], bir sonlu elemanlar
tasaris1 tiiretmislerdir. Onerilen yontemin etkinligini gostermek igin sayisal sonuclar
verilmigtir. Calismalarinda onerilen tasari, ikinci dereceden ve kosulsuz olarak kararhdir.
Iki solitonun ve ii¢c solitonun nasil etkilesime girdigi grafiklerle gosterilmistir. Bagka bir
calismada [29], = degiskeni dordiincii mertebeden merkezi fark formiilleri kullanilarak
ayriklastirilmigtir. Ortaya cikan adi diferansiyel sistemini ¢6zmek i¢in dordiincii dereceden
Runge-Kutta yontemi kullanilmistir. Hem Neumann hem de periyodik sinir kogullar1 altinda
sayisal sonuclar elde edilmistir. Son olarak, 6nerilen yontemin dogrulugu, kiitle ve enerji
korunumu incelenmistir. Sunulan yontemin etkinligini gostermek ic¢in sayisal sonuglar
literatiirdeki sonuclar ile karsilastirilmistir. Todorov ve arkadaslarinin ¢alismasinda [30],
CNLS denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in Crank-Nicolson yontemi Onerilmigtir. Coziimler
hem Neumann hem de periyodik sinir kosullar altinda incelenmistir. Lineer olmayan
ayrik Schrodinger denklemleri, 1518a duyarli optik kristallerde gozlemlenen iki boyutlu
ayrik optik solitonlarin davraniglarimi agiklamak icin de kullanilmaktadir. Huang ve
arkadaslarinin calismasinda [31], periyodik ayrik CNLS tasarilar1 igin ¢oziimlerin 6n
kosullarint belirlemek i¢in genel bir yontem bulunmaya calisilmistir. Uzak mesafelerde
elektromanyetik sinyal yayiliminda CNLS denklemleri kullanilmusgtir. Sonlu fark yontemiyle
coziilmeye calisilan bu denklemler lineer olmayan dalga sistemlerine uygulanmigstir [32].
Reichel ve Leble’nin ¢alismalarinda [33], Euler ve Crank-Nicolson sonlu fark yontemleri
kullanilarak, soliton sinyalinin baglangi¢ enerjisine bagli olarak uygun zaman adiminin
nasil hesaplanacagi gosterilmistir. Calismanin devaminda ikili lineer olmayan Schrodinger
denklemleri i¢in sayisal ¢Oziimii incelenmis, kararlilik ve yakinsama ispati yapilmistir.
Farkli grup hizina sahip iki sinyalin degisimi sunulmustur. Soliton ¢arpismalarimi simiile
etmek icin kullanilan CNLS denklemlerinin ¢6ziimii icin simplektik ve c¢oklu simplektik
yontemler de kullanilmigtir [27]. Periyodik sinir kogullar1 altinda simplektik ve coklu
simplektik tasarilarin hesaplama zamanlar1 karsilastirilmis ve yiiksek mertebeden tasarilar
sunulmustur [34]. Sayisal dagilim iligkileri analiz edilmis, elastik ve elastik olmayan
soliton carpigsmalari icin kiitle ve enerji korundugu sayisal sonuclar ile gosterilmistir [35].
Optik iletisim [36] ve kuantum mekanikleri [37] konularinda uygulamalar1 olan en onemli
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matematiksel modellerden birisi N-CNLS denklemleridir. Aydin’in ¢calismasinda [38], coklu
simplektik formda olan N-CNLS denklemlerinden yararlanarak T-CNLS icin yeni bir ¢oklu
simplektik tasar1 sunulmustur. Bu ¢alismada yazar, yeni bir periyodik dalga ¢6ziimii bulmusg
ve ¢ozlimiin kararlilig1 analiz edilmistir. Sayisal sonuglari ile periyodik dalgalarm Onerilen
tasar1 kullanilarak dogru bir sekilde simiile edildigi gosterilmis, kiitle ve enerjinin korunumu
sayisal olarak incelenmistir. CNLS sistemi icin lineer olmayan dolayl iki seviyeli bir
sonlu fark tasarisi ortaya koyulmus ve ardindan ayni sistem icin lineer ii¢ seviyeli bir
fark tasaris1 sunulmusgtur. Lineer tasarmin ikinci dereceden yakinsakligi ve kosulsuz kararh
oldugu gosterilmistir [16, 21]. Aydin ve ark. calismalarinda [39] Korteweg—de Vries
denkleminin sayisal ¢Oziimii i¢in bir ayirma yOntemi kullanilmistir. Chen calismasinda
[40], lineer ve lineer olmayan ayirma yontemleri coklu simplektik CNLS denklemlerine
uygulanmugtir. Sinirsiz alanlardaki CNLS denklemi ¢6ziimii i¢in ise operator bolme yontemi
ile sinirsiz alanlart sonlu alanlarla sinirlamak i¢in yapay sinirlar eklenmis ve orijinal problem
lineer ve lineer olmayan alt problemlere ayrilmistir [41]. Sunulan yontemin etkinligini
gostermek i¢in sayisal ornekler verilmis ve farkli yontemler arasinda hesaplama verimliligi
acisindan bazi karsilagtirmalar yapilmistir. Adi ve kismi tiirevli denklemleri ¢ozmek igin
Taylor serilerini farkli sekilde alan diferansiyel donilisiim metodu NLS denklemleri i¢in
denenmis ve hesaplama kolaylig1 ortaya konulmustur [42]. Bu ¢alismada sunulan yontem
diger yontemlerin hesaplama zorluklarini azaltmaktadir. Ote yandan sonuglar oldukca
giivenilirdir. Borhanifar ve Abazari [43], bu yontemi CNLS i¢in uyarlamigtir. Ayrik L
normunda sonlu fark ¢6zlimii i¢cin Brouwer sabit nokta teoremi uygulanmis, ¢6ziimiin tekligi
gosterilmistir. Fark ¢oziimiiniin kiitle ve enerjiyi korumasindan yararlanarak, sonlu fark
coziimiiniin ayrik L., normunda sinirli oldugu gosterilmis, ikinci dereceden yakinsadigi
kanmitlanmistir [44]. Hu ve Zhang calismalarinda [45], CNLS denklemi i¢in kiitle ve enerjiyi
koruyan kompakt fark tasaris1 incelenmistir. Bu caligmada Onerilen tasari ile ¢oziimlerin
varlifi, tekligi, yakinsakli§i ve kararlilifi gosterilmisir. Bu ¢aligmanin literatiirdeki diger
calismalardan farki daha biiyiik zaman adimlarina izin vermesidir. Wang’1n makalesinde ise
L, normunda kompakt fark yaklagimin1 bir vektor formuna doniistiiren yontem sunulmustur
[46]. Bu yontem 1zgara orani iizerinde herhangi bir kisitlama olmaksizin, O(h* + 72)
derecesinde yakinsama elde etmek icin kullanilmistir. CNLS denklemlerinde hesaplama
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kolaylig1 saglayan yiiksek mertebeli kompakt (HOC) yontemler sunulmug [47] ve baska
bir ¢alismada ayirma yontemi ile beraber kullanilmistir [48]. HOC yontemi kullanilarak
periyodik ve homojen sinirlara sahip olmayan denklemler, daha az hesaplama ile yiiksek
dogrulukla ¢oziilebilmistir [49]. CNLS denkleminin HOC yontem ile periyodik sinir
kosullarinda da kiitle ve enerjiyi korudugu gosterilmistir [50]. Kong ve arkadaslar1 bu
calismalarinda tasarilarinin yakinsak ve ¢oziilebilir oldugunu gostermekle beraber, yiiksek
dereceden kompakt olan yontemin kompakt olmayan yontemlere gore hesaplama maliyeti
ve dogruluk acisindan daha verimli oldugunu gostermistir. Yiiksek frekansli dalgalar: ifade
etmek icin etkili yollarindan birisi yiiksek dereceden fark metodu oldugundan, Chen ve
arkadaglari [51], kompakt yakinsak bir fark tasaris1 onermistir. Onerilen tasarinin maksimum
normda O(7? + h') derecesinde kararli ve yakinsak oldugu ispat edilmigtir. Wang’in
makalesinde [52], CNLS denklemleri icin lineerlestirilmis kiitle ve enerji koruyan bir
fark tasaris1 Onerilmis, yakinsalik ispatlanmistir. CNLS denklemlerinin sayisal ¢oziimii i¢cin
uygulanan kapali sayisal yontemler genellikle kararlidir. Ancak bu yontemde her bir adimda
lineer olmayan denklem sistemi ¢oziilmektedir. A¢ik yontemlerin uygulamasi daha kolay
olsa da onlarda da zaman adimi sinirlamas1 vardir. Bu nedenlerden dolay1 ¢ogunlukla
Crank-Nicolson yoOntemi gibi yari-kapali yontemler tercih edilmektedir. Bu yOntemde
her bir adimda lineer denklemler kullanilmas: hesaplamay1 kolaylastirmaktadir. Sun ve
arkadaglarinin ¢alismasinda [53], zaman adimi iizerinde herhangi bir sinirlama olmaksizin
lineerlestirilmis Crank-Nicolson yontemi ile tasarilarinin L? hata tahminleri sunulmaktadir.
Onerilen tasari, Galerkin sonlu eleman yontemlerine genisletilmesini kolaylastiran klasik
enerji tahmini yontemi iizerine kurulmustur. Calismada hem iki hem de ii¢ boyutlu modeller
icin sayisal ornekler incelenmistir. Kong ve arkadaglarinin ¢alismasinda [54], ti¢lii lineer
olmayan Schrodinger (T-CNLS) denklemleri i¢in yiiksek dereceden kompakt bir tasari
Onerilmis ve enerji korudugu ispat edilmistir. Barletti ve arkadaglar1 [55], enerji koruyan
Hamilton siir deger yontemleri (HBVM) olarak isimlendirilen Runge-Kutta metotlarini
kullanarak Hamilton kismi tiirevli denklemlerinin ¢oziimiinii gelistirmislerdir. Onerilen
yontem, NLS denklemlerini ¢ozmek icin kullanmis ve enerji koruyan tasarimin sayisal
coziimler i¢in daha giivenilir oldugu ortaya koyulmustur. Bu tezde detayli olarak incelenecek
olan He ve arkadaglarinin ¢aligmasi [22] ise CNLS denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in uzayda
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dordiincii mertebeden ve zamanda ikinci mertebeden yakinsak, kiitle ve enerjiyi koruyan bir

sonlu fark tasarisidir.

2.2. Ikili Lineer Olmayan Schrodinger Sistemi icin Kiitle ve Enerji

Korunumu

Bu boliimde, u(x,t) ve v(x,t) kompleks degerli fonksiyonlar, k& ve (3 reel sabitler olmak

tizere CNLS denklemi

1y + kg, + (|u|2 + ﬁ|v|2)u =0, mp<z<uz, 0<t<T, 9)

vy + kvg, + (|U|2 + B|u!2)v =0, <<z, 0<t<T, (10)
ele alinacaktir. ug(x) ve vy(z) diizgiin fonksiyonlar olmak iizere baslangic kosullari,
u(z,0) = ug(x), v(x,0)=wvo(x), = <z<ux, (11)
ve sinir kosullar1 olarak homogen sinir kosullari
w(zy,t) = u(x,,t) =0, v(x,t)=v(x.,t)=0 0<t<T. (12)

kullanilacaktir. 5 = 0 oldugunda (9) — (10) sistemi (1) esitligi ile verilen iki ayr1 NLS
denklemine doniigiir. £ = f = 1 alindiginda (8) — (9) sistemine Manakov denklemleri
denir. Bu durumlar i¢in (9) — (10) denklem sistemi integrallenebilirdir [56]. (9) — (10)
denklem sisteminin kiitle ve enerji olarak adlandirilan iki tane korunum 6zelligi vardir. Simdi

bu korunum 6zelliklerinin nasil gosterilecegini ortaya koyacagiz.
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Teorem 2.2.1: u(z,t) ve v(z,t) (9)— (10) sisteminin ¢oztimleri olsunlar. (9) — (12) sistemi

icin her ¢ > 0 olmak iizere

Ql(t):/ T|u|2daz:/ o2z = Q1 (0) (13)
Qg(t):/ T|v|2dx:/T|v0|2dx:Q2(0) (14)

[Tk 2 NI o By
BU0) = [ [l ') = S0l o1 = S|

= [ R 1)) = § ol + al?) = FlaaPlanf] o = E©) 15)

esitlikleri saglanir.
Ispat: (I) (9) denkleminin her iki tarafim %(z, ¢) ile garpip, ¢cikan sonucun z’e gore x; *den

x,”ye integrali alindiginda

1/ utﬂdx+k/ umﬂdx—f—/ (|“|2+5|U’2)|u’2dx (16)

x Ty x

elde edilir. Homojen sinir gart1 (12) yardimiyla

Ir
/ Uy WAL = Uy Uy,

k)

Ty Tr
—/ Up Uy dT
x] 1)
Ty
= —/ ug |*da
Zy

bulunur. (16) esitliginin sanal kismi1 dikkate alindiginda
0,1
Re{ug} = = (5P

oldugundan

o (1,

x|
elde edilir. Boylece Q)1 (t) = @Q1(0) oldugu gosterilmis olur. Benzer sekilde (10) denkleminin

her iki tarafi ©(x,t) ile ¢arpilip, ¢ikan sonucun z’e gore x; ’den x, ’ye integrali alinirsa,
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homojen sinir gart1 yardimiyla

a x

"1
5 |U\da:—0

oldugu goriilebilir.
(IT) (9) ve (10) denklemleri sirastyla —u; ve —uv; ile ¢arpilip, ¢ikan sonucun z’e gore z;’den

x,”ye integrali alinirsa

—i/ || *dw — k;/ Uy UgdT — (|u|2 + B|v\2) wigdr =0 (17)
x

—i/ ‘Ut’2d$—k/ vmvtdx—/ (]v|2+6]u\2)vv_tdxzo (18)
@

elde edilir. Homojen sinir sartlar1 kullanilarak

T X
/ Uga Ugdr = — / Uy Uz dx
x] xy
Ty T
/ U:va:v_tdx - _/ Ua:v;rtdx
x; )

yazilabilir. (17)ve (18) esitlikleri taraf tarafa toplanip reel kisimlar1 dikkate alindiginda

oldugu goriiliir.

2.3. Ikili Lineer Olmayan Schrodinger Sistemi icin Yiiksek

Mertebeden Korunumlu Sonlu Fark Tasarisi

1 diizgiin bir fonksiyon olmak tizere, Taylor serisi acilimindan

4 1 B d* 4
§(¢J)x5c - §(¢g)m = i + O(h%) (19)
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oldugu goriilebilir. 1. boliimde yer alan (8) numarali notasyonlara bagh olarak, He ve

ark. [22] (9) —

onermiglerdir.

(10) denklemlerinin sayisal ¢oziimii i¢in asagidaki sonlu fark tasarisini

s~ Rk 3 | g
+ (|v;?+1|2 + |v§‘|2> }ug‘*% =0, (20)

%(v; oz — g(U;JFQ)xZ’ + % {|U;l+1|2 + [vf 2
+7 (]uy+1|2 + myP) }v;*% =0, 1)
u? = up(z;), ’U]Q =uwv(z;), —-1<j<J+1, (22)
ut €ZYT, W EeZYy, 1<n<N-1 (23)

Simdi, bu sonlu fark tasarisinin varlidi, tekligi ve ayrik korunum 6zellikleri gibi 6zelliklerinin

incelemesi yapilacaktir.

Teorem 2.3.1 (Yuyu He ve ark.) [22]: (20) — (23) sonlu fark tasarisi

kiitle ve enerji korunumuna sahiptir. Burada Q7 =

E’n

T=Q"'=...=0Q% n=0,1,...,N (24)
Qr=Qy'=...=@% n=0,1,...,N (25)
E'=F"1=... =E n=0,1,...,N (26)

2, Q% = ||v™]|* ayrik kiitleleri ve

(gl =+l l*) - (||U"||21L 1v311%)

wl?r

|
e~ = @I?v
M =

(IU”I4+ o7 |* + 281?07 ) 27

<.
Il
—_

ayrik enerjiyi gostermektedir.



Ispat: (I) vt + u® ile (20) denkleminin i¢ ¢arpimi hesaplanip sanal kisimlar dikkate

alindiginda

N

[l = [Ju"[]*] =0 (28)

elde edilir. Buradan Q"' = Q7 oldugu goriiliir. Benzer sekilde v"*! + v ile (21)

denkleminin i¢ ¢arpimu hesaplanip sanal kismi dikkate alindiginda

S e

(o™ 1? = [lv™]1?] = 0 (29)

elde edilir. Buradan Q5™ = Q3 oldugu goriiliir. O halde Q7 = |[u™|]> ve QF = ||v"?
oldugu goriiliir.
(IT) Ayrik enerji korunumu i¢in u™*' — y™ ile (20) denkleminin i¢ ¢arpimi hesaplanip reel

kismu dikkate alindiginda

k n n k n n
= (e = [ l®) + 2 (g™ = g ]?)
3 6
p ol
+7 Du?+ﬂ4 g [ + BT+ 7 ) (g = i) =0 (30)
j=1
elde edilir. Benzer sekilde v — " ile (21) denkleminin i¢ ¢arpimi hesaplanip, reel kisim
dikkate alindiginda
2k k
== (1P = 12 1P) + 5 (s 1% = oz 1P)
p I
7 3 [ = o B+ g B (o = )] =0 3D

1

<.
Il

bulunur. (30) ve (31) numarali esitlikler taraf tarafa toplandiginda

Qk n n n n
= R P+ o P) = 2 (g P+ o™ 7)

J-1

%Iw c»l:r

|: n+1|4 n+1‘4+26(|u2}+1|2|vn+1|2>
=1

<.
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2k k
= 5 (RGP + 102 17) = 5 (g ” + lo21°)
-1
S e et 250
=1
elde edilir. Buradan E"*! = E™ oldugu goriiliir. Boylece E" = E" ! = ... = E° oldugu

gosterilmis olur.

Lemma 2.3.1 (Zhou ve ark.) [15]: Herhangi u" € Z aynk fonksiyonu igin,

p>2, 0= ve C, p ve h den bagimsiz bir sabit olmak iizere

SR

1
2

™l < € (llug 1 ™[ + u"1]) (32)

esitsizligi vardir.

Lemma 2.3.2 (Zhou ve ark.) [15]: Herhangi z > 0, y > 0 ve p > 1 olmak iizere

(z+y)" <27 (2" +7) (33)

esitsizligi vardir. Ozel olarak, p = 4 icin yukaridaki esitsizlikler

lu™lla < C(llugll flu™ 15 + u"]]) (34)
[ lls < C (Il o™ 15 + o™ 1) (35)
(g5l 17 + ) < 2° (el P + la"]]*) (36)

Lemma 2.3.3 (Ayrik Sobolev Esitsizligi) [50]: Herhangi u™ € Z) ayrik fonksiyonu igin,
[ loo < Cllu™|[ + Cofugl 37

esitsizligini saglayan C ve C5 pozitif sabitleri vardir.

Lemma 2.3.4 (Young esitsizligi):

p,q > 1 olmak lizere % + % = 1 esitligini saglayan her p, ¢ ve her a, b i¢in
ab? b

ab < — 4+ —
P q

19



esitsizligi saglanir.

Ornegin, |ul? |[*|v?[?

|” icin Young esitsizligi

Juf* + o7 [

5 (38)

[ v} ]* <

olarak yazilabilir. Benzer sekilde, ||u”||||u™||® ifadesi, Young esitsizli§inden yararlanilarak

[0 e

e < et 4 2

(39)

seklinde de yazilabilir.
Teorem 2.3.2: (20) — (23) sonlu fark tasarist

[ <O uzll <C, u"fle <C

[ <O, logll < €5 ol < C

esitsizliklerini saglar.
Ispat: Ayrik kiitle korunumlar1 (24) ve (25) yardimiyla ||[u™| < C ve |[v"| < C oldugu

goriilmektedir. Lemma 1.1.1 deki ||uz]|? < ||u.||? esitsizliginden

2k k
(e ll” + 1o217) < = (e l® + 1oz l?) = & (g 1” + oz17)

Wl &

seklinde yazilabilir. Ayrik enerji korunumu (27) denkleminden yararlanilarak

J—1
S (|u?]4 ol + 2ﬁ|ug\2|vy|2) + B

1

2%
3 Ul l® + vz 1) -

>

(luzll* + oz ]1?) =

| =

<

olarak diizenlenebilir. Kiitle korunumundan |[u"|| = ||u°|| ve [[v"|| = |[v°| oldugundan,

€ = qrzges olmak iizere (34) — (36) ve (39) esitsizliklerinden yararlamlarak

4(
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J—1
7 (It o+ 280 2o 12) <7 (Il + loz]2) + === (Ila"ll° + [+"|I")

J=1

| =

+2(1+8) CH(lu[I* + 10°]1)

elde edilir. O halde % (||u?||* 4 ||v7||?) ifadesi

. . 16 (1+ B3)C®
Jug]|? + [Jog|” ST(IWH6 + [|0°]°)
8(1+p3)Ct 4
= (O 1) + B

seklinde yazilabilir. Egitsizligin sag tarafindaki tiim ifadeler sabit oldugundan
Juzll <C, |zl <C
oldugu goriiliir. Boylece ayrik Sobolev esitsizligi (37)’den
[u"]los < C, [v"|lo < C dir.

Uyari: Teorem 2.3.2 (20) — (23) sonlu fark tasarisinin kosulsuz kararli oldugunu gosterir

[21].

24. Coziimiin Varhg:

(20) — (23) sonlu fark denklemlerinin niimerik ¢oziimiiniin varligini gostermek icin sabit
nokta Brouwer teoremi kullanilacaktir.
Lemma 2.4.1: (H, (., .)) sonlu boyutlu Hilbert Uzay1 ve F' bu uzayda siirekli bir fonksiyon

olsun.

IN>0, Vx € H, ||x]| =X Re(F(x),x) >0

ise
F(x*) =0 ve x| <A
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olacak sekilde x* € H vardir.
Teorem 2.4.1: (20) — (23) sonlu fark denklemlerinin ¢oziimleri vardir.

Ispat: u"™ = 2u"t2 — u” olarak yazilabileceginden (20) denklemi

4ikT kT
T, - B,

_ %—HQWI _ un|2 + |un|2 +B(|2W2 - Un|2 + |Un|2)}W1 -0

2(W1 — u") —

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde v"*! = 20"+ — oldugundan (21) denklemi

4k 1k
5 (W), + 5 (M),

= T2y — o [+ B2 — P+ )] W, = 0

2(W2 — v") —

seklinde yazilabilir. Burada Za;, = {W = (W, Wo) | Wy, Wy € Zg+} ve

(W, W'y = (Wi, Wa), (W, Wy)) = (Wi, W7) + (W, TW3),
W2 = [[W |2+ [|Welf?

olsun. Zay, iizerinde tanimlhi F' = (F}, F,) fonksiyonu

4ik k
FL(W) =2(Wi - ") = 25 (W), + S5 (1),

= (1201 = P 4 B(12We — "+ o)W

4ik K
) =2 - ) - ) B

)
_ ET HQWQ o Un|2 + |"Un|2 + 6(|2W1 o un|2 + |u”|2)]W2
olarak tanimlansin. (40) esitliginden

Re(F(W), W) = Re(F1(W1), Wh) + Re(F3(W2), Wa)

22
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olarak yazilabilir. W = (Wy, W) ile (42) ve (43) esitliginin, i¢ ¢arpimi hesaplanip, reel

kisimlar dikkate alinarak taraf tarafa toplandiginda,

Re(F(W), W) = Re(Fy(W1), Wy) + Re(Fy(Wa), Wa)
> 2 Wall* = (Jlu™[I* + 1WA %) + 20Wa* = (0" [* + [W2])
= WAl + [Wal* = (™1 + [lo"1%)
= [WI* = (" l* + [l0"7)

oldugu goriiliir. O halde |[W|* = (|[u"|* + |[v"||*) + 1 olmak lizere W € Zay igin
Re(F(W),W) >0 dir.
(un—i-l’ Un—i—l) — 2<W1"" W2*) _ (un’vn) olsun.

unJrl +un
W =2 = W =
anrl +vn
=2t s W=

olarak yazilabilir. Boylece (20) — (23) sistemi i¢in, Lemma 2.4.1 den F(W*) = 0 olacak

sekilde, W* = (u"!,v") € Zp), ¢Oziimii vardir.

2.5. Yakinsaklik ve Coziilebilirlik

Lemma 2.5.1 (Ayrik Gronwall esitsizligi) [57]: A, B negatif olmayan sabitler olmak iizere

{G"}5° , negatif olmayan dizisinin
n—1
G°<A G'<A+Br) &
i=0

esitsizliklerini sagladigini kabul edelim. Boylece G

G S AeBm'
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esitsizligini saglar.
Lemma 2.5.2 (Sun ve ark.) [44]: Herhangi U™, V" u",v" € Z) aynk, karmagik

fonksiyonlari i¢in
n n n n n n n n 2 n n n n
[T PV™ = [P | < (max{ U] V] [u®] 0" [}) (210" = a"| + V" = "))

esitsizligi saglanir.

Teorem 2.5.1: ug, vy icin 1 < j < J—1, 0 <n < N — 1 olmak iizere (20) — (23) sonlu
fark tasarisinin ¢oziimleri (9) — (12) sisteminin ¢oziimlerine ||.||., normunda O(7% + h*)
derecesinde yakinsar.

Ispat: u? = u(wj,t,) ve vF =v(w;,t,) (9) — (12) sisteminin ¢oziimleri ve U;' ve V7

(20) — (23) sonlu fark tasarisinin ¢oziimleri olsun. e} = Ul —uf , fi' = V* — o7 igin

n 1 n n n n nt+3
(@) = {37+ 07+ (v + )]
n n n n ntg
P g+ (0 + )
n 1 n n n n n+%
()} = 54 VPR VPR 4 807 4+ 107V,

—[|v}”1|2+ |U;L|2+B(|u?+1|2+ |u?|2)}v?+é}

olmak tlizere

crn 4k n+3 k n+3 n n
i(e] ) + ?(ejJrQ)xi — §(€j+2)ii +(q1); =17; (44)
) 4k n+3i k n+3i n n
i 5 (e = 57 e + (92)] = o (45)

hata denklemleri elde edilir.
(44) denkleminde (z;,t,,1) etrafinda Taylor seri agilimina gore [r}| < C(r* + h') ve
benzer sekilde (45) denklemi igin |s}| < C(7* + h*) yakinsaklik oranlari hesaplanr.

e +em ile (44) denkleminin i¢ ¢arpimi hesaplanarak sanal kisim dikkate alindiginda

1
—(Ie™H P = llef 1) + Im((g0)j, ™™ +€7) = Im(r", "™ 4 €") (46)
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elde edilir. Benzer sekilde f™*! + f" ile (45) denkleminin i¢ ¢arpimi hesaplanarak sanal

kisim dikkate alindiginda

1 n n n n n n n
—(IGHE = 717) + Imd(g2)7, 7 4 f7) = Tmds™, f77 + ) (47)
elde edilir. Uggen esitsizligi ve Lemma 2.5.2 den

n 1 n n+i n n+i
‘(gl)j §§|:(‘|Uj+1|2Uj 2_’uj+1|2uj 2

1 1
+ 'yU;LPUf*z — w2

)

N ‘I‘G"VU?% Pt
1 n+l ntl 2 ntl
< | (mae{ o B A ) e 167

1 1 2 1
(mae{ 01107 gl 41} ) el 4 1)
5 n+3 n+3 ? n+3
# 5| (maaf iyt v B L) el 1)

2
n n+i n ntL n ntg
(mas{ W vl 41 ) o+ 174

1 1
+ §<‘|‘/;n+1|2U;1+2 _ \v?+1|2u?+2

)

yazilabilir. O halde C bir sabit olmak iizere
NI < c(uenﬂuz e+ [ + Hf”r\?)
olarak yazilabilir. Boylece

[Im((g0)", ™ +e)| < C(Il(g)" 1" + e 1" + [le”]]*)

< O(lle™ M+ e I+ L+ [1LF11%) (48)
elde edilir. Benzer sekilde C' bir sabit olmak iizere

Ng2)" |2 < O(Hf"“n? U+ e + ||e"||2>
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veE

[Im(g2)", 0+ 1 < O (g2)" 1P+ 117+ 11£717)
< O™ P+ eI + LA+ 1LFm17) (49)

ifade edilebilir. Cauchy—Schwarz ve Young esitsizliklerinden

1 1
Imr®, e+ e") < 7”4+ [l + S e (50)
Imds”™, f77 4 ") < |ls"I1° + Sl + 5171 D

oldugu dikkate alinarak (48) — (51) denklemlerindeki ifadeler (46) ve (47) denklemlerinde

yerine yazildiginda

(e 2 + 7 412) = (2 + 1F712) < O (eI + | + L7741 + [1771P)

+ 7"+ [1s™ 1)
elde edilir. Bu esitsizlik

n =0 i¢in
(et 1+ A7) = (eI + 1F20%) < Cr(llet I + el + 1A+ 1LF1F)

+7 (117 + [15°11)

n=11icin
e+ 120%) = (eI + 1F117) < Cr(le®* + et + LF211° + 11£11)

+7 (Il 1+ 1ls"11%)

26



n=mn-—21¢n
(e 2+ 17 12) = (e 22+ 177 21) < Or (e + len2)?

A A1) A+ 7 (202 s 207)

n=mn—11i¢in
(el 4+ 1771) = (e + 17 2) < Cm(llen ) + e 2

P 1HP) + 7 (2 s )
seklinde her n i¢in yazilabilir. Elde edilen bu esitsizlikler taraf tarafa toplandiginda

(eI +1F71%) = (el® + 1L£017) <Cr - (el + 1LF11°)
=0

+Cr(lle1* + 11/11)

n—1
+7 (1717 +1s'1)
=0
n—1
(T =Cr) (e 1P+ 1112) Il + £ +Cr Y (el + 17117
=0
n—1
7y (1717 + 11s'))
=0

seklinde diizenlenebilir. Burada

1
72 (I +11s1%) < mnomaz {117, [1s']1*}

=0

< CT(T2 + h4)2

esitsizligi dikkate alindiginda, 1 — C'7 > % olacak sekilde 7 yeterince kiiciik ise
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n—1
le™ 1+ 1117 < Cr Y (1P + 1£17) + C (7 + 1Y)’

=0

yazilabilir. Lemma 2.5.1 den

le"l? + 1717 < C (7% + bt e

< 0(7'2 + h4)2

bulunur. O halde |[e"||> < C(7% + h4)2 ve ||f"|I? <C(r*+ h4)2 oldugu goriiliir.

2.6. Sayisal Ornekler

CNLS denkleminin ¢6ziimii i¢in ¢ok sayida calisma yapilmistir. Zhang ve ark. [58]
CNLS i¢in korunumlu bir sonlu fark tasaris1 sunmustur. Li ve Vu-Quoc [17], niimerik
cOziimlerin basarisinin, denklemin kiitle ve enerji gibi 6zelliklerinin korunumlu olmasi
ile iligkilendirilebilecegini ortaya koymustur. Korunumlu sonlu fark tasarilar1 farkli
caligmalarda lineer olmayan denklemlerde [59-63] ve baska calismalarda simplektik
tasarilarda kullanilmig [64—67], sayisal sonuclarin oldukga iyi oldugu sunulmustur. [26, 68]
calismalarinda soliton carpismalarinin simiile edildigi coklu simplektik yontem ortaya
koyulmustur. [18-20] ¢alismalarinda CNLS denkleminin baglangi¢ sinir kogullart i¢in lineer
tasarilar ortaya koyulmustur.

Ornek 1: Tek Soliton

k=1 ve a,v degeri bilinen sabitler olmak iizere (9) — (10) sisteminin soliton ¢8ziimleri

u(z,t) = 12fﬁsech(\/ﬁ(x — vt))exp(ive — Z(%Q — a)t)
v(x,t) = — 12_;15566h(\/ﬁ(x — vt))exp(ive — Z(V; — a)t)

seklindedir.
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Bu coziimlerden yararlanarak , baglangi¢ kosullar

ele alalim. Bu ornekte parametreler z;
secilmigtir. Bu parametreler i¢in farkli zamanlardaki ayrik kiitle Q7 (24), Q% (25) ve ayrik
enerji £ (27) degerleri Tablo 2.1°de listelenmigtir. Bu degerler bize (20) — (23) sonlu fark

tasarisinin ayrik kiitle ve ayrik enerjiyi tam olarak korudugunu gostermektedir. Tablo 2.1

up(z) =

vo(z) = —

—_

—_

DO

¥+
™

+

=

=-20, z, =70, a=1, v=1, =

degerleri Teorem 2.3.1’1 desteklemektedir.

a sech (\/ﬁw) exp (wx)

Y sech (\/ﬁx) exp (zy:c)

Qr

Q3

En

15

30

45

1.697056274990299

1.697056274990297

1.697056274990299

1.697056274990299

1.697056274990299

1.697056274990297

1.697056274990300

1.697056274990299

0.281091622315605

0.281091617013017

0.281091289264162

0.281091065429061

Tablo 2.1 Tek soliton ¢oziimii igin Q7, Q% ve E™ degerleri. h = 0.25, 7 = h?

Soliton ¢oziimler Sekil 2.1° de gosterilmistir. Sekilden de goriilecedi iizere soliton dalgalari
boylarinda ve genliklerinde herhangi bir degisim olmadan saga dogru ilerlemektedir. Bu

durum bize (20) — (23) sonlu fark tasarisinin tek soliton ilerlemesini ¢ok iyi simiile ettigini

gostermektedir.
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1 E
’
|’: g
08| i :
! :
F é
= i! :
= 06 ! 5
HI :
It :
04+ I :
i E
i1
: : iy
0 i = = + s
20 -10 0 0 20 30 40 50 60 70

Sekil 2.1 Tek soliton ¢oziimii icin solitonlarin hareketleri. h = 0.25, 7 = h?

Sekil 2.2, 0 <t < 5 aralifinda ayrik kiitle korunumlar1 Q7 (24) ve Q5 (25) toplamini, yani
Q7 + @Y, ve ayrik enerji korunumu E™ (26) grafiklerini gostermektedir. Bunlara ait bagil
hatalar Sekil 2.3 te verilmistir. Kiitle ve enerji korunumundaki bagil hatalarin sirastyla 10717

ve 10710 civarinda ¢ikmast, sayisal sonuglari teorik sonuglart dogruladigini gostermektedir.
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Kitle

35 Enerji
3.45
05}
3.4
3.35 ] oal
33
o5 0.3}
32
0.2]
3.15
3.1 0.1
3.05
0
3 0 1 2 3 4 5
0 1 2 3 4 5 t

Sekil 2.2 Tek soliton ¢oziimii icin Kiitle ve Enerji grafikleri. h = 0.25, 7 = h?

L1015 Bagil Kiitle Hatasi

L1010 Bagil Enerji Hatasi

3

A
i, m.th.Ml. IMMHJ

Sekil 2.3 Tek soliton ¢oziimii igin Kiitle ve Enerji bagil hata grafikleri. h = 0.25, 7 = h?

Ornek 2: iki Solitonun Carpismasi

(9) — (10) denkleminde k£ = 1 ve (11) baslangi¢ kosullarin1 agagidaki gibi alalim

uo(z) = v/2rysech(riz + %)exp(il/lz), (52)
vo(x) = V2rysech(ryx + %)exp(il/ﬂ). (53)
Bu 6rnekte parametreler x; = —40, z, = 40, h = 0.125 ve 7 = h? alimp ii¢ farkli durum

incelenecektir.
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1. Durum (Elastik Carpisma) : (52) — (53) baglangi¢ kosulundaki parametreler r; = ry =
L, oy =—2=18, vy = -1y, =%, v=1ve = 0olsun. Sekil 2.4, 0 < ¢ < 50 araliginda
iki solitonun ilerlemesini gostermektedir. Sekilden de goriilecegi iizere solitonlar yonlerinde
herhangi bir degisiklik olmadan ilerlemektedir. Her iki solitonun birlikte ilerlemesi Sekil
2.5’te verilmistir. Sekil 2.5’te goriildiigli gibi solitonlar birbirine yaklasmakta ve yaklagik
t = 30 aninda birbiriyle carpismaktadir. Bu durum bize ¢arpismanin elastik oldugunu yani

solitonlarin birbirinin i¢inden gecerek ilerlemeye devam ettiini gostermektedir.

VI

0
0 - o] -
-40 20 X -40 20 X

Sekil 2.4 Iki solitonun ayr1 ayri ilerlemesi. v = 1, 8 = 0

Ul +]V|

0 -20
-40 X

Sekil 2.5 iki solitonun birlikte ilerlemesi. v = 1, 3 = 0
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Kitle

; Enerji
95
4l
9
3t
8.5 5L
8 1L
7.5 0OFr
7 Al
6.5 27
6 37
al
5.5
-5
5 0 10 20 20 40 50
0 10 20 30 40 50 t

Sekil 2.6 Iki soliton ¢oziimii icin Kiitle ve Enerji grafikleri. v = 1, 8 = 0

Sekil 2.6 bu ¢carpismaya ait kiitle ve enerji grafiklerini gostermektedir. Sekilden de goriilecegi
gibi kiitle ve enerji tam olarak korunmaktadir.

2. Durum (Fiizyon): (52) — (53) baslangi¢c kosulundaki parametreler r; = 1.2, ry =
Loy = -2 =18, vy = -1, =%, v =3 ve = ; olsun. Sekil 2.7, 0 < ¢ < 30
aralifinda iki solitonun ilerlemesini gostermektedir. Sekil 2.8’te goriildiigii gibi solitonlar
birbirine yaklagmakta ve yaklasik ¢ = 25 aninda birbiriyle ¢arpigmakta ve carpigsma anindan

sonra birlesmekte ve tek soliton olarak ilerlemektedir.

VI

0 -20
-40 X

N[ =

Sekil 2.7 Iki solitonun ayr1 ayri ilerlemesi. v = % 8=
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Ul +]V|

-40 ) X
Sekil 2.8 Iki solitonun birlikte ilerlemesi. v = %, 8= %
Kitle Enerji
10 0
9.5 r
2k
9
-3+
8.5 al
8 5
7.5 6
a1
7
-8+
6.5 ol
6 : : : : : -10 : : : : .
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

t

Sekil 2.9 Iki soliton ¢6ziimii icin Kiitle ve Enerji grafikleri. v = %, 8=

N[ =

Sekil 2.9, bu carpigmaya ait kiitle ve enerji grafiklerini gostermektedir. Sekilden de

goriilecegi gibi kiitle ve enerji tam olarak korunmaktadir.
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3. Durum (Yansmma): (52) — (53) baslangi¢ kosulundaki parametreler r; = 1.2, 7y =
Lxy=—-2=18, = - =% v=105vef = golsun. Sekil 2.10, 0 <t < 100
aralifinda iki solitonun ilerlemesini gostermektedir. Sekil 2.11, her iki solitonun birlikte
carpisma anim gostermektedir. Sekilden de goriilecegi tlizere solitonlar carpigsma anindan

sonra yansimaktadir.

VI

0 -20 -
-40 X -40 X

Sekil 2.10 Iki solitonun ayr1 ayr1 ilerlemesi. v = 1.05, 8 =

win

|U[+]V|

0 -20
-40 X

Sekil 2.11 Iki solitonun birlikte ilerlemesi. v = 1.05, 8 = %
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Kiitle Enerji

10 0
9.5 1
9 2
8.5 3
8 4
7.5 5
7 -6 F
6.5 7
6 8
5.5 9
5 -10
4] 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

t

Sekil 2.12 Iki soliton ¢oziimii i¢in Kiitle ve Enerji grafikleri. v = 1.05, 8 = %

Sekil 2.12 bu carpismaya ait kiitle ve enerji grafiklerini gostermektedir. Sekilden de

goriilecegi gibi bu durum icin de kiitle ve enerji tam olarak korunmaktadir.
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3. GUCLU IKILI LINEER OLMAYAN SCHRODINGER
SISTEMI

3.1. Giris

Giiclii ikili lineer olmayan Schrodinger (SCNLS) denklemi matematiksel fizik, lineer
olmayan optik, biyolojik yapilar ve mekanik alanindaki bir ¢ok olay1 ifade etmek icin
kullanilmigtir. CNLS denklemleri *zayif ikili’ olarak adlandirilirken, I' sabitini igeren terimler
eklenerek ’ giiclii ikili’ denklem elde edilmistir [S6]. Ayn1 ¢alismada Sonnier ve Christov [56],
giiclii ikili lineer olmayan Shrodinger (SCNLS) denklemi i¢in yakinsak bir tasar1 sunmustur.
Bu boliimde, SCNLS sisteminin sayisal ¢oziimii i¢in ilk olarak literatiirde yapilmis enerji
ve kiitle koruyan bir sonlu fark tasarisi incelenecek ve ardindan literatiirde daha dnceden

caligitlmamig yeni bir sonlu fark tasaris1 onerilecektir.

3.2. Giiclii Ikili Lineer Olmayan Schrodinger Sistemi icin Kiitle ve

Enerji Korunumu

Bu boliimde, u(z, t) ve v(z, t) kompleks degerli fonksiyonlar, /3, o, e,y ve I reel sabitler,
r <z <z, 0<t< T olmak lizere giiglii ikili lineer olmayan Schrodinger (SCNLS)

denklemi

iy + By + [al\u|2 + (al -+ 2a2)\v\2}u +yu+Tv=0 (54)

10y + PUre + [a1|v|2 + (ozl + 2042) |u|2}v +yw4+Tu=0 (55)
ele alinacaktir. Baglangic kosullar

u(z,0) = ug(x), v(z,0) =vy(x) (56)
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ve homojen sinir kogullar

u(zy, t) = u(z,,t) =0, v(z,t) =v(x,,t) =0 (57)

olacak sekilde tanimlanmaktadir. (54) — (57) denkleminin «; > 0 i¢in sech tipinde
coziimleri, vy < 0 icin tanh tipinde ¢oziimleri vardir. Literatiirde cogunlukla sech
tipinde ¢oziimler goz Oniinde bulundurulmugtur. I' = 0 iken (54) — (57) denklemine
Gross—Pitaevskii denklemine, as = 0 iken ise Manakov denklemine doniismektedir [69].
SCNLS denkleminde (a; + 2a) katsayist integrallenebilmeyi tanimlamaktadir [70]. v =
I' = a3 = 0 iken analitik ¢Ozlimiiniin oldugu gosterilmistir [S6]. SCNLS denklemi
son yillarda farkli korunumlu tasarilar ile incelenmistir. Sonnier ve Christov korunumlu
Crank-Nicolson yontemi kullanmis ve v = a» = 0 alarak elastik ve elastik olmayan
soliton carpigsmalarini incelemistir [56]. Todorov ayni1 yontemi kullanarak, aritmetik islemler
ile hesaplama kolaylif1 saglamistir [30]. Bu her iki makalede de = degiskenine gore
ikinci mertebeden yakinsaklik gosterilmistir. 7" sabit bir pozitif sayi, t € [0,7] olmak
lizere, —x; ve x, yeterince biiyiik alinirsa baglangic-sinir deger probleminin, asimptotik
baglangi¢c-sinir deger problemine yakinsayacagi bilindiginden, Wang ve ark. [14], v = 0 ve
homojen Dirichlet baslangic sinir kosullarini alarak giiglii ikili lineer olmayan Schrodinger
(SCNLS) denklemini incelemislerdir. Bagka bir ¢alismada, (54) — (55) denklemi ikinci
mertebeden yakinsak coklu simplektik Preismannn tasarist sunulmus, tasarinin kiitle ve
enerji Ozelliklerini korudugu gosterilmistir [71]. Aydin ve Karasozen makalelerinde [69],
ikinci mertebeden yakinsak Lobatto IIIA-IIIB yontemi ile SCNLS denklemine Preissmann
yontemi kadar etkili bir tasar1 sunmuglardir. Akkoyunlu calismasinda [72], yap1 koruyan bir
ortalama vektor alan1 (AVF) yontemini SCNLS denklemine uygulamis ve Lobatto IIIA-IIIB
yontemi ile karsilagtirmigtir. Sayisal sonuglar, AVF yonteminin Lobatto IIIA-IIIB yontemine

gore, global kiitle ve enerjiyi koruma konusunda daha basarili oldugunu ortaya koymustur.
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Teorem 3.2.1: u(x,t) ve v(x,t) (54) — (57) sisteminin ¢oziimleri olsunlar. (54) — (57)

sistemi

Q) = [ (uP + )iz = Q) (58)
Zy
s «
E(t) = / [— Bu2+v2) + 71(|u|4 + |v|*) + (a1 + 2a2) (Jul?[v]?)
]
+ v (|ul® + |v]?) + 2T Re{av} | dz = E(0) (59)
esitliklerini saglar.
Ispat: (I) (54) denkleminin her iki tarafi %(x, t) ile arpilip, ¢ikan sonucun z’e gore z; *den

x,’ye integrali alindiginda

z/ wadr + ﬂ/ Uy WAL +/ {a1|u]2 + (an + 2a2)]v|21 wadz
x] Zy Ty

+7/ uﬂdm—i—F/ vudr = 0 (60)

Ty )

elde edilir. Homojen sinir gart1 (57) yardimiyla

/ Ug, UAT = —/ |u, |*da (61)
x; x;

bulunur. Benzer sekilde (55) denkleminin her iki tarafi (x, t) ile ¢arpilip, ¢ikan sonucun z’e

gore z; "den x, ’ye integrali alinirsa, homojen sinir sart1 yardimiyla

/ Vg UdT = —/ v, |2 da (62)
T Ty

bulunur. (61) ve (62) denklemleri taraf tarafa toplanirsa

Im{vi + uv} =0 (63)
ve
_ 0,1 2
Re{uu + vo} = % §(|u] + [v]*)} (64)
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oldugundan, ¢ikan sonucun sanal kismi1 alindiginda
— = (Ju]* + |v|*)dz =0 (65)

elde edilir. Boylece Q(t) = Q(0) oldugu gosterilmis olur.
(IT) (54) ve (55) denklemleri sirastyla —u; ve —v; ile ¢arpilip, ¢ikan sonucun x’e gore z;’den

x,’ye integrali alinirsa

—i/ |, |2 dw — ﬁ/ Uy Uy A —/ [a1|ul2 + (a1 + 2a2)|v|2} utgdz
T ] £

l

—’y/ uu_t—F/ vugdr =0 (66)
Ty T
—2'/ v |?d — B/ Vpr Uy dT — / la1|v|2 + (a1 + 2a2)|u|2} VTdx
] x; x;
—’y/ vv_t—F/ uvydxr = 0 (67)
Ty Ty

elde edilir. Homojen sinir sartlar1 kullanilarak

T T
/ Ugz Ugdr = — / Uy Uz dx
x] x]
Ty Tr
/ Uxxv_tdx = _/ vaxtdx
] )

yazilabilir. (66)ve (67) esitlikleri taraf tarafa toplanip reel kisimlart alindiginda
E(t) = E(0) (68)
oldugu goriiliir.

3.3. Giiclii ikili Lineer Olmayan Schrodinger Sistemi icin Korunumlu

Sonlu Fark Tasarisi

J ve N herhangi pozitif iki tam say1, h = (z, — z;)/J ve 7 = L olmak iizere (z;,t,)

noktast t, = n7, x; = jh ve w = wj olacak sekilde, u} ~ u(x;,t,) ve v} =~ v(z;,ty,)
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olsun.

QE]]JFI = {'LU = (w07w17"'7wj)’w0 - w] - 0}

kompleks, ayrik fonksiyonlar uzaym gosterelim. Her U", V" € Qg“ fonksiyonlar1

icin asagidaki fark operatorlerini, ayrik i¢ carpimini, normu ve maksimum normlarini

tanimlayalim.
wh o —w? w® — wh
(w]) = = () = L
wt — wh — ™!
(w;l>t— J - ]7 (w;l)g: J 7_J
J-1
1 -
()i = 5 () + (wf)e), (' w") =AY wfwy
j=1
J-1
lw™|[* = (w", w"), [ 1 = h Y [(w]).f?
j=1
J-1
lw™|l3 =R Jwf|? [ oo = max |wf
* — gt
]:

Yukaridaki notasyonlara bagli olarak, Wang ve ark. [14], (54) — (57) denklemlerinin sayisal

¢cOziimii i¢in asagidaki sonlu fark tasarisin1 6nermistir.

iU+ g(UJnH i Uf_l)xf + % {a1|Uf|2 + (al + 2a2)|v;n|2} (an+1 + U}‘_l)
+%(Uf*1+Uf‘1)+FVj”:O, 1<j<J—1, 0<n<N-1, (69
iV + g(l/;-"“ + V) + % [allvj”\z + (a1 + 2as) Wfﬁ] (vt v
+%(vjn+1+vjnf1)+w;:o, 1<j<J-1, 0,<n<N-1, (70)
U =uo(x;), VP =wo(x;), 1<j<J—1, (71)
Up=U'=0, Vg'=V"=0, 0<n<N-L (72)

Simdi, bu sonlu fark tasarisinin ayrik kiitle ve enerji korunum 6zellikleri incelenecektir.
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Teorem 3.3.1 (Wang ve ark. [14]) (69) — (72) sonlu fark tasarisin = 0,1,2, ...,

(T2 U™+ IV + Ve )2)

[\DI»—t

Q" =

J—1
+ TFIm{h S (Ut upvt) }

j=1
=Q"l=...=Q"
mn /8 n n n n
E" = — (0271 + 02 1P+ V1 + 1Vl

J—1
a1 n n n n
+th UF PO P+ VPV
7=1

J-1
&1+'2@2 ni2|pn w2y
4 hz |Ug ‘2|Uj+1’2+“/} |2|V; +1|2)
J=1
+ (U + O 12+ [V + V)
J-1

FLRRY. (T 4 UV
j=1

! »-lkIQ

=F" 1= . . =E"

kiitle ve enerji korunumuna sahiptir.
Ispat: (I) U™*! + U™! ile (69) denkleminin i¢ carpimi hesaplandiginda
B

2h?
J-1

1 n n— n n— c n n—
ool LG el [ 1||2} — 5l (U U P+ IO+ U P

HRE YD (VU VIO 4 SO U

j=1
bulunur ve bu ifadenin sanal kismu dikkate alindiginda
J—1

HUn+1H2 _ HUn1H2:| + TFIm{hZ (V;nUJn+1 _ ‘/JnU;hl)} -0

j=1

DN | —
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N — 1i¢in

(73)

(74)

1)||2 — 0

(75)



elde edilir. (75) denklemine ||U™||? eklenip ¢ikartildiginda

J-1

]' n n HT
5{”(] 2+ ||U |y2] —i—TFIm{hZ (Viur'y
j=1
1 J—1 L
-3 [||U”||2 + ||U"—1||2] +rIm{h Y (U7'Vi} =0 (76)
7j=1

elde edilir. Benzer sekilde V™! + V=1 ile (70) denkleminin i¢ ¢carpimi hesaplanip sanal
kisim dikkate alindiginda
J—1

[HV"“H? - Hv“HQ] +7TIm{h Y (UpVH = Up VT =0 (77

j=1

N | —

elde edilir. (77) denklemine ||V"||? eklenip ¢ikartildiginda

J—1
1 n+11|2 n|2 ny n+1
3 [IV2E 4 IV e 3 (0377
7=1
1 J—1
-5 [||V"H2 + ||V"—1||2] +7CIm{hY (V') =0 (78)
j=1

elde edilir. (76) ve (78) denklemleri taraf tarafa toplandiginda

J—1
1 n n n n nrrn ny n+1
U O [ V) e S (T 07

j=1

J-1
1 - n n-— n—177n n—17,n
=[SO+ 10+ IV ) S (v T 0 T

j=1

(79)

elde edilir. Dikkat edilecek olursa (73) esitligindeki 7" Im{h Zj:_ll (Vj"U ;l“ +U ;‘Vj"“)}

terimi 7 — 0 iken sifira dogru yaklasim yapacagindan Q" = Q"' = ... = Q° oldugu
goriliir.

(II) Enerji korunumunu gostermek i¢in (U"*! — U"~') /2 ile (69) denkleminin i¢ ¢arpimi

hesaplanip reel kisim dikkate alindiginda
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J—-1
6 n n— o n n n n—
= (U2 = U2 + h Y (107 PIUF P = 0y IO )
7=1

Oé + n n n—
: hZW (1051 = o)

}(HU"HHQ Jom=1?)
r J-1 L L
+Re{h Y (VU = VIURT) =0 (80)
j=1

elde edilir. Benzer gekilde (V™™ — V"~!)/2 ile (70) denkleminin i¢ carpimi hesaplanip

reel kisim dikkate alindiginda
3 o oL
n n— 1 n n n n—
= UV = IV P) + n D (VP PIV 2 = VPV TP)
j=1

o1 + 2a S
1 2 n n n—
+ =Ry (O - V)

4 .
7j=1
ﬁ}/ n n—
+ o (VP = IveiiP)
T J-1
+ g Re{hy U7V = U7V =0 (81)
j=1

elde edilir. (80) ve (81) denklemleri taraf tarafa toplandiginda

J—1
6 n n Qg n n n n
—Z(HUxHHQH\VxHH + hz U7 PIUZ P+ VRV
7j=1

J—1
2
041—1- Oézhz |V" |U”+1|2—|—|U"| |Vn+1|)
Jj=1
”Y L2 aas!
+ (R + V)

J-1

+ pRelh Y (T + V)
j=1
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6 n— n— aq — n n— n n—
=7 TP+ 1V ) +zhz UG P17+ VPPV
7j=1
J—1
+2
SRy (VPO A (U PV )
7=1
’y n— n—
+ o (TP V=)
J-1
nyrn—1 nys/n—1
- Re{hz (Vrurt+urve
7=1

elde edilir. Esitligin her iki tarafina |U2||* + ||V ve ||[U"||* + ||V"|]* eklendiginde

J-1
B0 v U V2RI + S S (ORI V)
7=1

J—1
1Th2(|v 12 log +1|2—|—|U 2 v +1|2)
7=1
/Y n n n n
+ (TP + VP + TP+ 1V)P)
J—1
+ Re{hz (Vrurtt + orveth
7j=1

J—-1
N2V + U2 V) + SRS (U7 ROy + VIV )
j=1

J—1

a +2a

1 th "/;n|2|U;1—1|2+|U;1|2|‘/;n—1|2)
7=1

,y n n n— n—
+ (TP VP + 10+ IV P)
I J-1

+ 5 Re{h (Vo + UVt

j=1

elde edilir. Buradan E"™! = E" oldugu goriiliir. Boylece E* = E"! = ... = E° oldugu
gosterilmis olur.
Sonnier ve Christov [56] calismalarinda SCNLS denkleminin (54) —(55) say1sal ¢oziimii i¢in

lineer olmayan iki adiml
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UnJrl Un ﬁ ‘/jnJrl 4 ‘/Jn

i =S [P =207+ U+ UL = 20 + U] +
on (U7 + [UFP) + (e + 20) (VP + [V
+ 2O+ 07 + 7 ), ®
Z-—ijf S o v 2 V] ¢ #
ar (V7 + [VFP) + (0 + 202) (171 + |UFP)
+ V) + a S (U7 + 0. 3)

yontemini onermislerdir. Ayrica bu yontemin sirasiyla ayrik kiitle ve enerjisi

M™

Mz M=

(W\? + |97 ) =

£ [ (5 l? — 1 165l — 10512) + 2 (w1 + 1671

1

(17 21071%) + (W02 + |¢71%) + 2D Re{g7y7 }

1\3|Q 5

olmak iizere ayrik kiitle ve enerjiyi korudugu gosterilmistir.

3.4. Giicli Ikili Lineer Olmayan Schrodinger Sistemi icin Yapi

Koruyan Yeni Bir Sonlu Fark Tasarisi

Bu boliimde SCNLS denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in literatiirde daha 6nceden ¢aligiimamis
yeni bir sonlu fark tasaris1 6nerilecektir. Bu tez ¢alismasinda (54) — (57) denklemlerinin

sayisal ¢O6zlimii icin asagidaki sonlu fark tasarisin1 6nermekteyiz.
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+l k’ +l 1
n 2>If_§(uj 2)ii+§|:’u?+l|2+|u§z|2
n—l—% n—l—%

n4i
5 (g P ) [ e

I
o

/n n—f—l ]f n—f—l 1 n n
Z(”j )t + 3 (Uj Q)gc:f - g(vj 2)9&:}3 + 5 |:‘Uj +1|2 + ’Uj ‘2

L ol nt L
+ 0 <|u}”1|2 + |u’;|2) ]vj+2 —l—mjj+2 +Fuj+2 =0

u;) = u0<xj)7 U;-] = Uo(l'j), 1 S j S J — ]-7

ut € 2y, v eZyt, 0<n<N-1,

(84)

(85)

(86)

(87)

Simdi, bu sonlu fark tasarisinin ayrik kiitle ve enerji korunum ozelliklerinin incelemesi

yapilacaktir.
Teorem 3.4.1: (84) — (87) sonlu fark tasarisin = 0,1,2,..., N — 1 i¢in

Q" =|lu"|* + [lv"||*

Q" = = Q"

kiitle korunumuna ve

2 k
E" == (Il ” + vz 1°) = 5 (lezl® + oz 1)

w| R

J—-1

h n n n n
=B gt gt + 250 )

j=1

BO |2

J—1
(™[ + [lo"[1?) = TRe{n > (v7ul)}
j=1

=F"t=...=E"

enerji korunumuna sahiptir.
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Ispat: (I) u"*! + v ile (84) denkleminin i¢ ¢arpimi hesaplanip sanal kismi dikkate

alindiginda
1 J—1
— [l P =l [7] + Im{AD Y (5 + ) (™ + uf)} =0 (90)

Jj=1

elde edilir. Benzer sekilde v"*! + o™ ile (85) denkleminin i¢ ¢arpimi hesaplanip sanal kisim

dikkate alindiginda
1 J-1
= o™ M2 = o™ 1] + Im{ B (wf ™ + ) (o + o)} = 0 (91)
j=1
elde edilir. (90) - (91) denklemleri taraf tarafa toplandiginda ve Im(v"u®) = —Im(u"v™)
oldugundan
J—1
|:(||un+1||2 + ||Un+1||2) + TFlm{hZ (U?U?_H + U;zu;}+1)}:|
j=1
J-1
— [(Hu"”2 + [lv"I?) - TI‘Im{hZ (ut*toT + U?Hu?)}] =0 (92)
j=1
elde edilir. Bu durumda
(™12 + o™ %) = (" + [l"1%) = 0 (93)
yani Q" = Q" ' = ... = Q" oldugu goriiliir.

(I) Enerji korunumunu gdstermek icin u™™' — u™ ile (84) denklemininin i¢ ¢arpimi

hesaplanip reel kisim dikkate alindiginda

2k n n k n n
S (2 = ) = 2 ()2 = )
3 6
A J—1
0 [ = Rl B ) (R = )]
j=1
~ I J—1
+ 5(WHH2 — lu"|?) + §Re{hz (V) (W —u?)} =0 (94)
j=1
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elde edilir. Benzer gekilde (85) denklemine ayni islemler uygulandiginda,

T (et = ol®) = 2 (12 = [ 11)
hJ—l
7 D0 [ B B ) (R = )]
j=1
~ J—-1
+ 5 ("2 = " %) + Re{hZ uT ) (T =) =0 0 (99)

elde edilir. (94) ve (95) esitlikleri taraf tarafa toplandiginda,

2k . . n
?(||u1+1”2+||vz+1”2) -

iy

(0% + N0z 1)

_ ZZ [|Uj+1\4+ |/Uj+1|4+2ﬁ<| 112 |U +12 )]
j=1

MIQ

J-1
(I 2+ e 2) = TRe{h Y (o) a5}
j=1

(HU"H W) = < (il + 1oz ]17)

@Iw

h J—1
[|u;|4 e 2B(IU?IQIU§‘|2)}

=1

.

= 5+ ) = TRegn S ()} 6)

elde edilir. Buradan E™*! = E™ oldugu goriiliir. Boylece E" = E" ! = ... = EY oldugu

gosterilmis olur.

3.5. Sayisal Ornekler

Ornek 3: (84) — (85) sisteminin ¢oziimleri U” ve V™ olsun. Baslangic kosullar olarak

1 .
ug(r) = V2risech (Tlx + §DO) expiVoe/4

1 .
'U()(Jf) = \/§T236Ch(7”21' — §DO) exp_lv()x/4
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alimacaktir. Bu ornekte parametreler x; = —30,x, = 30, 8 =1, Dy = 25, Vo, = 1, r =
ro = 1,v = 1,I" = 1 olarak secilmistir. Sekil 3.1 h = 0.125 ve 7 = 0.1 icin kiitle ve enerji
korunumu grafiklerini gostermektedir. Kiitle ve enerji korunumundaki bagil kiitle ve bagil
enerji hatalar1 Sekil 3.2’de verilmistir. Bu degerler bize (84)—(87) sonlu fark tasarisinin ayrik
kiitle ve ayrik enerjiyi tam olarak korudugunu gostermektedir. Tablo 3.1 degerleri Teorem

3.4.1°1 desteklemektedir.

Kitle Enerji
10

9.5

8.5

7.5

6.5

© o 4 & b A b N s o

5.5

Sekil 3.1 iki soliton igin Kiitle ve Enerji grafikleri. h = 0.125, 7 = 0.1

«10°13 Bagil Kiitle Hatasi 109 Bagil Enerji Hatasi
4.5 4
4
35
35
3
3
25
2.5
2
2
15 1.5
1 1
0.5 0.5
0 0
o o5 1 15 2 25 3 35 4 45 0 05 1 15 2z 25 3 35 4 45

Sekil 3.2 Iki soliton icin Kiitle ve Enerji bagil hata grafikleri . h = 0.125, 7 = 0.1

Bu hesaplamalar daha genis zaman araliginda yapildiginda da kiitle ve enerji korunum
ozelliklerinin saglandig1 goriilmektedir. Sekil 3.3’de 0 < ¢ < 50 aralifinda h = 0.2 ve
7 = 0.04 i¢in kiitle ve enerji korunumu grafikleri gosterilmektedir. Bu parametreler icin
ayrik kiitle (88) ve ayrik enerji (89) degerleri Tablo 3.1°de listelenmistir.
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T | Qn B
0 | 7.999999999999957 | -5.083468035471824
10 | 7.999999999998488 | -5.083468038817759
20 | 7.999999999998062 | -5.083469182993205
30 | 7.999999999996069 | -5.101654253884667
40 | 7.999999999995336 | -5.083507002320395

Tablo 3.1 ki soliton ¢oziimii icin Q™ ve E™ degerleri. h = 0.2, 7 = 0.04

Kiitle

0 10 20 30
t

Sekil 3.3 ki soliton icin Kiitle ve Enerji grafikleri. h = 0.2, 7 = 0.04

40 50

Enerji

-10

Ornek 4 (Elastik Carpisma): Bu 6rnekte baslangic kosullar:

t

1 .
up(x) = V/2rysech (rz+ QDO) exp'Vo/4

1 .
vo(x) = V2rysech (rzx — 5DO) expivoe/4

parametreler ise § = 2, Dy =25, Vo = 1,1 =71y = 1,1y = —=30,2, = 30,y =1, =1

olarak secilecektir.
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VI

Sekil 3.4 Iki solitonun ilerlemesi. h = 0.125, 7 = 0.1

Ul+[V]

Sekil 3.5 Iki solitonun elastik ¢arpismasi. A = 0.125, 7 = 0.1

Sekil 3.5°de 6nerilen yontemin (84) — (87) soliton dalgalarinin hareketlerini degerlendirmek
icin olduk¢a giivenilir oldugu goriilmektedir. Her iki dalgamin da sekil ve yonlerini
degistirmeden aym dogrultuda ilerledigi goriilmektedir. Bu durum bize ¢arpismanin elastik
oldugunu gostermektedir. Bu sonuclara ait enerji ve kiitle korunumlart Sekil 3.6°de

verilmistir.

52



Kitle Enerji

10 0
9.5 1
9 2
8.5 3
B8 4
7.5 5
7 6
6.5 7
6 8
5.5 9
%0 10 20 30 40 50 0, 10 20 30 40 50
t t

Sekil 3.6 iki solitonun elastik ¢arpismasi icin Kiitle ve Enerji grafikleri. h = 0.125, 7 = 0.1

Ornek 5 (Solitonlarm Sikismasi (Trapped)): Bu 6rnekte baglangic kosullar

1 ,
uo(x) = V/2rysech (rz+ §D0) exp'Vo/4

1 .
UO(x) = \/§T25€Ch (7“233' — §D0) eprlVOm/4

parametreler ise 3 = 2, Dy = 25, Vo = 1,1 =1y = 1, 1y = —=30,2, = 30,y = 1,T =
0.0175 olarak secilecektir.

VI

Sekil 3.7 Iki solitonun ilerlemesi h = 0.125, 7 = 0.1
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U]+[V]

Sekil 3.8 Solitonlarin sikismast h = 0.125, 7 = 0.1

Sekil 3.8’de 6nerilen yontemin (84) — (87) soliton dalgalarinin hareketlerini degerlendirmek
icin oldukca giivenilir oldugu goriilmektedir. Her iki dalganin da carpistiktan sonra
sikigtiklarr goriigmektedir. Bu durum bize ¢arpismanin elastik olmadigini gostermektedir.

Bu sonuglara ait enerji ve kiitle korunumlar1 Sekil 3.9°de verilmistir.

Kitle Enerji

10 0
9.5 1

9 2
8.5 3

8 4
7.5 5

7 6
6.5 7

6 8
5.5 9

% 10 20 30 40 50 60 70 'wg 10 20 30 40 50 60 70

t t

Sekil 3.9 ki solitonun sikismast i¢in Kiitle ve Enerji grafikleri. b = 0.125, 7 = 0.1
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Ornek 6 (Solitonlarin Kaynasmas (Fiizyon)): Bu ornekte baslangi¢ kosullari

1 ,
ug(r) = \/ersech(rlx + §D0) expVoe/4

1 .
vo(z) = \/§T2860h (rgx — §DO) eXp—lVoﬂ:/4

parametreler ise 8 = % Dy=20,Vy=04,r=ro=1,2,=-30, 2, =30,yvy=1,
I' = 0.0175 olarak secilecektir.

[U]
V]

Sekil 3.10 Iki solitonun ilerlemesi A = 0.125, 7 = 0.1

Ul+[V]

20

-30 B X

Sekil 3.11 Iki solitonun fiizyonu. h = 0.125, 7 = 0.1
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Sekil 3.11°de 6nerilen yontemin (84)—(87) soliton dalgalarinin hareketlerini degerlendirmek
icin oldukca giivenilir oldugu goriilmektedir. Iki dalganin carpistiktan sonra kaynasarak
birlikte ilerledigi goriilmektedir. Bu durum bize carpismanin elastik olmadigini

gostermektedir. Bu sonuclara ait enerji ve kiitle korunumlar: Sekil 3.12°de verilmistir.

Kitle Enerji
10 0
9.5 1
9 -2
8.5 3
8 4
1.5 5
7 -6
6.5 7
6 8
5.5 9
5 -10
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t

Sekil 3.12 ki solitonun fiizyonu i¢in Kiitle ve Enerji grafikleri. h = 0.125, 7 = 0.1
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4. SONUC

Bu tez calismasinda ikili lineer olmayan Schrédinger (CNLS) sistemi igin literatiirde
yapilmig yiiksek mertebeden dogruluklu, yapir koruyan sonlu fark tasarisi incelenmisgtir.
CNLS sisteminin kiitle ve enerji olmak iizere iki korunum o6zelligi ispatlanmistir. lgili
sonlu fark tasarisinin ayrik kiitle ve ayrik enerjiyi de korudugunun ispat1 yapilmistir. Bu
sonlu fark tasarisinin ¢6zlimiiniin varligi, tekligi ve yakinsakligi incelenmistir. CNSL sistemi
ile ilgili teorik sonuclar1 (kiitle ve enerji korunumu) desteklemek icin sayisal Ornekler
verilmistir. Sayisal ornekler, elastik ¢arpisma, fiizyon ve soliton yansimasinin ¢ok basarili
sekilde simule ettigini gostermistir. Bu ¢alismadan yola cikarak giiclii ikili lineer olmayan
Schrodinger (SCNLS) sistemi i¢in yiiksek mertebeden dogruluklu, yapr koruyan yeni bir
sonlu fark tasaris1 Onerilmistir. SCNLS sisteminin kiitle ve enerji korunumu ispatlanmigtir.
Yeni oOnerilen sonlu fark tasarisinin ayrik kiitle ve ayrik enerjiyi tam olarak korudugu
ispatlanmistir. SCNLS sistemi ile ilgili teorik sonuglar1 desteklemek i¢in sayisal ornekler
verilmigtir. Sayisal Ornekler, Onerilen yontemin ayrik kiitle ve ayrik enerjiyi tam olarak
korudugunu ve uzun zaman araliginda SCNLS sisteminin soliton ¢oziimlerini simule etmede

cok basarilt oldugunu gostermektedir.
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