TOPOLOJIK UZAYLARDA YAKINLIK

NEARNESS IN TOPOLOGICAL SPACES

OZGUN SEFIK

Prof. Dr. Murat Diker

Tez Danigsmani

Hacettepe Universitesi
Lisansiistii Egitim-Ogretim ve Simav Yonetmeliginin
Matematik Anabilim Dali i¢in Ongérdﬁgﬁ
YUKSEK LISANS TEZI olarak hazirlanmistir.

2017



0ZGUN SEFIK'in hazirladign " Topolojik Uzaylarda Yakinlik” adl bu ¢ahsma
asagidalki jiiri tarafindan MATEMATIK ANABILIM DALI'nda YUKSEK LISANS
TEZI olarak kabul edilmistir.

Prof. Dr. Murat DIKER

Danigman | /\/lﬁ |,A/\.A .........

Prof. Dr. Mustafa DEMIRCI

.

Bagkan

Doc Dr. Aysegiil ALTAY UGUR

Uye

Bu tez Hacettepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tarafindan YUKSEK LISANS

TEZI olarak onaylanmugtir.

Prof. Dr. Menemse GUMUSDERELIOGLU
FEN BILIMLERI ENSTITUSU MUDURU



YAYINLAMA VE FiKRi MULKIYET HAKLARI BEYANI

Enstiti tarafindan onaylanan lisansiistii tezimin/raporumun tamamini veya
herhangi bir kismini, basili (kagit) ve elektronik formatta arsivleme ve asagida
verilen kosullarla kullanima acma iznini Hacettepe (iniversitesine verdigimi
bildiririm. Bu izinle Universiteye verilen kullanim haklari disindaki tiim fikri
milkiyet haklarim bende kalacak, tezimin tamaminin ya da bir bélimiiniin
gelecekteki calismalarda (makale, kitap, lisans ve patent vb.) kullanim haklari
bana ait olacaktir.

Tezin kendi orijinal ¢alismam oldugunu, bagkalarinin haklarini ihlal etmedigimi
ve tezimin tek yetkili sahibi oldugumu beyan ve taahhiit ederim. Tezimde yer
alan telif hakki bulunan ve sahiplerinden yazili izin alinarak kullanmasi zorunlu
metinlerin yazili izin alarak kullandigimi ve istenildiginde suretlerini Universiteye
teslim etmeyi taahhiit ederim.

[0 Tezimin/Raporumun tamami diinya capinda erisime agilabilir ve bir
kismi veya tamaminin fotokopisi alinabilir.
(Bu segenekle teziniz arama motorlarinda indekslenebilecek, daha sonra
tezinizin erisim statiisiiniin degistirilmesini talep etseniz ve kitiphane
bu talebinizi vyerine getirse bile, tezinin arama motorlarinin
onbelleklerinde kalmaya devam edebilecektir.)

Tezimin/Raporumun Q3.0%.%/Starihine kadar erisime acilmasini ve
fotokopi alinmasini (i¢ Kapak, Ozet, icindekiler ve Kaynakg¢a harig)
istemiyorum. )

(Bu siirenin sonunda uzatma icin bagvuruda bulunmadigim taktirde,
tezimin/raporumun tamami her yerden erisime agilabilir, kaynak
gosterilmek sartiyla bir kismi ve ya tamaminin fotokopisi alinabilir)

O Tezimin/Raporumun .............. tarihine kadar erisime agilmasini
istemiyorum, ancak kaynak gésterilmek sartiyla bir kismi veya
tamaminin fotokopisinin alinmasini onayliyorum.

Ll Serbest Secenek/Yazarin Secimi

(imza)
Og”?é::?/,q di Soyadi

¢



ETIK

Hacettepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi, tez yazim kurallarina uygun olarak

hazirladigim bu tez ¢aligmasinda,
e tez igindeki biitiin bilgi ve belgeleri akademik kurallar cercevesinde elde ettigimi,

e gorsel, isitsel ve yazili tiim bilgi ve sonuclar: bilimsel ahlak kurallarina uygun

olarak sundugumu,

e baskalarimin eserlerinden yararlamlmasi durumunda ilgili eserlere bilimsel norm-

lara uygun olarak atifta bulundugumu,
e atifta bulundugum eserlerin tiimiini kaynak olarak gosterdigimi,
e kullanilan verilerde herhangi bir degigiklik yapmadigim,

e ve bu tezin herhangi bir boliimiinii bu iiniversite veya bagka bir iiniversitede bagka

bir tez ¢alismas: olarak sunmadigimi

beyan ederim.

08/06,/2017

"

4

OZGUN SEFIK




OZET
TOPOLOJIK UZAYLARDA YAKINLIK

OZGUN SEFIK
Yiiksek Lisans, Matematik Bolumi
Tez Danigsmani: Prof. Dr. Murat DIKER
Mayis 2017, 64 sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Ilk boliimde, yakinlik teorisinin temel motivas-

yonlarini igeren bilgiler verilmigtir.

Ikinci boliim, metrik uzaylarda yakinhk kavramima ayrilmigtir. Burada iki kiimenin
yakinligi gap fonksiyoneli ile tanmmlanmstir. Ozellikle bir kiimenin kapams noktasi
yakinlikla ifade edilmistir. Fonksiyonlarin siirekliligi, dizilerin yakinsakligi kavramlari
yakinlik ile karakterize edilmigtir. Ayrica bir kiimenin i¢i de yakinlik kavramiyla ve-
rilmistir. Bir metrik uzayda bir kiimenin proksimal komsulugu tanimlanmig ve temel
ozellikleri tartisilmigtir. Metrikle uyumlu proksimal baginti ve ince proksimal baginti
kavramlar: tanimlanmis ve her ince proksimal bagintinin metrik proksimal baginti
oldugu kanitlanmigtir. Kompakt uzaylarda her metrik proksimal bagimtinin da ince
proksimal bagint1 oldugu gosterilmistir. Proksimal siireklilik tanimlanmig ve her prok-
simal siirekli fonksiyonun siirekli oldugu gosterilmistir. Herrlich anlaminda yakinlik ve-
rilmig ve Herrlich yakinliginin temel 6zellikleri sunulmusgtur. Metrik proksimal baginti
kullanilarak Cauchy dizileri i¢in karakterizasyon verilmistir. Diizgiin stireklilik ile prok-
simal siirekliligin denk oldugu gosterilmistir. Ek olarak Hausdorff metrik tanimlanmais
ve her yakinsak kapali kiime dizisinin diizgiin yakinsak oldugu gosterilmistir. Son ola-

rak, stirekli geniglemeler i¢cin Taimanov teoremi kanitlanmigtir.

Uciineii boliimde, metrik proksimal bagmtisinn bir genellegtirilmesi olarak Efremovié
proksimal bagintisi tanimlanmistir. Daha sonra Lodato proksimal bagintisi1 verilmig
ve her Efremovic¢ proksimal bagintinin Lodato proksimal baginti oldugu gosterilmigtir.
Ek olarak topolojiyle uyumlu proksimal bagintilar goz ontine alinmigtir. Bu baglamda

proksimal bagmti, topolojik uzaylarm ayirma ozellikleri altinda caligilmistir. Ozellikle

i



tamamen regiiler ve normal uzaylarda topolojiyle uyumlu proksimal bagintinin varlig

tartigilmigtir.

Dordiincii boliimde betimsel yakinlik kavrami tartigilmigtir. Son olarak konumsal ve

betimsel yakinliklar kargilagtirilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Betimsel proksimal baginti, Efremovi¢ proksimal baginti, Gap
fonksiyoneli, Herrlich yakinhgi, Lodato proksimal baginti, Metrik proksimal baginti,
Proksimal yakinlik, Yakinlik.
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ABSTRACT
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OZGUN SEFIK
Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Murat DIKER
May 2017, 64 pages

This paper consists of four chapters. The first chapter is an introduction which contains

the basic motivation of nearness theory.

The second section is devoted to nearness in metric spaces. Here, the nearness of two
sets is defined by gap functional. In particular, the closure point of a set is defined using
nearness. The concepts of convergence of a sequence, and continuity of a function are
characterized in terms of nearness. The interior of a set is also defined using nearness.
Proximal neighbourhood of a set in a metric space is defined and the basic properties
are discussed. Compatible proximity and fine proximity are defined and it is proved that
every fine proximity is also metric proximity. For compact spaces, it is shown that every
metric proximity is a fine proximity. The proximal continuity is defined and it is proved
that every proximal continuous function is also continuous. The nearness in the sense
of Herrlich is given and the basic properties of Herrlich nearness are presented. Using
metric proximity, a characterization is given for Cauchy sequences. It is proved that
uniform continuity is equivalent to proximal continuity. Further, Hausdorff metric is
defined and it is proved that every convergent closed set sequence is uniform convergent.

Finally, for continuous extensions, the Taimanov Theorem is proved.

In the third chapter, Efremovi¢ proximity is defined as a generalization of metric pro-
ximity. Then the Lodato proximity is presented and it is shown that every Efremovic
proximity is a Lodato proximity. Further, compatible proximity is considered in topo-
logical spaces. In this respect, proximity is studied under certain separation properties
of topological spaces. In particular, for completely regular and normal spaces, the exis-

tence of compitable proximity is discussed.
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In the fourth chapter, descriptive proximity is discussed in the sense of Efremovic¢ and

Lodato. Finally, spatial and descriptive proximities are compared.

Keywords: Descriptive proximity, Efremovic¢ proximity, Gap functional, Herrlich ne-

arness, Lodato proximity, Metric proximity, Proximity, Nearness.
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1. GIRIS

Reel sayilar ekseni iizerinde iki noktanin birbirine yakinhgi salt deger fonksiyonundan
elde edilen metrik kullanilarak o6lciilebilir. Benzer sekilde, R? diizleminde iki noktanin
birbirine yakmhg hesaplanabilir. U¢ boyutlu R? uzaymnda bir noktanm bir diizleme
olan uzakligi, ya da iki diizlemin birbirine olan uzakligi oOl¢iilebilir. Nokta diizlemin
tizerinde ise, aradaki uzaklhigin sifir oldugunu diisiiniirsek, noktanin diizleme yakin
oldugunu ifade edebiliriz. Ancak noktanin diizlem tizerinde olmamasi durumunda, nok-
tanin diizleme hangi anlamda yakin kabul edilebilecegi matematiksel olarak ifade edi-
lebilmelidir. Bu ol¢iimlerde kullanmig oldugumuz metrik, matematige yakin alanlarda
caliganlarca da bilinen Euclid metrigidir. Yakinlik teorisinin gelisimindeki baslangic
noktasi, Euclid metriginin saglamig oldugu ozelliklerin bos olmayan herhangi bir X
kiimesi tlizerinde daha genel olarak gozoniine alinmasi, yani metrik uzay kavramina
ulagilmasidir. R” uzayinda bos kiimeden farkli herhangi iki A ve B kiimesi i¢in a =

(a;)j—; ve b= (b;)}_, olmak iizere,

D(A, B) = ebas{\/E;‘:l(aj —b)2|acAvebe Bt =0

A ve B kiimelerini R" uzayinda yakin kiimeler olarak gorebiliriz. Ancak boyle bir du-
rumda A ve B kiimelerinin ortak noktalar1 olmasa da yakinlik kavramina formal bir
yaklagim elde edilmig olur. Ornegin, reel say1 ekseni iizerinde A = (0,1) ve B = (1,2)
agik araliklarn igin D(A, B) = 0 oldugu gozlenirse, bu iki kiimenin ortak noktalar:
olmasa da bu anlamda yakin olduklarini ifade edebiliriz. Burada ”bir anlamda ifa-
desi” yakinlik kavraminin literatiirde farkli ve yararh yaklagimlarla ifade edilebilmesi
nedeniyle kullanilmigtir. R reel sayilar kiimesinde iki nokta arasindaki bilinen uzaklik

kavrami kullanilarak, bir A C R kiimesi i¢in
D({z}, A) = ebas{|lz —y| |y € A}

ifadesini gézoniine aldigimizda, {y | D({z}, A) = 0} kiimesi bir topolojik uzay ya da
metrik uzayda bir A altkiimesinin kapanis tanimin dogal karsiligi olur. Metrik topo-
lojideki kavramlar kullanilmadan, metrik uzaylarda bir kiime i¢in kapanig ve i¢ gibi

kavramlar tanimlanabilir.



Yakinlik teorisinin tarihsel geligimi acisindan; bu ¢aligmada yakinlik kavrami once met-
rik uzaylarda, daha sonra da topolojik uzaylarda tartigilmigtir. Genel olarak S. A. Na-
impally ve James Peters'm “Yakin ve Uzak Uzerinden Topolojik Uzaylar” 9], James
Peters'in “Dijital Gérintilerin Topolojisi” [13] baghkli kitaplarimin yanisira literatiirde
bulunan konu ile ilgili caligmalar incelenerek bir derleme yapilmigtir. Bunun igin once
gap fonksiyoneli kullanilarak, herhangi iki kiimenin yakinligi tanimlanmig ve yakinlik
noktaya bagl olarak ifade edilmistir. Boylece kapanig kavramina ulagilmistir. Yakinligin
temel ozellikleri incelenmis ve kapanig operatorii yakinlik kavrami kullanilarak tanimlan-
migtir. Bir dizinin yakinsakligi, limit noktasi, bir fonksiyonun stirekliligi gibi temel
kavramlar yakinlik cinsinden ifade edilmig ve buna baglh olarak siirekliligin bir karak-
terizasyonu yakinlik kullanilarak elde edilmistir. Kapanig operatoriiniin tiimleyensel
eslenigi olan i¢ operatorii tanmimlanarak, acik ve kapali kiime kavramlar: verilmigtir.
Boylece bir agik yuvarin acik kiime oldugu yakinlik kullanilarak gosterilmis ve komsuluk
kavrami yakinlikla ifade edilmigir. Ashinda yakinlik teorisinin temel motivasyonu gap
fonksiyoneli yardimiyla tanimlanan proksimal bagintidir. Yakinlik kullanilarak prok-
simal komsuluklar verilmig ve temel oOzellikleri incelenmigtir. Metrikle uyumlu prok-
simal baginti tanimlanmig, metrik uzaylarda proksimal bagintinin temel o6zellikleri
yardimiyla, (Efremovi¢ ) proksimal bagimti herhangi bir topolojik uzay tizerinde de
tanimlanmigtir. Buna gore her metrik uzay metrik proksimal baginti ile bir Efremovic
proksimal yakinlik uzayidir. Daha sonra Efremovic¢ proksimal yakinlik uzaylarimi da
kapsayan Lodato proksimal yakinlik uzay sinifi ele alinmig ve topolojik uzaylarda to-
polojiyle uyumlu proksimal yakinlik iizerinde ¢aligilmigtir. Bir Ry topolojik uzayda
topolojiyle uyumlu bir proksimal yakinlhigin varligi gosterilmis, ince ve kaba proksimal
yakinlik uzaylari iizerinde durulmustur. Proksimal komsuluklar tanimlanarak, topolojik
uzaylarda siireklilik karakterize edilmistir. Proksimal siirekli fonksiyon tanimlanarak,
uyumlu proksimal yakinliklar gozoniine alindiginda siireklilik ve proksimal siireklilik
kavramlarinin esdeger oldugu gozlenmigtir. Bir topolojik uzayimn topoloji ile uyumlu
proksimal yakinliginin Efremovi¢ olmasinin uzayin normal olmasiyla egdeger oldugu
gosterilmigtir. Fonksiyonel ayrilmig kiimeler tanimlanarak, regiiler uzaylarin topoloji-

siyle uyumlu bir proksimal yakinlhigin varhig: kanitlanmigtir.

Bir goriintiideki gorsel ortintiiler (visual patterns) ve yapilar, piksel denilen ve soyut

olmayan noktalardan olusan dijital goriintiilerde bulunmaktadir. J. Peters tarafindan



tanimlanan nokta kiimelerinin betimsel yakinligi oldukga yeni bir kavramdir [15, 16].
Mekansal (ya da konumsal) olarak ayrik olan kiimelerin bibirine benzerliginin betim-
sel anlamda yakinlik olarak gozoniine alinmasi, goriintii analizinde dijital gortintiiniin
daha iyi algilanabilmesine olanak saglamaktadir. Bu calismada mekansal ve betimsel

anlamda proksimal yakinliklar tanimlanmig ve orneklere yer verilmigtir.

2. METRIK UZAYLAR

Metrik kavrami ilk kez 1906 yilinda Fréchet tarafindan ortaya atilmigtir [4].

Tamim 2.1. X # () bir kiime ve d : X x X — R bir fonksiyon olsun. Eger
(ML) d(z,y) > 0

(M2) d(z,y) =0<=x =1y

(M3) d(z,y) = d(y, z)

(M4) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2)

ozellikleri saglaniyorsa, d fonsiyonuna X kiimesi tizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine

de bir metrik uzay denir.

Metrik uzaylarla ilgili temel kavramlarin yakinlik kavramina gore de tanimlanabilecegini
1908 yilinda ilk kez farkeden 1880-1956 yillar1 arasinda yasamig olan Macar Mate-
matik¢i Frigyes Riesz’ dir [17].

Tanim 2.2.

(1) (X,d) metrik uzay, A, B C X olsun.

ebas{d(a,b):a € A,be B}, A,B#10

D(A,B) =
00, A=0veya B =10
ile tanimh D : P(X) x P(X) — R fonksiyonuna bir gap fonksiyoneli denir.

(2) A = {z} olsun. Eger D({z}, B) = 0 ise, x noktas1 B kiimesine yakindir denir ve z

noktasina B kiimesinin kapanis noktas: adi verilir.



Ornek 2.3. R gercel sayilar kiimesi iizerinde z,y € R olmak iizere dz,y) =]z —y |

metrigini diigiinelim. A = (0,1) ve = 0 olsun. Bu durumda,

D(0,(0,1)) =ebas{|0—a|:a € (0,1)}
=ebas{a:a € (0,1)}
= ebas{(0,1)}

=0

olur. O halde 0 noktas (0, 1) kiimesine yakindir ve 0 noktas: (0, 1) kiimesinin bir kapanig

noktasidir.

Bir noktanin bir kiimeye yakinhgindan soz edebiliyorsak, bir kiimenin de diger kiimeye

yakinligindan so6z edebiliriz.

Tanim 2.4. (X, d) bir metrik uzay ve A, B C X olsun. Eger D(A, B) =0 ise, A ve B

kiimelerine yakindir denir ve bu durum AJB ile gosterilir.

Ornek 2.5. R gercel sayilar kiimesi tizerinde mutlak deger metrigini diigtinelim. Yakinhk

tanimini gozoniine alirsak,
D((0,1),(1,2)) = ebas{d(a,b) :a € (0,1),b € (1,2)}
=ebas{|a—0b|:a€ (0,1),b€e (1,2)}

olur. §imdi a = 1 — § € (0,1) ve b = 1 + § € (1,2) olacak sekilde bir € > 0 secelim.
Béylece | a—b |=| 1—5—(1+5) |= € olur ve en biiyiik alt sinir tanimindan D(A, B) = 0
elde edilir.

Teorem 2.6. (X, d) metrik uzay ve A, B C X olsun. Eger A ve B kiimelerine yakin

en az bir nokta var ise, AdB olur.

Kanit: x0A ve x0B olacak sekilde bir z € X var olsun. O halde, her € > 0 sayis1 i¢in

d(x,a) < § ve d(x,b) < § olacak sekilde a € A ve b € B vardir. Buradan;

d(a,b) < d(a,z) + d(z,b) < §+§:e

elde edilir. O halde, D(A, B) = 0 olup, AdB elde edilir. a



Ornek 2.7. R? diizleminde dogal metrige gore egriler ile asimptotlar: yakindir. Ornegin,
A= {(z,0):z € (0,00)} CR?ile B={(z,%) : 2z € (0,00)} C R? kiimeleri yakin

kiimelerdir. Ciinkii,

D(A, B) = ebas{d((z,0), (x. 1)) € (0,0)}

:ebas{\/:v—x O—é)%xé((),oo)}
= ebas{; cx € (0,00)}
=0

olur.

Tanim 2.8. (X, d) metrik uzay olsun. B C X alt kiimesi igin;
cdB={reX:D(z,B)=0}

ile verilen kiimeye B kimesinin kapanise denir.

Ornekler 2.9.

(1) R kiimesinde (a,b) agik araligimin kapanist

c(a,b) ={x € X : D(z,(a,b)) = 0}
={reX:ebas{|z—y|:y € (ab)} =0}
= (a,b) U{a, b}
= [a, ]

olur.
(2) R kiimesinde (a, 00) agik araligimin kapanisi c¢l(a, 00) = [a, 00) olur.

Teorem 2.10. (X, d) metrik uzay olsun. Bu durumda her B,C C X wve her z € X

icin asaqudaki ozellikler saglanar.
(K.1) 20B= B #1)
(K.2) {z} N B # () = 20B.

(K.3) 20(BUC) <= 20B veya x6C.



(K.4) Her b € B i¢in 20 B ve boC' ise, xdC' olur.

Kanit: (K.1): 0B olsun. O halde, D({z}, B) = 0 olur. Gap fonksiyoneli tanimimdan
B # () elde edilir.

(K.2): {z} N B # 0 olsun. O halde, x € B olur. D(x, B) = ebas{d(z,b) : b€ B} =
d(xz,z) = 0 oldugundan, 6B elde edilir.

(K3): D(x, BUC) = min{D(z, B), D(z,C)} oldugunu gostermek yeterlidir. Eger B = ()
ve C' = () ise,

D(x,BUC) = oo =min{D(x, B), D(z,C)}

olur. BU C # ) olsun. Bu durumda,

D(z, BUC) = ebas{d(x,a) : a € BUC}
= ebas{d(z,a) : a € B veya a € C'}
= min{ebas{d(z,a) : a € B},ebas{d(z,a): a € C}}
= min{D(z, B), D(x,C)}

elde edilir.

(K4): 6B olsun. Buradan, D(x, B) = {ebas{d(x,b) : b € B} = 0 olur. O halde, en

biiyiik alt smir tanimindan bir € > 0 sayisi igin, d(x,by) < § olacak sekilde by € B
vardir. Varsayimdan, her b € B igin b6C' oldugundan, d(by, c) < § olacak sekilde ¢ € C

vardir. Buradan,

() < d(r,b) + d(bo, ) < 5+ 5 =

olur. O halde D(z,C) = 0, yani z6C elde edilir.
O

Tamm 2.8 kullanilarak, yakinlikla ifade edilen (K1)-(K4) ézellikleri kapams yardimuiyla
asagidaki sekilde yazilabilir:

Teorem 2.11. (X, d) metrik uzay, B,C C X alt kiimeleri verilsin. Asaqidaki 6zellikler

saglanar.
(cl.1) cld =0
(cl.2) B CclB

(cl.3) c(BUC) =clBUclC



(cl4) cl(clB) = clB

Kamt: (cl.1): Teorem 2.10 (K.1)’den A = () ise, her € X igin 20A olur. O halde,
her z € X igin z ¢ cl) ve buradan; cl) = () elde edilir.

(cl.2): z € B olsun. O halde, {z} N B # () olup, Teorem 2.10 (K.2)’den xd B ve buradan,
z € clB olur. O halde B C clB elde edilir.

(cl.3): x € cl(BUC) olsun. O halde, 26(BUC) ve Teorem2.10 (K.3)ten 0B veya xdC
elde edilir. Boylece z € (c1B U ¢lC) bulunur.

Tersine, z € (clBUcIC) olsun. Buradan, = € clB veya x € clC' elde edilir. O halde 26 B
veya x6C olur. Teorem2.10 (K.3)ten zd(B U C) elde edilir. Buradan, x € cl(B U C)
olur.

(cl4): x € cl(clB) olsun. O halde, xzdclB elde edilir. Her b € clB i¢in b0B ve zdclB
oldugundan, Teorem2.10 (K.4)ten 20 B elde edilir. O halde x € clB olur.

Tersine, z € clB olsun. O halde zdB ve B C clB oldugundan Teorem2.10 (K.3)’ten
xdB U clB yani xdclB olur v ebdylece x € cl(clB) elde edilir. O

Simdi limit noktasi kavramim yakinlikla ifade edebiliriz:

Tanim 2.12. (X, d) metrik uzay, B C X olsun. Bir p € X i¢in pd(B — {p}) oluyorsa, p
noktasina B kumesinin limit noktas: ve B kiimesinin limit noktalarinin kiimesine turev

kiimesi denir. Bir B kiimesinin tiirev kiimesini B’ ile gosterecegiz.
Teorem 2.13. (X,d) metrik uzay ve B C X olsun. clB = BU B’ olur.

Kamit: =z € c¢lB ve # ¢ B olsun. O halde, D(z, B) = 0 olur. Diger yandan = ¢ B
oldugundan, B = B — {x} esitligi agiktir. Buradan, D(z, B—{z}) = 0, yani 20 B — {z}
olur. Bu ise, x € B’ demektir.

r € BUB olsun. z € Bise, x € B C clB olur. Simdi z ¢ B olsun. Bu durumda = € B’
olmak zorundadir. Buradan z0(B — {z}) elde edilir. Boylece 0B, yani D(xz, B) = 0

dir. Sonug olarak, x € clB elde edilir.

Tanmim 2.14. N dogal sayilar kiimesi ve X # () bir kiime olmak tizere,

f:N— X, f(n)=u=z,



ile tamimh f fonksiyonuna, X dzerinde bir dizidir denir ve {z,} ile gosterilir.

Metrik uzaylarda bir dizinin £ limitine yakinsama tanimi su gekildedir.

Tanim 2.15. (X, d) metrik uzay ve {x,}, X kiimesinde bir dizi olsun. Bir € > 0 say1s1
verildiginde n > m olan her n € N i¢in d(£,z,) < € olacak sekilde 6yle bir m € N

say1st bulunabiliyor ise, {x,} dizisi £ noktasma yakinsiyor denir.

Asgagidaki sonug bir dizinin yakinsakliginin yakinlik kavramiyla karakterize edilebi-

lecegini gostermektedir.

Teorem 2.16. (X, d) metrik uzay,

f:N— X, f(n) =2, (n €N)

X uzerinde bir dizi ve L € X olsun. Bu durumda [ dizisinin £ noktasina yakinsiyor

olmasu i¢in gerek ve yeter kosul, her M C N sonsuz kiimesi i¢in L5 f(M) olmasidar.

Kanmit: M C N sonsuz bir kiime olsun ve € > 0 sayisi verilsin. Varsayimdan, n > m
olan tiim n € N sayilar igin d(£, z,) < € olacak sekilde bir m € N vardir. M kiimesi
sonsuz oldugundan, ng > m iken d(z,,,£) < € olacak sekilde bir ny € M vardir. O
halde en biiyiik alt siir tammindan D(£, f(M)) = ebas{d(L,x,) : x, € M} = 0 olur.
Yani L6 f(M) elde edilir.

Tersine, her M C N sonsuz kiimesi igin £Jf(M) olsun. Aksine, f dizisi £ noktasma

yakinsamasin. Bu durumda, her m € N i¢in

dneNn>m= D(L,z,) > ¢€)

olacak gekilde bir € > 0 sayis1 vardir. Bu sekilde olusturulan n € N sayilarinin kiimesi

sonsuz olup; varsayimdan D (L, f(M)) > 0 elde edilir. Bu ise bir geligkidir. O

Tanim 2.17. (X,dx) ve (Y,dy) iki metrik uzay, f : X — Y bir fonksiyon ve p € X

olsun. Herhangi bir € > 0 sayist ve her z € X icin

dx(z,p) <n=dy(f(z), f(p)) <€



kosulunu saglayan en az bir n > 0 sayis1 var ise, f fonksiyonuna p € X noktasinda

sureklidir denir.
Stureklilik kavrami da yakinlik kullanilarak karakterize edilebilir:

Teorem 2.18. (X, dx) ve (Y,dy) iki metrik uzay, f : X — Y bir fonksiyon olsun.
Bu durumda f fonksiyonunun bir p € X noktasinda stirekli olmas: i¢in gerek ve yeter

kosul, p0E kosulunu saglayan her E C X altkimesi i¢in f(p)df(E) olmasidur.

Kanit: Bir £ C X igin pdF olsun. Bu durumda, Dx(p, E) = 0 olur. En biiyiik alt
smir tanmimindan 7 > 0 sayisi i¢in dx(p,q) < € olacak sekilde en az bir ¢ € E vardir.

f fonksiyonu siirekli oldugundan e > 0 sayisi igin dy (f(p), f(q)) < € olur. Buradan
Dy (f(p), f(E)) = 0 elde edilir. Yani f(p)df(E) olur.

Tersine, p € X ve € > 0 sayist icin £ = {z € X | dy(f(p), f(x)) > €} kiimesini
gozoniine alalim. O halde Dy (f(p), f(F)) > € olur. Varsayimdan, Dx (p, E') > n olacak
sekilde en az bir n > 0 sayisi vardir. Buradan = € X igin dx(p,x) > Dx(p, E) > n elde

edilir. O halde € > 0 say1s1 i¢in,

dY(f(p)a f(ZE)) > €= dX(p7 ZL’) >

olacak gekilde bir n > 0 sayis1 vardir. O halde f fonksiyonu p noktasinda stireklidir. O

Streklilik yerel bir kavramdir. Ancak siireklilik bir kiime i¢in ifade edilebir.

Tanim 2.19. (X,dx) ve (Y,dy) iki metrik uzay, f : X — Y bir fonksiyon olsun.
Eger f fonksiyonu X kiimesinin her noktasinda siirekliyse, f fonksiyonuna sitireklidir

denir.

Sabit fonksiyonun ve birim fonksiyonun siirekli oldugunu ya da iki siirekli fonksi-
yonun bilegkesinin de siirekli oldugunu biliyoruz. Ancak bu 6zellikler yakinlik kavrami

kullanilarak gosterilebilir:

Ornekler 2.20. (X, dy), (Y,dy) ve (Z,dy) metrik uzaylar olsun.

(1) Sabit fonksiyonlar siireklidir. f : X — Y fonksiyon ve

(Ve e X) (ceY) (f(z)=¢



olsun. p € X ve pdE olan E C X altkiimesini alahm. Bu durumda, f(p) = f(F) = ¢
ve buradan f(p)df(F) olur. Yani f sabit fonksiyonu siireklidir.

(2) Birim fonksiyon siireklidir. f fonksiyonu birim fonksiyon yani,
f: X —Y, f(z)=2(VozeX)
olsun. Bir p € X ve £ C X i¢in, f(p) =p ve f(E) = E oldugundan

POE = f(p)of(E)

saglanir.

(3) Iki siirekli fonksiyonun bilegkesi siireklidir. f : Y — Z ve g : X — Y iki siirekli

fonksiyon olsun.

feg: X —Z (fog)(z)=flg(z)) (Vz € X)

bilegke fonksiyonu tamimlansin. Bir p € X noktasi ve pdE olan £ C X altkiimesini
ele alalim. Bu durumda ¢ fonksiyonu siirekli oldugundan, g(p)dg(E) olur. O halde,
f fonksiyonu siirekli oldugundan f(g(p))df(g(E)) olur. Bilegke fonksiyon tanmimindan,

(fog)(p)d(fog)(E) elde edilir.

Teorem 2.21. (X,d) metrik uzay, ) # E C X olsun. Bu durumda

ile tanwmly f fonksiyonu sureklidir.

Kanit: p € X ve D(p,E) = r > 0 olsun. Infimum tammindan € > 0 sayis1 icin

d(p,y) < r + § olacak sekilde en az bir y € E vardir. Eger n = § olarak segilirse,

d(p, x) < n kogulunu saglayan her = € X igin

d(z,y) < d(z,p) +d(p,y) <r+e
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elde edilir. Buradan, D(z, ) < r + € bulunur. O halde, € > 0 igin;

d(p,x) <n = d(f(p), f(x)) =| D(z,E) — D(p,E) [< €

elde edilir. O

Bir kiimenin kapanigini noktanin kiimeye olan yakinligi ile ifade etmigtik. Simdi
yakinligi kullanarak, kapanig kavraminin eslenigi olan i¢ kavramini ve boylece agik

kiime kavramini verebiliriz. Kuskusuz kapali kiimeleri de yakinlik ile ifade edecegiz.

Tanim 2.22. (X, d) metrik uzay ve A, B C X alt kiimeleri verilsin.

(1) Bu durumda,
intA={zeX : Dz, (X\A)) >0}

ile verilen kiimeye A kiimesinin i¢i denir.
(2) intA = A ise, A kiimesine ag¢ik kime denir.

(3) B kiimesi kendisine yakin olan biitiin noktalar1 iceriyorsa, B kiimesine kapali kime

denir.

Teorem 2.23. (X, d) metrik uzay ve A, B C X alt kiimeleri verilsin. O halde

ACB =— intA CintB

olur.

Kamt: a € intA olsun. O halde, D(a, (X\A)) > 0 olur. A C B oldugundan (X —B) C
(X \ A) elde edilir. Béylece bir noktanin bir kiimeye yakinhigi tanimindan

D(a,(X\ B)) >0

olur. Yani a € intB ’dir. O

Teorem 2.24. (X, d) metrik uzay ve FF C X olsun.

F kiimesi kapalidir. <= (X \ F) kiimesi agiktor.

11



Kanit: F kiimesi kapali olsun. Yani kendisine yakin olan biitiin noktalar: igersin. Bir
p € (X \ F) noktast i¢in p ¢ F ve varsayimdan pdF olur. Buradan D(p, F') > 0 elde
edilir. O halde p € int(X \ F) dir. Diger yandan (X \ F') C int(X \ F) oldugundan,
X \ F kiimesi agiktir.

Simdi de, X \ F' kiimesi acik olsun. F' kiimesinin kendisine yakin olan biitiin noktalar:
icermedigini varsayalim. O halde pdF olan en az bir p € (X \ F) vardir. Bu ise (X \
F) kiimesinin agik olmasiyla geligir. O halde, F' kiimesi kendisine yakin olan biitiin

noktalar1 igerir. a

Lemma 2.25. (X, d) metrik uzay ve p € X olsun. Her ¢ > 0 sayisi i¢in,

Sa(p,e) ={x € X : d(z,p) <€}

acrk yuvary bir acik kumedir.

Kanmit: p € X ve bir € > 0 says1 i¢in, Sy(p, €) acgik yuvarinin acik kiime olmadigini

varsayalim. O halde,

200 (X \ Sa(p, €)) olacak sekilde bir zg € Sy(p, €) noktasi vardir.

Buradan d(zg,p) < € olur. Eger ¢; = € — d(xg,p) > 0 dersek; ¢; < € oldugundan,
Sa(p,€1) € Sa(p,€) ve buradan X \ Sy(p,€) C X \ Sa(p, €1) elde edilir. Simdi, x¢d(X \

Sa(p, €)) oldugundan en biiyiik alt siir tanimi geregi,

(Jyo € X\ Salp,€) € X\ Sa(p,e1)) (d(wo,90) < €1)

olur. O halde,
d(yo, p) < d(yo, z) + d(z0,p)

< €1+ d(xg, p)
=€— d(l’o,p) + d(x(ﬁp)
= €

olup, yo € Sa(p, €) geliskisi elde edilir. O halde, Sy(p, €) acik yuvar: bir agik kiimedir. O

12



Tanim 2.26. (X,d) metrik uzay ve f : N — X bir dizi olsun. Her £ € N igin,
Nng11 > ng olmak tizere,

9:N— X, g(k) = f(r)
ile tanimh diziye, f dizisinin bir alt dizisi denir.
Simdi metrik uzaylarda dizilerle ilgili iyi bilinen bir sonucu hatirlatalim:

Teorem 2.27. (X,d) metrik uzay ve f : N — X bir dizi olsun. Eger f dizisi bir

L € X noktasina yakinswyor ise, f dizisinin her alt dizisi de £ noktasina yakinsar.

Tanim 2.28. (X, d) metrik uzay, f : N — X bir dizi ve ¢ € X olsun. Eger
(Ve>0) (YmeN) (IneN) (n>m) (d(f(n),c) <e)

oluyorsa, ¢ noktasma f dizisinin bir yigilma noktas: denir.

Lemma 2.29. (X, d) metrik uzay, f : N — X bir dizi ve ¢ € X olsun. O halde c € X
noktasinin f dizisinin bir yigilma noktasy olmas i¢in gerek yeter kosul, f dizisinin c

noktasina yakinsayan bir alt dizisinin var olmasidar.

Metrik uzaylarda bir dizinin yigilma noktasi yakinlik kavrami ile karakterize edile-

bilir:

Teorem 2.30. (X, d) metrik uzay, f: N — X bir dizi ve ¢c € X olsun. Bu durumda
¢ € X noktasimn bir yigilma noktasy olmasu i¢in gerek yeter kosul, cd f(M) olan en az

bir M C N sonsuz alt kumesinin var olmasidar.

Kanmit: ¢ € X, f dizisinin bir yigilma noktasi olsun. Jimdi € > 0 olmak {tizere her

m € N sayisina karsilik,
M={n, €N : n, >m, dc f(nm,)) <e€}

kiimesini olugturalim. Bu durumda ¢ € X bir yigilma noktas1 oldugundan M kiimesi
sonsuzdur. Ustelik ¢df(M) olur. Gercekten, € > 0 sayist icin Gyle bir n € N vardir ki;
n > m ve ¢ € X yigilma noktasi oldugundan d(c, f(n)) < € olur. O halde en biiyiik alt
siir tanimidan D(c, f(M)) = 0 olur.

13



Tersine, M C N sonsuz kiimesi ve ¢ € X i¢in ¢d f(M) olsun. Béylece en biiyiik alt siir

tanimindan,

(Ve >0) (I3me M) (de, f(M)) <e)

olur. Buradan, her bir n € N i¢in € = = dersek
Vi =2584(c,t) ={z e X : dlz,c) < +}

kiimesi f(M) kiimesinin baz1 elemanlarim kapsar. Yani her n € N i¢in d(c, f(m)) < +

1

olacak sekilde m € M vardir. Boylece f(m) € Si(c, ) olur. Bu durumda k& € N igin

N1 > ng olmak tizere;
flm) € Vin f(M)

f(n2) € Van f(M)

fl) € Vien f(M)

seklinde olugturulan g : N — X, g¢(k) = f(ng) dizisi f dizisinin bir alt dizisidir.

Kurulusu geregi g dizisi ¢ noktasina yakinsar. Ciinkii, M* C X sonsuz kiime,
D{e, g(M*)) = ebas{d(c, g(k)) : k € M*}

ve € > 0 olmak tizere Argimet Aksiyomundan % < ng olacak sekilde oyle bir ng € N

vardir Ki,

dmwm:mﬁ%ms%<e

olur. Bu durumda D(c,g(M*)) = 0 olup g dizisi ¢ noktasina yakimsar. Lemma 2.29’

dan ¢ noktasi f dizisinin y1gilma noktasi olur. O
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Teorem 2.31. (X,d) bir metrik uzay A, B,C C X ve z,y € X olsun. j; C P(X) x
P(X) olmak iizere,

50 =1{(A,B): A, B C X ve D(A,B) = 0}

ile tanwmly 04 bagintisy asagrdaki ozellikler: saglar.

(P.1) AéyB <= BdA

(P.2) AoyB — A#0, B+

(P3) ANB#0 = Aj,B

(P4) Adg(BUC) <= AdyB ya da AjC

(P5) AdgB = AdsE we (X — E)64B olacak sekilde en az bir E C X kiimesi
vardar.

(P.6) {x}dafy} <= az=y

Kamt: (P.1): AouB <= D(A,B)=0 <= D(B,A)=0 <= BjA
(P.2): Ad4B olsun. O halde D(A.B) = 0 olur. Gap fonksiyonunun tanimimdan A # ()
ve B # () olur.

(P.3): ANB # () olsun. O halde x € A ve x € B olan en az bir z € X vardir. Buradan,
D(xz,A) =0 ve D(z, B) = 0 yani, 2044 ve x64B elde edilir. Her iki kiimeye de yakin
en az bir nokta oldugundan Teorem 2.6’den Ad,;B olur.

(P.4): Adq(B U C) olsun. Aksine, D(A, B) # 0 ve D(A,C) # 0 olsun. O halde,

(3e1 > 0)(Ya € A, Vb € B)(d(a,b) > €1)

ve benzer sekilde,

(Jea > 0)(Va € A, Ve e C)(d(a,c) > €)

olur. min{e;, €2} = € olsun. Varsayimmizdan, D(A, BU C) = 0 oldugundan en biiytik
alt simir tanimi geregi, en az bir a; € A ve by € BUC i¢in d(aq, b;) < € olur. Varsayalim

ki, by € B olsun. Bu durumda,

d(al,bl) <e<eq
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celigkisi elde edilir. Benzer gekilde, b, € C' ise
d((ll,bl) <e< e

celigkisi elde edilir. Buradan, D(A, B) = 0 veya D(A, C) = 0 elde edilir.
Tersine, AdyB olsun. O halde D(A, B) = 0 olur. Buradan,
ebas{d(a,b): a € A, b€ B} =0 elde edilir. En biiytik alt sinir tanimi geregi

D(A,BUC) = ebas{d(a,b): a€ A be BUC}
< ebas{d(a,b): a€ A, be B}

=0

oldugundan D(A, B U C) = 0 olur. Aj3C durumunda da benzer gekilde istenen elde
edilir.

(P.5): AdqB olsun. O halde D(A, B) = ¢ olacak sekilde bir ¢y > 0 sayis1 vardir.
E={ze€X : D(zB)<%}

kiimesini tamimlayalim. B # () oldugundan, bir b € B i¢in D(b, B) = 0 olur. Buradan
b € F oldugu icin bog kiimeden farkhdir.

D(A, E) = ebas{d(a,z) a€ A, x € E} =0 oldugunu varsayalm. En biiyiik alt sinir
tanimindan;

(Ve >0) (Ja€ A, Jz € E) (d(a,x) <€)

olur. O halde €y sayis: icin, d(a,r) < ¢ olacak sekilde a € A, v € E vardir. Bu
durumda, D(z, B) < € ve buradan, d(z,b) < 9 olacak sekilde bir b € B vardir. O

2
halde,
d(a,b) < d(a,z)+ d(x,b)

A
Yy

€0
+2

olur. Bu ise Aé4B yani, D(A, B) = €y olmasiyla celisir. Béylece AdqE olur.
X\E={r € X D(z,B) > 2} oldugundan D(B, X\ E) > 2 olur. Buradan B§; X\ E
elde edilir.
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(P.6): {x}d4{y} olsun. O halde d(z,y) = 0 ve buradan = = y elde edilir. O

Tanmim 2.32. (X, d) metrik uzay olsun. X iizerinde bir § C P(X) x P(X) bagimntist

(P.1)-(P.5) 6zelliklerini sagliyor ise, § bagintisina X dizerinde bir proksimal bagint: denir.

Tanim 2.33. (X, d) metrik uzay olsun. §; C P(X) x P(X) olmak iizere
da={(A,B): A,BC X ve D(A, B) =0}

ile tanimli o4 bagintisina metrik proksimal bagint: denir.

Biz (A, B) € 4 olmasini AdyB ile ya da kisaca AJB ile gosterecegiz. Ayrica (A, B) ¢ dq
olmasimi AdyB ile ya da kisaca AJB ile gosterecegiz.

Lemma 2.34. (X,d) bir metrik uzay, ) # A, B,C C X ve b € B olsun.

(a) 0 bir metrik proksimal bagint, olmak izere;
(A6B) A (Vb € B) (b0C) = ASC

saglanar.

(b) & bir metrik proksimal baginty olmak tizere;
A0B <> (clA) 0 (clB)

saglanar.

(c) AdB ise clAC X\ B ve A Cint(X \ B) olur.

Kamt: (a): AJB ve her b € B igin bdC olsun. Tersine, AJC' oldugunu varsayalim. Bu
durumda (P.5)’ten;

AOE ve (X \ E)IC olacak sekilde bir EF C X kiimesi vardir.

AéB oldugundan, B ¢ E olur. Aksine B C E olsa, AJE oldugundan AB olur ki bu
celigkidir. O halde B ¢ E yani, BN(X \ E) # 0 olur. Bu durumda, b € (BNX\ E) i¢in;
boC ve b € X \ FE oldugundan C'§(X \ ) elde edilir (Teorem2.6’den). Bu ise varsayimla

gelisir.
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O halde AdC olur.

(b): AdB olsun. A C clA ve B C clB oldugundan (clA)d(clB) olur.
Tersine, (clA)d(clB) olsun. Buradan D(clA, c1B) = 0 ve en biiyiik alt sinir tanimindan;

(Ve > 0) (3z € clA, Ty € clB) (d(z,y) < %)
olur. §imdi,z € clA={zx € X : D(zx,A)=0}veyecclB={ye X : D(y,B) =0}

oldugundan en biiyiik alt sinir tanimi geregi;

(Ve > 0) (3a € A) (d(z,a) < %),

€

(Ve >0) (Fb € B) (d(y,b) < 5)
olur. O halde;
d(a,b) < d(a,z)+ d(x,y) + d(y,b)
_e e €
3 3 3

=¢
elde edilir. Buradan, D(A, B) = 0 yani A§B olur.
(c): AdB olsun. O halde, clAdB olur. Ciinkii, clAdB ise AJB ’dir. Gergekten, clAéB
oldugundan D(clA, B) = 0 olur. En biiyiik alt sinir tanimindan,

(Ve > 0) (3a€cld, 3 e B) (d(a,b) < %)

olur. a € clA oldugundan, D(a, A) = 0 ve buradan;

(Ve > 0) (3’ € A) (d(a,d) < §>

elde edilir. Her e > 0 ve a’ € A, b € B igin;

d(a’,b) < d(d’,a) + d(a,b)

€

<f4s
2

[\

|
(@)

ve buradan, D(A, B) = 0 yani, A0B elde edilir.
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Dolayisiyla, A0 B oldugundan, clAJB olur. Buradan, clA C X \ B elde edilir.

Ayrica, AdB ise, A C int(X \ B) olur. z € A olsun. AJB oldugundan, ¢ > 0 sayisi
i¢cin D(x, B) > € olur. O halde z ¢ B ve z € X \ B elde edilir. Buradan, D(z, B) > ¢
oldugundan x € S(z,5) € X — B elde edilir. O halde x € int(X \ B) olur.

Tanim 2.35. (X, d) metrik uzay olsun. A, B C X alt kiimeleri verilsin.
(1) Eger A C intB oluyorsa B kiimesine, A kiimesinin bir komsulugu denir.

(2) Eger bir komgulugun her noktasi tiimleyenine uzak ise, o komguluga agik komsuluk

denir.

Teorem 2.36. (X, d) metrik uzay olsun. A, B C X alt kiimeleri verilsin. Eger A§J(X \

B) ise, B kiimesi A kiimesinin komsulugudur.

Kamt: AJ(X \ B) olsun. Lemma 2.34 (¢)’den A Cint(X \ (X \ B)) = intB olur. O

Teorem?2.36’in tersi dogru degildir. Ornegin; R’de mutlak deger metrigi ile elde edilen

d metrik proksimal bagintisin diigiinelim. A = (0, 1) ve B = [0, 1] kiimeleri igin;
A CintB = (0,1)

olur. Fakat, A0R \ [0, 1] olur. Ciinkii {0}0A ve {0}JR \ [0, 1] olup 0 noktas iki kiimeye
yakin oldugundan AR \ [0, 1] elde edilir.

Tanim 2.37. (X,d) metrik uzay ve A, B C X olsun. Eger A§(X \ B) oluyor ise, B
kiimesine A kiimesinin bir proksimal komsulugu denir ve A << B ile gosterilir.
Teorem 2.38. (X, d) metrik uzay A, B,C, D C X olsun. Asaqidaki 6zellikler saglanar.

PK. (1) A<<B <= (X\B)<<(X\A4)

PK.(2) D << X

PK.(3) A<<B = ACB

PK.(4) ACB, CCDweB<<CiseA<<D olur.

PK.(5) A<< B, 1<k<n, neN) <= A<<({Br : 1<k<n, neN}

PK.(6) A<< B = A << FE << B kosulunu saglayan en az bir E C X vardar.
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Kanit: PK.(1): A << B olsun. O halde A¢(X \ B) olur. Teorem2.31 (P.1)’den,
(X \ B)dA olur. O halde, (X \ B) << (X \ A) elde edilir. Benzer sekilde (X \ B) <<
(X \ A) ise, A << B elde edilir.

P.K.(2): Teorem 2.31 (P.2)’den @ 0 @ oldugundan, @5(X \ X) elde edilir. O halde,
) << X olur.

P.K.(3): A << B olsun. O halde A§(X\ B) olur. Teorem 2.31 (P.3)’den AN(X\B) =0
elde edilir. Buradan, A C B olur.

PK.(4): AC B, C C D ve B << C olsun. O halde, Bé(X \ C) olur. C C D
oldugundan, (X \ D) C (X \ C)’dir. Béylece B§(X \ D) olur. Teorem 2.31 (P.4)’ten
Bi((X\C)U(X\D)) elde edilir. Eger A C B oldugunu goz éniine alirsak, Ad((X\C)U
(X \ D)), yani Ad(X \ C) olur. Boylece (X \ D) C (X \ C) kapsamasindan A§(X \ D)
elde edilir. Yani, A << D’dir.

PK.(5): A<< B (k=1,..,n) (n € N) olsun. Bu durumda her k igin Ad(X \ By) olur.
Teorem 2.31 (P.4)'ten AJ|J{X \ Bx : k=1,...,n, n € N} elde edilir. Ayrica

U{X\Bk ck=1,.,n, nGN}:X\ﬂ{Bk ck=1,.,n, neN}
esitligini gozoniine alirsak, A0 ({Bx : k=1,..,n, n € N} ve boylece
A << ﬂ{Bk :k=1,..,n, neN}

elde edilir.

PK.(6): A << B olsun. Tammdan Aj(X \ B) dir. Teorem 2.31 (P.5)'ten AJE ve
(X \ £)o(X \ B) olacak sekilde bir £ C X kiimesi vardir. X \ £ = E’ dersek E’
kiimesi istenen kogulu saglar. Diger yandan AJ(X \ (X \ F)) oldugundan, A << E’ ve
(X \ E)o(X \ B) dir. Boylece E' << B elde edilir. O

Tanmim 2.39. (X, d) metrik uzay, x € X ve £ C X olsun. Eger X iizerinde bir §
proksimal yakinlig
recE <= {z}dE

kosulunu saglhyorsa, ¢ proksimal bagintisina metrikle uyumlu proksimal bagint: denir.

Teorem 2.40. Metrik proksimal bagintise metrikle uyumlu bir proksimal bagintidar.
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Kanit: (X,d) metrik uzay, £ C X olsun. Bir z € clF alahm. Bu durumda cl
tanimindan, D(z, F) = 0 olup buradan, {z}dE elde edilir. Tersine bir z € X igin,
{z}0FE olsun. Metrik proksimal bagmti tamimindan, D(z, E) = 0 olur ve boylece

x € clF elde edilir. O

Teorem 2.41. (X, d) metrik uzay ve A, B C X olsun. 69 C P(X) x P(X) olmak iizere;

do={(A,B) : clANnclB # 0}

ile tanwmly Og bagintisy X dzerinde bir proksimal bagintidar.

Kamt: (P.1): AdB olsun. O halde clA N clB # () olur. Kesigim igleminin degigme
ozelliginden, clBNclA # () ve buradan; By A elde edilir. Benzer sekilde By A ise AdyB
olur.

(P.2): AdoB olsun. O halde clANclB # ) olur. Buradan; clA # () ve c1B # () elde edilir.
Bir a € clA segelim. Buradan, D(a, A) = 0 ve {a}0A olur. Teorem 2.31 (P.2)’den A # ()
olur. Benzer sekilde B # () elde edilir.

(P.3): AN B # () olsun. O halde clA NclB # () olur. Bu ise, AdyB demektir.

(P4): ASp(BUC) = AN (c(BUCQC)) # 0 = clAN (clBUCC) # 0 = (clAN
clB)U (clANclC) # 0

O halde ya clANclB # () ya da clA N clC # @ olur. Yani, ya AdyB ya da AdyC elde
edilir.

(P.5): AdyB olsun. O halde, clANclB = ) olur.

D(z,clA)
D(z,clA) + D(z,clB)

f:X—> [071]7 f(l’) =
ile tanimli f fonksiyonu siireklidir. Ctlinkii; Teorem 2.21°den
g: X — R, g(x)=D(x,clA)

ile tanimli ¢ fonksiyonu siireklidir. Diger yandan R iizerindeki mutlak deger metrigi
digtintildiiginde, h : X — R, [: X — R siirekli fonksiyonlari i¢in, h+[ ve ? (I #0)
fonksiyonlar: siireklidir. D(z, clA)+ D(z, clB) # 0’dir. Tersine, D(x, clA)+D(x,clB) =
0 olsun. Buradan; D(z,clA) = 0 ve D(x,clB) = 0 olur. O halde, zdclA ve zdclB elde
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edilir. Boylece € > 0 i¢in,
(Ja € clA) (d(z,a) < §>

olur. a € clA oldugundan;
€

(Fd' € A) (d(a,d) < 2)

elde edilir. O halde;

d(z,d") < d(xz,a) +d(a,d") < % + % =€

esitsizliginden, zdA olur ki, bu ise z € clA olmasi1 demekdir. Benzer sekilde, xdclB
oldugundan z € clB dir. O halde clA NclB # 0 olur ki, bu AdyB olmasiyla celigir. O
halde, D(z,clA) + D(z,clB) # 0 olup, f fonksiyonu siireklidir. Ustelik f(A) = 0 ve
f(B) =1 dir.

E = f7'[3,1] olsun. Bu durumda A C f~*({0}) € (X \ E) ve B C f~!({1}) C E olur.
Simdi, clA NclB # () oldugunu varsayalim. O halde, z € clA ve x € clF olacak sekilde
bir z € X vardir. Buradan, 6 A ve xd0F olur. Teorem 2.6’den AJE dir. O halde ad FE
olacak sekilde bir a € A noktasi vardir. f fonksiyonu siirekli oldugundan, f(a)d f(E) dir.
Ancak f(a) =0 ve f(E) C [3, 1] kiimeleri mutlak deger metrigine gore yakin degildir.
Boylece clANclE = @ olur. Yani A& F elde edilir. X \ E =X — (f~![3,1]) = /1[0, 3)
dir. Simdi, cl(X \ E) NclB # ( oldugunu varsayalim. Buradan, = € cl(X \ E) ve
x € clB olacak sekilde z € X vardir. O halde z6(X \ E) ve 0B olur. Teorem 2.6’den
B§(X\ E) dir ve boylece bd (X \ ) olacak sekilde b € B vardir. Fakat f siirekli fonksiyon
oldugundan, f(b)df(X \ E) olur. Ancak f(b) =1 ve f(X \ E) C [0, 3) oldugundan bu
bir celiskidir. Boylece Bdy(X \ E) elde edilir.

Tanim 2.42. (X, d) metrik uzay ve A, B C X olsun. 6y C P(X) x P(X) olmak iizere;
do={(A,B) : clANnclB # 0}

ile tamiml 9y bagintisina ince proksimal bagint: denir.

Teorem 2.43. Her ince proksimal baginty metrik proksimal bagintidir.
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Kamt: (X,d) metrik uzay, A, B C X igin AdyB olsun. O halde clA N clB # ) olur.
Teorem 2.31 (P.3)’ten, clAdclB elde edilir. Lemma 2.34 (b)’den AdB olur. O

Tersine her metrik proksimal baginti ince proksimal baginti1 olmak zorunda degildir.

Ornek 2.44. R iizerinde mutlak deger metrigini diigiinelim. A = Nt ve B = {n — % ;
n € NT} olsun. Her € > 0 sayist i¢in, Argimet Aksiyomundan, ng > % olacak sekilde

bir ng € Nt vardir. O halde, ng € A ve ng — nio € B olmak tizere;

olur. O halde en biiyiik alt siir tammindan, D(A, B) = 0 olur. Buradan, AdB elde

edilir. Simdi § bagitisinin ince proksimal bagint1 olmadigim gosterelim.
cdA={reR : D(z,N*}

r € NT igin z € clA olur. z ¢ N* olsun. O halde; x < 1 veya x > 1 olur. Simdi = < 1

d(z,1)

oldugunu varsayalim. Eger =5~ = € dersek,

D(z,N") = ebas{d(z,n) : n € NT} =d(z,1) > ¢

olur. O halde; = ¢ clA elde edilir.

Eger x > 1 ise; ng < x < ng + 1 olacak sekilde nyg € NT vardir. Simdi € sayisi

man{d(z,ng),d(x,ng + 1)}
2

olarak secelim. Bu durumda
D(z,N*) = ebas{d(z,n) : N*} = min{d(z,ng),d(z,no+ 1)} > ¢
olur. Buradan, = ¢ clA elde edilir. O halde; clA = N* = A olur. Benzer sekilde c1B = B

elde edilir. AN B # 0 oldugundan clA N clB # () bulunur. Yani; AdyB olur.

Teorem 2.45. Kompakt metrik uzaylarda her metrik proksimal baginti ince proksimal

bagintidar.

Kamt: (X,d) kompakt metrik uzay, A, B C X i¢in AdB olsun. Aksine, clANclB =0
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oldugunu varsayalim. Kompakt uzaylarin kapali alt kiimeleri de kompakt oldugundan,
clA ve clB kompakt olur. O halde, Teorem 2.56’den clAdclB ve buradan AdB celiskisi
elde edilir. O halde clA NeclB # ) yani AdyB elde edilir.

Tanim 2.46. (X, d), (Y, d’) iki metrik uzay ve f : X — Y fonksiyon olsun. Eger her
A, B C X icin
A58 = [(A)o4f(B)

oluyorsa, f fonksiyonuna, proksimal sturekli fonksiyon denir.

Teorem 2.47. (X,d), (Y,d') iki metrik uzay ve f : X — Y proksimal siirekli fonksi-

yon olsun. Bu durumda her E, F C X i¢in
EsgF = f(E)daf ' (F)

olur.

Kanmit: Edy F olsun. O halde, D'(E, F) > 0 olur. Aksine, D(f'(E), f"Y(F)) =
oldugunu varsayalim. f proksimal siirekli oldugundan, D'(f(f~*(E)), f(f~'(F)))
elde edilir. Ancak f(f~*(F)) C E ve f(f~Y(F)) C F oldugundan, D'(E,F) =
celigkisi elde edilir. O halde, D(f~*(E), f~'(F)) > 0 olup, f~*(E)daf*(F) elde edilir.
O

0
0
0

Teorem 2.48. Her proksimal stirekli fonksiyon streklidir.

Kamt: (X.d), (Y,d') iki metrik uzay ve f : X — Y proksimal siirekli fonksiyon
olsun. Ayrica x € X ve A C X i¢in, zdA olsun. f proksimal stirekli oldugundan,
{z}6A = f({x}df(A) yani, f(x)df(A) elde edilir. O

Teorem 2.48'nin tersi dogru degildir:

Ornek 2.49. Her z € R i¢in f(x) = 22 ile tamml f : R — R fonksiyonunu goz
oniine alalim. f fonksiyonu R kiimesi iizerinde siireklidir. R kiimesi tizerindeki mutlak

deger metrigine gore Nt kiimesi, Ornek 2.44’den E = {n — 1. n e N'} kiimesine
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yakindir. Fakat, f(NT) kiimesi f(FE) kiimesine yakin degildir. Ciinkii,

D(f(N7), f(E)) = ebas{d(f(n), f(e)) : n €NT, e € E}

= ebas{d(n?, (n —

~—

) i neNT}

S|

_ ebas{| n? — (n — (%)2 |: neNt)
2

1
— ebas{2 — — : N*
ebas{ - }

=1

dir.

Lemma 2.50. (X,d),(Y,d') metrik uzaylar, f : X — Y bir fonksiyon ve X dzerinde
0o ince proksimal bagintisy, Y tzerinde ise herhangi bir A metrikle uyumlu proksimal

baginty olsun. Bu durumda
fsureklidir. <= [ proksimal stureklidir.

Kanmit: Teorem 2.48’den f fonksiyonu proksimal siirekli ise stireklidir. Simdi f stirekli
bir fonksiyon ve A, B C X alt kiimeleri icin AdyB olsun. Bu durumda clA N clB # ()
dir ve

0 # f(clANeclB) C f(clA) N f(clB)

oldugundan, f(clA) N f(clB) # () elde edilir. Simdi,

f(clA) € c(f(A)) ve f(cIB) Ccl(f(B))

oldugunu gosterelim. y € f(clA)ise f(p) = y olacak sekilde bir p € clA vardir. Buradan,
pdA ve f siirekli oldugundan, f(p)df(A) olur. Bu ise, f(p) = y € cl(f(A)) demektir.
Benzer sekilde f(clB) C cl(f(B)) oldugu gosterilebilir. O halde, clf(A) Nclf(B) # 0
olur. O halde z € clf(A) ve z € clf(B) olacak sekilde bir z € Y vardir. A uyumlu
proksimal bagint1 oldugundan, z\f(A) ve zAf(B) olur. Buradan f(A)\f(B) elde edilir.

O halde, f proksimal stirekli olur. O

Tanim 2.51. (X, d) metrik uzay ve A C X olsun. € > 0 sayist igin,

S(A,e) = J{S(ae) : a€ A}
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kiimesine A kiimesinin bir e-genislemest denir.

Teorem 2.52. (X, d) metrik uzay, A, B C X olsun. Her ¢ > 0 i¢in,
ASB <= S(A,e)NS(B,e) #0

olur.

Kanit: AdB olacak sekilde A, B C X kiimeleri ve € > 0 sayis1 alalim. Bu durumda,
d(a,b) < € olacak gekilde a € A ve b € B vardir. Buradan, a € S(b, €) olur. O halde,

ac| J{S(be) : be B} =3(B,e) vea € S(Ae)

oldugundan, S(A, e) N S(B,¢€) # ) elde edilir.

Tersine, € > 0 igin S(A,e) N S(B,e) # ( olsun. O halde, x € S(A,¢€) ve z € S(B,¢)
olacak sekilde x € X vardir. Buradan, d(a,r) < § ve d(b,z) < § olacak sekilde a € A,
b € B vardir. O halde,

d(a,b) < d(a,z) + d(z,b) < §+ % =
olup; AdB elde edilir. O
Tanmim 2.53. [6] (X, d) metrik uzay olsun. Bu durumda
n={ACPX)[Ve>0, N{S(Ae) : AcA}#0}

ailesine Herrlich anlaminda yakin ailelerin kimesi ve A ailesine Herrlich anlaminda
yakin aile denir.

Burada A € 7 icin kisaca nA gosterimini kullanacagiz. Eger A ¢ n oluyorsa, bunu
kisaca nA ile gosterecegiz. Dikkat edilirse, burada n C P(P(X)) dir.

Tanim 2.54. (X, d) metrik uzay olsun. A, B C P(X), E C X olsun.

(1) AVB={AUB : Ac A, B e B} kilmesine A ve B ailelerinin birlesim kiimesi

denir.
(2) B ={x € X : {{z},E} € n} kiimesine, E kiimesinin n anlaminda kapanis

kiimest denir.
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(3) clyA ={cl,A : A e A} kiimesine, A ailesinin n anlaminda kapams kimesi denir.

Teorem 2.55. (X,d) metrik uzay olsun. A, B C P(X), E C X olsun. Asaqidaki

ozellikler saglanar.
(N1 MM{ACX : Aec A} #£0 = Aen.
(N.2) nA, nB = n(AVB).
(N.3) A €nwveBeB olsun. Eger, A C B olacak sekilde A € A var ise; B € n olur.
(N4) e A = nA.

(N.5) (cl,A) en = Aen.

Kamt: (N.1): ({AC X : A€ A} # () olsun. Her € > 0 sayis1 igin,
(HACX : Ac A} C[[{S(Ae) : AcA}

oldugunu gosterelim. x € (J{A C X : A € A} olsun. O halde, her A € A i¢in x € A
olur. Buradan, = € [J{S(a,e) : a € A} = S(A,¢€) elde edilir. Her A € A igin = €
S(A,€) oldugundan, x € ({S(A,e) : A€ A} olur. O halde, [{AC X : Ac A} #10)
goz ontine alindiginda, ({S(A,e) : A € A} # 0 elde edilir. Buradan, A € 7 olur.

(N.2): n.A, 7B olsun. O halde, ¢ > 0 say1s1 igin,
({S(A,e) : Ac A} =0=(){S(B.e) : BeB}
olur. Aksine, AVB={AUB : A€ A, Be€ B} e noldugunu varsayalim. Buradan,
(J{S(AUB.,e) : AUB€AVB}+£0

elde edilir. O halde, x € N{S(AUB,¢) : AUB € AV B} olacak sekilde z € X vardir.
Buradan, her A € A ve B € B icin;

re S(AUB,¢e) = U{Sae : a € AUB}

olur. O halde, z € |J{S(a,¢) : a € A} = S(A,e) yada x € |J{S(a,¢) : a € B} =
S(B,€) elde edilir. Eger, x € [J{S(a,€) : a € A} = S(A,¢) ise,
her A € Aigin x € ({S(A,¢) : A€ A} olur. Bu ise, nA olmasiyla celisir.
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Benzer celigski z € (J{S(a,€) : a € B} = S(B,¢) durumunda da gergeklegir. O halde
AV B ¢ nolur.

(N.3): A € n olsun. Aksine; B ¢ n olsun. O halde, ({S(B,€) : B € B} = () olacak

sekilde bir € > 0 sayis1 vardir.
A*:{AB . BEB, ABQB}

kiimesini g6z 6niine alahm. Her B € B i¢in, A C B oldugundan, ({S(Ap,€) : Ap €
A*} C N {S(B,e) : B € B} olur. Gergekten, = € ({S(Ap,¢e) : Ap € A*} ise, her
Ap icin; x € S(Ap,€) C S(B,¢) olur. Buradan z € ({S(B,¢) : B € B} elde edilir. O
halde, {S(Ag,€) : Ap € A*} =0 dir. A* C A oldugundan, ({S(A,e) : A€ A} C
({S(Ap,€e) : Ap € A*} olur. O halde, {S(4,¢) : A€ A} =0 dir. Buise, A € 7

olmasiyla geligir. Boylece B € 1 elde edilir.

(N.4): 0 € A olsun. Her € > 0 igin, S(0,¢) = U{S(a,€) : a € 0} =0 olup,
SM,e)N((|{S(Ae) : Ac A} =0

elde edilir. O halde, A ¢ 7 olur.

(N.5): cl, A € n olsun. Her € > 0 icin,
({S(cl,A ) : A A} #0
olur. Aksine, A ¢ 7 oldugunu varsayalim. O halde,
(J{S(A,e) : Ac A} =0

olur. §imdi, S(cl,4, 5) € S(A, ¢) oldugunu gosterelim. Aksine, x € S(cl,4,3) ve z ¢
S(A, €) olacak sekilde bir € X var olsun. x € S(cl,4, §) oldugundan, z € S(b, 5)
olacak sekilde bir b € cl,A vardir. O halde, S(b,5) N S(A,§) # (0 olur. Buradan,
z € S(b,35) ve z € S(A, 5) olacak sekilde bir z € X vardir. O halde, z € S(a, 5) olacak

sekilde a € A vardir. Buradan,
d(r,a) < d(z,b) +d(b,2) +d(z,0) < §+§+§=¢
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elde edilir. Buise, x ¢ S(A, €) olmasiyla celisir. Boylece S(cl, 4, 5) C S(A, €) elde edilir.

Sonug olarak,
({S(cl,A,§) + Ac A} CN{S(Ae) : Ac A} =0
bulunur. Bu ise, cl,A € n olmasiyla geligir. O halde, A € 7 dir. a

Teorem 2.56. (X, d) metrik uzay, A, B C X metrik uzayda kapalr alt kiimeler olsun.
Eger AN B =0 ve A, B kiimelerinden en az biri kompakt ise A0B dir.

Kamt: A C X kompakt olsun. A, B kapali ve AN B = ) oldugundan, her a € A icin
{a}dB olur. Ciinkii aksine, {a}dB olsa, B kapali oldugundan; a € B elde edilir. Bu ise
AN B = () olmasiyla celigir. O halde, her b € B igin, d(a,b) > € olacak gekilde ¢; > 0
sayist vardir. N, = S(a, €;) kiimesi a'nin bir agik komsgulugudur. Ustelik, N,dB olur.

Ctinkii, her b € B ve x € S(a, €1) igin,
€1 S d(a’a b) S d(CL,JZ) + d(CL’, b)

olup, buradan d(z,b) > € — d(a,z) > 0 elde edilir. O halde en biiyik alt sir
tammmindan, D(S(a, €;), B) > 0, yani, N,6 B dir. Bu durumda A € |, 4 Na oldugundan

{N, : a€ A}
ailesi A kiimesinin bir acik ortiisiidiir. A kiimesi kompakt oldugundan, bu ortiintin
{N,, : ke{l,...,n}}

seklinde sonlu bir alt ortiisii vardir. N,0B ve Teorem 2.31’dan n € NT olmak tizere,
BoU;_, N, elde edilir. O halde, A C (|J,_; Na,) (n € NT) oldugundan, BJA yani,
AdB elde edilir.

Tanim 2.57. (X, d) metrik uzay f: N — X bir dizi olsun. Her € > 0 sayist igin;

(Vn,m = no) (d(f(n), f(m)) <e)
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olacak sekilde en az bir ng € N dogal sayis1 varsa, f dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Lemma 2.58. (Efremovi¢ Lemmasi) (X, d) metrik uzay ve 6, X tzerinde bir metrik
proksimal baginty olsun. Eger f : N — X ile g : N — X herhangi iki dizi ve her
n € Nigin d(f(n),g(n)) >r >0 ise,

{fp) - peP}d{glp) : PP}

olacak sekilde en az bir P C N sonsuz alt kimest vardar.

Kanmt: Her n € N i¢in;

By ={meN : d(f(n),g(m)) < 2}7 Cn={meN : d(g(n), f(m)) <}

I

kiimelerini tanimlayalim. Her n € N i¢in, B,, veya (), bog kiime ise; her P C N sonsuz
kiimesi igin istenen elde edilir. Eger B,, veya C), kiimelerinden birisi sonsuz ise, P = B,
veya P = (, alindiginda istenen elde edilir. Varsayalim ki, B,, kiimesi sonsuz olsun.

mi, Mo € Bn iQiH,

d(g(ma), g(m2)) < d(g(ma), f(n)) +d(f(n),g(m2)) < 7 +

r
2

>~ =
>~ =3

olur. Buradan, d(f(mi),g(ma)) >
halde,

olur. Aksine, d(f(my),g(ms)) < % varsayalim. O

r
2 2

d(f(m1), g(mn)) < d(f(m1), g(ms)) + d(g(ms), g(m1)) < % - g -

olur. Buise, hern € Nigin d(f(n),g(n)) > r > 0 olmast ile ¢elisir. Yani, d(f(my), g(msg)) >
5 elde edilir.
Simdi, P = B, dersek, her my,my € P = B, icin, d(f(m1),g(m2)) > § oldugundan,

en biiyik alt sinir tanimi geregi

{f(p) : pe P} {glp) : pe P}

elde edilir. Benzer gekilde C), sonsuz kiime ise, P = (), alinarak yapilir.

Simdi B,, ve (), sonlu kiimeler olsun. n; = 1 ve ng, n; sayisindan ve B,,, U (), kiime-

sindeki her elemandan biiytik ilk dogal say1 olsun. O halde, ny ¢ B,, ve buradan
30



d(f(n1),g(n2)) > % elde edilir. Benzer olarak, ny ¢ C,,, ve buradan d(g(n.), f(n2)) >}
olur. Bu sekilde, ng41, ng ve B,, U C,, kiimesindeki her elemandan daha biytik ilk
dogal say1 olsun. ngy1 ¢ By, ve buradan, d(f(ny),g(nk41)) > § olur. Benzer sekilde,

Nis1 & Cn,, ve buradan d(g(n), f(nig+1)) > § olur. O halde,
P={n, : keN}

sonsuz bir kiimedir. Ustelik, her p,l € P icin d(f(p), g(l)) > £ olur. Bu ise, {f(p)

1

pe€ P} d{g(p) : p€ P} demektir. 0

Teorem 2.59. (X, d) metrik uzay, § C P(P(X)) metrik proksimal bagints ve f : N —

X bir dizi olsun. Bu durumda
f, Cauchy dizisidir. <= Her A, B C N sonsuz kiimesi i¢in f(A)df(B)dir.

Kamt: [ Cauchy dizisi ve A, B C N sonsuz alt kiimeler olsun. Bu durumda her
m > ng icin m € AN B olacak gekilde ng € N vardir. f Cauchy dizisi oldugundan,
e > 0 sayist ve her m,n > ng igin d(f(m), f(n)) < € olur. f(m) € f(A) ve f(n) € B
oldugundan, en biiyiik alt sinir tammidan D(f(A), f(B)) = 0 olup, f(A)df(B) elde
edilir.

Simdi her A, B C N sonsuz kiimesi i¢in, f(A)df(B) olsun. Tersine f Cauchy dizisi
olmasin. O halde her N; € N igin;

(Fe>0) (Fn,m>N;) (d(f(m), f(n)) =¢)

olur. Ttmevarim yoéntemiyle her ¢ € N i¢in n;, m; > N; olan f(n;), f(m;) alt dizilerini
olugturalim.

d(f(m;), f(n;)) > € oldugundan, Lemma 2.58 (Efremovi¢ Lemma)’dan

{f(mp) : pe PYo{f(ny) : pe P}

olan P C N sonsuz alt kiimesi vardir. Bu ise kabul ile celigir. Buradan f Cauchy

dizisidir. 0
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Teorem 2.60. f: N — R bir Cauchy dizisi ise, f dizisi sinirldar.

Kanit: Tersine, f smursiz olsun. O halde, her M € R i¢in | f(n) |> M olacak sekilde
n € N vardir. Buradan, | f(ny) |>] f(1) | +1 olacak sekilde n; € N vardir. Benzer
sekilde, | f(n2) |>| f(n1) | +1 olacak sekilde ny € N vardir. O halde her ¢ € N igin
| f(nig1) |>] f(n;) | +1 olacak sekilde n;1 € N vardur.

Buradan, A = {ny; : : i € N} ve B = {ng;;; : i € N} geklinde olugturulan A, B C N
kiimeleri sonsuzdur. Ustelik f(A)df(B) olur. Ciinkii, her a € A ve b € B icin, a =

nei, b = noky1 olacak sekilde i, k € N vardir. Buradan, £ > ¢ olmak tizere,
| f(naria) [>] fn2i) [ +(2k + 1= 2i).1
olur. O halde,
| f(nogs1) — f(nai) [=| f(nakyr) | = | f(n2) [> (26 +1—2i).1>0

dir. Bu ise f dizisinin Cauchy dizisi olmasiyla celisir.

Tanim 2.61. (X, d), (Y,d) iki metrik uzay, f : X — Y fonksiyon olsun. Eger her

€ > 0 sayst i¢in x,y € X olmak iizere,

(d(z,y) <n) = (d(f(2), f(y)) <€)

olacak sekilde en az bir tane > 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna duzgun sureklidir denir.

Teorem 2.62. (Efremovi¢ Teoremi) (X, d), (Y,d') metrik uzay, f : X — Y fonksiyon
olsun. O halde,

f dizgun sureklidir. <= f proksimal sireklidir.

Kanit: f diizgiin siirekli olsun. A, B C X ve A§yB alalm. O halde, ¢ > 0 igin
d(a,b) < e olacak sekilde a € A ve b € B vardir. f diizgin siirekli oldugundan,
d'(f(a), f(b)) < €olur. O halde, f(A)dx f(B) elde edilir.
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f proksimal siirekli olsun. Aksine, f fonksiyonunun diizgiin siirekli olmadigini varsa-

yalim. Bu durumda, her n € N icin

Ansyn) < - ve (). Sn) >

olacak sekilde € > 0 ve z,,y, € X vardir. O halde, Lemma 2.58den

{f(xp) : pe PY{f(y,) : pE P}

olacak sekilde P C N sonsuz kiimesi vardir. f proksimal siirekli oldugundan,

{zp - pePYo{y, : pe P}

olur. Ancak, n > % olacak gekilde n € N alimrsa, d(z,,y,) < % < € olur. Bu ise

{z, : pe P}do{y, : p € P} olmasi ile celigir. O halde, f diizgiin siireklidir. O

Tanim 2.63. (X, d) metrik uzay olsun. X kiimesinin bogtan farkli biitiin kapali alt

kiimelerinin ailesine bir hiperuzay denir. Hiperuzayr C' L(X) ile gosterecegiz.

Teorem 2.64. (X,d) metrik uzay ve E = {e >0: A C S(B,e), BC S(A,€)} olsun.
Bu durumda her A, B € CL(X) i¢in

ebasE, E #10

dy(A, B) =
00, E=10

ile tanamly dy - CL(X) x CL(X) — R fonksiyonu metrik olma kosullariny saglar.

Kanit: (M.1) Tanmimindan; dg (A, B) > 0 olur.
(M.2) dy(A, B) = 0 olsun. Buradan, ebas{e > 0: A C S(B,¢), BC S(A,e)} =0 elde
edilir. O halde, her € > 0 igin A C S(B,¢), B C S(A,¢) olur. §imdi z € A olsun. O
halde, her € > 0 i¢gin = € S(B,€) olur. Buradan, her € igin D(z, B) < € elde edilir. O
halde, 0B olur. Metrik proksimity metrikle uyumlu bir proksimity ve x € clB ile B
kiimesi kapali oldugundan = € B dir. Benzer sekilde x € B ise x € A dir. O halde
A = B elde edilir.
Tersine, A = B olsun. O halde, her € > 0igin A C S(B,¢), B C S(A,¢) olur. Buradan,
chas{e >0: A C S(B,e), BC S(A,e)} =0 elde edilir. boylece dy (A, B) = 0 dir.
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(M.3) Tamumdan dg (A, B) = dg(B, A) oldugu agiktir.

(M4) A,B,C € CL(X) ve dy(A,C) = k,dy(B,C) =l olsun. Buradan, C' C S(B,I)
ve B C S(A, k) elde edilir. O halde C' C S(A,k + 1) olur. Gergekten, ¢ € C igin,
D(c,B) <l ve buradan her b € B i¢in d(c,b) < [ olur. Benzer sekilde, b € B ve her
a € Aigin d(b,a) < k elde edilir. O halde, her a € A i¢in

d(e,a) <d(e,b) +d(bya) < k+1

olur. Buradan, ¢ € S(A, k + 1) elde edilir. Benzer sekilde, A C S(B, k) ve B C S(C,I)
oldugundan, A C S(C,k + 1) olur. O halde, dy(A,C) < k + [ olur. Bu ise,

demektir.

Teorem 2.65. (X, d) metrik uzay, A, B € CL(X) olsun. O halde,

dy(A, B) = sup{| D(z,A) — D(x,B) | : = € X}

esitligi saglanar.

Kanit: dy(A,B) = p ve sup{| D(x,A) — D(z,B) | : = € X} = p/ diyelim. Simdi,
a € A olsun. sup{| D(a,A) — D(a,B) |} =| D(a,A) — D(a, B) |=| D(a, B) |< p olur.
Supremum tanimindan, her € > 0 igin D(a, B) < p’ 4 € olur. Buradan, A C S(B, p' +¢)
elde edilir.

Benzer gekilde b € B igin, | D(b,A) |< p' ve buradan D(b,A) < p' 4+ € olup, B C
S(A, p' + ¢€) elde edilir. O halde,

pf+ee{e>0:ACS(B,e), BCS(4,¢)}

ve

dy(A,B) =ebas{e >0: AC S(B,e), BC S(A,e)}=p

oldugundan, p < p’ + € elde edilir. € > 0 sayis1 keyfi oldugundan, p < p’ olur.
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Simdi p’ < p oldugunu gésterelim. z € X ve € > 0 sayist i¢in, D(z, A) = ebas{d(z,a) :
a € A} ve en biiytik alt siir tamimindan; d(x,a) < D(z, A) + € olacak sekilde a € A
vardir. Benzer sekilde, d(a,b) < D(a, B) + € olacak sekilde b € B vardir.
S(B,D(a,B)) ={x € X : D(x,B) < D(a,B)} oldugundan, a ¢ S(B, D(a,B)) ve
a € A oldugundan, A Z S(B, D(a, B)) elde edilir. O halde, D(a,B) ¢ {¢ >0 : AC
S(B,¢€), B C S(A, €} ve buradan D(a, B) < p elde edilir. O halde,

d(a,b) < D(a,B)+e<p+e

olur. Buradan;

D(xz,B) < d(z,b) <d(z,a)+d(a,b) < D(x,A) + p+ 2¢

elde edilir. Yani, D(z, B) — D(z, A) < p+ 2¢ olur. p' iist sirlarin en kii¢iig oldugu
icin, p’ < p + 2¢ elde edilir. € > 0 keyfi oldugundan p’ < p olur.
p < p ve p < poldugundan, p = p’ elde edilir.

Tanim 2.66. (CL(X),dy) metrik uzayma Hausdorff Metrik Uzay denir.

Teorem 2.67. (CL(X),dy) Hausdorff metrik uzay ve her n € N i¢in A,, C X olmak
tizere, { A }nen kapali kiimelerin bir dizisi olsun. { A, }nen dizisi kapaly bir A kimesine

yakinswor ise, D(x, A,) fonksiyonlar dizisi D(x, A) sayisina dizgin yakinsar.

Kanit: {A,},en dizisi kapali bir A kiimesine yakinsasin. O halde,

(Ve >0) (3no € N) (Vn>ng) (du(An,A) <e)

olur. Buradan, her € > 0, her n > ng ve her x € X igin;

| D(z, A,) — D(x, A) |< sup{| D(z,A,)) — D(z,A) | : x € X} <e

elde edilir. Boylece D(x, A,,) fonksiyonlar dizisi D(x, A) sayisina yakinsar..
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Tanmim 2.68. (X, d) metrik uzay, D C X olsun. Eger clD = X oluyorsa, D kiimesine

X kiimesinin bir yogun alt kimes: denir.

Tanim 2.69. (X,d), (Y,d’) iki metrik uzay, (A, d4), X uzaymin bir alt uzay1 ve f :
A — Y bir stirekli fonksiyon olsun. Eger F|4 = f olacak sekilde bir F' : X —
Y siirekli fonksiyonu varsa; f fonksiyonuna, X kimesine strekli olarak genisletilebilir
fonksiyon denir.

F' fonksiyonuna, f fonksiyonunun X kiumesi uzerindeki bir strekli genislemest denir.

Ornek 2.70. f: (0,1) — R, f(z) = 2 olsun. f fonksiyonu siireklidir. cl(0,1) = [0, 1]
olup, (0,1) C [0, 1] yogun alt kiimedir. Ancak, f fonksiyonunun [0, 1] kiimesine siirekli

geniglemesi yoktur.

Teorem 2.71. (X,d),(Y,d') iki metrik uzay, (Y,d') tam uzay ve S C X yogun alt
kiime olmak tzere; f : S — Y dizgun sturekli fonksiyon ise, f fonksiyonunun bir tek

duzgin surekli genislemesi vardar.

Teorem 2.72. [18] (Taimanov Teoremi) (X,d) metrik uzay, (Y,d') kompakt metrik
uzay, D C X yogun alt kime ve f : D — Y surekli fonksiyon olsun. f fonksiyonunun

X kimesi tzerine surekli genislemeye sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, her

E,F CY ayrik kapaly alt kimeleri igin clx f~'(E) Neclx f~Y(F) = 0 olmasidar.

Kanit: (X, d) bir metrik uzay, (Y, d’) bir kompakt metrik uzay, D C X bir yogun
alt kiime olsun. Ayrica f : D — Y fonksiyonu siirekli ve f : X — Y fonksiyonu
da f fonksiyonunun bir siirekli geniglemesi olsun. D alt uzay: tizerinde A, B C D i¢in

AdpB <= AdyB oldugundan
A5DB A Cle N Cle 7& @

ile tanimhi dp bagintist da, D tizerinde bir metrik proksimal bagintidir.

Ote yandan, Teorem 2.45’den Y uzay iizerindeki metrik proksimal bagmti ince prok-

simal bagintidir.

Simdi f fonksiyonunun proksimal siirekli oldugunu gosterelim. f fonksiyonu stirekli, d

X lizerinde ince proksimity ve Y iizerinde metrikle uyumlu proksimal baginti oldugundan,

Lemma 2.50’dan f fonksiyonu proksimal siireklidir. A, B C D ve AdpB olsun. Bu du-

rumda AdyB olur. f proksimal siirekli oldugundan f(A)3,f(B) elde edilir. f|p = f
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oldugundan, f(A)dyf(A), f(B) = f(B) ve buradan f(A)8,f(B) olur. f fonksiyonu
proksimal siireklidir. Simdi E, F C Y kapali ve ENF = () olsun. Buradan, clENclF = ()
elde edilir. O halde, ES)F olur. f proksimal siirekli oldugundan, f~'(E)dof~"(F') elde
edilir. Yani, clx f~Y(E) Neclx f~1(F) = 0 dir.

Tersine, her E, F C Y ayrik kapah alt kiimeleri igin cly f =1 (E) Nclx f~1(F) = 0 olsun.
f D — X siirekli fonksiyonunun bir siirekli geniglemesi oldugunu gosterelim. Bunun
icin 6ncelikle f fonksiyonunun proksimal siirekli oldugunu gosterecegiz. A, B C D alt
kiimeleri igin Adp B olsun. O halde, clx ANclx B # () olur. Aksine, f(A)d,f(B) oldugunu
varsayalim. Buradan, cly f(A) Necly f(B) = 0 olur. Varsayimdan,

cly f 7 (cly (f(A))) Nelx f~ (cly (f(B))) = 0

olur. f siirekli oldugundan C' C Y alt kiimesi igin clx f~*(C) C f~!(clyC) oldugunu
biliyoruz. O halde, clx(clx f~1(f(A))) C clx f~*(cly (f(B))) olur. Buradan,

Ly fTHf(A) Nelx f7H(f(B) =0
elde edilir. A C f~1(f(A)) ve B C f~}(f(B)) oldugundan,
Cle N Cle = Q)

bulunur. Bu ise AdpB olmast ile ¢eligir. O halde f bir proksimal siirekli fonksiyon-
dur. Teorem 2.62 (Efremovi¢ Teorem)’den f bir diizgiin siirekli fonksiyon oldugundan

Teorem 2.71’den f fonksiyonunun X {tizerine diizgiin siirekli bir geniglemesi vardir.
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3. TOPOLOJIK UZAYLAR

Bilindigi gibi her metrik uzay aynmi zamanda bir topolojik uzaydir. Bu durumda daha
once deginmis oldugumuz metrik proksimiti kavrami daha genel olarak topolojik uzay-
lara taginabilir. Onceki boliimde metrik proksimiti, kapal kiime kavrami kullamlmadan
gap fonksiyoneli yardimiyla verilmis, yakinsaklik ve stireklilik gibi temel kavramlar ka-
panig kiimesi tanimlanarak c¢aligilmigtir. Bu boliimde metrik proksimiti ile ilgili yaklagimlar

daha genel olarak topolojik uzaylar teorisi i¢in gézoniine alinacaktir.

3.1. Proksimal Yakinlik Uzaylari

Tanim 3.1.1. () # X bir kiime ve A, B,C C X olsun. Asagidaki ozellikleri saglayan
her § C P(X) x P(X) bagmtisina X tizerinde bir (Efremovic ) proksimal yakinlik denir.

(E.1) ASB <= BSA
(E2) ASB => A#0, B#D

(E3) AnNB#0 = AJB

(E4) AS(BUC) <= ASB yada ASC

(E.5) AdB = AJE ve (X/E)0B olacak sekilde en az bir £ C X kiimesi vardur.

Uzerinde bir proksimal yakinlik bagmtisi tanimlanmis olan her X kiimesine bir prok-

simal yakinlk uzayr denir ve (X, 0) ile gosterilir.
Ornek 3.1.2. Teorem 2.31" den her metrik uzay bir proksimal yakinlik uzayidir.

Ornek 3.1.3. (X, 9), Sekil 1’deki EF-uzay1 olsun. Buna gore A ve B uzak kiimelerdir,
yani AdB dir. Bu durumda BJ(X \ C) olacak gekilde bir C' kiimesi bulabiliyoruz.
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Sekil 1: Efremovic proksimal yakinlik uzay1

Tanim 3.1.4. () # X bir kime ve A, B, C C X olsun. Asagidaki ozellikleri saglayan her
§ C P(X) x P(X) bagmtisina X tizerinde bir Lodato proksimal yakinlk (L-proksimal

yakinlk) denir.
L.1) A0B <= BJA

L.2) ASB = A#0, B#0

(

(

(L3) ANB#0 = ASB

(L4) AS(BUC) <= ASB ya da ASC
(L.5

) AdB ve her b € B igin biC ise, AJC"dir.

Lemma 3.1.5. ) # X bir kiime ve ¢ bir Efremovic proksimal yakinlk ve A, B C X
olsun. Bu durumda

Ja € X (abA AN adB) = A0B

olur.

Kanit: a € X ve A, B C X igin, ad A ve ad B olsun. Aksine Ad B oldugunu varsayalim.
O halde, (E.5)’ten
(FECX) (AOE AN (X —E)B)

elde edilir. Buradan, a € E veya a € X — E olur. Eger a € E ise, Aé{a} oldugundan,
(E.4)’ten Ad({a} UE) yani, ASE celigkisi elde edilir. Eger a € X — E ise benzer sekilde,
Bd{a} oldugundan, (E.4)'ten Bj({a} U (X — E)) yani, BOX — E geligkisi elde edilir.
Boylece AdB elde edilir.
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Teorem 3.1.6. Her Efremovic proksimal yakinlk bir L-proksimal yakinliktor.

Kanit: (L.5) ozelliginin var oldugunu gosterirsek kanit biter. O halde A, B,C C X
icin, A0B ve her b € B i¢in bdC olsun. Aksine AJC' oldugunu varsayalim. O halde
(E.5)’ten,

(FECX) (AOE N (X — E)C)

elde edilir. Simdi B € FE oldugunu gosterelim. Aksine, B C E oldugunu varsayalim.
AéB ve (E.4)'ten, A0B U E yani A0E geligkisi elde edilir. O halde, B € FE olur.
Buradan, BN (X — E) # 0 elde edilir. Simdi b € (BN (X — E)) olsun. Bu durumda
b € B oldugundan; varsayimimiz geregi bdC' olur. Ayrica b € (X — E) oldugundan,
{b} N (X — E) # 0 ve (E.3)ten {b}6(X — F) olur. Lemma 3.1.5’dan C6(X — E) elde
edilir ki, bu bir geligkidir. O halde, A0C dir. O

Ornek 3.1.7. Her metrik uzay bir Efremovi¢ yakinlik uzayi oldugindan, Lemma 3.1.5

geregi, her metrik uzay ayni zamanda bir L-proksimal yakinlik uzayidir.

Tanmim 3.1.8. (X, 7) bir topolojik uzay, § X iizerinde bir proksimal yakimlik olsun.
A C X olmak tizere;

10A < x€cld

oluyorsa, 0 proksimal yakinhgina topolojiyle uyumlu proksimal yakinlik denir.

Tanmim 3.1.9. (X, 7) bir topolojik uzay, =,y € X olmak iizere,
rec{y} <= yecz}

oluyorsa, (X, 7) uzayma Ry topolojik uzay denir.

Teorem 3.1.10. (X, 7) Ry-topolojik uzay, & topolojiyle uyumlu bir proksimal yakinlik

olsun. Bu durumda her x,y € X i¢in

vé{y} <= yo{z}

dir.

Kanit: xd{y} olsun. § topolojiyle uyumlu oldugundan, z € cl{y} olur. X uzay1 R,

oldugundan, y € cl{z} elde edilir. Buradan, yé{x} olur. Tersine, yé{z} olsun. Benzer
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sekilde, y € cl{z} ve buradan x € cl{y} elde edilir. § topolojiyle uyumlu oldugundan,
zé{y} dir. O

Tanmim 3.1.11. (X,6) bir proksimal yakinhk uzay1, Y € X ve A, B C Y olsun. Y
kiimesinde,

AdyB <— A/B
ile tanimli 0y bagimtisina alt uzay proksimal yakinlge denir.

Teorem 3.1.12. (X, 1) bir topolojik uzay ve 0, X tizerindeki topolojiyle uyumlu prok-
simal yakinhk olsun. Bu durumda her' Y C X i¢in oy alt uzay proksimal yakinlgs, Y

tuzerindeki alt uzay topolojisi ile uyumludur.

Kamit: A CY vex € clyA olsun. cly A = Y Nclx A oldugundan, z € cly A elde edilir.
Diger yandan, d, X iizerindeki topolojiyle uyumlu oldugundan xd A dir. Buradan, xdy A
elde edilir. Tersine, x € Y icin xzdy A olsun. O halde, z0A ve buradan x € cly A elde

edilir. Ancak z € Y oldugundan, z € Y NclxA = cly A bulunur.

Teorem 3.1.13. (X, 7) bir Ry topolojik uzay olsun. Bu durumda X uzay her A, B C X
¢n

AbgyB <= clANclB #10
ile tanamly topolojiyle uyumlu bir L-proksimal yakinlhga sahiptir.

Kamit: (X, 7) Ro-topolojik uzayi ve A, B,C C X olsun. Oncelikle, §y bagmtismin bir
L-proksimal yakinligi oldugunu gosterelim.

(L.1): AdoB olsun. O halde clA N clB # @ olur. Kesigimin degisme ozelliginden clB N
clA # () ve buradan, BdyA elde edilir. Benzer sekilde BoyA ise AdyB bulunur.

(L.2): AdyB olsun. O halde clANclB # () olur. Buradan, clA # (), clB # () elde edilir.
O halde; A, B # () olur.

(L.3): ANB # () olsun. A C clA ve B C clB oldugundan, clANclB # () olur ve boylece
Ady B elde edilir.

(L.4): Ado(BUC) ise clAN (cl(BU(C)) # 0 dir. cl(BUC) = clB U clC oldugundan,

clAN (clBUclC) # () olur. Kesigimin birlegsime dagilma ozelliginden, (clA N clB) U
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(clANclC) # 0 olur. Buradan, clANclB # () veya clA N clC # O elde edilir. O halde,
AdgB veya AdyC olur. Denkligin diger tarafi benzer sekilde gosterilebilir.

(L.5): AdoB ve her b € B igin {b}doC olsun. Buradan, clANclB # () ve her b € B igin
cl{b} NclC # B elde edilir. O halde her b € B i¢in x;, € cl{b}NclC olacak sekilde 2, € X
vardir. X uzayr Ry oldugundan, b € cl{x;} ve z;, € clC oldugundan cl{z,} C clC ve
buradan b € clC elde edilir. O halde B C clC' olur. Boylece clB, B kiimesini kapsayan
en kii¢iik kapalh kiime oldugundan, clB C clC dir. clA N clB # () oldugu goz oniine
alimirsa, clA N clC # () olur. O halde, AjyC' elde edilir.

Simdi dy proksimal yakinliginin topolojiyle uyumlu oldugunu gosterelim. z € X ve £ C
X i¢in x6gE olsun. Buradan, cl{z} N clE # () elde edilir. O halde, y € cl{z}, y € clE
olacak gekilde en az bir y € X vardir. X Ry-topolojik uzay1 oldugundan, = € cl{y} C
clE bulunur. Tersine, € clE olsun. O halde, cl{z} N clE # () olur. Buradan, xdyF
elde edilir.

Lemma 3.1.14. (X,0) proksimal yakinlhk uzay, A, B,C,D C X olsun. Ejer AdB,
ACCwve BCD ise, CoD olur.

Kanit: AdB ve A C C oldugundan, (E.4)’ten Bj(A U C) yani, B6C olur. O halde
(E.1)’den CéB ve BU D = D oldugundan, C'§(B U D), yani C'§D elde edilir.

Teorem 3.1.15. (X, 7) topolojik uzay, § topolojiyle uyumlu L-proksimal yakinlik olsun.
Bu durumda her A, B C X i¢in

AdB <= clAdclB

dir.

Kamit: A)B olsun. A C clA ve B C clB oldugundan Lemma 3.1.14’den clAdclB
elde edilir. Tersine clAdclB oldugunu varsayalim. Bu durumda ¢ topolojiyle uyumlu
oldugundan, her x € clB i¢in 26 B olur. O halde (L.5)ten clAd B olur. (L.1)’den BdclA
elde edilir. Benzer sekilde, her y € clA i¢cin ydA oldugundan, BOA ve buradan AdB

elde edilir.
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Teorem 3.1.16. (X, 7) topolojik uzay, § X iizerindeki topolojiyle uyumlu proksimal
yakinhk ve A, B C X icin AdB olsun. O halde asaqidakiler saglanar.

(i) clA C (X — B).

(i) ACint(X \ B).

Kanit: (i): AdB = clAjclB = clAdB = clAC (X —B)
(il): A0B => A§clB = AC (X —clB)=int(X — B)

Teorem 3.1.17. () # X bir kiime 6,8’ X tizerinde iki proksimal yakinhk bagintis olsun.
Bu durumda

§ <0 < (VA BCX) (A0B = A{B)
ile tanamly "<7 bagintisy bir kismi siralama bagintisidar.

Kamit: A, B C X olmak tizere, A0B ise AdB oldugundan, § < ¢ olup bagti
yansimalidir.

0,¢",0" X tizerinde proksimal yakinhk bagintilari, 6 < 6" ve o’ < §” olsun. O halde
Ad" B olmak tizere, Ad’'B olur. Buradan, AdB elde edilir. O halde § < ¢” olur. Yani,
7 <7 gecigsmelidir.

0 < 0" ve & <6 olsun. Bu durumda

ASB < A{B

elde edilir. Boylece § = ¢’ olur. Yani ”<” bagintisi ters simetriktir. O

Tanim 3.1.18. () # X bir kiime ve §, ' X iizerinde tanimli iki proksimal yakinlik olsun.
Eger ¢’ < 0 oluyorsa d proksimal yakinlik bagintisina ' proksimal yakinlk bagintisindan

daha incedir veya ¢ proksimal yakinhk bagimtisina & proksimal yakinhk bagintisindan

daha kabadir denir.

Teorem 3.1.19. (X, 7) bir Ry-topolojik uzayr olmak tizere, X fizerindeki en ince

uyumlu L-proksimal yakinlik 6o proksimal yakinligidar.
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Kamt: o X iizerinde herhangi bir uyumlu proksimal yakinlik ve A, B C X olmak
tizere, AdyB olsun. O halde clANclB # ) elde edilir. (L.3)’ten clAdpclB olur. Teorem
3.1.15’den AdB elde edilir. O halde, § < dq olur.

Tanim 3.1.20. (X,0) L-proksimal yakinlik uzay1 A, B C X olsun. Eger Aj(X \ B)
ise, B kiimesine A kiimesinin proksimal komsulugu denir ve bu durum A << B ile

gosterilir.

Teorem 3.1.21. (X, 0) bir proksimal yakinlik uzayr A, B,C' C X olsun. Asagidakiler

saglanar.
(PN.1) A<<B <= (X\B)<<(X\A4).
(P.N.2) X << X.
(PN3) A<< B = ACB.
(PN4) ACB,CCDvweB<<Cise, A<< D olur.
(PN5) A<< By, (1<k<n,neN) = A<<_{B:}

(P.N.6) A << B ise, her C C X i¢in A << C dir ya da {x} << B olacak sekilde en
az bir x € (X \ C) vardr.

(P.N.7) A << B olsun. Bu durumda A << C << B olacak sekilde en az bir C C X

vardar.

Kanit: (P.N.1): A<< B<= AJ(X \B) <= (X \B)JA <= (X \B) << (X \A4)
(P.N.2): X00 oldugundan X9(X \ X) ve buradan, X << X elde edilir.

(PN.3): A << B = AS(X\ B) = AN(X\B)=0 = ACB

(P.N.4): Aksine A << D olmasm. Yani, A5(X \ D) olsun. (X \ D) C (X \ C) ve
(E.4)'ten AS((X \ D)U (X \ C)) yani, A5(X \ C) elde edilir. (E.1)’den (X \ C')dA olur.
A C Bve (X \C)J(AU B) oldugundan, (X \ C)dB elde edilir. Buradan, B§(X \ C)

olur. Bu ise, B << C olmasi ile ¢eligir. O halde, A << D olur.

(P.N.5): B; ve By igin gostermek yeterlidir. A << Bj ve A << Bj olsun. Tamimdan,
AS(X \ By) ve A§(X \ Bs) olur. (E.4)'ten A§((X \ B1) U (X \ Bs)) ve buradan A§(X \
(B1 N By)) elde edilir. O halde, A << (B; N By) olur.
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(P.N.6): A << B olsun. O halde AJ(X \ B) olur. Boylece (L.5)'ten her C' C X igin,
AS(X \ C) ya da zd(X \ B) olacak sekilde bir x € X vardir. Bu ise istenendir.

(P.N.7): A << B olsun. Buradan, AJ(X \ B) olur. O halde (E.5)'ten AéD ve (X \
D)d(X \ B) olacak sekilde bir D C X vardir. Eger D = X \ C alinirsa, istenen elde

edilir. O

Teorem 3.1.22. (X,0) bir proksimal yakinhk uzay, A, B C X olsun. Bu durumda

asagqidakiler saglanar.
(i) A<< B = clA<<cdlB.
(ii) A<< B = A<<intB.

Kamt: (i) A << B = AJ(X \ B) = clAjcl(X \ B) = clAid(X \ B) =
clAd(X \ clB) = clA << clB.

(ii) Eger A << B = A§(X \ B) = clAicl(X \ B) = cl(X \ B)dclA = cl(X \
B)§A = Ajcl(X \ B) oldugu gézoniine alimrsa, cl(X \ B) = (X \ intB) oldugundan,
AdX \ intB, yani A << intB elde edilir.

Tanim 3.1.23. (X, 7), (Y, ) iki topolojik uzay, f : X — Y bir fonskiyon ve ¢ € X
olsun. Eger f(c) € V € 7% olan her V igin f(U) C V olacak sekilde en az bir U €
var ise, f fonksiyonuna c¢ noktasinda streklidir denir.

Eger, f fonksiyonu her ¢ € X i¢in siirekliyse, f fonksiyonuna X tizerinde sitreklidir

denir.

Teorem 3.1.24. (X, 1), (Y, 7%) iki topolojik uzay, f : X — Y fonksiyon ise asagidakiler
denktir.

(a) [ stireklidir.

(b) Her H € m* icin f~'(H) € 7 olur.

(c) Her A CY kapal kiimesi i¢in f~1(A) C X kapalidar.

(d) Her A C X i¢in f(clA) C clf(A) olur.
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Teorem 3.1.25. (X, 7), (Y, %) iki topolojik uzay, f : X — Y bir fonksiyon ve 6,0’
siraswyla X ve'Y kiimesi uzerindeki T ve 7 topolojileriyle uyumlu proksimal yakinlhklar

olsun. Bu durumda

fstreklidir. < (Vee X)(VACX) (cd0A = f(c)d' f(A))

dir.

Kanit: ¢ € X ve A C X igin, ¢dA olsun. Aksine, f(c)df(A) oldugunu varsayalim. O
halde f(c) ¢ clf(A) olur. f stirekli ve clf(A) kapah oldugundan, f~!(clf(A)) kiimesi X
uzaymda kapalidir. f(c) ¢ clf(A) oldugundan, ¢ ¢ f~(clf(A)) olur. A C f~1(clf(A))
ve f71(clf(A)) kapali oldugundan,

ACclAC fl(clf(A))

elde edilir. ¢ ¢ f~1(clf(A)) oldugundan, ¢ ¢ clA ve buradan c¢dA geligkisi elde edilir. O
halde f(c)of(A) olur.

Simdi de her ¢ € X ve A C X igin cdA ise f(c)df(A) olsun. f fonksiyonun siirekli
oldugunu gosterelim. E C Y agk kiime olsun. f~'(F) = ) ise kamit biter. O halde,
f7YE) # 0 olsun. Buradan, en az bir ¢ € f~!(E) vardir. Buradan, f(c) € E olur.
Diger yandan F kiimesi Y uzayinda agik oldugundan, Y\ E kiimesi kapahdir. O halde,
Y\ E =cl(Y\ E) olur. Béylece f(c) ¢ cl(Y \ E) ve buradan, f(c)é(Y \ E) elde edilir.
Varsayimimizdan ¢df~}(Y \ E) dir. Ancak f~'(Y \ E) = X \ f~'(F) oldugundan,
cd(X\ f7YE)) elde edilir. Her ¢ ¢ X\ f~1(F) igin cd X \ f~*(F) oldugundan, X\ f~(E)
kapalidir. Boylece f~(E) agk olur. Sonug olarak, Teorem 3.1.24’den f fonksiyonun

siirekli oldugu elde edilmig olur.

Tanim 3.1.26. (X,0), (Y,¢’) iki L-proksimal yakimlk uzay1 ve f : X — Y bir fonk-
siyon olsun. Eger her A, B C X igin

ASB — f(A)df(B)

kosulu saglaniyorsa, f fonksiyonuna proksimal siirekli (p-sirekli) fonksiyon denir.
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Ornekler 3.1.27. (X,9),(Y,d),(Z,0") L-proksimal yakinlik uzaylari olsun.

(a) f: X — Y sabit fonksiyonu, p-siireklidir. Gergekten, bir ¢ € Y ve her x € X igin
f(z) = colsun. O halde, A, B C X i¢in f(A) = cve f(B) = c oldugundan, f(A)d' f(B)
elde edilir.

(b) f: X — X birim fonksiyonu, p-siireklidir. Gergekten, A, B C X igin AéB olsun.
Bu durumda f(A) = A ve f(B) = B oldugundan, f(A)df(B) olur.

(c) Proksimal siirekli fonksiyonlarin bilegkesi de p-siireklidir. f : X — Y ve g :
Y — Z iki p-stirekli fonksiyon ve A, B C X i¢in AJB olsun. f p-siirekli oldugundan,
f(A), f(B) € Y ve f(A)d' f(B) olur. Benzer sekilde, g fonksiyonu da p-siirekli oldugundan,
g(f(A))8"g(f(B) elde edilir. O halde

ASB = go f(A)§"go f(B)

oldugundan, go f : X — Z fonksiyonu da p-siirekli olur.

Teorem 3.1.28. (X, 7),(Y,7*) iki topolojik uzay, 0,0 swaswyla X,Y dzerindeki T,
T topolojileriyle uyumlu proksimal yakinliklar ve f : X — Y fonksiyon olsun. Bu

durumda f fonksiyonu p-sirekli ise sureklidir.

Kanit: ¢ € X ve A C X i¢in, ¢0A olsun. f p-siirekli oldugundan, f({c})d’f(A) olur.

Bu ise istenendir.

3.2. Ayirma Aksiyomlari

Tanim 3.2.1. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger her z,y € X,z # y i¢in
(r€G,y¢G) veya (z ¢ G,y €G)

olacak gekilde bir G C X agik kiimesi bulunabiliyorsa, (X, 7) topolojik uzayma bir

To-uzayr denir.

Teorem 3.2.2. (X, 1) bir Ty-topolojik uzayr ve &, T topolojisi ile uyumlu proksimal

yakinhk olsun. Bu durumda her x,y € X ve x # y i¢in xdy veya ydx olur.
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Kanit: z,y € X ve x # y olsun. O halde, x € G,y ¢ G veya y € G,z ¢ G olacak
sekilde bir G € 7 vardir.

r € G,y ¢ G oldugunu varsayalim. Bu durumda y € (X — G) olur. X — G kapali ve
r ¢ (X — G) oldugundan, {z}d(X — G) dir. Ciinkii aksine, {z}d6(X — G) oldugunu
varsayarsak; d proksimal yakilhgi topoloji ile uyumlu oldugundan z € cl(X — G) =
(X —G) geligkisi elde edilir. O halde, {z}d(X —G) olur ve (E.4)’ten {z}d{y} elde edilir.
Eger y € G,z ¢ G oldugunu varsayilirsa, benzer sekilde {y}d{z} elde edilir.

Tanim 3.2.3. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger her z,y € X,z # y i¢gin G,H C X
gibi iki acik kiime,
(reGy¢G) N (¢ HyecH)

saglanacak gekilde bulunabiliyorsa, bu (X, 7) topolojik uzayma T} -uzay: denir.

Teorem 3.2.4. Bir (X, 1) topolojik uzayimin Ti-uzayr olmast i¢in gerek ve yeter sart

her x € X i¢in {z} tek nokta kimesinin kapal olmasidor.

Teorem 3.2.5. (X, 1) bir Ty uzayr ve §, X dzerindeki T topolojisi ile uyumlu proksimal

yakinlk olsun. Bu durumda her z,y € X, x # y i¢cin {x}d{y} ve {y}é{z} olur.

Kanit: z,y € X icin  # y olsun. X, Tj-uzay1 oldugundan, {z},{y} kiimeleri ka-
palidir. O halde, z ¢ {y} = cl{y} ve y ¢ {x} = cl{x} olur. Ancak § topolojiyle uyumlu
oldugundan, zd{y} ve yo{z} elde edilir.

Tanim 3.2.6. (X, 7) uzay1 T} olsun. Eger her kapali A C X ve x ¢ A igin

f(z) =0ve f(A) =1

olacak sekilde bir f : X — [0, 1] siirekli fonksiyonu bulunabiliyorsa, (X, 7) topolojik

uzayina tamamen regiler uzay ya da Tychonoff uzay: denir.

Tamim 3.2.7. (X, 7) T} uzay1 olsun. Eger her kapali ve ayrik A, B C X alt kiimeleri
icin
ACG, BCHveGNH=0
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olacak gekilde G, H C X agik kiimeleri, bulunabiliyorsa, (X, 7) topolojik uzayina nor-

mal uzay denir.
Teorem 3.2.8. (X, 1) topolojik uzayr normal uzay ise Tychonoff uzayidar.

Teorem 3.2.9. Bir (X, 1) topolojik uzayinin normal olmast igin gerekli ve yeterli kosul

X dzerindeki uyumlu proksimal dg yakinlginin Efremovic proksimal yakinlik olmasidar.

Kanit: (X, 7) normal uzay olsun. X {izerindeki dy proksimal yakinhgimin L-proksimal
yakinlik oldugunu gostermistik (Teorem 3.1.13). O halde dy proksimal yakinhiginin (E.5)
ozelligini sagladigim gosterelim. A, B C X i¢in AdyB olsun. Buradan, clANclB = 0

elde edilir. (X, 7) normal uzay oldugundan,
clACE, cIlBCE ve ENE =0

olacak sekilde E, E’ € 7 vardir. Buradan E' C (X \ E) oldugundan,
ACCACE, BCcdBC(X\FE)

elde edilir. O halde clA kapali oldugundan, cl(clA) = clA olur. Buradan clAN E’' = ()
yani, clAdyE" elde edilir. Benzer sekilde clBéoE olur. E € 7 oldugundan, X \ E kapali ve
clA C E oldugundan, clA C (X \ E) = () olur. Yani, clAdy(X \ E) elde edilir. Buradan,
Ady(X \ E) olur. Oylece clBéyE oldugundan, BéyE dir. Bu durumda dy Efremovic

proksimal yakinligi olur.

09, X tizerinde Efremovi¢ proksimal yakinlik ve A, B C X ayrik kapali kiimeler olsun.
Bu durumda clA N clB = @ olur. Buradan, AdyB elde edilir. Ayrica 0y Efremovic
proksimal yakinlik oldugundan, AdgE ve Bdg(X \ E) olacak sekilde E C X vardur.
Buradan, ANclE =0 ve BNcl(X \ E) = 0 olur. O halde A C (X \ clE) ve B C
(X \cl(X\ E)) elde edilir. X \ clE, X\ cl(X \ E) € 7 oldugu agiktir. Aksine, X \ clE'N
X\ c(X\ E) # 0 oldugunu varsayalim. O halde z € X \clE ve z € X\ cl(X\ F) olacak
sekilde en az bir x € X vardir. Buradan, x ¢ clE, x ¢ cl(X \ E) ve clEUCc(X\ E) = X
oldugundan x ¢ X celigkisi elde edilir. O halde, (X \ clE) N (X \ cl(X \ E)) = 0 olur,

yani (X, 7) normal uzaydir. O
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Tanmim 3.2.10. (X, 7) bir topolojik uzay ve A, B C X olsun. Eger,

olacak gekilde bir f : X — [0, 1] siirekli fonksiyonu varsa, A ve B kiimesine tamamen

ayrilmas ya da fonksiyonel ayrilmis denir.

Teorem 3.2.11. Her tamamen regiler (X, ) uzayr (Tychonoff uzay)
VA,BC X, AopB <= A, B fonksiyonel ayrimastar.

ile verilen 0p uyumlu proksimal yakinliga sahiptir.

Kamt: Oncelikle 67 bagmtisinmn proksimal yakinhk oldugunu gosterelim.
(E.1): AopB <= BépA tammdan aciktir.

(E.2): Bos kiime biitiin kiimelerden fonksiyonel ayrilmig oldugundan, A, B = {) i¢in
A, B fonksiyonel ayrilmistir. O halde AdpB elde edilir.

(E.3): AdpB olsun. O halde A, B fonksiyonel ayrilmistir. Buradan, AN B = ) olur.

(E4): A, B,C C X olmak iizere, AdpB ve A6pC olsun. O halde,
fr9: X —[0,1], f(A) =0, f(B)=1veg(4) =0, g(C) =1
olacak sekilde f, g strekli fonksiyonlar: vardir. Simdi,
h: X —[0,1], h(z) = maks{f(z),g(x)}

fonksiyonunu tammlarsak, h stirekli ve A(A) = maks{f(A),g(A)} =0 ve h(BUC) =
max{ f(BUC), g(BUC)} = 1 olur. O halde A ve BUC fonksiyonel ayrilmigtir. Buradan,
Adp(BUC) elde edilir.

Tersine, Adp(B U C) olsun. O halde,

f(A)=0, f(BUC)=1

olacak gekilde f : X — [0, 1] siirekli fonksiyonu vardir. Boylece f(B), f(C) C f(BUC)
oldugundan, f(B) = 1 ve f(C) = 1 elde edilir. O halde A, B ve A,C fonksiyonel
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ayrilmig olup AdpB ve AdpC' elde edilir.

(E.5): AdpB olsun. Bu durumda
f(A)=0, f(B)=1
olacak gekilde bir f: X — [0, 1] siirekli fonksiyonu vardir. Simdi
E={zeX : 1< f(x) <1}

olsun. O halde, AépE ve (X \ E)épB oldugunu gésterelim. Bunun igin

Yy
<y=<

ile tanimh ¢ : [0, 1] — [0, 1] stirekli fonksiyonunu g6z 6niine alalim. Boylece f siirekli
oldugundan,

gof: X —[0,1]

bileske fonksiyonu da siireklidir. Ustelik, (go f)(A) = 0 ve (go f)(E) = 1 oldugundan,
A ve E kiimeleri fonksiyonel ayrilmistir. O halde, AdrE olur.
Simdi,

ile tamiml A : [0,1] — [0, 1] siirekli fonksiyonunu goz 6ntine alahm. f fonksiyonu
siirekli oldugundan,

hof:X —10,1]

bilegke fonksiyonu da siireklidir. Diger yandan
X-E={zeX :0< f(z)<3}

oldugundan, (ho f)(B) = h(f(B)) =h(l) =1ve (ho f)(X\E)=h(f(X\E)) =0
elde edilir. O halde, B ve X \ E kiimeleri fonksiyonel ayrilmis olup, (X \ £)dpB olur.

Simdi, dr proksimal yakinliginin uyumlu oldugunu gosterelim.
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x ¢ clA olsun. clA kapal ve X Tychonoff uzay1 oldugundan,

f{z}) =0, f(cld) =1

olacak gekilde bir f : X —— [0, 1] siirekli fonksiyonu vardir. O halde A C clA
oldugundan, f(A) = 1 olur. Buradan, {z} ve A kiimesi fonksiyonel ayrilmig olup,
ropA elde edilir.

Tersine, o A olsun. Buradan,

olacak sekilde bir f : X — [0, 1] siirekli fonksiyonu vardir.

Aksine, x € clA oldugunu varsayalim. O halde,

VGer) (re@) ({a}nA#0D)

olur. Ancak, [0,1) C [0, 1] uzaymnda acik kiime ve f siirekli oldugundan f=1([0,1))
kiimesi X uzaynda agik olup, z € f7([0,1)) ve f71([0,1)) N A = 0 geliskisi elde edilir.
O halde = ¢ clA olur. O
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4. DIJITAL GORUNTU

Bu boliimde dijital goriintiilerin proksimal yakinlikla iligskilendirilebilecegini gorecegiz

([9], [11], [12], [13], [14]).

Tanim 4.1. Konum ve renk tonlari ile ilgili bilgilere sahip olan gorsel alan nesnelerinin
ayrik gosterimine bir dijital gorinti denir. Digital goriintiideki nesnelerden (noktalar-
dan) olugan bog olmayan bir kiimeye dijital gorsel uzay ya da dijital gérinti kimesi

denir.

Tanmim 4.2. Bir X # () dijital goriintii kiimesinin noktalarina piksel denir. ”piksel”

kelimesi ingilizcede ”picture” ve "cell” kelimelerinden tiiretilmistir.

Tanim 4.3. X # () dijital goriintii kiimesi olmak tizere, bir ¢ : X — R fonksiyonuna

piksellerin ozellik fonksiyonu denir.

Ornek 4.4. X # () bir dijital goriintii kiimesi, z € X bir piksel ve ¢ : X — R
fonksiyonu renk 6zelligi fonksiyonu olsun.
= {1,2,3} C R kiimesi renklerin kiimesini temsil etmek iizere (1-sar1, 2-kirmizi,

3-mavi), ¢(z) = 1 ise, x € X sar1 renkli bir pikseldir.

Tanim 4.5. X # () dijital gorintu kiimesi ve z € X bir piksel olsun. Her n € N i¢in

¢n © X — R piksellerin 6zellik fonksiyonu olmak iizere,

¢ = {¢1a ¢27 }

kiimesine piksellerin 6zellik vektoriu denir ve herhangi bir x pikselinin ¢ 6zellik fonk-
siyonu altindaki degeri ®(z) = (¢1(x), ¢o(z), ...) ile gosterilir. Ozellik vektorii X kiime-
sinden R™ kiimesine bir fonksiyondur. Bir pikselin betimlenmesi 6zellik vektorii ile

saglanir.

Ornek 4.6. X # () dijital goriintii kiimesi ve x € X bir piksel olsun.
¢1 X — R
piksellerin renk o6zelligi fonksiyonu ve

¢22X—>R
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piksellerin sekil 6zelligi fonksiyonu ve ® = {¢y, ¢o } 6zellik vektori olsun. A = {1,2,3} C
R kiimesi renklerin kiimesini temsil etmek iizere (1-sar1, 2-kirmizi, 3-mavi), B = {1,2} C
R kiimesi sekillerin kiimesini temsil etsin (1-kare, 2-yuvarlak).

O halde, ¢1(z) = 2 ve ¢o(x) = 2 olmak iizere, ®(x) = (¢1(x), pa(x)) = (2, 2) elde edilir.

Buradan, x € X pikseli, kirmiz1 ve yuvarlaktir.

4.1. Konumsal ve Betimsel Yakinlik

X # (0 bir kiime, 0, X kiimesi tizerinde bir metrik proksimal bagint1 olsun. Buna gore,
eger A, B C X ve ANB # () ise AdB oldugundan bu iki kiimeye § proksimal bagintisina
gore yakin kiimeler denir. Bu durumda herhangi iki kiime yakin degilse, bu kiimeler
ayrik olmalidir. Bahsettigimiz bu yakinlik konumsal yakinliktir. X kiimesi iizerindeki
0 yakinhigi daha once ele aldigimiz Efremovic yakinligi olsun. Asagida verilen EF5

aksiyomu

(EF5) A0B = AJE ve (X \ E)dB olacak sekilde en az bir £ C X kiimesi
vardir.

bi¢imindeydi. Sekil 3’ de goriildiigii gibi AdB dir ve C kiimesi BJ(X \ C) ve AJC ifade-
lerini sagladigindan (EF5) aksiyomu igin aranan kiimedir. Sekil 2’de A ve B kiimeleri
mekansal olarak ayrik, aynmi tonda gri renk ozelligi acisindan betimsel olarak ayrik

degildir ve tistelik betimsel agidan gozlemlendiginde gri renginin farkli tonlariyla B ve

C ayriktir.
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X\ C

Sekil 2: Betimsel olarak uzak ve yakin kiimeler

X\ C

Sekil 3: Konumsal yakinlikta (EF5) kogulu

Simdi X # 0 bir kiime, ® = {¢1, ¢, ..., ®, }, elemanlar1 her bir x € A pikselinin 6zel-
liklerini temsil eden &zellik fonksiyonlarinin kiimesi olsun. Bu durumda ®(x), x pikseli
i¢in bir ozellik vektoridiir, yani ®(x) bilegsenleri = pikselini tanimlayan 6zellik degerleri
olan bir vektordiir. Bir ozellik vektorii hem X kiimesindeki x pikselinin, hem de X
kiimesinin altkiimelerinin betimlenmesini saglar. dq¢ ile gosterecegimiz bir betimleyici
yakinlik bagintisi elde edebilmek igin kiimede tanimli noktalara bir taban saglayan
ozellik fonksiyonlarmin kiimesi se¢ilmelidir. Simdi A, B € P(X) ve Q(A) ile Q(B), A
ve B kiimesindeki pikselleri betimleyen kiimeler olsun. Buna gore

Q(A) = {®(a) | a € A},

Q(B) = {®(b) | b e B}
dir.
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Sekil 4: Konumsal ve Betimsel Yakinlik

Sekil 4’de goriildiigii gibi mekansal olarak ayrik olmayan iki kiime betimsel agidan
ayrik olabilir. Burada A ve C' kiimeleri mekansal olarak ayrik iken betimsel acidan
ayrik degildir. A ve B kiimeleri i¢in durum bunun tam tersidir, yani A ve B mekansal
olarak ayrik olmayan ancak betimsel olarak ayrik kiimelerdir.

Ornegin, Sekil 5 de verilen A = {ay, ay, as}, C' = {c1, 2, 3, ¢4} kiimelerini gozoniine
alalim. Bu durumda x = as i¢in asagidaki piksel seridinde ®(az) = ®(c4) oldugundan
®(z) hem Q(A) kiimesinde hem de Q(B) kiimesindedir. Bu durumda A ve C' kiimeleri
mekansal olarak ayrik olsalar da betimsel agidan ayrik degildir. Yani A ve C' kiimeleri
betimsel olarak yakin kiimelerdir. Bu durumu AdsC' ile gosterecegiz. Eger A ve B
kiimeleri betimsel olarak uzaksa, bu durumu da Ads B ile gosterecegiz.

Bu durumda ileride verecegimiz gibi betimsel yakinlik
AdpC = Q(A)NQ(B) # 0

ile tanimlanabilir.
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ai a2 as C1 C2 C3 Cq

A C

Sekil 5: Doku hiicresi

Simdi betimsel birlegsim ve betimsel kesigim iglemlerini agagida agagidaki tanimla vere-
biliriz:
Tanim 4.1.1. X # ) dijital gorintii kiimesi, A, F C X ve ® : X — R" fonksiyonu
X kiimesinin pikselleri i¢in bir ozellik vektorii olsun.
(i)
ANg E={r € AUE : ®(x) € Q(A) N ®(x) € Q(E)}

kiimesine A ve E kiimelerinin betimsel arakesit kiimesi denir.

(i)
AUg E={r € AUE : ®(x) € Q(A) V &(x) € Q(E)}

kiimesine A ve E kiimelerinin betimsel birlesim kiimesi denir.

Dikkat edilirse, bir x € AU FE pikselinin ANg E betimsel kesigim kiimesinde olmasi igin
O(z) = ®(a) = ®(b) olacak sekilde bir a € A ve bir b € E olmalidir. Bu 6zellik betimsel
kesigim kiimesini bilinen kesigim kiimesinden ayiran en 6nemli 6zelliktir. Ancak; bilinen

birlesim kiimesiyle betimsel birlesim kiimesinin ayni oldugu asikardir.

Ornek 4.1.2. Sckil 5 deki A ve C kiimelerini gozoniine alahm. Piksel seridindeki
renkleri gosteren 6zellik fonksiyonunu @ ile kargi gelen dg ile gosterelim. A ve C' kiime-
lerinin ayrik oldugunu ancak betimsel olarak yakin olduklarini biliyoruz. Dikkat edilirse,
®(asz), Q(A) kiimesinde, ®(cyq) ise, Q(C) kiimesindedir. S6z konusu piksel seridine X
dersek , X kiimesinde ayni betimlemeleri veren bagka bir piksel yoktur. Bu nedenle

ANg C = {ag, ¢4} olur.

4.2. Betimsel Anlamda Efremovic ve Lodato Yakinliklar:

Simdi @, bir X # () kiimesi tizerinde bir ozellik vektorii olsun. Bu durumda @ 6zel-
lik vektoriine bagh olarak betimsel birlesim ve arakesit iglemleri mekansal anlamda
daha once tartigmig oldugumuz Efremovic¢ ve Lodato yakinliklarini betimsel anlamda

gbzontline almamiz saglar:
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Tanmim 4.2.1. X # () bir kiime ve A, B,C' C X olsun. Asagidaki ozellikleri saglayan bir
dp C P(X) x P(X) bagintisina X tizerinde bir betimsel EF-proksimal yakinlk bagintis
denir.

(EFg.1) AdeB <= BisA

(EFg.2) AdgB = A#0, B#£0

(EF$.3) ANe B#0 — AdeB

(EFg.4) Adp(BUg C) <= AdeB yada AdsC

(EFs.5) AdgB = AdsE ve (X/E)épB olacak sekilde en az bir E C X kiimesi
vardir.

Uzerinde bir proksimal yakinlik bagmtisi tanimlanmis olan her X kiimesine bir prok-

simal yakinlk uzayr denir ve (X, 0) ile gosterilir.

Ornek 4.2.2. X, Sekil 1’deki noktalar kiimesi ve A, B,C' € P(X) olmak tizere, X
tizerinde betimsel dp EF-yakinhigini gozontiine alalim. dp EF-yakinhigini EFg.1-EF 4.4
aksiyomlarmi saglar. Ayrica A C X\ C olsun. B C C, Cis X \C, A C X\ C ve AdsB
ve Bég X \ C' ve AdsC ifadelerinin saglandigi kolaylikla goriilebilir. O halde, dg, EFg.5

ozelligini de saglamig olur.
Tamim 4.2.3. X # () dijital gortintii kiimesi, A, B,C' C X ve dp C P(X) x P(X) ailesi
asagidaki ozellikleri saglayan bir baginti olsun.

(Lg.1) AdeB = A,B#10

(Lp.2) ANg B#D — AdeB

(Lg.3) AdeB <= BigA

(Lp.4) Ade(BUC) <= AdpB V AdeC

(Lg.5) AdeB ve her b € B i¢in bdeC ise AdeC' olur.
Bu d0¢ bagitisina betimsel L-proksimal yakinlik bagintise denir. (X, d¢) uzayma da

betimsel L-proksimal yakinlhk uzay: denir.
Teorem 4.2.4. X # 0 dijital gorinti kiimesi, A,B C X ven € N olmak tizere,

& X — R dzellik vektori olsun. o € P(X) x P(X) olmak 1izere,

ASeB <= Q(A)NQ(B) £
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ile tanamlh dg bagintisy betimsel L-proksimal yakinlik bagintisidar.

Kanit: (D.P.1): AdeB olsun. O halde, Q(A) N Q(B) # 0 olur. O halde, z € Q(A) ve
z € Q(B) olacak gekilde en az bir z € R™ vardir. Buradan, z = ®(z) ve z = &(2’)
olacak sekilde x € A ve 2’ € B vardir. O halde, A, B # ) elde edilir.

(D.P.2): ANg B # 0 olsun. O halde, ®(x) € Q(A) ve ®(x) € Q(B) olacak sekilde en az
bir x € AU B vardir. Buradan, Q(A) N Q(B) # () elde edilir. Yani, AdeB olur.
(D.P.3): AdeB <= QA)NQYB)#0 < QUB)NQ(A) #0 < BisA

(D.P4): Adp(BUC) olsun. O halde, Q(A)NQ(BUC) # (0 olur. O halde, z € Q(A), z €
Q(B U C) olacak sekilde z € R™ vardir. Buradan, ®(z) = z, &(2’) = z olacak sekilde
r € Aved € (BUC) vardir. Eger 2’ € B ise, ®(2') € Q(B) olur ve buradan
Q(A) NQ(B) # 0 elde edilir. O halde AdgB olur.

Eger 2/ € C ise benzer sekilde AdeC' elde edilir.

Tersine, Ade B olsun. O halde, Q(A)NQ(B) # 0 elde edilir. Buradan, ®(z) € Q(A), ®(z) €
Q(B) olacak gekilde z € AU B vardir. O halde, x € (AU BUC') olup; ®(z) € Q(A) ve
®(z) € Q(BUC) oldugundan, Q(A) N Q(BUC) # 0 elde edilir. O halde Ads(B U C)

olur.

(D.P.5): AdeB ve her b € B igin bdeC olsun. O halde Q(A) N Q(B) # () elde edilir.
Buradan, ®(z) € Q(A), ®(z) € Q(B) olacak sekilde z € AU B vardir. Her b € B igin
bdeC' oldugundan, xdeC elde edilir. Buradan ®(z) € Q(C') olup, Q(A) NQ(C) # 0 elde
edilir. O halde, AdeC olur.

59



@

Sekil 6: Betimsel komsuluklar ve betimsel EF-yakinlik aksiyomlarini saglayan kiimeler

Genellikle dijital goriintii kiimeleri R? diizleminin alt kiimeleridir. Burada Euclid

metrigi

Yo,y € R?, dp(r,y) = \/3 (1 — 9:)? = V(@1 — 22)2 + (41 — 12)?
ile tanimhidir. Genel olarak, R™ n-boyutlu Euclid uzay1

V:v,y S Rn? dE(x7y) = anl(xi - yl)2

metrigi ile verilir. Bir diger metrik R" tizerinde
Vx,y € Rn? d(l‘,y) = z];L:1|xi - yz'

ile tanimli taksi metrigidir.

Tanim 4.2.5. X # () dijital gortintii kiimesi, n € N olmak tizere, ® : X — R" ozellik

vektori olsun. € > 0 ve r > 0 icin,

No@) ={y € X : d(®(x), ®(y)) <e¢, dz,y) <r}
kiimesine z € X pikselinin sinirle betimsel komsulugu

Ny ={y € X + d(®(x),2(y)) =0, d(z,y) <7}

kiimesine de x € X pikselinin betimsel olarak aywrt edilemez komsulugu denir. Siirh
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betimsel komgulukta d(z,y) < r iki piksel arasindaki konumsal uzakligin r sayisindan
kiigiikk oldugunu, d(®(x),®(y)) < € ise iki piksel arasindaki betimleme farkinin e
sayisindan daha az oldugunu gostermektedir. Betimsel olarak ayirt edilemez komsuluk
ise birbirlerine olan uzakliklar r sayisindan kiiciik olan piksellerin ozellikler agisindan

birbirinden ayirt edilemeyecegini ifade etmektedir.

Ornek 4.2.6. Sekil 6’da x ve y piksellerinin betimsel olarak ayirt edilemez komsuluklar:
N, ve N, dir. Burada, x pikseli i¢in r degeri daha kii¢lik se¢ilmis, y pikseli icin daha
biiyiik secilmistir. Dijital goriinti kiimesi tlizerindeki metrik, Euclid metrigi olarak
alimmistir. O halde ¢, Ornek 4.6’daki renk ozellik fonksiyonu ve A C R renklerin

kiimesi olsun. Eger ® = {¢;} dersek, 2’ € N, olmak iizere,

d(®(x), D(z")) = d(dr(x), ¢1(2')) = d(2,2) =0

elde edilir. Benzer sekilde, ¢ € N, olmak iizere,

d(®(y), ©(y)) = d(d1(y), P1(y')) = d(1,1) =0

olur.
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