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A ve B burulmali iki grup olsun. Eger Endy(A) ile Endy(B) halkalari, ¥ izomorfizmasi
yardimiyla izomorf ise A ile B gruplar1 da izomorftur. Ustelik eger A ile B, ¢ izomorfizmasi
yardimiyla izomorf ise o zaman ¥(n) = ¢n¢~' elde edilir. Bu ifade “Baer-Kaplansky

Teoremi” olarak bilinir.

Bu tez beg boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde tezin konusu tanitilmakta ve yapilan

bazi caligmalara deginilmektedir.

Ikinci boliim calisma icin gerekli olan 6n bilgileri igermektedir. Uciincii boliimde ise

Baer-Kaplansky Teoremi detaylandirilarak 6rnekler verilmektedir.

Dordiincii boliimde IP-izomorfizmasi yardimiyla Baer-Kaplansky 6zelligini saglayan modiil
siiflart ¢aligilmaktadir. Tezin son kismu da orijinal kistmdir. Bu kisimda bir R halkasi insa
edilmektedir. Bu R halkasi1 i¢cin Mod- I? kategorisinin Baer-Kaplansky 6zelligini saglamadigi

gosterilmektedir. Ayrica bazi modiil siniflarinin Baer-Kaplansky 6zelligi incelenmektedir.



Anahtar Kelimeler: Baer-Kaplansky Teoremi, Baer-Kaplansky smiflar, (yari-) ayrik

modiiller, yerel modiiller, yerel halkalar, (yari-) miikemmel halkalar, Artin halkalar.
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ABSTRACT

A STUDY ON BAER-KAPLANSKY CLASSES OF MODULES

Zeynep Baser
Master of Science, Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Derya Keskin Tiitiincii
June 2024, 83 pages

If A and B are torsion groups whose Endy(A) and Endz(B) are isomorphic with W, then
A and B are isomorphic. Moreover, if A and B are isomorphic with ¢, then ¥(n) = ¢no 1.

This expression is known as “Baer-Kaplansky Theorem”.

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the subject of the thesis is introduced

and some studies are mentioned.

The second chapter contains the preliminary information necessary for the study. In the third

chapter, the Baer-Kaplansky Theorem is elaborated and examples are given.

In the fourth chapter, with the help of IP-isomorphism, classes of modules satisfying the
Baer-Kaplansky property are studied. The last part of the thesis is the original part. In this
part, a ring R is constructed. It is shown that for this ring the category Mod-R does not
satisfy the Baer-Kaplansky property. Also, the Baer-Kaplansky property of some module

classes are analysed.

Keywords: Baer-Kaplansky Theorem, Baer-Kaplansky classes, (quasi-) discrete modules,
local modules, local rings, (semi-) perfect rings, Artinian rings.
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1. GIRIS

p bir asal say1 olsun. 0 < a; < p — 1i¢in ag + a;p + asp® + . .. formunda yazilan bir say1ya

p-adic tam say1 denir. Ornegin —1 bir p-adic tam sayidir. Ciinkii
—l=p—1+@-Dp+@-Dp+{p-1)p" +...
=p—1+p—p+p’—p +p' —p’ +...

yazilimi vardir. p-adic tam sayilarda toplama ve carpma islemine 0 < a; < p—1ve 0 <

b; < p — 1 olmak lizere asagidaki gibi bir 6rnek verilebilir:

T=ay+ap+ap’+...=2+1-3+2-324 ... 3-adic tam say1

p=by+bip+byp*+... =14+2-3+2-3%+ ... 3-adic tam say1
icin ™ + p islemi soyle yapilir:

m =2 =2 (mod 3)
T =2+1-3=5=5(mod 3?)

T3 =2+1-3+2-3°=23 =23 (mod 3%)

Ve

p1=1=1 (mod 3)
pp=1+2-3=7=7(mod 3%

ps=1-+2-3+2-3%=25= 25 (mod 3%)



olmak tizere

(m+p)1=m1 4+ p1 =3 =0 (mod 3)
(7 + p)a = M2+ p2 = 12 = 3 (mod 3%)

(74 p)3 = m3 + ps = 48 = 21 (mod 3°)

esitliklerinden

T4+p=0+1-3+2-3"4...
sonucuna ulagilir. 7p i¢in de:
(mp)y =mp1 =2-1=2=2(mod 3)

(mp)2 = (mp)1 + (aohy + arbg) -3 =2+ (2-2+1-1)-3 =17 = 8 (mod 3%)

(mp)s = (mp)a + (aghy + arby + asby) - 3> =8+ (2-2+1-2+2-1)- 3> = 80 = 26 (mod 3°)

islemleri yapildiktan sonra

Tp=24+2-3+2-324 ...

sonucu elde edilir.

p bir asal say1 olsun. J, p-adic tam sayilar grubunu, Q5 p-adic tam sayilar halkasini
gostersin.

Zf:{1+2|aez,neN}
pn

Priifer p-grubu ele alinsin.
Endz(Z,) = Endg(J,) = Q;

halka izomorfizmasinin var olmasma kargin Z>° burulmali grup, .J, burulmasiz grup

oldugundan birbirine izomorf gruplar degildir [1, Examples 3.4 ve 3.5].



n > 2 bir tam say1 olsun. O zaman Endz(G) = 7Z ve rank(G) = n olan burulmasiz bir G

abel grubu vardir (bkz. Onerme 2.1.9). Boylece

Endy(G) = Endy(Z) = 7

olur. Fakat rank(G) = n ve rank(Z) = 1 oldugundan G ve Z izomorf gruplar degildir.

Simdi A ve B burulmali iki grup olsun. Eger Endz(A) ile Endy(B) halkalari, ¥
izomorfizmasi yardimiyla izomorf ise A ile B gruplar1 da izomorftur. Ustelik eger A ile

B, ¢ izomorfizmas1 yardimiyla izomorf ise o zaman

W(n) = ¢no~"
olur. Bu ifade literatiirde Baer-Kaplansky Teoremi olarak bilinir [2, Theorem 108.1].

1943 yilinda R.Baer [3], bu teoremi Once burulmali ve sinirli gruplar iizerinde ispatladi.
Daha sonra 1952 yilinda I.Kaplansky [4], Baer’in bu calismasindan esinlenerek yukarida
sOylenen burulmali gruplar i¢in bu teoremi ispatladi. Bundan dolay1 bu teorem literatiirde

Baer-Kaplansky Teoremi adiyla bilinir.

Baer-Kaplansky Teoremi aslinda bazi Z-modiiller {izerinde saglanan bir 6zelliktir.
Baer-Kaplansky 0zelliginin bagka modiil smiflarina genisletilip genisletilemeyecegini
incelemek i¢in pek ¢ok calisma yapilmistir. 1998’de Ivanov [5], Baer-Kaplansky Teoremi’ni
genelleyerek Baer-Kaplansky olan yeni smiflar bulmustur. Bu yonde IP-izomorfizma
kavramini literatiire kazandirmistir. 2002’de Ivanov ve Vamos [6], Baer-Kaplansky kategori
tamimin1 vermiglerdir. C R-modiillerin bir kategorisi olsun. Eger A,B € C i¢in
Endgr(A) = Endgr(B) halka izomorfizmas1 Ar = B modiil izomorfizmasini gerektirirse
C’yi Baer-Kaplansky kategori olarak adlandirmiglardir. Bu ¢alismalarinda ayristirillamaz
FGC halkalar iizerindeki sonlu iiretecli modiillerin olusturdugu kategorilere yonelmislerdir.

Daha sonra 2015’de S.Breaz [7], Dedekind bolgeleri lizerinde bu yonde ¢calismalar yapmustir.



Bu calismalardan esinlenerek D.Keskin Tiitlincii ve R.Tribak [8], 2017°de modiillerin

Baer-Kaplansky siniflart {izerinde calismiglardir.

Bu tezde, yukaridaki makaleler esas alinarak Baer-Kaplansky 6zelligini saglayan modiil

siiflart calisilacaktir.

Tezin bir sonraki boliimiinde tezde kullanilacak gerekli tanimlar ve teoremler hakkinda bilgi
verilmistir. Burada Baer-Kaplansky 6zelliginin incelenecegi halka ve modiil siniflarinin

tanimlar1 ve kullanilacak teoremlere yer verilmistir.

Tezin iicilincii boliimiinde Baer-Kaplansky teoremi ifade edilerek bazi Baer-Kaplansky

siniflarina 6rnekler verilmistir.

Doérdiincii boliimde Ivanov’un literatiire kazandirdigi IP-izomorfizma tanimi verilmis ve
Ivanov’un bu ¢alismasindan insa ettigi Baer-Kaplansky siniflar1 incelenmistir. Daha sonra [8]

temel alinarak farkli modiil ve halka siniflar1 iizerinde Baer-Kaplansky 6zelligi incelenmistir.

Tezin son boliimii orijinal kistmdir. Bu boliimde; yerel, Artin bir R halkasi insa edilmistir
oyle ki W; R’nin Jacobson radikali, W? = 0, Q = R/W degismeli, boy(oW) = 1,
boyWg) = 2 ve W = uR & vR ozellikleri saglanmakta olup bu R halkasi tizerinde
Baer-Kaplansky 6zelligi incelenmistir. Son olarak bazi modiil siniflarinin Baer-Kaplansky

ozelligi tartisilmistir. Bu boliimdeki tiim sonuglar [9]’da mevcuttur.



2. ON BILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu tezde, G bir abel grup, R birimli bir halka ve M birimsel bir sag R-modiil olarak

alinacaktir. Aksi durumlar belirtilecektir.

Bu boliimde, tez boyunca faydalanilacak kavramlar ve sonuglar yer almaktadir.

2.1 Abel Gruplar

Tanim 2.1.1. [10] Bir GG grubunun her elemaninin mertebesi sonlu ise G’ye burulmalr grup,

G’nin sifirdan farkli her elemaninin mertebesi sonsuz ise G’ye burulmasiz grup denir.

Tanmmm 2.1.2. [10] Bir G grubunun her elemaninin mertebesi bir sabit p asal sayisinin

kuvvetiyse GG’ye p-primar grup veya p-grup denir.

Tamm 2.1.3. [10] Bir G grubu ve p asal sayist i¢in G’ nin, mertebeleri p’nin kuvveti olan
elemanlarinin kiimesi 7,(G) ile gosterilir. Eger G burulmali grup ise 7,,(G), G, seklinde

yazilir. GG, alt grubuna G’nin p-bilegeni denir.

Tamm 2.1.4. [1] Bir G grubunun tiim elemanlarinin mertebesi pozitif bir tam say1 ile sinirl

ise G’ye stnirl grup denir.

Tanim 2.1.5. [10] Her n pozitif tam sayisi icin nG = G ise G’ye béliinebilir grup denir.
Ornegin Q, R ve C gruplar boliinebilir gruplardir fakat Z boliinebilir grup degildir.

Onerme 2.1.6. [10, Onerme 4.6] Her G burulmali grubu icin, P tiim asal sayilarin kiimesi

olmak tizere,

¢=a,

peP

dir.

Tanim 2.1.7. [1] G bir abel grup olsun. G’nin ranki,

rank(G) = dimg(Q ® 2G)
5



olarak tammlanir. Ornegin rank(Z) = dimg(Q ® zZ) = dimgQ = 1 olur.

Teorem 2.1.8. [11] Her sonlu G abel grubu icin |G;| = p!'" olmak iizere

G= éai
=1

saglanir. Burada,

Z

G -
Py Z

1%

Py*Z Pz

olur. Ayni zamanda her sonlu iiretecli G abel grubu icin n bir pozitif tam sayr olmak iizere

tek tiirlii
Z Z
GG e BL"
n'Z o py*l P2
yazilvmi vardir. Burada rank(Z) = 1 ve
Z Z Z
n'L o py*Z pi' L
Z Z Z
rank(G) = dim (@@(n O e @D — @Z"))
© v p'Z o py* pi'Z

= dimg(0 & (Q® Z"))
=dimg(Q®Z) & - ®(Q® 7))
=1+---+1

=N

oldugundan rank(G) = n elde edilir.

Onerme 2.1.9. [1, Example 3.8] n > 2 tam sayt olsun. rank(G) = n ve Endz(G) = 7Z

olacak sekilde burulmasiz bir G abel grubu vardir.

2.2 Sonlu Uretecli Modiiller, Modiiler Kural ve Serbest Modiiller

Tamm 2.2.1. [10] M modiiliiniin bir S alt kiimesini iceren en kii¢iik < .S > alt modiiliine
S’nin iirettigi alt modiil denir. S sonlu alt kiime ve M=< S > ise M’ye sonlu iiretecli

6



modiil denir. < S >=< 1z >= xR = {ar | r € R} alt modiiliine x’in iirettigi devirli modiil

denir. Devirli modiillerin sonlu iiretegli oldugu agiktir.

Onerme 2.2.2. [12] Sonlu iiretecli modiillerin her 6z alt modiilii bir maksimal alt modiil

tarafindan kapsanir.

Onerme 2.2.3. [10, Onerme 2.1] M bir modiil ve A, B,C < M, A < C ise
(A+ B)nC=A+(BnC)

saglamr. Bu esitlige modiiler kuralr denir.

Teorem 2.2.4. [10, Teorem 4.8] M bir modiil ve X = {xy | k € K} M 'nin bir alt kiimesi

olsun. Bu durumda asagidaki iki kosul denktir:

(i) Her a € M elemani, sadece sonlu sayida ry, katsayilart sifirdan farkli (veya hepsi stfir)

olmak iizere, tek tiirlii olarak
a = Z LTk

seklinde yazilabilir.

(ii) Her k € K icin

fkR—>$kR

r > TLT

seklinde tanimlanan fonksiyon bir izomorfizma olup
keK

dir.

Tanim 2.2.5. [10] Teorem 2.2.4 deki kosullardan biri saglanirsa M’ye serbest modiil, X =
{zx | k € K} kiimesine de M ’nin taban: denir. Bir M modiiliiniin serbest olmast i¢in gerek

ve yeter sartin Mpr = ©; R oldugu agiktir.



2.3 (Yar1-) Basit Modiiller ve (Yari-) Basit Halkalar

Tanim 2.3.1. [13] M bir modiil olsun. Eger M’nin 0 ve M’den baska alt modiilii yoksa
M’ye basit modiil denir. R bir halka olsun. Eger R’nin 0 ve [?’den bagka ideali yoksa R’ye

basit halka denir.

M # 0 basit bir modiil ise, her 0 # m € M elemani i¢in sifirdan farkli olan mR devirli
alt modiilii M’ye esit olmak zorundadir. Tersine, her 0 # m € M i¢in mR = M olsun. O
halde her 0 # N < M alt modiili i¢in bir 0 # m € N elemani alinsin. M basit oldugundan
mR = M’dir. mR < N oldugundan N = M elde edilir. Boylece M modiiliiniin basit

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her 0 # m € M icin mR = M esitliginin saglanmasidir.

Onerme 2.3.2. [10, Onerme 3.6] Bir B modiilii icin asagidakiler denktir:

(1) B basittir.
ir modiilii ve < icin b = ise IV, nin maksimal alt modiiliidiir.
2) Bir M modiil N < M icin B= M/N ise N, M ’ni ksimal al diiliid

(3) N, M ’nin maksimal alt modiilii ve B = M /N olacak gekilde bir M modiilii ve bunun

N alt modiilii vardar.
(4) B = R/I olacak sekilde bir I maksimal sag ideali vardur.

Tanim 2.3.3. [10] M bir modiil ve N < M olsun. Her U < M icin N N U = 0 esitliginde
U = 0 elde edilirse N’ye M nin biiyiik alt modiilii denir ve N <I M ile gosterilir. Ornegin
her M modiilii i¢in M’ nin kendisi biiyiik alt modiildiir ve Zz modiiliinde sifirdan farkli her

alt modiil biiyiiktiir.

Teorem 2.3.4. [10, Teorem 9.1]

(1) AKB<M< NveA<dN ise B M /dir.
(2) Sonlu sayida biiyiik alt modiiliin kesigimi de biiyiiktiir.

(3) Biiyiik alt modiiliin bir homomorfizma altinda ters goriintiisii biiyiiktiir.

8



Tamim 2.3.5. [13, Proposition 9.7] M bir modiil olsun.

Soc(M) = [ {N < M | N biiyiik alt modiil}

= {N < M| N basit alt modiil }

alt modiiliine M ’nin sokulu denir. Eger M hig basit alt modiile sahip degilse Soc(M) = 0

alinir.

Teorem 2.3.6. [13, Theorem 9.6] Bir M modiilii i¢in asagidakiler denktir:

(i) M ’nin her alt modiilii basit alt modiillerin toplanudir.
(ii) M basit alt modiillerin toplanudr.
(iii) M basit alt modiillerin dik toplanudr.
(iv) M ’nin her alt modiilii dik toplanandir.

Tanim 2.3.7. [13, Theorem 9.6, Corallary 13.8] Bir M modiilii Teorem 2.3.6’nin denk
kosullarindan birini saglarsa bu M modiiliine yari-basit modiil denir. Rp, denk olarak p R,

yari-basit ise R’ye yari-basit halka denir.

2.4 Yerel Modiiller, Yerel Halkalar ve Jacobson Radikali

Tamim 2.4.1. [14, Definition 4.1] M bir modiil ve N < M olsun. M ’nin her K 6zalt modiili
icin M # N + K ise N’ye M nin kiiciik alt modiilii denir ve N < M ile gosterilir. Ornegin

her M modiilii i¢in O kiiciik alt modiildiir ve Zz modiiliinde sadece 0 alt modiilii kiigtiktiir.

Teorem 2.4.2. [10, Teorem 9.6]

(1) AKB<M< NveB< M ise A< Ndir.
(2) Sonlu sayida kiigiik alt modiiliin toplanu da kiigiik alt modiildiir.

(3) Kiigiik alt modiiliin homomorfizma altinda gériintiisii de kiigiik alt modiildiir.

9



Tamm 2.4.3. [14] Her 6zalt modiilii kii¢iik olan bir modiile hollow modiil denir. Ornegin

Priifer p-grup Z;° bir hollow modiildiir.
Tanim 2.4.4. [13, Proposition 9.13] R bir halka, M bir sag R-modiil olsun.
Rad(M) = ﬂ{N < M | N; M’nin maksimal alt modiilii}

=Y (N<M|N < M}

alt modiiliine M modiiliiniin radikali denir. Eger M hi¢ maksimal alt modiile sahip degilse

Rad(M) = M alnir.
Onerme 2.4.5. [13] M sonlu iiretecli bir modiil olsun. O zaman Rad(M) < M dir.
Onerme 2.4.6. [13] M yari-basit bir modiil ise Rad(M) = 0’dwr.

Onerme 2.4.7. [13, Proposition 9.14 ve 9.15]

(i) f: M — N bir modiil homomorfizmast olsun.
f(Rad(M)) < Rad(N)

dir.
(ii) Rad(525=) = 0.

Rad(M)

(iii) f: M — N bir epimorfizma olsun. Ker(f) < Rad(M) ise
f(Rad(M)) = Rad(N)

olur.

Tanim 2.4.8. [14] M bir modiil olsun. M hollow ve Rad(M) # M ise M’ye yerel modiil

denir.

Tamim 2.4.9. [13, Proposition 15.15] Eger bir R halkasi bir tek sag (denk olarak bir tek sol)
ideale sahipse R’ye yerel halka denir.
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Tanmim 2.4.10. [13, Proposition 15.3] R bir halka olsun. R’nin Jacobson Radikal’i

J(R)={r € R|Vs € R, 1-rs sag tersinir}
={r € R|Vs € R, l-srsol tersinir}

seklinde tanimlanir.

Onteorem 2.4.11. [13, Corallary 15.4] R bir halka olsun. O zaman
Rad(Rg) = J(R) = Rad(gR)

olur.

2.5 Injektif Modiiller ve Projektif Modiiller

Tanimm 2.5.1. [14, Definition 1.1] A ve N iki modiil olsun. A modiiliiniin her X alt modiilii
icin her ¢ : X — N homomorfizmasi bir ® : A — N homomorfizmasina genigliyorsa,
yani, ¢ : X — A monomorfizma olmak iizere ® = 1 oluyorsa N modiiliine A-injektif
modiil denir. Eger bir () modiilii Q-injektif ise ()’ya yari-injektif modiil denir. Eger bir M
modiilii her N modiilii icin N-injektif ise M’ye injektif modiil denir. Bu tanim asagidaki

degismeli diagramla ifade edilir.

X ‘54
wl
@
N
Onerme 2.5.2. [14, Proposition 1.3]1 N bir A-injektif modiil olsun. Eger B < A ise N
B-injektif ve A/ B-injektiftir.

Teorem 2.5.3. [10, Baer Kriteri] I modiiliiniin injektif olmast icin gerek ve yeter kosul her
U sag ideali icin her k : U — I homomorfizmasinin bir m : R — I homomorfizmasina

genisletilebilmesidir.
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Teorem 2.5.4. [10] D abel grubunun injektif olmasi icin gerek ve yeter kosul boliinebilir

olmasidrr.

Teorem 2.5.5. [10] {I;. | k € K} bir modiiller toplulugu olsun.

[:H[k

keK

dik ¢carpimun injektif modiil olmast icin gerek ve yeter kogul I), modiillerinin (k € K) her

birinin injektif olmasudur.

Tamim 2.5.6. [14, Definition 4.29] A ve N iki modiil olsun. A’nin her X alt modiilii i¢in
her p : N — A/X homomorfizmasi bir ) : N — A homomorfizmasina yiikselirse,
yani, 7 : A — A/X dogal epimorfizma olmak iizere i) = ¢ oluyorsa N’ye A-projektif
modiil denir. Eger bir M modiilii M -projektif ise M’ye yari-projektif modiil denir. Eger her
A modiili i¢cin M modiilii A-projektif ise M’ye projektif modiil denir. Bu tanim asagidaki

degismeli diagramla ifade edilir.

2|

A= A/X

Tanim 2.5.7. [14] M bir modiil ve P bir projektif modiil olsun. Ker(f) < P olacak
sekilde bir f : P — M epimorfizmasi varsa P’ye M nin projektif ortiisii denir. Eger bir

M modiiliiniin projektif ortiisii P ise P izomorfizma farkiyla tektir.

Onerme 2.5.8. [14, Proposition 4.311 N A-projektif olsun. B < A ise N B-projektif ve
A/ B-projektiftir.

Teorem 2.5.9. [10] { P, | k € K} bir modiiller toplulugu olsun.

P:EBPk

dik toplamimin projektif olmasu i¢in gerek ve yeter kosul her Py, (k € K) modiiliiniin projektif
olmasidir.
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Onteorem 2.5.10. [10] Her F serbest modiilii projektiftir.

Sonug 2.5.11. [10] Her A modiilii icin P projektif (serbest) olmak iizere bir f : P — A

epimorfizmast vardir.

Teorem 2.5.12. [14] M herhangi bir modiil ve S bir yari-basit modiil olsun. O zaman M
S-projektif ve S-injektif olur.

Kanit. M bir modiil ve S yari-basit bir modiil olsun.

T < S olmak iizere 7 : S — S/T, 7(s) = s + T dogal epimorfizmasi ve f : M —
S/T herhangi bir modiil homomorfizmasi olsun. 7g = f olacak sekilde bir g : M — S
homomorfizmasi bulunabilirse M, S-projektif olacaktir. S yari-basit oldugundan S = T'® K
olacak sekilde K < S vardir (bkz. Teorem 2.3.6). Simdi m € M olsun. O zaman f(m) =
t+k+T = k+ T olacak sekilde t € T've k € K vardir. g(m) = k alinirsa M’den S’ ye bir
g homomorfizmasi elde edilmis olur. Ustelik, m € M ve k € K olmak iizere f(m) = k+T
icin (rg)(m) = w(g(m)) = n(k) = k+T = f(m) esitliklerinden mg = f elde edilir. Sonug
olarak M, S-projektif olur.

Simdi de N < S olmak iizere « : N — S icerim doniisiimii ve o : N — M herhangi bir
homomorfizma olsun. hi = « olacak sekilde bir & : S — M homomorfizmasi bulunabilirse
M, S-injektif olacaktir. S yari-basit oldugundan S = N & L olacak sekilde L < S vardir.
Simdin € N, € L olmak iizere n + [ € S almsm. O zaman h(n + [) = a(n) tanimi ile
h : S — M homomorfizmasina ulagilir. Ayrica, (hi)(n) = h(n) = «a(n) esitliklerinden

hi = « elde edilir. Sonug olarak M, S-injektif olur. ]

Teorem 2.5.13. [14] Bir M modiilii A, ve As-projektif olsun. O zaman M, A; @
Ag-projektiftir.

Teorem 2.5.14. [15, Theorem] My yari-projektif ise M ya serbest ya da burulmalidir.
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Sonug 2.5.15. [13] R bir halka olsun.

R yari-basittir <= Her sag R-modiil yari-basittir
<= Her sag R-modiil projektiftir

<= Her basit sag R-modiil projektiftir.

Onerme 2.5.16. [13, Corallary 26.7] R bir yerel halka olsun. O zaman her projektif sag

R-modiil serbesttir.

2.6 [Eskare Elemanlar

Tamim 2.6.1. [13] R bir halka ve ¢ € R olsun. Eger e? = ¢ ise e’ye eskare eleman denir.
e, f € Riki eskare eleman olsun. Egeref = fe = O ise eile f dik eskarelerdir denir. Eger e
eskare elemani sifirdan farkli iki dik eskare elemanin toplami olarak yazilamiyorsa e’ye ilkel

eskare eleman denir.

Tanim 2.6.2. [13] M bir modiil olsun. M = A @ Biken A = 0 veya B = 0 ise M’ye

ayristirilamaz modiil denir. Ornegin Z;, ayristirlamaz bir modiildiir.

Onerme 2.6.3. [13, Proposition 5.10] Stfirdan farkl bir M modiilii icin asagidakiler denktir:

(a) M ayristirilamazdir.
(b) Endgr(M)’nin eskare elemanlart sadece 0 ve 1’dir.

(¢) 1, Endg(M ) nin ilkel eskare elemanidur.

Teorem 2.6.4. [13, Corallary 5.11] M bir modiil ve e : M — M, Endg(M)’nin sifirdan

farkly bir eskare eleman olsun.
e(M) ayristirilamaz <> e ilkel egkare elemandur.

Onerme 2.6.5. [13] M bir modiil olsun. e : M — M, Endg(M ) nin sifirdan farkli eskare
elemant icin
M=eM)®(1—e)(M)
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olur.

Kamit. M =e(M)+ (1 —e)(M) vee(l —e) = (1—e)e = 0 olduklari agiktir. m, m" € M
olmak iizere e(m) = (1—e)(m’) olsun. O zaman ec(m) = e2(m) = e(m) = e(1—e)(m’) =

0 olur. Boylece M = e(M) & (1 — e)(M) elde edilir.

Onteorem 2.6.6. [13] R bir halkave [ < R sag ideal olsun.

I <; R <= I = eR olacak sekilde R’nin bir e eskare elemani vardtr.

Kanat.

(=) : I, R halkasmnin bir sag ideali ve dik toplanani olsun. / & J = R olacak sekilde R’nin
J sag ideali vardir. € I, y € J olmak lizere 1z = x + y’dir. Buradan x = 2% + yx ve
r — 2% = yx olur. yzr € I N J = 0 oldugundan yx = 0’dir. Yani z = 2° olur. Simdi a € R
olsun. ¢ = za+ya € tR+ Joldugundan st R J = R’dir. I = RN I = (zR& J)NI’den
modiiler kurali uygulanirsa (bkz. Onerme 2.2.3) [ = (I N J) ® xR = xR olur.

(<) : Onerme 2.6.5’ten eR @ (1 — €) R = R yazihmi vardir. Buradan
eR=1<;R

olur. O]

Onerme 2.6.7. [13, Proposition 5.9] M bir R-modiil ve e € Endp(M) bir eskare eleman

olsun. O zaman eEndg(M)e ve Endg(e(M)) arasinda halka izomorfizmasi vardir.
Asagidaki sonu¢ Onerme 2.6.7°den elde edilmektedir. Ancak bir uygulama olarak ispati
asagida verilmistir.

Sonug 2.6.8. [13] R bir halka ve e € R eskare eleman olsun.

eRe = Endg(eR)
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dir.

Kanit. » € R olsun. ex,ey € eR ve ex = ey olsun. O zaman erex = erey elde edilir.

Dolayisiyla f, : eR — eR; f,.(ex) = erex fonksiyonu tanimlanmis olur.

(fr)(ex +ey) = (fi(e(z +y))
= ere(r +y)

= erex + erey
= (fr)(ex) + (fr)(ey)

veE

(fr)((ex)t) = erext
= ((fr)(ex))t

olur. Buradan f, € Endg(eR)’dir. Boylece

U :eRe — Endg(eR)

ere — W(ere) = f,

doniistimii elde edilir.

r, s € R olmak iizere ere = ese olsun.

(U(ere))(ex) = erex = esex = (V(ese))(ex)

olur. Yani V¥ iyi tanimhidir. Ayrica her ex € eR i¢in
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U(ere + ese)(ex) = U(e(r + s)e)(ex)
=e(r+ s)ex
= erex + esex
= U(ere)(ex) + ¥(ese)(ex)

= (U(ere) + U(ese))(ex)

oldugundan ¥ (ere 4+ ese) = W(ere) + U(ese) elde edilir.

U((ere)(ese))(ex) = V(erese)(ex)

= eresexr

ve

((U(ere) o U(ese))(ex) = (¥(ere))(esex) = eresex

olur. Dolayisiyla W((ere)(ese)) = W(ere) o W(ese) olur. O halde ¥ bir halka

homomorfizmasi olur.

Simdi r,s € R olmak iizere WU(ere) = W(ese) olsun. O zaman her x € R igin erex =

esex’dir. Eger x = 1 alinirsa, ere = ese olur. Boylece ¥ birebirdir.

U’nin ortenligi i¢in; f : eR — eR, R-homomorfizmasi alinsin. f(e) = er olsun.

U(ere)(ex) = erex = f(e)ex = f(ex)

olur. Boylece ¥ (ere) = f elde edilir. Bundan dolay1 ¥ 6rten olur.

Sonug olarak

eRe = Endg(eR)

ulagilir. [
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Tanim 2.6.9. [13] Bir R halkas1 ve A modiilii i¢in
{re R| Ar =0}

kiimesine A’nmin sag sifirlayicist denir. Anng(A) olarak gosterilir. a € R igin
{r € R|ax =0}

kiimesine de a elemaninin sag sifirlayicist denir ve rg(a) ile gosterilir.

Onteorem 2.6.10. [13] R bir halka ve Ar = aR olsun.
AR = R/’I"R(a,)
dir.

Kamt. f : R — A, f(r) = ar tammlansin. f’nin bir sag R-modiil homomorfizmasi

oldugu aciktir. Ker(f) ={r € R|ar =0} = rg(a) oldugundan R/rg(a) = aR olur. [

Onerme 2.6.11. [13] R degismeli bir halka, o € A ve b € B olmak iizere A = aR ve
B = bR basit iki modiil olsun.

A= B <= rg(a) =rg(b)
olur.

Kanat.

(=): A= Bolsun. f: A — B izomorfizmasi vardir. r € rg(a) olsun. ar = 0’dir. Diger

taraftan f orten oldugundan b = f(a)s olacak sekilde a € A ve s € R vardir. O zaman

br = f(ars)
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olur ve br = 0 elde edilir. Boylece r € rg(b). Sonug olarak rr(a) < rgr(b) elde edilir. rg(a)

R’nin maksimal sag ideali oldugundan r(a) = rz(b) olur (bkz. Onerme 2.3.2).

(<) : rr(a) = rgr(b) olsun. O zaman

R/rr(a) = R/rr(b)

elde edilir. Onteorem 2.6.10’dan A = B olur. ]

2.7 Artin Modiiller, Artin Halkalar ve (Yari-) Miikemmel Halkalar

Tamm 2.7.1. [13] M bir modiil ve £, M nin alt modiillerinin bir ailesi olsun. £’deki her
Li>Ly>...>...i=1,2,...

azalan zinciri i¢in L, .; = L, olacak sekilde bir n varsa L azalan zincir kosulunu saglar

denir.

Tanmim 2.7.2. [13] M bir modiil olsun. Eger M alt modiilleri iizerinde azalan zincir kosulunu

saglarsa M’ye Artin modiil denir.

Tanmm 2.7.3. [13] R bir halka olsun. Eger Rg (rR) Artin ise R’ye sag (sol) Artin halka

denir. Eger R hem sag hem sol Artin ise R’ye Artin halka denir.

Tanim 2.7.4. [13] e+ J eleman1 R/J halkasinda egkare eleman olsun. e+ .J = f+ J olacak
sekilde f? = f € R elemam varsa R/.J halkasindaki eskare elemanlar J’ye yiikselir denir.
R/ J yari-basit bir halka ve R/.J’deki eskare elemanlar .J’deki eskare elemanlara yiikselirse

R’ye yari-miikemel halka denir.

Tamim 2.7.5. [13] R bir halka olsun. R’nin her sol (sag) modiilleri projektif ortiiye sahipse

R’ye sol (sag) miikemmel halka denir. Her sag miikemmel halka yari-miikemmeldir.
Sonug 2.7.6. [13] Her sag ya da sol Artin halka hem sag hem de sol miikemmel halkadr.

Sonug 2.7.7. [13] R bir halka olsun. R yari-basit ise R miikemmel halkadir.

19



Onerme 2.7.8. [13, Remark 28.5(3)] R sag miikemmel bir halka olsun. J = J(R) olmak
tizere her My modiilii icin

Rad(M) = MJ < Mg
olur.

Sonu¢ 2.7.9. [16, Corallary 1] Bir R sag miikemmel halkast iizerinde herhangi bir
R-projektif sag R-modiilii projektiftir.

Teorem 2.7.10. [13, Theorem 27.6] R halkasi icin asagidakiler denktir:

(a) R yari-miikemmeldir.
(b) Her basit sag R-modiil, projektif ortiiye sahiptir.

(c) Her sonlu iiretecli sag R-modiil, projektif ortiiye sahiptir.

2.8 Dedekind Bolgeleri

Tanmm 2.8.1. [13, Exercise 3.15] R tamlik bolgesi olsun. Her sifirdan farkli ¢ € R icin
Ma = M ise M’ye boliinebilir R-modiil denir.

Tamm 2.8.2. [13, Exercise 18.11] R tamlik bolgesi olsun. Eger her boliinebilir R-modiil
injektif ise ’ye Dedekind bolgesi denir.

2.9 Yari-Polinom Halkalar:

Tamm 2.9.1. [17, Example 1.7] R birimli bir halka ve R[z]; > " ,a;z’ formundaki
polinomlarin halkasi olsun. Her @ € R i¢in ax = za esitliginin saglandig1 bilinmektedir.
Simdi; ax = za esitligi yerine, 0 : R — R bir halka homomorfizmasi olmak iizere, her
a € Rigin xa = o(a)z esitligini saglamasi istenen ve polinomlari yine >  a;2* formunda

olan yeni bir R[x; o] polinomlar halkast tanimlanacaktir.

R[z;0] = {Zaﬂ:i |a; € R,n € N*}

i=0
20



olmak iizere R[z; 0| lizerindeki ¢arpma iglemi;
n k
o) () S
i=0 =0

olarak tanimlansin. O zaman, R[z; o] birimli bir halka olur. Bu sekilde insa edilen R[z; 0]
halkasina yari-polinom halkast (skew-polynomial ring) denir. Gergekten de xa = o(a)z

esitligi saglanir:

rza=0+1-2) - (a+0-x)
=0-a+(0-0°0)+1-0'(a))z

=o(a)x
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3. BAER-KAPLANSKY TEOREMI VE BAZI
ORNEKLER

R bir halka, A ve B iki sag R-modiil olsun.
A= B = Endg(A) = Endgr(B)
gerektirmesi asagidaki gibi kanitlanabilir [1]:

¢ : A — B bir izomorfizma olsun. & € Endg(A) olmak iizere

Y Endg(A) — Endg(B)

a  —> pap !

fonksiyonu tanimlansin. oy, as € Endg(A) igin ¢(a;) = () olsun. Boylece

Y(ay) = ¢a107" = P(az) = pagp™!

elde edilir. Dolayisiyla a; = ay olur. Bu da ¢ birebir demektir. Simdi 5 € Endg(B) olsun.
a = ¢ P igin
V(P B¢) = p¢ ' Boop~t =

oldugundan v 6rtendir.

Ayrica

d(on + ag) = ¢lan +ag)e™!
= [(¢a1) + (az)]o™"
= [(¢pa19™") + (¢pa297")]
= p(ar) + P(a2)
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veE

P(araz) = gpayand™
= (¢pa1¢™ ") (paze™")
= Y(a1)Y(az)

oldugundan ¢ bir halka homomorfizmasidir. Boylece Endg(A) = Endgr(B) elde edilir.

Bu gerektirmenin tersinin dogru olmadig1 asagidaki drneklerle goriilebilir.

(1) Zy ={;x + Z|a € Z,n € N} Priifer p-grubu ele alinsin.

halka izomorfizmasimin var olmasima kargin Z° ile J, birbirine izomorf gruplar
degildir. Ciinkii Z;° burulmali gruptur, J,, burulmasizdir [1, Example 3.4 ve Example

3.5].

(2) m > 2 bir tam say1 olsun. O zaman Endy(G) = Z ve rank(G) = n olan burulmasiz

bir G abel grubu vardir (bkz. Onerme 2.1.9). Boylece

olur. Fakat G ile Z izomorf gruplar degildir. Ciinkii rank(Z) = 1’dir (bkz. Tamim
2.1.7).

Baer-Kaplansky Teoremi bu gerektirmenin tersini incelemek i¢in dogmustur. Bu baglamda

burulmali gruplar ele alinmagtir.

Bu boliimde Baer-Kaplansky Teoremi ifade edilecek ve bazi Baer-Kaplansky siniflarina

ornekler verilecektir.
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3.1 Baer-Kaplansky Teoremi

Oncelikle bu béliimde kullanilacak olan asagidaki teorem verilecektir.

Teorem 3.1.1. [10, Teorem 7.1] { My, | k € K} bir modiiller toplulugu, B bir modiil olsun.
Bu durumda, i, : M, — @ My gomme fonksiyonu olmak iizere, o(f) = (f oiy) kural
ile verilen

a: Hom(@ My, B) — H Hom(My, B)
keK keK

fonksiyonu bir izomorfizmadir.

Baer-Kaplansky Teoremi asagidaki gibi ifade edilir.

Teorem 3.1.2. [2, Theorem 108.1] A ve B burulmalr iki grup olsun. Eger Endz(A) ile
Endyz(B) halkalari, V izomorfizmast yardimiyla izomorf ise A ile B gruplart da izomorftur.
Ustelik eger A ile B, ¢ izomorfizmast yardimiyla izomorf ise o zaman V(n) = ¢no = elde

edilir.

Baer-Kaplansky teoreminin, Fuchs’un [2] kitabindaki ispati incelenirse ana hatlariyla
asagidaki gibi oldugu goriiliir:
Oncelikle ispat p-gruplarina indirgenebilir. Ciinkii her burulmal abel grup p-bilesenlerin dik

toplam1 olarak yazilir (bkz. Onerme 2.1.6). Dolayisiyla
A=, uAp ve Ay = {a € A|p"A = 0 olacak sekilde n € Z* vardir}.

Ayni sekilde B = €., By yazilir. Dolayisiyla Teorem 3.1.1°den

p asal

Endz(A) =Endz (@D A,) = [ Endz(A,)

p asal p asal
Endy(B) =Endz(@ B,) = [ [ Endz(B,)
p asal p asal
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elde edilir. Boylece Endy(A) = Endz(B) olmast her p asalt i¢in Endy(A,) = Endgz(B,)
olmasini gerektirir. A, = B, oldugu ispatlandiginda A = B olacaktir. Sonug olarak A ve B

p-grup olarak almabilir. A, = B, oldugunu gormek igin ispat ii¢ adima boliinmiistiir:

1. A sinirh grup iken,
2. B smurlt grup ve D sifirdan farkli boliinebilir grup olmak iizere A = B & D iken,

3. A smursiz grup iken,

ispatlar verilmistir.

3.2 Baer-Kaplansky Siiflarina Ornekler
Baer-Kaplansky teoreminin bagka modiil smiflarina genigletilip genisletilemeyecegini
gormek i¢in agagidaki tanim verilmistir.

Tanmm 3.2.1. [8] C modiillerin bir sinifi olsun. Eger A, B € C i¢in Endg(A) = Endgr(B)
halka izomorfizmas1 A = Bpg izomorfizmasint gerektirirse C’ye Baer-Kaplansky sinif

denir. Baer-Kaplansky siniflarinin alt siniflarinin da Baer-Kaplansky sinif oldugu agiktir.

Baer-Kaplansky siniflarina baz1 6rnekler agsagida verilmektedir.
Ornek 3.2.2.
(1) [18] R basit Artin halka olmak iizere C =Mod-R,

(2) [1] D bir boliimlii halka (Bir R halkasinda sifirdan farkli her elemanin tersi varsa
R’ye boliimlii halka denir) olmak iizere

C ={Vp |V, D iizerinde vektor uzay},

(3) [19, Theorem 4.1] R temel ideal bolgesi olmak iizere
C = { Mg | MR projektif modiil},
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(4) [6, Theorem 4] R degismeli ve ayristirilamaz bir FGC halka (R halkasinda her sonlu
tiretecli R modiil devirli alt modiillerin dik toplami ise R’ye FGC halka denir) olmak
lizere

C = {Mgr | Mg sonlu iiretecli ve M, R’ye izomorf bir dik toplanan kapsar},

Baer-Kaplansky siniflardrr.

(5) [7, Theorem 2.1] R bir Dedekind Bolgesi olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(1) R bir temel ideal bolgesidir.

(2) G = R® Gve H = R® H modiilleri icin Endr(G') = Endr(H') iken
G = H olur.

Onerme 3.2.3. [2] A = B @ C ve A’ iki grup olsun. Eger Endz(A) = Endg(A') ise

A= B' @& C' ve Endz(B) = Endz(B’), Endz(C) = Endz(C")

olur.

Kamit. A = B @ C ve A’ iki grup olmak iizere U : Endz(A) — Endz(A’) halka
izomorfizmasi almsm. € : B ® C — B; Ker(e) = C olan izdiisiim doniisiimii olsun.

Dolayisiyla ¥ (e) = € bir egkare eleman olur. Boylece
B' = ¢€(A’) ve " = Ker(€¢') olmak lizere A’ = B’ & '

ayrisimi elde edilir. Ayrica

Endy(B) = eEndy(A)e

aliabilir. Simdi

U(Endz(B)) = V(eEndz(A)e) = €V (Endz(A))e = € Endg(A')e
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esitlikleri gergeklenir. Onerme 2.6.7’den € Endz(A')e = Endy(e'(A')) = Endy(B') elde
edili. Bu da Endy(B) = Endyz(B') demektir. Benzer sekilde Endy(C) = Endz(C")
oldugu da goriiliir. 0

Simdi Baer-Kaplansky sinif olan bagka modiil siniflarina 6rnekler verilecektir.

Ornek 3.2.4. [8, Example 1.3(1)] C = {Ay | A sonlu iiretecli grup} bir Baer-Kaplansky

smiftir.

Kamit. Az, Al, € C ve Endy(Az) = Endy(A’) olsun. Teorem 2.1.8den

A
A, D 7"
zZ Tz D ---D iz 3]
A
Al — B — @ TZ™
? q Z 4L
yazilimlar1 vardir. Simdi
Z Z
— B,7"=C
71112 EB EB kaZ
ve
VA Z
e @@ pe :B,’Zm:O/
0Oz 47

olsun. Onerme 3.2.3’ten

Endz(B) = Endz(B,)

Ve

Endy(C) = Z" = Z™ = Endy(C")

olur. Buradan m = n elde edilir. Ayrica B ve B’ burulmali grup oldugundan Baer-Kaplansky
teoremi (bkz. Teorem 3.1.2) geregince B = B’ elde edilir. Dolayisiyla A; = A’ elde
edilir. [

Ornek 3.2.5. [8, Example 2.9(1)] C = {My, | My, yari-projektif } bir Baer-Kaplansky suniftur.
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Kamit. My, Nz € C olmak iizere Endy(My) = Endgz(Nz) olsun. Teorem 2.5.14’ten
asagidaki durumlar olusur:

(1) M ve N serbest olsun. O zaman Ornek 3.2.2(3)’ten M = N olur.

(2) M ve N burulmali grup ise Teorem 3.1.2°den M = N olur.

(3) M serbest ve N burulmali olamaz. Ciinkii M serbest ve N burulmali ise M = @Z,
N = @®N, yazihimlar1 mevcut olur (bkz. Onerme 2.1.6 ve Tanim 2.2.5). O zaman

Onerme 3.2.3 geregince Z = Endy(N,) olur ki bu bir geligkidir.
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4. IP-IZOMORFIZMALAR VE MODULLERIN
BAER-KAPLANSKY SINIFLARI

Ivanov [5], IP-izomorfizma tanimini vererek Baer-Kaplansky teoremini daha da genellemis
ve Baer-Kaplansky olan yeni modiil siniflar1 inga etmistir. Tezin bu boliimiinde Ivanov’un bu

caligmasi ele alinarak [8] incelenecektir.

4.1 1IP-izomorfizmalar

Tamim 4.1.1. [5, Proposition 1] M ve N iki R-modiil olsun. ¢ : Endg(M) — Endr(N)

halka izomorfizmasinda eger Endg(M )’ nin her ilkel egkare elemant e i¢in

saglantyorsa bu ¢ izomorfizmasina IP-izomorfizma denir.

Uyari 4.1.2. [13] Yukaridaki ® izomorfizmasi i¢in e € Endg(M) ilkel eskare eleman ise

®(e) de ilkel eskare eleman olur:

oldugundan ®(e) bir egkare elemandir. f ve g iki dik eskare eleman olmak iizere ®(e) =
f + g olsun. ® orten oldugundan ®(e;) = f ve ®(eq) = g olacak sekilde Endg(M)’de e;

ve ey eskare elemanlar1 vardir. Boylece
P(e) = P(ey) + P(eg) = (e + e)

elde edilir. ® birebir oldugu i¢in e = e; + ey olur. f ve g dik oldugundan e; ile e nin dik
oldugu agiktir. e ilkel oldugu icin e; = 0 veya e; = 0’dir. Dolayisiyla, f = 0 veya g = 0’dr.

Boylece ®(e) de ilkel eskare eleman olur.

Tamm 4.1.3. [5] M = @z’e ; M; aynigtinlamaz modiillerin dik toplami ve N < M olsun.
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(i) Eger N sonlu tane M,;’nin toplaminin i¢ine diiserse N’ye, M ’'nin yukaridaki

ayristmuinin icine sonlu gomiiliir denir.

(i) Eger M’nin her ayristirilamaz dik toplananani yukaridaki ayrisimin icine sonlu

gomiiliir ise M yukaridaki ayrisima gore sonlu gomiilme ozelligine sahiptir denir.

Onerme 4.1.4. [5, Proposition 1] M; ve N. ; 'ler ayristirilamaz alt modiiller olmak tizere M =

Dicr Mive N = D, ; N; olsun. Kabul edelim ki M = D, ; M; sonlu gomiilme ozelligine

sahip olsun. O zaman,
M = N <= Endgr(M) ve Endg(N) arasinda IP-izomorfizmast vardur.

Kamit. M = @,.; M; ve M bu ayrigima gére sonlu gémiilme 6zelliine sahip olsun.

icl

(=): ¢ : M — N bir izomorfizma olsun. 3. boliimiin girisindeki gerektirmeden;

¢ : Endp(M) — Endgp(N)

for—efe
halka izomorfizmas1 mevcuttur. e € Endg(M) ilkel eskare eleman olsun.
3(e)(N) = (e ") (N) = pe(M)
oldugu agiktir.

a:e(M)— pe(M)

e(m) — g(e(m))

modiil izomorfizmasi yardimiyla

oldugundan



olur. Dolayisiyla ¢ bir IP-izomorfizma olur.

(<) ® : Endg(M) — Endg(N) IP-izomorfizma olsun. ¢; : M — M; izdiisim
doniigiimii alinsin ve ®(e;) = f; olsun. Teorem 2.6.4’ten e; ilkeldir. Boylece Uyari 4.1.2°den
fi ilkel olur. Tekrar Teorem 2.6.4’den f;(N) ayrigtirilamaz olur. ®, IP-izomorfizma oldugu
i¢in

ei(M) = fi(N)

saglanir.

U:M— N
ei(M) — fi(N)

homomorfizmasi alinsin. e;’ler ikiser ikiser dik olduklari icin f;’ler de ikiser ikiger diktir.

Boylece @, ; fi(IV) dik toplami elde edilir. Ustelik
V(M) =D fi(N)
icl

dir. Aciktir ki W birebirdir. /&, N’ nin ayristirtlamaz dik toplanani ve f : N — K izdiigiim
doniistimii olsun. & orten oldugundan ®(e) = f olacak sekilde e : M — M ilkel eskare

doniisiimii mevcuttur. Boylece Teorem 2.6.4°ten e(M ), M nin ayrigtirilamaz dik toplanani

olur. M = @,.; M; sonlu gémiilme 6zelligine sahip oldugu igin

e(M) < éMZ

olacak sekilde n pozitif tam sayis1 vardir. m € M, m; € My, ..., m, € M, olmak iizere

€<m>:m1++mn
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(1—e;—ey—...—ey)e(m) =e(m) —eje(m) — ... — eqe(m)
=e(m)—e(my+...+mp) — ... —ep(my+...+my)
=e(m) —my —...—my
=0

ve dolayisiyla

l—(eg—ea—...—ey)e=0
olur. Boylece
(1 —®P(er) — P(ea) — ... — P(e,))P(e) =0
=A=fi-fo— = fa)f

elde edilir. * € K almsin. f orten oldugu i¢in x = f(a) olacak sekilde a € N vardir. O

zaman

I=fi—fo—-.= fa)f(a) =0
= f(a) = fif(a) = fof(a) — ... = fuf(a)

olup
ﬂ@=x=ﬁﬂ®+ﬁﬂ®+«~+nﬂ@GGBMN)

elde edilir. Buradan

K <& fi(N)
i=1
ve boylece
K <Y (M)
olur. Sonug olarak N < W(M) olup W(M) = N olur. Bu da ¥ 6rten demektir. [l
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Yukaridaki Onerme yardimiyla bazi yeni Baer-Kaplansky smiflar1 asagidaki Ornekte

verilecektir.

Ornek 4.1.5. [8, Example 2.3] R yerel ve Artin bir halka olmak tizere
J(R)=W ,W? =0, R/W = Q degismeli

ve

boy(oW) =1, boy(Wq) = 2

olsun.

W =uR®vR

kabul edilsin. [20, Proposition 3] 'ten R sadece ii¢ tane ayristirilamaz sag R-modiile sahiptir.
Bunlar

Ay = R/W (basit modiil) , Ay = R/uR (injektif), A3 = Rgr

dir. Diger tiim ayristirlamaz sag R-modiiller bu iictinden birine izomorftur. Ayrica her sag
R-modiil bu ayristirllamaz alt modiillerin bir dik toplamidir. Her bir ayrigtirilamaz modiil
devirli oldugu icin her sag R-modiil devirli modiillerin dik toplanmidir. My herhangi bir

modiil olsun. O halde H;’ler devirli olmak iizere M = @._, H; yazilumi mevcuttur. X

el

ayristirllamaz ve X <4 M olsun. Boylece

olacak sekilde n pozitif tam sayisi vardir. Dolayistyla her sag R-modiil sonlu gomiilme

ozelligine sahip olmus olur. Onerme 4.1.4’ten her M ve N sag R-modiilleri icin
M = N <= Endr(M) — Endg(N) IP-izomorfizmast vardur.

P ve Q iki projektif R-modiil olsun. Bu durumda Onerme 2.5.16’dan P ve ) serbest modiil
olurlar. Dolayistyla Teorem 2.6.4’ten her Endg(P) — Endgr(Q) halka izomorfizmasi

IP-izomorfizmadir. Boylece, projektif R-modiillerin sinifi Baer-Kaplansky sinif olur. Ayni
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sekilde injektif R-modiillerin, basit R-modiillerin ve yari-basit R-modiillerin sinifi da

Baer-Kaplansky sinif olur.

4.2 Yari-ayrik Modiiller ve Baer-Kaplansky Teoremi

Tanim 4.2.1. [14, Definition 4.10] M bir modiil olsun.

(D7) Her A < M ig¢in M; < Ave AN M, < M olacak sekilde M = M; & M, ayrisimi
vardir.

(Dg) A< Mve M/A= N <4 M ise A <4 M’dir.

(D3) Ml, M2 Sd M ve Ml -+ M2 = M ise M1 N M2 Sd M dir.

Eger M modiilii (D;) ve (D) kosullarin1 saglarsa M’ye ayrik modiil, (Dy) ve (Ds)

kosullarini saglarsa yari-ayrik modiil denir. Hollow modiiller yari-ayrik, yari-basit modiiller

ayrik modiillerdir.

Onteorem 4.2.2. [14, Lemma 4.6] M (D) kosulunu saglayan bir modiil ise (Ds) kosulunu

da saglar.
Kamit. M (D,) kosulunu saglasin. A, B <; M ve M = A+ B olsun. O zaman
M=ApA=BaoB

olacak sekilde A’, B’ < M vardir. Buradan

— [

(ANB)eA]  [(AnB)® A ANB

M Ao A M,
-

olur. B’, M’nin bir dik toplanant ve M (D) kosulunu saglayan bir modiil oldugundan
(AN B) ® A, M’nin dik toplanani ve dolayisiyla A N B, M nin dik toplanani olur. O

Buradan bir M modiilii ayrik modiil ise yari-ayrik modiildiir sonucuna ulagilir.
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Onteorem 4.2.3. [14, Lemma 4.2(2)] M bir modiil olsun. A < B <; M ve A < M ise
A <« B’dir.

Kanmit. B <; M oldugu icin B & X = M olacak sekilde X < M vardir. C' < B olmak
tizere A+ C' = B olsun.
(A+C)oX=MveA< M

oldugundan C' @ X = M olur. Onerme 2.2.3’ten
(CoX)NB=(BNX)®C =B

dir. Boylece C' = B elde edilir. ]

Onteorem 4.2.4. [14, Lemma 4.7] Bir M modiilii (D;) (i = 1,2,3) kosulunu sagliyorsa

herhangi bir dik toplananm da saglar.

Kanit. M bir modiil ve M = M, & M, olsun.

(D1) : A < M olsun. M (Dy) kosulunu sagladigi i¢in N; < A, AN N, < M olacak sekilde
M = N; & N, ayrigimu vardir. Buradan

M, = M; N (N, & Ny) = Ny & (M; N Ny)
olur. M; N Ny N A <« M, oldugu goriiliirse ispat bitecektir.
MiNNoNA=ANNy, < M, <4 M
oldugu icin Onteorem 4.2.3’ten istenen elde edilir.

(Dy) : A< M ve M;/A= N <, M, olsun.

M M, © M,
— >~ N, M
AS M, Ad M, A —d
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oldugundan ve M (D5) kosulunu sagladigindan A @ M,y <, M elde edilir ve A <; M olur.

(D3) : Ay, By <q My ve My = Ay + By olsun. My = A; & A} = By & B olacak sekilde
A}, B} < M, vardir. Boylece M = Ay & A} & My’den Ay & My <; M elde edilir. Ayn1
sekilde By & My <; M elde edilir. M (Dj3) kosulunu sagladigindan

(A1 + My) N (B + My) <4 M

olur. Buradan

(A1 + My) N (By+ M) = (AN By) + My = (A1 NBy)d My <g M

oldugundan A; N By <4 M, dir. ]

Sonug 4.2.5. [14, Corallary 4.9]1 M ayristirilamaz ve (D1) kosulunu saglayan bir modiildiir

ancak ve ancak M hollow modiildiir.

Kanat.

(=) : M aynstirilamaz ve (D;) kosulunu saglayan bir modiil olsun. X < M alindiginda
(D1) kosulundan M; < X, XN M, < M olacak sekilde M = M; @ M, saglayan My, My <
M vardir. M aynstirilamaz oldugundan M; = 0 veya M; = M olur. My, = M i¢cin X = M
celigkisi elde edileceginden M; = 0’dir. Boylece

My=Mve XNM,=X<KM

olur.

(<) : M hollow modiil olsun. X < M alinsin. X = M i¢in

M=X®0,0nX=0< M
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olur. X = 0 icin ayni sekilde
M=0sMMNO=0<K M
saglanir. Son olarak X < M alindiginda da
M=0sMO< X XNM=X<KM
olur ve M (D) kosulunu saglar.

M’nin ayristirllamaz oldugunu gostermek i¢in M = M; & M, olsun. M; # 0 olursa M #
M, olmak zorundadir. M, < M oldugundan My < M olur. Buradan M, = 0 elde edilir.
O

Onteorem 4.2.6. [13] M bir modiil ve N < M olsun. Eger N < M ve N M ’nin maksimal

alt modiilii ise M yereldir.

Kamit. N < M oldugundan N < Rad(M) ve N, M’nin maksimal alt modiilii oldugundan
Rad(M) < N’dir. Boylece N = Rad(M ). Dolayisiyla Rad(M) # M.

Simdi M ’nin hollow oldugu gosterilecektir. X < M ve Y < M olmak lizere M = X +Y
olsun.

Rad(M) < Rad(M)+Y <M

oldugundan dolay1
Rad(M) = Rad(M) +Y veya Rad(M)+Y =M

dir. Eger Rad(M) = Rad(M) +Y ise Y < Rad(M) ve boylece M = X + Rad(M) olur.
Buradan Rad(M) < M oldugundan M = X celiskisi elde edilir. Dolayisiyla

M = Rad(M)+Y
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olur. Yine Rad(M) < M oldugundan Y = M elde edilir. Boylece M hollow olur. Sonug
olarak, M bir yerel modiil olur. [

Sonug 4.2.7. [13] Yerel modiillerin tek maksimal alt modiilii vardir.

Kamit. M bir yerel modiil olsun. Tanim 2.4.8’den Rad(M) # M ve M hollow modiildiir.
B, M’nin maksimal alt modiilii olsun. O zaman, Rad(M ) < B olur. Diger taraftan B < M
olur. Dolayisiyla, B < Rad(M )’dir. Sonug olarak, Rad(M) = B elde edilir. O

Sonuc¢ 4.2.8. [13] Yerel modiiller devirlidir.

Kanit. M bir yerel modiil olsun. Tanim 2.4.8’den Rad(M) # M oldugundan x ¢ Rad(M)
olacak sekilde bir x € M vardir. Sonug 4.2.7°den Rad(M), M’nin tek maksimal alt

modiilidiir. Buradan

zR+ Rad(M) =M
elde edilir. Rad(M) < M oldugundan xR = M olur. O

Onerme 4.2.9. [13] Bir M modiilii icin Rad(M) < M ve N <4 M ise Rad(N) < N olur.

Kamit. Rad(M) < M ve N <; M olsun. N &Y = M olacak gekilde Y < M vardr.
Rad(N) 4+ A = N olsun. Buradan

(Rad(N) + A) @Y = M

dir. Onerme 2.4.7(1)’den Rad(N) < Rad(M) olur. Teorem 2.4.2°den Rad(N) < M elde
edilir. Boylece A © Y = M olur. Onerme 2.2.3’ten

N=MNN=(AaY)NN=(NnY)s A

olur. Sonug olarak A = N elde edilir. [

Onerme 4.2.10. [14] M hollow modiil ve N < M olsun. O zaman, M /N hollow modiildiir.
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Kamt. T/IN < M/N ve T/N + K/N = M/Nolsun. M =T+ K, T < M ve M
hollow oldugundan M = K elde edilir. Dolayisiyla K'/N = M /N olur. Yani M /N hollow
olur. O

Teorem 4.2.11. [14, Theorem 4.15] M yari-ayrik modiil olsun. Her bir H; hollow olacak

sekilde M = @, ; H; yazilimi mevcuttur. Bu yazilim izomorfizma farkiyla tektir.

Onerme 4.2.12. [8, Proposition 2.4] R bir halka, Rad(M) < M olacak sekilde M
yari-ayrik bir modiil ve N ayristirilamaz modiillerin dik toplami olsun. Endgr(M) ve

Endg(N) arasinda IP-izomorfizmasi varsa M = N dir.

Kamit. M yari-ayrik bir modiil ve Rad(M) < M olsun. Teorem 4.2.11°den H;’ler yerel
modiil olmak iizere M’nin M = @, ; H; seklinde yazilimi vardir. H, M nin ayristirilamaz
dik toplanani olacak sekilde alinsin. Rad(H) < H ve H yari-ayrik bir modiil olur
(bkz. Onerme 4.2.9 ve Onteorem 4.2.4). H aynistirilamaz ve yari-ayrik oldugundan Sonug
4.2.5’ten hollowdur. Buradan H yerel modiil olur ve dolayistyla devirlidir (bkz. Tanim 2.4.8
ve Onerme 4.2.8). Boylece H = xR olacak sekilde € M vardir. O zaman x; € H; olmak
lizere

t
J]:$1++$t€Hl@@Ht:@Hz
=1

’dir ve buradan

olur. Boylece M ’nin ayristirllamaz bir dik toplananm1 M = &,y H; ayrisiminin i¢ine sonlu
gomiildiigiinden M sonlu gémiilme 6zelligine sahiptir. Onerme 4.1.4 uygulandiginda M =

N sonucuna ulagilir. O

Sonug 4.2.13. [8, Corallary 2.5] R bir halka, M ve N Rad(M) < M, Rad(N) < N olan
iki yari-ayrik modiil olsun. Eger Endg(M) ve Endgr(N) arasinda IP-izomorfizmast varsa

M = N’dir.

39



4.3 (Yan-) Miikemmel Halkalar ve Baer-Kaplansky Teoremi

Teorem 4.3.1. [14, Theorem 4.41] Bir R halkast icin asagidakiler denktir.

(i) R bir sag (yari-) miikemmel halkadur.

(ii) Her (sonlu iiretecli) yari-projektif sag R-modiil ayriktir.
Teorem 4.3.2. [8, Theorem 2.6] R bir halka olsun. Asagidaki kosullar icin (i) = (ii)
gerektirmesi saglanir.

(i) R sag (yari-) miikemmel halkadur.

(ii) Her (sonlu iiretecli) yari-projektif P ve Q) sag modiilleri icin Endgr(P) ve Endg(Q)

arasida IP- izomorfizmast varsa P = () dur.

Kanit. R sag (yar1-) milkemmel bir halka olsun. P ve () (sonlu iiretecli) yari-projektif
modiilleri i¢in Endg(P) ve Endg(Q) arasinda IP-izomorfizmasi olsun. Teorem 4.3.1 ve

Onerme 2.7.8 kullanilirsa P ve Q,
Rad(P) < P, Rad(Q) < Q

olan yari-ayrik modiiller olur. Buradan Sonug¢ 4.2.13’iin kogullar1 saglanmig olur. Bdylece

P = Q elde edilir. u

Siradaki 6rnek Teorem 4.3.2(i4)’de IP-izomorfizma kosulunun gereksiz olmadiini gosterir.

Ornek 4.3.3. [8, Example 2.7(i1)] R, F' cismi tizerinde 2 X 2 iist iicgensel matris halkast
olsun. Bu halka sag Artin halkadir. Boylece Sonug 2.7.6’dan R halkast (yari-) miikemmeldir.
Rr modiiliiniin Endgr (1) = Endg(1l,) olan fakat I, 2 Iy olacak sekilde iki I, ve I, dik

toplanani vardir. Ciinkii:
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a b
R:{
0 c

a, b,ce I } olsun.

eskare elamanlar1 i¢in Onerme 2.6.6’dan

a
IlzeR:{
0 0

0
a,bEF},Igze’R:{
0 ¢

CGF}

alinabilir. Burada I; 2 [, oldugu aciktir. Sonu¢ 2.6.8’den Endg(eR) = eRe ve
Endg(e'R) = ¢ Re’ olmaktadur.

a 0 0 0
eRe:{ aEF}ve{
00 0 a

"dir. Boylece v : eRe — €' Re/, y(ere) = ¢'re’ halka izomorfizmasi elde edilir:

aEF}:e/Re’

a 0 a o y o
= matrisleri alindiginda a = a;’dir.

0 0 0 0

(a()) 0 0 0 0 (al())
f}/ = = :’}/
00 0 a 0 a; 0 0

oldugundan ~y iyi tanimhdir.
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icin

olur ve a = a;’dir. Buradan

elde edilir ve v nin birebirligi gosterilmis olur.

Alinan
0

matrisi i¢in
a

o

oldugundan ~y fonksiyonu ortendir. Ayrica

o

a 0
00

a 0
00

)
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veE

(a 0 a 0 > (aa’ 0 )
gl : =5
00 0 0 0 0

0 0

0 ad
a 0 a 0
=7 i
00 0 0
oldugundan ~ fonksiyonu homomorfizmadir. Boylece Endgr(eR) = Endg(e’R) elde edilir.
~ bir IP-izomorfizma degildir.
Sonug 4.3.4. [8, Corallary 2.8] R bir halka olsun. Asagidaki kosullar icin (i) = (ii)
gerektirmesi saglanir.
(i) R yari-basit bir halkadr.
(ii) Herhangi iki M, N sag R-modiilleri i¢in eger Endr(M) ve Endr(N) arasinda

IP-izomorfizmasi varsa M = N olur.

Kamit. M, N sag R-modiilleri i¢in Endg(M) ve Endg(N) arasinda IP-izomorfizmasi
olsun. M ve N yar-projektiftir (bkz. Sonug¢ 2.5.15). Sonug 2.7.7 yardimiyla Teorem
4.3.2’ye ulagilir. Yani M = N elde edilir. [

Siradaki ornek Teorem 4.3.2 ve Sonu¢ 4.3.4’iin karsitlarinin genelde saglanmadiklarini

gostermektedir.

Ornek 4.3.5. [8, Example 2.9]
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(i) R = Z olsun. Ornek 3.2.5ten yari-projektif modiillerin sinifimin Baer-Kaplansky oldugu

biliniyor. Dolayistyla Teorem 4.3.2’nin (ii) kosulu saglamir. Fakat

z _z _z_,
JZ) Npz 0

oldugundan ve 7. yari-basit olmadigindan 7. yari-miikemmel olamaz boylece Teorem

4.3.2’nin (i) kosulu saglanmaz.

(ii) Ornek 4.1.5’teki R halkast Sonug 4.3.4’mn (ii) kosulunu saglar, fakat yari-basit degildir.

Tanim 4.3.6. [14, Definition 4.3] M bir modiil ve A < M olsun. Eger M = A+ Bve B
bu 6zellige gore minimal olacak sekilde B < M varsa B’ye A’nin tiimleyeni denir ve ayrica

B’ye M’nin tiimleyen bir alt modiilii denir.

Onteorem 4.3.7. [14, Lemma 4.5] B, A'nin tiimleyenidir ancak ve ancak

M=A+ Bve AN B <« B’dir.

Kanat.

(=): M = A+ B ve B bu ozellige gore minimal olsun. AN B + X = B igin B ilk esitlikte
yerine yazildiginda

M=A+ANB+X=A+X

elde edilir. B minimal oldugundan B = X olur.

(<): M=A+BveANB < Bolsun. X < Bigin M = A+ X alindiginda buradan
MnNnB=(A+X)NB

olur ve Onerme 2.2.3’ten

B=X+(ANB)

elde edilir. AN B < B oldugundan B = X olur. Béylece B minimal olur. 0
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Tanmm 4.3.8. [14, 21] M bir modiil olsun.

1. A < M igin eger A’nin M’de dik toplanan olacak sekilde bir B tiimleyeni varsa bu

B’ye A’nin ®-tiimleyeni denir.

2. Eger M’nin her alt modiilii M icinde bir &-tiimleyene sahipse M’ye &-tiimlenmis

modiil denir.

3. Eger M ’nin her dik toplanan1 @-tiimlenmis ise M’ye tamamen &-tiimlenmis modiil

denir.

Tamim 4.3.9. [8] M bir modiil olsun. Her N < M i¢in K < N ve N/K <« M/K olacak

sekilde K <; M varsa M modiiliine yiikselen (lifting) modiil denir.

Onerme 4.3.10. [14] M bir modiil olsun. M (D,) ézelligini saglar ancak ve ancak M

viikselen modiildiir.

Kanzt.

(=): N < Molsun. M; < N ve NN My < M olacak sekilde M = M; & M, ayrisimi

vardir. Buradan

MNN=(M&M)NN

ve Onerme 2.2.3’ten

N =M, ® (MyN N)

elde edilir.

W M — M/M,

dogal epimorfizma olsun. Teorem 2.4.2°den

(NNMy)@® M, N

O(N N M) = - <

M, M,

olur.
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(<): N < Molsun. N/JK <« M/K, K <; M olacak sekilde X' < M vardir. Buradan
M = K @ K’ olacak sekilde K’ < M vardir. Onerme 2.2.3’ten

N=MNN=(Ke&K)NN=K&(K'NnN)
olur. f: M/K — K'izomorfizmast i¢in Teorem 2.4.2’den
f(N/K) < f(M/K)yani K'NN < K’

olur ve buradan da Teorem 2.4.2 geregince K’ N N < M ’dir. [

Onerme 4.3.11. [14, Proposition A2] M yiikselen modiil ise ®-tiimlenmistir.

Kanmit. N < M olsun. M; < N ve N N My < M olacak sekilde M = My & M, ayrisimi
vardir. M = My & Ms i¢in My + My = M oldugundan

My+My+N=N+DMy=M

elde edilir. N N My < M ve My <, M’ dir. Onteorem 4.2.3 yardimiyla N N My < M,

olur. Boylece M>, N’nin bir dik toplanan tiimleyeni olur. [

Onerme 4.3.12. [21] M yiikselen modiil ise tamamen ®-tiimlenmis modiildiir.

Kamit. N <4 M olsun. Onteorem 4.2.4’ten N de (D;) modiildiir. Onerme 4.3.11°den N

modiilii bir ®-tiimlenmis modiildiir. 0

Modiiller arasinda asagidaki gibi bir iligki vardir.

yerel = yari-ayrik = yiikselen = tamamamen @-tiimlenmis = @-tlimlenmis

Onerme 4.3.13. [21, Lemma 2.14] M ayristirilamaz ve &-tiimlenmis bir modiil ise hollow

modiildiir.
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Kamit. M @-tiimlenmis bir modiil oldugundan her alt modiilii M icinde bir dik toplanan
tiimleyene sahiptir. N < M olsun. N, M i¢inde dik toplanan olacak sekilde bir tiimleyene
sahiptir. Bu dik toplanan tiimleyen X olarak alinsin. M aynstirilamaz ve N < M

oldugundan M = X olur. X N N < X oldugundan X N N = N < M olur. O
Onteorem 4.3.14. [22, Lemma 3.11 Maksimal alt modiile sahip her ayristirilamaz

P-tiimlenmis R-modiil yerel modiildiir.

Kanit. N, M modiiliinlin maksimal alt modiilii olsun. M ayristirilamaz ve @-tlimlenmisg
oldugundan Onerme 4.3.13’ten dolay1 NN kiiciik alt modiildiir. Béylece Onerme 4.2.6’dan M

yerel olur. [

Onerme 4.3.15. [23, Proposition 1] M sonlu iiretecli tamamen &-tiimlenmis R-modiil ise

yerel modiillerin dik toplamidrr.

Onerme 4.3.16. [8, Proposition 2.10] R halkast icin asagidaki kosullar denktir:

(i) Sonlu iiretecli, tamamen ®-tiimlenmis R-modiillerin sinifi Baer-Kaplansky siniftir.
(ii) Sonlu iiretecli, yiikselen R-modiillerin sinifi Baer-Kaplansky siniftir.
(iii) Rad(M) < M olan yari-ayrik R-modiillerin sinifi Baer-Kaplansky siniftur.

(iv) Yerel R-modiillerin sinifi Baer-Kaplansky siniftir.

Kanat.

(i) = (#4) : M, N sonlu iiretecli, yiikselen modiil ve Endz(M) = Endg(N) olsun. Onerme
4.3.12 ve (i) kabuliinden M = N sonucuna ulagilir.

(17) = (iv) : M, N yerel modiill ve Endr(M) = Endgr(N) olsun. Yerel modiiller sonlu

tiretecli ve yiikselen modiil oldugundan M = N elde edilir.
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(1ii) = () : M, N yerel modiil ve Endr(M) = Endgr(N) olsun. Tanim 2.4.8’den
Rad(M) < M, Rad(N) < N olur. Boylece M ve N radikalleri kiigiik olan yari-ayrik
modiiller olur. (ii7) kabuliinden M = N elde edilir.

(iv) = (i) : Rad(M) < M olan her ayrigtirllamaz @-tiimlenmis M/ modiilii yereldir (bkz.
Onteoreom 4.3.14). Dahasi herhangi sonlu iiretecli tamamen @-tiimlenmis modiiller yerel
modiillerin dik toplamidir (bkz. Onerme 4.3.15). Bundan dolay: herhangi sonlu iiretecli

tamamen ¢-tlimlenmis modiiller sonlu gomiilme 6zelligine sahiptir.

M ve N sonlu iiretegli tamamen @-tiimlenmis modiil olsun.

halka izomorfizmasi olmak iizere ¢ € Endg(M) ilkel egkare elemani alinsin. Onerme 2.6.7
yardimiyla
Endgr(e(M)) = Endgr(®(e)(N))

olur. e(M); M’nin, ®(e)(NN); N’nin ayristirllamaz dik toplananmdir. e(M) ve ®(e)(NV)

ayristirilamaz ve @-tiimlenmis oldugundan hollowdur (bkz. Onerme 4.3.13). Ayn1 zamanda
Rad(e(M)) < e(M) ve Rad(®(e)(N)) < ®(e)(N)
oldugundan e(M) ve ®(e)(N) yereldir. (iv) kabiiliinden
e(M) = &(e)(N)

olur. Buradan ®’nin IP-izomorfizmas1 oldugu sonucuna ulasilir. Onerme 4.1.4’ten M = N

elde edilir.

(iv) = (4i7) : M bir yari-ayrik modiil olsun. Teorem 4.2.11’den H;’ler hollow olacak sekilde
M = @1 H; ayrigimi vardir.
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M ve N yari-ayrik modiil ve Rad(M) < M ve Rad(N) < N olsun.
¢ : Endr(M) — Endgr(N)
halka izomorfizmasi ve e € Endr(M ) ilkel eskare elemani alinsin.
Endgr(e(M)) = Endgr(®(e)(N))

olur (bkz. Onerme 2.6.7). e(M) ve ®(e)(N) aynstrilamaz (bkz. Teorem 2.6.4) ve

@®-tiimlenmis oldugundan hollowdur (bkz. Onerme 4.3.13) ve ayn1 zamanda

Rad(e(M)) < e(M) ve Rad(®(e)(N)) < ®(e)(N)

oldugundan e(M) ve ®(e)(N) yereldir. Onerme 4.2.12°deki ispat tekrarlamirsa M ve N
sonlu gémiilme ozelligine sahip olur. (iv) = (i) ispatinda oldugu gibi M = N elde edilir.

]

Onerme 4.3.16’nin ispat1 aynen takip edilirse siradaki sonug elde edilir.

Onerme 4.3.17. [8, Proposition 2.12] R halkas: i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(i) Yari-basit R-modiillerin sinifi Baer-Kaplansky siniftir.

(ii) Basit R-modiillerin sinifi Baer-Kaplansky siniftir.

Kanat.

(1) = (4i) : Basit R-modiiller ayn1 zamanda yari-basit olduklarindan ispatin bu yonii agiktir.

(1) = (i) : M ve N yari-basit modiil olsunlar. O zaman }/;’ler basit modiiller olmak iizere

M = @,.; M; ve Nj’ler basit modiiller olmak iizere N = ., N; olur.

JjeJ

O : Endr(M) — Endgr(N)
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halka izomorfizmasi olsun. M" <; M ve M’ aynigtirilamaz alt modiilii alinsin. Bu M’ basit

oldugundan M’ = xR’dir (bkz. Tanim 2.3.1). Her r € R i¢in

t
$r:mlr+...+mt7’€@Mi

i=1
oldugundan M sonlu gomiilme 6zelligine sahip olmus olur. Onerme 4.3.16 nin ispat1 takip
edilerek ispat tamamlanir. [
Onerme 4.3.17°deki R halkasina bir drnek olarak Ornek 4.1.5°deki R halkasi verilebilir.

Onteorem 4.3.18. [8, Lemma 2.13] R degismeli bir halka ve C; devirli R-modiillerin

asagidaki kosullart saglayan bir sinifi olsun.

(%%) Her (Cy, Cy) € C? ikilisi igin;

C) = Cy <= pu: Cy — Cy I-1, orten olacak sekilde 11 fonksiyonu vardir.
O zaman, C sinifi Baer-Kaplansky siniftir.

Kanit. cR = C € C olsun. Her z,a € R i¢in;
U :C — Endg(C)
a— @,

veE

Yo : C — C

CT —— ax

doniisiimleri tanimlansin. a € C' alinsin. O zaman, a = cr olacak sekilde » € R vardir.

cx = cy olsun. Buradan, rcx = rcy oldugundan, R’nin degismeli oldugu kullanilirsa craz =
cry elde edilir. Boylece,

Ya(cz) = @a(cy)
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olur. Dolayisiyla ¢, iyi tanimlidir.

palc + cy) =ax + ay

:(pa(0$) + goa(cy)

ve
walcxr) = axr = p4(cx)r
oldugundan ¢, homomorfizmadir.

a,a’ € C olmak lizere a = a’ olsun.

oldugundan WV iyi tanimlidir.

a,a’ € C olmak iizere U(a) = ¥(a') olsun. O zaman ¢, = @, olur. Bdylece p,(c) = vu(c)
esitliginden a = «’ elde edilir. Dolayisiyla W birebirdir. f : C' — C' bir homomorfizma

olsun. f(c) = a kabul edilsin.

walcx) = ax = f(c)xr = f(cx)
oldugundan ¢, = f olur. Boylece ¥(a) = ¢, = f esitliginden ¥ orten olur.

(»*) kosulundan C' = Endgr(C) olur. (Cy,Cy) € C? alinsin ve Endp(Cy) = Endg(Cy)
olsun.

Ol = EndR(C'l) ve CQ = EndR(C'g)
oldugundan C; = C5 olur. ]

Onerme 4.3.19. [8, Proposition 2.14] R degismeli bir halka olsun. C devirli R-modiillerin

asagidaki kosullar: saglayan bir sinifi olsun.
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(i) Her C € C, |C] < o0

(ii) Her (01,02) € C? icin C 20— |Ol| = |CQ|
O zaman C Baer-Kaplansky siniftir.

Kanit. (Cy,C5) € C* alnsin. i : Oy — (Y birebir, orten fonksiyon olsun. |C}| < oo ve
|Cy| < oo oldugundan |C}| = |Cy| dir. (ii)’den C; = Cs olur ve (%x) saglanir. Onteorem

4.3.18’den sonug elde edilir. [

Ornek 3.2.2(1)’den basit Artin halka iizerinde tiim modiillerin sinifinin Baer-Kaplansky simif
oldugu biliniyor. Bunun aksine siradaki ornekte basit Artin olmayan, degismeli, yari-basit

halka iizerinde biitiin modiillerin sinifinin Baer-Kaplansky oldugu gosterilmistir.
Ornek 4.3.20. [8, Example 2.15] R = Z/27 @ 7./37 halkast degismeli ve yari-basit bir
halkadir. Fakat basit Artin degildir. S basit R-modiil ise

S = 7/27 veya S = 7|37

olur. Bundan dolay basit R-modiillerin sinifi Onerme 4.3.19’un (i) ve (ii) kosulunu saglar.
Dolayisiyla Onerme 4.3.19°dan basit R-modiillerin sinifi Baer-Kaplansky siniftir. Onerme
4.3.17’den yari-basit R-modiillerin sinifi Baer-Kaplansky siniftir. Boylece tiim R-modiillerin
swinifi Baer-Kaplansky siniftir (bkz. Sonug 2.5.15).

Siradaki 6rnek degismeli, yari-basit R halkasi {izerinde tiim R-modiillerin sinifinin genelde

Baer-Kaplansky sinif olmadiginmi gosterir.

.. F 0
Ornek 4.3.21. [8, Example 2.16] F' bir cisim ve R = degismeli matris halkast
0 F

olsun. R’de
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eskare elemanlar: diigtiniildiigiinde

0
etR = ve eaR =
0 0 0 F
basit ve projektif R-modiillerdir. Ek olarak
R = 61R D GQR
yari-basit halkadir. Buradan
0 0
e1Re; = ve eo Rey =
0 0 F

ve ayrica

rr(e1) = eaRverg(es) = e R

dir. e R 22 es R (bkz. Sonug 2.6.11). Diger yandan Sonug 2.6.8 yardimiyla

EndR(elR) = €1R61 = €2R€2 = E?’LdR(GQR)

elde edilir. Bu gosterir ki basit R-modiillerin sinifi ve ayristirilamaz projektif R-modiillerin

sinifi Baer-Kaplansky degildir.

S; = Endg(e;R) (1 = 1,2) olsun ve bir ® : S; — Sy halka izomorfizmasi diisiiniilsiin.
lg,(e1R) = e1 R ve ®(1g,)(e2R) = 1g,(e2R) = ea R modiilleri izomorf degildir. Boylece

halka izomorfizmasi IP-izomorfizma degildir.

Son 6rnege gore; P ve P, basit, projektif R-modiiller ve ® : Endg(P;) — Endg(FP2)
bir halka izomorfizmasi ise o zaman genelde 2 de8ismeli, yari-basit halka olsa bile ®,
IP-izomorfizma olmak zorunda degildir.
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Uyan 4.3.22. [8, Remark 2.17] Son 6rnekte h : ey R — ey R birebir, orten fonksiyonun
varlig1 kolayca goriiliir. Ancak e; R ve es R basit R-modiilleri izomorf degildir. Boylece

basit R-modiillerin sinifi Onteorem 4.3.18 () kosulunu saglamaz.
Onteorem 4.3.23. [13, Lemma 13.3] Eger T bir basit modiil ise Endg(T) boliimlii halkadur.

Teorem 4.3.24. [8, Theorem 2.18] R bir halka olsun. Asagidaki kosullar goz oniine alinsin:

(1) R yari-basit bir halkadur.

(17) (a) R yari-miikemmel bir halkadur.

(b) Herhangi bir basit R-modiiliin projektif ortiisiiniin endomorfizma halkast

boliimlii halkadur.

(c) Yerel R-modiillerin simifi Baer-Kaplansky siniftir.
O zaman, (i) = (ii)(a) — (b) ve (ii) = (i) saglamr.
Kant.
(i) = (it)(a) : Bkz. Sonug 2.7.7.

(1) = (4i)(b) : R yari-basit bir halka olsun. A/ basit bir modiil olsun. M projektif olur
(bkz. Sonug 2.5.15). M kendisinin projektif ortiisiidiir ve M ayni zamanda basit modiil
oldugundan Onteorem 4.3.23’den Endr(M) boliimlii halkadir.

(i) = (i) : M basit bir modiil olsun. Endg(M) boliimli bir halkadir (bkz. Onteorem
4.3.23). R yari-miikemmel oldugundan P projektif modiilii ve

Ker(p) < P olacak sekilde p : P — M

epimorfizmasi vardir (bkz. Teorem 2.7.10). (ii)(b)’den Endg(P) bolimli halkadir. f €
Endg(M) alinsin. O zaman
fp:P— M
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R-homomorfizmasi mevcuttur. P projektif oldugundan tek bir g € Endg(P) vardir 6yle ki

pg = fp olur. g’nin tekligi asagidaki gibi gosterilebilir:

g ve h bu esitligi saglayan iki doniisiim olsun. Yani pg = fp = pholsun. O zaman p(g—h) =
0 olur. Eger (g — h) # 0 olursa Endg(P) bolimli halka oldugundan (g — h) tersinir olur
ve boylece (g — h)a = a(g — h) = 1p olacak sekilde o € Endg(P) bulunur. Dolayisiyla
p(g — h)a = 0 = p ¢eliskisi elde edilir. Sonug olarak g = h olmak zorundadir. Boylece

J—y

fonksiyonu tanimlanabilir. fi, fo € Endgr(M) olmak tizere p(f1 + f2) = g ve (f1) = o1,

©(f2) = go olsun. O zaman

P P P
9.7 l(fﬁrfz)p ; o lflp ; 92 o~ lfzp
1’ 1’ i’

degismeli diagramlar1 mevcuttur. Buradan pg = (fi + fo)p = fip + fop = pg1 + pg2 =
p(g1 + go) esitlikleri saglanir. g tek oldugundan g = ¢g; + go olur. Dolayisiyla

o(fi + f2) = o(f1) + ©(fo)

elde edilir. Ayni sekilde ¢(f1f2) = g ve ¢(f1) = g1, ©(f2) = go olsun. O zaman

P P P
9. l(f1f2)p ) o lfuv ) 92 o~ lfzp
K’ K’ K’

degismeli diagramlart mevcuttur. Buradan pg = f fop = fipgs = pg1 g2 esitlikleri saglanir.

g tek oldugundan g = ¢, g, olur. Dolayisiyla

o(fif2) = e(fr)e(fa)
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elde edilir. Bdylece ¢ bir homomorfizmadir.

©’nin ortenligini gostermek i¢in h € Endg(P) alinsin. Endg(P) bolimli halka oldugundan
h bir otomorfizmadir. p : P — M epimorfizmas: diigiiniildiigiinde P/Ker(p) = M
izomorfizmasi elde edilir. M basit oldugundan Onerme 2.3.2°den Ker(p), P’nin maksimal

alt modiiltidiir. Ker(p) maksimal alt modiil oldugundan
Rad(P) < Ker(p)
"dir. Ayn1 zamanda Ker(p) < P oldugundan Ker(p) < Rad(P)’dir. Bdylece
Ker(p) = Rad(P) ve Rad(P) < P

olur. Onteorem 4.2.6’dan P yerel modiil olur. Rad(P) = Ker(p) oldugundan Onerme
2.4.7°den
h(Ker(p)) = Ker(p)

elde edilir.
Simdi her x € P icin

s M —M

ph™(z) — p(z)

doniisiimii tamimlansin. ph~'(x;) = ph~!(x,) olsun. h bir otomorfizma oldugundan
h'(xy — x3) € Ker(p), 1 — 22 € h(Ker(p)) = Ker(p) olur. Buradan da p(z1) = p(x5)

elde edilir. Yani s iyi tanimlidir.

s(ph™' (z1 + 32)) = p(z1 + 22)
= pT1 + pT2

= s(ph™"(21)) + s(ph™ (z2))
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veE

s(ph™'(ar)) = p(ar) = p(z)r = s(ph™ (x))r

oldugundan s bir homomorfizmadir. Buradan

ph = sp
olur ve boylece

p(s) =h
sonucuna ulagilir. Dolayisiyla ¢ ortendir.

¢ birebir, orten bir homomorfizma oldugundan izomorfizma olur. (i7)(c)’den M = P olur.
Buradan M projektiftir. Sonug olarak her basit /2-modiil projektif oldugundan R yari-basit
halka olur (bkz. Sonug 2.5.15). O

Uyann 4.3.25. [8, Remark 2.19] Teorem 4.3.24’deki (i) kosulu (i7)(c) kosulunu
gerektirmeyebilir. Buna 6rnek olarak Ornek 4.3.21°deki R halkasi verilebilir.
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5. BAER-KAPLANSKY OZELLIGI UZERINE BIR
INCELEME

Bu béliim tezin orijinal kismidir. Bu boliimiin temel amaci Ornek 5.1.1°i insa etmek ve bazi

modiil siniflarinin Baer-Kaplansky 6zelligini incelemektir.

5.1 Bir Ornek
R yerel, Artin halka
J(R)=W,W?=0,Q = R/W degismeli
ve
boy(qW) = 1, boy(Wg) = 2
olsun.
W =uR®vR

kabul edilsin. Ornek 4.1.5’ten injektif modiil siifi, projektif modiil sinifi ve yari-basit modiil
sinifi Baer-Kaplansky olmaktadir. Ayrica A; = R/W, Ay = R/uR, A3 = Rg modiilleri
birbirlerine izomorf olmayan tiim ayristirilamaz sag [2-modiiller olup her bir sag R-modiiliin
bu ayristirilamaz modiillerin bir dik toplam1 oldugu da bilinmektedir. A;, A5 ve A3 modiilleri
ayni zamanda yereldir. Dolayisiyla R halkasi {izerinde ayristirllamaz modiiller ile yerel

modiiller ¢akigir.

Endgr(A;) Onteorem 4.3.23’ten boliimlii halka olur. A, ayristirilamaz ve injektif
oldugundan Endg(As) yereldir [24, Proposition 3.12].
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f:R/uR — R/uR

r+uR+—— vr +uR

olarak tanimlanan R-homomorfizmasi olsun.

~ vR+uR W

R
Im(f) T uR :ﬁ#ﬁ

oldugundan f tersinir olamaz. Boylece Endg(R/uR) yani Endr(A;) bolimli halka

olamaz. O zaman

EndR(Al) % EndR(A3> =R
EndR(Al) ;zﬁé EndR(Ag)

olur.

Bu bolimde Endr(Az) = R olacak sekilde ve yukaridaki tiim 6zellikleri saglayan R halkasi
insa edilecektir. Dolayistyla bu R halkasi icin Mod- R kategorisinde Baer-Kaplansky 6zelligi

saglanmamis olacaktir.

Ornek 5.1.1. Fy, = {0, 1} iki elemanli cisim olsun.

= m T X X
o) = { 22 | (00, 0) € Baf}

tiim rasyonel fonksiyonlarin cismi olmak iizere k = Fo(x) olsun. O zaman

olarak tamimlanan o : k — k doniigiimii bir halka homomorfizmast olur.
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k cisim oldugundan k’nin idealleri sadece 0 ve k’dir. Dolayisiyla Ker(a) = 0 olur. Boylece
« birebir halka homomorfizmast olur. Dolayisiyla a(k) = k olup o(k) cisim olur. Ustelik

k = a(k) ® za(k) oldugundan [k : a(k)] = 2 olur.

Simdi T degiskenli P = k[T'; a| yari-polinomlar halkast olugturulsun. (T?) ideali icin R =
P/(T?) boliim halkast alinsin. R halkast séyle basitlestirilebilir: P halkast (T?) idealine
boliindiigii icin aslinda

R:{)\0+)\1T‘A0,A1€k}

olacaktir ve carpma islemi, P’deki carpma goz oniine alinarak,

(Ao + MT) (o + paT) = (Aopto) + (Aop + Arax(po)) T

formuna donecektir. R’nin Jacobson radikali W = k'T' olmaktadir. Bu R halkast boliimiin

basinda verilen tiim ozelliklere sahiptir:

(1) W = ET; R’nin tek maksimal sag idealidir. Boylece R yerel halkadur.

(2) W =kT = (a(k) ® za(k))T = a(k)T ® za(k)T dir. Burada w = T alinirsa

uR = {T (o + mT) | po, i1 € k}
={a(u)T | po € k} =a(k)T <W

olur. Boylece

W =uR & za(k)T = uR ® vR

yvazilimi elde edilir.
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(3) W2 = 0’dwr. Ciinkii \\T, j,T € W alindiginda,

(MT) (1 T) = (0+ MT)(0 4 T)
=0-0+(0-a’(u1) + M\a*(0)T
=0+ (04+0)T
=0

elde edilir.

(4)

12

R
===k
QW

oldugundan Q) degismelidir.

(5) W = uR & vR oldugundan boy(Wq) = 2’dir. W’nun sol Q-modiil yapisi soyle
tamimlansin:

po+mT+WeR/W=Q
MT € W olmak iizere
(o + mTIMT = (MT)po

=0+ MT)(po+0-T)
= Ma(po)T

Boylece boy(oW) = 1 olur.

(6) W tek maksimal (sag-sol) ideal oldugundan ve rpW, Wy Artin oldugundan R de

(sag-sol) Artin halka olur.
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wR’nin R icindeki ideallestireni:

E={reR|ruecuR}={+MT| X+ MT)u € uR}
= Mo+ MT | AT € a(k)T}
={o+MT | X € k), N\ €k}
= a(k) + kT

halkast olmaktadir.  E/uR’nin bir halka oldugu ve Endr(R/uR) = FE/uR halka

izomorfizmasinin varligi aciktir. Dolayisiyla

R FE alk) + kT
End i~ =
" R(uR> uR alk)T
elde edilir.
Simdi
V:R— E/uR
doniistimii

\I’()\o + )\1T) = Oé()\o) + iCCY()\l)T

olarak tanimlansin. V doniisiimiiniin iyi tanimli oldugu aciktir.

U( Ao+ MT + pio + pnT) = W((Ao + o) + (M + pa)T)
(

= )\() + ,Uo) + SBCY()q + ,ul)T

(M) + alpo) + za(M)T + za(p)T

Il
Q

= a(Ng) + za(M)T + a(p) + za(p)T

= WA+ MT) + V(po + i1 T)

saglandigindan V bir grup homomorfizmasidir.
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Ayrica

U (Ao +MT) (ko + i T)) = T(Nopo + (Ao’ (1) + Aier' (1)) T)
= W (Aopo + (Mopr + Aa(po))T)

= a(Aopo) + za(Aopn + Ara(po)) T

ve

qf()\o + )\1T) . \I/(Mo + /JqT) = Oé()\o) + ZL’O&()\l)T . Oé(,U/()) + LL’O&(,LLl)T
= (a(Xo) +za(A)T)(a(po) + za(m)T)
= a(Ao)a(po) + (a(Ao)a(za(m)) + za(i)al(a(uo))T

= a(Aopo) + (a(Ao)za(pr) + za(Ar)a?(1o))T

olup gerekli sadelestirmeler yapilarak

a(Xopo) +za(Ma(po) + Aopn) T — a(Xopo) — (za(Ai)a? (po) + a(No)za(m))T
= (va(M)a?(po) + za(Mopn))T — va(M)a? (1) — a(Xo)za(u)T

= za(Nop)T — za(No)a(p)T € a(k)T

olur. O zaman V(Ao + MT)(po+ 1 T)) = V(Ao + MT) - W(uo + 1 T) elde edilir. Biylece

W bir halka homomorfizmasi olur.

V(Ao + MT) =V (po + 1 T) olsun. O zaman

a(Xo) +za(A)T = a(uo) + za(p)T

olur. Dolayistyla a(No) + za(M)T — apo) — xa(p)T = (Ao — po) + x(a(N — u1)T) €
a(k)T ’den
a(Ao — o) = 0ve za(A — 1) € a(k) Nzalk) =0

olur. Boylece a(Ng) = (o) ve a(N) = () elde edilir. « birebir oldugundan Ny = pig
ve \1 = pp’e ulasilir: O halde \y + \MT' = po + p1 T olup V birebir olur.
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Simdi a(N) + (a(po) + x(no))T € E/uR olsun. Buradan

a(Xo) + ()T + za(no)T = a(Xo) + za(no)T

= U(Ag + noT)

olup U orten olur.

Boylece

elde edilir. Simdi
X = {Al =R/W, Ay = R/uR, Az = RR}

olsun. Endr(R/uR) = Endg(Rg) olup R/uR 2 Rpr oldugundan x Baer-Kaplansky sinif
olamaz. Boylece, ayristirilamaz (denk olarak yerel) sag R-modiillerin sinifi Baer-Kaplansky

swnif olamaz.

Simdi de F = {Mpg | M sonlu iiretegli R-modiil} olsun. y C F ve y Baer-Kaplansky sinif
olmadigindan F de Baer-Kaplansky sinif olamaz. Dolayisiyla, Mod-R de Baer-Kaplansky

sinif olamaz.

5.2 Bazi Modiil Simflar1 Uzerine Uygulamalar

f M — N bir orten homomorfizma ve g : X — Y bir birebir homomorfizma olsun. O
zaman, asagidaki modiil siniflar1 tanimlanabilir:

A= {Ag | A, M-projektif}.

B = {Agr | A, N-projektif}.

C ={Agr| A, M-injektif}.

D = {Ar| A, N-injektif}.
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E ={Ag | A, Y-projektif}.
F ={Agr | A, X-projektif}.
G = {Agr | A, Y-injektif}.

H = {Agr | A, X-injektif}.

O zaman Onerme 2.5.8’den

ve Onerme 2.5.2’den

olur. Simdi R halkasi Ornek 5.1.1°de insa edilen halka olsun. f : R — R/W = @ dogal
epimorfizma ve g : W — R igerim doniigiimii olsun. Yukarida tanimlanan modiil siniflart

1s1g¢1nda asagidaki siniflara ulagilir:

A ={Agr | A, Rg-projektif}= £.
B ={Agr | A, Q-projektif}.

C = {Ag | A, Rp-injektif}= G.
D = {Ag | A, Q-injektif}.

F = {Ag | A, W-projektif}.

H = {Ag | A, W-injektif}.

R Artin oldugundan, R sag (sol) miikemmel halka olur (bkz. Sonug 2.7.6). Sonug¢ 2.7.9’dan
her Rg-projektif modiil projektif olacaktir. Boylece

A = & = {Ar | A projektif}

65



olur. Teorem 2.5.3’ten

C =G = {Ag | A injektif}

olur. ) ve W yari-basit olduklarindan Teorem 2.5.12 geregince her sag R-modiil ) ve W’ya

gore hem injektif hem de projektif olur. Boylece

B:’DI‘F:%:MOd‘R

olur. Dolayisiyla, A = € ve C = G smflar1 Ornek 4.1.5’ten Baer-Kaplansky olur, ancak
B =D = F = H = Mod-R siniflar1 Ornek 5.1.1 geregince Baer-Kaplansky olamaz.
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6. SONUC

Bu tezde, Baer-Kaplansky 6zelligini saglayan pek cok modiil siniflar1 verilmistir.

J(R) = W olmak iizere yerel, Artin, W? = 0, Q = R/W degismeli, boy(oW) = 1,
boy(Wg) = 2 ve W = uR @ vR kosullarini saglayan bir R halkasi insa edilmistir. Bu
R halkast i¢in Endgr(R/uR) = R oldugu ispatlanarak sonlu iiretecli sag R-modiillerin
siifinin ve bdylece Mod- R kategorisinin Baer-Kaplansky 6zelligini saglamadig1 sonucuna

varilmigtir. Bu sonug tezin orijinal sonucudur.
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