


RIESZ UZAYLARINDA NETLERIN YAKINSAKLIKLARI
UZERINE

ON CONVERGENCE OF NETS IN RIESZ SPACE

EZGI HAN ERYUKSEL

Dog¢. Dr. NAZIFE ERKURSUN OZCAN

Tez Danigsmani

Hacettepe Universitesi
Lisansiistii Egitim — Ogretim ve Smav Yonetmeliginin
Matematik Anabilim Dal I¢in Ongordiigii
YUKSEK LISANS TEZI

olarak hazirlanmigtir.

2023



OZET

RIESZ UZAYLARINDA NETLERIN YAKINSAKLIKLARI UZERINE

EZGI HAN ERYUKSEL
Yiiksek Lisans, Matematik Bolumii
Tez Damismani: Dog. Dr. NAZIFE ERKURSUN OZCAN
Haziran, 130 sayfa

Banach latisleri sira, relatif diizgiin, sinirsiz sira, sinirsiz norm ve sinirsiz mutlak
yakinsaklik gibi bircok farkli yakinsaklik yapilariyla donatilabilir. Bu yakinsakliklarin
bir kismi topolojik iken bir kismi topolojik olmasa da sadece sira yapisini koruyan
yakinsakliklardir. Sinirsiz sira yakinsaklik ilk olarak “bireysel yakinsama” adi altinda
De Marr tarafindan tanimlandiktan sonra Nakano tarafindan “uo-yakinsama” adi altinda
incelenmigtir. Son zamanlarda bir¢ok aragtirmaci farkl tipteki sinirsiz yakinsamalarin
ozellikleri ile ilgilenmistir. Siirsiz norm yakinsaklik ise ilk olarak Troitsky tarafindan
tanitilmig ve incelenmistir. Son olarak Zabeti uaw-yakinsakligi tanimlamig ve tizerinde
calismigtir. Bu tezde tiim bu yakinsaklik gesitleri ile ilgilenilmistir, aralarindaki iligkiler
aragtirilmigtir.

Anahtar Kelimeler: yakinsaklik, Riesz uzaylari, Banach latis, sira yakinsaklik, sinirsiz
sira yakinsaklik, sinirsiz norm yakinsaklik, sinirsiz mutlak zayif yakinsaklik



ABSTRACT

ON CONVERGENCE OF NETS IN RIESZ SPACE
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June 2023, 130 pages

Banach lattices can be equipped with many convergence structures such as order,
relative regular, unbounded order, unbounded norm convergence, and absolutely un-
bounded weak convergence. While some of these convergences are topological, some
of them are not. However they are convergences that only preserve the order struc-
ture. Unbounded order convergence was firstly defined by De Marr under the name of
“individual convergence” and then examined under the name of “uo-convergence” by
Nakano. Recently, many researchers have focused on the properties of different types
of unbounded convergence. Unbounded norm convergence was firstly introduced and
studied by Troitsky. Finally, Zabeti uaw-convergence defined and worked on. In this
thesis, all these types of convergence is studied and the relationships between them are
investigated.

Key Words: convergence, Riesz space, Banach lattice, order convergence, unbounded

order convergence, unbounded norm convergence, unbounded absolutely weak conver-
gence
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1 GIiRiS

Riesz uzaylar iizerine ilk caligma, 1928 yilinda lineer fonksiyonlarin ayrigimi konu-
sunda Riesz tarafindan yazilan makalesi olarak kabul edilir. Riesz uzaylarinin belli bagh
ozellikleri 1930 yillarinda Kantorovich ve Freudental tarafindan ayri ayr1 ¢aligmalar ile

gosterilmigtir. Bu ¢caligmalardan sonra bu alana olan ilgi artmig ve Nakano, Ogasawara,
Yosida, Vulikh gibi matematikcilerde alandaki gelismelere katk: saglamiglardir.

Bu gelismelerden onemli bir tanesi ise Riesz uzaylarinda bulunan netlerin yakinsama
durumlaridir. Bu tez icerisinde Riesz uzaylarinda tizerinde tanimlanan tiim yakinsaklik
kavramlar: caligilmigtir. Bu yakinsakliklar: sira yakinsaklik, goreceli diizgiin yakinsaklik,
sinirsiz sira yakinsaklik, sinirsiz norm yakinsaklik ve sinirsiz mutlak zayif yakinsakliktir.

Bu tez igerisinde siirsiz yakinsaklik kavraminin bazi ozellikleri izerinde durulmustur.
Mevcut literatiirde norm yakinsaklik ve sira yakinsaklik gibi baz1 yakinsakliklar yaygin
olarak kullanildigindan bu tez igerisinde bu yakinsakliklarin genel teorileri ve 6rnekleri
iizerinde caligilmigtir. Bir cok matematikci tarafindan norm ve diger yakinsaklik tiirleri
arasindaki iligkiler aragtirilmigtir.

E bir Riesz uzay olmak tizere (z,) C E bir net ve z € E olsun. Eger |z, — z| < yz
olacak gekilde yg | 0 neti var ise (z,) neti z elemanima sira yakinsaktir (o-yakinsak)
denir ve z, - z seklinde gosterilir. Yine E Riesz uzaymda (z,) bir net ve z € E
olmak iizere her y € E* i¢in |z, — 2| Ay = 0 ise (7,) netine smirsiz sira yakinsaktir
(uo-yakinsak) denir ve z, — 0 olarak yazilir. 1948 yilinda Nakano tarafindan ilk
defa sinirsiz sira yakinsaklik “bireysel yakinsaklik” olarak tanimlanmigtir. 1964 yilinda
ise DeMarr [10] makalesinde “bireysel yakinsaklik” tanimini sirali vektor uzaylarinda
“sinirsiz sira yakinsaklik” olarak degistirmistir.

1977 yilinda Wickstead [33] makalesinde sinirsiz sira yakinsaklik ile zayif yakinsaklik
arasindaki iligkiyi incelemigtir. Ayrica Wickstead bir net zayif yakinsak ise sinirsiz sira
yakinsak oldugunu bulmustur ve bunun tersinin de gecerli oldugu ¢esitli Banach latis-
lerinin durumlarini gostermistir. 1997 yihinda Kaplan ise “On unbounded order conver-
gence” adli makalesinde sinirsiz sira yakinsakligin bazi karakterizasyonlarini vermistir,
[21]. Ornegin Kaplan bu makalesinde zayif birime sahip bir Dedekind tam Riesz uzay-
larinda sinirsiz sira yakinsakligin iki sonucunu vermistir. Ayrica bu makalesinde sinirsiz
sira yakinsak dizilerin sira sinirliligl tizerine énemli bir teorem olan Nakano teoremini
ispatlamigtir.

Son zamanlarda ise Gao ve Xanthos Banach latislerinde siirsiz sira Cauchy net-
leri iizerine aragtirmalar yapmiglardir, [18]. Banach latislerinde Pozitif Schur 6zelligi
ve KB-uzaylar1 kavramlarini kullanarak sinirsiz sira Cauchy netlerinin bazi ozellikleri
tizerine caligmiglardir. Bu ¢alismada Gao ve Xanthos sira siirekli bir Banach latisin Po-
zitif Schur ozelligini sahip olmasi icin gerek ve yeter kogul Dunford-Pettis teoreminin



bir versiyonu olmasi gerektigini gostermislerdir.

2014 yilina gelince Gao “Unbounded order convergence in dual space” adli ma-
kalesinde bir Banach latisinin dual uzayinda sinirsiz sira yakinsaklik kavrami iizerine
caligmalar yapmigtir, [15]. Bu makalesinde Gao dual uzaylarda bir net sinirsiz sira
yakinsak ise wx-yakinsak oldugunu bulmustur ve Banach latislerinde bu gerektirmenin
tersininde baz1 kosullar altinda gecerli oldugu cesitli durumlar1 vermistir.

2017 yilinda Gao, Troitsky ve Xanthos “Uo-convergence and its applications to
Cesaro means in Banach lattices” isimli makalede sinirsiz sira yakinsakligin bir ¢ok
farkl yonlerini ve sonuglarini verdiler, [17]. Ornegin bu makalede sinirsiz sira yakimsaklhig
kullanarak bir Banach latisinde bir dizinin Cesaro ortalamasinin yakinsakligi hakkinda
sonuclar elde etmiglerdir.

Bir Riesz uzaymin Dedekind tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her sira Cauchy
netinin sira yakisak olmasidir. Bu durumu kullanarak 2017 yilinda Li ve Chen [24]
makalesinde Dedekind tamliga ek bir kosul ile birlikte bir Riesz uzayinin universal tam
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her siirsiz sira Cauchy netinin uo-yakinsak olmasi
gerektigini gostermiglerdir. 2019 yilinda ise Y.Azouzi [6] makalesinde universal tamlik
durumunda verilen bu sonucun ek varsayima ihtiya¢ olmadan yeniden tanimlayip, ispat
etmistir.

E Banach latis olmak iizere (x,) C E bir net ve x € E olsun. Her y € ET i¢in

|zo — x| Ay I 0 ise (o) netine smirsiz norm yakimsaktir (un-yakinsak) denir ve

To —5 0 olarak ifade edilir. 2004 yilinda bu yakimsaklik “d-yakisaklik” olarak Tro-
itsky tarafindan tanitildi. 2016 yilina gelindiginde ise d-yakinsaklik adi1 Deng, O’Brien
ve Troitsky tarafindan [11] makalesinde sinirsiz norm yakinsaklik olarak degistirilmigtir.
Bu makalede siirsiz norm yakinsaklhigin sinirsiz sira yakinsaklik ve zayif yakinsaklik
gibi diger yakinsaklik tiirleri ile arasindaki iligkiler calisihp, baz1 sonuglar verilmigtir.
Ayrica siirsiz norm yakinsakligin topolojik oldugunu gosterilmistir.

E Riesz uzay olmak tizere (x,) C E bir net ve € F olsun. Her y € ET igin
|zo — 2| Ay = 0 ise (z,) netine siirsiz mutlak zayif yakisaktir (naw-yakinsak) denir
ve T — 0 olarak gosterilir. 2017 yihnda O. Zabeti tarafindan [38] makalesinde smirsiz
mutlak zayif yakinsaklik tanimi verilmigtir. O. Zabeti bu makalesinde sinirsiz mutlak
zaylf yakinsaklik ile diger yakinsakliklar arasinda gesitli iligkiler iizerinde galigmisgtir.
Son zamanlarda ise A.Elbour “Some properties on the unbounded absolute weak con-
vergence in Banach lattices” adli makalesinde sinirsiz mutlak zayif yakinsakligin cesitli
ozelliklerini gostermigtir, [12].

Bu tez beg boliimden olugmaktadir.



Bu caligmanin birinci boliimiinde, kullanacagimiz gerekli tanimlar ve teoremlere
yer verilmigtir. Burada Riesz uzaylarinin temel ozellikleri, ideal, band ve Riesz alt uzay
kavramlari, Banach latis tanimi ve ozelliklerini anlatilmigtir.

Ikinci boliimde ise sira yakinsaklik kavrami, goreceli diizgiin yakinsaklik kavrami
caligtlmigtir. Sira yakinsakligin temel ozellikleri incelendikten sonra bu yakinsakligin
alt uzayda ve iist uzayda nasil davrandiklari ve hangi kosullarda ayni yakinsakliga
sahip olduklari, norm yakinsakhig ile arasindaki iligskisi ve 0Ol¢ii uzayinda bulunan
yakinsakliklar arasindaki iligkileri c¢aligilmigtir. Bunlara ek olarak sira yakinsakligin
topolojik olmadig1 gosterilmistir. Goreceli diizgiin yakinsakligin temel ozellikleri in-
celendikten sonra bu yakinsakligin sira yakinsaklik, norm yakinsaklik, ol¢ii uzayinda
bulunan diger yakinsakliklar arasindaki iligkileri ele alinmigtar.

Uciincii boliimde simirsiz sira yakinsaklik kavrami anlatilmistir. Sinirsiz sira yakimsakhgin
temel ozellikleri incelendikten sonra bu yakinsakligin alt uzayda ve tist uzayda nasil dav-
randiklar: ve hangi kogullar altinda ayni yakinsakliga sahip olduklari, sira yakinsaklik
ve ol¢ii uzayinda bulunan yakinsaklik gesitleri ile arasindaki iligkiler ¢aligilmistir. Daha
sonra sinirsiz sira yakinsaklik ile Nakano sonuglar: caligilip Nakano teoremi verilmigtir.
Ayrica universal tamlik tanimi verilip Cesaro ortalamasi ile sinirsiz sira yakinsaklik
arasindaki iligki incelenmistir. Uo-yakinsakligin AL-Temsil tanimi verilip 6zellikleri
calisilmigtir. Bunlara ek olarak sinirsiz sira yakinsakligin hangi kogullar altinda norm
yakinsaklig1 ve zayif yakinsaklhigi gerektirdigi, uo-Cauchy kavraminin genel ozellikleri,
hangi kosullar altinda uo-Cauchy netinin veya dizisinin uo-yakinsak oldugu gosterilip,
sinirsiz sira yakinsaklik ile wx-yakinsaklik arasindaki iligkiler verilmisgtir. Son olarak
sinirsiz sira yakinsaklhigin topolojik olmadigi gosterilmigtir.

Dordiincti boliimde sinirsiz norm yakinsaklik kavrami tizerinde durulmustur. Sinirsiz
norm yakinsakligin temel ozellikleri ¢aligildiktan sonra ilk olarak norm yakinsaklik
ile ayrik alt dizileri arasindaki iligkiler ile ilgilenilmistir. Daha sonra sinirsiz norm
yakinsaklik ve ol¢lide bulunan yakinsakliklar arasindaki iliskiler incelenip, AL-Temsil
tanimi verilmistir. Bunlara ek olarak sinirsiz norm yakinsaklik ile zayif yakinsakligin
hangi kosullar altinda birbirlerini gerektirdigi caligilmigtir. Son olarak sinirsiz norm
yakinsakligin topolojik oldugu gosterilmistir.

Son boliimde ise sinirsiz mutlak zayif yakinsaklik kavrami ele alinmigtir. Sinirsiz
mutlak zayif yakinsakligin temel ozellikleri calisildiktan sonra ilk olarak sinirsiz mut-
lak zayif yakinsaklik ile mutlak zayif yakinsaklik arasindaki iligki caligilmigtir. Daha
sonra bazi kogullar altinda simirsiz mutlak zayif yakinsakligin zayif yakinsakligi ve
w*-yakinsaklig1 gerektirdigi ve hangi kosgullar altinda uaw-Cauchy, un-Cauchy ve uo-
Cauchy netlerinin zayif yakinsak oldugu gosterilmistir. Bunlara ek olarak zayif di-
zisel stirekli operasyon tanimi verilip, bu tanim ile birlikte zayif yakinsakligin uaw-
yakinsakligi gerektirdigi ve hangi kogullar altinda zayif yakinsaklik, sinirsiz norm yakinsak-



lik, sinirsiz mutlak zayif yakinsaklikligin birbirlerine denk oldugu verilmistir.



2 TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde tez boyunca kullanilacak olan temel tanim ve kavramlar verilecektir. De-
tayh bilgi i¢in herhangi bir klasik fonksiyonel analiz veya Banach latisleri kitabina
bakilabilir. Ornegin; [4, 5, 25, 14, 26, 29, 36] kaynaklar1 incelenebilir.

2.1 Riesz Uzaylarinin Temel Ozellikleri

Tanim 2.1.1. E bostan farkli herhangi bir kiime ve bu kiime tizerinde tanimlanan
“<” iglemi her z,y, 2z € F i¢in

(1) x < x (yansima ozelligi)

(i1) x <y vey < x = x =y (ters simetrik 6zelligi)

(131) x <y vey < z=x <z (gegigskenlik 6zelligi)
kogullarini saghyorsa E kiimesine kismi sirale kiime denir.

Tanim 2.1.2. F kismi sirali kiimesi bir vektor uzay: olsun. £ kismi sirali vektor uzayi
her z,y,z € F ve 0 < X € R i¢in

()e<y=z+z<y+z
(17) x <y= Ax < Ay
kosullar1 saglaniyorsa E uzayina sirali vektor uzayr denir.

Tanim 2.1.3. F kismi sirali bir kiime olmak tizere her =,y € F i¢in  Vy = sup{z,y}
ve x Ay = inf{x,y} var ve E’'nin elemani ise E kiimesine latis denir.

Tanim 2.1.4. E siral vektor uzay1 ayn1 zamanda bir latis ise £ uzayia Riesz uzay
veya vektor latis denir.

Tanim 2.1.5. E bir Riesz uzay ve x,y € E olsun. Her n € N igin nx < y iken x <0
oluyor ise E Riesz uzay1 Argimettir denir.

Tanim 2.1.6. E vektor latisindeki z > 0 ozelligini saglayan x € E elemanina pozitif
eleman denir. E* = {x € F : x > 0} geklinde tanimlanan kiimeye E’nin pozitif konisi
ad1 verilir ve pozitif koni agagidaki 6zellikleri saglar.

(i) EY+ Et CEtoyleki BT+ Et={z+y:x,y € E*} olur.
(i1) Her 0 < X € R igin AET C E7 saglanir yle ki AET = {\z : x € E™} kiimesidir.
(iti) ET N (—ET) ={0} dyle ki —E" = {—z : z € E*} kiimesidir.

E vektor uzayiin herhangi bir F' alt uzay1 yukaridaki ii¢ kogulu saghyor ise F', E'nin
konisidir denir.

Tanim 2.1.7. E sirali vektor uzay1 ve A C E bostan farkh bir alt kiimesi olsun. Eger
her a € A igin x > a olacak sekilde bir € E bulunabiliyor ise A kiimesine iistten
sinirhidir denir. A kiimesinin tist simirlar: var ise bu tist sinirlarinin en kiigiigiine A’'nin
en kiiglik tist simir1 (supremumu) adi verilir. Benzer gekilde her a € A i¢in y < a
olacak sekilde bir tane y € E bulunabiliyorsa A kiimesine alttan smirlidir denir. A
kiimesinin alt siirlar1 varsa ve bu alt simirlarinin en biiytigiine A'nin en biiytlik alt
siirt (infimumu) adi verilir.



Lemma 2.1.8. Swrali vektor uzayr E 'nin Riesz uzay olmast icin gerek ve yeter kosul her
x,y € E ikilisi icin x Ny € E olmasidir. Dahast eger x ve y Riesz uzayimn elemanlar:
15€

eVy=—[(=z)A(=y)] vex Ay =—[(-z)V (-y)] olur.

Kamit. E sirali vektor uzayimnin herhangi x,y € E elemani icin x Ay var ve x Ay € E
olsun. z = (—z) A (—y) alahm. Biz burada z V y = —z oldugunu kantlamak istiyoruz.
Oncelikle 2’nin infimum olmasindan dolay1z < —zvez < —yyvadazrx < —zvey < —z
oldugunu biliyoruz. O halde —z , {z,y} kiimesi i¢in bir {ist simirdir. O halde —z bu
kiime igin iist sinirlarin en kiicigii oldugunu gosterelim. Varsayalim ki z <t vey <t
olacak sekilde bir t vektorii olsun. Bu durumda —t < —x ve —t < —y olur. O halde
—t < (—x) A (—y) = z saglanir ve t > —z olur. Burada = V v = —z saglanir. Diger
yonii de benzer sekilde gosterilir. O

Tanmim 2.1.9. E Riesz uzayidaki herhangi bir 2 elemanmmin pozitif kismn 2% = 2V 0,
negatif kismi = = (—z) V 0 ve mutlak degeri |z| = 2 V (—z) seklinde gosterilir.

Teorem 2.1.10. (Latis ézelliklem’) x,y ve z Riesz uzaynin elemanlary olmak tizere
asaqrdakr esitlikler saglanar.

(i) x4+ yVa)=@+y)V(E+z)vex+yAz)=(@+y) Ax+2)
(ii) v —(yAz)=(@—y)V(e—2)vex—(yVz)=(r-y)A(z—2)
(iii) tVy=(z—y)t+y=(@y—=z)" +z

() A > 0 igin Mz Vy) = (\z) V (\y) ve Mz Ay) = (Aa) A ()

(v) Her A € R icin |\z| = |\||z]

, 1 1
(vi) zVy=s(@x+y+|z—yl|) vex/\y=§(x+y—\fv—y\)

2
vit) c+y=(zVy)+(xAy)

viti) t =T —ax” vext AxT =0

z) v —yl=(zVy) - (xAy)

(
(
(iz) |x] =2t + 2~ (buradan |x| =0+ 2 =0)
(
(1) |z +y[ V]z =yl = |z| + ||

. 1 1
(zii) |z| V [y| = §(|fr+y| + |z —y[) ve |z[ Aly| = §|Iw+y| — |z =yl

Kanat. (i) Swrali vektor uzayindaki iki y ve z elemaninin supremumu y V z var ise her
x elemam i¢in {x 4+ y,x + z} kiimesinin de supremumu vardir ve

r+yVz=(r+y)V(r+z2)

olur. Oncelikle sabit bir z icin t = yVzolsun. s +y <z +tver+2z <z +1¢
oldugu agikca goriiliir. Varsayalim ki x +y < s ve z 4+ 2z < s olsun. O halde

y<s—zvez<s—=x



seklinde yazilabilir ve boylece t = y V 2z < s veya  +t < s olur. Buradan da
agiktir ki z + ¢, {x + y,z + z} kiimesinin supremumudur. Ikinci kisimda benzer

sekilde gosterilebilir.
(77) Lemma 2.1.8 yardimiyla bir 6nceki adimlar izlenir.

(71) (x—y)"+y=(r—y)VO+y = [(z —y) +y] V(0+y) = v +y seklinde gosterilir.

Ikinci kisimda benzer sekilde ifade edilir.
(iv) A > 0 alahm. x <z Vy ve y <z Vy oldugundan

Ar < Az Vy) ve dy < Az Vy)

1 1
yazilabilir.  V y = z seklinde ifade edelim. Buradan =z < G ve y < G ve

1
xVy < G olur. Sonug olarak A(z V y) < z olup buradan
(Az) vV (Ay) = Az Vy)

oldugu goriiliir. Diger kisimda benzer sekilde gosterilir.

(v) Eger A > 0 ise
[Az] = (Az) V (=Az) = Az Vy(—z)] =[]z
olur. Eger A < 0 ise
[Az] = (Az) V (=Az) = [(=A)(=2)] V (=Az) = (=A) [(=2) V (2)] = |Al|z|

olur.

(vi) Birinei kisim igin;

[(22) v (2y)] =z Vy

DN | —

Syt —y) = sty (@ —y)V ()] =

olur.
(vid)
(zANy)<y=y—(rAy) >0
T+y—(zAy)=w
r+y—(zAy) >y
=z+y—(zAy) = (zVy)
(xVy +(zAy) <(z+vy) (2.1.1)

Diger yandan
u<(zVy)=z+y—(zVy) <y
v<(zVy =>zx+y—(zVy) <z
= z+y—(xVy) < (zAy)
(x+y) <(zAy)+(zVy) (2.1.2)

olup (2.1.1) ve (2.1.2)’den istenilen sonug elde edilir.
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(viit) (vii)’den y = 0 olarak alinirsa

r=(zV0)+ (zAO0)
= (zV0) = ((==)Vv0)

=zt —x”

olarak bulunur. Ikinci kismi icin ise
rt AT =(at =27 )AO+ 2
=xAN0+2"
—[(—2) VO] + 2~
-z +x =0

|z| =2V (—x)
=(22)V0—u
=227 — (ut —u")

=ut+u”

(x) Mutlak deger tanimi, (i) ve (vii) 6zellikleri kullanilarak

lu—vl=(z—y)V(y—1x)
= (27) V (2v) = (7 + y)
=2x+y)—(xVy+zAy)
=(xVy —(zAy)
(i)
lz+ylV]z—yl=[z+y)V(-z—-y)|Vz—-y)V(y— 1)
=[z+y)Vz-y)]V(-z-y) V(y—2)
=[x+ @V (=y)]V[-z+ ((-y) Vy)]
=[x+ yl] V-2 + |y]]
= [z V (=) + |y
= |z| + |yl
1 1
sllztyl+le—yll =5z +y) V(e —y)+]zr -yl
= Mty +le—y)V(z—y+ o —y))
1

= 52 VY]V [2{(=2) vV (-»)}])
=xVyV(—z)V(—y)

=[xV (=2)]VzV(-y)]

= |z V ]yl



Lemma 2.1.11. E Riesz uzayimin bostan farkl her A alt kimesi supremuma (ya da
infumuma) sahip ise her x € E i¢in x + A kiimesi de supremum (ya da infimum)
degerine sahiptir ve asagidaki latis ozelliklerini saglar.

r+supA=sup(xr+A) wve x+infA=inf(x+ A)
Benzer sekilde

x—supA=inf(r —A) wve z—infA=sup(zx— A)

A >0 i¢in Asup A =sup(AA) wve Ainf A =inf(AA)
ozellikler: saglanar.

Riesz uzay1 dagilma kuralini saglayan latis olarak diigiiniilebilir. Ashnda sonsuz
dagilma kuralini saghyor diyebiliriz ve bir sonraki lemmada bu durumu gosterecegiz.

Lemma 2.1.12. (Sonsuz Dagilvm Kurali) E Riesz uzayinan bostan farkly alt kimesi A
supremum. degere (sup A) sahip ise her x € E i¢in sup{z A a : a € A} vardir ve

xz Asup A = sup{z A a}

saglanar. Benzer sekilde E Riesz uzayinin bostan farkly A alt kimesinin infimum degeri
(inf A) var ise her x € E i¢in inf{x V a : a € A} vardr ve

zVinf A=inf{z ANa:a€ A}

saglamir. Ozel olarak eger x,x1, 2o, -+ ,x, Riesz uzayimn elemanlar: ise
[ n n
x A \/ = \/(a: V ox;)
Li=1] =1
ve o
n n
xV /\ = /\(:c Vo)
Li=1] =1
saglanar.

Kamt. Tk formiilii kamitlamak yeterli olacaktir. Sabit z € A i¢in s = sup A olsun. Her
a € Aigin x Aa < x A s oldugu agktir. Varsayalim ki her a € A i¢in {x Aa:a € A}
kiimesinin x Aa < t olacak sekilde t € E iist sinir1 olsun. Latis 6zelliklerinden her a € A
icin

(x+a)—(xVa)=zNa<t
saglanir. Buradan her a € A i¢in
a<t+(xVa)—z<t+(xVs) —x

olur. Boylece s <t + (z V s) —  saglanir. Sonug olarak x A s = (z +s) — (z Vs) <t
elde edilir. Buradan x A s = sup{z Aa:a € A} olur.
[l



Dagilma kuralinm bir sonucu olarak Riesz uzaymin cok bilinen Birkhoff Ozelligi
kargimiza cikar.

Sonug 2.1.13. (Birkhoff Ozelligi) Ejer x,y ve z Riesz uzayinda keyfi elemanlar ise
((zV2) = (yVa)+]zAz)=(ynz)|=lr—y|

Kanat. Teorem 2.1.10’de bulunan (). ve (vii). latis 6zelliklerini dagilim kural ile bir-
likte kullanirsak

ltVz—yVz|+|lzAz—yAz|=|r—1y
=@V VyVvz)—(zV2)AyV2)
+-+[(xVve)VyAnz)—(xAz)AyAz)
=[zV(@xVy)—zV(Ay)+[zV(Vy —2zA(xAy)]
=[zV(@Vy)+zA(zVyl—-[zV(Ay) +2zA(xAy)]
=[z+aVyl—|[z+zAyl=zVy—axAy=|r—y

Simdi Riesz uzayinda bazi 6énemli latis esitsizliklerini kanitlayacagiz.

Teorem 2.1.14. (Latis FEsitsizlikleri) Asagida verilen latis esitsizlikleri Riesz uzayinda
saglanar.

(i) x ve y Riesz uzaynda iki eleman ve x < y kosulunu saglyor ise x+ < yt wve
x~ <y~ saglanar.

(17) (Ucgen Esitsizligi) o ve y Riesz uzayinda tki eleman olsun. Bu durumda
2| = [yll < |z +yl < || + [yl
saglanar.
(131) (Birkhoff Esitsizligi) =,y ve z Riesz uzayinda elemanlar olsun. Bu durumda
((zVz)=(yVa)<|r—ylvel(xAz) = (yA2)| <[z -yl
saglanar.
(iv) Eger x,x1,xq, - ,x, Riesz uzayinda pozitif elemanlar ise
A (1 +za+az3+- 4 a) <(xAx)+ (@ Ax)+ (@ Axs)+-+ (zAxy)
Eger her i # j icin x N x; A x; = 0 ise esitlik durumu saglanar.
(v) Eger x,x1, 29, -+ ,x, Riesz uzayinda pozitif elemanlar ise
n(xy Ao ANzt =n(ey A Aa)t < (v 4+ a,)T
saglanar.

Kamit. (i) x < y oldugundan z < y < y V0 =yt ve 0 < y* olur. Buradan 2z =
x V0 < y" yazilir. Diger esitsizlik icin de —y < —x olarak alimp benzer adimlar
uygulanabilir.
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(17) v +y < |z|+ |y| ve —(z +y) = —x —y < |z| + |y| oldugu agiktir. Buradan
[z +yl = (@ +y) VI=(z+y)] < |z + ]yl
elde edilir. Diger egitsizlik i¢in ise
2] = |z +y) =yl < |z +yl+ |yl
ve boylece
|z = ly| < |z + 9]
olur. Benzer sekilde
—(lzl = lyD) = lyl = |z| < |z +y|
olup sonug olarak ||z] — |y|| = (Jz| — |y]) V (|ly| — |=|)| < |z + y]| elde edilir.
(#4i) Sonug 2.1.13’de bulunan Birkhoff Esitsizligi ispatindaki adimlar uygulanir.
(iv) x, x1 ve xy pozitif elemanlar olsun. Basit¢e y = x A (1 + x2) alalim. Buradan
y<z+a2vey—x < To
olur. Ayrica y — z; <y < x oldugundan
Yy—x1 ST AT
olur. O halde
y—xNre <19
olur. Boylece y — x A x5 < y olur. Buradan
Yy—x AN <zAziveyay <z Azxi+xAxo
elde edilir. Eger z A z1 Azo = (x Axy) A (2 A xg) =0 ise

TA(r1+x2) <T AT +TN\D
=(xAx)V (T Ax)
=x A (r1 V) <z A (x4 22)

olup
T A(r1+x2) = AT+ AT
elde edilir. n tane eleman ic¢in benzer sekilde ispatlanabilir.

(W) n(zy A+ Axy) < x4+ 2, esitsizliginden n(zg A~ Ax,)t < (214 +x,)"
kolayca elde edilir. Buradan

n(xf A Axf) = nl(zVO)A (22 VO) A« A(x, VO)]

= n[(zy Axg A+~ ANxp) VO

= n(xi Az A~ Axy)"
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Tanim 2.1.15. E bir Riesz uzay ve z, y herhangi iki elemani olmak tizere |z| A |y| =0
kosulunu sagliyor ise ayrk veya birbirine diktir denir ve x_Ly seklinde gosterilir.
Riesz uzaymin bogtan farkli herhangi iki alt kiimesi A ve B’nin ayrik veya birbirine
dik olmasi i¢in her a € A ve b € B i¢in a_Lb olmalidir. x 1 D ifadesi her y € D i¢in x Ly
anlamina gelmektedir.

Agagidaki lemmada basit ayriklik 6zelliklerinden bahsedecegiz.
Lemma 2.1.16. (Ayriklik Ozellikleri)
(1) Eger bir Riesz uzayinda x1ly ve x1lz ise her A\, u € R i¢in xL(Ay + pz) saglanar.

(17) Bir Riesz uzaywnda keyfi x ve y elemanlarimn ayrik olmasu igin gerek ve yeter
kosul |x + y| = |z — y| olmasidur.

(1ii) Eger bir Riesz uzayinda x 1Ly ise
[z +yl = |z —yl = lz[ + |yl = llz| = [yl = =] V |y]
olur.
(iv) Riesz uzayiman ikili ayrik, sifirdan farkl elemanlar igeren alt kiimesi lineer bagimsizdar.
Kamt. (i) Verilenlerden A\, u € R i¢in Ly ve 1z oldugunu biliyoruz. Buradan

0 < [z| A (Ay + pz|) < [z] A ([Ay] + [pz])
= |z[ A ([Allyl + [pllz]) < lzf A (My]) + 2] A (4ed]2])
< (L4 [AD[z[ A X+ [AD[y] + (1 + [pD]z] A 1+ [w])]z]
= (L4 [AD [z Alyl] + (14 |p]) [[=] Af=]]
=(1+|A)0+ (14 |u)0=0

ve boylece |z| A |[A\y + pz| = 0 olup |z|L|A\y + uz| olur.

(#7) Teorem 2.1.10’da (xii). maddesinden bir Riesz uzayindaki iki vektor igin
1
[zl Ayl = Sllz +yl = |z —yll

oldugunu biliyoruz. Buradan z Ly (|z| A |y| = 0) ancak ve ancak |z +y| = |z — y
cift tarafli gerceklesir.

(74i) Varsayalim Riesz uzaymda 1Ly olsun. (ii)’den biliyoruz ki |z +y| = |z — y| olur.
Benzer sonug |z| ve |y| igin de gergeklesir ve

[l =Tyl = [lz] + ly[| = [z + [y| = [z V ]y|
elde edilir. Teorem 2.1.10°de (xi)’i diiglintirsek
[z +yl =]z —yl=lz+yl Ve —yl =z + ]yl

sonucu elde etmig oluruz.
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(iv) Varsayalim ki Riesz uzayinda xq,--- ,x, sifirdan farkl ikili ayrik elemanlar ve
a1y + -+ Ty + -+ apx, = 0 olsun. (i) ve (4i7)’un sonucu olarak

0= Jonzy + -+ anta| = [ormi] + -+ + anwn| = |aa[[z1] + - + |an| |2,

ve buradan her i i¢in |o;||z;] = 0 olur. Her i igin |z;| > 0 oldugundan |a;| = 0
veya her 7 i¢in o; = 0 olur. Sonug olarak 7y, --- , z, lineer bagimsiz vektorlerdir.
O

Riesz Ayrigim Ozelligi olarak agagida verilen ozellik Riesz uzaylarinda kritik bir rol
oynar.

Teorem 2.1.17. (Riesz Ayrissm ézelliﬁi} E bir Riesz uzay ve |z| < |y1 + y2 +
s 4y esitsizligini saglasin. Bu durumda her i = 1,--- n i¢in |z;] < |yi| ve x =
x1 + x9 + -+ + x, olacak sekilde xq,--- ,x, € E vardwr. Ek olarak eger x pozitif bir
vektor ise x; de pozitif vektor olarak segilebilir.

Kanat. Timevarim yontemi kullanilarak her n € N i¢in ispatlanabilir. Burada sadece
n = 2 i¢in sonug bulahm. Varsayalim ki |z| < |y; + o] ve x1 = [V (=|w1])] A |1
alalim.

=yl <2V (=[nl]) ve — [yl < |yl

oldugundan —|y;| < x; ve —z1 < |y1| elde edilir. Diger yandan x; < |y;| oldugundan
|z1| = (—x1) V21 < |y1] (eger x pozitif ise 0 < z; < x oldugu agiktir) olur. Simdi eger
To9 = & — xp alimr ise

vy = = [z V (=[n)] Ayl = [0A (& + 0DV (@ = [nl)

olur. Bununla birlikte || < |y1] + |yo| olmast —|y1| — |y2| < x < |y1| + |y2| durumunu
gerektirir ve buradan

—lyal = (=) ANOZ (@ + 1) A0 <2 SOV (2 — |11]) < |yl

olup |z2| < |ya| elde edilir. Herhangi n € N i¢in benzer sekilde gosterilebilir.
[

Tanim 2.1.18. A bogtan farkh bir kiime olmak iizere A iizerinde ” >” bagintisi verilmig
olsun.

(i) Her @ € Aigin a > «
(i) Her o, B,y € Aiginaa > fve f>7 — a>7
(#4i) Herhangi «, § € A igin v > « ve 7 > [ olacak sekilde bir tane  vardir

kogullar1 saglaniyor ise A kiimesi iistten yonlendirilmistir denir. (A, >) kiimesine iistten
yonlendirilmig kiime ad1 verilir.

Tanim 2.1.19. (A, >) yonlendirilmig kiime ve E herhangi bir kiime olmak tizere z :
A — E fonksiyonuna net denir ve (z,) seklinde gosterilir.
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E bir Riesz uzay ve (z,) C E igerisinde bir net olsun. Herhangi o ve  i¢in 8 > «
iken xg > z, kosulu saglaniyor ise (x,) neti artandir denir ve x, 1 seklinde gosterilir.
Benzer sekilde azalan ifadesi de tanmimlanir ve x,, | seklinde gosterilir. x,, 1 x gosterimi;
(z4) artan bir nettir, {z, : a € A} kiimesinin supremum degeri vardir ve bu deger
x’dur anlamina gelir. Benzer sekilde x,, | x ifadesi de tamimlanir. x, T < x ifadesi her
« icin z, 1T ve ., < x seklinde tamimlanir. Ayrica bostan farkli D bir alt kiime olmak
iizere her x,y € D icin z > x ve z > y olacak sekilde bir z € D var ise D kiimesi
istten yonlendirilmig kiime denir ve D 1 seklinde gosterilir. Eger D 1 x ise D tistten
yonlendirilmig kiime ve sup D = x olarak ifade edilir. Benzer ifade agag1 yonlendirilmig
ve infimum i¢in de soylenir.

Ustten yonlendirilmis kiime ile artan net arasmda bir baglant1 vardir. Eger z, 1 ise
D = {z, : a € A} kiimesine tistten yonlendirilmig kiime denir. x,, T x olmasi igin gerek
ve yeter kosul D 1 x olmasidir. Eger D 1 iistten yonlendirilmig kiime ise her o € D
icin z, T x ’dur. Aym sekilde azalan net ve asag1 yonlendirilmis kiime arasinda da bir
iligki vardir.

2.2 1Ideal, Band ve Riesz Alt Uzay1

Tanim 2.2.1. F bir Riesz uzay A C E alt kiime olsun. z € E ve y € A olmak iizere
eger |z| < |y| iken x € A oluyor ise A’ya solid ad1 verilir. Bir Riesz uzayinin solid vektor
alt uzayina ideal denir. B bir ideal olsun. Eger sup A € F degeri olan her A C B alt
kiimesi i¢in sup A € B oluyor ise B idealine band adi verilir.

Band tanimi sira kapali kavrami ile verilebilir. Fakat bunun igin sira yakinsakliga
ihtiyac vardir. Sira yakinsaklik kavrami bir sonraki tinitede tanimlanip tekrar band
kavrami ele alinacaktir.

Ornek 2.2.2. ¢, (o uzayrman idealidir ancak bandi degildir. Cunki (e,), co uzayiman
standart taban elemanlar, olmak tizere v, = e; + es + - - - + €, olarak tanimlayalim. {4
ic¢inde e = sup{v, : n € N} vardwr ancak cq i¢inde supremum degeri yoktur.

Onerme 2.2.3. A ve B ideal olmak iizere cebirsel toplam
A+B={a+b:ac A, be B}
bir idealdir.

Kanat. A+ B’nin vektor alt uzayi oldugu agikardir. f € A+ B alalim. |g| < | f| kogulunu
saglayan her ¢ € F i¢in ¢ € A + B oldugunu gostermeliyiz. f € A 4+ B oldugundan
fle Ave f” € Bigin f = f'+ f” seklinde yazlabilir.

gl < [fI = 1"+ 1"

olmak {izere Riesz Ayrigtirma Teoreminden g = ¢’ 4+ ¢” olmak iizere 0 < |¢'| < |f/|
ve 0 < |g”| < |f"] olacak sekilde ¢' ve ¢” vardir. A ve B ideal oldugundan ¢ € A ve
g" € B elde edilir. Boylece g = ¢’ + ¢” € A+ B olup A + B idealdir. O

Lemma 2.2.4. A idealinin bir band olmast i¢in gerek ve yeter kosul (x,) C A neti
iein 0 < xo T then x € A olmasidar.

Kanat. A ideali bir band olsun. (z,) C A olmak iizere 0 < x, T z neti i¢in tamimdan
x € A olur. Diger yoniinii géstermek i¢in (z,) C A neti alahm. 0 < z,, 1 iken sup{z,}
vardir ve A'nin elemani olur. Boylece A bir bandtir. m
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Tanim 2.2.5. F bir Riesz uzay ve D C FE alt kiimesi olsun. D’yi igeren ideallerin
kesigimine, bagka bir ifade ile D’yi iceren en kiiciik ideale D tarafindan tiretilen ideal
denir. Goriiliiyor ki D tarafindan iiretilen I olmak {izere [5] refaransindan

Ip={z€E:3xy, -z, ve A\ >0 igin |z| S)\Z]xz\}
i=1
olarak tanimlanir.

Tanim 2.2.6. E bir Riesz uzay olmak iizere tek eleman {z} ile tiretilen ideale esas
ideal denir. Goriiliiyor ki x tarafindan iiretilen I, olmak iizere [5] refaransindan

I, ={y € E: 3\ >0 vardir 6yle ki |y| < A|z|}
olarak tanimlanir.

Ornek 2.2.7. R?’ de (), R?, x-ckseni ve y-ekseni ideallerdir. 1o,y = x-ekseni ve Iy o) =
y-eksenidir.

Tanim 2.2.8. E bir Riesz uzay ve e € E olmak {izere her x € F i¢in |z| < Ae olacak
sekilde A > 0 var ise e > 0 elemanina sira birim (gii¢lii birim) denir. Diger bir deyisle
I, = F ise e elemanina sira birimdir denir.

Ornek 2.2.9. K kompakt Hausdorff uzay olsun. f € C(K) kesin pozitif fonksiyonu
sira birimdir. Cinki f € C(K) kesin pozitif fonksiyon olsun.

a = max |f(z)]

olarak tamimlayalim. Kompakt kiimeler tizerinde sturekli fonksiyonlar maximum ve mi-
nimum degere sahip oldugundan o iyi tanembdir. Dahasi, o > 0 ve |f| < a - 1 olur.
Boylece f sira birimdir. Ayrica 1 sabit fonksiyonu sira birimdir.

Tanim 2.2.10. F Riesz uzay ve I, E’nin bir ideali olsun. I’y1 iceren bandlerin en
kiiciigiine [ ideali tarafindan tiretilen band adi verilir I ideali tarafindan tiretilen band
By olmak tizere [5, Teorem 1.38]'den

Br={x € E:3 (x,) CI" vardir yle ki 0<z, 1 |z|}
olarak tanmimlanir.

A kiimesi tarafindan iiretilen band ile A kiimesi tarafindan iiretilen idealin tirettigi
band aymidir. Boylece agagidaki tanim verilebilir.

Tanim 2.2.11. E bir Riesz uzay olmak iizere tek eleman {z} ile iiretilen bande esas
band denir. z eleman: tarafindan iiretilen band B, olmak iizere [5, Teorem 1.38)'den

B, ={y € E: |yl An|z| T [yl}

olarak tamimlanir.

Tanmim 2.2.12. F bir Riesz uzay, e € ET ve B, e elemani tarafindan tiretilen esas
band olmak iizere B, = E ise e elemanina zayif birim denir.
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Bir Riesz uzaymda her sira birim, zayif birimdir. Ancak tersi her zaman dogru
degildir. Ornek 2.2.16’e bakilabilir. Ayrica agagidaki 6rnegin ispat1 [26] bulunabilir.

Ornek 2.2.13. p € [1,00) olmak tizere
(i) co, Ly Riesz uzaylar swra birime sahip degildir.
(1) (X, X, ) dlgtilebilir uzay olmak tizere L,(X, X, 1) uzayr sira birime sahip degildir.
(171) oo uzayrnin duali zayf birime sahip degildir.

Onerme 2.2.14. (X, %, 1) dlgiilebilir uzay olsun. Loo(X, 3, 1) uzayinda 1x sabit fonk-
siyonu swra birimdir.

Kanit. f € Loo(X, X, p) alahm. O halde |f| < || f||oo olur. Buradan

[ flloe - Lx < f < [Iflloc - Lx
olarak yazilir. Boylece 1x sira birimdir. O]

Teorem 2.2.15. (X, X, u) olgilebilir uzay ve p € [1,00) olsun. f € L, elemanina

normda yakinsak (f,) C L, dizisi olmak tzere f, < f ise f =sup f, olur.
neN

Ornek 2.2.16. (X, X, ) dl¢iilebilir uzay olmak tzere herhangi kesin pozitif L, fonksi-
yonu zayf birimdir.

Kamt. f kesin pozitif ve g > 0 olacak sekilde f,g € L, alalim. Teorem 2.2.15’den

=supg A (nf)
neN

olur. Herhangi ¢ > 0 i¢in ||g — s||, < € olacak sekilde s € L, step fonksiyonu vardir.
O halde hemen hemen her yerde M f < s olacak sekilde M € N vardir. Dahasi, her
n € N icin

lg A (mf) — s A (nf)|2 = / A (nf) — 5 A (nf)Pdu

xr € X i¢in g(x) < nf(x) oldugundan s(x) > nf(x) olur. Buradan
g9(z) —nf(z) <nf(x) —nf(r)=0
elde edilir. O halde
nf(z) - g(x) < s(x) — g(x)
Boylece her z € S igin
lg(z) A (nf(2)) = s(z) A (nf(z))] < |g(z) — s(z)]

olur. Buradan

lg A (nf) — s A (nf)|2 = / A (nf) — 5 A (nf) Py

I/\g—SV’du

= llg = sli;

< e
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Boylece her n > N i¢in
lg =g A@AN< g = sllp+ s — s A0S+ 15 A () = g A )l < e+ 0+

olur. O halde g A (nf) — ¢ elde edilir. Ayrica her n € N i¢in (¢ A nf) < g olur.
Boylelikle Teorem 2.2.15den istenilen elde edilir. O

Tanmim 2.2.17. E bir Riesz uzay ve e > 0 bir vektor olsun.
Ve={Xe: X € R}

olarak tamimlanan V, kiimesi F Riesz uzaymin vektor alt uzayi olarak alalim. I, e
tarafindan tiretilen ideal olmak tizere I, = V, ise e elemanina ayrik vektor denir.

Ornek 2.2.18. E =R? ve e = (1,0) € R? olsun. (0,1) tarafindan iretilen ideal
Inog ={y € R : |y| < A(1,0)}

olur. V, = x-ekseni olarak alirsak (1,0) ayrik vektordir. Benzer sekilde e = (0,1) € R?
olarak alinirsa

Ton ={y €R*: Jy| < A0, 1)}

olur. V., = y-ekseni olarak alirsak (0,1) ayrik vektordir. Aym sekilde e = (1,1) € R?
olarak alwmirsa Iy 1) = R? olur. Ayrica

Vhﬂ) = {)\(1, 1) A E R}
={\1,1):y=12z}

elde edilir. Ancak Vi11y # 11,1y olur. Biylece (1,1) aymk vektor degildir.
Ornek 2.2.19. C[0,1] Riesz uzay ve 1 € C[0,1] alalum.
V]l == {)\]1 CA S R}

kiimesi sabit fonksiyonlara esittir. Ornek 2.2.9°dan biliyoruz ki 1 elemam tarafindan
tretilen ideal Iy = C[0, 1) °dir. Ancak Vi # Iy olur.

Tanim 2.2.20. E bir Riesz uzay ve e > 0 bir vektor olsun. x A y = 0 olacak sekilde
z,y € [0,e] alahm. Bu durumda = = 0 veya y = 0 oluyor ise e vektoriine atom denir.

y = (y1,y2) olmak tzere

T ANy = (1 Ay1,22ANYy2) =0 = 27 =0Vy; =0 = 2=0Vy=0
olur. Béylece (1,0) elemant atomdur.

Ornek 2.2.22. E = C[0,1] Riesz uzays ve e = 1 sabit fonksiyonu olsun. z,y € [0,1]
alalim. x Ay = 0 olmasi i¢in © = 0 veya y = 0 olmak zorunda degildir. O halde 1 sabit
fonksiyonu atom degildir.
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Ornek 2.2.23. E = (., Riesz uzay ve e = (1,0,0,...) olsun. z,y € [0, €] olarak alalum.
r = (21,0,0,...) vey = (y1,0,0,...) olmak tizere

r ANy =(21,0,0,...) A (1,0,0,...) = (0,0,0,...)

olmasi i¢in x1 = 0 veya y; = 0 olmaldwr. Boylece x = 0 veya y = 0 olmalidir. O halde
e=(1,0,0,...) atomdur.

Lemma 2.2.24. E bir Arsimet Riesz uzay ve e € E olsun.
e atomdur <= e ayrik vektordir.

Kanit. (=) e atom olsun. e’'nin ayrik vektor oldugunu gostermek igin I, = V, oldugunu
gostermeliyiz. u € I, alalim.

uel, = IN>0,ul < Xe
olur. Buradan u € V, elde edilir. Diger yandan u € V, alalim. O halde,
ueV, = dA>0,u=Xe
olur. Buradan
|ul = [Ae] = [Ale < [Ale
elde edilir. Boylece u € I, olur. O halde e ayrik vektordiir.

(<) e ayrik vektor olsun. O halde I, = V.dir. x,y € [0,¢] i¢in z A y = 0 alahm.
z,y € [0, e] oldugundan

0<z<eveO<y<e
olur. Ayrica I, = V, oldugundan y = \e ve y = ue olarak yazilabilir.

AeApe=0 = A=0Vu=0
— rz=0Vy=0

elde edilir. Boylece e atomdur.

Tanim 2.2.25. E bir Riesz uzay olsun.
A = { ayrik, tiim atomlarin kiimesi }

olmak tizere A kiimesi tarafindan iiretilen band E uzayma esit oluyor ise E uzayina
atomik Riesz uzay denir.

a atomu tarafindan {iretilen B, bandi izdiigiim bandidir ve B, = span{a} olarak
tanimlanir. Ayrica herhangi a € F i¢in P,, B, bandi tizerinde taniml izdiigiim bandtir.

Tanim 2.2.26. E bir Banach latis olsun. Her pozitif eleman, uzayimn atomlariin top-
lami seklinde yazilabiliyor ise E uzayina tamamen atomik uzay denir
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Agagida tamamen atomik olan bir uzay 6rnegi verebiliriz.
Ornek 2.2.27. Her n ve k wein 0 < k < 2" olmak tzere

LIVEDS
P

]n,k - (
araligu olsun.
Xy = span{xr, , : X1,, karakteristik fonksiyon ve 0 <k < 2"}

olarak tamimlayalim. n =1 i¢in k = 0,1,2 olmak tzere

1
L= (0,5)
1
[1,1 = (57 1)
3
]1,2 - (]-7 5)

olur. Buradan Xy = span{Xxr, o, X1, X1,.} olur.
n=21cink=20,1,2,3,4 olmak tzere

1
i
L
Iro = (27 7
Is = (1751)
I, = (1, Z)

olur. Buradan Xy = span{Xr, > X1s.1> Xloos Xlz.s> Xlsa ) OLUT.
X ={(fn): fn€ X, ve im f,, = f, f € L,[0, 1]}

seklinde tanimlansin. Burada limit L, normuna gore alinmaktadar.
3
fie Xy igin fi = ZCiXILz‘
i=1

5
fo € Xy igin fo = ZciXh,i
i=1

2741

fn € X, i¢in f, = Z CiXI,.;

=1

olur. Boylece X atomlarin gerdigi bir uzaydar.

19



Tanim 2.2.28. a,b € R olmak iizere [a, b] kapali araligin1 alalim. [a, b] aralig: tizerinde
tanmimlh f; ve fy fonksiyonu igin

(f17f2)=/ fi(@) fo(z)dx =0

oluyor ise f; ve fy fonksiyonlarina ortogonal fonksiyon denir.

Ornek 2.2.29. [—1,1] aralgi iizerinde tanimb fi(x) = 2% ve fo(z) = 23 alalm.

1
(i fo) = / 2 de

=0
oldugundan fi(z) = 2% ve fo(x) = 23 ortogonal fonksiyonlardr.
Tanim 2.2.30. [a,b] kapal araligi iizerinde tanimh (¢,)52, reel degerli fonksiyonlar
kiimesi i¢in

b
(s ) = / () () = 0

oluyor ise (¢,)2, ortogonaldir denir.

Ornek 2.2.31. [—, 7] aralif dizerinde tanimh reel degerli {1, cos z, cos 2z, - - -} fonk-
siyonlar kimesini alalim. ¢o(z) = 1 ve n # 0 olmak tzere ¢,(x) = cosnz olarak
alinirsa,

(b0, &) = / " bo(@)pu(x)dz

= / cosnzdx
—T7

1 . .
= —sinnz|"
n

L. :
= ﬁ[sm nm — sin(—nm)]
=0

elde edilir. Simdi n # m olmak tizere

(b 1) = / " )b (@)de

= / cos mx cos nxdx
—T

— % /7r [cos(m + n)x + cos(m — n)x|dx

—Tr

2 m-+n m—-n -7
=0

1 [sin(m +n)x N sin(m — n) "

oldugundan ortogonal fonksiyonlardr.
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Tanim 2.2.32. E bir Riesz uzay olmak iizere hi¢ bir eleman atom degil ise ' Riesz
uzayina atomik olmayan Riesz uzay denir.

Ornek 2.2.33. C10,1] Argimet Riesz uzay: olmak tzere herhangi bir ayrmk elemana
sahip degildir. Buradan C|0,1] uzayr atoma sahip degildir. Gergekten, 0 < f € C[0,1]
ve a,b € R olmak dzere (a,b) C [0,1] alalim. Herhangi x € (a,b) i¢in f(x) > €
olacak sekilde € > 0 vardwr. Ancak C[0,1]’de e€x(qp) ‘den kiigiik iki sifirdan farkl g ve h
ortogonal fonksiyon olusturulabilir. Boylece f atom degildir.

Tanim 2.2.34. E bir Riesz uzay, F' vektor alt uzay olsun. Her z,y € F' elemanlarinin
supremum degeri F'nin elemani oluyor ise F' uzayina F 'nin Riesz alt uzayi denir.

Onerme 2.2.35. F vektor alt uzaywmin Riesz alt uzay olmas i¢in gerek ve yeter kosul
herx € F icinx V0 =zt € I olmasidar.

Kanit. (=) Agiktir.

(<) Herz € Ei¢in 2V0 = 2+ € F olsun. Teorem 2.1.10'den 2 Vy = 3(z+y+ |z —y])
olarak yazilir. F' vektor alt uzay oldugundan her x,y € F icin x —y € F’ dir.
Kabulden (z —y)* € F'dir. y —x € F ve (y —x)t € F olur. Buradan (x —y)~ =
(y — )T € F olmak tizere;

z—yl=@—y) T +(@x—y) €F

elde edilir. Boylece x V y € F' olur.

Lemma 2.2.36. Her ideal bir Riesz alt uzaydur.

Kamit. F bir ideal olsun. Her z € F i¢in 0 < 2™ < |z|, |x| € F ve F solid oldugundan
xt € F elde edilir. Boylece F' Riesz alt uzayidir. O

Lemma 2.2.37. Bir Riesz alt uzayr K 'min ideal olmast icin gerek ve yeter kosul 0 <
r<ywveye K ise x € K olmasidar.

Kanit. (=) K Riesz alt uzay bir ideal olsun. K bir ideal oldugundan tanim geregi bir
solidtir. O halde 0 < x <y ve y € K oldugundan = € K elde edilir.

(<) K bir Riesz alt uzay, 0 < z <y ve y € K olsun. Buradan K solidtir. O halde K
idealdir.
O

Tanim 2.2.38. E Riesz uzaymin bostan farkli bir alt kiimesi A’nin ayrik tiimleyeni
Al={re E:Vac Aign alz}
seklinde tanimlanir. A? E icerisinde bir idealdir. Ayrik tiimleyen kiimesi
o (Ad)d = Add
o AC A% ye
e AC Bise BYC A?

ozelliklerini saglar.
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Tanim 2.2.39. E bir Riesz uzay ve F' Riesz alt uzay olsun. F igerisinde ki her 0 < x
igin 0 <y < x olacak gekilde en az bir tane y € F' var ise F, F igerisinde sira yogundur
denir.

Teorem 2.2.40. E Arsimet Riesz uzayr olmak tzere F, E’nin Riesz alt uzayr olsun.
Asaqidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) F, E’de sira yogundur.
(it) Her x € Et igin x =sup{y € F : 0 <y < x} olur.

Kamit. (i) = (ii) F, E’de sira yogun ve her z € ET iginsup #{y € F: 0 <y < x}
olsun. Boylece y € F' ve 0 <y < o — z olacak sekilde 0 < z € F vardir. 0 <t < z
kogulunu saglayan bir ¢ € F alahm. Buradan t < z+ (x —2) =z vet < x — z
olur ve buradan 2t < (z — z) + z = x elde edilir. 0 < nt < z i¢gin E Argimet
oldugundan ¢ = 0 olmalidir. Bu durum 0 < ¢ olmasi ile ¢eligir.

(11) = (i) Swra yogunluk tanimindan agiktir.
[

Teorem 2.2.41. E bir Riesz uzay ve A bir ideal olsun. A ideali A% icerisinde sira

yogqundur. Ayrica, E icerisinde sira yogun bir A idealinin olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul A = {0} olmasudar.

Kanat. Oncelikle A ideali sira yogundur <= A% = {0} oldugunu gosterelim.
(=) A, E icerisinde sira yogun bir ideal olsun. 0 # 2 € A% i¢cin 0 < y < |z| olacak
sekilde en az bir tane y € A vardir.
0 <lylAlal < e[ Alal =yl Alal =0
olur. Buradan y € A4 olur. y € AN A¢ ve AN A? = {0} oldugundan celigki elde
edilir. Boylece A? = {0} olur.

(<) A ={0}ve0 <z € Folsun. Her y € AT iginz Ay > 0olur. 0 < zAy <yve A
solid oldugundan zAy € A olur. 0 < zAy < x olacak gekilde xAy € A oldugundan
A sira yogundur. Son olarak A'nin A% icerisinde sira yogun oldugunu gosterelim.
Kabul edelim ki A, A% icerisinde sira yogun olmasin. O halde 0 < v < u olacak
sekilde en az bir 0 < u € A% ve v € A vardir. A ideal oldugundan her v € A
igin [v] Au=0dir. u € A ve u € AN A% = {0} ise u = 0 olur ancak bu 0 < u
olmasi ile gelisir.

]

Teorem 2.2.42. E bir Riesz uzay ve A, E nin bir ideali olsun. A ® A?, E icerisinde
sira yogundur.

Kanmit. v € A® Adise her a € A ve b e A igin x L (a +b) olur.
0 < la| <la[+[b] = 0 <[a| Alz] < (Ja] + [b]) A f2]

elde edilir. (|a| + |b]) A |z| = 0 oldugundan |a| A |z| = 0 olur. Buradan z € A? elde
edilir.Benzer sekilde

0< b <laf +[b] = 0 < [b[ A |z < (laf +[b]) A 2]
ve (la| + 1b]) A ]z| = 0 oldugundan |b| A |z| = 0 olur. Buradan z € A% elde edilir.
Boylece u € AN A% = 0 olur. Buradan x = 0 elde edilir. m
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Dikkat edilirse her ideal iirettigi bandte sira yogundur. Ayrica A? her zaman bir
bandtir. Bir A kiimesinin iirettigi band A% olur. Asagida bu teorem verilecektir.

Teorem 2.2.43. E bir Arsimet Riesz uzay ve ) # A C E bir alt kiimesi olsun. A
tarafindan tretilen band A% tir.

Kamit. A tarafindan tiretilen band ile A ideali tarafindan tiretilen band aynidir. Boylece
A ideal olsun. Teorem 2.2.41’den A, A% icinde sira yogundur. O halde her z € A% icin
0 < x, T |z| olacak sekilde (z,) C A neti vardir. Buradan A% A’y1 igeren en kiiciik
bandtir. O

Teorem 2.2.44. E bir Riesz uzay ve A ile B C E birer ideal olmak tizere E = A® B
olsun. O halde A ve B’nin her ikisi de A = B ve B = A? saglayan bandtir.

Kanat. Tlk olarak her bir a € A ve b € B icin |a| A |b| € AN B = {0} olur. Boylece
Al B’dir. Buradan A C B? elde edilir. Diger yandan z € B¢ alalm. a € Ave b € B
i¢in x = a + b olarak yazilacagindan b = z — a € BN B% = {0} olur. Buradan = = a
yani a € A elde edilir. B C A olur. O halde A C B? ve B C A oldugundan A = B¢
elde edilir. [

Tanim 2.2.45. E bir Riesz uzay ve B C E band olmak iizere E = B @ B? oluyor ise
B’ye izdiigtim band (projection band) denir.

Teorem 2.2.46. E bir Riesz uzay ve B, E i¢inde bir ideal olmak ‘izere asaqidaki ifa-
deler birbirine denktir.

(1) B bir izdisim bandtir.

(1) Her bir x € E* i¢in BTN|0, x| kiimesinin E icerisinde supremumu vardur ve B 'ye
avttar.

(1ii) E = B @ A olacak sekilde A C E ideali vardur.

Kamt. (i) = (ii) B izdiigiim band ve z € ET alalm. 0 <y € Bve 0 < 2z € B?
olmak iizere x = y + z olarak yazilir. v € BT i¢in u < x = y + z oluyor ise
0< (u—y)t <ze Blve (u—y)" € B yani (u—y)* = 0 olur. Boylece
u < y elde edilir. Buradan y eleman1 BT N [0, z] i¢in st sirdir. y € BN [0, x]
oldugundan F i¢inde y = sup{u € B : u < x} = sup BN [0, z] olur.

(i1) = (iit) x € ET ve u=sup BN [0,z] olsun. u € B ve y = x — u > 0 alahm. O
haldle 0 <w e Bise 0 <yAw € Bolurve 0 <u+yAw € B elde edilir.

utyAw=(u+y) A(ut+w)=zA(u+w) <z

olur. Buradan u + y A w < u elde edilir. O halde y A w = 0’dir. Boylece y € B¢
olur. = u + y oldugundan F = B @ B? olur. Burada A = B? alimirsa istenilen
gosterilmig olur.

(i19) = (¢) Teorem 2.2.44’den ispat agiktir.
[

Her band bir izdiigtim band olmak zorunda degildir. £ Riesz uzayinda her band bir
izdiistim band ise E uzayma izdiisim Ozelligine sahiptir denir. Ancak Dedekind tam
Riesz uzayinda her band bir izdiigiim banttir. O halde Dedekind tam Riesz uzaylari
izdiigim band o0zelligine sahiptir. Boylece agagidaki teoremi verebiliriz.
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Tanim 2.2.47. E bir Riesz uzay olmak iizere E’nin bog kiimeden farkl her iistten
sinirlt alt kiimesinin supremum degeri var ise E uzayimma Dedekind tam uzay denir.
Benzer gekilde E'nin her iistten siirh sayilabilir alt kiimesinin supremum degeri var
ise I/ uzaymma Dedekind o-tam uzay denir.

Teorem 2.2.48. (F. Riesz) E bir Dedekind tam Riesz uzay ve B C E bir band olsun.
E = B ® B? olur.

Tamim 2.2.49. V bir vektor uzay olmak iizere P : V — V bir operator olsun. P? = P
oluyor ise P operatoriine izdiigiim (projection) denir. Ayn1 zamanda V' Riesz uzay: ve
P operatorii pozitif ise pozitif izdiigiim (positive projection) denir.

Tamm 2.2.50. E bir Riesz uzay ve B, E icinde bir izdiisiim band ise £ = B @ B¢
olur. Buradan her x € E vektorii z; € B ve x5 € B? olmak iizere x = 1 + x5 olarak
yazilir.

Pg: E — E izdiigim Pg(x) = 14

olarak tamimlanir. Pg pozitif izdiigimdiir. Pg formundaki izdiigtimlere izdiigsiim band
(projection band) denir.

Teorem 2.2.51. E bir Riesz uzay ve B, E icinde izdusim band olsun.
Pp(xz)=sup{y € B: 0 <y <z} =sup(BN[0,z]) olur.

Kamit. x € ET alalm. Teorem 4.3.4'den u = sup{y € B : 0 < y < zx} vardir ve
B’ye aittir. u = Pg(z) oldugunu gosterelim. x = x1 + x9 olmak tizere 0 < z; € B ve
0 < xy € BYicin v = 21 + 2, formunda yazilir. 0 < z; < z oldugundan 0 < z; < u
olur. Buradan 0 < u—2z; < z—2; = z5dir. Boylece u—z; € B elde edilir. u—x; € B
ve BN BY = {0} oldugundan u — z; = 0 olur. O halde u = z; elde edilmis olur. [

2.3 Banach Latis ve Ozellikleri

Tanim 2.3.1. ||-|| , E Riesz uzay: {izerinde tanimh bir norm olmak iizere; eger || < |y|
iken ||z|| < |ly|| oluyor ise |- || normuna latis normu denir ve latis normlu Riesz uzayna,
normlu Riesz uzay1 adi verilir. Dahasi normlu Riesz uzay1 verilen norma gore tam ise
Banach latis olarak adlandirilir.

Her x elemani i¢in normlu bir Riesz uzaymda |z| = |||z]|| esitliginin ||zt — yT|| <
|z =yl ve |||x] — |y]l] < ||z — y|| esitsizliklerinin saglandigim sdyleyebiliriz.

Ornek 2.3.2. (L. || - |l), (4p, || - |l,) birer Banach latistir. K kompakt ve Hausdorff
olmak tizere (C(K), || - ||ls) bir Banach latis iken (C(K),| -||,) normlu Riesz uzayudur.

Teorem 2.3.3. E normlu Riesz uzayimn norm tamlamst E uzayinr Riesz alt uzay
olarak iceren bir Banach latistir.

Teorem 2.3.4. Bir Banach latis uzayindan normlu Riesz uzayina tanimlanan her po-
zitif operator streklidir.
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Kamt. E bir Banach latis, F' normlu Riesz uzay olmak iizere T' : E — F pozitif
operator olsun. 7" operatoriniin siirekli oldugunu gostermek i¢in norm siirh oldugunu
gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki 7" operatorii norm sinirh olmasin. O halde ||z,|| =
1 olmak iizere her n € N igin ||Tz,| > n? olacak sekilde (z,,) C E bir dizisi vardir.

o
|Tx,| < T|z,| oldugundan her n € N i¢in z,, > 0 alalim. Z M < 0o ve E’nin norm
n

n=1
-y .
. . n . . n
tamlanigindan FE iginde g — serisi norm yakmsaktir. © = g — olsun. Her n € N
n n
n=1 n=1

i¢in 0 < %3 <z oldugundan,
T
n < ITCH)I < 1 Tz]| < oo

olur. Boylece celigki elde edilir. O halde T" operatorii norm sinirhidir. Buradan stireklidir.
m

Sonug 2.3.5. (Goffman) Bir Riesz uzayini Banach latis yapan tim latis normlar
birbirine denktir.

Kamit. E Bir Riesz uzay olmak {izere || - ||; ve || - |2 normlar1 E Riesz uzaymi Ba-
nach latis yapan normlar olsun. Teorem 2.3.4’den I : (E,|| - |1) — (E,| - ||2) birim
operatorii homeomorfizmdir. Boylece || - |1 ve || - || normlart birbirine denktir. O

Tanmim 2.3.6. E normlu Riesz uzay ve (z,) C E bir net olmak tizere eger z,, J 0 iken
|zall 4 0 kogulu saglaniyor ise E’nin normuna sira siirekli norm ve E uzayina ise sira
siirekli normlu Riesz uzay1 denir. Eger bu kosul dizi i¢in saglaniyor ise o-sira siirekli
normlu Riesz uzay adi verilir.

Teorem 2.3.7. (Nakano) E bir Banach latis olmak tizere asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

(1) E siwra sirekli norma sahiptir.
(i1) E iginde 0 < x,, T ise (x,) norm Cauchy dizisidir.
(i13) E Dedekind o-tam ve E iginde x,, | 0 ise ||x,]| J 0 olur.
(iv) E, E" 'nin bir idealidir.
(v) E’nin her sira sinarle aralige zayf kompakttor.
Sonug 2.3.8. Swra surekli norma sahip her Banach latis Dedekind tamdar.

Ornek 2.3.9. 1 < p < co olmak iizere L,(p) uzayr sira sirekli norma sahip Banach
latistir. Teorem 2.3.7"in (vi). ozelliginden her yansimaly Banach latis sira siirekli norma
sahiptir. Bunun yaninda sup normu ile birlikte C|0, 1], L]0, 1] ve {o uzaylars Banach
latis olup sira strekli norma sahip degildir.

Tanim 2.3.10. E bir Riesz uzay ve (z,) C E bir dizi olsun. n # m igin |z, | A |z, =0
oluyor ise (x,) dizisine ayrik dizi denir.

Teorem 2.3.11. (Fremlin-Meyer-Nieberq) Bir Banach latisin sira sirekli norma sa-
hip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her swra sinwrl ayrik dizinin normunun sifira
yakinsamasidar.
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Ayrica bir sonug olarak;

Sonug 2.3.12. E'nin sira sturekli norma sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her
ayrik norm swarl (f,) C E' dizisinin o(E', E) i¢inde 0’°a yakinsak olmasidar.

Tanim 2.3.13. Riesz uzay: tlizerinde tamimlanan f pozitif lineer fonksiyoneli x > 0
iken f(x) > 0 kogulunu saghyor ise f pozitif fonksiyoneline kesin pozitif fonksiyonel
denir.

Sirali stirekli normlu ve zayif sira birimli bir Banach latis her zaman kesin pozitif
bir lineer fonksiyonele sahiptir. Ayrintilar bir sonraki teoremde yer almaktadir.

Teorem 2.3.14. E swra stirekli norma sahip bir Banach latis ise her x > 0 igin [0, z]
sira simarly aralige tizerinde kesin pozitif olan lineer bir fonksiyonel vardar.

Tanim 2.3.15. E bir Banach latis olmak tlizere

e Her z,y € ET i¢in x Ay = 0 iken ||z + y|| = ||z|| + ||y|| oluyor ise E uzayma
AL-uzayn,

e Her 2,y € ET igin x Ay = 0 iken ||z A y|| = max{]||z]], ||y||} oluyor ise E uzayma
AM-uzay1 denir.

Onerme 2.3.16. Her AL-uzay sira strekli norma sahiptir.

Kanit. Bunu gostermek icin (z,,) C [0, ] aralig icinde ayrik bir dizi alalim. Iki ayrik

eleman z ve y i¢in ||z + y|| = ||z|| + ||y|| kosulundan
k k
D olzall = 1D wall = llzr Vs v e-- V] < |z
n=1 n=1
o0
esitsizligi elde edilir. Boylece Z |zn]| < oo ve genel terim testinden ||z,| — 0 olur.
n=1
Buradan Teorem 2.3.11’den E sira siirekli norma sahip olur. ]

Teorem 2.3.17. E bir Riesz uzay ve e guclu birim olmak tzere
|lzlle = inf{\ € R" : ||z|| < Ae}
seklinde tanimlanan || - || : E — R fonksiyonu olsun. (E, || - ||.) normlu uzaydar.

Kanmit. A, = {\ € R : |z| < Ae} ve ||z||. = inf A, olarak tanumlayalim. e gii¢lii birim
oldugundan I, = E’dir. Her = € F i¢in z € I, oldugundan |z| < Ae olacak sekilde en
az bir tane A > 0 vardir. Boylece A, = {\ € RT : |z| < Ae} # I’dur. || - || fonksiyonu
anlamhidir. Her z,y € F icin z = y olsun.

r=y = A, =A, = infA, =|z|. =inf 4, = ||y

olur ve || - || fonksiyonu iyi tanimlidir.

Her z € F igin ||z||. > 0’dir. ||z|lc = 0 olsun. inf A, = 0 ise A, | 0 olacak gekilde en
az bir tane (\,) C A, vardir. Buradan her n € N i¢in |z| < A,e elde edilir. Béylece
x = 0’dr.

z =0 olsun. Her n € Ni¢gin [z| < Leve B = {1:|z| < ie} C A, olur. Buradan,

0=inf B>infA, = infA, =|z|.=0

elde edilir. Herhangi « € E ve § > 0 i¢in || Bzl = |5]||z]||e oldugunu gosterelim.
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e 3 =0 ise agikardir.
e (3 # 0 olsun.

|Bx|| = inf{A > 0: |Sz| < Ae}
=inf{A > 0:|||z] < )\e}

=inf{A\ > 0:|z| < }

\me

= |6 mf{@ >0 2] <

= [l

Herhangi iki eleman z,y € F i¢in liggen esitsizliginin saglandigini gosterelim. x € E ve
A€ A, icin |z| < Xe ve

|5| ol

inf |z| < inf Ae = (inf Ae

AEA, AE€A, AEA,

olur. Boylece |z| < ||z||ce bulunur. Benzer gekilde |y| < ||y||ce olur.
[z +yl <[z + Jy| < [lz]lee + [[yllee = e([lz]le +[yl.)
Buradan ||z]le + ||ylle € Auty Ve
inf Apy = [z +ylle < [lzlle + llylle
elde edilir. Buradan (£, || - ||) normlu uzaydir. O

Teorem 2.3.18. E bir Banach latis ve x € E olsun. I, ideali || - |||z normuna gore bir
AM-uzaydir ve |[—|x|, |x|] sira aralige kapale birim yuvardar.

E bir Banach latis ve e giiclii birimi olsun. Teorem 2.3.18’dan [, = E oldugundan,
(E,| - |le) bir AM-uzay1 olur. Boylece E bir Banach latis ve gii¢lii birime sahip ise F
uzayl AM-uzay1 olur.

Ornek 2.3.19. 1 sabit fonksiyonu C[0, 1] uzayinan gicli birimi oldugundan
(C[0,1], || - |oo) bir AM-uzayadar.

Teorem 2.3.20. E bir normlu Riesz uzay olmak tizere E topolojik duali olsun. Asagidaki
ifadeler saglanar.

(1) E uzayr AM-uzaydur gerek ve yeter kogul E' wzayr AL-uzaydur.
(i1) E uzayr AL-uzaypdir gerek ve yeter kosul E' uzayr AM-uzaydar.

Ornek 2.3.21. ({1, - ||1) bir AL-uzay ve €, = ls oldugundan ((s, || - ||sc) bir AM-
uzaydir. Ayrica ¢ = {1, ¢y = €1 ve {y bir AL-uzay oldugundan (c, || ||s) ve (coo, || |loo)
birer AM-uzaydar.

Tanim 2.3.22. E normlu Riesz uzay olmak iizere e € E olsun. Eger e tarafindan
iiretilen ideal /., F icinde norm yogun ise e elemanina kuasi i¢ nokta adi verilir. Kisaca

I, Il = F olmalidir.
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Teorem 2.3.23. E normlu Riesz uzay ve e € ET olsun. Asaqidaki ifadeler birbirine
denktir.

(1) e kuasi i¢ noktadar.
(it) Her e € E* igin ||x — (x Ane)|| — 0
(i4i) E dizerinde f kesin pozitifttir, yani 0 < f € E' ise f(e) > 0 olur.

Kamt. (i) = (ii) e kuasi ig nokta olsun. Yani LV = Eair. Herhangi x € E*
alalim. Herhangi ¢ > 0 icin ||y — z|| < € olacak sekilde en az bir tane y € I,
vardir. z =yt Ax <yt € I, elemammi alalim.

y<y"'=yv0 = yAz <y Az = —(y"Az)<—(yAx)

oldugundan

0<z—z=zx—y"ANe<z—[z—(z—y)T]=(@—y"

elde edilir. Buradan ||z — 2| < ||z — y|| < e ve 0 < 2z < 2'dir. 2z € I, oldugundan

z < ke ozelligini saglayacak sekilde k£ € N vardir. Her n > k icin ne > ke'dir.
0<z—azAne<z—axNke<z—z

elde edilir. Boylece

O0<|lz—xAne||<|z—z]| <e = z—zAne il g

olur.

(i) = (#ii) Her € E* icin ||z — 2 A ne|| — 0 olsun. Herhangi f € E' ve 0 < f
alalim. Kabul edelim ki f(e) = 0 olsun. Her x € E* igin 0 < x A ne < ne ve
0 < f(x Ane) < f(ne) = nf(e) = 0 elde edilir. Her n € N ve z € ET igin
f(z A ne) =0 bulunur. Buradan f(z) =0 ve f = 0 olur. Ancak bu durum f’nin
pozitif olmasi ile celisir.

(14i) = (i) Kabul edelim ki I, ideali £ i¢inde norm yogun olmasin. Hahn Banach
Teoreminden f(I,) = 0 olacak sekilde en az bir tane f € E vardir. f* > 0 alalm.

fr(e)=sup{f(y) :y e Eve 0 <y <e}
=sup{f(y):yel.ve 0 <y<e}
=0

olur. Ancak bu durum bize celigki verir. Boylece F = I;H'H olur.

]

Sonug 2.3.24. FE normlu Riesz uzay olmak tzere e € E glicli birim olsun. O halde e
kuasi i¢c noktadwr. Yani, I, = E ise feH'” = FE olur.

Ornek 2.3.25. Ornek 2.2.9'de C'0, 1] uzayinda 1 sabit fonksiyonunun sira birim(gigli bi-
rim) oldugunu biliyoruz. O halde Sonug 2.3.24 ’den C0,1] uzayinda 1 sabit fonksiyonu
kuasi i¢c noktadur.
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Sonug 2.3.26. E normlu Riesz uzay ve e € E kuasi i¢ nokta olsun. Her u € E™ igin
u + e bir kuasi i¢c noktadr.

Kamt. e kuasi i¢ nokta olsun. O halde Onerme 2.3.23'den ||z — z An(u+e)|| — 0 olur.
O0<z—zAn(u+e)<z—xAne = |lz—azAn(ute)| <|z—zAne|
elde edilir. ||z — 2 A n(u + e)|| — 0 oldugundan ||z — 2 A n(u + e)|| — 0 olur. O

Ornek 2.3.27. C[0,1] uzayinda 1 sabit fonksiyonunun kuasi i¢c nokta oldugunu Ornek
2.3.25 gordiik. Buradan C0,1] uzayinda f(x) = sinx olmak tzere 1 + f = 1 + sinx
kuasi i¢c noktadr.

Sonug 2.3.28. Eger E ayrilabilir Banach latis ise E 'nin kuasi i¢ noktalar, vardur.

Kanit. M = (x,), C E olsun. E ayrilabilir oldugundan M= Edir. e = Z 5 |ﬁn| H
nll 2,
n=1
olarak tanimlayalim.
|| el _ 1
| I = < 5p =M,

2|zl " 20|l T 27

olur. Burada Z on serisi geometrik seri ve r = % oldugundan yakinsaktir. O halde e
n=1
Weierstrass M-testinden tanimlanir. Herhangi f € F alalim.
Z Z”H%H

elde edilir. Buradan e € F kuasi i¢ noktadir. O]

Sonuc¢ 2.3.29. E normlu Riesz uzay ve e € E kuasi i¢ nokta olsun. e € E zapf
birimdir.

Kamit. e € F kuasi i¢ nokta olsun. O halde Onerme 2.3.23’den ||z — z A ne|| — 0 olur.
Buradan e zayif birimdir. O]

Ancak her zayif birim kuasi i¢ nokta olmak zorunda degildir.

Ornek 2.3.30. C[0,1] uzayinda e(t) = t fonksiyonunu diginelim. e’nin zayf birim
oldugunu gdsterelim. Herhangi f € C|0,1] i¢in

fanet f <= [f(t)Ane(t) = f{t) nnt < [(t)

olmak tizere f(t) Ant € R ve sup f(t) Ant = g(t) olsun. g(t) # f(t) alalim. f(t) Ant <
g(t) < f(t) olur. g(t) < m(f(t) Ant) < f(t) Akt olacak sekilde en az bir tane m € N
vardir. Ancak g(t) supremum olamaz. e(t) =t fonksiyonunun C|0, 1] uzayinda kuasi i¢
noktasiy olmadigina gosterelim. 1(t) = 1 € C|0, 1] olmak iizere

Il =1 Ane|lo = sup ||1(t) — 1(t) Ane(t)]| = sup |1 —1Ant|]=1-»0
t€[0,1] te€[0,1]

oldugundan e(t) =t kuasi i¢ nokta degildir.
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Sonug 2.3.31. E sira strekli norma sahip Banach latis ise her zayf birim kuasi i¢
noktadar.

Kamit. e zayif birim olsun.

rAnetr = |z Ane| T |z
= [lz A nell = ]
— |[rAne—z| —0

olur. Boylece e kuasi i¢ noktadir. O]
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3 SIRA VE GORECELI DUZGUN YAKINSAK-
LIK

Bu boliimde sira yakinsakligin ve goreceli diizgiin yakinsakliklgin genel ozellikleri ve
teoremleri verilecektir.

3.1 Sira Yakinsaklik ve Ozellikleri

Sira yakinsama kavrami Riesz uzaylari teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Sira yakinsamanin
tanimi herhangi bir topolojiye bagh degildir. Bu boliimde sira yakinsama ve ozellikleri
incelenecektir. Bu kisimda [3, 4, 17, 29] kitaplar1 ve makaleleri incelenmigtir.

Tanim 3.1.1. F bir Riesz uzay ile A ve B iki yonlendirilmig kiime olmak iizere
(Za)aca € E bir net ve z € E olsun. Her bir 5 € B ve her a > ap i¢in |z, — 2| < yz L 0
olacak gekilde bir tane (yz) neti ve en az bir tane ay € A var ise (z,) netine sira-2
yakinsaktir denir ve z, = z seklinde gosterilir.  elemanina ise sira limiti adi verilir.

Genel olarak,
To 21 < VB € B,3apg € A,Va > aq iken |z, — 2| <y )0
olarak tanimlanir.
Lemma 3.1.2. Riesz uzayinda bir netin sira limite var ise tektir.

Kamit. Kabul edelim ki 2, = x ve 2, = 2 olsun. O halde

To 21 < VB € B,3a; € A Va > a; iken |z, — 2| < yz )0
To 22 <= VyeTl,Jay € A, Va > ay iken 2o — 2| <wvy, 0

yg 4 0 ve vy | 0 oldugundan (ys + v,) J 0 olur. O halde oy = max{ay, s} olarak
secilirse her a > « iken

v — 2| < |z — 2o + 20 — 2|
<|zo — x|+ |xa — 2|
< (ys+vy) L0

elde edilir. Buradan |z — z| = 0 olur. Boylece z = z elde edilir. O

Teorem 3.1.3. E bir Riesz uzay (v,) ve (z3) C E iki net olmak dizere x, = x ve
28 25 2 olsun. Asaqidaki kosullar saglanar.

(1) o] 2 |z|, 2t B 2t 27 2 2™ olur.

(ii) Her a,b € R i¢in az, + bzg - ax + bz olur.
(i11) To V 25 2 TV 2 ve To A 25 —> T A 2 olur.
(10) To T veya x4 | 2 ise x4 2> x olur.
(

v) Her a > aq icin x, < w 1se x < w olur.
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(Vi) 2o T ve T4 2 1 ise T4 T 2 oOlur.
Kamt. 1k olarak z, 2% z oldugundan

Vyel,doq € A, Vo > aq iken |z, — 2| <y, | 0

olacak sekilde y, neti vardir. Benzer sekilde 2z 2, 2 oldugundan
V0 € ©,36, € B,VB > [ iken |z5 — 2| <wp 0
olacak sekilde vy neti vardir.
Q

2t — 2| = |eaVO—2 V0| <|za—2[ <y, L0

olup x7 2 2+ elde edilir. Benzer sekilde,
lz, —27 | =]z NO—2 AO| <|zo,—2| <y, |0

olup z; = x~ olur. Son olarak |z,| 2 |z| oldugunu géstermek icin z% 2 27 ve
r; 2 x~ oldugunu kullanabiliriz. |z 2 |z| igin |z4| = 2} +27 ve |2| = 2t +2~
olarak tanimlandigindan ve y, | 0 oldugundan v, +y, = 2y, [ 0

|zl = [2ll = (25 +25) = (2" +27)|

= |zt + 2, —at — 27|
< log — 2|+ ey — a7
<Yyt Yy

<2y, 0
olup |z4| 25 |z| elde edilmis olur.
(i1) Tlk olarak ., | 0 ve vy | 0 oldugundan |aly, | 0 ve |bjvg | 0 olur. Buradan
(lalyy + [blvg) 1 O
olur.
V(v,0) e I' x ©,3(ay, 1) € ' x ©,Y(a, B) > (a1, 51)
iken

|(axq + bzp) — (ax + b2)| = |axs + bzg — ax — bz|
= la(zo — ) + (25 — 2)|
< la(za — )| + [|b(z5 — 2)]
< lallza — 2| + |b]|25 — 2|
< (lalyy + [blvg) 4 O

elde edilir.
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(1)
V(v,0) e T'x ©,3(a, 1) €T x ©,Y(ar, B) > (a1, 1)
iken
|ta Vzg—axVzl=|zaVzs—aVzg+a Ve —aVe
<|zaVzg—xVzs|+|zVe—zVe
< |wa — 3] +[25 — 2|
< (yy +ve) L 0
elde edilir. Benzer sekilde

V(’}/,G) el x @,3(&1,51) el x @,V(Ck,ﬁ) > (041,51)

iken
|[Ta N2g—T ANz =|xaN2g—2 AN2g+TN25—2 A2
<l|zaAzg—xANzgl+|xAzg—x A2
< Jwo — 2| + |25 — 2]
< (yy +vg) L 0
olur.

(iv) 24 T durumunu ele alahm. z, 1 oldugundan —z,, | olur. (z — x,) | 0 oldugunu
gosterelim. Bunun igin her t,,,t., € (z — 2,) i¢in to, = T — T4, Ve tay, = T — Tq,
olur. —z4,, —%4, € —T4 Ve —2, | oldugudan —z,, < —x,, ve —2,4, < —24,
olacak sekilde —z,, € —z, vardir. Buradan x —z,, < =2y, Ve T—2Tn, < T—Tq,

olur. O halde (z — x,) | elde edilir. sup(z,) = « ve inf(—z,) = —x olacagindan
inf(z — z,) = x + inf(—x,) = z + (—x) = 0 olur. Benzer sekilde z, |  durumu
gosterilir.

(v) o < wise w—x, > 0 olur. Ayrica z, 2 g oldugundan —z,, 2, _z olur. O halde
(w—24) 2 (w—2) elde edilir. Buradan (w—24)" = w—2 4 2 (w—2)* = (w—1)
yazilir ve w — x > 0 ise w > x bulunur.

(Vi) To T Ve o 2  olsun. z, 1 oldugundan (—z,) | olur. Her # € E icin 2~ < ||
oldugundan (z — z))~ < |xr — x,| saglanir ve her keyfi « igin

a<d = x,<uzy

= —To = —T,

— T — Ty ST — T,

= —(x—x4) < —(x—2x,)

— —(x—2,)VO< —(x—2,)VO0
— (r—x4) <(x—xy)"

e 0 (0—2a) < (2 —7) Sy 40
= 0< (v —2,) <infy,=0
— —(x—x,)V0=0

— —(x—x4) <0

= z,—2 <0

= I, <
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olup z bir tist stmirdir. Her a > a4 icin
0< (1= 2a) = = 2a <3, 40
elde edilir.
inf(r —2,) =0 = —sup(zr —z,) =0 = supz, =2z
olur. Buradan x, T x elde edilir.

[]

Tanim 3.1.4. F bir Riesz uzay, (z,) C E bir net ve x € F olsun. Her bir o € A ve
her a > ayp i¢in |z, — x| < y, olacak gekilde y, | 0 neti ve en az bir tane ay € A var
ise (14) netine sira-1 yakinsaktir denir ve z, ~ x seklinde gésterilir. z elamanima (z,)
netinin sira limiti ad1 verilir.

Her zaman sira-1 yakinsak ise sira-2 yakinsaktir. Ancak tersi her zaman dogru olmak
zorunda degildir. Agagidaki 6rnek [30] kaynaginda goriilebilir.

Ornek 3.1.5.
E={g:R—>R:g=cl+ f,c € R ve f sonlu destek kiimesine sahip fonksiyon }

olarak tanamlayalim. (E, <) siraly vektor uzaydur.

(91 V g2)(x) = g1(7) V ga()

olarak tanymlansin. E bir Riesz uzaydir. {n} tek elemanls kimesinin karakteristik fonk-
siyonu her n € N i¢in x,, = Xy olarak alalim. x,, dizisinin sira-2 yakinsak oldugunu
gosterelim.

A ={R ’da tim sonlu alt kiimelerin kiimesi }

olarak tanamlayalim. Her oo € A igin z,, «’man karakteristik fonksiyonu olsun. (z,) bir
nettir ve zo, T 1 olur. y, = 1 — z, olarak alimirsa y, | 0 elde edilir. O halde her bir
a € A igin m > maxa ve her n > m iken x, < y, olacak sekilde en az bir tane
m € N vardwr. Buradan x, = 0 elde edilir. x,, dizisinin 0 elemanina sira-1 yakinsak
olmadigin gosterelim. Kabul edelim ki x,, = 0 olsun. Buradan her n > ng i¢in , < u,
olacak sekilde w, | O dizisi vardir. Boylece her k > n i¢in xp < u, olur. Buradan sonlu
kiime F,, hari¢ 1 < u, bulunur. Herhangi t € U;> | F,, elemans i¢in u,(t) > 1 hern € N
bulunur ki u, | 0 kosulu ile celiski elde edilir.

Agagidaki lemma’da Dedekind tamlanisi ile sira yakinsaklik tanimindan bahsedi-
leceginden oncelikle Dedekind tamlik tanimini hatirlayahm. E bir Riesz uzay olmak
iizere E’nin bog kiimeden farkli her iistten siirl alt kiimesinin supremum degeri var
ise I/ uzayma Dedekind tam uzay denir. Benzer sekilde E’nin bosg kiimeden farkl her
istten siirh sayilabilir alt kiimesinin supremum degeri var ise E uzayina Dedekind
o-tam uzay denir.

Lemma 3.1.6. E bir Riesz uzay olsun.

o [ Riesz uzayr Dedekind tam olmasi icin gerek ve yeter kosul 0 < z, T kosulunu
saglayan E i¢indeki her (x,) neti i¢in xo T x olan bir x € E var olmasidr.
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o F Riesz uzayr Dedekind o-tam olmast i¢in gerek ve yeter kosul 0 < x,, T kosulunu

Tanim 3.1.7. E bir Riesz uzay olmak iizere F', E'nin Riesz alt uzay1 olsun. Her z € F
icin x < v olacak sekilde v € F' varsa F'’ye majorizing uzay denir.

Teorem 3.1.8. (Nakano-Judin) E Arsimet Riesz uzay olsun. E uzayina Riesz izomor-
fik olacak sekilde majorizing ve swra yogun Riesz alt uzayin iceren E° Dedekind tam
Riesz uzay vardwr. Béylece E, E° uzayinin Riesz alt uzaydur ve x € E° i¢in

r=sup{y e F:y<z}=inf{z € F:z>x}
olarak tanimlanar.

Tanim 3.1.9. E Argimet Riesz uzay olmak tizere Teorem 3.1.8’da belirtilen kogulu
saglayan E° uzayma FE’nin Dedekind tamlanigi denir.

Lemma 3.1.10. E bir Riesz uzay olmak tizere E°, E nin Dedekind tamlams: ve (z4) C
E bir net olsun. E i¢inde xo = x olmas icin gerek ve yeter kosul E° icinde x, = x
olmasudar.

Kamt. (=) E iginde 7, 2 x olsun. O halde
VB € B,day € A, Va > o iken |z, — 2] < 2510
olacak gekilde en az bir tane (z5) neti vardir.
B={uecE :38>picin z5 < u}

olarak tanimlayalim ve B icinde u; > us <= E° icinde u; < us olsun. u = y,
olacak sekilde E° icinde bir net alalim.

Yo =sup{zs € £ : 25 < Yo} = 23,
olarak tanimlayalim. Buradan y, | 0 olur.
Jog € A, Va > o icin |z, — 2] <25 < 25 <Ya L 0
Boylece E? icinde z, 2 x olur.
(<) E? icinde 2, = x olsun. O halde |z, — 7| < z, olacak sekilde 2, | 0 neti vardr.
B={pf€FE:3a>aicin > z,}

ve B’ de B > (B2 iken E’ de fB; < (5 olarak tammlayalim. y3 = (3 olacak sekilde
bir net alalm. E, E°’ da sira yogun oldugundan 3 | 0 elde edilir. 8 € B icin en
az bir tane ay vardir z,, < 8 = yg olur. Her a > o igin

|xoz_x|§2a§2a1 §y5$0

Boylece E icerinde z, 2 z olur.
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Buradan sonra sira yakinsaklik tanimi olarak sira-2 yakinsaklik tanimi kullanilacaktir
ve T, - x olarak gosterecegiz.

Ornek 3.1.11. (X, X, u) bir 6l¢i uzays ve p, o-sonlu olmak tizere
Lo(p) = {f : X = R délgiilebilir fonksiyon, f(x) < oo h.h.h. }

olarak tanimlayalim. (f,) C Lo() bir dizi ve f € Lo(p) olsun. Her x € X ve her u-hhh
icin fo(x) — f(x) oluyor ise f, — f p-hhh noktasal yakmsar ve f, = f seklinde
gosterelim. Her € > 0 i¢in u(A) =0 ve limpu({z € X : |fu(z) — f(x)| > €}) = 0 olacak
sekilde en az bir tane A € ¥ var ise f, — f olgide yakinsaktur ve f, & f seklinde
gosterilir. p, o-sonlu oldugu igin L,(p) i¢inde asagidaki ifadeler dogrudur.

[ = fa> f
for | = fu, 2 f

Kamt. Oncelikle birinci ifadeyi ispat edelim. f, - f olsun. O halde en az bir tane
ap € N igin her o > ayp iken |f,,(z) — f(2)| < gm | 0 olacak sekilde en az bir tane (g,)
vardir. g, = % alirsak inf g,, = 0 olur. Her ¢ > 0 i¢in en az bir tane N = % olarak
secilirse her n > N i¢in |f,(z) — f(z)] < 1 < + < e O halde f, = f elde edilir. Diger
yonii icin f,, = f olsun. Buradan (f, — f) - 0 olur. Egoroff teoreminden en az bir tane
A T 00 vardir ve A\, (f, — f) = 0 elde edilir. Burada h,, = M\,(f, — f) ve h = sup hy,
olarak tanmimlansin. g, = %h 4 0 olur.

An
1
1

Ikinci ifadeyi ispat edelim. Ilk olarak f, = f —> fnkj 2 f oldugunu gosterelim.
fu B f olsun. Her € > 0 ve limy, oo u({z € X : |fo(z) — f(z) > €}) = 0 icin

1
p{z € X2 | fan () = fl2) 2 1) = 5
olacak gekilde en az bir tane n; € N vardir. Benzer sekilde
1 1
p{z € X2 [fan(2) = fl2) 2 51 < 55

olmak tizere ny > ny olacak sekilde ny € N vardir. Bu gekilde devam edilirse

1

D<o

| =
VAN

plfe € X | fu () = fz) 2

olmak tizere nj > nj_1 olacak sekilde ny € N vardir.

Av={z € X : |fu (@)~ [(@)] > 1)
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olarak tammlayalim. = ¢ N2, UpZ, Ay ise x ¢ UL, Ag olacak sekilde bir j vardir.

Boylece k = j, k = j+1, k:—]+2 < iginx ¢ Ay, olur O halde |f,, (z)— f(z)| < £’dur.

Buradan N52; UpZ; Ay kiimesinin diginda f,,, dizisi f’e yakinsaktir. O halde f,, % f

olur. Boylece ilk 6zellikten f,, = f, dolayisiyla f,, = f elde edilir.
fnkj 5 f = f, 5 f oldugunu gosterelim. f, nin her alt dizisi 0’a hemen hemen
her yerde yakisak bir alt diziye sahip olsun. Ilk olarak u(A) < oo olacak §ekilde

A € ¥ igin limy, o [ A 1 d,u = 0 oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki |, 5 + f
0’a yakinsak olmasin. O halde en az bir tane € > 0 igin [, 7 +

(fn)'nin (gy,) alt dizisi vardir. Aym zamanda kabulden (gn) nin bir alt dizisi vardir (hy)
. . hhh h

oyle ki h,, — 0 olur. Buradan : +’;Ln ; +h

Yakmsaklik Teoreminden [, 5 +h a1 +h

oldugundan geligki olur. O halde lim,, o, [ 1 1 d,u = 0 olmalidir.
A, ={w e A: f,(w)e} tammlayalim.

t> e L > <
14+t 7 1+¢
oldugundan A, = {w € A: 5 f}:&) > i : f}n XA, 2> T5eXA, Ve boylece
€ (A, = / © yadu< / o dp =0
14l = Anl—l—eXA"ﬂ_ anA a
Boylece ju(A,) — 0 olur. Buradan f,, & 0 elde edilir. O

Tamim 3.1.12. E bir Riesz uzay ve (z,) C E bir net olsun. (x4 —2)(a,s — 0 ise (z4)
netine sira-Cauchy denir.

Not 3.1.13. E bir Dedekind tam Riesz uzay ve (x,) C E bir net olsun.

Ty T > 1nfsup|a:5—x|—0 < x—mfsupxg—sup inf f 26
B> @ Ba B2

Tanim 3.1.14. F bir Riesz uzay, F' C E alt kiimesi olsun. Herhangi (z,) C F ve FE

icinde z, = x iken & € F oluyor ise F’ye sira kapali denir. Eger bu tanimda net yerine
dizi alirsak o-sira kapali adi verilir.

Lemma 3.1.15. E Riesz uzaywnin F' solid alt kumesinin sira kapalr olmast i¢in gerek
ve yeter kosul (xo) C F olmak tizere 0 < x, 1 x neti i¢in x € F olmasidar.

Kanit. (=) F solid, sira kapal ve (z,) C F i¢in x, T x olsun. z, 1 = oldugundan
Teorem 3.1.3’den z, = z olur. F sira kapali oldugundan = € F elde edilir.

(<) (zo) € F solid, 0 <z, T x ve x € F olsun. z, T z oldugundan Teorem 3.1.3’den
To — x olur. O halde |z, — x| < ys olacak sekilde yg | 0 neti vardir. Burada
0<(Jz| —yp)" 1 |z| ve (Jz] — ys)" < |za| kosgullar saglanir. F' solid oldugundan
her « icin (7| — y5)* € F'dir. (Jz| — yg)™ 1 |2| oldugundan (|| — y5)" = |z|
olur. x € F oldugundan F' sira kapalidir.

[
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Bu lemmadan sonra on bilgiler iinitesinde verilen band kavramini tekrar diigtine-
biliriz. I C E bir ideal olmak iizere eger I sira kapali ise band adini alir. Band i¢in
verilen biitiin sonuglar sira kapalilik kavramai ile tekrar ispatlanabilir.

E bir Riesz uzay, F' Riesz alt uzay1 olsun. Eger F’in her alt kiimesinin supremum
degeri veya infimum degeri F’in i¢inde yer aliyor ise F', E’'nin i¢ine gomiilebilir denir.

Tanim 3.1.16. E bir Riesz uzay olmak iizere F', E'nin Riesz alt uzay1 ve K C F
olsun. K'nin F i¢inde ki infimum degeri ile F' i¢inde ki infimum degeri ayni ise F'ye
regiiler uzay denir.

Teorem 3.1.17. E bir Riesz uzay ve F, E'nin Riesz alt uzay olsun. Asagidaki ifadeler
birbirine denktir.

(i) F, E’nin regiler alt uzayidar.
(17) Eger (xo) C F neti F icerisinde x, | 0 ise E igerisinde de x, | 0 olur.
(1ii) Eger (x4) C F neti F icerisinde x4 2 x ise E icerisinde de x4 2 x olur.

Kamt. (i) = (ii) F, E’'nin regiiler Riesz alt uzay1 olsun. Bu durumda her u,v € F
ikilisi icin v Vv € F' ve u Av € F ve F regiiler oldugundan bu supremum veya
infimum degeri E igerisinde de aymdir. (z,) C F neti z, | 0ise —z, 1 0 olur. Bu
supremum degeri £ igerisinde de ayni olacagindan E icerisinde de —z, 1 0 olur.
Boylece E igerisinde z,, | 0 elde edilir.

(i1) = (i) (v,) C F neti igin 2, | 0 olmak iizere z, - x olsun. F icinde z, = x
oldugundan (z, — z) | 0 ve (7, — ) = 0’dir. Kabulden E icinde (z4 — z) | 0
olur. Sira yakinsaklik 6zelliginden F icinde z, — x olur.

(i41) = (i) (za) C F neti i¢in x, | olmak iizere F' i¢inde z, — x olsun. Buradan
(£o — ) 2 0 yazahr. F icinde (4 — ) = 0 ve (24 — x) | oldugundan sira
yakinsaklik 6zelliginden (x, — z) | 0 saglanir. Kabulden E iginde de (z, —x) | 0
kosulu saglandigindan F' regiilerdir.

[

Lemma 3.1.18. Her I ideali regiler Riesz alt uzaydar.

Kamit. I bir ideal, (z,) C I ve I igerisinde z, | 0 olmak iizere E igerisinde inf(z,) =
e # 0 olsun. Infimum 6zelliginden her avicin 0 < e < z, olur ve I bir ideal oldugundan
e € I elde edilir. Boylece I igerisinde inf(z,) = e elde edilir. Bu durum e’nin 0 olmasi
ile celigir. O

Her regiiler Riesz alt uzay: ideal olmak zorunda degildir. Ornegin; A = {(z,x) :
r € R} uzay1 R?’de Riesz alt uzaydir. Aym zamanda her u,v € A igin v = (uy,u1)
ve v = (vy,v;) olmak iizere A igerisinde u Vv = (u; V vy, u; V v;) tammlanir ve R?
igerisinde de aymidir. Boylece A regiilerdir. Ancak A bir ideal degildir.

Tanim 3.1.19. E bir Riesz uzay ve F' Riesz alt uzay olsun.

e [/ icerisinde ki her 0 < x i¢in 0 < y < x olacak sekilde en az bir tane y € F' var
ise I, E igerisinde sira yogundur denir.

e F igerisinde ki her 0 < z i¢in 0 < z, 1T z olacak sekilde (z,) C F dizisi var ise
F, F icerisinde stiper sira yogundur denir.
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Her siiper sira yogun sira yogundur. Ancak tersi her zaman dogru olmak zorunda
degildir. Ornegin; E = R?’ de lexicografik siralamay1 ve F = y-eksenini olarak diigiine-
lim. F' sira yogundur. Ancak (0,1) eleman i¢in (0,1)= sup{y € F*:0 <y < (1,0)}
olacak sekilde y € F'™ elemani yoktur. Bu durumda F' siiper sira yogun degildir.

Teorem 3.1.20. Her sira yogun Riesz alt uzayr regiler Riesz alt uzaydar.

Kanat. Kabul edelim ki F' sira yogun ancak regiiler olmayan bir Riesz alt uzay olsun.
Bu durumda (z,) € F neti F igerisinde z, | 0 olmak iizere Teorem 3.1.17°dan F
icinde x, | 0 kosulu saglanmaz. Boylece bir tane 0 < z € E i¢in 0 < x < x, olur.
F, E igerisinde sira yogun oldugundan 0 < y < x olacak sekilde bir tane y € F' vardir.
Buradan F' icinde tiim « indisleri i¢cin 0 < y < z, olur. Bu durum =z, | 0 olmasi ile
gelisir. Bu durumda F' regiiler uzaydir. O

Teorem 3.1.21. E Arsimet Riesz uzay olmak tzere F', E’nin sira yogun Riesz alt
uzayr olsun. F Dedekind tam ise F, E i¢inde idealdir.

Kanit. y € Fvex € Figin 0 < x < y olsun. £ Argimet Riesz uzay ve F, E i¢inde
sira yogun oldugundan Teorem 2.2.40’dan E iginde 0 < z,, T z olacak sekilde (z,) C F
neti vardir. F' Dedekind tam oldugundan Lemma 3.1.6’den F' iginde 0 < z, T w olacak
sekilde w € F vardir. Teorem 3.1.17°den F' regiiler Riesz alt uzay olur ve boylece
E iginde z, T w elde edilir. Buradan x = w € F olur. O halde F', F uzaymin bir
idealidir. O

Tanim 3.1.22. F bir Riesz uzay ve F, E'nin Riesz alt uzay1 olsun. Her x € E elemani
F' icinde bir netin sira limiti oluyor ise F, F ig¢inde sira yakinsakliga gore yogundur
denir.

Genel olarak F', E icerisinde sira yogun ise sira yakinsakliga gore yogundur. Ancak
tersi her zaman dogru olmak zorunda degildir.

Ornek 3.1.23. g surekli fonksiyon ve h sonlu tane nokta hari¢ sifir degerine esit
fonksiyon olmak tzere E, f = g+ h formunda yazilabilen [0, 1] dzerinde reel degerli
fonksiyonlar kiimesi olsun. Buradan E, R®Win Riesz alt uzaypdwr. F = C[0,1] olmak
tzere F, E 'nin Riesz alt uzaydir. F' sira yogun degildir. Gergekten,

1 T =
1 =
2 0 x #

olmak tzere 0 < g < X1 olacak sekilde g € C0, 1] sirekli fonksiyonu yoktur.

X

N —= N

Teorem 3.1.24. E bir Riesz uzay ve ' C E siwra yogun, majorizing ve regiler alt uzay
ve (x4) C F bir net olsun.

F i¢inde x4 = 0 olmast icin gerek ve yeter kosul E icinde x, — 0 olmasidar.

Kamt. (=) F regiiler oldugundan Teorem 3.1.17°den F iginde z, — 0 ise E icinde
To = 0 saglanir.

(<) E iginde x, = 0 olsun. O halde |z,| < ug } 0 olacak sekilde (ug) neti vardir.
A={y e F:3p i¢in y > ug} olarak tammlayalim. E iginde inf A = 0 olur.
Kabul edelim ki F' i¢inde inf A # 0 olsun. O halde 0 < z < A olacak sekilde
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z € E vardir. Buradan z < {y € F : y > ug} olacagindan z < wug olur. O
halde z = 0 elde edilir. F iginde inf A = 0 olur. A agagi yonlendirilmig kiime
oldugundan A, F' i¢inde azalandir. Boylece A’y1 F' i¢inde azalan bir net olarak
diigiinebiliriz. |z4| < ug | 0 oldugundan F' iginde x, = 0 olur.

O

Sonug 3.1.25. E bir Riesz uzay ve (x,) C E bir net olmak izere E igerisinde ., %0
olmasi icin gerek ve yeter kosul E° icerisinde xo — 0 olmasidar.

Teorem 3.1.26. E bir Riesz uzay ve F,E’in regiiler Riesz alt uzayr olsun. F°, E°
i¢inde regquler Riesz alt uzaydar.

Lemma 3.1.27. E bir Riesz uzay ve F, E'nin regiler Dedekind tam Riesz alt uzaye
olsun. (yo) C F swra simarh bir net ve x € E olmak tizere E iginde yo, — v ise v € F
ve F icinde yo > x olur.

Kamit. E°, E’in Dedekind tamlanisi ve (y,) C F, # € E olmak iizere E icinde y, — x
olsun. y, — « oldugundan z = inf, SUPgsq Yp = Sup, infg>, ys olur. F' Dedekind
tam oldugundan supremum ve infimum degerleri vardir. Ayrica F' regiiler ve F' C E
oldugundan F' igindeki supremum ve infimum degerleri E ile aynmidir. Boylece z € F
ve F icinde y, - z elde edilir. O

Sonuc¢ 3.1.28. F bir Riesz uzay ve F, E'nin regiler Riesz alt uzay: olsun. F' i¢inde
To = 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul her (x,) C F swa smarl neti i¢in E icinde
Ty — 0 olmasidar.

Kanat. (=) Teorem 3.1.17°dan aciktir.

(«=) Her sira siurh (z,) C F neti i¢in E icinde z, — 0 olsun. Sonug 3.1.25'dan E

icinde 2, = 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul E? icinde 2, = 0 olmasidir. Ayrica

E bir Riesz uzay ve F, E'nin regiiler Riesz alt uzay1 olmak {izere F°, E°'nin regiiler

Riesz uzayidir. Béylece Teorem 3.1.17°den F? icinde z, - 0 olur. Buradan F?
icinde x, = 0 oldugundan Sonuc 3.1.25’dan F icinde z, — 0 elde edilir.

O

Sonug 3.1.29. E bir Riesz uzay ve F', E’nin regiiler Riesz alt uzayr olsun. E icerisinde
F' sira yakinsakliga gore yogun ise ', E icerisinde sira yogundur. Dahasi, F' Dedekind
tam ise F', E’nin bir idealidir.

Kamt. F, F igerisinde sira yakinsakliga gore yogun olsun. F';, E’nin regiiler Riesz alt
uzay1 oldugundan F°, E° icerisinde regiiler Riesz alt uzayidir. F°, E° icerisinde ideal
oldugunu gostermeliyiz. b € F? ve a € E? olmak iizere 0 < a < b olsun.

0,a] ={z € E°:0<a<b}

olarak tammmlansin. E, E? icerisinde sira yogun oldugundan a € E? i¢in a = sup|0, a]NE
olur. z € [0,a] N E alahm. F', E igerisinde sira yakinsakhga gore yogun oldugundan F
icerisinde y, - x olacak sekilde (y,) C F neti vardir. Sonuc 3.1.25’den E icerisinde
Yo — x oldugundan E° icerisinde de y, 2 x olur. zo = |24| A b olarak tanimlansin.
Za, F? icerisinde sira smirh bir nettir ve z, — z olur. Boylece Lemma 3.1.27°dan
x € I elde edilir. Buradan E° icerisinde a = sup[0,a] N F olur. Ancak F? igerisinde
[0,a] N FY sira starh oldugundan E° igerisindeki supremum degeri ile F° icerisinde

40



supremum degeri aymidir. Boylece a € F° elde edilir. F° solid olur. Buradan F?, E°
icerisinde bir idealdir. F'nin F icerisinde sira yogun oldugunu gostermeliyiz. z € E*
alalm. F, E icerisinde sira yakinsakliga gore yogun oldugundan gy, — x olacak sekilde
Yo C F meti vardir. Buradan |y,|V # = z elde edilir. O halde 2 = |y,,| V 2 > 0 olacak
sekilde en az bir tane o vardir. F° bir ideal oldugundan z € F°. F? icerisinde F’nin
sira yogun oldugundan 0 < y < z < x olacak sekilde y € F vardir. Boylece F', E
icerisinde sira yogundur. F' Dedekind tam ise E9nm bir idealidir. Béylece F, E’'nin bir
idealidir.

O

Lemma 3.1.30. FE sira stirekli norma sahip Riesz uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

To = 0 ise T, M) 0 olmasidar.

Kamt. (=) E sirasiirekli norma sahip Riesz uzay ve z, = 0 olsun. z, - 0 oldugundan
|zo] < yp | 0 olacak sekilde (yg) neti vardir. Ayni zamanda E sira siirekli norma
sahip oldugundan ||z.|| < ||ys]| J 0 olur. Boylece ||z.|| < |lys|| — O elde edilir.
Buradan ||z,|| — 0 olur.

(<) 1o > 0 ise x4 M> 0 ve o 4 0 olsun. z, | 0 oldugundan sira yakinsaklik

ozelliginden z, = 0 olur. Kabulden z, Tl gdir. O halde |za|| — 0 elde edilir.
Boylece Teorem 3.1.3’den ||z,| | 0, yani bagka bir ifade ile £ sira siirekli norma
sahiptir.

[l

Lemma 3.1.31. E bir Banach latis olmak tzere (x,) C E bir dizi ve x € E olsun.

Ty LGS T, — x olacak sekilde en az bir tane (x,,) C E alt dizisi vardir.

[l
Kamt. x,, — x olsun.

a:nM)x <= Ve>0,3dN € N,Vn > N iken ||z, —z| <€

<= Ve > 0,IN € N,Vn;, > N iken ||z,, —z| < 2—2

[e.o]

oo o0 oo
Z |y, — 2| < Z Q—Ek < € oldugundan Z |z, — x| serisi yakinsaktir. Z [
k=1

k=1 k=1 k=1

oo
serisinin yakinsak olmasi E |z, — x| serisinin mutlak yakinsak olmasidir. Seri mutlak

k=1
00 n

yakinsak ve E bir Banach latis ise Z |z, —x| = s yakinsaktir. O halde s,, = Z |, —

k=1 k=1
x| kismi toplamlar dizisini diigiinelim. s,, > 0 ve $,,41 > s, oldugundan s,, T s elde edilir.

$— 8, = Z |2p, — 2| = u, >0 ve uyq1 < uy, oldugundan w, | 0 olur.
k=n+1
Sp T8 = sups, =s
— s—sups, =0
= s+ inf{—s,} =0
— inf{s—s,} =0
= inf{u,} =0
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Boylece (z,,) alt dizisi i¢in her n > ny, iken |z,, — 2| < u, | 0 oldugundan z,, 2o
elde edilir. [

Teorem 3.1.32. E bir Riesz uzay olmak tuzere asaqidaki ifadeler birbirine denktir.
i) E Argimettir.

ii) R'de Ao = 0 olacak sekilde (\o) swnarl neti var ise her u € E igin A\qu > 0 olur.

(
(
(i43) R’de A, = 0 ise her u € E igin A\,u = 0 olur.
(iv) Her B bandi i¢in B = B olur.

(

V)0#£A CEtveAdy={veFE :Yue A igin0<v<u}iseinf{fu—v:ue A ve
v e A} =0 olur.

Kamt. (i) = (ii) E arsimet ve R'de A\, = 0 olacak sekilde (\,) smirh neti olsun.
(Aa) sturh oldugundan supremum degeri vardir. y5 = supgs,, |Aa| olsun. Ay = 0
oldugundan 1= supgs, [Aa| | 0 olur.

[Aate] = [Aalfu] < pglul

oldugundan pglu| | 0 oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki pglu| | 0 olmasim.
Buradan bir tane v € E* vardir her bir « i¢in 0 < v < pglu| elde edilir. Her
bir n € N icin her 8 > 3, icin pug < % olacak sekilde en az bir tane (3, vardir.
Buradan her n igin nv < |u| olur ve E argimet oldugundan v = 0 olmalidir.
Ancak bu durum 0 < v olmasi ile gelisir.

(i1) = (i17) Asikardir.

(i4i)) == (iv) R'de Ay = 0 iken her v € E igin Ayu = 0 ve B bir band olsun.
Her zaman B C B% olur. O halde B C B oldugunu gosterelim. 0 < v € B%
alalim. Kabul edelim ki u # sup{v € B : 0 < v < u} olsun. x € B ve her n
icin 0 <nzr <wuveya () <z < %u olur ve %u J 0 oldugundan = = 0 elde edilir.
Boylece u = sup{v € B : 0 < v < u} olmahdir. B bir band oldugundan u € B
elde edilir. Buradan B9 C B olur. Béylece B = B.

(iv) = (v) J, E'nin ideali olsun. Ilk olarak J tarafindan iiretilen ideal J% ile aym
oldugunu gosterelim.

B; ={u € E :u, C J neti vardir 6yle ki 0 < u, T |ul}

olarak tanimlansm. J% bir band oldugundan J C J% yazilir ve B; C J% olur. B
herhangi bir band olmak iizere J C B iken J% C B% = B oldugundan B; = J%
elde edilir. ) # A, C ET bir alt kiime ve

Ay={veE:VYue A i¢in 0 <v <u}

olsun. Kabul edelim ki inf{u —v : u € A; ve v € Az} # 0 olsun. Boylece w € E*
icin her u € A;,v € Ay i¢in 0 < w < u — v olur.

w<u—v = wt+v<u
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olur ve buradan w + v € A, elde edilir.
w<u—(w+v) = w<u—w—v = 2w<u—"v
elde edilir. O halde bu sekilde devam ettirildiginde
0<nw<u—v<u
elde edilir. Buradan w = 0 sonucu elde edilir.

(v) = (i) Kabul edelim ki her n € N igin 0 < nu ve A; = {v — nu : n € N} olsun.
Buradan A = {x € E : 2 < v — nu} olur.

inf{u —v:ue A veve A} =inf{lv—nu—xz:neNaxzec A} =0

olarak yazilir. Buradan 0 < u < v —nu — x olacagindan u = 0 elde edilir. Boylece
E Argimettir.
m

3.2 Goreceli Diizgiin Yakinsaklik ve Ozellikleri

Bu boliimde sira yakinsamanin yani sira Riesz uzayindaki diziler i¢in bagka bir yakinsaklik
gesidini ele alacagiz. Bu boliimde [2, 4, 5, 26, 29] kaynaklar1 dikkate ahmmigtir.

Tamim 3.2.1. E bir Riesz uzay, (x,) C E bir dizi, x € F ve u € E* olsun. Her ¢ > 0
icin n > N iken |z, — x| < eu olacak gekilde bir N € N varsa (z,,) dizisi x elemanina

u-diizgiin yakimsaktir (u-uniformly convergent) denir ve z,, — x ile gosterilir.

Tanim 3.2.2. E bir Riesz uzay, (v,) C F bir dizi ve v € F olsun. ,, — x olacak
sekilde bir u € ET varsa (x,) dizisi z elemamma goreceli diizgin yakinsaktir (rela-
tively uniformly convergent) denir ve x, — z ile gosterilir. z elemanma ise diizgiin
limit(uniformly limit) ad1 verilir.

Tanima denk olarak basgka bir tanimda verilebilir.

Tanim 3.2.3. E bir Riesz uzay, (x,) C E bir dizi ve u € ET olsun. Her n € N igin
|z, — x| < e,u olacak sekilde €, | 0 kogulunu saglayan bir (e,) pozitif skaler dizisi var
ise (z,,) dizisine goreceli diizgiin yakinsaktyr denir.

Lemma 3.2.4. Riesz uzayinda bir dizinin duzgin limiti var ise tektir.
Kanit. x, — x ve x, — y olsun.

T, % x <= Juc Bt Ve>0,IN; € N,Vn > N, icin |z, — 2| < eu
T, 5y <= Fve€ ET,Ve>0,IN, € N,Vn > N, icin |z, — 2| < ev

w = u+ v alalm. Verilen € > 0 i¢in N = max{Ny, Ny} olarak secilirse her n > N iken
2= 9] < 2w — @+ a0 — y| < cut ev = c(utv) = ew
olur. Boylece = = y elde edilir. O]

Lemma 3.2.5. E bir Riesz uzay , (z,), (y,) C E birer dizi olmak iizere x, = x ve
Yn — y olsun. Asaqidaki ifadeler dogrudur.
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i) ot Dot o DS o x| 2 (2| olur.
ii) Her a,b € R i¢in az, + by, — ax + by olur.

(
(
(4i1) Tp V Yo —> x \V y olur.

(V) Tp A Yn — x Ay olur.

Kanit. z, =% x ve y, — y olsun. O halde,

T, %5 x <= Ju€ ET,Ve>0,IN, € N,Vn > N iken |z, — z| < eu

Y~y <= v € ET Ve >0,3N, € N,Vn > N, iken |z, — 2| < ev

olur.

v —a2t| =z, V0O—2 V0|
< |z, — 2|

< eu

olur. Boylece zt ™% 27 elde edilir. Benzer sekilde,

|z, —27| =]z, ANO—2 AO|
< |y —
< eu

olur. Buradan z; *% 2~ elde edilir.

l2n] = J2l| = |z — 2" + 2, — 27|
<oy =t + ]z, — a7

< eu+ eu = 2¢eu
olur. O halde |z,| = |z| elde edilir.
(77) Her a,b € R i¢in

|awn + byn — ax = by| < laf|z, — x] + [b][yn — Y|
< |aleu + |blev
< €(|alu + |b|v)

lalu + |blv € E* oldugundan ax,, + by, — ax + by elde edilmis olur.
(4)
|$n\/yn_x\/y| = ‘xn\/yn_x\/yn"i_xvyn_xvm
< ‘xnvyn_mvyn| + ]w\/yn—x\/y]

§|xn_m|+|yn_y|
<eu+ev=e(u+v)
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(iv)

’xn/\yn_x/\m:‘xn/\yn_x/\yn‘Fx/\yn_x/\m
< | Ayn — 2 Ayn| + |2 Ayp —x Ayl
< |zn — 2+ |yn — ¥l
<eu+ev=¢€(u+v)

Teorem 3.2.6. F bir Riesz uzay ve (x,) C E bir dizi olsun.

ru . (0]
T, — X 18€ T, — T olur.

Kanit. x, — x olsun. Buradan,
T, 5w <= Juc ET Ve>0,INy € N,¥n > Ny iken |z, — 2| < eu

olur. 4, = u= olarak alalim. O halde y,, | ve inf(y,,) = 0 oldugunu gosterelim.

1 1 S| 1
m<nicin - < — = Yue FE" icin —u< —u = ¥, < Un
n om n m

oldugundan v, J bulunur. Aym zamanda E uzay1 Argimet oldugundan herhangi bir
u € ET igin Lu | 0 olur.

1
[Zn — 2| <u—=yn L 0
m

olur. x, = x elde edilir. O
Tersi her zaman dogru olmak zorunda degildir.
Ornek 3.2.7. C[0,1] uzay tizerinde
fots f = fo 5 f
o= f = o f
olarak diisiinebiliriz. f, = f olacak sekilde bir (f,) dizisini disinelim. f, - f olur

fakat f, LiN f yani f, =% f olmak zorunda degildir. olmak iizere f,(x) = f(x) iken
fn(x) oo, (x) diizgiin yakinsak degildir.

Ancak baz kogullar ile birlikte z,, ~» 2 <= z,, = x gecerlidir. Oncelikle agagidaki
tanima ihtiyacimiz vardir.

Tanim 3.2.8. E bir Riesz uzay ve (r,) C E bir dizi olsun. z, = 0 iken A\,z, = 0
ve 0 < A, T oo olacak sekilde en az bir tane (\,) C R dizisi var ise (x,) dizisi sira
yakinsamaya gore kararlidir denir.

Teorem 3.2.9. E bir Riesz uzay, (x,) sira yakinsamaya gore kararle bir dizi olsun.

T, — x olmasi icin gerek ve yeter kosul z,, — x olmasidar.
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Kanit. (=) Teorem 3.2.6’den agiktir.

(<) 2, > x ve (,) sira yakinsamaya gore kararh bir dizi olsun. (x,,) sira yakinsamaya
gére kararl oldugundan \,z, 2 0 olacak sekilde en az bir tane A, T oo vardir.
Ik olarak z, = 0 iken z,, — 0 oldugunu gosterelim. \,z,, — 0 oldugundan

MZn 20 = |A\zn| < 2, olacak sekilde 2, | 0 vardir.

O halde,

z z 1
M’”‘g ! —— 2 €eFt = 2,350
n

| AnZn| < 2m |z,| < P‘n‘ A

Simdi z,, = x iken z,, — x oldugunu gosterelim.
o o
Ty =T = U, =T, — T — 0
U
= u, — 0
TU,
== r,—1 —0

Tu,
= I, —

Ornek 3.2.10. y,0- sonlu olmak iizere (x,) C Lo(p) ve x € Lo(p) igin
Tp 2 T = Tp — 1 <= T, — T olur.

Kamit. Tlk olarak Ty 2T = T, — oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki z,, S
olsun. Egoroff Teoremin’den ), 1 oo ve \,(z, — ) = 0 olacak sekilde bir (\,)
pozitif reel sayilar dizisi vardir. y = sup{\,|z, — x| : n € N} olarak tamimlayalim.
Buradan y € Lo(u) olur.

1
M|t — 2| <y = |1:n—:17|§)\—y

elde edilir. Boylece x,, — x olur.
Teorem 3.2.6’den z, — © = x, —  olur.

Ornek 3.1.11’den z, > © = =, — « asikardr.

[
Teorem 3.2.11. E normlu Riesz uzay ve (x,) C E bir dizi olsun.
Ty — T ise Ty, M> z olur.
Kanit. x, — x olsun.
T, 5w <= Ye>0,3IN € N,Vn > N icin |z, — 2| < eu
E normlu Riesz uzay oldugundan ||z, — x| < ||u||||¢|| elde edilir. Buradan z, L
olur. ]
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Teorem 3 2.12. E bir normlu Riesz uzay olmak tizere (x,,) C E bzr dizi olsun. Tn M> x

(@, ) alt dizisinin var olmasidur.
J

Lemma 3.2.13. E Riesz uzay ve e € ET elemani E 'nin giicli birimi olsun.
T, — x olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x, — x olmasidar.

Kamit. (=) x, =% x olsun. e, E’'nin giiclii birimi oldugundan herhangi v € E icin
lu| < Xe olacak gekilde en az bir tane A > 0 vardir.

|z, — x| <eu < ele
—d .
olur ve x,, —= x elde edilir.

(<) z, = olsun.

Je € ET,Ve > 0,3 N € N,Vn > N iken |z, — 2| < ee

olur ve boylece z,, — x elde edilir.

]

Ornek 3.2.14. K Hausdorff ve kompakt topolojik uzay olmak tizere (C(K),| - |lo)
Banach latis ve 1 gii¢li birim olsun. (f,) C C(K) igin

anf — fn—>f<:> fo =5 f olur.

Kanat.

RN IIH f < Ve>0,aN e N,Vn > N igin ||f,, — flleo < €

<= Ve >0,dIN € N,Vn > N,Vx € K i¢in f,(z) — f(z)

<= Ve>0,IN € N,Vn > N,Vz € K icin | f,(x) — f(z)| < el(x)
<= Ve >0,dIN € N,¥Vn > N,Vz € K icin |f, — f|(x) < €l(z)
<= Ve>0,IN € NVn > N igin |f, — f| < el

= fuf

= fo > f

]

Tanim 3.2.15. E bir Riesz uzay ve A C FE olsun. Her goreceli diizgiin yakinsak
(z,) C A dizisi i¢in 2, = z iken z € A oluyor ise A’ya diizgiin kapali denir.

Teorem 3.2.16. E bir Riesz uzay olmak tizere I, E’nin bir ideali olsun. E/I Riesz
boliim uzayr Arsimettir gerek ve yeter kosul I dizgiin kapal idealdir.

Kamt. (=) E/I Arsimet ve z,, — z olsun.
T, % x = Ju>0,¢, | 0icin |z, — 2| < eu
olur. E’den E/I kanonik dontigiimii © — & latis homomorfizm oldugundan
2] = 2] <o —2n] + |2n| = |z — 20| <ente
elde edilir. E'/I Argimet oldugundan & = 0 ve boylece = € I elde edilir. O halde
I diizgiin kapali idealdir.
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(<) I diizgiin kapali ve her bir n igin 0 < ni < g olsun. Kabul edelim ki £ i¢inde
0<xz<yvex,=(r—2y)" olsun. Buradan #, = ( — +y)* = (nz — )" =0
olur.

Lo+ + 1 1
— — — J— < _ = — = —
o = al = (@ = ~y)* =] < |0 = y) — ol = -y

Boylece z,, — z olur. I diizgiin kapali oldugundan = € I ve & = 0 elde edilir.
Buradan E/I Riesz bolim uzayidir.
O

Tanim 3.2.17. E bir Riesz uzay ve (x,) C E bir dizi olsun. Her € > 0 igin
|z, — x| < eu olacak gekilde u > 0 varsa (x,,) dizisine diizglin Cauchy denir.

Tanim 3.2.18. E bir Riesz uzay olmak tlizere E icerisindeki her diizgiin Cauchy dizisi
goreceli diizglin yakinsak ise F uzayma diizgiin tamdir denir.

Teorem 3.2.19. E Argimet Riesz uzayr sira yakinsamaya gore kararly olsun.
E uzayr Dedekind tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E uzayr dizgin tam olmasidir.

Kanit. (=) E uzay1 Dedekind tam olsun. Herhangi (x,,) C E diizgiin Cauchy dizisini
alalm. (z,,) diizgiin Cauchy oldugundan

Ve>0,3N e N,Vm>n>N iin |z,, — z,,| < eu

olacak gekilde uw € ET elemem vardir. Boylece (z,) sira Cauchy dizisidir. F
Dedekind tam oldugundan x, = x olacak sekilde bir z € FE vardir. E uzay
sira yakinsamaya gore kararli oldugundan Teorem 3.2.9’den z,, — z elde edilir.
Boylece E uzayi diizgiin tamdir.

(<) E uzay: diizgiin tam ve (z,,) C E dizisi sira Cauchy olsun. Teorem 3.2.9’den (x,,)
diizgiin Cauchy dizisidir. F diizgiin tam oldugundan x,, — x olacak sekilde bir

z € E vardir. Teorem 3.2.6’dan z,, — x olur. O halde F Dedekind tamdir.
O

Teorem 3.2.20. E bir Riesz uzay olsun.

e F uzay Dedekind tam olmasi icin gerek ve yeter kosul E izdisum ozelligine sahip
ve dizgun tam olmasidar.

o F uzayr Dedekind o-tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E temel izdusum ozelligine
sahip ve duzgin tam olmasidar.

Teorem 3.2.21. E giicliu birime sahip duzgin tam Riesz uzay ise gu¢li birimin belir-
ledigi norma gore tamdar.

Kamit. Teorem 2.3.17’ten (E,|| - |l) normlu uzaydir. Ik olarak normlu Riesz uzay
oldugunu gosterelim. |z| < |y| olsun. Her A € A, icin |z] < |y| < Ae oldugundan
A € A, elemamdir. Boylece,

A, C A, = infA, <infA, = |z| <yl
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bulunur. (E, || - ||.) normlu Riesz uzaydir.
(E,||-|le) normlu Riesz uzayin norm ile tam oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (z,) C £
norm Cauchy dizisini alalim.

Ve>0,3NeNVm>n>N ign ||z, — 2,/ =nf{\>0: |z, —x,] < e} <e¢
olur. e =1 alahm.
AN, €eNVYm>n>N;igin inf{\>0: |z, —z,| < e} <1

Buradan |z, — z,| < A\je olacak sekilde en az bir tane \; < 1 vardir. Ay sekilde

1 1

€= 5,3)\2 < 5,Vm>n> Ao iken |z, — x,| < e
1 1

€= g,zl/\g < g,Vm>n> Ag iken |z, — z,| < Aze

1 1
€= %,EI)% < %,Vm>n> A iken |z, — z,| < A\ge

(M) dizisini diiginelim. A, < & oldugundan A | ve inf Ay = 0 elde edilir. Buradan

() dizisi diizgiin Cauchy’dir. £ diizgiin tam oldugundan x,, — 2 olacak sekilde bir
xr € E vardir. Buradan

Ve > 0 i¢gin 3N € N,Vn > N iken |z, — 2| < eu
olur. (E,|| - ||¢) normlu Riesz uzay1 oldugundan,

|len — || < €l|u|| ve z, M x

bulunur. O halde (£, || - ||c) Banach uzayidir. O

3.3 Sira Yakinsaklik Topolojik Degildir

Bu béliimde sira yakinsamanin topolojik olmasig tartigalacaktir. [9] makalesi takip
edilecektir.

Lemma 3.3.1. (X, T) topolojik Riesz uzay olmak dizere (x,) C X bir neti i¢in 70
ise xo — 0 olsun. Asaqidaki ifadeler saglanar.

(i) e € X swra birimi vardar.

(17) Herhangi bir (z,) neti icin ||z||. = inf{\ > 0 : |z| < Xe} olmak iizere x, 750 dse
T L”i> 0 olur.

Kanat. N, T un 0 komsgulugu olsun.

(1)) A =A{(w,U) : U e Nvey € U} icn (yar1,U1) < (ya2,02)l <= U1 > Us

olarak tammlayalim. A iistten yonlendirilmig kiimedir. Her bir o = (y,U) i¢in
To = T(yu) =y € U olarak tammlayalim. Her U € U7 (0) icin og = x(y,,0) 0lmak
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tizere her a = (y,U) > ap = (yo, Up) ic¢in U C Uy olacak sekilde en az bir tane ag
vardir. Buradan y € Uy ve x, € U elde edilir. Boylece her a > ag icin z, N

olur. Kabulden x, = 0’dir. (yo, Up) € A ve e € X olmak iizere (y, U) > (yo, Up)
icin
|To — 0] = |2a| = 2(y0) =y € [—e, €]

elde edilir. Buradan her x € X i¢gin n € N vardir |z| € nUj olur. Béylece |z| < n-e
elde edilir. O halde e sira birimdir.

(i1) I. = {x € X : IX\ > 0 vardir |z| < Ae} olmak iizere e sira birim oldugundan

I, = X'dir. Her z € X i¢in ||zl = inf{\ > 0 : |z| < Ae} olarak tamimlansin.
Minkowski fonksiyoneli bir yarmormdur. Buradan (X, ||-||) normlu Riesz uzaydir.

Kabul edelim ki z, 1500 ve Uy, 0'in komsulugu olsun. X, N oldugundan

ZTo € Uy olur. € > 0 alalim. €Uy, 0'in komsulugu olur. Boylece her a@ > «. igin

zo € €Uy olacak sekilde o, vardir. Buradan |z, | < ee elde edilir. z, Me—> 0’dar.

]

Teorem 3.3.2. (X, T) topolojik Riesz uzay olsun. Asaqidaki ifadeler birbirine denktir.

(1) dimX < oo

(1) 2o L5 0 < 74 20

Kamit. (i) = (ii) dimX < oo olsun. dimX < oo oldugundan X = R" veya X = C"

gibi diigiiniilebilir. O halde
xa1>0 — Vk=1,--- ,niginx2—>0 = 2,20
elde edilir.

= (i) Kabul edelim ki z, 70 < 2. 2 0 olsun. Lemma 3.3.1'den e,

X’in sira birimidir ve (X = T, | - ||c) norm latistir. Biliyoruz ki z, T 00 ise

Tq Iy oraur.

o %0 = 2, ™0

— , >0

= T, 1> 0
elde edilir. Boylece 24 5+ 0 <= 24 105 0 olur. (X, |- |), (X, ] - ||.) norm
tamlanigi olsun. (X', || - ||) Banach latistir. I, e € X tarafindan iiretilen esas

ideal olarak alinsin. e sira birim olmak fizere ||2'||, = inf{\ > 0 : |z| < Ae} normu
ile (I, - ||.) bir AM-uzaydir. Buradan I, K kompakt Hausdorff uzay olmak
tizere sira birimi sabit 1 fonksiyonu olan C'(K) uzayma latis izomorfiktir. Ayrica
X = I, I_'nin alt latisidir. I, ile C(K) uzay1 birbirine izomorf oldugundan I,'nin
elemanlarim K tizerinde taniml siirekli fonksiyonlar olarak tanimlayabiliriz. t, €
K ve g = x4, to'nin karakteristik fonksiyonu olmak iizere

F={fe X :f>0ve f(ty) =1}
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olarak tanimlayalim. F' noktasal siralama ile alttan yonlendirilmig kiimedir. Her
a € F i¢in f, = « olsun. Kabul edelim ki f, | g ve ¢ ¢ C(K) olsun. O halde

C(K) uzaymda f, | 0 oldugundan X’de f, | 0 olur. Teorem 3.1.3’den f,, — 0’dur.

Kabulden f, =+ 0 olur. Béylece f, Ty 0 elde edilir. | falle = 1 oldugundan

norm tanimi ile geligir. Bu durumda g € C(K) olmahdir. ¢y agiktir. Buradan K
ayriktir. K ayrik ve kompakt oldugundan K sonludur. C(K) uzay: ile I, = X
izomorf oldugundan X sonludur.

O

o1



4 SINIRSIZ SIRA YAKINSAKLIK

Smirsiz yakinsama cesitleri arasinda Riesz uzaylarinda simirsiz sira yakinsaklik ol-
dukg¢a onemlidir. Bu boliimde sinirsiz sira yakinsakligin 6ncelikle genel ozellikleri ve-
rilecektir. Riesz uzaylarinda onemli bir yere sahip olan Nakano teoremi ispatlana-
caktir. Bunlara ek olarak Universal Tamlik tanimi ile uo yakinsaklik arasindaki iligki,
uo- yakinsaklik ile AL-Temsil kavrami, Uo yakinsakligin norm yakinsaklik ve ws-
yakinsaklik arasindaki iligkileri ve uo-Cauchy kavramanin genel ozellikleri verilecektir.
Son olarak, uo-yakinsakligin herhangi bir topolojiye baglh olmadig1 gosterilecektir.

4.1 Smmrsiz Sira Yakisaklik ve Ozellikleri

Bu béliimde sira yakinsakligin genel o6zellikleri ve teoremleri verilmistir ve [17, 18]
makaleleri tizerinde caligilmigtir.

Tamm 4.1.1. E bir Riesz uzay olmak tizere (x,) C E bir net olsun. Eger her y € £
o . o . .

icin |z, — x| Ay — 0 ise (z,) neti x elemanina sinirsiz sira yakinsaktir (unbounded order
convergent) denir ve z, — x olarak gosterilir.  elemanina ise uo-limit adi verilir.

Lemma 4.1.2. Riesz uzayinda bir netin wo-limiti varsa tektir.

Kanat. Kabul edelim ki 27 ve xo birbirinden farkli olmak iizere z, — &1 ve Ty — X5
olsun. z, — x; oldugundan

To > a1 <= Vy € ET icin |24 — 21| Ay =20
< Vy € ET,VB3 € B,3a € A,Va > oy iken ||z, —z1| Ayl < 25 10
olacak sekilde (z) neti vardir. Ayrica x, > x5 oldugundan
To ~ a9 <= Vy € ET icin |24 — 22| Ay =20
< Vye ET,VyeTl, 3oy € A Va > as iken ||z, — x| Ayl < t, 0
olacak sekilde (t,) neti vardir. z5 | 0 ve t, | oldugundan (zs +¢,) | 0 olur.

|T1 — xa] = |11 — To + To — 22| < |20 — 21| + |0 — 22

olarak yazilabileceginden

0< |z1 — 22| Ay < (|lza — 21| + 10 — 22) Ay
<|eag — 1| ANy + |20 — 22| ANy
<(zg+t,) L0

elde edilir. Buradan her y € E7 igin |z — 22| Ay = 0 olur. Boylece |21 — 23] = 0 elde
edilir. O halde x; = x5 olur. O

Lemma 4.1.3. E bir Riesz uzay, (), (za) C E birer net olmak iizere x, — x ve
2o =5 2 olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) 2t 25 ot a; 25 a7, o] 2> |2| olur.

(i3) Her a,b € R i¢in ary + bze — ax + bz olur.
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(447) 0< 2y =22 062y <Yy —yise)<z<uy olur
Kamt. 1k olarak z, — z oldugundan
To 1 &= Yy€ E'icin [z, — 2| Ay 20
< Yy e E" VB e B,3 € A,\Va > o igin ||zo — 2| Ayl < vz )0

olacak gekilde (vg) neti vardir. Ayrica z, 2% 2 oldugundan

Zo 5z <= Yy € ETicin |z, — 2| Ay 20
< Vye ET,VyeTl,Jay € A Va > ay igin ||ze — 2| Ayl < u, L0

olacak sekilde (u.) neti vardir.
(i) |z —2F| = |xa VO —2 V0| < |z, — 2| esitsizliginden
|zt — 2t Ay <l|zo —z| Ay <wv )0
olur. Benzer sekilde |z, — 27| = |2, V0 — 2 V0| < |z, — x| esitsizliginden
e, — 27| ANy <l|za—z|Ay<wv5]0

elde edilir. Buradan 27 =% % ve 7, > 2~ olur. Son olarak, |z,| — |z| oldugunu
gosterelim.

Izl = f2|l = (25 +25) = (27 +27)|
= |zl 42, —a" — a7
<oy — 2|+ ey — a7
olarak yazilabileceginden

|zal = |2l Ay < (J28 — 2" + o —27 ) Ay
<laf =2 Ay + |ag —a7| Ay
Svﬂ—f-Ug:ZUB\LO

Buradan |z4| <% |2| elde edilir.
(i) |zo — x| ANy < wvg | 0 oldugundan
a € Rigin (Ja|lza — =z[) Alaly = lal(lza — 2| Ay) < lafvg | 0
elde edilir. Benzer sekilde |z, — 2| Ay < u, | 0 oldugundan
b e Rigin (|bl|za — 2[) A [bly = [b](Jza — 2] Ay) < [bluy 10
olur. Ayrica |a|vg | 0 ve |bluy | 0 oldugundan (|a|vg + [bu,) | 0 elde edilir.

|(azq + bzo) — (ax + b2)| = |axy + bzy — ax — b2
= |ax, — ax + bz, — b2|
< lazx, — ax| + bz, — bz|
< laf|za — = + [bl]z0 — 2|
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esitsizligini kullanarak her y € E™ icin

|(azq + bzo) — (az 4+ b2)| Ay < (la]|za — x| + b]|2a — 2]) Ay
(lallza — =) Ay + ([bl|za — 2]) Ay
lal|lza — x| Alaly + [b]|za — 2 A [bly
= la|(lza — z[ Ay) + [b](|za — 2| Ay)
< (lalvs + [bluy) 1.0

IA A

elde edilir. Béylece axy + bzy —> az + bz olur.

(1i1) 0 < 24 —> 7 Ve To < Yo —> y olsun. 0 < z, oldugundan |z,| = z, elde edilir. O
halde (4).6zellikten |z, = |7| olur. Boylece limitin tekliginden |z| = ve x > 0
olur. Benzer sekilde y, — y oldugundan |y| = y elde edilir. O halde a = 1 ve
b = —1 alinirsa,

ya_maﬁgy_x

olur. 0 <y, — z, oldugundan 0 < y — x elde edilir. Buradan 0 < x < y olur.

[

Onerme 4.1.4. E bir Riesz uzay ve (x4) C E bir net olsun.

Ty —> T 1S Ty —> 1 olur.
Kamit. o > x olsun. O halde
To = <= VB € B,Jay € A,Ya > ag igin |z, — 2| < 250
olacak sekilde (zz) neti vardir. Her y € E7 i¢in
|za —2[ Ay = 0] = [|lza —z| Ay — 0 Ay
< [foa —al — 0] = |0 — 2] < 25 40
olur. Béylece 2, = x elde edilir. O]

Bu onermenin tersi her zaman dogru olmak zorunda degildir.

Ornek 4.1.5. ¢ uzaynda e, = (0,---,0,1,0,--+) dizisini duginelim.
v = (Y1,Y2, ", Yn,") € ET elemanmina alalim.

llenl Ayl =110, ...,0,1,0,...0) A (y1, 92, -, Yn)|
|(0 VAN y1,0 AN Ya, ..., 1A ym,O AN Ym+1, )‘
1(0,0,...; 1A 4, 0, ...

y € ¢ oldugundan vy, — 0 olur. Béylece e, —> 0 elde edilir. Ancak (ey),0’a sira
yakinsak degildir.

Tanim 4.1.6. E bir Riesz uzay ve (za)aca C F bir net olsun. (4 — 25)(a,g)caxa 20
oluyor ise (z,) netine uo-Cauchy neti ad1 verilir.

Onerme 4.1.4'nin aksine agagidaki 6nermeyi verebiliriz.
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Onerme 4.1.7. E bir Riesz uzay ve (ro) swra stnarle bir net olsun.

o . . uo
To — T olmast icin gerek ve yeter kosul x, — x olmasidr.

Kamit. (=) Onerme 4.1.4'den aciktir.

(<) 7o = 0 olsun. O halde her u € E igin |, — 0] Au < yp olacak sekilde en az bir
tane yg | 0 neti vardir. Ayrica (x,) sira sinirh oldugundan 0 < |z,| < z olacak
sekilde en az bir tane z € E™ vardir. O halde |z,] = |za| A 2 < ys | 0 elde edilir.

Béylece |14| = 74| A 2 2 0 olur.
[

Onerme 4.1.4’den her uo-Cauchy neti o-Cauchy netidir. Ayrica Onerme 4.1.7'den
(x4) sira sinirli net ise her o-Cauchy neti uo-Cauchy netidir.

Aksi belirtilmedigi siirece 6lgii o-toplamsal alinacaktir. (X, 3, i) 6lcii uzayr olmak
tizere Lo(p), X tizerinde taniml tiim Olgiilebilir reel degerli fonksiyonlarim uzayi ol-
sun. f > g siralamasi her ¢ € X igin hemen hemen heryerde f(t) > ¢(t) olarak
tammlandiginda Lo(u) uzay1 Riesz uzayidir. Ayrica Lg(u) uzayr Dedekind o-tamdir.

Ornek 4.1.8. (2,,) C Lo(p) bir dizi olmak iizere asaqidaki ifadeler birbirine denktir.
() (x,) uo-yakinsaktur.
(1) (@) uwo-Cauchy’dir.
(13i) (x,) hemen hemen heryerde yakinsaktur.
(1v) (zn,) swra yakinsaktur.
(v) (zn) swra Cauchy’dir.
Ayrica eger (x,,) swra simarl ise (i), (iii) ve (1) limitleri aynidar.
Kamt. (i) = (ii) x, — z olsun. O halde her y € LJ (i) icin |z, — 2| Ay = 0 olur.
|Tn — | = |20 — 2+ 2 — 2| <zpp — 2| + |7 — T4
esitsizliginden
10— 2l Ay < (20— 2] |~ ) Ay

<|en—z|ANy+|zm —2x| Ay

elde edilir. |z, — 2| Ay = 0 ve |z, — 2| Ay = 0 oldugundan |z, — 2| Ay = 0
olur. Boylece (z,) uo-Cauchydir.

(11) = (4i7) (x,) dizisi uo-Cauchy ancak hemen hemen her yerde yakinsak olmasin.
En az bir tane € > 0 icin

A={teQ: inf sup |zg(t) —zi(t)] > €}

nm21 p<n i1<m
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pozitif 6l¢iiye sahiptir. (z,,) dizisi uo-Cauchy ve x4 pozitif oldugundan |x,, — z,,| A
Y4 — 0 olur. Buradan,

1Zn — Zon| A xa 20 <= |20 — Zom| A xal Syn 0

olur. Vpm = SUPg<y 1<m [Tk — T1] A xa 4 0 elde edilir. Ancak herhangi n,m > 1 ve
her t € A i¢in

Unm(t) = sup |zx(t) — (t)| A xa > €

k<n,l<m

olur. Ancak vy, > €xa > 0’dir. Boylece (z,) hemen hemen her yerde yakimsak
olmalidir.

(1ii) = (iv) x, 2 2 olsun. Buradan z, — z 2% 0 olur. Bu durumda 2, % 0
oldugunu ispatlamamiz yeterli olacaktir. Kabul edelim ki her ¢ € Q i¢in x,,(t) — 0
olsun. sup |z, (t)| < oo olur. Buradan (z,) C Lo(u) dizisinin noktasal supremum
degeri ile (x,,) dizisinin supremum degeri aynidir. O halde (x,,) sira sinirhdir. Her
t ve n igin z,(t) = supgs,, |zx(t)| olsun.

Zp, = sup |zx| € Lo(p) ve zx(t) 10

k>n
olur. |z,| < 2z, | 0 oldugundan z,, = 0 elde edilir.
(iv) = (v) x, = 0 olsun. O halde |z, — 2| < y, | 0 olacak sekilde (y,,) dizisi vardr.
Ty — x| = |tp —x 4+ —2p| <|zp—z|+ |2 — 20| <Yn+Yn =2y, 10
olur. Boylece (z,) sira Cauchydir.

(v) = (i) (z,,) swra Cauchy olsun. Lo(u) uzayr Dedekind o-tam oldugundan (zx,,)
sira yakinsaktir. Her sira yakinsak dizi uo-yakinsak oldugundan (x,,) dizisi uo-
yakinsak olur.

Ayrica (z,,) sira sinirl ise Onerme 4.1.7°den uo- ve o-limit ve Ornek 3.1.11’dan o- ile
hhh-limit aynidir.

]

Lemma 4.1.9. E bir Dedekind tam Riesz uzay ve I, E’nin bir ideali olsun. (z,) C I
bir net olmak tizere,

I icerisinde x, — 0 olmas icin gerek ve yeter kosul E icerisinde x, — 0 olmasidar.

Kamit. (=) I i¢inde 24 — 0 olsun. O halde her y € I icin |z4| Ay = 0 oldugundan
l|za| Ay| < tg {0 olacak sekilde (t5) neti vardir. y € It ve 0 < z € It i¢in

]a:a|/\(y—|—z):\xa]/\y+|xa]/\z:\xa]/\yi>0

olur. Herhangi bir w € E* ve u € (I @ I ) alahm. Buradan w Au € I & I
elde edilir. (infsup|zg| A w) A w = infsup(|jzs| A (w + u)) = 0 olur. O halde
inf sup(|zg| A w) = 0 olur. Buradan her w € E7T igin |zg| A w = 0. Béylece
To 5 0 elde edilir.
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(<) E igerisinde z, = 0 olsun. O halde her y € E* igin |z4| Ay = 0 olur. Her

y € It C E iginde gecerli olacagmmdan her y € I icgin |z4| Ay 2 0 elde edilir.
Boylece I icerisinde z, — 0 olur.
O

Asagidaki teoremde uo-yakinsaklik ile Riesz alt uzay1 arasindaki iligki verilecektir.

Teorem 4.1.10. E bir Riesz uzay ve F' Riesz alt uzay uzay olsun. Asagidaki ifadeler
birbirine denktir.

(1) F regiilerdir.

(11) (yo) C F neti icinde y, — 0 ise E iginde yo — 0 olur.

(i31) (ya) C F neti i¢inde yo — 0 olmasy i¢in gerek ve yeter kosul E iginde yq — 0

olur.

Kanat.  (iii) = (i) Asikardir.

(1) = (i) (yo) C F neti i¢in F icinde y, — 0 ise E icinde y, —= 0 ve F icinde

Yo 4 0 olsun.
Yo —> 0 oldugundan Vz € F' icin |yo —y| Az 20

olur. O halde Onerme 4.1.7°den her sira smirli net icin sira yakinsaklik ve uo-
yakinsaklik birbirine denk oldugundan kabulden F icinde y, | 0 elde edilir.

— (iii) E icerisinde F regiiler ve F icinde y, — 0 olacak sekilde bir (y,)
neti olsun. E, E? icerisinde regiiler oldugundan F, E° icerisinde regiiler olur. E?
icerisinde F tarafindan iiretilen ideal I olsun. I icerisinde vy, — 0 oldugunu
gosterelim. v € I™ alalim. I ideal oldugundan 0 < u < y olacak sekilde y €
F* vardir. F icerisinde 3, — 0 oldugundan |y,| Ay = 0 ve E° icerisinde F
regiiler oldugundan E° icerisinde |y,| Ay — 0 olur. Dahasi I, E° icerisinde regiiler
oldugundan Sonuc 3.1.28°den I icerisinde |yq| Ay = 0 elde edilir. « € I olmak
iizere 0 < u < y oldugundan |y,| A v 2 0 olur. Béylece I icerisinde y, — 0
elde edilir. Lemma 4.1.9°den E? icerisinde y, — 0 olur. Son olarak z € E* icin
E? icerisinde |y.| A 2 0 ve Sonug 3.1.25’dan E icerisinde y, — 0 elde edilir.
Tersine E icerisinde y, — 0 olacak sekilde bir (y,) neti olsun. v € F* alalim.
Yo — 0 oldugundan her e € E7 icin |y.| A e = 0 olur. Teorem 3.1.17’den F
icinde |ya| A u = 0. Buradan F icerisinde gy, — 0 elde edilir.

O

Lemma 4.1.9’den F uzay1 Dedekind tam alinmigtir. Fakat Teorem 4.1.10 bize Dede-
kind tamlanigin gerekli olmadigini gostermistir. Bu sebeple asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.1.11. F bir Riesz uzay F', E nin bir ideali veya E bir norm latis F', E nin
sira strekli norma sahip tam Riesz alt uzayr olsun. (y,) C F bir net i¢in F icerisinde
Yo — 0 gerek ve yeter kosul E icerisinde yo —> 0 olur.

Kanit. Her ideal bir regiiler Riesz alt uzay oldugundan Teorem 4.1.10’dan aciktir.

F Dedekind tam sira siirekli norma sahip olsun. F'nin regiiler oldugunu gostermemiz
yeterlidir. A = (z,) T bir net olmak iizere F' icinde x, T = olsun. F' sira siirekli
oldugundan F' iginde ||z,|| — ||z| elde edilir. Boylece E iginde ||z.|| — ||| olur. O
halde F iginde ||z,| — ||z|| ve 24 T oldugundan E iginde x, 1 z bulunur. Bu durumda
F, E iginde regiilerdir. Boylece Teorem 4.1.10’dan aciktir. [
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Lemma 4.1.12. E bir Riesz uzay ve xq zayif birim olsun.

To -2 0 olmas icin gerek ve yeter kosul |z4| A zo 2 0 olmasidar.

Kanit. Oncelikle E Dedekind tam olsun.

(=) 2o = 0 olsun. O halde her y € E7 icin |z,| Ay = 0 olur. Buradan zy € E*
oldugundan |z,| A 7o 2 0 elde edilir.

(<) y € ET alalim. zy zayif birim oldugundan infsup(|zs| A y) = 0 olur. Ayrica
|Za| A 2o = 0 oldugundan

(inf sup(|z:5] A y)) Ao = (infsup(fes Azol)) Ay =0 Ay =0

Buradan |z4| Ay = 0 olur.

Kabul edelim ki £ Dedekind tam olmasin. xy eleman1 E’'nin Dedekind tamlanigi olan
E° uzaymin zayif birimi olsun. £, E? icinde regiiler oldugundan Teorem 4.1.10’dan E
icinde z, = 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul E? icinde z, — 0 olmasidir. Sonug
4.1.11°dan,

To 50 <= |To| Axg 20

olur. Teorem 3.1.17°den E icinde |z,| A 29 = 0’dir. Buradan z, — 0 olur. O

Sonug 4.1.13. E bir Dedekind o-tam Riesz uzay ve (x,) C E ayrk dizi olsun. O
halde, E icerisinde x, — 0 olur.

Kamt. x € E* alahm. sup,s,,(Jzx| A x) | 0 oldugunu gésterelim. Kabul edelim ki her
n > 1 igin supys, (|7x A 2) >y > 0 olsun.

0 <yAlan| < (sup (Jox| Ax)) Alzn| = sup (Jzx| Alzn| Ay) =0
k k>n+1

>n+1
Boylece her n > 1 igin y A |x,| = 0 olur.

y=yAsup(|z,| A z) =sup(y A |z, Az) =0
n>1

n>1
oldugundan |x,| A z 2 0 elde edilir. O

Lemma 4.1.14. E bir Riesz uzay, B bir izdusim band ve P band izdusim dontsuma ol-
sun. E i¢inde x, — x ise hem E hemde B i¢inde Pz, — Pz olur.

Kanat. P latis homomorfizim ve 0 < P < [ oldugunu hatirlatalim. z, 2% 2 olsun.
Buradan her y € E* igin |z, — 2| Ay = 0 olur.

|Pz, — Px| = Plag — 2| < |zo — |

oldugundan ve |Pz, — Pz| Ay < |zq — x| Ay olur. |z, — 2] Ay = 0 oldugundan
|Pxy — Px| Ay % 0 elde edilir. O halde E icinde Pz, — Pz elde edilir. Ozel olarak,
her y € B* icin |Pr, — Px| Ay = 0 olacagindan B icinde Pz, — Pz olur. O

Lemma 4.1.15. E sura siirekli bir Banach latis olsun. x, — x ise ||z|| < liminf ||2,|
olur.
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Kanit. ©, = z olsun. O halde,
To 31 <= Yy € EV icin |1, — 2| Ay 20 <= ||za —2|Ay| <2510
olacak gekilde (z3) neti vardir. Ayrica,
ol Az = [z Afa]] < lza] = [z]] A2 < fza — 2] A2l

esitsizliginde |z, — x| A |z| = 0 oldugundan |z, — z| A |2| <y, | 0 olacak sekilde (y,)
neti vardir. Buradan |z,| A |z LN |z| elde edilir. Boylece,

|z|| < liminf [||zo| A |z||| < liminf ||z,]]

olur. O

4.2 Nakano Sonuclari

Bu boliimde [21] makalesi incelenmistir. Bu boliim boyunca 1 zayif birim olarak goste-
rilecektir. E Dedekind tam ise B, bir izdiigiim bandtir. Boylece

E=B,®B!
elde edilir. 1 € E zayif birim olsun. 1,, 1'nin B, i¢indeki komponenti olmak tizere
1=1,®1,€B,$B'=FE
seklinde yazilabilir.

Lemma 4.2.1. E Dedekind tam Riesz uzay ve B, bir izdusim band olmak uzere 1,,
1'nin B, icindeki komponenti olsun.

1,=0 <= a=0

Kamt. (=) 1,=0ise 1 =1, € B¢ olur.
1, = 0ise 1 = 1, € B? olur. Herhangi bir z € B, almir ise z A 1, = 0 olur.
a € B, oldugundan a A 1 = 0 ise a = 0 olmak zorundadir.

(<) a=0ise B, =0ve 1, =0 olur.
Il

1 zayif birim olmak tlizere a € E* olsun. Eger ¢ = 1, ise a, = a olur. Burada a,
elemani ¢ € E*'nin e tarafindan iiretilen B, bandindeki komponentidir. Buradan a ile
e’nin ayni bandi trettigi soylenebilir.

Not 4.2.2. 1,, B, bandinin i¢inde 1 zayf biriminin komponenti
1=1,+1,

olmak tizere By, = B, elde edilir.
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Kamt. By, = B, esitligini gostermek yeterli olacaktir.
u € By, alahm. |u| A n|1| 1 |u| olur. 1, € B, oldugundan |1,| A n|a| T |1,| olur.
nl An*atnl, = |u| Anl, An*a?|ul Anl,
= |u| An’a 1 |u
= u € B,
Tersine v € B, alalm. |u| A n?a 1 |u| olur. 1, € B, = 1 Ana 1 1, oldugunu

biliyoruz. nl, A n?a 1 nl, olur. Boylece u € By, elde edilir. O halde By, = B, esitligi
saglanir. O]

Lemma 4.2.3. E Dedekind tam Riesz uzay olsun. a € E, e = 14+ i¢in a, = a™ ve
d=1—-e=1—1,+ seklinde alinir ise aq = —a~ olur.

Kamt. a € E olmak iizere ™ € E* ve By+ = By+ olsun.
a=ay; +ay € By & B
a=a" —a”
1 € a oldugundan
ﬂ:ﬂnj+azﬂﬂi+(ﬂ_ﬂni)

olur. d tarafindan turetilen band

Bd:BJ‘fJr = ad:a,ﬂg = —a
olarak elde edilir. OJ

Lemma 4.2.4. E Dedekind tam Riesz uzay, 1 zayf birim ve a € E* olmak tizere
herhangi bir X > 0 i¢cin

1
ea(A) = Lg-r1)r < 30 olur.
Ayrica eq(N) = Lg_x1y+ elemanina a’nan spektral elemana adv verilir.
A ={e,(N) : X € R} kiimesine a’nan spektral ailesi denir.

Kanat. a > 0 oldugundan o = a, = oy, seklinde diisiinebiliriz. (a — A1), () elemanimimn

eq(A)'mn iirettigi bandin igindeki (a — A1) elemanimin komponenti oldugunu biliyoruz.

Boylece Lemma 4.2.2'den (a — Al).,(») = (a — A1)* > 0 olur.

Diger taraftan (a — Al)e, () = Ge,(n) — AL, (1) oldugunu géstermeliyiz.
0<(a—Al)e,y=(a—A1)" =a— Al

a — /\]1%()\) =a — )\][(a,)\]l)-k Z 0

a
Lig—nn)+ < X

(a—Al) € E= DB, @ Bga()\) olmak fizere a = a,(n) + a;a()\) ve I = 1., + l;a(x)
olarak yazilabileceginden

(@ = A1) = Ge,(n) + g, () — Mey) — Al
= (Ge,0) = AMegny) + (e, ) — ALe, ()
= e, (1) — Me,0)
elde edilir. O

60



Lemma 4.2.5. F bir Riesz uzay ve a € E* olmak tizere herhangi X > 0 i¢in
—(a—=A1)" <A1 = Lg_rpy+) olur.

Not 4.2.6. a€ E icine =1+ ved=1—e=1— 1,+ olmak tuzere

a. =at veag=—a”

elde edilir. Ayrica (a — A1) € E olmak tizere eq(N) = Lg—x1)+ ve do(X) = 1 — Lig_rqy+
olur. Buradan,

(@ — A1)y, = (a = AL)e, ) = (@ — AL)T ve (a — AL)g, ) = —(a — AL)™

a—X1)T

elde edilir.

Lemma 4.2.7. E bir Riesz uzay olmak tizere S = (a,) C ET geklinde tanimlansin.
Nala, =0 ise Ny aq =0 olur.
Tersi dogru degildir.

Kanat. Herhangi o i¢in 1,, € B,, olur. a, pozitif oldugundan Not 4.2.2’den a,, = Ao,
olur. Boylece,

! / /
I=1, +1, vea,= day,, + oy, = Gy, +1,,
olarak yazilabileceginden

0<an Al <agA(Le, +1,)
<ag A lg, +ag Al
=ang N 1,
< L,

elde edilir.
Nala, =0 = No(1Aay) =0 = Agaq =0

bulunur.
Tersini dogru olmadigini gostermek icin a,, = %]l alimsin. A,a, = 0 olur. 1, eleman:
a, tarafindan iretilen B, bandinin i¢inde 1’in komponentidir.

B,, ={x € E : |z| Ana, 1 |z|}

oldugundan |z| A n=1 = |z| AL 1 |z| olmahdir. Fakat |z| A 1 < |z| olmahdir. Bu
durumda B,, = E elde edilir. ]

Lemma 4.2.8. F bir Riesz uzay ve S = (a,) C ET kiimesi i¢in asagidaki ifadeler
birbirine denktir.

(1) Her A > 0 igin Nolg_xpy+ =0

(i1) Aatq =0
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Kanit. (i) = (i) Her A > 0 icin Agl(,_x1)+ = 0 olsun. Lemma 4.2.7'ten A,fB, =
Na(aq — A1) =0 olur.

Na(a — A1) = Agl(aq — A1) — (ag — A1)7] <0
elde edilir. Boylece,
VA>0icgin 0 < Apay — AT <0 = 0< Npag < AT = Aja, =0
elde edilir.

(i) => (i) Naq = 0 olsun. Lemma 4.2.4’den her « icin Al (4, —x1)+ < a, oldugunu
biliyoruz. O halde

0< AN, ﬂ(aa,)\]l)-r < Nalq =0 = VA > 0icin A, ﬂ(aa,)\]l)-r =0

Lemma 4.2.9. E bir Riesz uzay ve S = (a,) C ET kiimesi verilsin.

1o, 50 = a, =0 olur.

Kamit. 1,, 2 0 olsun.
0<a, N1 <1,

olarak yazilabilir. 1, 20 oldugundan a, A 1 2 0 olur. O halde Lemma 4.1.12’den
o 2 0 elde edilir. O

Teorem 4.2.10. E bir Riesz uzay ve (a,) C ET neti i¢in asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

o

(i) Her A > 0 igin L, —xpy+ — 0
(i) ao —= 0

Kamt. (i) = (ii) Her A > 0 i¢in 1(,, i)+ — 0 olsun. Oncelikle (a,) netini sira
sinirh kabul edelim. O halde Lemma 4.2.9’den

VYA > 0 icin (aq — A1) =30

olur. Boylece limsup,(a, — A1)T = 0 ve limsup,(a, — A1) < 0 elde edilir.
Buradan,

limsupa, — limsup Al <0 = limsupa, < AL

(0% (0% (0%
= limsupa, =0
[e%

uo
== a, — 0

olur. §imdi (a,) neti sira sinirh olmasin. Boylece her av igin a, A1 < 1 oldugundan
(Ba) = (aq A 1) neti sira simirhdir. Herhangi A > 0 igin

0 < Lgaorty+ < Ligaorny+ = 0

oldugundan 1 g, 1)+ 2 0 olur. O halde Ba=a, N1 250 oldugundan a,, %0
olur.
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(1) = (i) aa —> 0 olsun. Buradan a, A 1 % 0 olur. Boylece Lemma 3.2.4'ten

l(aa—Ml)Jr < Xaoa

1 AL < L A 1]1 1
(aa—A1)* = )\aa \ - \

1o
ﬂ(aa—kﬂ)Jr A\ X]l —0

(ag A1) 20

olur. Burada A = 1 alinirsa
ﬂ(aaf)\]l)'*‘ AT N 0 = ﬂ(aa,)\]l)-&- RN 0

elde edilir. Buradan (1(4,—1)+) neti sira sinirh oldugundan 1(q,—x1)+ 2 0 elde
edilir.

]

Asgagidaki teoremde universal o-tamlik kavramina ihtiyag¢ vardir. Bu kavram bir
sonraki boliimde ayrintisi ile ¢aligilmigtir. Tanim i¢in Boliim 3.3 bakilabilir.

Teorem 4.2.11. (Nakano) E wuzayr universal o-tam ise her simrsiz sira yakinsak
(an) C E dizisi sira simarhdar.

Kamit. Genelleme yaparak (a,) C ET'dir ve a, — 0 olup, Lemma 4.3.4den (a,,)
dizisinin trettigi band izdiigim bandi, universal o-tam ve zayif birime sahiptir. Ba-
sitlestirerek E’nin zayif birim 1’e sahip oldugunu kabul edelim. a,, — 0 oldugundan
Teorem 4.2.10’den her A > 0 igin L4, 1)+ 2 0 olur. d,, = Am>nl(a,—x1)+ olarak

tamimlayalm. 1, 1)+ 2 0 oldugundan L(a,—x1)+ 4 0 olur. Buradan,

L)+ 2 Liggr)y+ = -+ 2 Lig—anyr = -
/\le ]1((11—)\11)+ 2 /\m22]1(a2—>\11)+ 2 T /\mZn ﬂ(an—Ml)Jr 2 T
oldugundan d,, | 0 elde edilir.
d, tarafindan iiretilen F,, bandini ele alahm. F,, = By, olarak tanimlayalim. 0 <

x <y iken I, < I, oldugundan F;, bandi bu kosulu saglansin. N72, F,, = 0 oldugunu
gostermeliyiz. 0 # x € N;2 | F, alalim. O halde her n € N igin « € F;, olur.

dy>dy>oody >
oldugundan
My Adp > 2 Ay > -

olur ve her n € N i¢in x € F,, ve inf d,, = 0 olmas ile ¢eligir. Boylece = = 0 olur.

¢, = 1 —d, dizisini tanimlayalim. d,, | 0 oldugundan ¢, T 1 olur. F,, 1 oldugundan
F? | olur. Ayrica,

Fi2F2---2F,C--- oldugundan F C Fy/ C--- CF/ C---

[e.o] o0

elde edilir. 0 # x € E\ cl[Z(Fn)d] elemani var olsun. O halde = # cl[Z(Fn)d] elde
n=1 n=1

edilir. Boylece her n € N icin x L F? ve her n € F), olur. Buradan » € N>, F,, = {0}
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oo

celigkisi elde edilir. N72, F,, = 0 olur. N2, F,, = 0 oldugundan FE = cl[Z(Fn)d] olur.

n=1
E = cl[Z(Fn)d] ve her m > n icin (ay,)pe < 1 olur.
F? = (B_dn)d = (Bj‘fm>n(1a 7711)) Ve €] = ¢,y = Cy — C1,**+ ,€, = Cp — Cp_1 Olarak

tanmmlayahm. H,, = B,, izdiigiim bandi olsun. Baz1 6zelliklerin dogru oldugunu goster-
meliyiz.

1)n # m iken H, N H,, = 0 oldugunu gosterelelim. = € H, N H,, alahm. Buradan
r € H, ve x € H,, olur. Boylece |z| A ke, T |z| ve |z| A ke, T |x| elde edilir.

|z| A k(e — cnt1) A x| A k(e — cm—1) T |z Alz| = |2

—

— || ANk(cp — ca1) NE(C — Cme1) 1| 7]
= [z| Ak[(cn — cn-1) A (e — 1)) T |2
= |z| Ak(cm — cm—1) T ||

— |z|=0

— =10

Boylece H, N H,, =0 elde edilir.
Z H;, = )? oldugunu gosterelim. x € Z H; alalim. O halde z = hy+ho+---+h,

=1
olacak sekilde hq, ho, - - - , h,, vardir. Her bir ¢ i¢cin

H; =B, = Be,—¢, , = Bi_4,—1-d4,_,) = Ba,_1-a;
olur. Her bir ¢ i¢in h; € H; oldugundan
IN>0,0<h; < \(diq — dy)
elde edilir. Yani,

xr = /\1(]1 — d1> + >\2(d1 - d2) + )\3(d2 — d3) + tee + )\n(dnfl — dn)
=M+ A= N)dy + (A3 — Ao)dy + - -+ — \pd,,
> M — (A + M)y

olur. A\, (1 — Cd;) € F&dir. Boylece x € F? elde edilir. Diger taraftan z € F¢ alalm.
x € B, =DBy_4,
oldugundan
AAN>0:2 <A, = A1 —d,)
olur. Buradan,

r<ANl—-di+di—do+dy—ds+---+dp1—dy)
<Pyt hy+ -+ Dy

oldugundan x € Z H; elde edilir.

=1

3) £ = cl(z H,) oldugunu gosterelim. £ = cl(z F%) oldugundan 2.6zellikten E =

n=1 n=1
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cl(z H,) elde edilir.
n=1
4) Her m > n igin (a,,)n, < e, olur.

(4)’ten her n i¢in
{(am)Hn = 1727 c } < (/\szl@lm)]{n) Nep = bn

bulunur. b,’ler ayrik ve FE lateral o-tam oldugundan b = V,b, vardir. Boylece her
n € N, b, < b oldugundan 0 < {a,} < b elde edilir. O

Sonug 4.2.12. E universal o-tam ve (z,,) C E bir dizi olsun.

T, — x olmasi icin gerek ve yeter kosul x,, — x olmasidar.

Kanat. Onerme 4.1.4’den z, - z ise x,, — z oldugunu ve (x,,) dizisi sira simurh ise
Onerme 4.1.7°den z,, = <= =z, — x oldugunu biliyoruz. Ayrica Nakano Teorem
4.2.11’den her simirsiz yakinsak (x,,) dizisinin sira sinirh oldugunu gérdiik. Boylece ispat
biter. O

4.3 Universal Tamlik ve uo-Yakinsaklik

Bu boliimde uo-Cauchy ile sira yakinsakligin hangi kogullar altinda denk oldugu tartigilacaktir.
Bu boliimde [17] makalesi incelenmigtir.

Tanim 4.3.1. E bir Riesz uzay olsun.

e Her (z,) C ET ayrik dizisinin supremumu var ise F uzayina lateral o-tam uzay
denir.

e Her ayrik alt kiimesinin supremumu var ise E uzayina lateral tam uzay denir.
Ornek 4.3.2. R2’de lexicographic dizlem bir lateral tam uzaydar.
Tanim 4.3.3. E bir Riesz uzay olsun.

e [/ uzayr hem Dedekind tam hem de lateral tam uzay ise E uzayina universal tam
uzay denir.

e [ uzay1 hem Dedekind o-tam hem de lateral o-tam uzay ise E uzayima universal
o-tam uzay denir.

Lemma 4.3.4. E uzay: universal o-tam olmak tzere D = (z,,) dizisi i¢in Bp, D
tarafindan turetilen band olsun. Asagidaki ifadeler saglanar.

(i) Bp izdigim banttir.

(1) Bp Dedekind o-tamdar.
(17i) Bp lateral o-tamdar.
(1v) Bp zawyf birime sahiptir.

Tanim 4.3.5. E Riesz uzay ve L universal tam Riesz uzay olmak iizere E uzayima
Riesz izomorf olan bir M C L sira yogun Riesz alt uzay1 varsa L uzayma F uzayimnin
universal tamlanigi denir ve E* olarak gosterilir.
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Teorem 4.3.6. (Maeda-Ogasawara) Her Argimet Riesz uzayinin (Riesz izomorfizmine
bagl) tek bir universal tamlanist vardir. E Arsimet Riesz uzayimin universal tamlanig
E" seklinde gosterilir.

Teorem 4.3.7. E universal o-tam Riesz uzay ve (z,,) C E bir dizi olsun.
() wo-Cauchy olmas icin gerek ve yeter kosul (x,,) dizisinin sira yakinsak olmasudar.
Kanmit. (x,) dizisi uo-Cauchy olsun.

(x) swra simrh = (x,) o-Cauchy = (z,,) sira yakinsaktir

oldugundan (z,,) dizisinin sira simirli oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 4.3.4’den
E uzay1 e > 0 zayif birimine sahiptir. Herhangi bir > 0 i¢in B,, x tarafindan tiretilen
band ve P, izdiisiim band olsun. P,e = e, olarak tanmimlayalim. Teorem 4.2.10’dan her
n € N i¢in,

Qg ﬁo—) 0 — €(an—ne) i) 0
olacak sekilde a, C E* neti vardir. Buradan E(|wm—n|—e)t 2 0 olur. Boylece,

inf  sup  e(z,—ay|—e)+ = 0 veya inf sup ez, —azy|—e)y+ =0
mn21 g 1>m n2l p>i>n

olarak yazilabileceginden bunu tekrardan formullestirerek

dp = SUD €(jz,—z|-e)+ + 0
k>1<n

alalim. ey = e — d; ve e, = d,,_1 — d,, insa edelim. Boylece,

(1) B, ler ayriktir.
(2) ) Perta
i=1

(3) Her bir n igin (P, |7, )55y, by ile fistten smirh ve her z € E¥ igin P, (v+¢) <e
oldugunu gosterelim.
Pee (v +e)= (93+6)_Pel+(33+6) <e
Herhangi m > n icin

Pe—dnlxm_xn‘ SPe—e _xn’§€

(lzm—2n|—e)t [
Boylece
P. |ty —xp| = P., Pe—g,|Tm — xn| < P.e = ey
Sonug olarak her m > n igin
P. |xm| <e,+ P, |z,
elde edilir. Son olarak b,’ler ayrik oldugundan E icinde b = sup,, b,, supremum vardir.

Her m > 1 igin

n
Zpeilxm‘ = Vi Pe|lzm| <0

i=1

Buradan |x,,| < b elde edilir. O
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Sonug 4.3.8. E universal o-tam Riesz uzay olmak tzere (z,) C E olsun.
T, — 0 olmas icin gerek ve yeter kosul x, - 0 olmasidar.

Sonug 4.3.9. E bir Riesz uzay ve (z,) C E bir dizi olsun.
e E icinde x, = 0 olmas i¢in gerek ve yeter kosul E* i¢inde x, = 0 olmasidur.

o E icinde (x,) dizisinin uo-Cauchy olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E" i¢inde ()
dizisinin sira yakinsak olmasidar.

Kanit. E, E" icerisinde sira yogundur. Boylece Teorem 3.1.20’den E, E" igerisinde
regiilerdir. O halde Teorem 4.1.10’den E icerisinde z,, — 0 olmasi icin gerek ve yeter
kosul E icerisinde z,, — 0 olmasidir. Boylece Sonuc 4.3.8’den E icinde z,, — 0 olmasi
icin gerek ve yeter kosul E" icinde z,, = 0 olmasidir. Teorem 4.3.7’den (x,,) dizisinin
uo-Cauchy olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x,, dizisinin sira yakinsak olmasidir. O

n
Tanim 4.3.10. E bir Riesz uzay ve (x,) C E bir dizi olmak iizere a, = %ka

k=1
dizisine (x,,) dizisinin Cesaro ortalama dizisi denir.

Lemma 4.3.11. E bir Dedekind o-tam Riesz uzay ve (z,) C E bir dizi olsun. (z,) = 0
ise (xy,) dizisinin Cesaro ortalama dizisi sifira sira yakinsaktor.

Kamit. x, = 0 olsun. O halde |z,,| < u,, | 0 olacak sekilde (u,,) dizisi vardir.

1 & 1 &
i=1 i=1
1kn71 1 m
S uit ) u
i=1 i—ky,

ko
< g, 10
n

]

Sonug 4.3.12. E bir Riesz uzay ve (v,) C E bir dizi olsun. E icinde x, —> 0 ise
() 'nin Cesaro ortalama dizisi de 0’°a uo-yakinsaktur.

Tanim 4.3.13. E bir Riesz uzay ve A C E bir alt kiime olsun. (z,) C A bir net ve
z € F icin 2, = z iken x € A oluyor ise A’ ya uo-kapali denir.

Onerme 4.3.14. E bir Riesz uzay ve F, E'nin Riesz alt uzayr olsun. F'nin E i¢inde
uo-kapalr olmast icin gerek ve yeter kosul F''nin E i¢cinde o-kapalr olmasidar.

Kamit. (=) o 2 z olsun. O halde Onerme 4.1.4'den z, ~> z olur. F, E icinde
uo-kapali oldugundan x € F' elde edilir. Buradan F', E i¢inde o-kapaldir.

(<) F, E iginde sira kapali, (y,) C F ve x € E icin y, —  olsun. uo-yakimsaklik
ozelliginden yF *% 2% oldugundan genelligi bozmadan y+ % z+ olarak kabul
edelim. O halde y, C F* ve z € E* i¢in

[Ya A2 =2 A 2] < |ya — 2| A2 20 (4.3.1)
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olarak yazilir. Buradan y € F'* icin yo Ay = 2 Ay olur. F sira kapali oldugundan
x Ay € F olur. Diger yandan 0 < z € F'¢ icin y, A z = 0’dir. Buradan (4.3.1)’den
z Az = 0 elde edilir. Boylece x € F% olur. O halde 0 < 25 1 x olacak sekilde (23)
neti vardir. Dahasi her § icin z3 < wg olacak sekilde wg € F' vardir. Buradan,

wwlar=zmANe<wgAho <z

oldugundan wg A 2z olur. wg Az € F've F sira kapali oldugundan x € F’dir.
O

4.4 AL-Temsili ve uo-Yakinsaklik

Bu boliimde uo-yakinsaklik ile topolojik yakinsaklik arasindaki iligkiler Riesz uzay1
tizerinde tanimli kesin pozitif fonksiyonel yardimi ile tanimlanan uzayin AL-temsili
iligkisi ile verilecektir. Bu boliimde [17, 18] makaleleri incelenmistir.

E bir Riesz uzay ve fy, E/ lizerinde kesin pozitif fonksiyonel olmak tizere

f() E— R
x — fo(x)

|zl = fo(|z]) seklinde tamimlansin. (E, || - ||z) bir normlu uzaydir.
Kanat. 1. Her x > 0 i¢in kesin pozitif fonksiyonel oldugundan ||z||. = fo(|z|) > 0

2.

2]l =0 <= fo(lz])=0
<~ |z|=0
<~ =0

Azl = follAz])

fo([Al])
Al fo(l2])
= Al

follz +yl)

< Jollz[+1yl)

= fo(lz]) + fo(lyl)
2]z + [lyllz

Iz +yll.

_ Boylece E, E Riesz uzaymin norm tamlanms: olmak iizere Teorem 2.3.3’den
(E,] - ||r) bir Banach uzayidir.
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Lemma 4.4.1. E bir normlu Riesz uzay ve E, E Riesz uzayrnan norm tamlanist olsun.
(E, | - |ln) bir AL-uzayder.

Kamt. Her z,y € E* icin z Ay = 0 ise
I +ylle = follz +yl)
= fo(lz| +1yl)

= fo(lz[) + fo(lyl)
= llzllz + llyllz

O

E Dedekind tam olsun. E, E icinde idealdir. Ayrica F, E icinde norm yogun, boyle-
likle sira yogundur. Ispat i¢in [26, Prop.2.4.16] bakilabilir.

AL-temsil, uo-yakinsakhk ve fo kesin pozitif fonksiyonelinin sira siirekli olmas
iligkisi ile yakindan ilgilidir. Oncelikle sira stireklilik tanimi verelim.

Tanim 4.4.2. E bir Riesz uzay, v € E ve fo: E — R bir fonksiyonel olsun. (z,) neti
icin her z, % x iken fy(z4) — fo(x) oluyor ise f, fonksiyoneline sira siireklidir denir.

Teorem 4.4.3. E bir Riesz uzay ve fy kesin pozitif fonksiyonel olsun. Asagidaki ifa-
deler birbirine denktir.

(1) fo, E tzerinde sura sireklidir.

(i1) E, E iginde regiiler Riesz alt uzaydur.
(i1i) E, E i¢inde sura yogun Riesz alt uzaydar.
(

) (za) C_E herhangi net olmak iizere E iginde x4 = 0 olmasu igin gerek ve yeter
kosul E icinde xo —> 0 olmasidar.

Ek olarak eger E Dedekind tam ise (i) — (iv) denkligi (v)’de denktir.
(v) E, E iginde bir idealdir.

Kamit. (i) = (i) fo, E tizerinde sira siirekli fonksiyonel olmak tizere E iginde
To L 0 netini alahm. E icinde z, | 0 oldugunu gostermeliyiz. E, E icinde Riesz
alt uzay oldugundan z, } olur. Kabul edelim ki E icinde z # 0 olmak tizere
To | 2 olsun. E uzay1 AL-uzay oldugundan E sira siireklidir. Buradan,

To—20 = |jlzg—z|L =0
= ||za — z||L = fo(ta —x) =0
= fo(za) = fo(z)

Fakat E iginde x, | 0 iken fo’da E iginde sira siirekli oldugundan fy(za) —
fo(0) = 0 olur. Buradan ¢eligki elde edilir. O halde E iginde z, | 0 olur.

(i1) = (i) E, E icinde regiiler Riesz alt uzay olsun. E, AL-uzay oldugundan
E sira siireklidir. E icinde z, | 0 ise Teorem 3.1.3'den z, — 0 olur. F sira
siirekli oldugundan fo(z,) 2 fo() olur. E, E i¢inde regiiler oldugundan E icinde
To | 0'dir ve buradan z, 2 0 elde edilir. O halde fo(z,) = fo(z) olur. Béylece
fo, E tizerinde sira siireklidir.
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(i1) = (iii) E, E i¢inde norm yogundur. O halde herhangi = € F icin z, g
olacak sekilde en az bir tane (z,,) C E dizisi vardir. Lemma 3.1.31’den z,,, —
olacak gekilde en az bir tane (z,,) C E alt dizisi vardir. Boylece E, E icinde
sira yakinsakliga gore yogundur. E regiiler Riesz alt uzay oldugundan Sonug
3.1.29'dan E, E icinde sira yogundur.

(i11) = (iv) E, E icinde sira yogun Riesz alt uzay olsun.
(=) F icinde 2, ~> x olsun. Boylece
Vy€ Eign |z, — 2| Ay 20 <= ||z —2|Ay| <2310

olur. j € E alalm. E, E i¢inde sira yogun Riesz alt uzay oldugundan Teorem
2.2.40'dan g = sup{y € E : y < g} olarak tamimlayalim. O halde,

Vi€ Eicn |ta—2z|Aj20
elde edilir.

(<) ~E icinde 2, =% z olsun. O halde her j € E igin |zo — x| A g = 0 olur. E,
E’nin i¢inde sira yogun oldugundan her y € E elemani

y=supf{ye E:y <y}
olarak yazildigindan her y € E icin |z, — 2| Ay = 0 olur.
(i1) = (iv) ve (iv) = (ii) Teorem 4.1.10’dan saglanmaktadir.

Ayrica, Sonug 3.1.29'dan (v) ile (i) — (iv) denkligi elde edilir.
[l

Not 4.4.4. E bir Riesz uzay ve fy, E tzerinde kesin pozitif sira surekli fonksiyonel
olsun. E, AL-uzay oldujundan Kakutani Temsil Teoreminden E uzayi en az bir tane
w olgisiine gore Ly (p) 'nin regiler Riesz alt uzayidur. Tersi de dogrudur. Gergekten, bir
Riesz uzay Li(p) 'nin regiiler alt Riesz latis izomorfik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
bir tane kesin pozitif sira surekli fonksiyoneli var olmasidir. Ayrica, bir Riesz uzay
Lyi(p) 'nin bir idealine latis izomorfik olmast igin gerek ve yeter kosul bu Riesz uzayin
Dedekind tam olmasi ve bir tane kesin pozitif sira surekli fonksiyonelin sahip olmasidar.

Not 4.4.5. E bir Riesz uzay ve fo, E tizerinde kesin pozitif sira strekli fonksiyonel
olsun. Kabul edelim ki E uzayr zo zayf birimine sahip olsun. E, E i¢inde sira yogun
oldugundan x, E wzayimn da zapf birimidir. Gercekten, E uzay E icinde swra yogun
oldugundan her x € E icin Teorem 2.2.40’dan x = sup{y € E : 0 <y < x} olarak

yazilabilir ve
rAnxg > yAnrglty = xAnzyTsupy==2x

olur. Béylece, to, E wzayinin zayf birimidir. Buradan Kakutani Temsil Teoreminden
ol¢tiyti sonlu ve xo’nan 1 sabit fonksiyonu ile iliskili secilebilir. Dahasi, E Dedekind tam
olsun. O halde Teorem 4.4.3°den E, Ly(p) 'nin bir ideali olarak diiginilebilir. Béylelikle
E, 1 sabit fonksiyonunu icerir. Buradan E, Lo(p) uzayme kapsar. Bu kapsamanin
gecerli olmasy i¢in fo fonksiyonelinin sira siurekli olmasi sarttir.

70



Lemma 4.4.6. E bir Dedekind tam normlu Riesz uzay olmak tzere E, E uzayinin
norm tamlamisi, (z,) C E bir net ve v € E olsun.

E icinde x, —> x ise E i¢inde T, — x olur.

Kamit. E, E icinde ideal oldugundan Lemma 4.1.9’dan ispat biter. O

Lemma 4.4.7. E bir normlu Riesz uzay olmak iizere E, E uzaywan norm tamlanist
ve fo norm strekli fonksiyonel olsun.

(i) Herhangi (xo) C E ve x € F igin E i¢inde xo > x ise E iginde x4 > x olur.

(i1) A C E kiimesi E i¢inde zayf relatif kompakt ise A kiimesi E icinde zanf relatif
kompakttar.

Kamt. (i) (zo) C E ve x € E igin E i¢inde z, — z olsun. E uzay1 normlu Riesz
uzay ve fo norm siirekli fonksiyonel oldugundan E uzayi E uzayi icine stirekli bir
sekilde gomiiliir.

To — 1 = V f€FE icin f(z,) — f(2)
= fo(®a) = folz)
= [lzall = [l

w
= Ty T

Boylece E icinde z, - x olur.

(i7) A C E kiimesi FE iginde zayif relatif kompakt olsun. Buradan A C E zayif kompakt

oldugundan her (z,) C A neti i¢in E i¢inde o, —  iken z € A olacak sekilde

bir tane x,, alt neti vardir. O halde (i)’den E uzay1 icinde To, — ¥ iken z € A
olur. Boylece A, F icinde zayif relatif kompakttir.

O

AL-Temsili i¢in kesin pozitif fonksiyonel f, varligi énemlidir. Asagidaki 6nermede
bu fonksiyonelin varligin1 kesinlestirir.

Onerme 4.4.8. Her zaysf birime sahip swra siurekli bir Banach latis uzayinda kesin
pozitif fonksiyonel vardir; fo(|x]|) = 0 ise @ = 0 olacak sekilde en az bir tane fo > 0
vardur.

Kamit. 1lk olarak E ayrilabilir bir Banach latis olsun. A = {z € E : 2 > 0,|jz| = 1}
kiimesinin i¢inde yogun olan bir (z,) dizisini alalim. Hahn-Banach teoreminden her
n € N icin

fn(xn) =1, “an =1

olacak sekilde en az bir tane f, € E vardir. Burada (f,)’ler pozitif secilebilir. Aksi

[e.e]

durumda |f,| olarak diiglintilebilir. g = Z g—z olarak tamimlayalim. g kesin pozitif bir
n=1
fonksiyoneldir. z > 0 ve ||z|| = 1 olacak sekilde bir x € E alahm. (z,) dizisi A iginde
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yogun oldugundan ||z, — z|| < % olacak sekilde en az bir tane (z,) dizisi vardir. O

2
halde,

ST g 1C0 B 1CO B S

n - on - 2n+1

elde edilir.
Ikinci adim olarak E uzay1 ayrilabilir olmasin. Ayrik normu bir ve pozitif olan eleman-
lardan olugan maximal bir (g,,) dizisinin varhgimi ispatlamak yeterli olacaktir. Burada

maximallik (g,) dizisine bir eleman daha eklemek istersek ayrikligin bozulmasi an-

lamina gelmektedir. Eger bu dizinin varhgi ispat edilir ise g = Z g—z elemani yazilabilir

n=1
ve e, F/ uzayi iizerinde tanimli kesin pozitif fonksiyonel olur. Simdi g'nin kesin pozitif

oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki g kesin pozitif olmasin. O halde,
F={zeE:y(z]) =0}

kiimesi vardir. Ayrica F kiimesi bandtir. F uzay: sira siirekli norma sahip oldugundan
Dedekind tamdir ve F bir izdiigiim bandtir. |go| = 1 ve go(F?) = 0 olacak sekilde bir
tane pozitif fonksiyonel go vardir. Ayrica herhangi € E igin

0<gAgo(r)=inf{g(y) +go(2) : y,2 € ET icin z =y + 2}

T =1y+ziciny € F ve z € F? olmak iizere g(y) + g(z) = 0+ 0 = 0 olur. Béylece

[e.9]

g A go = 0 bulunur. Buradan Z “;]—Z A go = 0 oldugundan g, A go = 0 olur. go, (e,)

n=1
dizisine diktir. Buradan geligki elde edilir. Boylece g kesin pozitiftir.
Ispat1 bitirmek i¢in ayrik, normu bir olan pozitif elemanlardan olugan maximal {g, }aen
netinin sayilabilir oldugunu gostermeliyiz. Herhangi o € A i¢in

Yo={z € E: g.(|z]) = 0}

bandi ve P,, Y iizerinde band izdiigiimiinii tamimlansin. « # (3 iken g, A gs = 0
oldugundan V¢ NYg = 0 olur. Y N Yﬁd = 0 oldugunu ispatlayalim. Bir tane 0 < u €
Yan Yﬂd olsun.

0 < (ga A gp)(u) = inf{ga(y) + gs(2) :y,z € ET iginu =y + 2}

0 < Yn,2n < u, her n € Ni¢in u = y, + 2, olacak sekilde (y,) ve (z,) dizileri vardir.
Ayrica

1 1
< — < —
9o (yn) < 2n,ga(zn) < o

olur.
gk: sSup  Yn
k<n<oo
Zr = Sup 2,
k<n<oo
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dizileri azalan pozitif dizilerdir. E' Dedekind tam ve sira stirekli norma sahip oldugundan
|Gkl 4 ve ||Zk|| 4 elde edilir. Buradan (gx) ve (Zx) dizilerinin norm limiti g5 > 0 ve 2, > 0
vardir.

ga(gk):: ga(g _'gk)'+'ga(gk)
L 1
< l1gallllg = gll + 5

lgallllg — Tkl — O ve 2% — 0 oldugundan g¢,(7) = 0 bulunur. Benzer gekilde,

95(Zk) = 98(Z — Z) + g8(Z1)

o 1

< llgsllllz = 2ill + 55
9]z — Ze|l = 0 ve 5 — 0 oldugundan gg(z) = 0 bulunur. Buradan 0 < u < § + 2
elde edilir. Riesz Ayristirma Teoreminden en az bir tane ¢y’ ve 0 <y’ <7 ,0< 2 < 2

icin u =y + 2’ olacak sekilde en az bir tane 2z’ vardir.

’ ro, ’

0<9a(y) <9,(7) =0 = guly)=0
0<gs(z) <gp(2) =0 = gp(z) =0

Buradan g, A gs(u) = 0 elde edilir. Ayrica

Gy)=0 = y €Y,
98(y) =0 = y €Yj
elemanidir.
OgylguveueYad - y/EYj
nglguveueYﬁd = z/EYﬁd
oldugundan
y eY,nY! = 4 =0
Y eYynYd = 2 =0
olur ve boylece u = 0 elde edilir.
e zayif birim olmak ftizere her o € A igin e, = P,(e) komponentini tammlayalim. e

zayif birim oldugundan her o € A icin e, # 0 olur. Her A" C A sayilabilir alt kiimesi
icin (eq),en dizisini olusturalm. E Dedekind tam ve sira siirekli oldugundan

2 ca< ) el
aen aen
serisi I icinde yakinsaktir. Buradan A sayilabilir bulunur. O]

Bu o6nermede E uzayimin sira siirekli olmasi kogulu ihmal edilemez. I" sayilamaz
kiimesi i¢in £ = ((I") alinir ise énerme dogru olmaz.
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Not 4.4.9. E bir Banach latis olmak tizere her esas bandi bir kesin pozitif sira sturekli
kesin pozitif fonksiyonelin varligine kabul eder. (E swra sirekli ise bu fonksiyonelin

o0
varhgi kesindir.) B, (x,,) dizisini i¢eren bir esas band olsun. Omeg”m Ty = Z 2n|:’1|jn| H
Tp

n=1

elemaniny disinirsek B = By, alabiliriz. Kabulden B, i¢in bir tane kesin z;ozz'tz’f sira
strekli fonksiyonel fo olsun. (Ba,, fo) AL-temsili L1(p) yu diginelim. By, zayf biri-
mine sahiptir. E icinde x, — 0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul B i¢inde x, — 0 ol-

masider. Buradan B icinde ., — 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Ly icinde x, LN
olmasidir. Ayna sekilde E i¢inde x, uo-Cauchy olmasi icin gerek ve yeter kosul x,, dizisi
hemen hemen her yerde élculebilir bir fonksiyona yakinsak olmasidar.

Bu teknigi agagidaki onermede kullanalim.

Onerme 4.4.10. E bir Banach latis olmak tizere her esas bandi bir kesin pozitif sira
siirekli fonksiyonele sahip olsun. 0 < x, = 0 ise x,, — 0 olacak sekilde bir tane alt
dizisi (xp,) vardr.

Kanat. Bir esas bandi igin fy kesin pozitif sira siirekli fonksiyonel ve L; () AL-temsilini
alahm. 0 < ,, = 0 olsun. Buradan fy(z,) — 0 olur. Béylece |z,|| — 0, yani L;(u)

icinde norm yakinsaktir. Ly(u) iginde z,,, 20 olacak sekilde en az bir tane z,, alt
dizisi vardir. L;(u) i¢inde z,, — 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul F icinde z,, — 0
olmasidir. O]

Asagidaki 6rnek Cesaro ortalamasi igin alternatif bir ispat sunar.

Ornek 4.4.11. E bir Banach latis olmak tizere her esas bandi bir kesin pozitif sira

siirekli fonksiyonele sahip olsun. x, — 0 olsun. Li(u) icinde x, LULNYY yakinsaktar.
(xy,) dizisinin Cesaro ortalamast da Ly(p) i¢inde 0’a hemen hemen her yerde yakinsak
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E icinde Cesaro ortalamasinin 0 uo-yakinsak olmasidar.

4.5 wuo-Yakinsak Netlerin Norm Yakinsakligi

uo-yakinsaklik ile norm yakinsaklik arasinda herhangi bir gerektirme iligkisi yoktur.
Bu boliimde ¢esitli kabuller altinda bu iki yakinsaklik arasindaki iligki verilecektir. Bu
boliimde [18] makalesi incelenmistir.

Lemma 4.5.1. E atomik, sura sirekli bir Banach latis olsun. x, — 0 ise &, — 0 olur.

Kamt. x, - 0 olsun. Kabul edelim ki (z,,) dizisi 0 elemanina uo-yakinsak olmasm. O
halde infy, |2, | > 0 olacak sekilde (z,,) dizisinin (z,, ) alt dizisi vardir.

a < ir]if |z, |

olacak gekilde a € E* atomu vardir. Ozel olarak her k icin |z,,| > a olarak alalm.
f fonksiyonu a atomunun biorthogonal fonksiyonu olsun. z € E olmak iizere P,(z) =
f(x)a olacak sekilde P,, B, tizerinde tamimhl band izdiigiim olarak tamimlayalim. f
fonksiyonu latis homomorfizmdir. O halde

f (@) = f(|2n,]) > fla) =1

olur. Ancak bu durum z,, — 0 olmas ile celisir. O
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Tanim 4.5.2. E bir Banach latis ve A C FE alt kiimesi olsun. Her ¢ > 0 i¢in A C
[—u,u] + B, olacak sekilde en az bir u € E1 var ise A kiimesine neredeyse sira
sinirhidir denir.

Onerme 4.5.3. E sura siirekli bir Banach latis ve (xo) C E bir net olsun.

uo . I
(ro) neredeyse sira simarl ve xo, — T ise o, —> T olur.

Kamt. (1,) neredeyse sira sinirh ve 7, — z olsun. O halde,
To S a = Vye€ Eicin [z, — 2| Ay 20
= lza—z| Ayl <2510
olur. Ayrica (|z, — x|) neti sira simirhdir. Boylece € > 0 ve her « i¢in

llza =zl = [lza = 2l Aull = |(Jza — 2] —u)"| < (4.5.1)

olacak sekilde en az bir tane u > 0 vardir. |v, — 2| A u = 0 oldugundan (4.5.1)

esitsizliginde |||z, — x| A u|| = 0 olur. O halde z, Il 2 elde edilir. O

Lemma 4.5.4. E swra sturekli bir Banach latis ve A C E goreceli zayf kompakt alt
kiime olsun. Herhangi bir € > 0 ve fy € E' fonksiyoneli i¢in sup,c 4 f((||z] —u)t) <€
olacak sekilde w € E'_ vardar.

Kanat. Tlk olarak fy kesin pozitif fonksiyonel olsun. E sira siirekli oldugundan Dedekind
tamdir ve f sira siireklidir. £ uzaymm bir AL-uzay oldugunu biliyoruz. A kiimesi E
uzay1 icinde goreceli zayif kompakt oldugundan Lemma 4.4.7'den E uzayi icinde A
kiimesi goreceli zayif kompakttir ve neredeyse sira sinirhidir. Buradan,

sup f((|z| —v)") = sup ||(lz| —v) ")z <€
€A €A

olacak sekilde v € E vardir. E uzay1 E icinde norm yogun oldugundan
fllu—=v]) = flu—vllL <e
olacak sekilde v € E vardir. Boylece

(Jz] —w)* < (|2 = 0)" + v —u| = Sugf((\ivl —u)") <2

olur. Genel durumunu diigtinelim.
Ny ={z e E: f(|z]) =0}
ve Ny = CJ‘? kiimelerini tanimlayalim. N nin band oldugunu gosterelim.

10 < f(IAz + pyl) < A flz|+plflyl =0 = f(]Ax +py|) =0
)yl <lz] = 0< f(lyl) < f(lz[) =0 = f(ly]) =0

elde edilir. Boylece Ny bir idealdir. Simdi Vs sira kapali oldugunu gosterelim. z, 5o
olsun. Buradan |z, — x| < y, } 0 olacak sekilde en az bir tane (yz) neti vardir olur.

0< fllz]) < flza —2[ Sys L 0 = f(|jz]) =0 = z € N}
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oldugundan Ny sira kapaldir. Béylece Ny sira kapali ideal oldugundan bandtir. Ayrica
Ny = C§ oldugundan Cf bandtir. Ny ve Cy sira siirekli bir Banach latistir. (E sira
siirekli oldugundan Dedekind tamdir, ayrica E uzaymnda her band izdiigiim bandi
oldugunu hatirlatalim.) O halde £ = Ny & Cy olur. P, Cy iizerinde band izdiigiimii ol-
sun. A, E icerisinde goreceli zayif kompakt oldugundan P(A), C; igerisinde goreceli
zayif kompakttir. Ayrica f, C; iizerinde kesin pozitiftir. Ik durumdan sup, 4 (f|(P|z|—
u)T|) < e olacak sekilde en az bir tane u € Cy vardir.

(lz] = w)* < (Pla| —u)" + (I = P)lz| ve f((I = P)lz[) =0 — ilelgf((\x! —u)’) <e

O

Tanim 4.5.5. E bir normlu Riesz uzay ve (z,,) C E dizi olmak iizere 0 < z,, — 0 iken
Tp M> 0 oluyor ise E pozitif Schur 6zelligine sahiptir denir.

co Banach latisinin i¢inde (e,,) standart bazini alalim. (e,,) normda yakinsak degildir
fakat e, — 0 yakinsaktir. Bu sebeple ¢, uzay1 Pozitif Schur Ozelligine sahip degildir.
Buradan yola cikilarak bir Banach latisin, Pozitif Schur Ozelligine sahip olmasi icin o
uzayin c¢p uzayina homeomorfik olan bir latisi icermemesi gerekir.

Agagidaki lemmada sira siirekli bir Banach latis i¢in Dunford - Pettis Teoremini
sagladigini gosterecegiz. Bu teorem her relatif zayif kompakt alt kiimelerin neredeyse
sira siurh oldugunu soyler. Ispat icin [35, Teorem 7] ve [26, Prop 3.6.2] kaynaklarma
bakilabilir. Ayrica uo-yakimsaklik kavrami kullanilarak [20] makalesinde alternatif is-
patlari da verilmigtir.

Lemma 4.5.6. E pozitif Schur 6zelligine sahip bir Banach latis ve xo, FE uzayinin zayif
birimi olsun. E uzayinin her goreceli zaysf kompakt alt kiimesi neredeyse sira sinarldar.

Kanit. A C E goreceli zayif kompakt olsun. Her f € E' i¢in lim, sup,c, f((|z| —
nrg)t) = 0 oldugunu gostermeliyiz. E pozitif Schur 6zelligine sahip oldugu igin sira
stireklidir. Boylece Lemma 4.5.4’den herhangi f > 0 ve € > 0 igin sup,c4 f((|z]—u)T) <
e olacak gekilde u € ET vardir. zy, E uzaymin zayif birimi oldugundan

V n > ngigin [[(u —nzo) || = |Ju —u A nxgl| < e
olacak sekilde ny € N vardir. Buradan
V' n > ngigin f((u—nzo)") < ||f|le
elde edilir. Boylece

¥ n > ng icin sup f((|z] —nwo)) < (1+ | f])e
TEA

olur. Buradan lim,, sup, 4 f((|z| — nzo)*) = 0 elde edilir.
Her € > 0 icin sup,c4 f((|z] — nzo)™) < € olacak sekilde n € N oldugunu gosterelim.
Kabul edelim ki tersi dogru olsun. O halde en az bir ¢ > 0 icin herhangi n > 1
icin ||(|zn| — nxo)*|| > € olacak sekilde (z,) € A vardir. Ancak (|z,| — nxg)t = 0
olur. Boylece ||(|xn| — nxo)™|| — 0 elde edilir. Bu durum Pozitif Schur 6zelligi ile
celismektedir.

[
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Lemma 4.5.7. E sira strekli bir Banach latis olsun. Asaqidaki ifadeler birbirine denk-
tar.

(1) E uzayr pozitif Schur ézelligine sahiptir.

(17) E uzayimn her goreceli zayif kompakt sayplabilir alt kiimesi neredeyse sira sinyrhdar.

(131) E uzayiman her goreceli zayrf kompakt alt kiimesi neredeyse svra sinirhdar.

Onerme 4.5.8. E sura siirekli bir Banach latis ve (xo) C E bir net olsun. (z,) goreceli
zaynf kompakt net ve xo —> x ise |o|(E, E') icerisinde xo, — x olur.

Kamt. f € E', ve e >0 alahm. Lemma 4.5.4’den her « icin
flza — 2| = xa — 2| Au) = f((Jza — 2] —u)T) <e (4.5.2)
olacak sekilde v € E* vardir. |z, — 2| Au 2 0 ve f sira siirekli oldugundan
f(lxa — x| Au) =0 (4.5.3)
(4.5.2) ve (4.5.3)'dan f(|xo — x|) — 0 elde edilir. O

Teorem 4.5.9. E bir Dedekind o-tam Banach latis olsun. Asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

(1) E pozitif Schur ézelligine sahiptir.

(i1) Her zayf relatif kompakt (v,) C E netii¢in 0 < 24 — 0 = 24 T 0 otur.

(i3i) Her bir (z,) C E dizisi ve x € E i¢in x,, — T ve T, —> & => T, T 2 otur.

(iv) Her zayif relatif kompakt (zo) C E neti ve v € E i¢in 1, > 1 = 24 g™
olur.

(v) Her bir (x,) C E dizisi i¢in 0 < 7, — 0 ve x,, — 0 = x, T o otur.

(vi) Her zayf relatif kompakt (1) C E neti icin 0 < 24 — 0 = 24 Lo otur.
Kanat. 1k olarak E’nin sira siirekli oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki (v). 6zellik
saglansin. Herhangi bir (x,) ayrik sira simirli dizisini alalim. Boylece her n € N
icin |z,| < x elde edilir. f € E’ olmak iizere

me - Zm = 1V J) < (@)

Buradan Z f(z,) serisi genel terim testinden yakinsaktir. Béylece f,, — 0 olur.
i=1

O halde z,, = 0 elde edilir.

T, = 0 oldugunu gosterelim. £ Dedekind o-tam oldugundan y, = sup |z,,| | 0

m>n
oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelim ki 0 < v < y,, olsun.

U=y, ANu = (sup(|@m,| A u)La,
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(v)

oldugundan
U=y, Nu=sup(|z,| Au) =0

olur. Buradan y, = sup |7,,] | 0 olur. O halde z,, % 0 elde edilir. z, ~> 0
saglanir. Kabulden z,, M) 0 elde edilir.

— (i) 0 < z, = 0 ancak (z,),0’a normda yakinsak olmasin. O halde
inf,en ||zn]| > 0 olur. B, (z,) dizisi tarafindan tiretilen bir band olsun. E sira
siirekli oldugundan B’de sira stireklidir. Buradan B zayif birime sahip oldugundan
kesin pozitif fo > 0 fonksiyonel vardir. B = (B, fy) bir AL-uzaydir. O halde
|znllz = fo(zn) — 0 olur. Boylece w,, = 0 olacak sekilde bir (z,,) alt dizisi

vardir. Buradan z,, 2% 0 elde edilir. Kabulden Ty, M> 0 olur. Ancak z,, dizisi

0’a norm yakinsak degildir. Buradan celigki elde edilir. Boylece x,, M> 0 olur.

(v) = (#41) 0 < 2, = 0ve 0 <z, = 0ise 2, — 0 kosulu saglansin. Her (z,) C E

icin z,, — x ve &, — x olsun. O halde,
uo « . o
T, — v <= VYye Eign |z, —z|Ay—0

elde edilir. Buradan (z, — ) — 0 olur. Bdylece uo-yakinsaklik 6zelliginden
|z, — 2| <> |0] yani |z, — x| = 0 olur. (z,) zayif relatif kompakt oldugundan

|z, — 2| = 0 olur. O halde kabulden z, — x M> 0’dir. Boylece x, M> z elde

edilir.

(1) = (11) E pozitif Schur 6zelligine sahip olsun. Kabul edelim ki (z,) goreceli zayif

4.6

kompakt net i¢in 0 < z, % 0 ancak z,,0’a norm yakinsak olmasin. O halde

Jde > 0 vardir Yo ve (o) > «a igin ||zg(a)]| > €

inf ||za|| > 0 olsun. {z, : a} goreceli zayif kompakt oldugundan 0 € {z, : a}
olur. Buradan (y,) C {za : o} vardir y, - 0 elde edilir. Boylece pozitif Schur
ozelliginden ||y|| — 0 olur.

= (iv) 24 zayif relatif kompakt net olmak iizere 0 < z, — z olsun.
To ~% x oldugundan Vy € EV icin |z, — 2| Ay 20

Buradan Onerme 4.5.8'den |z, — 2| 2 0 elde edilir. (z,) goreceli zayif kompakt

net oldugundan {« : |z, —z|} goreceli zay1f kompakttir ve kabulden (z,—x) LN

elde edilir. Boylece z, M> x olur.

[]

uo-Cauchy

Bu béliimde [18] makalesi incelenmistir. Hatirlayalm ki E bir Riesz uzay ve (24)aen C
E bir net olsun. (zo — 75)(a,8)cAxA 2% 0 oluyor ise (r,) netine uo-Cauchy neti ad
verilir. Bu boliimde uo-Cauchy net ile uo-yakinsaklik arasindaki iligki verilecektir.
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Lemma 4.6.1. E bir Riesz uzay ve (vo) C E bir net ve (zo,), (To) netinin bir alt neti
olsun.

xo) neti uo-Cauchy ve To. —> T ise To —> x olur.
Y :
Kamt. o neti uo-Cauchy ve x,, 2% 2 olsun. z,, uo-Cauchy neti oldugundan
VyeET icin v, — 25/ Ay =0
olur. Ayni zamanda x, 2% 2 oldugundan
VyeET ign |z, —z|Ay >0
elde edilir.

[T — 2| = |20 — T+ To; — T4,

<z, — 2| + |20 — 24,
olur. Burada a; = 3 olarak alimirsa her y € E™ i¢in

|xa—x|/\y§(lxa—x‘+|xa_x,3|)/\y
= |ro —2| Ay + |T0 — 25| Ay

ve |r, — 2| Ay = 0 olur. Béylece z, — z elde edilir. O

Lemma 4.6.2. E bir normlu Riesz uzay ve (z,) C E bir net olsun.

. Il ) uo
To neti uwo-Cauchy ve ro — x ise £, — x olur.

Kanat. x, uo-Cauchy neti ve x, M) z olsun. z, M> x oldugundan Lemma 3.1.31°den

Ta, 2 z olacak sekilde en az bir tane (7a;) C 4 alt neti vardir, Onerme 4.1.4’dan
Tq, 2% x elde edilir. Lemma 4.6.1'dan x, — x elde edilir. O

Onerme 4.6.3. Sura sirekli bir Banach latis uzayinda her neredeyse swra sinirl nets

‘ uo Il
uwo-Cauchy ise xo, — x ve T —> X olur.

Kamit. (z,) neredeyse sira simirli ve uo-Cauchy neti olsun. Buradan (z,—z /) neredeyse

sira sirhdir ve (2, — 2/) ~2 0 olur. Onerme 4.5.3'den (2, — /) T 0 our. Boylece
(4) neti norm Cauchy’dir. O halde (z,) norm yakinsaktir. Buradan Lemma 4.6.2’den
Ty —2 1 elde edilir. O

Teorem 4.6.4. E sira sturekli bir Riesz uzay olmak tzere her relatif zayf kompakt
uo-Cauchy neti i¢in xo — x ve |o|(E, E')| iginde xq, © elemanina zayf yakinsaktr.

Kamit. (x,) zayif relatif kompakt ve uo-Cauchy olsun. (z,) zayif relatif kompakt net
oldugundan x5 = x olacak sekilde (r3) alt neti vardir. z, — x oldugunu gstermeli-
yiz.

Kabul edelim ki E zayif birimine sahip olsun. O halde Teorem 2.3.14’den E', f; kesin
pozitif fonksiyoneline sahiptir. AL-Temsilden biliyoruz ki £ bir AL-uzaydir. Lemma
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4.4.7den (z,), E icinde relatif zayif kompakt nettir. Boylece E icinde (7o) nere-

deyse sira simrhidir. Lemma 4.4.6'den (z,), F icinde uo-Cauchy’dir. Buradan Onerme

4.6.3'den y € E icin x4 M) Y Ve To — 1 olur. x3 2% 2 oldugundan Lemma 4.4.7’den

E icinde x5 —  olur. Boylece E i¢inde y = z elde edilir. O halde E icinde z, = z
olur. Lemma 4.4.6’den E icinde z, - 2’dir. Onerme 4.5.8’den lo|(E, E') iginde zayif
yakinsak elde edilir.

Genel olarak y > 0 alahm. B, F iginde y tarafindan iiretilen band ve P izdiigiim band
olsun. O halde B bir zayif birime sahip sira siirekli bir Banach latistir. Ispatin baginda
alinan F uzay1 gibi diigiintilebilir. Buradan Pzx,, B icinde zayif relatif kompakttir ve
en az bir x5 C x, alt neti i¢in B i¢inde Pxg % Pz olur. Boylece Lemma 4.1.14’den
(Pz) uo-Cauchy’dir. O halde B iginde Pzs — Pz elde edilir. Buradan,

|Ta — 2| Ay = P(|za — 2| Ay) = |Pxa — Px| Ay >0

olur. Boylece F icinde Pz, — Pz elde edilir. O]

Lemma 4.6.5. FE Dedekind tam Banach latis, F C E kapalv alt latisi olsun. F' sira
surekli ise asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) F’nin her tstten swra sinarl alt kimesi i¢in E ve F i¢indeki supremum degeri
aynadar.

(i1) Her sira stmrh (x,) C F neti icin F icinde 1o, = 0 olmasu i¢in gerek ve yeter
kosul E icinde x, = 0 olmasidur.

(4i1) Herhangi (z4) C F neti icin F i¢inde x, — 0 olmast icin gerek ve yeter kosul
E i¢inde x, —> 0 olmasidur.

Kanit. (i) z, T olacak gekilde A = (z,) C F olsun. F' i¢inde (z,)nin supremum
degeri x olsun. O halde F sira siirekli oldugundan F’nin normunda z, — x olur.
Boylece E’nin normunda x, — x elde edilir. x, 1 oldugundan E icinde z, T x
olur.

(ii) F iginde 2, = 0 olsun. F' kapah oldugundan Dedekind tamdir. O halde sups, |z5| =
Yo olacak gekilde (y,) neti vardir. F' iginde y, | 0 elde edilir. (i)’den E iginde
Yo | 0 olur. y, | 0 oldugundan sira yakinsaklik ozelliginden y, — 0 olur.
|Za| < Yo = 0 oldugundan E icinde z, 2 0 elde edilir.
Tersine E icinde z, = 0 olsun. £ Dedekind tam oldugundan y, = SUPgs, [75]
iyi tanimhidir ve E i¢inde y, J 0 olur. (i)’den (y,) € F elde edilir. F iginde y, | 0
olur. Buradan F icinde z, 2 0 olur.

(4ii) E icinde z, — 0 olsun. Herhangi 0 < y € F icin E icinde |z4| Ay 2 0 olur.
Buradan (ii)’'den F icinde |z4] Ay = 0 olur. Boylece F icinde z, —> x elde
edilir.

Tersine F icinde z, — 0 olsun. E icinde F tarafindan iiretilen ideal I olsun.
¢ € IT alahm. Buradan y € F7 icin 2 < y olur. F icinde z, — z olmasi
icin gerek ve yeter kosul |z4| Ay 2 0 olmasidir. (ii)’den E icinde |z, Ay = 0
olur. Buradan Lemma 4.1.14’den I icinde z, — 0 elde edilir. Béylece Lemma
4.1.9den F icinde z, = 0 olur.

O
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Tanim 4.6.6. F bir normlu Riesz uzay olmak iizere her artan, norm siirh dizi norm
yakinsak ise ' uzayimma KB-uzay denir.

Bir Banach latisin KB-uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kogul 0 < z,, 1 ve sup{||z.||} <
oo kosulunu saglayan her netin norm yakinsak olmasidir. Boylece her KB-uzay sira
siirekli norma sahiptir. ¢y uzayr KB-uzay degildir. Her yansimal uzay KB-uzaydir.

Teorem 4.6.7. E sira surekli bir Banach latis olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denk-
tar.

(1) E uzayr KB-uzaydar.
(17) E i¢inde her norm sinirl vo-Cauchy neti wo-yakinsaktar.
(i13) E iginde her norm sinwrly uo-Cauchy dizi uo-yakinsaktur.
Kamit. (i) = (ii) (x,), uo-Cauchy ve norm simirh olsun.
@t =yt < e —ylve o —y | < fo -yl

oldugundan (x}) ve (z,) netleri uo-Cauchy’dir. Boylece genelligi bozmadan z,, €

E7 olsun. Kabul edelim ki F, zq zayif birimini icersin. k& € N alalm.
2o A kxo — 2,0 N ko] < |70 — 20| A kg 20
oldugundan
|Ta AN kxg — 20 Nkzo < |20 — | ANkzo <yl 0

olacak sekilde (y,) neti vardir. Buradan z, A kxzo, o-Cauchy’dir. x, A kzg sira
sinirl oldugundan x, A kzy olur ve y, € E elemanina sira yakinsaktir.

Sup [[yel| < supsup f[zo A kzol| < sup[|za]| < o0
oldugundan (y;) artandir ve (y;) dizisi y € E elemanina yakmsaktir. z, — y
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in |z, —y| A xg 2 0 oldugunu gostermek yeterlidir.

Too = SUP  |wg — x4 | A0
Bza,p>a

olarak tammlayalim. (7,), uo-Cauchy neti oldugundan z,, ,» | 0 olur. k > 1 igin
V3>a 6 >a icn |z A kg —xg Nkxo| Ao < |zg —zg| Awg <, 010

olur. Buradan |vs — kzg A kzg — yi| A wg < 7, o elde edilir. k — oo iken

VB >aign|rg —y[Azo <z, = |Ta — Y| Azg 20 = 1, >y

elde edilir.
Genel olarak {y, : v € I'}, E'nin ikili ayrik maksimal birlesimi olsun. Her bir
0 = {7,7% -, Wm} € A iin (y,,)7 tarafindan iiretilen band Bs; pozitif Schur

ozelligi ile birlikte sira stirekli bir Banach latistir ve ys = Zy%. zayif birimine
i=1
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(i)

sahiptir. Her bir Py, By lizerinde band izdiigim olsun. Her bir By, KB-uzayidir.

E sira siirekli oldugundan her bir x € F i¢in Psx, M) x olur. Lemma 4.1.14°den

(Psz,), Bs iginde uo-Cauchy’dir. Boylece Bs iginde Psx,, 2% 25 olacak gekilde
0 < z5 € By vardir ve dahasi1 E icinde de Psz, — z; elde edilir. Lemma 4.1.3'den
(z5) neti artandir ve Lemma 4.1.15’den sup || zs|| < sup,, ||z || < oo olur. (zs) artan
ve norm siirhdir. £ uzayr KB-uzay oldugundan (zs) neti 0 < z € E elemanina
yakinsaktir.

To = x oldugunu gostermeliyiz. Herhangi y € ET alalim. P,, B, tzerinde band
izdiigim olsun. Pz, netinin 0 <y, € B, elemanina uo-yakinsak oldugunu goste-
relim. F i¢inde

0 = Yol Ay = Py(|ra — 30| Ay) = [Py — Pyyol Ay
olur. Buradan E iginde
|Psza — Psyo| Ay < |26 — yo| = 0

olur. E iginde Psz, — zs oldugunu hatirlatalim. O halde |z5 — Psyo| Ay = 0 olur.
Buradan lim Psyy = yo ve lim z5 ise

lz —yo| N\y=0=|Px—y| Ny = P,z =1y
elde edilir. Boylece E icinde
|Ta — 2| Ay = |Pyza — Pyx| Ay = |Pya — Yo ANy = 0
olur.

— (¢i1) F iginde her norm smirh uo-Cauchy neti uo-yakimsak olsun. Her net
bir dizi oldugundan her norm simirli uo-Cauchy dizisi uo-yakinsaktir.

(14i) = (i) E iginde her norm simirh dizi uo-yakinsak olsun. Kabul edelim ki £ uzay1

KB-uzay olmasin. O halde E uzay1 ¢g uzayima latis izomorfik olan uzay1 igersin.

Genelligi bozmadan ¢y C F alalim. ¢y uzayinda x, = Zei uo-Cauchy neti ve
i=1

sup,, ||z, || < oo olur. O halde Lemma 4.6.5’den E iginde (x,,) dizisi uo-Cauchy’dir.

Zn, uo-Cauchy ve norm sinirli oldugundan kabulden x,,, x’e uo-yakinsaktur.

u, co’'nin zayif birimi, u tarafindan tretilen band B ve Pg band izdiisiim olsun.

Lemma 4.1.14’den z,, = Pgx,, — Pgz elde edilir. Buradan z = Pgx olur. Dahasi

k > 1 igin

|z A ku — 2 A ku| < |z, — 2| Aku 20

Boylece E sira siirekli oldugundan x,, A ku, x A ku norm yakinsaktir. x, Aku C ¢
oldugundan z A ku € ¢y olur. Buradan x = Pgx = lim, x A ku € ¢y elde edilir.
Lemma 4.6.5’den ¢, icinde z,, — = olur. Ancak bu durum cekiski verir. O halde
E, KB-uzay olmalidir.

O]
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4.7 uo-Yakinsakhk ve Zayif* Yakinsaklik iligkisi

Bu boliimde [15] makalesi incelenmistir. Bu kisimda E' uzay1 iizerinde uo-yakmsaklik

ile w*-yakimsaklk iliskisi incelenecektir. Oncelikle her f, € E' icin f, — f ise f,, SN
0 olmasi i¢gin F uzaymin sonlu boyutlu olmasi gerekir. Gergekten, kabul edelim ki
dim £ = oo olsun. E" uzaymda ayrik, normalize edilmis (f,) dizisini alalm.

nfa Au<nf, Anu<n(fyANu) =0
oldugundan |nf, — 0| A u — 0 olur. Buradan nf, - 0 elde edilir.

nfy 250 = nf, <0

olur. Buradan ||nf,|| < oo,V n € N olur ki boylece sinirhdir. Ancak dim F = oo olmasi
ile geligir. O halde E uzay1 sonlu boyutlu oldugunda uo-yakinsaklik, w*-yakinsakliktir.
E herhangi bir Banach latis uzay oldugunda hangi kogullar altinda uo-yakinsakligin
w*-yakinsakligi gerektirdigini inceleyecegiz.

Teorem 4.7.1. E Banach latis uzayr sira surekli norma sahip olmasi icin gerek ve
yeter kosul herhangi € > 0 ve her x € E* icin || f|| < 1 olmak tzere (|f]| — g)T(x) < €
olacak sekilde g € E' var olmasidar.

Teorem 4.7.2. E bir Banach latis olmak tzere asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(1) E siwra strekli norma sahiptir.
(i1) Her norm surh (f,) € E neti igin fo <> 0 ise fo —> 0 olur.

(i3i) Her norm suarh (fo) € E' neti i¢in fo — 0 ise fa 21EE 0 otur.

(v) Her norm swrh (f,) € E dizisi icin f, > 0 ise fa EIEE 0 otur.

Kamt. f, ~> 0 gerek ve yeter kosul |f,| — 0 olmasidir. Béylece (i1) <= (i) ve
(iv) <= (v) agiktir.

(i) = (iii) E sira siirekli norma sahip olsun. Norm smirh ve f, — 0 olacak sekilde
(f.) € E' netini alalim. Teorem 4.7.1’den her x € E* ve € > 0 icin

[fal(@) = |fal A gla) <€
olacak sekilde g € E’ vardir.
fo 50 <= Vg ETicin [fa] Ag 20

olur. E sira siirekli norma sahip oldugundan Lemma 3.1.30’den |f,| A ¢ M) 0
elde edilir. Boylece lim sup,, | fo|(z) < € olur. Burada € keyfi olarak segildiginden

lim, | fo|(z) = 0 elde edilir.
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(i4i) = (v) Her norm smurh (f,) € E' neti icin f, —> 0 ise f, B, 0 olsun. Her
net bir dizi oldugundan her norm siirh f, € E' netiicin f, — 0 ise f, M 0
olur.

(v) == (i) Her norm smirh (f,) C E dizisi igin f, <> 0 ise f, EB) 0 olsun.
f, € E' ayrik, norm simurh dizisini alalm. Lemma 4.1.13’den f, — 0 olur. O
halde kabulden f, — 0 olur. Béylece Sonug 2.3.12’ten E sira siireklidir.

]

Teorem 4.7.3. E sura stirekli bir Banach latis olsun. E' icinde herhangi norm sinurl
uo-Cauchy neti wo-yakinsak ve |o|(E', E) yakinsak ise ayny limit degerine yakinsaktur.

Kanat. Teorem 4.6.4 yapilan ispattaki adimlara paralel olarak yapilir. Burada dikkat
edilecek durum uo-Cauchy netinin norm sinirl olmasidir. O]

Burada Teorem 4.7.2’den sira siirekli norma sahip Banach latis tizerinde her norm
sinirl uo-yakinsaklik netin w*-yakinsak oldugunu gosterdik. Simdi hangi kogullar altinda
w*-yakinsakligin uo-yakinsakligi gerektirdigini inceleyelim.

Ornek 4.7.4. (dp)sey € (0,1] olmak tizere d,, | ve dy =1 olsun. Egimi co’a dogru ar-
tan, di vzunlugunda bir dogru par¢ast dizisi alalim. Bu diziyi {1y, }22 | olarak tanimlayalim.
Ayrica burada Iy, min egimi Iy ,,—1 egiminden daha biiyiktir. Her Iy, ve Iy,—1 arasinda
uzunlugu dy olan egimleri Iy, 'min egimine dogru artan dogru parcalarimn baska bir di-
zising olusturalim. Benzer sekilde uzunlugu ds olan baska dizi olusturalim. Tim bu dogru
parcalarinin birlesimi T olsun. T kompakt ve Hausdorff dur. X, T tizerindeki orijinde
sifir olan ve her dogru parcaswyla simrlandirildiginda afin olan strekli fonksiyonlarin
uzayr olarak tamimlayalim. Yani

X =C(T)={f:T — R siirekli fonksiyon : f(0) =0 ve fls,, afin fonksiyon }

olarak taniymlanir. f herhangi dogru parcas: izerinde afin oldugundan fin tum ozelligi
u¢ noktalarla belirlenir.

f(z) =azx+by +c

dogru par¢asimin falrndaki gorintisi dogru par¢asidir. {t,} noktalar: uzunlugu do
olan ve Iyy ile Iys dogru parcalarinin arasinda kalan dogru parcalarimin ug noktalar:
olsun. lim,,_,o t,, = to € Iy s dogru parcasi tizerinde ve orijine uzaklge dy olan &, C X'
alalim.

1, z=t,
6tn<x):{0 x#t

olarak tamvmlanir. Her x € X igin 6, (x) — &, (x) oldugundan oy, SR 8y, olur. X'
atomik oldugundan Teorem /\ |0t, —0t,| = 0 olmaludur. Fakat 0y, L5y, olur. Yani oy, ()N

n=1

3¢, () = 0 olmalidar.

1, z=t
5,50(1') = {O T 7§ tz
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lo,3

lo.2
di
lo,1
di
Sekil 1:
olur. O halde her n > 1 i¢in oy, L6, olur.

1, z=t,

|01, — 01| () = |61, (2) — 0o (2)[ 1, = =1t
0, s 7é t'm to

olur. Her n € N i¢in
164, — 6ty| > 0y = /\ 100, — 1| = 64y > 0
n=1
Bu ise celiski verir.

Lemma 4.7.5. E bir Banach latis olmak tizere asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i1) Herhangi (f,) C E' dizisi igin f, 2% 0 ise Ao | ful = 0 olur.
Her iki durumda da E' atomiktir.
Kanat. Ispat icin [33, Teorem 3.1] bakilabilir. O

Lemma 4.7.6. E bir Banach latis uzay olmak “tzere asagidaki ifadeler birbirine denk-
tir.
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(1) E swra strekli norma sahiptir.
(i1) Her norm smarly fo C E' neti uo ve w*-yakinsak ise limit degerleri aynadar.
Kamit. (i) = (ii) Teorem 4.7.2°den agiktur.

(i1) == (i) Her norm smirh f, C E' neti uo ve w*-yakinsak ise ayni limit degerine
yakinsak ve kabul edelim ki E sira siirekli norma sahip olsun. O halde Teorem
2.3.11’den norm simurh, ayrik (f,,) dizisi 0’a w*-yakimsak degildir. Boylece [5,
Teorem 12.23]'den f # 0 elemanina w*-yakinsak olacak sekilde ( f,,) dizisinin (f,,,)
alt dizisi vardir. Ayrica (f,,) norm smirh ve ayrik oldugundan Sonug 4.1.13’den

f =% 0 olur. Kabulden f, % 0 elde edilir.
]

Teorem 4.7.7. E bir Banach latis uzay olmak tzere asagidaki ifadeler birbirine denk-
tar.

(1) E sira strekli ve atomiktir.
(i1) Her norm smrh (fo) C E' neti icin f, s ise fa 220 olur.
(i43) Her (fo) C E neti igin f, Y ise fo =50 olur.

Kamt. (iii) = (ii) Agktir.

(i1) = (i) Her norm sl (f,) C E neti i¢in f, % 0ise fa 2% 0 olsun. Lemma
4.7.6'den E sira siireklidir. Lemma 4.7.5’den E’ atomiktir.

(i) = (i) E swra siirekli ve atomik olsun. (f,)er, £'nin atomlarmin bir tam ayrik
sistemi olsun. Her bir + i¢in

)1 v =«
fv(xa)—{o v+ a

olarak tanimlayalim. (f,), ' 'nin atomlarinm bir tam ayrik sistemidir ve £, (f,)
fonksiyonu ile birlikte R' icine ideal olarak gomiilebilir.

Voy#Bigin fy A fzg=0

olur. Béylece ayriktir. Herhangi (f,) C E neti icin f, “% 0 ise her ~v € T igin
f4(z4) — 0 olur. O halde R iginde (f,), 0’a noktasal yakinsaktir. Denk olarak,

RY iginde £, “% 0 elde edilir. Buradan E iginde f, <% 0 olur.
O

Onerme 4.7.8. E bir Dedekind o-tam Banach latis ve (f,) C E iginde w*-yakinsak
dizist olsun.

fn 250 ise f, M 0 olur.
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Kanit. Herhangi x € ET ve € > 0 alalim. Teorem 4.7.1’dan
[ful(@) = [ful Agla) <€

olacak sekilde g € E' vardir. f, =% 0 oldugundan her g € E' icin |f,| A g = 0 olur.
Boylece

VoeFEicn (|fu|Ag)(x) =0
Buradan | f,,|(z) < € elde edilir. O halde lim sup,, | f,|(z) < € olur. Béylece lim,, | f,|(x) =
0’dir. Buradan f, M 0 elde edilir. n

Bu 6nermede verilen Dedekind tamlik kaldirlamaz. Ornek asagidaki gibidir.

Ornek 4.7.9. E = C[0,1] olsun.

f 531_3_531_2+531_1_5ﬁ n ¢ift ise
"l 6

1 n tek ise
3n—2 3n—1

olarak tanimlayalim. (f,) C C'[0,1] iginde bir dizidir. Boylece

(f1:51—5% n=1
fo=101—01+061 —01 n=2
fs =01 —01 n=3
Jn = Ji=01—01 +61 —01 n=4
fs=01 =01 n=>5

(fn)ler E' iginde ayriktir. E' Dedekind tam oldugundan Sonu¢ 4.1.13°dan f, <> 0
olur. Buradan f,(z) = 0 ise f, 2% 0 elde edilir.

f2=5%+(5%+(5%+(5% n=1
| fon| = f4:5$+5%+5ﬁ+5g n=2

ve
f1:51+(5% n=>0

fz3=101+01 n=1
PN S
fs=01 +0d1 n=2

13 14

olarak tamimlanir. Buradan,

_ 1
2 ~ 3n-3
1 _ 1
fonl (@) =20 o 0 0 00 (2) 4 _ z"fj
0 YIS [07 1] \ {317,1—3 U 3n1—2 U 3n1—1
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-
/8 1f i/5 1f4 1j7 .
-1 . .
Sekil 2:
ve
1

1 €r = 3n—2

’f2n+1|($) - 53n172 + 5371171 (93) 1 = 3n1—1 1
0 €01\ {55 U5

olacak sekilde tanwvmlanir. Buradan |fon|(x) — 40o(z) ve | foni1|(x) — 200(z) olur. O
halde, | fon| ve | fons1l|, 0°a w*-yakinsak degildir.

Tanim 4.7.10. E bir Banach latis ve (f,) C E} bir dizi olsun. Her f, % 0 iken
fn = 0 oluyor ise E uzayma pozitif Grothendick 6zelligine sahiptir denir.

Onerme 4.7.11. E bir Dedekind o-tam Banach latis olmak tizere asagidaki ifadeler
birbirine denktir.

(1) E pozitif Grothendick ozelligine sahiptir.

(i4) Herhangi (f,) C E igin f, Y50 ve fn 250 ise f, = 0 olur.

(i41) Herhangi (f,) C E' i¢in f, 250 ve fo =50 ise f, IEE DG otur,

Kamt. (i) = (ii) E pozitif Grothendick 6zelligine sahip ve (f,) C E' dizisi icin

fn % 0 ve frn 22 0 olsun. Onerme 4.7.8'den | f,,| “% 0olur. E pozitif Grothendick
ozelligine sahip oldugundan |f,,| = 0 olur.

(i11) = (11) Agktr.

Ik olarak E sira siirekli norma sahip oldugunu gosterelim. E', Dedekind tam
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oldugundan E’, o-sira siirekli norma sahip oldugunu gosterelim. f, | 0 alalim.
O halde her z € E i¢in f,(x) — 0 olur. f, Y50 ve fo 3 0 elde edilir. f, >0
oldugundan f, = 0 olur. Béylece f, Y0 ve frn 2 0 oldugundan kabulden
fn 2 0 elde edilir. Teorem 5.4.1(Dini Teorem)’den || f,|| — 0 olur. Boylece E',
o-sira stirekli norma sahiptir. f, “% 0 olacak sekilde (f,) C E;r ayrik bir dizisini

alalim. Sonuc 4.1.13’den f,, = 0 elde edilir. f,, Y0 ve fr. = 0 oldugundan ka-
bulden f,, = 0 olur. Béylece [26, Teorem 5.3.13]’den E uzay1 pozitif Grothendick
ozelligine sahiptir.

0

Tanim 4.7.12. E bir Banach latis olsun. Her (f,) C E’ pozitif dizisi icin f, “% 0 iken

fn M 0 oluyor ise E uzay1 dual pozitif Schur ozelligine sahiptir denir.

Onerme 4.7.13. E bir Dedekind o-tam uzay olmak tzere asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

(1) E dual pozitif Schur ézelligine sahiptir.
(i1) Herhangi (f,) C E' i¢in f, %0 ve fo 2% 0 dse | full = O olur.
Kamt. (i) = (ii) E dual pozitif Schur 6zelligine sahip, herhangi (f,) C E' dizisi

icin f, Y50 ve fn 2% 0 olsun. Teorem 4.7.8'den |f,| IEE 0 olur. E dual

pozitif Schur 6zelligine sahip oldugundan f, M> 0 olur.

(i4) == (i) Herhangi (f,) C E icin f, 20 ve fo 2% 0 iken | fnll — O olsun.
Bir (x,,) dizisinin ayrik terimleri E’nin pozitif birim yuvarindan alinsin. Teorem
4.7.3'den f,(x,) — 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki f,(z,) - 0
olsun. O halde 0 < € < f,,(x,,) olur. Béylece [32, Prop 0.3.11]

In N\ Gm = O,Qn < fn ve gn(xn) = fn(mn>

olacak sekilde g, € E:r vardir. Buradan g, “% 0 olur. Ayrica g, ayrik dizi
oldugundan Sonug 4.1.13’den g, — 0 elde edilir. Kabulden |[|g,|| — 0 olur.

€ < ful@n) = gul2n) < |lgnll — 0

Boylece f,(x,) — 0 elde edilir. Ancak bu durum ¢eligki verir. O halde f,(z,) — 0
olmalhdir.

]

Onerme 4.7.14. E sira sirekli bir Banach latis olmak tizere asagqrdaki ifadeler birbirine
denktir.

1) Her norm smarl (f.) C E neti icin f, Y50 ve fo 250 ise fo = 0 olur.

(1)
(2) Her norm suarl (f,) C E' neti igin fo ~> 0 ise fo — 0 olur.
(3) E pozitif Grothendick ézelligine sahiptir.

(4)

4) E yansimalidar.
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Kanit. (1) = (2) Teorem 4.7.2'den agiktr.

(2) = (3) Onerme 4.7.11°den aciktir.

(
(3) = (4) E pozitif Grothendick ézelligine sahip olsun. (f,) C E" alalm. f, | 0 ise

fr, == 0 olur. E pozitif Grothendick &zelligine sahip oldugundan fn = 0 olur.
Teorem 5.4.1(Dini Type)’den ||f.|| — 0 elde edilir. Béylece E', o-sira siirekli
norma sahiptir. [5, Teorem 4.59]dan E', KB-uzaydir. E”, KB-uzay oldugunu
gosterelim. Kabul edelim ki E” uzayr KB-uzay olmasm. E’, ¢; uzaymu latis izo-
morfik uzay olarak icerir. [5, Teorem 4.69] Genelligi bozmadan ¢, C E alalim.
(€,), f1'nin standart tabam olsun. Biliyoruz ki ¢; icinde e, —= 0’dir. Béylece
Lemma 4.6.5’den E' icinde e, — 0 olur. E sira siirekli norma sahip oldugundan

Teorem 4.7.2°den E' icinde e, % 0 elde edilir. E pozitif Grothendick ozelligine
sahip oldugundan E' icinde e, = 0 olur. O halde ¢, icinde e, — 0’dir. Boylece
E", KB-uzaydir[5, Teorem 4.70].

O

4.8 uo-Yakinsaklik Topolojik Degildir

Bu boliimde oncelikle hemen hemen her yerde yakinsakligin topolojik olmadigini goste-
relim. Bunun i¢in [28] makalesi takip edilecektir. [0, 1] kapal aralig1 iizerinde tammh
sinirli, olgiilebilir reel degerli fonksiyonlarin uzayimi X olarak alalim. X uzay1 iizerinde
tanimlanan herhangi bir topoloji iizerindeki yakinsaklik ile hemen hemen her yerde
yakinsaklik ayni degildir.

Olciide sifira yakimsak ancak hemen hemen her yerde sifira yakinsak olmayan bir (fn)
dizisi tanimlayalim. 1 < m < n olmak iizere

olarak tanimlansin. Kabul edelim ki X iizerinde hemen hemen her yerde yakinsakligin
topolojisi tanimlansin. (f,,) dizisi sifira hemen hemen her yerde yakinsak olmadigindan
oyle bir 0 komsgulugu vardir ki (f,,) dizisi sikhikla N(0) komgulugu diginda bulunur.
N(0) komgulugunda bulunmayan terimlerin bir alt dizisi (f,/) olsun. (f,/) sifira 6lglide
yakinsaktir. O halde (f,/) dizisinin sifira hemen hemen her yerde yakinsak bir alt di-
zisi vardir [22, p.46]. Ancak bu alt dizi N(0) komsugunda olmaldir. Bu durum (f,)
dizisinin N(0) komgulugunda bulunmamasi ile ¢eligmektedir. Buradan boyle bir topo-
loji yoktur. Gergekten, hemen hemen her yerde yakinsamayi bir komsguluk filtresiyle
tanimlamanin bir yolu yoktur.

Simdi uo-yakinsakligin topolojik olmadigini gésterelim. [9] makalesi incelenecektir.

Onerme 4.8.1. E bir atomik Riesz uzay olsun. (o) netinin wo-yakinsak olmasu igin
gerek ve yeter kosul (x,) netinin noktasal yakinsak olmasidar.

Kanit. Genelligi bozmadan (x,) € E* alalm.
(=) T4 ~> z olsun. Buradan z, = z ise 7, — x elde edilir.

(<) (z4), F iginde x elemanina noktasal yakinsak olsun. 2, E iginde tiim atomlarin
birlegimi ve A = Py;, X N olsun. A y6nlendirilmis kiimedir ve n < m i¢in (A4, n) <
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(B,m) = A C B olur. Her bir § = (F,n) € A igin F,, span{a} tzerinde
izdiigiim band olmak tizere y; = % Z Pu+ Z P,u olarak tanimlayalim. (z,),

aEF a€OQ\F
r elemanina noktasal yakinsak oldugundan herhangi yr,) icin

J o,V a > aqpicin |24 — 2| Au < ypp

olur. y(pny 4 0 oldugundan |z, — x| Au 2 0 elde edilir. O halde herhangi u € E*
icin £, — z olur.
m
Teorem 4.8.2. Atomik Riesz uzayda uwo-yakinsaklik topolojiktir.

Kanit. Onerme 4.8.1’den bir atomik Riesz uzayda uo-yakinsaklik noktasal yakimsakliktir.
Boylece topolojiktir. O

Sonuc 4.8.3. F bir atomik Riesz uzay olsun. E’nin her sira sinarly altkime tuzerinde
sira yakinsaklik topolojiktir.

Kamit. Teorem 4.8.2’den uo-yakinsaklik topolojiktir. Boylece alt uzay topolojisinde
E’nin herhangi alt kiimesi tizerinde topolojiktir. Sira siirh aralik tizerinde Onerme
4.1.7’den her uo-yakinsaklik ile o-yakinsaklik cakigtigini biliyoruz. E’nin sira siirh
altkiimeleri tizerinde uo-yakinsak topolojik oldugundan o-yakinsaklik topolojiktir. [
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5 SINIRSIZ NORM YAKINSAKLIK

Uciineii boliimde hemen hemen her yerde yakinsakhigin Riesz uzaylarina genellemesi
olan smirsiz sira yakinsakliktan bahsedildi. Bu yakinsaklik dikkate alindiginda Ba-
nach latisleri i¢cinde yakinsakhgin farkli versiyonlar: akla gelebilir. Bu béliimde bu ver-
siyonlardan biri olan siirsiz norm yakinsaklik incelenecektir. un-yakinsaklik olgiide
yakinsamanin bir genellemesi olarak diigiintilebilir. Bu bélimde [11, 19, 20] makalesi
incelenmigtir.

5.1 Smirsiz Norm Yakinsaklik ve Ozellikleri

Tamm 5.1.1. E bir Banach latis ve (z,) C E bir net olsun. Her v € E7 igin |z, — 2| A
LN, oluyor ise (z,) neti x elemanina sinirsiz norm yakinsaktir (unbounded norm
convergent) denir ve z, — x ile gosterilir. x elemani ise un-limit olarak adlandirilir.
Genel olarak,
To = 7 <= Yu € ET igin |xa—x|/\uﬂ>0
< Yu € E" igin |||z, — x| Au| — 0 olur.

Lemma 5.1.2. E bir Banach latis ve (x,) C E bir net olsun. (z,) neti sinarsiz norm
yakinsak ise un-limat tektir.

Kanit. x, = x ve 24 —» y olsun. O halde,
To —5 1w <= Yuc€ E"icin |||z, — 2| Aul| =0
To 5y <= Yuc ET icgin |||za —y|Aul| =0
elde edilir.
0<|z—yl=lr—za+za—yl < |ra — 2|+ |za — ¥l
oldugundan u = |x — y| alnir ise

0§|l’—y|:]$—yl/\u§‘xa—;p‘/\u_i_‘xa_y’/\uﬂo

elde edilir. Boylece |x — y| = 0 ise z = y olur. O

Lemma 5.1.3. E bir Banach latis ve (z4,), (yo) C E birer net olmak tzere asagidaki
ifadeler dogrudur.

(i) o — x olmasy igin gerek ve yeter kosul (v, — ) —> 0 olmasidar.

(11) xo —> x ise xt — T, x, — 17 ve |xy| — |z| olur.

(1i1) To — T Ve Yo — y ise her a,b € R i¢in atq + by — ax + by olur.
Kanat. (i)

To —5 0 <= Yuc€ E"icin |||z, — 2| Aul| =0
< YuecE"iin ||(xzqg — )| Aul| =0

un
< 2,—2—0
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(i1) T4 — 0 olsun. O halde,
To —3x <= Yuc E"icin |||z, — 2| Aul| =0
olur. Ilk olarak 7 “% 2% oldugunu gosterelim.
2t — 2t =]z, VO—2 V0| < |z, — 7
oldugundan

|zt — 2t Au < |z — 2| Au

olur. |z, — z| A u LN oldugundan |z} — 27| A w Tl 0 elde edilir. Boylece

zt % o olur. Benzer sekilde z; 2% 2~ oldugunu gosterelim.
lz, —x7 | =]xa NO—2 AO| < |24 — 2
oldugundan
|z, —x7 | Au<|z,—z|Au
Il

olur. Buradan |z, — z| A u L) oldugundan |z, — 27| Au — 0 elde edilir.
Béylece 2~ —% x~ olur. Son olarak |z,| — |z| oldugunu gostermeliyiz.

|lzal = [2]] < |za — 2
oldugundan

|zl = 2|l A < |20 — 2] Au A

olur. Buradan |z, — 2| A u LNy oldugundan ||z,| — |z|| A u I 0 elde edilir.
Béylece |z4| — |z| olur.

(1)
|(axs + bys) — (ax + by)| = |axy + bya — ax — by|
= |axy — azx + by, — by|
< |azy — ax| + |bys — by|
<lal|ze — 2| + [b][ya — Yl
elde edilir. O halde her u € E7 igin
l(azq + bys) — (az + by)| A u < |a||ze — x| Au+ |allya —y| Au

u u
=)+ 1bl(Jya =yl A 77

[l
) —0
10|

= — x| A
|a|(|$0l .’L’| |Cl|

Burada 7 ve 5 € E* olur. Boylece,

|(azq + bya) — (az + by)| M 0

elde edilir.
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Genel olarak,

To % 2 olmasi icin gerek ve yeter kosul |z, — 2| =% 0 olmasidir.

Onerme 5.1.4. E bir Banach latis ve (z,) C E bir net olsun.

T M) 0 ise Ty — 0 olur.
Ayrica her sira simirly (xq) neti i¢in

xaM)O = 7, =0 olur.

Kanit. z, Tl 0 olsun. O halde |za — 0| = ||zal| — 0 olur. Her u € ET igin |x4| Au <

|zo| olacagindan,
el Aull < lzqll
olur. ||z4| = 0 oldugundan |||z4| A u|| = 0 olur. Buradan z, =% 0 elde edilir.

(4) neti sira simirl olsun. O halde |z,| < z olacak sekilde en az bir tane z € E*
elemani vardir. Ayrica, 2, — 0 oldugu icin

[2a| = |za| Az = lzall < [l|lzal A ]|

esitsizliginden |||zq| A z|| = 0 ve boylece ||z,]| — 0 elde edilir. z, T 0 olur. O

Onerme 5.1.5. E sura siirekli bir Banach latis olsun.

uo . un
To —> T 1S€ Ty —> X oOlur.

Kamt. 2, —> z olsun. O halde her v € E* igin |z, — 2| Au 2 0 olur. E sira siirekli
oldugundan

Vue€ ET icin |||ze — 2| Aul| = 0

elde edilir. Boylece x, — z olur. O

Ornek 5.1.6. (o, i¢inde (e,) = (0,0,---,0,1,0,---) standart birim dizisini alalum.
(en) dizisi 0°a un-yakinsak degildir. Gercekten herhangi 1 sabit dizisi alalvm. Bu sabit
diziyi uw olarak tanimlayalim.

’en’/\u: 0707"' 7071707"')/\(ulau25u37"' 7una"')’
OANAu, 0 AU, O Aug, - 0N U, )
OANLOALOATL -« JTAL )

0,0,0,"‘ 717)|

o~ o~ o~ —~

olacagindan |[(0,0,0,--- .1, )| = 1 elde edilir. Ayrica Sonug¢ 4.1.13’den (e,) ayrik
dizi oldugundan e, — 0 olur. Buradan 0 elemanina vo-yakinsak bir ayrik dizinin 0 ele-
manina un-yakinsak olmasi gerekmedigini gosterilir. Ikinci olarak e, ~ 0 oldugundan
bu rnek Onerme 5.1.5°den swra sirekliligin kaldimlamayacaguna gosterir. Son olarak,
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E bir Riesz uzay ve F' C E regiiler alt uzay olmak tuzere Onerme 4.1.10°den E i¢inde
To =5 0 olmast icin gerek ve yeter kosul F i¢inde x4 — 0 olmasidir. Bu durum un-
yakinsaklik i¢in gecerli degildir. Gergekten co, s, i¢inde regiiler uzaydir. Uy, i¢inde (e,)
dizisi 0°a un-yakinsak olmadiginy gosterdik. v = (uy,ug, ug, -+ ,Up, ) € co alalvm.
Buradan,

len] Au

|(Oa07 ,0,1,0,"')/\(Ul,UQ,U,g,“' 7un7"')’
[(OA w0 Aug, 0 Aug, -+ ;0 AU, --+)
‘((),(LO’... 71/\un;"')’

olur. Burada |1 A u,| < |u,| elde edilir ve uw € ¢y oldugundan w, — 0°dwr. O halde
|1 A up| — 0 olur. Béylece (e,,) dizisi co i¢inde 0’a un-yakinsak iken (o uzayr icinde
(en) dizisi 0’a un-yakinsak degildir.

Ornek 5.1.7. Alt uzayda un-yakinsakhk, (1 uzayina latis izomorfik bir alt uzay olsa
bile uzayin tamaminda un-yakinsak olmak zorunda degildir. E = {1 @ {s olmak tizere
(fn), 1 uzayrmin standart birim tabani ve (g,), leo uzayinin standart birim dizisi olsun.
Ty = fn @ gn olarak alalim. Y, E i¢inde (x,,) tarafindan iretilen kapali tabany olsun. E
iginde (xy,) ayrik bir dizi oldugundan Y, (x,) tarafindan dretilen kapaly alt uzaydur.

n n n
1D el = 1> anfell VI argnll
k=1 k=1 k=1
n n

= (> laxl) vV (\/ lew))

k=1 k=1
n

=2 leud
k=1

E i¢inde temel dizi (x,,), {1 iginde (f,)’e denktir ve E i¢inde Y, {1 uzayina latis izo-
morfiktir. {1 icinde f, = 0 olur. Boylece Y i¢inde x, — 0 olur. Ancak E iginde x,
dizisi 0’a un-yakinsak degildir.

Lemma 5.1.8. F bir Banach latis ve (x,) C E bir net olsun.
To —> 1 ise |Ta| A |7] A, |z| ve ||z|| < liminf ||z,| olur.

Kanit. x, — x olsun. O halde,

To 5 1 = VuEE*igin|a:a—:v|/\uM>O

olur. Buradan

0 < Jzal Ala| = 2|l = llzal Ale] = || A 2]
< |lzal = |2l A ]
< |wa — @[ A 2]

ve |zy — x| A |z L) oldugundan ||z,| A |z| — ||| Tl 0 elde edilir.

7ol Al = 2]l = 0 = |20l A J2] 205 |2
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olur. Ayrica
]| < lim inf ||]zo] A J2f]] < lim inf ||z, |
[e% «

elde edilir. O
Lemma 5.1.9. E bir Banach latis ve (z,) C E bir net olsun.

To — x ve (x4) neredeyse sira siarle —> x, — x olur.

Kamit. o = z olsun. O halde

Ty —5 1 = VuEE+igin|xa—x|/\uM>O

olur. (x4) sira smirh oldugundan (|z, — z|) neti de neredeyse sira siirhdir. Boylece
verilen € > (0 ve her « igin

Nz = x| = [za = [ Aull = ||(Jra — 2] —u)"| <€

olacak gekilde en az bir tane v > 0 vardir. Boylece x,, M> x olur. O]

Onerme 5.1.10. E bir Banach latis ve (z,) C E bir net olsun.
(z4) relatif zayf kompakt net ve x4 = x ise |o|(E, E') i¢inde xo — 2 olur.

Kanit. Genelligi bozmadan x = 0 olsun. € > 0 alalm. (z,) relatif zayif kompakt

net oldugundan f((|z.| — u)*) < € olacak sekilde u € E* vardir. Ayrica z, — 0

oldugundan f(|zs| A u) Tl 0 our. Boylece

f(lzal) = f(lzal Au) + f((|zal —2)7) < 2¢

oldugundan f(|z4|) Tl 0 elde edilir. O

Lemma 5.1.11. E bir Banach latis ve e kuast i¢ nokta olsun.

To — 0 olmasu igin gerek ve yeter kosul |z4| A e T 0 otmasider.

Kamt. (=) 14 — 0 olsun. O halde her u € E* icin |z,|Au N oldugundan e € E*

elemani i¢inde |z,| A e LNy gegerlidir.

(<) |zal ANe Tl 0 olsun. uw € E+ ve e > 0 alalim.

|zl Au < |zo| A (u—uAme) + || A (u A me)
< (u—uAme)+m(|lz,| Ae)

elde edilir. Buradan

lzal Aull < flu—uAmell + [[|za] Ae]l (5.1.1)
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olur. Ayrica e kuasi i¢ nokta oldugundan |lu — u A me|| < § saglanir.
|za| Ae o —= 3 ap,V a > o iken |||zo] Ae|| < Qi
m

elde edilir. O halde (5.1.1)’dan

€ €
l|xa| Aul| < §+m% =€

elde edilir. Buradan |z,| A u T 0 olur. Béylece 7, — 0 elde edilir.

Sonug 5.1.12. E sira surekli bir Banach latis ve e zayf birim olsun.

To — 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul |z4| A e T 0 otmasidar.

Kamit. E sira siirekli uzay oldugundan Sonug 2.3.31’den her zayif birim bir kuasi ig
nokta olur. Boylece Lemma 5.1.11’den ispat aciktur. [

Sonug 5.1.13. E Banach latisi kuasi i¢ noktaya sahip bir uzay ve (x,) C E net olmak
tizere Ty —> 0 olsun. T, 0 olacak sekilde artan (o) indis dizisi vardar.

Kanit. x, = 0 olsun. E uzay1 kuasi i¢ noktaya sahip ve z, — 0 oldugundan
Ve>0,3apV ay>aiken |||z.| Ae| <€

olur. Buradan
e=1,3 oy, Va > g iken |||za, | Ae] <1
€ =—,3 ay,Va > ay iken |||za,| Ae]| < L

2 2

1
e=—,3 an,Va > a, iken |||z, | Ne| < —
n n

Béylece 1o, — 0 elde edilir. [l

Lemma 5.1.14. E bir Banach latis olmak tizere B projeksiyon band olsun. Pg band
izdiistim olmak tizere 0 < Pg < I icin x, — x ise hem E hemde B icinde
Pgr, = Pgx olur.

Kanmit. 1, =% x olsun. O halde her y € E* icin |z, — 2| Ay L g olur.
|Ppxo — Ppx| = Pplry — x| < |24 — 2
oldugundan
|Ppxo — Ppx| ANy < |zo — x| Ay
Il [I-]

elde edilir. |zq — 2| Ay — 0 oldugundan F icinde |Pgzo — Pgx| Ay —> 0 olur. Ozel
olarak her y € BY icin |Ppza — Pga| Ay 10 0 elde edilir. O
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5.2 Ayrik Altdiziler ve un-Yakinsakhk

Lemma 5.2.1. F bir Riesz uzay, u ve v pozitif vektorler olsun. |x| = u+v olmak tizere
r=y+z, |yl =u vel|z| =v olacak sekilde y, z elemanlar: vardur.

Kanat. Tk olarak |z| = zt 4+ 2~ olarak yazilir. || = u+v oldugundan 2= +2~ = u+wv
olur. Buradan Teorem 2.1.17’den

u=a+bvev=c+d
T =a+cvex =b+d

olacak sekilde a, b, ¢, d elemanlar1 vardir. y = a — b ve z = ¢ — d olarak alalim.

y+z=a—-b+c—d
=a+c—(b+d)
=t —a

=x
olur. Ayrica 0 < a < z" ve 0 < b < 2~ oldugundan a_Lb elde edilir. Boylece
lyf=|la—bl=a+b=u
olur. Benzer gekilde 0 < ¢ < y* ve 0 < d <y~ oldugundan c_Ld olur ve buradan
z| =|c—dl=c+d=v
elde edilir. O

Teorem 5.2.2. E bir Banach latis ve (z,) C E bir net olmak tizere x, — 0 olsun.
T, — d M> 0 olacak sekilde ayrik bir (dy) dizisi ve (o) artan indis vardar.

Kanit. Tk olarak her icin x, > 0 olsun. Herhangi bir a; alalim. oy, ae, ..., a1 inga
edelim.

Her:=1,2,...,k—1i¢in x, ANxo, — 0

oldugunu hatirlatalm. Boylece her ¢ = 1,2,...,k — 1 i¢in ||za, A 2q,|| < 577 olacak
sekilde ay > aj_1 segelim. Buradan artan bir (ay) indeks dizisi elde edilir. 1 < i < k
olmak iizere zjy, = Ta, A Lo, ic¢in ||zi|| < 577 olur. Her k igin

k—1 0o
Vg = g Zik + E Zkj
i=1 j=k+1

olarak tamimlayalm. Buradan [jvg| < 5 elde edilir. dy = (zar — )" olarak alalm.

0 < zop — di < vp’dir. Gergekten 2, — di, < vy, oldugunu gosterelim. dy, = (o — vg) "
oldugundan

Tok — A = Tap — (Tak — V)T
= ZTak — (Tor — v V0)
= Tok — Tak + Uk N\ Tak
=V N\ Tok

< v
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olur. Buradan ||zax — di|| < ||vg]| — 0 elde edilir. ||vg|| — 0 oldugundan ||z — di|| — 0
olur. (dy)min ayrik bir dizi oldugunu gosterelim.

dk = (xak - Uk)+ < (xak - ka)Jr = Tak — (xak A xam)

dm - (xam - Um)+ < (xam - ka)+ = Tam — (Iam A xam)

olarak tanimlayalim. dy_Ld,, oldugunu gosterelim.

di Nd = (Tak — (Tak A Tam)) A (Tam — (Tak A Tam))
= ((xak - xak) \% (mak - xam)) A ((xam - xak) \% (xam - xam))
=0V (Tak — Tam)) N ((Tam — Tar) V 0)

elde edilir. Burada ©v = x4, — Zam olarak alinmirsa
OVu)A OV (—u) =ut Au" =0

olur. Boylece d; A d,,, = 0 elde edilir.

Genel olarak (]z,|) bir net, (ay) artan indis dizisi ve |z4x| = wg + hy olacak sekilde (wy)

ve (hy) iki pozitif diziler olmak tizere (wy) ayrik ve hy T 0 olur. Lemma 5.2.1°den B

icinde |dy| = wg, |gk| = hi ve x4, = di + g olacak sekilde (dj) ve (gx) dizileri vardir.
(dy,) ayrik bir dizi ve g LR 0’dir. Boylece x,, — di LR 0 elde edilir. H
Sonug 5.2.3. E sura siirekli bir Banach latis ve (z,) C E bir net olmak tizere x,, 0
olsun. x,, 2% 0 ve Ta,, 0 olacak sekilde (o) artan indis dizisi vardar.

Kamt. 1k olarak Ta,, % 0 oldugunu gosterelim. Teorem 5.2.2°den Toy, — di H—”> 0
olacak sekilde (ay) artan indisi ve (dj) dizisi vardir. (dy) ayrik dizi oldugundan Sonug

4.1.13’den dj, =% 0’dur. Buradan Onerme 5.1.5’den d;, — 0 olur. Ayrica Tey, — dy, M> 0

oldugundan Onerme 5.1.4’den T, — di 2 0 elde edilir. Dahast d — 0 oldugundan

T, —> 0 olur. Simdi ise 7,, — 0 oldugunu gosterelim. E sira siirekli ve z,, — dj AN

oldugundan z,, — d = 0 olur. Boylece z,, — dy —> 0 elde edilir. d;, = 0 oldugundan
T, — 0 olur, O

5.3 un-Yakinsaklik ile uo-Yakinsaklik ve élgﬁde Yakinsaklik
Tliskileri

Onerme 5.3.1. E bir Banach latis ve (z,) C E bir dizi olsun. x, = 0 ise x,, — 0

olacak sekilde (x,,) dizisinin (x,,) alt dizisi vardr.

(e 9]

Kanit. e = Z 2] olarak tammlayalim. B., E icerisinde e elemam tarafindan
20|z |

n=1

iiretilen band ve z, — 0 olsun. z, — 0 oldugundan |za| A e M> 0 olur. Boylece

B, igerisinde de |x,| A e Il 0°dir. Buradan Lemma 3.1.31°den |20, | A e = 0 olacak

sekilde (z,,) dizisinin (z,,) alt dizisi vardir. B, igerisinde de e zayif birim oldugundan
B, icerisinde z,, — 0 olur. Son olarak B., E icerisinde ideal oldugundan Lemma
4.1.9'den FE iginde x,, — 0 elde edilir. O
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Sonug 5.3.2. 1 < p < oo olmak dzere (f,) C L, bir dizi ve p bir sonlu 6l¢i olsun.

fn =5 0 olmast icin gerek ve yeter kosul f, £ 0 olmasidar.

Kanat. Genelligi bozmadan f,, > 0 olsun.

(=) fu = 0 olsun. O halde (f,) dizisinin her alt dizisi f,, — 0 olur. Boylece
Onerme 5.3.1'den f,, % 0 olacak sekilde ( fay,) alt dizisi vardir. Bu durumda

Ornek 4.1.8’den Jo, RR 0 olur. O halde fu S f elde edilir.

(<) fn 5 0 olsun. Genelligi bozmadan her n € N icin f, > 0 alalim. Lebesgue Baskin

Yakinsaklik Teoreminden f, A1 M 0 olur. 1, L, nin kuasi i¢ noktas1 oldugundan

Sonug 2.3.31°den 1 zayif birimdir ve Sonuc 5.1.12°den f, = 0 olur.
O

Teorem 5.3.3. E sura siirekli bir Banach latis ve (x,) C E bir dizi olmak iizere x,, — 0
olmasu igin gerek ve yeter kosul xp, =% 0 olacak sekilde (z,,) dizisinin (Tny,) alt dizisi
var olmasidar.

Kamit. (=) Onerme 5.3.1’den aciktir.

(<) Kabul edelim ki (z,) dizisi 0’a un-yakimsak olmasin. O halde her k£ € N igin
Zne| A u|l > 0 olacak sekilde § > 0, u € E* ve (x,,) alt dizisi vardir. Ayrica

kabulden ,,_ % 0 olacak sekilde (x,, ) dizisinin () alt dizisi vardir. Buradan

Onerme 5.1.5’den Ty, % 0 olur. Béylece Ty, | A Tl 0 elde edilir. Ancak bu

durum celigki verir. O halde z,, — 0 olmalidir.
m

E uzay, e zayif birimine sahip sira stirekli bir Banach latis olsun. p sonlu 6l¢ii uzay
olmak {izere F uzayr L;(u) iginde sira ve norm yogun ideal olarak alalim. Boylece,
R(T), Li(pt) uzaymm sira ve norm yogun ideal olacak sekilde

T:E — Li(p)

latis izomorfizim vardir. T siirekli ve T'(e) = 1 olsa bile 7"nin norm izomorfizim ol-
masina gerek yoktur. Dahast R(T"), Loo(p) uzaymi norm ve sira yogun ideali olarak
igerir. E, Ly(p) uzaymm bir ideali ve goriintii kiimesi R(7") olarak tanimlamir. Bir
Li(p) uzayma E’nin bu sekilde dahil edilmesine E'nin AL — Temsili denir.

Teorem 5.3.4. E zayf birime sahip sura stirekli bir Banach latis ve L1(u), E uzayinin
AL-Temsili olsun. (x,) C E bir dizi olmak tizere

E i¢inde z,, = 0 olmas i¢in gerek ve yeter kosul Ly(u) i¢inde x,, %0 olmasidr.

Kamt. (=) E iginde z, = 0 olsun. O halde Teorem 5.3.3’den Ty, 2% 0 olacak
sekilde her (z,, ) alt dizisinin (2, ) alt dizisi vardir. Ornek 4.1.8'den Ly () uzay

.. hhh. .
icinde z,, — 0 elde edilir. Buradan z,, £ 0 olur.
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(<) 2, & 0 olsun. 1, Ly'nin kuasi i¢ noktas: oldugundan Sonug 2.3.31’den 1 zay:if
birimdir. Boylece Sonug 5.1.12 ve Lebesgue Baskinlik Teoreminden L;’nin nor-
munda z, A 1T — 0 olmas1 icin gerek ve yeter sart z,, — 0 olmasidir.

O

Lemma 5.3.5. E atomik ve sira sirekli bir Banach latis olmak iizere (z,,) C E sira
sinarly bir dizi olsun.

l
Ty %H 0 ise z,, — 0 olur.

Kanat. Genelligi bozmadan z,, > 0 alalm. Ayrica (x,,) sira sinirh oldugundan her n

icin z, < u olacak sekilde v € E* vardir. u = Zuiai olacak sekilde A iginde (a;)

=1
00

ayrik atomlarin bir dizisi vardir. Buradan bu seri norm ve sira yakinsaktir. g u;Q; SIra
i=1

yakinsak oldugundan Zuiai < yr 4 0 olacak gekilde (yx) neti vardir. Verilen n € N
i=1

i¢in 0 < z,, < v oldugundan z,, = Z Tnia; olarak yazilir. Her n i¢in 0 < z;a; < x, ve

lim,, 00 T = 0 elde edilir.Béylece (z,,) dizisi 0’a bilesen vari olarak yakinsaktir. Her

bir £ € N i¢in

k o)
v = Z(% A ug)a; + Z U
i=1 i=k+1

olarak tanimlayalim. v, | 0 oldugunu gosterelim.

k
Z% w;a; + Z Uiy < Zulaz + Z Uty = Zuzaz

i=k+1 i=k+1

olur. Buradan vy, < y; | 0 elde edilir. O halde v | 0’dir. Diger yandan z,, < u ve (x,)
dizisi 0’a bilegen vari yakinsak oldugundan her n > ny igin z, < v | 0 elde edilir.
Boylece z,, 2 0 olur. ]

Teorem 5.3.6. E sura stirekli norma sahip bir Banach latis olsun. EY icinde bir kuasi
i¢c nokta var ise

Loo(p) C E C Ly (1) ve Loo(p) C E* C La(p)

olacak sekilde (X, %, n) olasilk 6l¢ti uzayr vardir. Béylelikle Lo (p), E i¢inde yogun
idealdir, E' i¢inde Loo(p) swra yogun idealdir ve Ly(u) i¢inde E' bir yogun idealdir.
Dahasi her f € E' ve x € E igin < f,x >= [ f(x)du olur.

Lemma 5.3.7. u sonlu, atomik olmayan bir 6l¢ti olmak izere (f,), 0 elemanina dl¢iide
yakinsak ancak 0’a hemen hemen her yerde yakinsak olmayacak sekilde (f,) € Loo(pt)
dizist vardar.

Teorem 5.3.8. E bir Banach latis olsun. Asaqidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) Herhangi (x) C E neti icin x4 — 0 olmast icin gerek ve yeter kosul to — 0
olmasudar.

101



(i3) Herhangi (x,) C E neti icin x, — 0 olmasu icin gerek ve yeter kosul z,, — 0
olmasudar.

(1ii) E swra sirekli ve atomiktir.

Kamt. (i) = (ii) Herhangi (7,) neti igin z, — 0 <= 1, — 0 olsun. Her net bir
dizi oldugundan herhangi bir (x,) C E dizisi icin z,, — 0 <= ,, — 0 olur.

(i) == (4ii) Herhangi (z,) dizisi i¢in 2, — 0 <= =, — 0 olsun. x,, E icinde
ayrik sira siirl dizi olsun. Sonug 4.1.13’den z,, - 0 olur. Kabulden z, — 0

elde edilir. (z,,) sira sirh oldugundan Onerme 5.1.4’den T 0 elde edilir.

Boylece sira siireklidir.

Her kapali ideal izdiigiim bandtir. E'nin atomik oldugunu gosterelim. Kabul ede-
lim ki £ atomik olmasin. O halde E icerisinde tiim atomlar tarafindan tretilen
band Fy, E’nin 6z alt kiimesidir. Fy, F;'nin band tamamlayicisi olsun. 0 # w €
Es ve Y = B, olarak tammmlayalim. Y C F,, Y sira siireklidir. w, Y iginde zayif
birim ve Y atoma sahip degildir. Y'nin AL-Temsilden L..(x) CY C Lqi(p) elde
edilir. Y atoma sahip olmadigindan p atomik olmayan olctidiir. Boylece Lemma
5.3.7den z, % 0 fakat (), 0’a hemen hemen heryerde yakinsak olmayacak
sekilde (z,) C Loo(p) dizisi vardir. Buradan (z,,) dizisi 0’a un-yakinsaktir fakat
(x,,) dizisi 0’a uo-yakinsak degildir. Bu durum kabul ile geligir.

(44i) == (i) E sira siirekli ve atomik olsun. Buradan Lemma 5.1.14’den herhangi
a € E atomu icin z, — 0 gerek ve yeter kosul P,x, — 0 olur. O halde Onerme
4.8.1'den z, % 0 elde edilir.

O

5.4 un-Yakinsaklik ve Zayif Yakinsaklik ili§kisi

Teorem 5.4.1. (Dini Type Teoremi) (E, 1) yerel konveks solid Riesz uzay ve (x,) C E
neti icin xo | 0 olsun.

To = 0 olmasy igin gerek ve yeter kosul o — 0 olmasidar.

Dini Type Teoreminden her monoton zayif yakinsak net norm yakinsaktir.

Lemma 5.4.2. E atomik olmayan, siwra strekli norma sahip bir Banach latis olmak
iizere herhangi * € E* olsun. Her n € N igin |v,| = v ve x, — 0 olacak sekilde bir
(xn) C E dizisi vardwr. Ag¢ikca, (x,,) dizisi 0’a un-yakinsak degildir.

Kanmit. x € ET ve F, siirekli bir norma ve zayif birime sahip z tarafindan tretilen
E’nin kapali ideali olsun. E sira stirekli bir Banach latis oldugundan Sonug 2.3.31’dan
her zayif birim bir kuasi i¢ noktadir. Boylece Teorem 5.3.6’den L. (p) C F C Ly(p) ve
Loo(pt) C F' C Ly(p) olacak sekilde (X, ¥, u) olasilik &lcii uzayr vardir. Log(p), F'nin
yogun ideali oldugundan

VgeF ign <gy >=/g(y) dp

olur. Buradan y € F ve x = xx elde edilir. Ayrica E uzayi atomik olmayan bir
uzay oldugundan F' herhangi bir atom igermemektedir. O halde L., (x) herhangi bir
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atomu icermez. Onerme 2.1 [8] referansindan |z,| = yx = z ve her f € Ly(p) icin
lim,, o0 [ f(2n)dp = 0 olacak sekilde x,, € Loo(p) dizisi vardir. F " C Ly(u) oldugundan
her f € F' icin lim, oo < [, &, >= lim [ f(z,)dp = 0 olur. Boylece x,, — 0 elde
edilir. [

Onerme 5.4.3. E bir Banach latis olmak tizere asagidaki ifadeler birbirine denktir.

Kamt. (i) = (i) Her (z,) dizisi icin z,, — 0 ise z, — 0 olsun. Oncelikle
E uzaymm sira stirekli oldugunu gosterelim. (z,) ayrik sira siirh dizi olsun.

Buradan z,, — 0 olur. Boylece kabulden z, — 0 elde edilir. (z,) sira smirh

oldugundan Onerme 5.1.4’den z,, M> 0’dir. O halde E sira siireklidir. Simdi E’nin

atomik oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki £ atomik uzay olmasin. Buradan
E7 atomlar tarafindan tiretilen band ve Ey, F; bandinin tamamlayicis1 olmak
lizere £ = F; @ Ey’dir. E atomik uzay olmadigindan Ey # {0} olur. O halde
FE, sira siirekli ve atomik uzay olmadigindan Lemma 5.4.2°den z,, — 0 ancak
|z,| = o olacak sekilde (x,,) dizisi vardir. Kabulden x,, =% 0 olur. Ancak Lemma
5.4.2’den x,, x’e un-yakinsak degildir. Buradan c¢eliski elde edilir. O halde E
atomik uzaydir.

(1) = (i) E sira siirekli, atomik uzay ve x,, — 0 olsun. O halde Lemma 4.5.1’den
Tn —% 0 olur. Buradan Onerme 5.1.5’den E sira siirekli uzay oldugundan z,, — 0
elde edilir.

O

Onerme 5.4.4. E sura siirekli bir Banach latis ve (za) C E pozitif bir net olsun.
Ty — 0 ise T, — 0 olur.

Kanit. x, — 0 olsun. Her v € BT i¢in 0 < 2, Au < x, olarak yazilir. Buradan z, — 0

oldugundan z, Au — 0 olur. Boylece (x4) pozitif ve sira sinirli net oldugundan Teorem

5.1.5’den z, A\ u M> 0 elde edilir. Béylece z, — 0 olur. O

Teorem 5.4.5. E' sura siirekli bir Banach latis ve norm siurl (x,) C ET neti olsun.
To —5 0 ise T — 0 olur.

Kamt. E' sira siirekli ve (2,) norm smrh net olmak iizere 2, —» 0 olsun. Genelligi
bozmadan ||z,|| < 1 alalm. E sira siirekli oldugundan [5, Teorem.4.37]’den her € > 0
ve f € E icin f(|xa| — |za| A u) < € olacak sekilde u € E* vardir. Her u € E* icin

To AU LN oldugundan f(x, A u) — 0 olur. Buradan f(z,) < € elde edilir. Boylece

F(aa) s 0 olur. O halde z, % 0’dur. O

Asgagida verilen ornek ile bu teoremin tersinin dogru olmadigini gosterelim.
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Ornek 5.4.6. E' swra sirekli bir Banach latis olmasim. O halde Uy, E icine latis
izomorfik olarak gémdilebilir. (ey), {1 ’nin standart tabani olmak dzere E i¢inde bir
dizi olsun. (y i¢inde e,, 0°a zayf yakinsak degildir. Gercekten (; = (o olmak iizere
y=(1,1,1,...) € ls ve f(e,) = eny olarak alalim. Buradan f(e,) =y, = 1’dir ve y,,
0’a yaknsak degildir. Ancak e, == 0 olur. w = (u1, Us, ..., Up, ...) alalim.

len] Au=1(0,0,....,1,0, .. )] A (ug, Uz, ..., Up, ...)
= (0Au,0Au, ... 0 Ay, ...)
=(0,0,...,1 Aup,...)

elde edilir. u € £y ise Z en AN u < 0o. Buradan Genel Terim Testinde lim,,_, u,, = 0

n=1

olur. O halde

o0
0< Hen/\u]h:Zen/\u:l/\ungun

n=1

elde edilir. u, LN oldugundan |le, Aull; — 0 olur. O halde e, — 0’dr.

Teorem 5.4.7. E bir Banach latis ve E' swra siirekli olmak tizere asafidaki ifadeler
birbirine denktir.

(1) E swra streklidir.

(i1) Her norm smrh (fo) C E' neti igin fo — 0 ise fa %0 olur.

(i41) Her norm suarh (fo) C E' neti igin fo —> 0 ise fa EB o olur.

(iv) Her norm sumarh (f,) C E' dizisi i¢in f, — 0 ise f, %0 olur.

(v) Her norm suarh (f,) C E' dizisi i¢in f, = 0 ise f, EL. 0 olur.

Kanat. Teorem 4.7.2 ispatda verilen adimlara benzer sekilde ispatlanir. O

Sonug 5.4.8. E atomik ve sira strekli bir Banach latis olsun.

To % 1 olmast i¢in gerek ve yeter kosul her a atomu icin fu(x) — fu(x) olmasider.

Kamt. (=) 4 — x olsun. Lemma 5.1.14’den biliyoruz ki Pp izdiisiim band olmak
iizere P, — Ppx’dir. Buradan her a atomu icin P,z = fo(24) ve P,z = f,(2)
olmak iizere P,z — P,z oldugundan f,(z,) — f.(z) elde edilir.

(<) Her a atomu i¢in f,(x,) — fa(x) olsun. E sira siirekli norma sahip oldugundan

Ja(za) = fa(z) = Pa(wa) = P.(z)

un
= Ty — T

elde edilir.
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Bu sonugta sira siirekli norma sahip olma ozelligi kaldirilamaz. Bunu asagidaki
ornek ile aciklayalim.

Ornek 5.4.9. /, uzayne dustinelim. lo, uzayr atomik uzaydur fakat sira stirekli norma
sahip degildir. (e,), ls uzayimn atomlary olmak tzere e,, 0’a un-yakinsak degildir.
Gergekten
en 50 = Yuecly igz’n|en|/\uM>O

= YV u € ly i¢in ||lea| ANu|| =0

— VYV u € ly dgin |[[(0,0,--+ 1,0, )| A (ug,ug, -+ sy, )|

= YV u€ly icin [[(0Au,0 A ug, -+, TA U, )

= [[(0,0,--+ , 1 Auy,,0,---)

oldugundan e,, 0’a un-yakinsak degildir. Ancak e, = (0,0,---,1,0,---) olmak tizere
bilesen vari olarak 0’a yakinsaktir. Boylece fq(e,) — 0 elde edilir.

Onerme 5.4.10. E bir Banach latis olmak tizere asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(i) E atomik ve sira streklidir.
(i1) Her (zo) C E neti i¢in 2, — 0 ise 2, — 0 olur.
(i3i) Her (z,) C E dizisi i¢in x,, — 0 ise x, — 0 olur.
Kanit. (i) = (i7) Sonug 5.4.8’den agiktir.
(i1) = (i17) Agktr.

(i11) = (i) Onerme 5.4.3'den aciktar.
[l

Hatirlayalim ki Teorem 4.7.7'den E’ i¢indeki her norm simirh zayif*-yakinsak netin
uo-yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kogul £ uzaymn atomik ve sira stirekli olmasidur.
Dahasit Onerme 5.4.10 ile birlikte agagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 5.4.11. E bir Banach latis ve (f,) C E' bir dizi olmak fizere f, % 0 iken
fr 0 oluyor ise E' atomik ve sura sireklidir.

5.5 un-Yakinsaklik Topolojiktir

Verilen bir € > 0 ve sifirdan farkh v € E* elemam icin
Vie={r € E:|||z|ANu| <€}

olarak tamimlayalim. Ny bu formdaki tiim kiimelerin birlesimi olsun. Her Hausdorff
lineer topoloji i¢in Ny, sifirim komguluklarinin tabanidir.

Tanim 5.5.1. U C E bir alt kiimesi olmak tizere her V' € Ny i¢in y + v C U oluyor
ise U alt kiimesine y'nin komsulugu denir.

T, — 0 olmas icin gerek ve yeter kosul Ny icindeki her kiime ,, netinin kuyrugunu
icermesidir. Boylece un-yakinsaklik bu topoloji tarafindan tanimlanan yakinsaktir.
Np, 0'nin komsuluklar: tabani oldugunu gosterelim. Bunun i¢in baz1 6zelliklerin saglandigini
gostermeliyiz.
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Ik olarak N, igindeki her kiimenin 01 icerdigini gosterelim.
0e E,Vue Eicin [0Au]] =0 =0<ce
oldugundan 0 € V,, . olur.

i) Her U,V € Ny igin W C U NV olacak sekilde W € Ny vardir.
Ny iginde V,,, ¢, ve V,,, ., alalm. € = €; A €g ve u = uj Aug olarak segelim. z € V,,

olsun. O halde |||z| A u|| < € olur.
| Auy < x| A = ||| Awg]] < |l|z] Al <e< e
oldugundan x € V,,, ., olur. Benzer sekilde,
lz| Aug < x| Au = |||z] Aus|| < |||z] Aul| < €< e
oldugundan z € V,,, ., olur. Boylece,
Vie CVuyer N Ve
elde edilir.

i1) Her U € Ny i¢in V +V C U olacak sekilde V' € N, vardir.
Ve + Ve C Vi 2e oldugunu gostermeliyiz. x € V,, ¢ + v, alalim. Bu durumda,

x =y + z olacak sekilde y € V, c ve 2 € V,,

vardir. y € V,, . oldugundan |[||y| A u|| < € ve z € V,, . oldugundan |||z] A u|| < €
elde edilir. |z| = |y + z| < |y| + |z| olacagindan

[z Au <[y Aut [zl Au = llz] Aull < llyl Aull + 2 Aull < ete
elde edilir. Buradan |||z]| A u|| < 2€e olur. O halde z € V,, 5 elde edilir.

iii) Her U € Ny ve |\| < 1 skaleri igin AU C U’dir.
MNWaue ={z € B : [[|Az] Aul| < §} olmak iizere x € AV, . alahm.

Az Aull = [[[Allz] Aull <

>l o> o

= [Alll] Aull <

oldugundan |||z| A u|| < € olur. Béylece = € V,, elde edilir.

iv) Her U € Ny ve y € U igin y +V C U olacak gekilde en az bir tane V' € Ny vardir.
uw€ Et e>0iciny+ V,, alahm. V € ET i¢in y + V, 5 C V,,. olacak sekilde en
az bir tane A > 0 var oldugunu gosterelim. v = u secelim. y € V,, . oldugundan
|yl A ul| < e olur. § =€ — |||y| A ul| olarak alalim.

re Vs <= |llz|Au|| <e—|lly|Aul|=4¢
elde edilir. |y + z| Au < |y| Au+ |z] A u oldugundan
Iy +zf Aull < llyl Aull + [l Aull < fllyl Aull +6 =€

olur. Boylece = +y € V,, elde edilir. Bu durumda y + V,, . C V. olur.
(v) NNy = {0} dur.

Kabul edelim ki 0 # x € V. olsun. Her € > 0 icin € V|, almrsa |[z| =
||z| A'|z]|] < € olur. Buradan geligki elde edilir. O halde NNy = {0} olur.
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6 SINIRSIZ MUTLAK ZAYIF YAKINSAKLIK

uo-yakinsaklik ve un-yakinsaklik bir¢ok yazar tarafindan arastirilmistir ve tezde yu-
karidaki boliimlerde ele alinmistir. Bu boliimde zayif yakinsakligin siirsiz versiyonu
dikkate alinacaktir. Bu bolimde [12] ve [38] makaleleri incelenmistir.

6.1 Smnirsiz Mutlak Zayif Yakinsaklik ve Ozellikleri

Tamm 6.1.1. F bir Banach latis ve (z,) C E bir net olsun. Her v € E™ igin

[T — 2| Au = 0 ise (7,) neti x elemanina sinirsiz mutlak zayif yakinsaktir (unbounded
absolutely weak convergent) denir ve x, ——s x olarak gosterilir. = elemanina uaw-limit
ad1 verilir.

Lemma 6.1.2. Banach latiste bir netin uaw-limiti var ise tektir.
Kanit. Kabul edelim ki 2, —  ve x4 —— y olsun. O halde her u € ET icin
|2q — 2| Au S 0ve |zg —y| Au 20
olur. Buradan
VfeFE ic¢n f(lta—z|Au) = 0 ve f(|lza —y| Au) =0
elde edilir. |x —y| = | — 2o + 20 — Y| < |20 — | + |24 — y| oldugundan

0<|z—ylAu<(Jza — 2]+ |za —yl) Au
<|xa—zx|ANu+|xe —y|Au

yazabiliriz.
0< f(lz —ylAu) < flza =zl Au) + f(lza —y| Au)

olur. f(|xoa — x| Au) — 0 ve f(|zea —y| Au) — 0 oldugundan f(|z — y| Au) = 0 elde
edilir. Boylece her v € E igin |z — y| Au =0 ve |x — y| = 0 olur. O halde z = y elde

uaw

Tanim 6.1.3. E bir Banach latis ve (24)aca C E bir net olsun. (2, —2)@,g)caxa —
0 oluyor ise (z,) netine uaw-Cauchy neti adi verilir.

Lemma 6.1.4. E bir Banach latis, (z,) C E bir net olsun. Asaqidaki ifadeler dogrudur.
(i) 2o —> T ve yg — y ise her a,b € R i¢in az, + bys —> ax + by olur.
(11) To — x ise ot 25 ot o7 2 27 ve |2y | = |2| olur.

(#11) o — x olmasi icin gerek ve yeter kosul (o — x) — 0 olmasidar.

Kamt. (i) 4 —% 2 ve yg — y olsun. O halde,

uaw

To — 1 <= Yu€ E"igin |z, — 2| Au >0
— VYV feE YueE"icn f(|ta — x| Au) =0

107



Ys —>y <= Yu€ ET igin |ys —y| Au =0
— VfeE VYueE" icin f(lys —y| Au) =0

elde edilir.

laxy + bys — (ax + by)| = |ax, — ax + bys — by|
< lazq — az| 4 |bys — by
= la(za — )| + [b(ys — y)|
< lal|za — x| + [bllys — |

oldugundan

0 < |ary — ax +bys — by| Au < (|al|ze — 2| + [b||ys — y|) Au
<lal|ze — 2| Au+|bl|lys — y| Au

olur. Buradan

0 < f(laza — ax +bys — byl Au) < f(lallea — x[ Au) + f(|bllys — y| Aw)
< lalf(jza = x[ Aw) +[b]f(lys =yl Au)

elde edilir. |a|f(|zo — x| Au) — 0 ve |b] f(Jys — y| A u) — 0 oldugundan
f(lazy — ax + bys — by| A u) — 0 olur. Béylece ax, + bys — ax + by bulunur.

(1) Her u € EY igin
2t — 2t =|zaVO—2 V0| < |vg — 2] = |2 —zT|Au< |z, — 2| Au
olur. Buradan her f € E icin
0< f(lzg —2"[Au) < flza — 2] Au)

olarak yazilir ve f(|z, — x| Au) — 0 oldugundan f(|z} —2%| Au) — 0 elde edilir.
Béylece 7 “% 27 olur. Benzer sekilde z; % = oldugunu gésterelim. Her
u € ET igin

lz, —27 | =[za N0 =2 ANO| < |z, —2| = |z, — 2 | ANu< |z — 2| Au
Buradan her f € E i¢in
0 < f(lzg =27 [Au) < f(lza — 2| Au)

olarak yazilir ve f(|x, — x| Au) — 0 oldugundan f(|z, — 2z~ | Au) — 0 elde edilir.
Béylece x; — z~ olur. Son olarak |z,| — || oldugunu gosterelim.

|zal = |2]| = (& + 24) = (a" —27)|
=lzg +2, —2" — 7]
=laf —at 4z, — 27|

+ + - -
§|$a—$‘+‘$a—l"
esitsizligi gecerlidir. Buradan her v € E i¢in

|zo| = 2| Au < |t — 2| Au+lz, —27|Au
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olur. Her f € E icin
0 < f(llzal =zl Au) < f(lzg — 2T Au) + f(lzg — 27 [ Au)

elde edilir. f(|a} —zT| Au) — 0ve f(Jz; — 27| Au) — 0 oldugundan f(||z.| —
|z|| A u) — 0 olur. Béylece |z,| — |z| elde edilir.
(1)
To 2 <= Yuc Eicin |z, — 2| Au 30
— VYV feE YueE"icn f(|zga — x| Au) =0

uaw

= 2, —1T —50

Lemma 6.1.5. Her mutlak zayf yakinsak net sinirsiz mutlak zayf yakinsaktur.

Kamt. (z,) dizisi, 0’a mutlak zayif yakinsak olsun. Buradan her f € E i¢in | f|(|za]) —
0 olur. Her u € E7 i¢in

[fI(zal Au) < [f(Jza]) = 0

oldugundan |f|(|za| A w) — 0 olur. Buradan f(|z,| A u) — 0 elde edilir. O halde
Ty 25 () olur. O

Ancak genel olarak tersi her zaman dogru degildir.

Ornek 6.1.6. £ = co ve T, = ne, alalim. x, — 0 oldugunu gésterelim. Her u € E
ve f € E igin

f(z, Au) = f((0,0,...,n2%,0,..) Au) = f((0,0,...,n* A uy,0,...))

olur. Burada a,, = n® A\ u, < u, olsun. f € cz) = {1 oldugundan

0< f(l‘n/\U) :f((O,O,---,CLn,07--~)) < f(Oa 7Oauna07"') :Zuzyzzunyn
i=1

en az bir tane y € {1 vardwr. y, € {1 oldugundan y, — 0 ve u,y, — 0 olur. Boylece

T, — 0 bulunur.

1

() dizisinin 0°a mutlak yakinsak olmadigini gosterelim. f = Z 3 olacak sekilde
i=1

f € cy =ty alalm.

1
n?

flan) =) afy =nly, =n*— =1
=1

olur. Buradan f(x,) - 0 yakinsamaz. O halde (x,) dizisinin 0’a mutlak yakinsak
degildir.

Lemma 6.1.7. E bir Riesz uzay olmak tzere her ayrk (x,,) dizisi sifira sinarsiz mutlak
zayf yakinsaktur.
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Kamit. Herhangi v € E elemanini alalm. (x,,) dizisi ayrik oldugundan |z, | Au ayriktir.
Ayrica her n € N igin 0 < |z,| A u < u oldugundan |z,| A u sira simirhdir. Herhangi
f € E icin

Y fllzal Au) = E:@MAU \/MAAU < f(u)

o0
oldugundan Z f(|zn| A ) serisi yakimsaktir. Genel Terim Testinden f(|z,| A u) — 0
n=1

olur. Béylece z, == 0 elde edilir. O]

Lemma 6.1.8. F bir Riesz uzay ve e € ET bir kuasi i¢ nokta olsun.

To —2% 0 olmast igin gerek ve yeter kosul |x,| A e = 0 olmasidar.

Kamt. (=) 14 =% 0 olsun. Herhangi v € E7 icin |z, A v = 0 oldugundan u = e
alinirsa |7,| A e = 0 olur.

(<) |zal Ae = 0 olsun. u € ET ve € > 0 alalim. Buradan,
o he S0 < VY feE icn f(lza] Ae) 50
olur. e, kuasi i¢ nokta oldugundan Teorem 2.3.23’den

Vué€E" icinuAme —u = [ju—uAme||—0

olur. Buradan her zaman normda yakinsaklik zayif yakinsakligi verdiginden her
f € E icin f(u—uAme) — 0 elde edilir. O halde

|Ta] Au < |zo| A (u—uAme) + || A (u A me)
< (u—uAme)+m(|z,| Ne)

oldugundan
0 < fllzal Au) < f(u—unme) +mf(lzal Ae)

elde edilir. Buradan f(u—uAme) — 0 ve mf(|xa| Ae) — 0 oldugundan f(|z,| A
u) — 0 olur. Béylece z, — 0 elde edilir.
[l

un-yakinsakligi her zaman uaw-yakinsakligini gerektirir. Fakat tersi dogru degildir.
Eger /., uzayinda standart taban (e, ) dizisi ele alinirsa e, 2% 0 fakat e,, — 0 olmaz.
Agagidaki lemma un-yakinsaklik ile uaw-yakinsakliklarinin hangi kogullar altinda denk
olduklarim soyleyecektir.

Teorem 6.1.9. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(1) E swra streklidir.
(i1) Her (zo) C E neti 1, — 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x, — 0 olur.

(i4i) Her (z,) C E dizisi x, —> 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul z,, — 0 olur.
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Kanat.
(i) = (ii) E sira siirekli ve 2, — 0 olsun.

uaw

To =50 <= VfeE YueET icin f(|za] Au) = 0
olur. Sira siirekli bir Banach latis uzayda her sira sinirh aralik iizerinde norm ve mutlak
zayif topoloji denk oldugundan |||z,| A u|| — 0 elde edilir.

(i) = (iii) Her (z,) C E neti icin 2, —= 0 gerek ve yeter kosul z, — 0 olsun.
Her net bir dizi oldugundan z,, == 0 gerek ve yeter kosul z,, — 0 elde edilir.

(4ii) = (i) Her (z,,) C E dizisi icin x,, —— 0 gerek ve yeter kosul z,, — 0 olsun. (z,)
ayrik dizisini alalim. Lemma 6.1.7’den z, 2% 0 olur. Kabulden z,, — 0 elde edilir.

() sira smirh oldugundan Onerme 5.1.4’den z, Tl 0 elde edilir. Béylece Teorem

2.3.11’den FE sira stireklidir. O

un-yakinsakligin aksine uo-yakinsaklik her zaman uaw-yakinsakligini gerektirmez.
Asagidaki ornege bakalim.

Ornek 6.1.10. E = C[0,1] uzayim ele alalim. f,(0) = 1, fa(£) = f(1) = 0 kosullarim

saglayan ve lineer bir (f,) fonksiyon dizisini alalim. Il olarak f,, =% 0 oldugunu géste-
relim. Bunun i¢in

(Ifn — O Au)(@) = |fou(2)| Au(z) 20 < TN € N,Vn > N iken |fu| Au< g, |0

oldugunu géstermeliyiz. Buradan her x € [0,1] i¢in f,(z) | 0 oldugundan g, = fn(x)
olarak alabiliriz. O halde,

[fu(@)] Au(z) < fulz) L0

olur. Béylece f, ~> 0 elde edilir. (f,) dizisinin 0’a sinrsiz mutlak zayf yakinsak ol-
madigint gosterelim.

I:C0,1] =R
If = f(0)

olarak tamimlayalim. Buradan v = 1 olarak alinir ise

I(fn /\u) = ](fn) = fn(o) =1
oldugundan 0’a yakinsak degildir. Boylece (f,) dizisi 0’a vaw-yakinsak degildir.

Sonug 6.1.11. E sura siirekli bir Banach latis olsun. E' i¢indeki her norm sinrl uaw-
Cauchy neti w*-yakinsaktor.

Kamt. (f,) € E norm smirh uaw-Cauchy neti olsun. Buradan Teorem 6.1.9°dan
(fo) neti zayif*-Cauchy’dir. O halde Banach Alaoglu Teoreminden (f,) neti zayif*-
yakinsaktir. O]

Teorem 6.1.12. E bir Banach latis ve E', E’nin norm duali olsun. E swra siirekli
norma sahip olmase icin gerek ve yeter kosul her € >0, 0 < f € E' ve her x € E i¢in
|z|| = 1 olmak dzere f((|z| — y)T) < € olacak sekilde y € ET elemaninin olmasidar.
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Teorem 6.1.13. E bir Riesz uzay ve E', E uzayimin duali olmak tizere asagidaki
ifadeler birbirine denktir.

(i) E sura siireklidir.
(i3) Her norm smrh (z4) C E neti i¢in 1, — 0 ise 1o — 0 olur.
(i4i) Her norm siarh (x,) C E neti i¢in x, —= 0 ise z, — 0 olur.

Kamt. (i) = (ii) E' sira siirekli ve norm smirhi (z,) C E neti i¢in 7, == 0 olsun.
(24) norm smirh oldugundan genelligi bozmadan ||z,|| < 1 alalim. E’ sira siirekli
oldugundan Teorem 6.1.12’den

Ve > 0,Vf € E icin f(|z] — |z| Au) < e
olur. T, = 0 oldugundan her f € E' icin f(|zo| A 1) — 0 yazabiliriz. O halde
f(lzal =70 Au) <€ = f(|za]) = f(zaAu) <€ = f(|za]) <€

olur. Buradan f(|z4|) — 0 elde edilir. Béylece 2 — 0 olur.

(1) == (iii) Her norm smirh (z,) C E neti i¢in 2, — 0 ise 7, — 0 olsun. Her
net bir dizi oldugundan her norm siirh (z,,) C E dizisi i¢in z,, X 0ise x, =0
olur.

(i4i) == (i) Her norm smurh (z,,) C E dizisi igin 2, —= 0 ise 2, — 0 olsun. Her
ayrik norm smirh (z,,) C E dizisi icin Lemma 6.1.7'den x,, % 0 olur. Béylece
kabulden z,, - 0 elde edilir. [5, Teorem 4.69]'dan E sira siireklidir.

[l

Onerme 6.1.14. E bir Banach latis ve E', E uzaymin duali olmak tizere asagidak:
ifadeler birbirine denktir.

(i) E swra streklidir.

(i43) Her norm swarh (f,) C E' dizisi icin f, == 0 ise f, EE) o olur.

Kamt. (i) = (ii) E swra siirekli ve her norm smirh (f,) C E’ dizisi igin f, —> 0
olsun.

fo 250 <= Vge ETicin [f,|Ag =0

») norm smirli oldugundan sup || < oo olur. x € ET alalim. Teorem
g neN
4.7.1’den

Ve >0,3,9 € E' Vo € Eicin |f|(x) = (|fa] A g)(2) < €

olur. (| f,| Ag)(x) — 0 oldugundan |f,(x)| < € elde edilir. sup,,c | fn|(z) < € olur.
Buradan lim,, . |fn|(z) — 0 elde edilir.

(i) = (i5i) f, =% 0 olsun. Kabulden f, Y% 0 olur. O halde her 2 € E icin
| ful(x) — 0 olur. Boylece her |z| € E igin |f,||x| — 0 elde edilir.
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(i4i) = (i) Ayrik, norm smirh (f,) dizisini alalm. Lemma 6.1.7’den f, =% 0’dur.

Kabulden f, M) 0 olur. Buradan Teorem 2.3.11’den £ sira siirekli norma

sahiptir.
O

Teorem 6.1.15. E bir Banach latis olmak tizere asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(1) E yansimalidar.
(17) E i¢indeki her norm sinarl uaw-Cauchy neti zayf yakinsaktur.

(1ii) E igindeki her norm sinirl uaw-Cauchy dizisi zayif yakinsaktar.

Kanit. (i) = (i) E yansimali uzay ve (x,) C E bir norm smirh uaw-Cauchy neti
olsun. E yansimali uzay oldugundan KB-uzaydir. Boylece E sira siirekli norma
sahiptir. Buradan Teorem 6.1.13’den (z,) neti zayif-Cauchy’dir. O halde Banach
Alaoglu Teoreminden (z,) neti zayif yakisaktir.

(11) = (i4i) E igindeki her norm simirli uaw-Cauchy neti zayif yakinsak olsun. Her
net bir dizi oldugundan her norm sinirli uaw-Cauchy dizisi zayif yakinsaktir.

(14i) = (i) E igindeki her norm sinirh uaw-Cauchy dizisi zayif yakinsak olsun. £'nin
yansimali oldugunu gostermeliyiz. E'nin yansimali uzay oldugunu gostermek icin
co ve {1 uzaylaria latis izomorfik uzaylari icermedigini gosterelim. Kabul edelim
ki £ uzay1 {1 uzayina latis izomorfik bir uzay igersin. ¢;’nin birim vektor tabani
ayriktir. Boylece Lemma 6.1.7’den E' icinde 0’a uaw-yakinsaktir. Buradan uaw-
Cauchy’dir. O halde kabulden E iginde zayif yakinsaktir. E uzayi, ¢; uzayina latis
izomorfik bir uzay igerdiginden /¢ i¢inde de zayif yakinsaktir. Ancak bu durum
bize ¢eligki verir. Kabul edelim ki F uzay1 ¢y’1 alt uzay1 olarak igersin. e;, co'nin

standart tabani olmak tizere x, = Z e; olarak tammlayahm . f € E' ve u € B+

i=1
alalim. (z,), ¢y iginde zayif Cauchy oldugundan

flzm —zp] Au) < f(ay, —x,) = 0

olur. Boylece (z,) dizisi uaw-Cauchy’dir. Buradan E i¢inde zayif yakinsaktir.
Buradan c¢q uzayi i¢inde de zayif yakinsaktir. Ancak bu durum bize ¢aligki verir.
O halde E uzay1 yansimalidir.

O

Teorem 6.1.9 ile Teorem 6.1.15 birlegtirirsek agagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 6.1.16. E swra strekli bir Banach latis olmak tzere asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

(1) E yansimalidar.
(i7) E ig¢indeki her norm sinarle un-Cauchy neti zayf yakinsaktur.

(1ii) E igindeki her norm sinirly un-Cauchy dizisi zayf yakinsaktar.

Sira siireklilik kogulu olmadigi zaman denklik saglanmaz. Ornegin ls uzayinda her
norm sinirli un-Cauchy neti norm sinirlidir ve boylece zayif yakinsaktir. Fakat £, uzay1
yansimali degildir. SJimdi bu sonucu uo-Cauchy neti i¢in inceleyecegiz.
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Teorem 6.1.17. E sira stirekli bir Banach latis olmak tizere asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

(1) E yansimalidar.
(17) E i¢indeki her norm sinarle uwo-Cauchy neti zayif yakinsaktar.
(131) E igindeki her norm sinarl wo-Cauchy dizisi zayf yakinsaktr.

Kanit. (i) = (i1) E yansimali uzay ve (z,) norm smirh uo-Cauchy neti olsun.

T, uo-Cauchy == |z5— 24| Au >0
= |23 — xa| A u < yp olacak sekilde yp | 0 neti vardir

olur. O halde her f € E' icin f(Jzg — x| Au) < f(yp) elde edilir. Ayrica E sira
strekli bir uzay ve yg | 0 oldugundan || f(yp)| J 0 olur. Buradan f(ye) | 0'dir.
Béylece (1) neti uaw-Cauchy’dir. O halde z, — 0 elde edilir.

(i1) == (i17) Her norm smurl uo-Cauchy neti zayif yakinsaktir. Her net bir dizi
oldugundan uo-Cauchy dizisi zayif yakinsaktir.

(14i) = (i) Teorem 6.1.15’de yapilan ispata benzer gekilde ispatlanir.
[

6.2 uaw-Yakinsaklik ve Zayif Dizisel Suirekli Latis Operasyon-
lar: Iligkisi

Bu boliimde uaw-yakinsaklik ile zayif-yakinsaklik arasindaki iligkiler daha derinleme-
sine incelenecektir.

Tanim 6.2.1. E bir Banach latis ve (z,) C E bir dizi olsun. x,, — 0 iken |z,| dizisi
o(E", E')-topolojisine gore yakisak; |, Y50 <= her f € E icin |z, |(f) — 0 ise
E uzayma zayif dizisel siirekli latis operasyonlara sahiptir denir.

Teorem 6.2.2. E bir Banach latis olmak tzere asaqidaki ifadeler birbirine denktir.
(1) E zayf dizisel strekli latis operasyonlara sahiptir.
(i1) Herhangi (x,) C E dizisi igin x, — 0 ise z,, —— 0 olur.

Kamt. (i) = (ii) E zayf dizisel siirekli latis operasyonlara sahip ve z,, — 0 olsun.
O halde z,, = 0 ise || “% 0 olur. Herhangi u € E* alalm.

0<|zp| Au< |z, = VYV feE icin0< f(lza] Au) < f(lza]) = 0

oldugundan f(|z,| A u) — 0 olur. O halde |z,| A u = 0 elde edilir. Boylece
T, = 0 olur.

(1) = (i) 7, — 0 olsun. Kabulden z,, —— 0 olur.

uaw

o050 = Yuc E"igin |z, Au =0
— Yue EYY feE icin f(|za] Au) =0
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f € E" ve € > 0 alalm. [5, Teorem 4.37]’den
fllzal = [zal Au) = f(lza] —u)T <€

olacak gekilde u € ET vardir. f(|x,| Au) — 0 oldugundan f(|z,|) — 0 elde edilir.

Béylece |z,| = 0 olur. Buradan |z,| % 0°dur.
[

Lemma 6.2.3. Her AM-uzayr zanf dizisel surekli latis operasyonlara sahiptir.

Kanit. E uzay1 AM-uzayi ise [5, Teorem 4.29]’den E = F latis izomorfik olacak gekilde
C(2)'nin kapal Riesz alt uzay1 vardir. F' = C(€2) olsun. (f,,) C F' = C(2) olmak iizere
fn 2 0 olur. O halde her u € C(Q) icin I,(f,) = [ fo d — 0 olmahdir. Ayrica

fn = 0 oldugundan (f,) norm sinirhdir.

/ fodp < / sup fp dp = (sup fn)p(2) = 0
Q Q
olur. O halde sup f, — 0 ise f, — 0 elde edilir. |f,| € E” ve her p € E' = C(Q)’ icin

fal () = 0 = p(|ful) =0 = [fu] 250

elde edilir. Boylece C'(2) kompakt Hausdorff topolojik uzay olmak tizere ) igin zayif
dizisel siirekli latis operasyonlara sahiptir. Kapali her alt uzayida zayif dizisel siirekli
latis operasyonlara sahiptir. Boylece E;, AM-uzay1 zayif dizisel stirekli latis operasyona
sahip olur. O

Her AM-uzay: dizisel zayif siireklidir. Ayrica E sira stirekli norma sahip Banach latis
olmak tizere £ uzaymn latis operasyonlarmin dizisel zayif siirekli olmas igin gerek ve
yeter kogul E uzaymin ayrik olmasidir. (Ispati igin [26, Onerme 2.5.23|’e bakilabilir.)

Onerme 6.2.4. Her atomik sira siirekli norma sahip Banach latis uzayr zapf dizisel
surekli latis operasyonlara sahiptir.

Kamat. Ispati icin [26, Teorem 2.5.23] bakilabilir. O

Asagidaki ornek atomik sira siireklilik 6zelliginin zayif dizisel operasyonlar: igin
onemini ve kaldirilamayacagini vermektedir.

Ornek 6.2.5. E = L?[0,1] ve f,(t) = sin(2xnt) olarak alalom. E' = L]0, 1] olur. Her
F € L90,1] i¢in
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olacagindan

1 1 1

/ | sin(27nt)| dt = n[/ | sin(27wnt)| dt — / | sin(27nt)| di]
0 0 L

cos(2mnt) |% ]

1
2m™n on

cos(2mnt) ’i
- 0

=n
2m™n

1
= —[—cosm + cos 0 + cos 2 — cos 7|
7r

=0
elde edilir. Boylece f,, — 0 olur.
1
F(fh) = / (sin(2mnt))* dt
0

1

5
= n/ sin(27nt) dt
0

_ —cos(2mnt) L
- 2nm |0
BRI

o

B 1

T

oldugundan f,F — X olur.
Sonug 6.2.6. E bir Banach latis olmak tizere asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) E zayf dizisel siirekli latis operasyonlara sahiptir, E sira stireklidir.

uaw
x, — 0 olmasidar.

Kanat. Teorem 6.2.2 ve Teorem 6.1.13’den agiktir.

Sonug 6.2.7. E bir AM-uzay ve (z,,) C E norm sinurl bir dizi olsun.
T, — 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul x, — 0 olmasidar.

Kamit. E bir AM-uzay oldugundan zayif dizisel siirekli latis operasyonlara sahiptir.
Teorem 6.2.2°'den z,, — 0 ise @, —= 0 elde edilir. Ayrica E', AL-uzaydir ve AL-uzay
sira siirekli norma sahip oldugundan Teorem 6.1.13’den z,, — 0 ise z,, — 0 olur. [

Sonug 6.2.8. E bir Banach latis olmak tizere asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) E atomiktir, E ve E' sira siireklidir.

(i3) Her norm sumarh (z,) C E dizisi i¢in x, — 0 <= 1, —> 0 <= 1z, — 0
olur.
Kanit. Teorem 6.1.9 ve Sonug 6.2.6 elde edilir. [
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Onerme 6.2.9. E sura siirekli bir Banach latis olmak tizere asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

(1) E' svra stireklidir.
(i3) Her norm smarh (z4) C E neti i¢in x4 — 0 ise 24 — 0 olur.

(i4i) Her norm siarh (v,) C E dizisi igin z, — 0 ise z, — 0 olur.

Kanit. (i) = (ii) Teorem 5.4.5’den agiktir.
(17) = (dii) Agiktur.

(i1i) = (i) (x,) C £ norm sirhy, ayrik bir dizi ve v € ET alalim. F sira stirekli
oldugundan z,, = 0 olur. Kabulden z,, — 0 elde edilir. [26, Teorem 2.4.14]’den
E' sira siireklidir.

[
Sonug 6.2.10. E bir Banach latis olmak tizere asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) E atomiktir, E ile E' sira stireklidir.

uaw

(i1) Her norm smarl (z4) C E neti i¢in T4 — 0 <= T4 — 0 <= 2, — 0 olur.

(i3i) Her norm sumrh (z,) C E dizsi i¢in v, — 0 <= 1, —> 0 <= 1z, — 0
olur.
(iv) Her norm simrl (x,) C E neti igin 1, —» 0 <= x, — 0 olur.
(v) Her norm sumrh (x,) C E dizisi i¢in x, — 0 <= x, — 0 olur.
Kanat. ispatl Sonug 6.2.8’den aciktir. O

Onerme 6.2.11. E bir Banach latis ve (xq) C E bir net olsun. (x,) neredeyse sira
simarl veya goreceli zaynf kompakt ise x, —— 0 olmasu icin gerek ve yeter kosul |z,| — 0
olmasudar.

Kamt. (=) 24 — 0 olsun. Buradan

0 20 <= Yue B icin |z, Au =0
— Yue EYVYfeFE icn f(|za| Au) =0

olur.

e (z,) neredeyse sira sirh olsun. ||(Jz,| — u)*|| < € olacak sekilde u € E*
vardir.

[f(lzaD = 1f(lzal = )™ + |f(|zal Aw)l
< ellfll + 1 (lzal Aw)l

olur. f(|za| Au) — 0 oldugundan f(|x,|) — 0 elde edilir. Boylece |z4] — 0
olur.
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e (z,) goreceli zay1f kompakt olsun. Teorem 4.37, [5] teoreminden
fllzal = lzal Au) = f(lzal —u)" <€

olacak gekilde u € E* vardir. f(|zo| A u) — 0 oldugundan f(|z,|) — 0’dur.
Béylece |74| = 0 elde edilir.

(<) |zal = 0 olsun. O halde
Vfe E i¢in f(|za]) =0
olur. Buradan her u € E™ icin
o] A u < |24

oldugundan f(|z,| A u) < f(|za]) elde edilir. f(|xs|) — 0 oldugundan f(|zs| A
u) — 0 olur. Béylece 24 —= 0 elde edilir.
[

Sonug 6.2.12. E bir Banach latis ve (2,) C E ayrik bir net olsun. (x,) neti E” iginde
neredeyse sira sinarly ise |Tq| — 0 olur.

Kanit. (24), E" icinde ayrik net oldugundan z, — 0 olur. O halde Onerme 6.2.11’den

|74 AEE ) elde edilir. Buradan |za] = 0 olur. O

Lemma 6.2.13. E bir Banach latis ve (z,) C E bir dizi olsun.
w. uaw .
Typ — X Ve T, — Y ise T =1y olur.
Kanit. z, = x, —y ve z = r —y olarak alahm. 2, = z, —y oldugundan 2, Lr=x—y

ve z, —% 0 olur. (z,) goreceli zayif kompakt oldugundan Onerme 6.2.11’den |z,| = 0
olur. Boylece z, — 0 elde edilir. O halde z = 0 olur. Buradan x = y’dir. O
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