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Poisson dagilim1 genellikle tam say1 degerli otoregresyon modellerinde hatalarin
dagilimi i¢in kullanilir. Ancak, dagilimin ortalamasi varyansina esittir ve esit yayilan
seriler i¢in uygundur. Ger¢ek tam say1 degerli zaman serileri genellikle asir1 veya
yetersiz yayilmaktadir. Bu nedenle, literatiirde Binom inceltmesine dayali, farkl
dagilimlara sahip hatalarla bir¢ok birinci dereceden tam sayir degerli otoregresyon
(INAR(1)) modelleri gelistirilmistir. Bu tez calismasi kapsaminda, tam say1 degerli
zaman serilerinin modellenmesi i¢in literatiirde yer alan INAR(1) modelleri ayrintili
olarak incelenmistir. Incelenen modeller biri asir1, digeri yetersiz yayilim gosteren iki
farkli gercek tam say1 degerli zaman serisi lizerinde belirli kriterler ile kargilagtirilmis ve

seriler i¢in en uygun INAR(1) modelleri belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Zaman serileri, Tam say1 degerli zaman serileri, Birinci dereceden

tam say1 degerli otoregresyon modelleri, INAR(1)
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The Poisson distribution is often used for the distribution of errors in integer-valued
autoregressive models. However, the mean of the distribution is equal to its variance
and is suitable for equally distributed series. Real integer-valued time series are often
over- or under-dispersion. Therefore, many first-order integer-valued autoregressive
(INAR(1)) models based on binomial thinning with differently distributed errors have
been developed in the literature. In this thesis, INAR(1) models in the literature for
modeling integer-valued time series are examined in detail. The models are compared
with certain criteria on two different real integer-valued time series, one of which is
overdispersion and the other is underdispersion, and the most appropriate INAR(1)

models are determined for the series.

Keywords: Time series, Integer valued time series, First order integer valued

autoregressive models, INAR(1)
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1. GIRIS

Zaman serileri analizi, esit zaman araliklariyla ve kronolojik sirada diizenlenmis zaman
serilerindeki degisimi, trendleri, mevsimsel dalgalanmalari, aykir1 degerleri modelleme
ve gelecege dair Ongdriillerde bulunma islemlerini kapsayan stokastik bir siirectir.
Zaman serileri, verilerin kaydedilme sekline bagli olarak siirekli zaman serileri ve
kesikli zaman serileri olarak ikiye ayrilir. Diizenli ve esit araliklarla kaydedilebilen
verilere kesikli zaman serileri denir ve genellikle zaman serileri analizi kesikli zaman

serileri tizerinden ele alinir.

Zaman serileri analizi, istatistik, miihendislik, ekonomi, finans, saglik, meteoroloji,
sismoloji gibi bir¢ok bilim dalinda yaygin olarak kullanilir. Alisilmis stokastik siirecler
siirekli marjinal dagilimlar1 varsayar ve bu nedenle sayim verilerini modellemek igin
uygun degillerdir. Ancak, gergek hayat problemlerinde genellikle olay veya nesne sayisi

olarak tam say1 degerli zaman serileri ile siklikla karsilagilmaktadir.

Bir magazadaki giinliikk miisteri sayisi, borsada yapilan giinliik islem sayisi, liretim
esnasinda karsilasilan hatali iirlin sayisi, aylik yagish giin sayisi, hastanede yatan hasta
sayis1 veya bir hastanin giin icerisinde gegirdigi nobetlerin sayisi, belirli bir bolgede
meydana gelen depremlerin sayisi ya da orman yangini sayis1 gibi bircok alanda elde

edilen veriler tam say1 degerli zaman serilerine 6rnek olarak verilebilir.

Literatiirde zaman serilerini modellemek ve dngoriide bulunmak icin siklikla kullanilan
ayristirma yontemleri, regresyon analizi, iistel diizlestirme yontemleri ve Box-Jenkins
modelleri genellikle hisse senedi fiyatlari, doviz kurlari, atmosferik basing, riizgar hizi,
kan basinci ya da kalp atis hizi, sosyo-ekonomik gostergeler, belirli bir bolgede
meydana gelen depremlerin biiyiiklik veya derinlik bilgileri gibi siirekli degerli elde
edilebilen serileri analiz etmek icin kullanir ve tam sayr degerli zaman serilerinin

istatistiksel analizi i¢in uygun modelleme yontemleri degillerdir.

Yukarida bahsedilen modelleme yontemleri tam sayi degerli zaman serilerinin

analizinde saglikli sonuglar vermeyeceginden, tam say1r degerli zaman serilerinin
1



istatistiksel analizi icin yeni ydntemlere ihtiya¢c duyulmustur. ilk baslarda bu alana ¢ok
ilgi gosterilmemis olsa da 1980°1i yillarda ilk olarak McKenzie (1985) ve Al-Osh ve
Alzaid (1987) tarafindan Steutel ve Van Harn (1979) Binom inceltme (thinning)
operatoriine dayali birinci dereceden tam say1 degerli otoregresyon (INAR(1)) siireci

tanitilmistir.

Daha sonraki yillarda uygun modelleme yontemleri i¢in yapilan bir¢ok girisim olsa da
INAR modelleri tam say1 degerli zaman serilerinin modellenmesinde ana model olarak
kabul edilmektedir. Ancak, INAR(1) modeli tam sayr degerli zaman serilerini
modellemek i¢in her zaman uygun olmadigindan, literatiirde INAR(1) modelindeki
inceltme operatdrii degistirilerek veya modeldeki hatalarin dagilimi degistirilerek bir¢ok

farkli yeni alternatif model tartigilmistir.

Binom inceltme operatdriine (o) dayali birinci dereceden tam say1 degerli otoregresyon

stirecinin formu asagidaki gibidir:

Xe=aoX,_1+¢&, t=012,.. (D

Burada, &, nin ortalamasi g, ve sonlu varyansi o2 olarak ifade edilir ve iliskisiz, negatif
olmayan tam say1 degerli degiskenlerin hata serisidir. McKenzie (1985) ve Al-Osh ve
Alzaid (1987) tarafindan tanitilan ilk modelde &, nin Poisson dagilimina sahip oldugu
varsayillmaktadir. Poisson dagiliminin ortalamasi, esnekligi sinirlayan varyansina esittir.
Ancak uygulamalarda veriler her zaman esit sekilde yayilmamaktadir. Bu nedenle,
Poisson dagilimli bir & ye sahip INAR(1) modeli tam say1 degerli zaman serilerini

modellemek i¢in her zaman uygun bir model olmayabilir.

Ortalamas1 varyansindan biiyiik olan yetersiz (underdispersion) yayilima sahip veya
varyanst ortalamasindan biiyiilk olan asir1 (overdispersion) yayilima sahip verileri
modellemek ic¢in literatiirde farkli ¢6ziim Onerileri tartistlmistir. Bunlardan ilki,
INAR(1) modelindeki binom inceltme islemini degistirmektir. Ikinci ve daha yaygin
olarak karsimiza g¢ikan yontem ise, INAR(1) modelini ilgilenilen seriye uygun hale

getirmek i¢in modeldeki &;’lerin dagilimini degistirmektir. Bu ¢alisma kapsaminda da,
2



& lerin dagilimi degistirilerek gelistirilen INAR(1) modelleri incelenecektir. Asagida
literatiirde yer alan ve ayrintili olarak inceleyecegimiz bazi INAR(1) modellerinden

kisaca bahsedilmistir.

Jung, Ronning ve Tremayne (2005), Negatif Binom dagiliminin, asir1 yayilim olgusunu
yakalamak i¢in uygulamali c¢alismalarda en sik kullanilan dagilim oldugunu
vurgulayarak, Negatif Binom hatalarina sahip INAR(1) modelinin asir1 yayilima sahip
seriler i¢in uygun bir model oldugunu belirtmislerdir. Daha sonrasinda, Wamwea,
Mwelu ve Odin (2022), Kenya'daki dogrulanmis COVID-19 enfekte vakalarin
kiimiilatif sayisin1 modellemek ve tahmin etmek i¢in Negatif Binom hatalariyla birinci

dereceden tam say1 degerli otoregresyon modelinin performansini incelemislerdir.

Jazi, Jones ve Lai (2012a), asir1 yayilmig tam say1 degerli zaman serilerini modellemek
icin Geometrik dagilima sahip hatalarla INAR(1) siirecinin yeni bir alternatifini
tanitmislardir. Calisma kapsaminda gelistirilen yeni silirecin bazi matematiksel
ozelliklerini sunmus ve modelin klasik INAR(1)'e gore iistiinliigli baz1 gergek zaman

serileriyle gostermislerdir.

Asirt yayillmanin sik goriilen bir belirtisi, sifir sayim sikliginin bir Poisson dagilimindan
beklenenden daha biiyiik olmasidir (Jazi, Jones ve Lai, 2012b). Bu dogrultuda, Jazi,
Jones ve Lai (2012b) Sifir Yigmali Poisson hatalari ile yeni bir birinci dereceden tam
say1 degerli otoregresyon siirecini tanitmiglardir. Siirecin énemli yapisal 6zelliklerini
tiirettikten sonra, hayvan sagligi laboratuvart degerleri ile ilgili baz1 ger¢ek zaman

serilerini analiz ederek onerilen modelin iistiinliigiini géstermislerdir.

Livio ve ark. (2018) Binom inceltme operatdriine dayali Poisson-Lindley hatalar1 ile
birinci dereceden negatif olmayan tam sayr degerli bir otoregresyon siirecini
tanitmislardir. Tanitilan modelin, 6zellikle asir1 yayilim sergileyen zaman serileri igin
uygun oldugunu ve bu nedenle gelistirilen diger modellerle rekabet edebilecegini bir

uygulama ile géstermislerdir.

Uygulamalarda tam say1 degerli zaman serileri, genellikle yetersiz yayilim veya asiri

yayilim olgusunu gdosterir. Bourguignon, Rodrigues ve Santos-Neto (2019), tam say1
3



degerli zaman serilerini esit yayilim, yetersiz yayilim ve asir1 yayilim ile modellemek
icin Cift Poisson ve Genellestirilmis Poisson hatalar1 ile birinci dereceden tam say1
degerli otoregresyon siirecinin iki farkli uzantismi gelistirmislerdir. Onerdikleri
modellerin iistliinliiglini, yetersiz ve asir1 yayilima sahip iki farkli ger¢ek zaman serisi

iizerinde gostermiglerdir.

Bu calisma kapsaminda, literatiirde tartisilan tiim bu modeller, matematiksel esitlikleri
ve dagilim ozellikleriyle ayritili olarak incelenmistir. Sonrasinda, elde edilen gergek
tam say1 degerli zaman serileri i¢in her bir model uygulanarak seriler i¢in en uygun

modeli belirleyen iki farkli uygulama sunulmustur.

Bu dogrultuda, ¢alismanin ikinci boliimde tam say1 degerli zaman serilerinin analiz ve
modellenmesine iligkin olarak birinci dereceden tam say1 degerli otoregresyon siiregleri,
hatalarin dagilimindan bagimsiz bir sekilde incelenmis ve siire¢ adimlarina yer

verilmistir.

Calismanin {¢iincii boliimiinde, birinci dereceden tam say1 degerli otoregresyon
stireclerindeki hatalarin dagilimlar1 degistirilerek elde edilen ve literatiirde tartigilan
alternatif INAR(1) siirecleri, matematiksel esitlikleri ve dagilim ozellikleriyle birlikte

ayrintili olarak incelenmistir.

Calismanin dordiincii boliimiinde, {i¢lincli boliimde incelenen modeller, elde edilen iki
farkli gercek tam say1 degerli deprem serileri lizerinde uygulanarak her iki seri i¢in de

en uygun modele karar verilen uygulama boliimii sunulmustur.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde tam say1 degerli zaman serilerinin analiz ve modellenmesine iligkin Birinci
Dereceden Tam Saytr Degerli Otoregresyon (INAR(1)) Siirecleri ayrintili olarak

incelenecektir.
2.1. Birinci Dereceden Tam Say1 Degerli Otoregresyon (INAR(1)) Siirecleri

Tam say1 degerli zaman serilerini analiz etmek i¢in yaygin kullanilan modellerden biri
olan ve birinci dereceden tam say1 degerli otoregresyon siireci (McKenzie, 1985; Al-
Osh ve Alzaid, 1987) olarak adlandirilan model, Binom inceltme (o) operatdriine
(Steutel ve Van Harn, 1979) dayali olarak tanitilmigtir.

Negatif olmayan tam say1 degerli bir rasgele degisken X ve « € (0,1) ile tanimlanan bir

sabit verildiginde, Binom inceltme (o) operatori;

aoX=ZYi (2)

seklinde tanimlanir. Burada, Y;, P(Y; = 1) =1 — P(Y; = 0) = « ile bagimsiz ve ayn
dagilimli rasgele degiskenlerin bir Bernoulli serisidir ve X ten bagimsizdir. Inceltme (o)
operatdriiniin tanimindan, a o X sadece 0 ile X arasinda tam say1 degerleri aldigi
anlagilmaktadir. Bagka bir deyisle, a’nin sinir degerleri 0 ve 1i¢in, 0 e X =0ve 1 o

X = X olmaktadir.

Binom inceltme isleminin daha iyi yorumlanabilmesi i¢in, belirli bir ¢ zamaninda X
bliylikliigiinde bir kitle diisiinelim. Ayni kitleyi daha sonra t+ 1 zamaninda
gozlemlersek kitle biiyiikliigl kiigiilmiis olabilir, ¢iinkii degerlerin bir kismi tile t + 1
zamanlart arasinda eksilmis olabilir. Eger t'den t + 1'e kitlede kalma olasilig1 tim

degerler i¢in a'ya esit ise kitlede kalanlarin sayist & o X ile gosterilir (Weil3, 2018).



Bir gecikmeli bagimliliga sahip tam say1 degerli duragan seriler i¢in tasarlanan INAR(1)
siireci, korelasyon yapist ve dagilim ozellikleri bakimindan siirekli degerli AR(1)
siirecine oldukca benzerdir. Istatistiksel kolaylik saglamak igin hata serisinin normal
dagilima sahip oldugu varsayilan siirekli degerli otoregresif hareketli ortalama (ARMA)
siirecine benzer sekilde modellenmistir (Al-Osh ve Alzaid, 1987).

Inceltme operatoriine dayali INAR(1) siireci (1) numarali esitlikte verilmisti
(McKenzie, 1985; Al-Osh ve Alzaid, 1987). Burada, X;, t zamaninda kitlede incelenen
olay sayisint, @ o X;_, ise t — 1 zamaninda kitlede incelenen olay sayisini1 temsil eder.
Siirecte inceltme islemleri birbirlerinden ve €,’den bagimsiz olarak her t zamaninda

yeniden gergeklesmektedir.

Al-Osh ve Alzaid (1987), INAR(1) siireci ile AR(1) siireci arasindaki farki
gozlemlemek i¢in, Binom inceltme (o) operatdrii taniminda yer alan ¥;’nin ¢ = 0.5 ile
Bernoulli rasgele degiskenleri olarak alindig1 ve €,’nin 4 = 1.0 parametresiyle Poisson
dagildigi (1) numarali modelden olusturulan 6rnekleme dayali simiilasyon ¢alismasi ile
g 'nin u =21 ve 02 = A(1 + ) ile normal dagildigi kabul edilen standart AR(1)
siirecine karsilik gelen simiilasyon c¢alismasini karsilastirmislardir. Karsilagtirma
sonucunda, INAR(1) siirecinin gergeklesmelerinin timii negatif olmayan tam say1
degerleri iken AR(1) siirecinin gerceklesmelerinin bir kismi negatif degerler almistir.
Ayrica, INAR(1) siirecinde gerceklesmelerin bir¢ogu ortalamaya ¢ok yakin degerlere

sahipken, standart AR(1) siirecinde bdyle bir durum gozlemlenmemistir.

(a) (b)
Sekil 1: (a) N(2,2)’den iiretilmis siirekli parametreli zaman serisi, (b) Bernoulli(0.5) ve Poisson(1)

dagilimlarindan iiretilmis kesikli parametreli zaman serisi (Al-Osh ve Alzaid, 1987)



2.2. INAR(1) Siirecinin Dagilim Ozellikleri

Hatalar (&), bagimsiz ve aymi dagilimli zaman serisi oldugunda ve Eleg] = ug,
Varle,] = o2 ile gosterildiginde, a € (0,1) i¢in, yinelemeyi takip eden gdzlem siireci
(X¢) (1) numarali modelde yer almaktadir. Bu modelde, tiim inceltme islemleri
birbirinden ve (&) 'den bagimsiz olarak yapiliyorsa ve t zamanindaki inceltme
islemlerinin yani sira & ’de (X;)s<;' den bagimsizsa bu ifadenin bir INAR(1) siireci

oldugu sdylenebilir (Weil3, 2018).

Esitlik (2)’de her Y;, Y; ~ Binom(1,a) dagilim kosulunu sagladigindan ve Binom
dagilimi toplamsal bir dagilim oldugundan, a o X, X'in degeri gbz Oniine alindiginda
kosullu binom dagilimina sahiptir. Yani, a o X|X ~ Binom(X,a) seklinde ifade

edilebilir. Buradan, toplam beklenti yasasi kullanilarak

ElaoX] = E[E[a° X |X]] = E[a-X] = au 3)

yazilabilir. Dolayisiyla, Binom inceltme a o X ve carpma a - X aym ortalamaya
sahiptir. Bu durum degistirilmis bir AR(1) 06zyinelemesi i¢in binom inceltmeyi
kullanmay1 avantajli hale getirir. Ancak, diger bir¢ok 0Ozellik bakimindan farklilik

gosterebilirler. Ornek olarak, toplam varyans yasasi asagidaki gibi ifade edilir:

VigoX] = V[E[aoX|X]] + E[V [a@oX | X]]
=V]a-X]+Ela(1—a) - X]
= a?0? + a(l — a)pu. (4)

Yani, binom inceltme a o X ve carpma a - X ayni varyansa sahip degildir.

INAR(1) siireci ayn1 zamanda homojen bir Markov zinciridir ve bu siirecin 1-adim

gecis olasiliklart

Pij = P[X, = ilX;_y = jl = P(ao Xy + & = ilXe_y =)
min (i,j)

= Z P(Bf =m)P(e, = i—m)

m=0



min(i,j)

- z (T’r'l)am(1—a)f—mp(st=i—m) ()

m=0

bi¢iminde elde edilir (Jin-Guan ve Yuan, 1991). Burada, a € (0,1) ve j € N olmak

lizere, Bj' ~Binom(j, a) dagilimma sahiptir.

Ayrica 1-adim gegis olasiliklarindan yola ¢ikarak siirecin birlesik olasilik fonksiyonu da

f(ili iz, ...,iT) - P(Xl - il'XZ - iz, ...,XT - iT)
= P(X1 = i1)P(X2 = i2|X1 = il) "-P(XT = iT|XT—1 = iT—l)
T—1 [min(eike1) |

=rea=w] ]| D (F)ema - P = i —m)|©
k=1

m=0
seklinde elde edilir.

Duragan bir INAR(1) siirecinin regresyon davranisi incelenirken, V(X;) < oo oldugu
varsayilir. X;' nin X,_; iizerindeki kosullu ortalamasi ve kosullu varyansi i¢in, Esitlik

(1) lizerinden basit bir hesaplama ile

E[Xi|Xeoq] = aXe_q +u, (7)
VIXe|Xeo1]l = a(1 — @)X, 4 + Usz (8)

biciminde elde edilmektedir (Alzaid ve Al-Osh, 1988). Elde edilen esitliklerin her ikisi
de X; 'nin dagilimindan bagimsiz olarak, X;_; ’in dogrusal bir fonksiyonudur. Bu,
dogrusal bir regresyona ve sabit bir kosullu varyansa sahip olan standart AR(1)
stirecinin tersidir.

@x(s) ve @.(s) sirasiyla X; ve &’ nin olasilik yaratici fonksiyonunu gosterdiginde,

X;’nin duragan marjinal dagilimi, ¢esitli marjinal dagilim tiirlerine izin veren

px(s) = px(1 —a(l —s))p.(s) 9



esitlik ile elde edilir (Alzaid ve Al-Osh, 1988). Esitlik (9), Esitlik (3)’te oldugu gibi
toplam beklenti yasasi uygulanarak elde edilmistir. Ayrica, Esitlik (1)’in marjinal

dagilimi, hata serisi €, cinsinden su sekilde ifade edilir:

= z alog,_;, (10)

i=0

a €(0,1) i¢in, (10) numarali esitlikten X, ’nin &, serisine bagimliliginin bu serinin
zaman gecikmesiyle iistel olarak azaldig1 goriilebilir (Al-Osh ve Alzaid, 1987). Boylece,
X;’ nin olasilik yaratic1 fonksiyonu asagidaki gibidir:

px(s) = 1_[905(1 —a' +a's). (11)
i=0
Esitlik (1)’ de tanimlanan X, siirecinin ortalamasi ve varyanst;

E[X ] = aE[X¢_1] + pe
= a'E[Xolu. Xi2oal (12)

Var[X,] = a?Var[X,_;] + a(1 — @)E[X;_,] + o
t

= a’Var[X,] + (1 —a)z 2j- 1E Xt J z 2(j-1) (13)

j=1 j=1

esitlikleriyle elde edilir. Esitlik (12) ve (13)’ten goriilecegi tizere, X, siirecinin baslangi¢

degeri olan X,,’1n beklenen deger ve varyansinin;

U
ElX] = 2 14
ap, + of
Varlx,) = == (15)



seklinde olmasi beklenir (McKenzie, 1985; Al-Osh ve Alzaid, 1987).

Freeland (1998), X, 'mn ortalamasi u./1—a ile dagildiginda, X; ’nin marjinal

dagiliminin da u,/1 — a ile dagildigi 6nermis ve Onerisini kanitlamistir.

Freeland’in &nermesinin  sonucu olarak, p,ve o2 < oo ise INAR(1) siireglerinin

ortalamasi ve varyansi su sekildedir:

He
E[X:] = pux = , 16
[ t] Ux 1 —a ( )
Var[X,] = y  Qhet 00 17
ar tl — O-X - 1 _ az ( )
Boylece, yayilim indeksi
I,+a of
[==2—=X (18)

1+a_E

biciminde elde edilir. Burada I, hata serinin yayilim indeksini ifade ederken, I siirecin
yayilim indeksini ifade eder. I’nin degeri, X, nin yayilim davranigin1 belirler ve &;’ye
baglidir. Yani, & asir1, esit veya yetersiz yayilmissa, X, nin de asir1, esit veya yetersiz

yayildig1 sOylenebilir.

=1, INAR(1) stureci esit yayilimlidir
[ =<31<1, INAR(1) streci yetersiz yaytlimlidir
[>1, INAR(1) sireci asirt yayitlimlidir

Duragan bir INAR(1) siirecinin otokovaryans ve otokorelasyon fonksiyonlar: sirastyla

Cov(Xe Xi—r) =vi = a¥0?,  k=0; (19)

Corr(X; Xe—x) = pr = a¥, k=0 (20)
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seklinde ifade edilir. (19) ve (20) numarali esitliklerden otokorelasyon fonksiyonunun, &
gecikmesiyle iistel olarak azaldigini ve AR(1)’deki Yule-Walker denklemiyle ayni
forma sahip oldugunu gorebiliriz. Ancak, standart AR(1) siireci i¢in hesaplanan
otokorelasyon fonksiyonunun aksine, INAR(1) siireci i¢in otokorelasyon fonksiyonu her

zaman pozitiftir (Al-Osh ve Alzaid, 1987).

2.3. INAR(1) Siireclerinde Parametre Tahmini

INAR(1) modeli, inceltme parametresi a ve hatalarin marjinal dagilimini karakterize
eden diger parametrelerle belirlenir. Bu parametrelerin gercek degerleri pratikte
bilinmemektedir. Ancak, belirli bir zaman serisi verilerinden yararlanilarak parametre
degerlerinin tahmin edilmesi gerekir. Literatiirde yer alan c¢alismalarda genellikle
kosullu en kiigiik kareler (CLS), Yule-Walker (YW) ve kosullu maksimum olabilirlik

(CML) olmak tizere ii¢ farkli tahmin yontemi kullanilmaktadir.

2.3.1. Yule-Walker Tahmini (YW)

X1, X5, ..., Xp’nin Esitlik (1)’de tanimlanan X, siirecinden geldigi kabul edildiginde,

orneklem ortalamas1 X = %ZLl X; ve drneklem otokorelasyon fonksiyonu;

~ Z%:{C(Xt - X)(Xtﬂ - X)
e T - X @

seklinde tanimlanir. Burada, p, = a® oldugu bilinmektedir. Boylece @’ nin Yule-

Walker tahmini su sekilde elde edilir:

LI X = DK — %)
z:=1(Xt _)?)2

Ayw = ﬁ(l) = (22)

X, stirecinin beklenen degeri E[X,] ile gosterilir ve hatalarin dagilimina bagl olarak
elde edilir. E[X;] ve Qyy kullanilarak hatalarin marjinal dagilimmi karakterize eden

diger parametrelere iliskin tahmin yapilabilir.

11



2.3.2. Kosullu En Kiiciik Kareler Tahmini (CLS)

Kosullu En Kiiciik Kareler tahmin islemi, Klimko ve Nelson (1978) tarafindan
gelistirilmistir ve bu islem kosullu beklenen degere iliskin sapmalarin karelerinin

toplaminin minimizasyonuna dayanmaktadir.

INAR(1) siirecinde X;_; bilindiginde X; nin kosullu ortalamasi

E[X | Xeoq] = aXe_q +u. = g(6,X,_1) (23)

olup burada 6 tahmin edilecek parametreler kiimesidir. Bu tahmin yonteminde amag, X,
ile g(0, X;_1) arasindaki karesel sapmalar1 toplamak ve bu toplami en aza indirecek

sekilde model parametrelerini tahmin etmektir.

0n(®) = ) [(X, — (0, X, )P . el

Boylece, a ve u.'nin CLS tahmin edicileri su sekilde ifade edilebilir (Klimko ve Nelson,
1978; Al-Osh ve Alzaid, 1987):

D=1 Xe Xie1 Xeq

. t=1XeXt—1 — n 25)
a=
2
n oz _ (e Xen)”
t=1 t—1 n

Ve

1 n n
fe = E(Z X, — aZX) . (26)
t=1 t=1

Kosullu en kiigiik kareler tahmin edicilerin dagilimi, asimptotik olarak Yule-Walker
denklemlerine dayali tahmin edicilerin dagilimina esdegerdir ve dolayisiyla herhangi

biri digerinden daha {istiin degildir (Freeland ve McCabe, 2005).
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2.3.3. Kosullu Maksimum Olabilirlik Tahmini (CML)

INAR(1) siirecine ait birlesik olasilik fonksiyonundan yararlanarak olabilirlik

fonksiyonu

T-1
[y, i i) = P(X; = iy) l_IP(Xt+1 = Xe41|Xe = x¢)
t=1

T-1 [min(igirsq)

=fe ]| D ()emt -0t Pl = xew —m)| @7)
k=1 m=0

biciminde gosterilir. Marjinal dagilim genel olarak anlasilmasi zor bir dagilim
oldugundan, gozlemlenen X;’i kosullandirmak, aslinda katkisin1 goz ardi etmek ve

parametreleri CML ile tahmin etmek daha basit bir yaklasimdir.

Bu nedenle, X; degiskenini kosullandirmak i¢in kosullu log olabilirlik fonksiyonu

T-1

L(O) = Z logP(Xr1 = Xes1|Xe = x¢) (28)
t=1

biciminde yazilir. Burada, 6 tahmin edilecek parametreler kiimesidir. #nin kosullu
maksimum olabilirlik tahminleri, kosullu log olabilirlik fonksiyonu L(6) maksimize

edilerek elde edilen ), degerleridir.

Literatiirde yer alan uygulamali c¢aligmalarda, kosullu maksimum olabilirlik
tahminlerinin, kosullu en kiiciik kareler tahmini ve Yule-Walker tahmininden daha iyi
performans gdsterdigi sonucuna varilmis ve ger¢ek veri uygulamalarinda INAR(1)
siirecinin bilinmeyen parametre tahminleri kosullu maksimum olabilirlik tahmini ile
gerceklestirilmistir (Huang ve Zhu, 2021; da Cunha, Bourguignon ve Vasconcellos,
2021; Bourguignon, Rodrigues ve Santos-Neto, 2019; Jazi, Jones ve Lai, 2012a; Livio
ve ark., 2018). Bu nedenle, bu c¢alismanin uygulama béliimiinde gergek veri iizerinden
yapilacak olan analizlerin parametre tahmininde kosullu maksimum olabilirlik tahmini

kullanilacaktir.

13



2.4. INAR(1) Siireclerinde Model Tanimlama

Boliim 2.3’te gergek bir tam say1 degerli zaman serisine bir INAR(1) modeli uydurmak
icin ii¢ farkl standart yaklasim incelenmistir. Ancak, elde edilen tahminler yalnizca
seriler gergekten bir INAR(1) siirecinden kaynaklaniyorsa anlamlidir. Bu nedenle,

seriler i¢in en uygun model belirlenmelidir.

Bu dogrultuda ilk olarak verilen serilerin bagimlilik yapisina bakilmalidir. Verilerin
bagimlilik yapis1 otokorelasyon fonksiyonu (ACF) ve kismi otokorelasyon fonksiyonu
(PACF) grafikleri kullanilarak analiz edilir. Otokorelasyon bir degiskenin bir
donemindeki degeri ile gegmis donemlerdeki degerleri arasindaki iliskiyi 6l¢er. Tiim
geemis degerlere ait otokorelasyon degerleri Esitlik (21)’de agiklanan otokorelasyon
fonksiyonunu olusturur. Kismi otokorelasyon ise, diger gecmis donemlerdeki degerler
sabitken iki donemdeki degerler arasindaki iliskiyi Olger ve tim ge¢mis degerlere ait

kismi otokorelasyon degerleri kismi otokorelasyon fonksiyonunu olusturur.

ACF ve PACEF grafikleri genellikle sirasiyla hareketli ortalama (MA) ve otoregresyon
(AR) derecesini belirlemek i¢in kullanilir. Daha 6nce de belirtildigi gibi, INAR(1)
siireci korelasyon yapist ve dagilim ozellikleri bakimindan stirekli degerli AR(1)
stirecine olduk¢a benzerdir. Dolayisiyla, uygulamalarda PACF grafigi dikkate alinir ve
grafigin sadece ilk gecikmesine ait iligki miktar: istatistiksel olarak onemli ise ve ACF
grafigindeki iliski miktarlar1 gecikme sayis1 arttikga PACF grafigindeki iliski
degerlerine gore daha yavas azaliyorsa bir INAR(1) modeli bu seri i¢in uygundur

denilebilir.

Seriler daha sonrasinda duraganlik agisindan test edilmelidir. Uygulamalarda, ACF
grafigi ile serinin duragan olup olmadigimin kontrolii de yapilabilmektedir. ACF
grafiginde gecikmelere ait 6nemli iligkiler mevcut ise serinin duragan bir seri olmadigi
sOylenebilir. Ancak, sadece ACF grafiginden yola ¢ikilarak yapilan bu yorum
istatistiksel anlamda yeterli olmayacaktir. Bu nedenle, duraganlik tespiti i¢in birim kdk
testleri gelistirilmistir. Gelistirilen testler arasindan en yaygin olarak kullanilani
Gelistirilmis Dickey Fuller (ADF) testidir. ADF testini gerceklestirirken dikkate alinan
hipotezler genellikle
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Hy: Seri duragan degildir.

Hg: Seri duragandaur.

bicimindedir. ADF testi sonucunda hesaplanan P — degeri < a oldugunda H,, hipotezi

reddedilir. Burada, a anlamlilik diizeyidir.

Analiz edilen seri duragan ve seri icin birka¢ farkli modelin uygun oldugu
diisiiniilityorsa, Akaike Bilgi Kriteri (AIC) ve Schwarz Bayesyen Bilgi Kriteri (BIC)
gibi bilgi kriterleri dikkate alinmalidir. Bu dogrultuda, L incelenen INAR(1) modelinin
olabilirlik fonksiyonunun maksimum degeri, k modelin parametre sayis1 ve T serideki

gbzlem sayisi oldugunda AIC ve BIC bilgi kriterleri su sekilde hesaplanir:

AIC = =21n(L) + 2k, (29)

BIC = —2In(L) + log(T) * k (30)

2.5. INAR(1) Siirec¢lerinde Tahmin

Gozlemlenen INAR(1) siireci i¢in model kuruldugu varsayildiginda, bu modelin ana
uygulamalarindan biri, siirecin gelecekteki sonuglarini tahmin etmektir. Yani,

X1, Xy, ..., X7 g0zlemledikten sonra, k > 1 i¢in Xr, ;' in tahmin edilmesi beklenir.

Gergek degerli siiregler icin en yaygin nokta tahmini tiirii kosullu ortalamadir (Weil3,
2018). Toplam beklenti yasasint kosullu ortalama denklemi ile yinelemeli olarak

uygulayarak, s-adim ileri kosullu ortalama

k

ElXiirlX] = akXt + Ue = akXt +ux(1 — ak) (31)

1—«a

biciminde elde edilir. Esitlik (31)’de kosullu ortalamanin yalnizca X;' ye baglh oldugu,

Markov 6zelligi nedeniyle daha 6nceki gézlemlere bagli olmadigi agik¢a goriilmektedir.
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Kosullu ortalama tahmin ydnteminin en énemli dezavantaji, X, nin negatif olmayan bir
tam say1 degeri olmasi gerekirken, tahmin sonucunda genellikle tam say1 olmayan bir
deger elde edilir. Bu nedenle, tam say1 degerli seriler i¢in, negatif olmayan tam say1

degerli tahminler {ireten tahmin tekniklerine ihtiya¢ vardir (Freeland ve McCabe, 2004).

Bu amagla, INAR(1) modeli i¢in X;’ nin 4-adim ileri kosullu dagiliminin yani, A-adim
ileri gecis olasiliklarinin hesaplanmasi diisiiniilebilir. Bu tahmin yontemi de yine
Markov 6zelligi nedeniyle sadece X;'ye baghdir. Ancak bu yontem, X; i¢in bir dagilim
mevcut oldugunda tutarl bir nokta tahmini olarak kullanilabilir. Yani, e*)’nm dagilimi
mevcut oldugunda, #-adim ileri gegis olasiliklari P;; (k) INAR(1) siirecinin 1-adim gegis

olasiliklar1 denklemine uyarlanarak hesaplanabilir (Weil3, 2018)

min (i,j)

Pl-j(k) = z <r]n) akm(1 — a®))"™mP(e, =i —m). (32)

m=0

Kisaca, Esitlik (32)’de, Esitlik 5’te yer alan siirecin 1-adim gecis olasiliklari

denkleminde, a yerine a® getirilmistir.

Literatiirdeki uygulamali ¢aligmalarda genel olarak INAR(1) modeli tahmin siirecinde
kosullu ortalama tahmin yontemi kullanilmis ve elde edilen tahmin sonuglar stirekli
degerler olsa da model karsilastirmalar1 hata kareler ortalamasinin karekokii
hesaplanarak yapilmistir. Yine bu ¢alismada yer alacak gercek veri uygulamalarinda da

INAR(1) model tahminleri kosullu ortalama tahmin yontemiyle incelenecektir.

2.6. INAR(1) Siireclerinde Model Yeterliligi

Analiz edilen seriler i¢in uygun bulunan INAR(1) modelinin seriler i¢in gercekten
yeterli olup olmadiginin kontrol edilmesi olduk¢a 6nemlidir. Bu amagla, uygun bulunan
modelden hesaplanan hata serisi analiz edilmelidir. Hata serisinin bir akgiiriiltii serisi
olup olmadig1 yani, serinin herhangi bir otokorelasyona sahip olup olmadig: yine ACF

ve PACF grafikleriyle incelenebilir. Ancak, daha kesin sonuglar igin serilerin
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otokorelasyona sahip olup olmadigini analiz eden Ljung-Box testi uygulanabilir. Ljung-

Box testini gergeklestirirken dikkate alinan hipotezler genellikle

H,y: Hatalar arasinda iliski yoktur.

Hs: Hatalar arasinda iliski vardur.

bicimindedir. Ljung-Box testi sonucunda hesaplanan P — degeri > a oldugunda H,

hipotezi kabul edilir.

Ayrica, merkezi limit teoremine gore veriler yeterince biiyilikse tiim dagilimlar normal
dagilima dogru egilim gdsterir. Bu durumda, biiyiik bir seri i¢in uygun bulunan modelin
hata serisi de normal dagilima yakinsamalidir. Hata serisi i¢in ¢izilen Q-Q grafigi,

serinin kabaca normal dagilip dagilmadig1 hakkinda bir 6n bilgi verebilir.
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3. LITERATURDE YER ALAN BAZI INAR(1) MODELLERI

Bu béliimde, literatiirde yer alan ve &, serilerin dagilimi degistirilerek gelistirilen bazi
alternatif INAR(1) modelleri dagilimlar1 ve istatistiksel 6zellikleri bakimindan ayrintili

olarak incelenecektir.

3.1. P-INAR(1) Modeli

INAR(1) siirecinin en popiiler ve ilk 6rnegi, McKenzie (1985) ve Al-Osh ve Alzaid
(1987) tarafindan tanimlanan Poisson-INAR(1) modelidir. Bu modelde, bir INAR(1)
stirecinin hatalarinin Poisson dagilimma sahip oldugu varsayilir. Poisson dagilimi
genellikle tam say1 degerli verilerin modellenmesi i¢in bir 6l¢iit gorevi goriir. Dagilimin
ana Ozelliklerinden biri, varyansiin her zaman ortalamasina esit oldugu anlamina gelen
esit yayihm ozelligidir (Weil, 2018). Ancak pratikte, veriler Poisson dagilimina gore

asir1 veya yetersiz yayilmis olabilir.

Negatif olmayan tam say1 degerli zaman serisi verilerinin asir1 veya yetersiz yayilim
durumlar i¢in literatiirde siirecin hatalarinin dagilimi degistirilerek elde edilen bir¢ok
yeni INAR(1) modeli tanitilmistir. Ancak, bu modelleri incelemeye baslamadan 6nce,
Poisson dagiliminin ve ana model olan P-INAR(1) siirecinin temel 6zellikleri tizerinde

durulacaktir.

Tam say1 degerli verilerin model dagilimi i¢in genellikle belirli bir zaman aralifinda

kullanilan ve kesikli bir olasilik dagilim olan Poisson dagiliminin olasilik fonksiyonu

-1 12z

P(Z=2)= L 2=0,12,.;1>0 (33)

bi¢cimindedir. Dagilimin olasilik yaratici fonksiyonu ise

¢z(s) = E[s?] = exp[A(s — 1)] (34)
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seklindedir.

Poisson dagiliminin olasilik fonksiyonundan yararlanilarak elde edilen dagilimin

ortalamasi ve varyansi birbirine esittir. Esitlik ile ifade edilirse,

E[Z] =Var[Z] = A (35)
Poisson dagilimi esit yayilima sahip oldugu i¢in ortalama ve varyansa gore yayilim

indeksi her zaman 1’e esittir ve asagidaki gibi gosterilmekdir.

Var[Z]

ID(Z) = AR (36)

X;, Esitlik (1)’e gore tanimlanmig bir INAR(1) siireci ve ¢, hatalar1 bagimsiz ve ayni

dagilimli bir Poisson(A) serisi ise, bu durum bir P-INAR(1) modelini ifade eder:

Xe=aoXi_1+¢&, t=1,
{ g~Poisson(A), : G7)

Burada, 0 < @ < 1ve e, t = 1i¢in Esitlik (2)’de aciklanan, bir Bernoulli serisi olan
Y; ve X;_,'den bagimsizdir.

P-INAR(1) siireci bir Markov zinciridir ve gegis olasiliklart:

Pj; =PX, = ilXe—1 =)

=PlaoX,_y+e& =ilXeey =)

min(i,j)
= Z PlaoX;_ 1 =m|X;_1 =j)P(e, =i —m)
m=0
min(i,j) '
= Nam—ay-m &2 012 38
B ZO (m)a ( _(l) m’ L] =Ul,.,... ( )
m=
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INAR(1) siirecinin genel dagilim 6zelliklerinden yararlanilarak elde edilen P-INAR(1)
siirecinin kosullu ortalama, kosullu varyans, ortalama, varyans, kovaryans ve

otokorelasyon fonksiyonu sirasiyla verilmistir:

E[X|Xe 1]l = aXeq +pe = aXpg + 4, (39)
VIXe|Xeoq] = a(1 — a)X—q + Usz =a(l—-a)X; 1+ 4, (40)
_ _ope A

ap, + 02 A1+ a)
2 =Var[X,] = a2 = 1—a?)’ (42)

Yi = Cov(Xy Xiy1) = ako?, (43)
pr = Corr(Xy Xps1) = . (44)

Buna gore, X, ’nin yayilim indeksi ortalama ve varyansa dayali olarak

I, +a oy
1+a puy

=1 (45)

IX:

bi¢cimindedir. Bu durumda, P-INAR(1) siirecinin, Poisson dagiliminda oldugu gibi esit
yayilim 6zelligine sahip oldugu ve esit yayilim 6zelligi sergileyen seriler i¢in uygun bir

model oldugu sdylenebilir.

3.2. G-INAR(1) Modeli

Poisson dagiliminin esit yayilimli zaman serileri i¢in uygun oldugunu, ancak pratikte
tam say1 degerli baz1 zaman serileri asir1 veya yetersiz yayilima sahip olabilecegini
belirtmistik. Bu nedenle, literatiirde ilk olarak McKenzie (1986) tarafindan, negatif
binom ve geometrik marjinal dagilimlara sahip otoregresif hareketli ortalama siiregleri

gelistirilmistir. Alzaid ve Al-Osh (1988), daha sonrasinda INAR(1) siireclerini asiri
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yayllmis tam say1 degerli zaman serileri i¢in geometrik marjinal dagilimla yeniden
degerlendirmislerdir. Sonrasinda ise Jazi, Jones ve Lai (2012a), yine asir1 yayilmig tam
say1 degerli zaman serisi verilerini modellemek amaciyla binom inceltmesine dayali

INAR(1) modelinin geometrik hatalarla yeni bir modifikasyonunu tanitmislardir.

Asirt yayilima sahip zaman serisi verilerini modellemek i¢in uygun olarak goriilen

geometrik dagilimin olasilik fonksiyonu:

PZ=2)=p(1-p)? 0<p<l;z=123,.. (46)

Olasilik fonksiyonundan yararlanilarak dagilimin olasilik yaratici fonksiyonu:

p

=E[s?] = —F— 47
(pZ(S) E[S ] 1_(1_p)s ( )
seklindedir.
Yine dagilimin ortalamasi ve varyansi sirastyla
1—
Elz1=—2F (48)
p
ve
1—
Var|Z] = ZP (49)
seklindedir.
Ortalama ve varyansa gore yayilim indeksi
iz = el 1o (50)
ElZ] p

bicimindedir. Dolayisiyla, dagilim asir1 yayilima sahip veriler i¢in uygundur.
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X, Esitlik (1)’e gore tanimlanmig bir INAR(1) siireci ve &; hatalar1 bagimsiz ve ayni
dagilimli bir Geometrik(p) zaman serisi ise, bu durum bir G-INAR(1) modelini ifade

eder:

g}zaoXF1+q,t21, 51)

e.~Geometrik(p),

Burada, 0 <a<1,0<p<1ve &,t =1 icin Bernoulli serisi ¥; ve X;_; 'den

bagimsizdir.

g~Geometrik(p) dagilmma sahip G-INAR(1) modeli, gegis olasiliklarina sahip

duragan bir Markov zinciri olusturur:

Pj =P(X, =ilXe—1 =)
=PlaoXi_y+& =ilXeoy =)
min(i,j)

= ) P@oXey =miXey = )P = i —m)
m=0

min(i,j)

— z (rjn) a™(1—a) ™p(1-p)™, i,j=01,2,.. (52)

m=0

G-INAR(1) siirecinin kosullu ortalama, kosullu varyans, ortalama, varyans, kovaryans

ve otokorelasyon fonksiyonlari

1-p

E[Xi|Xi—1] = aXeq + pe = aXeq + o (53)
1-p
VXXl =a(l — )Xy +0f =a(l— )X, + p—z, (54)
_ _ Ue _ 1- b
uX—EMJ—l_a—pu_ay (55)
ap, + of 1-
oz =Varl[X,] = He 79 _ P (56)

1-a?2 p2(1-a)
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Vi = Cov(Xy Xyy1) = a¥o?, (57)
pr = Corr(Xy Xpy1) = a® (58)
seklindedir.

Buna gore, X, nin yayilim indeksi

Iy = =X __>1 (59)

olarak hesaplanir.

3.3. PL-INAR(1) Modeli

Negatif olmayan tam say1 degerli zaman serilerini modellemek i¢in Livio ve ark. (2018)
PL-INAR(1) ile gosterilen binom inceltme operatoriine (Steutel ve van Harn, 1979)
dayali Poisson-Lindley (PL) hatalar1 ile yeni bir INAR(1) modeli Onermislerdir.
Modelde Poisson-Lindley dagilimina sahip hatalarin kullanilmasinin bir¢cok avantaji
vardir. Poisson-Lindley dagilimi, birlesik Poisson ailesine aittir ve Negatif Binom
dagilimi gibi tek tepe degerli, asir1 dagilmis ve sonsuz boliinebilirlik gibi ortak
ozellikleri de tasir (Ghitany ve Al-Mutairi, 2009).

Olasilik fonksiyonu

0%(z+ 60 +2)

P(Z =2)= (6 + 1)+3

, 0>0;,z€eN (60)

oldugunda kesikli bir rasgele degisken Z, 6 > 0 parametresiyle Poisson-Lindley (PL)
dagilimma (Sankaran, 1970) sahiptir. Kisaca PL(6) dagilimi olarak adlandirilan bu

dagilimin olasilik yaratic1 fonksiyonu
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62 2+4+6-—s

¢z(s) = Els”] = 5 ey CESpsy (61)

olarak verilmektedir.

PL(0) dagiliminin ortalamasi ve varyansi ise sirasiyla

0+ 2

Ve
_6°+4607+60+2 . 02 + 46 + 2 3
VarlZl=—ge+nr — ~El | Y s DE +2) (63)

olarak hesaplanir.

Ortalama ve varyansa gore dagilimin yayilim indeksi 1’den biiyiik bir deger olarak elde
edilir. Bu da Poisson-Lindley dagilimimin asr1 yayilmis sayim verilerini modellemede

uygun bir dagilim oldugunu gosterir.

Var|Z]

ID(Z) = A7

> 1. (64)

X, Esitlik (1)’e gore tanimlanmig bir INAR(1) siireci ve &; hatalar1 bagimsiz ve ayni
dagilimli bir PL(0) zaman serisi ise, bu durum Esitlik 65°teki gibi bir PL-INAR(1)

modelini ifade eder:

{Xt —aoX,  +e, t=1, 65)

g.~Poisson — Lindley(0)’

Burada, 0 <a <1, 6 >0 ve ¢, t = 1 igin Bernoulli serisi ¥; ve X;_; 'den

bagimsizdir.
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Esitlik (65)’te tanimlanan X, siireci, gegis olasiliklart olan duragan bir Markov zinciridir

ve PL-INAR(1) siirecinin gecis olasiliklari:

Py =P(X; = ilXe—q =)
=PlaoX,_y+e& =ilXeey =)

min(i,j)
= Z P((l o X 4 = ‘mIXt_l :j)P(gt =i _m)
m=0
min(i,j)
_ JApE j_mHZ(i—m+9+2) 019 o
B Z (m)a ( C() (9+1)i—m+3 ) l;] = VU,l,4, ... ( )
m=0

olarak hesaplanir.

PL-INAR(1) siirecinin kosullu ortalama, kosullu varyans, ortalama, varyans, kovaryans

ve otokorelasyon fonksiyonu ise sirastyla

0+ 2
E[X¢|Xe—1] = aXiq + pe = aXeq + m: (67)
03 + 46% + 60 + 2
VIXc X1l = a(l — )Xoy + 0f = a(l — a)X,q + 626 + 1) ) (68)
Ue 0+ 2
=E[X,] = = 69
au, + o? 0+ 2 0% + 46 + 2
2 —varlx.l = = 1 , 70
o =VarlXl =T =3 pa-a | T T ser DO T 2) (70)
Yk = Cov(Xk,Xk+1) = ako?, (71)
pr = Corr(Xy Xpy1) = a® (72)

seklindedir.
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Buna gore, X, nin yayilim indeksi de Poisson-Lindley dagiliminda oldugu gibi ortalama

ve varyansa dayali olarak 1’ den biiyiik bir deger olarak Esitlik 73’teki gibi elde edilir:

L ta o
Ix— -_ >1. (73)
l1+a uy

Bu nedenle, PL-INAR(1) siirecinin agir1 yayilmis tam say1 degerli zaman serileri igin

uygun oldugu sodylenebilir.

3.4. NB-INAR(1) Modeli

Poisson dagiliminin Gamma dagilimiyla bir karisimi oldugu bilinen Negatif Binom
dagilimi, asir1 yayilima sahip sayim verilerinin modellenmesinde yaygin olarak
kullanilmaktadir (Joe ve Zhu, 2005). Buradan yola ¢ikarak Jung, Ronning ve Tremayne
(2005), Negatif Binom hatalarla yeni bir INAR(1) modelinin asir1 yayilima sahip zaman
serilerini modellemek igin uygun oldugunu éne siirmiislerdir. Iki parametreye sahip olan
Negatif Binom dagiliminin bir parametresi limitte sonsuza giderken Poisson dagilimina
yakinsar. Parametre degeri ne kadar biiyiirse, Negatif Binom dagilimi1 Poisson dagilima
o kadar yaklasir. Bu durum, Negatif Binom dagiliminin Poisson dagilimina gore daha

giivenilir bir dagilim oldugunu gostermektedir.

Iki farkli parametreye sahip olan Negatif Binom dagilimmin olasilik fonksiyonu

parm=P@=2=(""" Na-psr, r>00<p<tiz=01,.. (79

bicimindedir. Olasilik fonksiyonundan yararlanilarak dagilimin olasilik yaratici

fonksiyonu ise

_ E[s7] = p__Y 1
<pz(S)—E[s]—<1_(1_p)S), |s|<p (75)

seklindedir.
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Dagilimin ortalamasi ve varyansi sirastyla

(76)

Ve

r(1—p)

VarlZ] = (77)

olarak hesaplanir.

Negatif Binom dagiliminin varyansinin ortalamasina oranlanmastyla elde edilen yayilim

indeksi

varlz] 1, (78)
E[Z] p

ID(Z) =

seklinde elde edilmektedir.

Yayilim indeksi her zaman 1’ den biiyiiktiir ve bu da Negatif Binom dagiliminin asir

yayilmis verileri modellemek i¢in uygun bir dagilim oldugunu gdstermektedir.

X, Esitlik (1)’e gore tanimlanmig bir INAR(1) siireci ve &; hatalar1 bagimsiz ve ayni
dagilimli bir Negatif Binom zaman serisi ise, bu durum bir NB-INAR(1) modelini ifade

eder, yani;

{Xt =a oXt—l + &ty t = 1, (79)

g~Negatif Binom(r,p)
bigimindedir.

Burada, 0 < a < 1,7 >0, p € [0,1] ve &, t = 1 i¢in Bernoulli serisi Y; ve X;_,'den

bagimsizdir.
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NB-INAR(1) modeli duragan bir Markov zinciridir ve gegis olasiliklar

Pj =P(X, =ilX—1 =)
=PlaoXi_y+e& =ilXeoy =)
min(i,j)
= Z Plae X,y =m|X, s =j)P(e, =i—m)
m=0

min(i, j)

- Z (rjn) a1 - a7 ((i ‘(Tli,; - 1) (1-p)™pr, i,j=012,.. (80)

m=0
bigimindedir.

NB-INAR(1) siirecinin kosullu ortalama, kosullu varyans, ortalama, varyans, kovaryans

ve otokorelasyon fonksiyonu sirasiyla

r(1—
E[Xe|Xeq] = aXeq + 1, = aXp_q + (—p), (81)
r(1—p)
VIX|Xeol =a(l — )Xy +0f = a(l— )X,y + 2 (82)
_ _ Ue _ T'(l - p)
uX—E[Xt]—l_a—p(l_a), (83)
. _ap.+oz r(1—p)lap+1)
og = Var[X,] = 1—aZ = pld—ad) (84)
Vi = Cov(Xy Xpy1) = a¥a?, (85)
pr = Corr(Xy Xpy1) = a® (86)

olarak elde edilmektedir.
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Buna gore, X, ’nin yayilim indeksi:

_leta o ap+1

Iy =

=== > 1 87
l1+a uy ap+p (87)

olarak hesaplanmaktadir.

3.5. DP-INAR(1) Modeli

Bourguignon, Rodrigues ve Santos-Neto (2019) esit yayilim, yetersiz yayilim veya asiri
yayilima sahip negatif olmayan tam say1 degerli zaman serilerini modellemek i¢in DP-
INAR(1) ile gosterilen c¢ift Poisson hatalar1 ile yeni bir binom inceltmeye dayali

INAR(1) siireci 6nermislerdir.

Binom ve Poisson gibi tek parametreli lstel ailelerde, varyans ortalamanin bir
fonksiyonudur ancak ¢ift iistel aileler, varyansi ortalamadan bagimsiz olarak kontrol
eden ikinci bir parametrenin eklenmesine izin verir (Efron, 1986). Boylelikle, Efron
(1986) tarafindan cift iistel aileye dayanilarak yeni bir dagilim 6nerilmistir. Cift Poisson
dagilimi u > 0 ve ¢ > 0 olmak iizere iki parametre ile indekslenmektedir ve

dagilimin olasilik fonksiyonu su sekilde verilir:

—ZZZ

i 1 _Pre e #2
p(z; u, ¢)) = P(Z = Z) = Y(ﬂ' ¢)p(Z, u, ¢) = Y(ﬂ, ¢)¢ze H [ VAl ] (7) !
z2=012,.. . (88)

_ o~ _ - -zZ,Z ¢z 1-¢ ,
Burada, ¥ (1, $) ™ = S0 P(zi 1, ¢) = 12 ¢ 52 |5 (%) ~ 14+ 100 dr

ve normallestirme sabiti (1 + ﬁ) seklindedir.

Efron (1986), .52, P(z; 1, ¢) sonsuz serisi i¢in kapali bir form yaklasimi elde etmis ve
u biiytik oldugunda (n = 10) p(z; u, ¢)'nin oldukea iyi performansa sahip oldugunu

gostermistir. Ancak, p kiiciik oldugunda ayni durum s6z konusu degildir. Bu nedenle,
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cift Poisson dagilimimin kullanilmast i¢in farkli yaklasimlar onerilmistir (Zhu, 2012;

Zou, Geedipally ve Lord, 2013).

Dagilimin olasilik yaratici fonksiyonu:

Y (us,
@z(s) = E[s?] = % (89)

seklindedir.

Cift Poisson dagiliminin ortalamasi ve varyansi yaklasik deger olarak

ElZl=u (90)

Ve

VarlZ] = 91)

=

olarak elde edilir.

Dagilimin ortalama ve varyansina gore yayilim indeksi

Var|Z] _l
E[Z] ¢

ID(Z) = (92)

seklinde hesaplanmaktadir.

Esitlik (92)’den Cift Poisson dagilimmin ¢ < 1 oldugunda asir1 yayilima, ¢ > 1
oldugunda yetersiz yayilima sahip oldugu goriiliir. ¢ = 1 olmasi durumunda ise, ¢ift

Poisson dagilimi Poisson dagilimina benzer.
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X;, Esitlik (88)’de verilen olasilik fonksiyonuyla ¢ift Poisson dagilimina sahip bagimsiz
ve ayni dagilimli bir zaman serisi ise, bu siireg DP-INAR(1) siireci olarak adlandirilir.

Siirec

{XtZ(XOXt_l-l-St, t = 1,

g~Cift Poisson(u, ¢) (93)

seklinde tanimlanmaktadir.

Burada, 0 <a<1l,u > 0,¢ > 0vee,t = 1i¢in Bernoulli serisi Y; ve X;_;'den

bagimsizdir.

Boylece, siirecin gecis olasiliklari:

Py =P(X; = i|lXe—q =)
=PlaoX,y 1 +e =ilXeey =)
min(i,j)
= z Plae X,y =m|X, s =j)P(e, =i—m)

m=0

min(i,j)

N o e~ (=m)(j — ) E-m) e ¢(i-m)
- z (r]n) a™(1 - a)! l (i —m)! l <(i —Mm)) '

m=0

i,j=012,.. (94)

olarak elde edilir.

DP-INAR(1) siirecinin kosullu ortalama, kosullu varyans, ortalama, varyans, kovaryans

ve otokorelasyon fonksiyonu sirasiyla

E[X|Xe 1]l = aXeq +ue = aXey + 14 (95)
U
V[XtIXt—l] = a(l - a)Xt_l + Og = (Z(l - a)Xt_l + a, (96)
H U
px = E[X] = - 97)

1—0(:(1—0:)’
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_apg+af  p(l+ad)

oz =Varl[X,] = -z ~(A—aD’ (98)
Yi = Cov(Xy Xiy1) = ako?, (99)
pr = Corr(Xy Xps1) = a® (100)
seklindedir.
Buna gore X, nin yayilim indeksi:

IX:I€+a_a_§_1+aqb (101)

1+a uy o¢+ad
olarak hesaplanir.

Esitlik (101)’de gortldiigii gibi, DP-INAR(1) siirecinin de, ¢ < 1 oldugunda asir1
yayilima, ¢ > 1 oldugunda yetersiz yayilima sahip oldugu, ¢ = 1 oldugunda ise esit
yayilim 6zelligine sahip oldugu goriiliir. Ayrica, u parametresi siirecin yayilim indeksini

degistirmez.

3.6. GP-INAR(1) Modeli

DP-INAR(1) modelinin 6nerildigi ¢alisma da yine Bourguignon, Rodrigues ve Santos-
Neto (2019), esit yayilim, yetersiz yayilim veya asir1 yayilima sahip negatif olmayan
tam sayr degerli zaman serilerini modellemek icin GP-INAR(1) ile gosterilen
Genellestirilmis Poisson hatalar1 ile Binom inceltmeye dayali yeni bir INAR(1) siireci

onermiglerdir.

Genellestirilmis Poisson dagilimi, 0 < ¢ <1 ve u > 0 parametreleriyle negatif
olamayan tam sayilar i¢in tanitilmis ve kapsamli bir sekilde incelenmistir (Consul ve
Jain, 1973; Consul, 1989). Genellestirilmis Poisson dagiliminin olasilik fonksiyonu su

sekilde verilir:
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+ z Z_le_(ﬂ'i'zd))
p(z = 7) = M ¢)Z' L 2=012 ... . (102)

0 < ¢ < 1i¢in karsilik gelen olasilik yaratict fonksiyonu su sekilde verilir:

©,(s) = E[s?] = etlubd)-1] 5 3 = gep@-1 (103)

¢ > 0 i¢in, Genellestirilmis Poisson dagilimi kesikli kendi kendine ayristirilabilir
dagilimlar smifina aittir (Weil, 2008) ancak ¢ < 0 i¢in Genellestirilmis Poisson
dagilimi bu 6zelligini kaybeder (Johnson, Kemp ve Kotz, 2005).

Dagilimin ortalamasi ve varyansi sirastyla

E[Z] = - (104)

e

Ve

Var[Z] = m (105)

olarak elde edilir.

Dagilimin ortalama ve varyansina gore yayilim indeksi

gy = ezl 1 (106)
COE[Z] T (1-¢)?

seklinde hesaplanir.

Dolayistyla, Genellestirilmis Poisson dagilimmin 0 < ¢ < 1 oldugunda asir1 yayilima,
—1 < ¢ <0 oldugunda yetersiz yayilima sahip oldugu gorilir. ¢ =0 olmasi

durumunda ise, Genellestirilmis Poisson dagilimi Poisson dagilimina benzer.
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X;, Esitlik (102)’de verilen olasilik fonksiyonuyla Genellestirilmis Poisson dagilimina
sahip bagimsiz ve ayni1 dagilimli bir zaman serisi ise, bu siire¢ GP-INAR(1) siireci

olarak adlandirilir ve

{ X, =aoX, ,+¢&, t=>1,
g.~Genellestirilmis Poisson(u, ¢),

(107)

seklinde tanimlanir.

Burada, 0 < <1,0<¢p <1,u>0 veeg,t = 1icin Bernoulli serisi ¥; ve X;_;'den

bagimsizdir.

Bdylece, siirecin gegis olasiliklart

P =PX; =ilXe—1 =)
=PlaoXi_y+& =ilXeoy =)

min(i,j)
= z P(aOXt—l:mIXt—lzj)P(gt:i_m)
m=0
min(i,j) . '
' u(u+ (i —m)@)imlemurli-mie)
= z (T]n) am(l - (X)J m (l — m)' y L] = 0}1'2'
m=0

(108)

bigiminde elde edilir.

GP-INAR(1) siirecinin kosullu ortalama, kosullu varyans, ortalama, varyans, kovaryans

ve otokorelasyon fonksiyonu sirasiyla

U
E[XtIXt—l] - aXt_l + #S = aXt_l + m, (109)

VIXIXea) = @l = @)Xy + 07 = @l = Kees + g (110)
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He u

ux=E[Xt]=1_a=(1_a)(1_¢), (111)
ape + ¢ u[l+a(l - ¢)?]

of =VarlX] = ———= RO (112)

Vi = Cov(Xy Xis1) = aka?, (113)

pr = Corr(Xy Xpp1) = a® (114)

olarak hesaplanir.

Buna gore, X, ’nin yayilim indeksi ortalama ve varyansa dayali olarak

_Lta of 1+a(l-¢)?
IX_1+a_E_(1+a)(1—¢)2 (115)

Seklinde olur. Dolayisiyla, bu siirecin ¢ = 0 oldugunda esit yayilima, ¢ < 0 oldugunda
yetersiz yayilima ve ¢ > 0 oldugunda asir1 yayilima sahip oldugu sonucuna ulasilir.

Ayrica, y parametresinin siirecin yayilim indeksini degistirmedigi goriilmektedir.

3.7. ZIP-INAR(1) Modeli

Jazi, Jones ve Lai (2012b) tarafindan asir1 yayilima sahip kesikli zaman serilerini
modellemek icin Sifir Yigmali1 Poisson hatalari ile yeni bir birinci dereceden tam say1
degerli otoregresyon siireci tanitilmistir. Genel olarak, asir1 yayilimin iki nedeni oldugu
diistintiliir. Bunlardan ilki kitlenin heterojenligi iken ikincisi ise sifirlarin fazla olmasidir
(Wagh ve Kamalja, 2018). Tam say1 degerli zaman serilerinde de sifir sayim oraninin
Poisson dagilimindan beklenilenden daha fazla olmasi durumuna siklikla
rastlanilmaktadir (Jazi, Jones ve Lai, 2012b). Sifir Yigmali Poisson dagilimi, Poisson
dagiliminin bir genellemesidir (Johnson, Kemp ve Kotz, 1992; Lambert, 1992). Poisson

dagilimi ortalama parametresi ile tek parametreli bir dagilimdir. Ancak, Sifir Yigmali
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Poisson dagilimi ortalama parametresi disinda, dagilim parametresi olarak bilinen bir

parametre ile daha karakterize edilir (Wagh ve Kamalja, 2018).

Bir rastlant1 degiskeni olan Z’nin, olasilik fonksiyonu

p+(1—ple? z=0

P(Z=2) = e 1)z ; 0<p<L;,1>0 (116)
1-p) , z=123,..

z!

ise ZIP(p,A) olarak gosterilen, p ve Aparametreleriyle Sifir Yigmali Poisson (ZIP)

dagilimina sahip oldugu sdylenilebilir. Bir bagka gosterimle,

-1z

e
P(Z = 2) = plipy(2) + (1 — p) ;z2=123.;0<p<1;1>0 (117)

z!
olarak elde edilir. Burada gosterge fonksiyonu I,(x), eger x € A sifira esitse, 1’e esittir.
Sifir Yigmali Poisson dagiliminin olasilik yaratic1 fonksiyonu su sekildedir:

@z(s) =E[s?] =p+ (1 —p)e?s™D,  0<s<L (118)

Dagilimin olasilik fonksiyonundan, sirasiyla ortalama ve varyanst ise

E[Z] = 2(1 - p) (119)
ve
Var[Z] = 2(1 —p)(1 + pA) (120)

seklinde elde edilir.
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Dagilimin ortalama ve varyansina gore yayilim indeksi

Var|Z]
ID(Z) = A7

=(1+pd) (121)

olarak hesaplanir.

Esitlik (121)’den dagilimin sadece p > 0 ise asir1 yayilima sahip olacagi goriliir.
Ancak, P(Z = 0) > 0 olmas1 kosulu altinda p parametresi negatif degerler de alabilir.

Bu da su anlama gelir:

Bu durum yetersiz yayilima sahip bir dagilim olan Sifir Soniik (deflated) Poisson

dagilima karsilik gelir.

X;, Esitlik (1)’e gore tanimlanmis bir INAR(1) siireci ve &, hatalar1 bagimsiz ve ayni
dagilmis bir ZIP(p, 1) zaman serisi ise, bu durum bir ZIP-INAR(1) modelini ifade eder,

yani;

{ Xt=a°Xt_1+8t, tle

g~Sifir Yigmali Poisson(p, 1) (122)

seklindedir.

Burada, 0 < 2 <1,0<p <1, 1 >0veg,t = 1i¢in Bernoulli serisi ¥; ve X;_;'den

bagimsizdir.

ZIP-INAR(1) modeli,

Pj =P(X, =ilX—1 =)
=PlaoXi_y+& =ilXeoy =)
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min(i,j)

= PlaoXi s =m|X;y =j)P(e =i—m)

m=0
min(./) . -4, (i-m)
_ j N . _oNeTA T
= z (m) a™(l—a)™ lpl{o}(L m) + (1 —p) a—mr| i,j=01,2,..
m=0

(123)

gecis olasiliklarina sahip duragan tam say1 degerli bir Markov zinciri olusturur.

ZIP-INAR(1) siirecinin kosullu ortalama, kosullu varyans, ortalama, varyans, kovaryans

ve otokorelasyon fonksiyonu ise sirastyla

E[X|X; 1]l = aXey +pe = aXe_y + A1 —p), (124)

VXl X1l = a(l — )Xy + 07 = a(1 — @) X1 + A(1 —p)(1 +pA), (125)
_ _ HUe _ A(l - p)

wx = ElXel =1—=—7""7-, (126)

aps + ¢ A1 —p)(A +a+pl)

O-)% = VaT[Xt] = 1— az - 1— az ) (127)
Vi = Cov(Xy Xpy1) = a¥a?, (128)
pr = Corr(Xy Xpp1) = a® (129)
seklindedir. Buna gore, X, nin yayilim indeksi
I.+a of 1+a+pa
=T _ % __rarp (130)

1+a uy 1+«
olur. Bu durumda, Sifir Yigmali Poisson dagiliminin yayilim indeksinde oldugu gibi

p > 0 oldugunda X, asir1 yayilir. p parametresinin negatif oldugu durumlarda ise X,

yetersiz yayilacaktir.
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4. GERCEK VERI UYGULAMALARI

Bu boéliimde, INAR(1) siireglerinin uygulamasi iki farkli gergek veri seti lizerinde
gergeklestirilmistir. Her iki veri seti i¢in de Bolim 3’te bahsedilen INAR(1) model
sonuclar1 karsilastirmali olarak incelenmistir. Ayrica, karsilagtirmanin sonuglar1 yine bu

boliimde tartigilmistir.

Uygulamalarda kullanilan deprem verileri, TUBITAK 1001 girisiminin bir pargas1 olan
"Yapay Zeka ve Olasiliksal Model Tabanli Deprem Tehlike Haritas1" projesinden elde
edilmigtir ve Sekil 2°de gosterilen, Ege Bolgesi ve ¢evresindeki 200 km'lik tampon
bolgeyi kapsamaktadir. Sekilde de goriildiigii iizere bolgede ¢ok sayida bagimsiz fay
hatt1 bulunmaktadir. Bu nedenle, bolgenin sismik acgidan ¢esitli analizlerle incelenmesi
hayati 6nem tasimaktadir.

23°30'E 26°35'E 29°40'E 32°45'E 35°50'E 38°55'E 42°0'E 45°5'E
7 N

|
| Russia w<e>e
= £

RN R

.;‘,4,>
4

it jf. ) | | Provincial borders in Turkey
e T o /.

32°45'E 35“;')0'E 38“%5‘E 42"'0'E

Sekil 2: Uygulama alani

Calisma kapsaminda kullanilan veriler, Afet ve Acil Durum Yonetimi Bagkanlig
(AFAD), Bogazi¢i Universitesi Kandilli Rasathanesi ve Deprem Arastirma Enstitiisii
Bolgesel Deprem Tsunami izleme Merkezi (KOERI) ve Tan (2021) katalogu olmak
iizere li¢ Tirk deprem katalogu incelenerek elde edilmistir. Temel alinan katalog
AFAD-DDA katalogudur ve tutarlilig1 saglamak amaciyla Kadiroglu ve Kartal (2016),
KOERI ve Tan (2021)’1n biiyiiklilk doniisiim iliskileri uygulanmigtir. Bu doniistimler
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sayesinde olusturulan deprem katalogu homojenize edilmis ve tiim biiyiikliikler tek bir

Olcek (Moment Biiyiikligii (Mw)) ile ifade edilmistir.
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Sekil 3: AFAD-DDA ve KOERI deprem kataloglar1 arasinda eslesen depremlerin deprem biiyiikliikleri

acisindan karsilastirmalari
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TAN (2021) Katalogu

TAN (2021) Katalogu

TAN (2021) Katalogu

o

141 deprem

AFAD-DDA Katalogu

M,

50005 deprem /

AFAD-DDA Katalogu

M

w

1425 deprem

AFAD-DDA Katalogu

TAN (2021) Katalogu
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M

2239 deprem

AFAD-DDA Katalogu

M

L

94120 deprem d

AFAD-DDA Katalogu

Sekil 4: AFAD-DDA ve Tan (2021) deprem kataloglar1 arasinda eslesen depremlerin deprem

biiyiikliikleri agisindan karsilastirmalari
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Sekil 3 ve Sekil 4’te AFAD-DDA ve Koeri deprem kataloglar1 arasinda eslesen 7749
deprem ile AFAD-DDA ve Tan (2021) kataloglar1 arasinda eslesen 153533 depremin

biiytlikliikleri agisindan karsilastirmalart verilmistir. Deprem kataloglar1 eslestirme

kriterleri, depremler arasi zaman farki 3 dakikadan az olacak sekilde ve depremler arasi

konum farki 0.5 dereceden az olacak sekilde belirlenmistir.
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Sekil 5: AFAD-DDA katalogu depremleri
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Sekil 6: KOERI katalogu depremleri
derinlik bilgisi
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Sekil 7: Tan (2021) katalogu depremleri
derinlik bilgisi
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Sekil 8: AFAD-DDA katalogu depremleri
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Sekil 5 ve Sekil 10 arasindaki sekillerde, incelenen 3 Tiirk deprem kataloguna iliskin
depremlerin derinlik bilgisi ve olus zamanlar1 harita iizerinde gosterilmistir. AFAD-
DDA katalogu ve KOERI katalogu 1900 ile 2021 yillar1 arasinda gerceklesen
depremleri kapsarken, Tan (2021) katalogu 1905 ile 2018 yillar1 arasinda gergeklesen
depremleri kapsamaktadir. AFAD-DDA katologunda 202.080’1 deprem caligma sahasi
icinde olmak iizere toplam 333.381 deprem, KOERI katalogunda 11.772’si deprem
calisma sahasi icinde olmak iizere toplam 18.163 deprem ve Tan (2021) katalogunda
252.594°1 deprem c¢alisma sahasi iginde olmak iizere toplam 337.429 deprem
kaydedilmistir.

4.1. Artg1 Sayis1 Verisi

Uygulama kapsaminda kullanilan veriler, 2011 Ocak ay1 ile 2020 Aralik ay1 igerisinde,
belirlenen bdlgede meydana gelen, aylik en biiyiikk moment biiyilikliigline (Mw) sahip
ana depremlerin art¢1 sayist verileridir. Elde edilen veriler tam say1 degerli zaman serisi
tanimina uymaktadir. Bu nedenle, ¢alismanin amaci elde edilen seriyi modellemek ve
seri i¢in ileriye yonelik tahminlerde bulunabilmek i¢in en uygun birinci dereceden tam
say1 degerli otoregresyon modelini belirlemektir. Uygulamada kullanilan veriler, Sekil

11°de harita {izerinde gosterilmistir.

lon

Sekil 11: Harita lizerinde uygulama verileri
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Veriler, Ocak 2011°den baslayip Aralik 2020°de sona eren 120 gézlemden (T = 120)
olusmaktadir. Verilere ait zaman serisi grafigi, ACF ve PACF grafikleri Sekil 12°de

verilmistir.
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Sekil 12: Artg1 sayisi verisinin zaman serisi, ACF ve PACF grafikleri

Zaman serisi grafiginden de goriilecegi iizere, seride ¢ok fazla u¢ deger vardir ve ug
degerler otoregresyon modellerinin parametre tahminlerinin saglikli bir sekilde
yapilmasina engel olmaktadir. Bu sorunun Oniine gecebilmek amaciyla, seriye
logaritmik doniisiim uygulanmistir. Sekil 13°te uc¢ degerlerin varligmmi daha net
gorebilmek amaciyla orijinal serinin ve logaritmik doniisiim uygulanan serinin kutu

grafikleri gosterilmistir.
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Sekil 13: (a) Orijinal seri (b) logaritmik doniisiim uygulanan seri i¢in kutu grafikleri

Analizlerin daha saglikli yapilabilmesi icin, uygulamaya bu asamadan sonra logaritmik
doniisiim uygulanan seri ile devam edilecektir. Sekil 14’te serinin zaman serisi grafigi,
cubuk grafigi, otokorelasyon fonksiyonu ve kismi otokorelasyon fonksiyonu grafikleri
verilmistir. ACF grafiginde sadece ilk gecikmeye ait iliski istatistiksel olarak anlamlidir.
Buradan, serinin duragan oldugu yorumunu yapabiliriz. Bu asamada modelleme
islemine gegilebilir ve artg1 sayist serisi i¢in birinci dereceden otoregresyon AR(1)

modellerin denenebilecegi sonucuna varabiliriz.
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Sekil 14: Logaritmik doniisiim uygulanan artg1 sayis1 serisinin zaman serisi, gubuk, ACF ve PACF
grafikleri
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120 gozlemden olusan art¢1 sayisi serisinin ilk 114 gézlemi, otoregresyon modellerinin
parametre tahminlerini gergeklestirmek ve model kriterlerini karsilastirmak amaciyla
kullanilmistir. Son 6 gozlemi ise ileriye yonelik tahminler yapmak ve siireglerin tahmin

etme performansini karsilastirmak i¢in seriden kesilmistir (Huang and Zhu, 2021).

Tablo 1’de serinin ilk 114 gdzlemine ait tanimlayici istatistikler yer almaktadir.

Tablo 1: Logaritmik doniigiim uygulanan art¢1 sayisi serisi tanimlayic istatistikleri

Minimum Medyan Ortalama Varyans Carpikhk Basikhk Maksimum

0 1 1,316 2,023 1,358 4,454 6

Artg1 say1s1 serisinin ortalamasi ve varyansi sirastyla X = 1,316 ve S)% = 2,023 olarak

2
hesaplanmistir. Dolayisiyla, yayilim indeksi [z = SX/ 7= 1,537 olarak elde edilir.

Schweer ve Weill'in (2014) asir1 yayilim testine gore, testin kritik degeri 1,1994 'tiir.
Serinin yayilim indeksi bu kritik degeri agsmaktadir, bu nedenle serinin asir1 yayilima
sahip oldugunu ve esit yayilim 6zelligi gosteren P-INAR(1) modelinin seri i¢in uygun

bir model olmadigin1 sdyleyebiliriz.

Seri i¢in INAR(1) modellerinin uygun oldugunu gosterdikten sonra, P-INAR(1) modeli,
G-INAR(1) modeli, PL-INAR(1) modeli, NB-INAR(1) modeli, DP-INAR(1) modeli,
GP-INAR(1) modeli ve ZIP-INAR(1) modeli karsilagtirmalar i¢in parametre tahminleri

kosullu maksimum olabilirlik tahmin yontemi ile yapilmigtir.

Seriye uygulanan INAR(1) modellerinin ilk {i¢ii iki parametreli ve son dordi ise li¢
parametreli modellerdir. Parametre tahmininden sonra ilk olarak Akaike Bilgi Kriteri
ve Bayesyen Bilgi Kriteri hesaplanmis, PL-INAR(1) modelinin AIC ve BIC degerinin

diger modellerden daha kiiciik oldugu goriilmiistiir.

Sonrasinda, gercek seriler ile modellerden tahmin edilen tahmin serileri i¢in hata kareler

ortalamasmin karekokii (HKOK) hesaplanmistir. HKOK = \/ % Yo, (X i — Xet k)z
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seklinde tanimlanir. Hesaplamalar sonucu, ZIP-INAR(1) modelinin HKOK degerinin en

kiigiik oldugu goriilmiistiir.

Diger bir karsilastirma yontemi olarak, tahmin edilen parametreler ile Bolim 3’te her
bir model i¢in aciklanan ortalama ve varyans formiilleri ile ortalama ve varyans
degerleri hesaplanmigtir. NB-INAR(1) model parametreleriyle hesaplanan ortalama
degerinin ve DP-INAR(1) model parametreleriyle hesaplanan varyans degerinin gergek
ortalama ve varyansa en yakin degerler oldugu goriilmiistiir.

_~k
Son olarak, kosullu ortalama yontemi (E (Xerr|Xe] = aX; + u, %) ile seriden kesilen

son 6 veri tahmin edilmistir. Yine modeller arasinda bir karsilastirma yapabilmek
amaciyla, serilerin son 6 ayr i¢gin HKOK hesaplanmistir. Hesaplama sonucunda, G-

INAR(1) modelinin HKOK degerinin en kiiciik oldugu goriilmiistiir.

Tiim sonuglar, HKOK hesaplamalar1 ile AIC ve BIC degerleri diger modellere gore
kiigtik elde edilen degerler ile ortalama ve varyans hesaplamalarinda gergek ortalama ve
varyansa en yakin hesaplanan degerler koyu renkle gosterilmek tizere Tablo 2’ de

gosterilmistir.
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Tablo 2: Logaritmik doniisiim uygulanan artg1 sayist serisi icin CML tahminleri, AIC ve BIC bilgi kriterleri, ortalama, varyans ve HKOK hesaplamalari

Model Parametreler AIC BIC HI.«)K .. Ortalama Varyans HKOK
(tahmin serisi) (Ongorii)

a = 0.246

P-INAR(1) 353.705 359.177 1.354 1.328 1.328 2.040
A=1.001
a =0.288

G-INAR(1) 347.968 353.440 1.351 1.328 2.584 1.851
p =0.514
a=0.277

PL-INAR(1) 347.163 352.636 1.352 1.331 2.168 2.061
6 =1.461
a = 0.253

NB-INAR(1) r =1.783 348.599 356.808 1.354 1.325 1.912 2.047
p = 0.643
a=0.272

DP-INAR(1) u=0.835 348.306 356.514 1.358 1.147 1.981 2.015
¢ =0.519
a = 0.249

GP-INAR(1) u=0.799 348.733 356.942 1.354 1.327 1.915 2.042
¢ =0.198
a = 0.307

ZIP-INAR(1) A =1.380 349.148 357.356 1.350 1.330 1.797 2.080
p = 0.332
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Farkli karsilastirma yontemlerinde farkli modeller uygun model olarak goriilse de
model karsilastirmalarinda Akaike Bilgi Kriteri ve Bayesyen Bilgi Kriteri en dogru
sonucu veren yontemler oldugu sdylenebilir. AIC ve BIC degerleri en kiigiik hesaplanan
model ise PL-INAR(1) modelidir ve art¢i sayisi verisine en uygun model olarak

belirlenebilir.

Son olarak, belirlenen modelin gercekten yeterli bir model olup olmadiginin kontrol
edilmesi i¢in modelden hesaplanan hata serisi analiz edilmistir. Bu dogrultuda, hata
serisinin herhangi bir otokorelasyona sahip olup olmadigini1 gdrebilmek icin serinin
ACF ve PACF grafikleri incelenmis ve yine serinin normal dagilima yakinsayip
yakinsamadigini yorumlayabilmek i¢in de Q-Q grafigi incelenmistir. ACF, PACF ve Q-
Q grafikleri Sekil 15°te sirasiyla gosterilmektedir.
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Sekil 15: PL-INAR(1) modeli uygulanarak hesaplanan hatalarin ACF, PACF ve Q-Q grafikleri

Hatalara ait ACF ve PACF grafiginde gecikmelerdeki iliskiler 6nemli degildir, yani

sinir1 agsmamaktadir. Bu durum, hatalarda otokorelasyon sorunu olmadigi anlamina
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gelmektedir. Dolayisiyla, PL-INAR(1) modelinin art¢1 sayist serisi i¢in incelenen diger

modeller arasinda en uygun model oldugunu sdyleyebiliriz.

Sekil 16°da PL-INAR(1) modelinden elde edilen tahmin serisi ile art¢1 sayisi serisinin
birlikte grafigi verilmistir. Siyah renk artc1 sayisi serisini, mavi renk ise tahmin serisini
ifade etmektedir. Ayrica yesil renk ileriye yonelik tahminler yapmak ve modelin tahmin
etme performansini test etmek icin seriden kesilen son 6 veriyi gosterirken, kirmizi renk

kosullu ortalama tahmin yontemi ile tahmin edilen veriyi gostermektedir.

Artci Sayisi
3
|

2012 2014 2016 2018 2020

Zaman (Y1)

Sekil 16: Logaritmik doniisiim uygulanan seri ve tahmin serisinin birlikte grafigi
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4.2. Deprem Sayis1 Verisi

Uygulama kapsaminda kullanilan veriler, 2011 Ocak ay1 ile 2020 Aralik ay1 igerisinde,
belirlenen bolgede meydana gelen, Mw = 4 ve lizeri biiylikliikteki aylik deprem sayisi
verileridir. Elde edilen veriler tam say1 degerli zaman serisi tanimina uymaktadir. Bu
nedenle, ¢aligmanin amaci elde edilen seriyi modellemek ve seri i¢in ileriye yonelik
tahminlerde bulunabilmek i¢in en uygun birinci dereceden tam sayr degerli
otoregresyon modelini belirlemektir. Uygulamada kullanilan veriler, Sekil 17°de harita

iizerinde gosterilmistir.

24 26 28 30 32 34
lon

Sekil 17: Harita {lizerinde uygulama verileri
Veriler, Ocak 2011°den baglayip Aralik 2020°de sona eren ve 120 gdzlemden (T =

120) olugmaktadir. Verilere ait zaman serisi grafigi, ACF ve PACF grafikleri Sekil

18’de verilmistir.
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Sekil 18: Deprem sayisi serisinin zaman serisi, ACF ve PACF grafikleri

Zaman serisi grafiginden de goriilecegi iizere, seride ¢ok fazla u¢ deger vardir ve ug
degerler otoregresyon modellerinin parametre tahminlerinin saglikli bir sekilde
yapilmasina engel olmaktadir. Bu sorunun 6niine gegebilmek amaciyla, bir 6nceki
uygulamada oldugu gibi seriye logaritmik doniisiim uygulanmistir. Sekil 19°da ug
degerlerin varligini daha net gorebilmek amaciyla orijinal serinin ve logaritmik

doniisiim uygulanan serinin kutu grafikleri gosterilmistir.
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N )
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8 |
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(a) (b)

Sekil 19: (a) Orijinal seri (b) logaritmik doniisiim uygulanan seri i¢in kutu grafikleri
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Analizlerin daha saglikli yapilabilmesi i¢in, uygulamaya bu asamadan sonra doniisiim
uygulanan seri ile devam edilecektir. Sekil 20°de serinin zaman serisi grafigi, cubuk
grafigi, otokorelasyon fonksiyonu ve kismi otokorelasyon fonksiyonu grafikleri
verilmistir. ACF grafiginde sadece ilk gecikmedeki iliski istatistiksel olarak anlamlidir.
Buradan, serinin duragan oldugu yorumunu yapabiliriz. Dolayisiyla, modelleme
asamasina gecilebilir ve art¢1 sayisi serisi i¢in birinci dereceden otoregresyon AR(1)

modelleri denenebilir.
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Sekil 20: Logaritmik doniisiim uygulanan deprem sayisi serisinin zaman serisi, gubuk, ACF ve PACF

grafikleri

120 gozlemden olugsan deprem sayis1 serisinin ilk 114 gozlemi, otoregresyon
modellerinin  parametre tahminlerini  gerceklestirmek ve model kriterlerini
karsilagtirmak amaciyla kullanilmistir. Son 6 gozlemi ise ileriye yonelik tahminler
yapmak ve siireclerin tahmin etme performansini karsilastirmak i¢in seriden kesilmistir.

Tablo 3’te serinin ilk 114 g6zlemine ait tanimlayic istatistikler yer almaktadir.
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Tablo 3: Logaritmik doniisiim uygulanan deprem say1s1 serisi tanimlayici istatistikleri

Minimum Medyan Ortalama Varyans Carpikhk Basikhk Maksimum

0 2 1,693 0,675 0,425 3,361 4

Deprem sayisi serisinin ortalamasi ve varyansi sirasiyla X = 1,693 ve S)% = 0,675

2
olarak hesaplanmistir. Dolayistyla yayilim indeksi [g = SX/ 7= 0,399 olarak elde

edilir. Serinin yayilim indeksi 1’den kiigiik bir degerdir, bu nedenle serinin yetersiz
yayilima sahip oldugunu ve esit yayilim 6zelligi gosteren P-INAR(1) modelinin seri i¢in

uygun bir model olmadigin sdyleyebiliriz.

Seri i¢in INAR(1) modellerinin uygun oldugunu gosterdikten sonra, P-INAR(1) modeli,
G-INAR(1) modeli, PL-INAR(1) modeli, NB-INAR(1) modeli, DP-INAR(1) modeli,
GP-INAR(1) modeli ve ZIP-INAR(1) modeli karsilagtirmalari i¢in parametre tahminleri

kosullu maksimum olabilirlik tahmin yontemi ile yapilmigtir.

Seriye uygulanan INAR(1) modellerinin ilk {i¢ii iki parametreli ve son dordi ise ii¢
parametreli modellerdir. Parametre tahmininden sonra ilk olarak Akaike Bilgi Kriteri
ve Bayesyen Bilgi Kriteri hesaplanmis, DP-INAR(1) modelinin AIC ve BIC degerinin

diger modellerden daha kiiciik oldugu goriilmiistiir.

Sonrasinda, gercek seriler ile modellerden tahmin edilen tahmin serileri icin HKOK
hesaplanmistir. Hesaplamalar sonucu, ZIP-INAR(1) modelinin HKOK degerinin en

kiigiik oldugu goriilmiistiir.

Diger bir karsilastirma yontemi olarak, tahmin edilen parametreler ile Bolim 3’te her
bir model i¢in aciklanan ortalama ve varyans formiilleri ile ortalama ve varyans
degerleri hesaplanmistir. GP-INAR(1) model parametreleriyle hesaplanan ortalama
degerinin ve ZIP-INAR(1) model parametreleriyle hesaplanan varyans degerinin gergek

ortalama ve varyansa en yakin degerler oldugu goriilmiistiir.
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Son olarak, kosullu ortalama yontemi (E (Xerr|Xe] = aX; + u, %) ile seriden kesilen

son 6 veri tahmin edilmistir. Yine modeller arasinda bir karsilastirma yapabilmek
amaciyla, verilerin son 6 ay1 i¢in hata kareler ortalamasini karekdkii degerleri
hesaplanmistir. Hesaplama sonucunda, DP-INAR(1) modelinin HKOK degerinin en

kiigiik oldugu goriilmiistiir.

Tiim sonuglar, HKOK hesaplamalar1 ile AIC ve BIC degerleri diger modellere gore
kiigtik elde edilen degerler ile ortalama ve varyans hesaplamalarinda gergek ortalama ve
varyansa en yakin hesaplanan degerler koyu renkle gosterilmek lizere Tablo 4’te

gosterilmistir.

55



Tablo 4: Logaritmik doniisiim uygulanan deprem sayist serisi igin CML tahminleri, AIC ve BIC bilgi kriterleri, ortalama, varyans ve HKOK hesaplamalari

Model Parametreler AIC BIC HI.«)K . . Ortalama Varyans HKOK
(tahmin serisi) (Ongorii)
a = 0.692
P-INAR(1) 283.646 289.118 0.802 1.747 1.747 1.633
A =0.538
a=0.731
G-INAR(1) 294.669 300.141 0.814 1.757 2.588 1.640
p = 0.679
a=0.729
PL-INAR(1) 293.8964 299.369 0.814 1.772 1.025 1.641
6 = 2.653
a = 0.696
NB-INAR(1) r=111.400 285.864 294.073 0.804 1.841 0.943 1.650
p = 0.995
a = 0.368
DP-INAR(1) u =0.988 259.898 268.107 0.759 1.579 0.748 1.556
¢ = 3.486
a=0.222
GP-INAR(1) u=2222 267.094 275.303 0.760 1.713 0.151 1.576
¢ = —0.667
a = 0.381
ZIP-INAR(1) A=0.277 260.740 268.949 0.753 1.715 0.686 1.591
p = —2.832
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Farkli karsilastirma yontemlerinde farkli modeller uygun model olarak goriilse de
model karsilastirmalarinda Akaike Bilgi Kriteri ve Bayesyen Bilgi Kriteri en dogru
sonucu veren yontemler oldugu sdylenebilir. AIC ve BIC degerleri en kiigiik hesaplanan
model ise DP-INAR(1) modelidir ve art¢1 sayisit verisine en uygun model olarak

belirlenebilir.

Son olarak, belirlenen modelin Istatistik Bilimi igin gecerli bir model olup olmadigmin
kontrol edilmesi i¢in modelden hesaplanan hata serisi analiz edilmistir. Bu dogrultuda,
hata serisinin herhangi bir otokorelasyona sahip olup olmadigini gérebilmek i¢in serinin
ACF ve PACF grafikleri incelenmis ve yine serinin normal dagilima yakinsayip
yakisamadigin1 yorumlayabilmek igin de Q-Q grafigi incelenmistir. ACF, PACF ve Q-
Q grafikleri Sekil 21°de sirasiyla gosterilmektedir.

1.0
1.0

0.5
0.5

0.0

ACF
0.0
[
Partial ACF

0.5
0.5

-1.0
1.0

Sample Quantiles

Theoretical Quantiles

Sekil 21: DP-INAR(1) modeli uygulanarak hesaplanan hatalarin ACF, PACF ve Q-Q grafikleri
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Hatalara ait ACF grafiginde gecikmelerdeki iliskiler 6nemli degildir yani giiven sinirini
ciddi bir sekilde asmamaktadir. Bu nedenle, hatalar arasinda herhangi bir iliskiden
bahsedilemez. Dolayisiyla, DP-INAR(1) modelinin deprem sayisi serisi i¢in incelenen

diger modeller arasinda en uygun model oldugunu sdyleyebiliriz.

Sekil 22’de DP-INAR(1) modelinden elde edilen tahmin serisi ile deprem sayisi
serisinin birlikte grafigi verilmistir. Siyah renk deprem sayisi serisini, mavi renk ise
tahmin serisini ifade etmektedir. Ayrica yesil renk ileriye yonelik tahminler yapmak ve
modelin tahmin etme performansini test etmek icin seriden kesilen son 6 veriyi
gosterirken, kirmizi renk kosullu ortalama tahmin yontemi ile tahmin edilen veriyi

gostermektedir.

Deprem Sayisi
2
l

2012 2014 2016 2018 2020

Zaman (Y1l)

Sekil 22: Logaritmik doniisiim uygulanan seri ve tahmin serisinin birlikte grafigi

58



5. SONUCLAR

Zaman serileri tahmin ve 0ngorii islemleri incelendiginde, ayristirma yontemi, zaman
serilerinde regresyon analizi, listel diizlestirme yontemi, Box-Jenkins modelleri gibi
cesitli yontemler 6n plana ¢ikmaktadir. Ancak, bu yontemler genellikle siirekli degerli
zaman serilerini modellemek ve 6ngoriide bulunmak i¢in kullanilan yontemlerdir. Tam
say1 degerli zaman serilerini modellemek ve daha giivenilir 6ngoriilerde bulunabilmek

icin farkli modellere ihtiya¢ duyulmaktadir.

Bu caligma kapsaminda, tam say1 degerli zaman serilerinin analizi i¢in literatiirde
siklikla karsimiza c¢ikan birinci dereceden tam sayi degerli otoregresyon modelleri
incelenmistir. Binom inceltme operatoriine dayali olarak gelistirilen modeli daha iyi
anlamak amaciyla dncelikle kisaca inceltme operatoriinden bahsedilmis ve sonrasinda

incelenen INAR(1) modelin standart AR(1) modeli ile farklar1 tartigilmagtir.

Ik olarak, McKenzie (1985) ve Al-Osh ve Alzaid (1987) tarafindan Poisson dagilimima
sahip hatalara dayali olarak gelistirilen INAR(1) siireci, ayn1 zamanda 1 adim gegis
olasiliklarina sahip homojen bir Markov zinciridir. X, ile ifade edilebilen siirecin,
marjinal dagilim fonksiyonu, olasilik yaratici fonksiyonu, otokovaryans ve
otokorelasyon fonksiyolari, X, nin X,_; lizerindeki kosulu ortalama ve varyansi, X; nin
ortalama, varyans ve yayilim indeksi gibi dagilim ozellikleri ayrintili bir sekilde

incelenmistir.

Siirecin yayilim indeksinin degeri, X; ’nin yayilim davranisini belirler ve hata serisine
baglidir. Literatiirde gelistirilen ilk model, Poisson dagilima sahip hatalara bagli olarak
gelistirilmistir ve ortalamasi varyansina esit olan esit yayilimli seriler i¢in uygun bir
modeldir. Ancak, gercek zaman serileri her zaman esit yayilmayacagindan modele
alternatif olarak literatiirde hatalarin dagilimi  degistirilerek yeni modeller

gelistirilmistir.

Geometrik dagilima sahip hatalarla gelistirilen G-INAR(1) modeli ve Poisson-Lindley
dagilimima sahip hatalarla gelistirilen PL-INAR(1) modeli iki parametreli ve varyansi
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ortalamasindan biiylik olan asir1 yayilmis seriler i¢in uygun olan modellerdir. Negatif
binom dagilimina sahip hatalarla gelistirilen NB-INAR(1) modeli ii¢ parametreli ve
asir1 yayilmus seriler i¢in uygun bir model iken, Cift Poisson, Genellestirilmis Poisson,
Sifir Yigmali Poisson hatalarla gelistirilen DP-INAR(1), GP-INAR(1) ve ZIP-INAR(1)
modelleri li¢ parametreli ve parametre degerlerine bagli olarak hem asir1 hem de

ortalamasi varyansindan kiiciik olan yetersiz yayilmis seriler i¢in uygun modellerdir.

INAR(1) modeli, inceltme operatdriinden gelen a parametresi ve hatalarin dagilim
ozelliklerine bagl olarak cesitli parametrelerle belirlenir. Bu parametrelerin gergek
degerleri bilinmemektedir, ancak ¢esitli yontemlerle tahmin edilmesi gerekmektedir.
Yule-Walker tahmini, kosullu en kiiciik kareler tahmini ve kosullu maksimum
olabilirlik tahmini sik kullanilan parametre tahmin yontemleridir. Bu c¢alisma
kapsaminda, yukarida bahsedilen iki ve ii¢ parametreli modellerin parametre tahminleri

icin kosullu maksimum olabilirlik tahmin yontemi kullanilmistir.

Calismada modeller, biri agir1 digeri yetersiz yayilmis iki farkli gercek zaman serisi
iizerinde uygulanmistir. Serilere gerekli doniisiimler uygulandiktan sonra kosullu
maksimum olabilirlik tahmin yontemiyle parametre degerleri tahmin edilmistir.
Sonrasinda her bir model i¢in tahmin serileri elde edilerek Akaike ve Bayesyen Bilgi
kriterleri hesaplanmistir. En kiiclik AIC ve BIC degerine sahip modelin bilimsel olarak
gegerliligi hatalarin ACF, PACF ve Q-Q grafikleri incelenerek gosterilmistir.

Sonu¢ olarak, hem asir1 hem yetersiz yayilan iki seri i¢in de Poisson hatalariyla
gelistirilen ilk model uygun bulunmamistir. Asir1 yayilan ilk seri i¢in Poisson-Lindley
hatalariyla gelistirilen PL-INAR(1) modeli en uygun model olarak belirlenirken,
yetersiz yayilan ikinci seri i¢in Cift-Poisson hatalariyla gelistirilen DP-INAR(1) modeli

en uygun model olarak belirlenmistir.
Bu tez calismasinin devami olarak, AR siirecine uymayan ama MA ya da ARMA

siirecine uyan seriler icin tezde bahsedilen yontemler MA(1) ya da ARMA(L,1)

modellerine uyarlanabilir.

60



6. KAYNAKLAR

Al-Osh, M. A., Alzaid, A. A., First-order integer-valued autoregressive (INAR (1))
process, Journal of Time Series Analysis, 8(3), 261-275, 1987.

Alzaid, A. A., Al-Osh, M. A., First-order integer-valued autoregressive (INAR(1))
process: distributional and regression properties, Statistica Neerlandica, 42(1),

53-61, 1988.

Bourguignon, M., Rodrigues, J., & Santos-Neto, M., Extended Poisson INAR (1)
processes with equidispersion, underdispersion and overdispersion, Journal of

Applied Statistics, 46(1), 101-118, 2019.

Consul, P. C., Generalized Poisson Distributions: Properties and Applications, Volume
99 of Statistics: Textbooks and Monographs. New York: Marcel Dekker Inc.
1989.

Consul, P. C., Jain, G. C., A generalization of the Poisson distribution, Technometrics,

15(4), 791-799, 1973.

da Cunha, E. T., Bourguignon, M., & Vasconcellos, K. L., On shifted integer-valued
autoregressive model for count time series showing equidispersion,
underdispersion or overdispersion, Communications in Statistics-Theory and

Methods, 50(20), 4822-4843, 2021.

Efron, B., Double exponential families and their use in generalized linear
regression, Journal of the American Statistical Association, 81(395), 709-721,
1986.

Freeland, R. K., Statistical Analysis of Discrete Time Series with Application to the
Analysis of Workers' Compensation Claims Data, PhD Thesis, University of
British Columbia, Vancouver, 1998.

Freeland, R. K., & McCabe, B. P., Forecasting discrete valued low count time

series. International Journal of Forecasting, 20(3), 427-434, 2004.

Freeland, R. K., McCabe, B., Asymptotic properties of CLS estimators in the Poisson
AR (1) model, Statistics & Probability Letters, 73(2), 147-153, 2005.

61



Ghitany, M. E., Al-Mutairi, D. K., Estimation methods for the discrete Poisson—Lindley

distribution, Journal of Statistical Computation and Simulation, 79(1), 1-9, 2009.

Huang, J., Zhu, F., A new first-order integer-valued autoregressive model with Bell

innovations, Entropy, 23(6), 713, 2021.

Jazi, M.A., Jones, G., & Lai, C. D., Integer valued AR(1) with geometric
innovations, Journal of the Iranian Statistical Society, 11(2), 173-190, 2012a.

Jazi, M. A., Jones, G., & Lai, C. D., First-order integer valued AR processes with zero
inflated Poisson innovations, Journal of Time Series Analysis, 33(6), 954-963,

2012b.

Jin-Guan, D., Yuan, L., The integer-valued autoregressive (INAR (p)) model, Journal of
Time Series Analysis, 12(2), 129-142, 1991.

Joe, H., Zhu, R., Generalized Poisson distribution: the property of mixture of Poisson
and comparison with negative binomial distribution, Biometrical Journal:

Journal of Mathematical Methods in Biosciences, 47(2), 219-229, 2005.

Johnson, N. L., Kemp, A. W., & Kotz, S., Univariate Discrete Distributions (Vol. 444),
John Wiley & Sons, 2005.

Jung, R. C., Ronning, G., & Tremayne, A. R., Estimation in conditional first order

autoregression with discrete support, Statistical Papers, 46, 195-224, 2005.

Kadirioglu. F. T., Kartal. R. F., The new empirical magnitude conversion relations
using an improved earthquake catalogue for Turkey and its near vicinity (1900-

2012), Turkish Journal of Earth Sciences, 25 (4), 300-310, 2016.

Klimko, L. A., Nelson, P. 1., On conditional least squares estimation for stochastic

processes, The Annals of Statistics, 629-642, 1978.

Lambert, D., Zero-inflated Poisson regression, with an application to defects in

manufacturing. Technometrics, 34(1), 1-14, 1992.

Livio, T., Khan, N. M., Bourguignon, M., & Bakouch, H. S., An INAR (1) model with
Poisson—Lindley innovations, Econ Bull, 38(3), 1505-1513, 2018.

62



McKenzie, E., Autoregressive moving-average processes with negative-binomial and
geometric marginal distributions, Advances in Applied Probability, 18(3), 679-
705, 1986.

Mckenzie, E., Some simple models for discrete variate time series, Journal of the

American Water Resources Association, 21(4), 645-650, 1985.

Sankaran, M., The discrete poisson-lindley distribution, Biometrics, 145-149, 1970.

Schweer, S., Weil}, C. H., Compound Poisson INAR (1) processes: stochastic properties
and testing for overdispersion. Computational Statistics & Data Analysis, 77,

267-284,2014.

Steutel, F. W., Van Harn, K., Discrete analogues of self-decomposability and stability,
The Annals of Probability, 893-899, 1979.

Tan. O., Turkish Homogenized Earthquake Catalogue (TURHEC) [Data set], Natural
Hazards and Earth System Sciences (NHESS), Zenodo. https://doi.org/10.5281/
zenodo.5056801, 2021.

Wagh, Y. S., Kamalja, K. K., Zero-inflated models and estimation in zero-inflated
Poisson  distribution, Communications in  Statistics:  Simulation and

Computation, 47(8), 2248-2265, 2018.

Wamwea, C., Mwelu, S., & Odin, M., Modelling COVID-19 cumulative number of
cases in Kenya using a negative binomial INAR (1) Model. Open Journal of

Modelling and Simulation, 11(1), 14-36, 2022.

Weil}, C. H., An Introduction to Discrete-Valued Time Series, John Wiley & Sons,
2018.

Weill, C. H., Thinning operations for modeling time series of counts: a survey,

Advances in Statistical Analysis, 92, 319-341, 2008.

Zhu, F., Modeling overdispersed or underdispersed count data with generalized Poisson
integer-valued GARCH models, Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 389(1), 58-71, 2012.

Zou, Y., Geedipally, S. R., & Lord, D., Evaluating the double Poisson generalized linear
model, Accident Analysis & Prevention, 59, 497-505, 2013.

63





