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NEWTON METODUNDAN ELDE EDILEN RASYONEL
FONKSIYONLARIN DINAMiIGi VE GEOMETRISi
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Yuksek Lisans, Matematik Bolimu
Tez Danigsmani: Dog. Dr. Ayse ALTIN

Mart 2017, 50 sayfa

Bu calismada kompleks polinomlarin biitiin  koklerini Newton metodundan

faydalanarak bulmak i¢in yeni bir metot tanitilmistir. Benzer yontemlerde Sutherland 1989°da

2 3

%dE mertebesinde Hubbard, Schleicher ve Sutherland 2001°de 1,1d(logd)* mertebesinde

2
sonuglar elde etmislerdir. Bu calismada elde edilen sonu¢ ise en koti durumda >

seklindedir.
Polinomun kokleri Newton fonksiyonunun sabit noktalari olur. Ayrica bu sabit
noktalar ¢ekici sabit noktadir. Her sabit nokta komsulugunda kendine yakinsayan gekici

havzalart vardir. Cekici bdlgedeki herhangi bir noktaya Newton metodu iterasyonu

uygulanirsa Newton fonksiyonunun sabit noktasi, yani polinomun kokii bulunur. Her farkli



cekici sabit noktanin ¢ekici havzasindan en az bir noktaya Newton iterasyonu uygulanirsa

polinomun biitiin koklerine ulastlir.

2 3
Bunu basarmak i¢in Sutherland bir ¢ember {izerine %d 2 adet noktay1 esit araliklt

olacak sekilde dagitarak biitiin ¢ekici havzalara en az bir nokta diisecegini gOstermistir.
Hubbard, Schleicher ve Sutherland benzer bir metot kullanarak 1,1d (logd)? adet noktay: esit

aralikli olacak sekilde ¢emberler ailesi lizerine dagitarak biitiin koklerin ¢ekici havzalaria en
az bir nokta diisecegini gostermistir.

Bu ¢alismada polinomun koklerinin birim ¢emberin igerisinde oldugu farz edilecektir.
Sayet degilse afin doniistimii ile kokler birim ¢ember igine toplanabilir. Kokleri bulmak igin
once d nokta birim gember tlizerine esit araliklarla dagitilir ve bu noktalara Newton metodu
uygulanir. Biitlin kdkler bulunmaz ise dagitilan noktalar dondiiriiliir. Her dondiirme isleminin
ardindan noktalara tekrar Newton metodu uygulanir. Dondiirme islemi ile her kokiin ¢ekici
havzasina en az bir nokta diiser. Bu noktalara Newton metodu uygulanirsa polinomun

koklerine yakinsar. Dolayistyla biitiin kokler bulunur.

Bu yonteme gore en iyi durumda d nokta ile biitiin kokler bulunur. En kot durumda

2
— nokta ile butiin kokler bulunur.

Anahtar Kelimeler: Newton Metodu, Modiil, Polinom kokleri, Cekici havza.
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In this study a new iterative method is introduced, aims to find all roots of complex

polynomials with help of Newton’s method. There are methods similar to this one, their

2 3

degrees are %dE introduced by Sutherland in 1989 and 1,1d (logd)® which is introduced by

Hubbard, Schleicher and Sutherland in 2001. The worst case result obtained in this paper is
q2
>

The root of polynomial is fixed point of Newton function. Moreover, these fixed
points are attractive fixed points. There are attractive basins surrounding eveery attractive
fixed points. If Newton’s Method is applied to any point in the attractive basin, the fixed point
of Newton’s map or root of polynomial will be found. If at least one point which belongs to
attractive basins of every different fixed points then Newton’s method will be applied to these

points one could reach all roots of polynomial.



In order to achieve this Sutherland distribute %zdz points on the disc with equal
distance between them. Then he showed at least one point fall in all attractive basins.

Hubbard, Schleicher and Sutherland used similar method that they distribute
1,1d (log d)?points on circles families with equal diatances then they showed at least one point
will fall on the all attractive basins of different roots.

In this thesis, we assume that all roots of polynomial is in the unit disc. Unless with an
affine transformation all roots can be collected in the unit disc. In order to find roots firstly d
points distributed on the unit disc. Then Newton’s method is applied to them. If all roots is
not found then the distributed points will be rotated. After every rotation Newton’s method
will be applied to these points again. With rotation at least one point fall on the attractive
basin of every roots. If Newton’s method is applied to these points, they converge to root of

polynomial. Therefore, all roots are found.

According to this method in the best case with d points all roots can be found and in

2
the worst case with d? points all roots can be found.

Key Words: Newton’s Method, Modulus, Roots of Polynomials, Attractive Basin.
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1.GIRIS

Kompleks dinamik, kompleks fonksiyonlarin iterasyonlarinin incelenmesiyle ortaya
cikmistir. Fonksiyonlarin bazi noktalar i¢in yakinsak veya periyodik davrandigi ancak bazi
noktalarda ise hareketinin tahmin edilemeyecek sekilde davrandigi goriilmiistiir. Kompleks

dinamik, bu kararli ve kaotik davranan noktalarm kiimesini ve onlarin 6zelliklerini inceler.

Kompleks fonksiyonlarin dinamigi ilk olarak Newton metodunun kompleks
fonksiyonlara uygulanmasinin incelenmesiyle ortaya ¢ikmistir. Bu konuda ilk ¢aligsmalar
Schroder tarafindan 1870-1871 ve Cayley tarafindan 1879°da yapilmistir [1]. Newton
metodu fonksiyonlarin kokiinii bulmak icin yaygin kullanilan yaklasim metotlarindan
biridir. Newton metodu ile hem reel hem de kompleks fonksiyonlarin kéklerine herhangi

bir baslangi¢ degeri se¢imi ile fonksiyonun kokiine yakinsanamayabilir.

Polinomlara Newton metodu uygulaninca rasyonel fonksiyonlar elde edilir.
Schroder ve Cayley kompleks polinomlara Newton metodu uygulayarak elde edilen
rasyonel fonksiyonun dinamigini ilk inceleyenlerdendir. Newton metodunun reel
fonksiyonlar i¢in belirli noktalarda yakinsak davranmadigi biliniyordu. Schroder, Newton

metodunun kompleks polinomlardaki yakinsakligini incelemistir.

Schroder, polinomun kokiiniin Newton metot altinda ¢ekici(attractive) sabit nokta
oldugunu ve dolayistyla komsulugunun kendisine yakinsayacagini gostermistir. Schroder
kompleks kuadratik polinomlarin Newton metodu altindaki davraniglarini incelemis ve y
eksenine paralel bir dogru iizerinde yakinsak davranmadigini, dogrunun sagindaki bolgeye
ait noktalarin bir koke, dogrunun solundaki bolgeye ait noktalarin diger kdke yakinsadigini
gostermistir.  Ayrica; Schroder, kompleks dinamikte fazlasiyla kullanilan eslenik

fonksiyonlart tanitmustir [1].

Kuadratik polinomlar i¢in Newton metodu, sadece y eksenine paralel bir dogru

tizerinde kaotik davranir. Ancak, iic ve daha yiiksek dereceli polinomlarin Newton
metodunun olusturdugu rasyonel fonksiyonun dinamigi oldukc¢a karmasiktir. Ayrica bu
rasyonel fonksiyonun grafigi bir fraktal tiretir. Schroder ve Cayley, Newton metodununun
dinamigini ii¢ ve daha yiiksek dereceli polinomlar i¢in incelememislerdir. Fatou ve Julia
f()=2-1 polinomuna Newton metodunu uygulamis ve Julia kiimesinin diizlemi sonsuz

pargaya boldiigiinti gostermistir [1].



Fatou ve Julia daha ¢ok kompleks fonksiyonlarin global dinamigi iizerine
calismiglardir. Kompleks fonksiyonlarin iterasyonunu belirlerken Montel’in  normal
fonksiyon aileleri teoreminden yararlanmiglardir. Fatou ve Julia, fonksiyonun
iterasyonlarin olusturdugu ailenin normal olup olmamasina gére, kompleks diizlemi ikiye
ayirmigtir. Normal olmayan ailelerin olusturdugu kiimeye Julia kiimesi tiimleyenine ise

Fatou kiimesi denir [1].

Kompleks fonksiyonlarin dinamigi, Kritik noktalar ve sabit noktalar ile
belirlendiginden arastirmalar bu yonde olmustur. Schréder, Leau, Grevy, Bottcher sabit
noktalarin komsulugunu vyani; kompleks fonksiyonlarin yerel dinamigi iizerine

calismiglardir [1].

Kompleks fonksiyonlarin dinamigindeki en 6nemli gelismelerden biride 1982°de
Sullivan’in  Fatou kiimesindeki bolgeleri siniflandirmasidir  [2].  Sullivan, Fatou

kiimesindeki bolgelerin preperiyodik oldugunu gostermistir [3].

Lineer olmayan kompleks fonksiyonlarin iterasyonu genellikle fraktal yapilar
iiretir. Ik fraktal yapilar Cantor kiimesi(1878), Peano(1890) Koch(1904) egrileri gibi
tanimlanan egriler olmasina ragmen fraktal ismini Benoit Mandelbrot Latince dilinde
“kirtlmig” anlamina gelen “fractus” kelimesinden tiireterek koymustur. Mandelbrot,
fraktallart tamsayr olmayan Hausdorff boyutu olan kiimeler olarak tanimlar [4].
Fraktallarin en temel Ozelligi kendine benzerliktir. Kendine benzerlik, yapmin olgek
degisimi altinda degismez kalmasidir [5]. Bir fraktal biiyiitiiliince veya kiigiiltiiliince yine

ayni sekil elde edilir.

[Ik tanimlanan fraktal yapilar ve kompleks fonksiyonlarin dinamigi kompleks
yapida oldugu i¢in uzun siire incelenmemis ‘“canavar” veya ‘“patolojik” olarak
adlandirilmiglardir  [4].  Bilgisayar grafiklerinin  gelismesiyle birlikte kompleks
fonksiyonlarin grafikleri gorsellestirilebildiginden bu konuya olan ilgi giinden giine

artmistir.

Fonksiyonlarin koklerini bulma problemi ¢ok eski bir problem olup bir¢ok ¢6ziim
yontemi sunulmustur. Bu metotlardan biride Newton metodudur. Ancak Newton metodu
tiirevin sifir oldugu noktalarda sonug vermez. Newton metodu ile koklere yakinsamak icin
iterasyona baglanilacak baslangi¢ noktasinin se¢imi ¢ok 6énemlidir. Ciinkii; Newton metodu

her baslangic noktasi i¢in yakinsak degildir. Her kdkiin komgulugunda iterasyon altinda o



koke yakinsayan belirli bir bolge vardir. Baglangi¢c noktasi olarak bu bolgeye ait noktalar

sec¢ilmelidir.

Bu calismada amag en kiigiik kardinaliteye sahip kiime kullanarak, kompleks
polinomun biitiin koklerine Newton metodu yardimiyla ulasmaktir. Bu durumda her kokiin

yakinsaklik bolgesinde bu baslangig kiimesine ait en az bir nokta bulunmalidir.

Newton metodu yardimiyla polinomun biitiin koklerini bulmak i¢in daha 6nce bazi

2
T

yontemler verilmistir. d polinomun derecesi olmak {iizere Sutherland 1989°da —d

N | w

noktay1 ¢ember iizerine Hubbard, Schleicher ve Sutherland 2001°de 1,1d(logd)® noktay1

gemberler aileleri iizerine esit araliklarla dagitarak ve bu noktalara Newton metodunu

uygulayarak polinomun biitiin koklerinin bulunacagimi gostermislerdir [6,7].

Bu tez ¢alismasinda tanitilacak yontemde iteratif bir metot kullanilacaktir. Bu
yonteme gore oncelikle d nokta diizleme dagitilir ve bu noktalara Newton metodu
uygulanir. Biitiin kokler bulunmaz ise biitiin kokleri bulana kadar noktalar belirli agilarla
dondiiriiliir ve dondiiriilen noktalara tekrar Newton metodu uygulanir. Bu yontem ile en iyi

durumda d nokta ile biitiin kokler bulunur. En iyi durum ilk dagitilan noktalara Newton

2
metodu uygulanmasiyla biitiin kdklerin bulundugu durumdur. En koéti durumda )
nokta ile biitiin kokler bulunur. En kétii durum, ilk dagitilan noktalar1 ardisik iki nokta
arasin1 tamamen kapatacak kadar donme igleminin yapildigi durumdur. Bu ¢alismadaki

cizimler ve niimerik hesaplar icin Wolfram Mathematica 8 programi kullanilmistir.

1.1. Kompleks Fonksiyonlarin Dinamigi

Dinamik sistemler, bir sistemdeki degisimin zamana bagli olarak incelendigi
sistemlerdir. Dinamik sistemlerin amaci, inceledigi sistemin davranigini belirlemektir ve
zamanla nasil degisecegini tahmin etmektir. Dinamik sistem bazen kararli davranir ve bu
durumda sistem tahmin edilebilirdir. Dolayisiyla, herhangi bir zamanda sistemin faz
degiskenleri bulunabilir. Ancak bazi durumlarda kaotik davranabilir. Bu durumda dinamik

sistem tahmin edilemezdir [8].

Zamanla sistemdeki degisim siirekli modellenirse siirekli dinamik sistem denir.
Diferansiyel denklemler ile ifade edilir. Kaotik davranan Lorenz, Rossler ¢ekicileri siirekli

dinamik sistemlerin birer modelidir. Zamana bagl degisim belli zaman araliklar igin



modellenirse ayrik dinamik sistem denir. Fark denklemleri ile modellenir. Kaotik davranan
ayrik dinamik sistemlere lojistik denklemi, Henon fonksiyonu ve kompleks fonksiyonlarin

iterasyonu Ornek olarak verilebilir. Bu ¢alismada ayrik dinamik sistemler ile ¢alisilacaktir

[9].

Tammm 1: @, U bolgesinde tanimli fonksiyon ailesi olsun. V& >0 i¢in oyle bir 6 >0
bulunabilir ki z,z, €U olmak tizere d(z,z,) <o iken d(f (2), f,(z,)) <& sart1 Vi ep
icin saglansin. Bu durumda g fonksiyon ailesine U boélgesinde egsiirekli denir [10].
Tanim 2: U, C de acik kiime ve ¢, U bolgesinde tanimli holomorfik fonksiyon ailesi

olsun. ¢ ailesinin her f dizisinin, U bolgesinin kompakt alt kiimesinde diizgiin

n
yakinsayan bir alt dizisi veya sonsuza iraksayan bir alt dizisi bulunabiliyor ise ¢
fonksiyon ailesi normaldir [11]. Eger bir z noktasinin komsulugunda f" fonksiyon ailesi

normal ise z noktasina kararli nokta denir [12].

Lemma 1: Arzela—Ascoli teoreminden ¢ fonksiyon ailesinin normal olmasi igin gerek ve

yeter sart essiirekli olmasidir [11].

Montel Normallik Kriteri: a,b,ceC olmak iizere herhangi bir D bélgesinden C \

{a,b,c} bolgesine tanimli her analitik fonksiyon ailesi normaldir [11].

Uniformizasyon Teoremi: Her basit baglantili Riemann yiizeyi C,C veya birim diske

konformal denktir [13].

Tamim 3: Kompleks rasyonel fonksiyon Riemann kiiresinden Riemann kiiresine tanimli

holomorfik fonksiyonlardir. P(z),Q(z) polinomlar olmak iizere rasyonel fonksiyon

R(z):@ Q(z) #0 seklinde tanimli olup rasyonel fonksiyonun derecesi

Q@@)°
max{deg P(z),deg Q(z)}olur [14].

Tanmm 4: z,=1f(z,,) seklinde tammlanan 2z,,2,..z, ,,z, dizisi z, noktasmin f(z)

altindaki ileri yoriingesidir. Benzer sekilde z,,7,..Z_,.,,

z , dizisi z, noktasinin f(z)
altindaki geri yoriingesidir. Z, =7, sart1 saglaniyorsa Z, noktas: periyodik olup bu sarti

saglayan en kiiglik n sayist Z,’mn periyodudur. Bu durumda z7,,Z..z,,,Z, dizisine

*&n-1' ©n



perivodik dongii denir. n=1 ise z, sabit nokta olup bu noktada f(z,) =2z, saglamir. n>1
icin f*"(z,) periyodik ise z, preperiyodikdir. Burada f"(z,), f(z)’nin n. iterasyonunu

gosteriyor [13].

f'(z) =0 denkliginin saglandig1 nokta kritik noktadir. Kritik noktanin goriintiisii

kritik degerdir. Kompleks fonksiyonlarin iterasyonunu incelemede kritik nokta en 6nemli

faktorlerden biridir [15].

Kompleks fonksiyonlarin dinamigi kritik nokta ve sabit noktalarin yardimi ile
belirlenir. Sabit nokta f(z,)=2, sartimin saglandigi noktalardir. A= f'(z,), z, sabit

noktasinin ¢arpanidir. Carpanin durumuna gore sabit noktalar siniflandirilirlar.

| 4| <1 ise gekici sabit nokta

|/1| =0 ise siiper ¢ekici sabit nokta

| 4| >1 ise itici sabit nokta

|4|=1ve 1=e*", 9 Q ise rasyonel ndtral sabit nokta
|4|=1ve 1=e*", 0¢Q ise irrasyonel nétral sabit noktadur.

z, cekici sabit nokta olsun. Bu durumda |4|<p<1 ve z,’m komsuluunda
|f(Z)—ZO|£ p|Z—ZO| saglanacaktir. Buradan 7, ¢ekici sabit noktasinin komsulugu igin
‘f”(z)—zo‘s p"|z—2z,| saglamr. Dolayisiyla gekici sabit noktamin komsulugundaki

noktalar iterasyonla birlikte sabit noktaya yakinsayacaktir.

Cekici sabit noktaya yakinsayan bolgeye ¢ekici havza denir ve z, sabit nokta olmak iizere
A(z,) ile gosterilir. Bu bolgede Schroder esitligini saglayacak sekilde bir eslenik
fonksiyon bulmak miimkiindiir. Dolayisiyla bu bolgede sistem lineer fonksiyon gibi
davranir. A(z,) bolgesinin z, noktasini igeren baglantili alt kiimesine immediate ¢ekici

havza denir. Rasyonel fonksiyonlar i¢in her immediate ¢ekici havza en az bir kritik nokta

icerir [3].



Itici sabit noktanin komsulugunda sistem sabit noktadan uzaklasir. Itici periyodik

noktalarin kapanisi diizlemde kaotik davranan bdlgeyi verir.

Stiper ¢ekici sabit noktanin komsulugunda sistem sabit noktaya ¢ekici Sabit

noktadan daha hizli yakinsar ve Bottcher esitligini saglar.
f '
U—U
ot Yo
’
V—5V
Kompleks fonksiyonlarin dinamigi incelenirken ele alinan sistem daha basit sisteme
indirgenir. Bu indirgeme igin eslenik fonksiyonlar kullanilir. U,U'\V,V'cC ve
f:U—->U" fonksiyonu g:V —V' fonksiyonuna eslenik  olabilmesi igin
g(2)=¢ "o fop(z) olacak sekilde bir ¢:U —V fonksiyonu bulunabilmelidir. Eslenik

fonksiyonlar altinda sistemin dinamigi degismezdir. Z, noktas1 f altinda sabit nokta ise

¢(z,) noktast g fonksiyonunun sabit noktasi olup carpanlari ve sabit noktanin tiirii
aymidir. f fonksiyonunun c¢ekici bdolgesi, ¢ doniisimii ile g fonksiyonunun cekici

bolgesine taginir [13].

Kompleks fonksiyonlarin iterasyonu kompleks diizlemi iki pargaya bdler.
Kompleks fonksiyonun iterasyonu altinda kaotik davranan(aperiyodik) bolge Julia
kiimesidir. Dolayisiyla Julia kiimesindeki elemanlarin iterasyonu yakinsak veya periyodik
davranmaz ve bu kiime kompakt kapali bir kiimedir. Ayrica, rasyonel fonksiyonlar i¢in

OA() seklinde de tanimlanabilir. Burada 0A() sonsuza 1raksayan noktalarin kiimesinin

stiridir. Itici dongiiler ve rasyonel nétral noktalar bu kiimenin elemanlaridir. Julia kiimesi

itici periyodik noktalarin kapanisi olarak da tanimlanabilir [16],[17].



Sekil 1: f (Z) =7° —1,25 igin Julia kiimesi

Julia kiimesi en az {i¢ nokta i¢eren kompakt kiimedir. Julia kiimesindeki noktalarin
davranis1 tahmin edilemez. Dolayisiyla kaotiktir. Julia kiimesi cogunlukla fraktal
yapidadir.[18] Yani kendine benzerlik gosterir. Ancak bu kendine benzerlik tam kendine
benzerlik degildir [19]. Julia kiimesi ya baglantilidir ya da Cantor kiimesine homomorftur

(tamamen baglantisizdir).

Sekil 2: f(z2) = - 0,305—0,5134i igin Julia kiimesi



Julia kiimesinin ya i¢i bostur yada Riemann kiiresine denk olur [20]. Latte Riemann

kiiresine denk olan &rnegi veren ilk isimdir. Belirli A degerleri icin f(z) =Aze* ve

f(z)=Atanz fonksiyonlar: i¢in Julia kiimesi C’ye denk olur. Julia kiimesi i¢ nokta

iceriyorsa Riemann kiiresine, aksi takdirde Cantor kiimesine denktir [16].

Sekil 3: f (z) = z° —1,005—0,4134i icin Julia kiimesi
Iterasyon altinda sonsuza rraksamayan noktalarin olusturdugu kiimeye dolu Julia
kiimesi denir. K(f)=C/A(x) seklinde gosterilir. Dolu Julia kiimesinin sinir1 Julia

kiimesini verir [21].

Julia kiimesinin tiimleyeni Fatou kiimesidir. z e C noktasmi iceren bir U
komsulugunda, f fonksiyonunun iterasyonunun olusturdugu fonksiyon ailesi normal ise
z noktas1 Fatou kiimesinin elemanidir. Fatou kiimesindeki noktalar kararlidir (hareketleri
tahmin edilebilir). Fatou kiimesi acik bir kiimedir. Lattenin verdigi ters 6érnege gore Fatou
kiimesi bos kiime olabilir [13]. z, ¢ekici sabit nokta ise z,’mn ¢ekici havzas: normal
olacagindan Fatou kiimesinin alt kiimesidir. Cekici ve siiper c¢ekici dongiiler Fatou

kiimesinin alt kiimesidir.

No Wandering Teoremi: Rasyonel fonksiyonun olusturdugu Fatou kiimesinin her bileseni

preperiyodiktir [12].



Tanim 5: U = C bos olmayan kiimesi i¢in f(U)<U ise U ileri degismez, f*(U)cU
ise geri degismezdir. Hem ileri hem de geri degismez kiimeye tamamen degismez denir.

Julia ve Fatou kiimeleri tamamen degismezdir.

Kompleks dinamikte en ¢ok ilgi géren problemlerden biride f(z)=z°+c, ceC
polinomunun dinamigidir. Bunun sebebi herhangi bir ikinci derece polinomun
f (z) = 2> +c’ye eslenik olmasidir [13]. Genel olarak biitiin polinomlarda oo, siiper ¢ekici

noktadir. Polinomlarda 0A(eo) Julia kiimesini olusturur. Benzer sekilde, dolu Julia kiimesi

de A(x)® seklinde verilebilir.

€ ’nin degisen degerlerine gore Julia kiimesinin topolojik yapist da degisir. Julia
kiimesi C ’nin degerine gore basit baglantili (kuasicircle) veya tamamen baglantisiz (Cantor

kiimesi) olabilir.

Bilgisayar grafiklerinin gelismesiyle birlikte kompleks fonksiyonlarin dinamiginin
incelenmesi de kolaylasti. Kompleks fonksiyonlarin iterasyonlarinin grafigi bircok bilim
adaminin ilgisini ¢ekmistir. Bu iterasyonlarin olusturdugu Mandelbrot kiimesi
matematikteki en karmasik grafiklerden biridir. Grafikleri ¢izerken en ¢ok tercih edilen
algoritma kagis zamani algoritmasi olup iterasyonun iraksayip iraksamadigi tespit edilerek

iraksama hizina gore boyama igleminin yapilmasiyla ¢izilir.[22]

Mandelbrot kiimesinin elemanlar1 f (z) = z> +c¢ fonksiyonunun iterasyonunda Julia

kiimesinin baglantili oldugu ¢ noktalaridir. Mandelbrot kiimesi kritik noktanin

iterasyonunun sonlu kaldig1 ¢ noktalarindan olusur [23].

M ={ceC: f"(z)=2z%+c siurhdr, z, =0}



Sekil 4: Mandelbrot kiimesi

Mandelbrot kiimesi kendine benzer olup kendi iginde kiigiik Mandelbrot kiimeleri
barmdirir. Sekil 4’de goriilen ana kardiyoid i¢indeki noktalar sabit deger alirlar (iterasyon
sonucu sabit noktaya yakinsar). Ana kardiyoide bagli odaciklar bulunmakta bunlara

hiperbolik bilesen denir. Hiperbolik bilesenler periyodik bolgelerdir.

Nimerik analizde en 6nemli problemlerden biri verilen bir f(z) fonksiyonunun
koklerini bulma problemidir. Bu problemin ¢6ziimii ig¢in birgok ¢alisma yapilmistir [24].
Bu problem i¢in Onerilen bazi iteratif metotlar bulunmaktadir. Bunlardan en yaygin

kullanilanlarindan biride Newton metodudur. f :C — C fonksiyonunun koklerini Newton

metodu ile bulmak i¢in bir Z;, baslangi¢ noktas: alinarak

_,_ 1@ :
N,(z)=z Q)" f'(z)#0 (1.2)

fonksiyonu uygulanir ve z, =N, (z,_,) iterasyonu ile z, bulunur. z, = N{"(z,) seklinde de

yazilabilir. Yukaridaki fark denklemi bir ayrik dinamik sistem olusturur. f(z)

fonksiyonunun kokii & olsun. Bu durumda &, N, (z) =z denkligini sagladigindan N, (z)
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fonksiyonunun sabit noktasi olur. f(z) polinom ise N, (z) rasyonel fonksiyon verir.

N, (z) ‘in tanimindan goriildiigi gibi Newton metodu kritik noktalarda kullanilamaz [25].

Dinamik sistemlerin davranisini belirlerken kritik nokta ve sabit nokta géz 6niinde

bulundurulur. Polinomun kokii Newton metodunun sabit noktasidir. Kok basit ise

f() ()

HEE
) (')

=0 seklinde olup siiper ¢ekici noktadir ayn1 zamanda kritik noktadir.

Eger kok m=>2 katl ise Nj (&) _m-t seklinde tanimlanir ve ‘N; (5)‘ <1 oldugundan
m

gekici sabit noktadir. Goriildiigii iizere Nj(£) her durumda |Nf(&)|<1 esitsizligini
sagladig1 icin & siiper g¢ekici veya c¢ekici sabit noktadir ve bu noktanin komsulugunda
iterasyon bu noktaya yakinsar. Dolayistyla zeU, i¢in N{"(z) =& saglamir [25]. Newton

metodu sonucu elde edilen rasyonel fonksiyonlarda oo itici sabit noktadir.

-4 -2 0 2 4
Sekil 5: P(z) = z° —3z" — 2% + 3 polinomu igin Newton grafigi

Newton metodu hem reel hem de kompleks fonksiyonlar i¢in her baslangi¢ noktasi
icin koke yakinsamayabilir. Her kokiin kendi komsulugunda koke yakinsayan bir ¢ekici
havzasi vardir. Ancak ¢ekici havzanin siniri Julia kiimesi olup Newton metodunun

iterasyonu altinda kaotik davranir ve koke yakinsamaz.
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Newton metodu 2. derece polinomlar igin genellikle yakinsaktir. Sadece bir dogru
lizerinde yakinsak davranmaz. Ugiincii derece polinomlarin Newton metodu sonucu elde
edilen Julia kiimelerinin Hausdorff boyutu 2’den kiiciik oldugu i¢in hemen hemen alinan

her baslangi¢c kiimesi koke yakinsar. McMullen dort ve daha yliksek dereceli polinomlarin

koklerini bulmak icin yakinsak davranan saf iteratif bir yontemin olmadigin1 gostermistir
[26].

Sekil 6: f (Z) =7°-1 icin Newton grafigi
Newton metodu polinomun kokii basit ise kuadratik, katli ise lineer yaklagir [25].
m katli kokiin kuadratik yakinsamasmm saglamak i¢in Newton metodu /f(2)

fonksiyonuna uygulanir ve agagidaki hizlandirilmig Newton metodu elde edilir [14].

_ mf(z)
f'(2)

f derecesi d olan bir polinom ise N, bir rasyonel fonksiyon tanimlar ve en az 2d —2

N, (2) =

kritik noktasi vardir [16].

Newton metoduyla ilgili en 6nemli problem Cayley tarafindan verilmistir. Bu

problem f(z) polinomunun bir kdkii bulunmak istendiginde hangi noktalara Newton
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metodunun uygulanmasi gerektigini sorgular. & kokiiniin immediate havzasinin hangi

kiime oldugu bilinirse bu problemin cevabi verilebilir. 2. boliimde bu problem iizerine

calisilacaktir.

Biiyiilk O Notasyonu: Verilen g(N) ve f(N) fonksiyonlari ve VN >N, i¢in
g(N) <c, f(N)esitsizligini saglayacak sekilde ¢, ve N, sabitleri bulunabiliyorsa g(N)
fonksiyonu O(f (N)) mertebesindedir [27].

1.2.Konformal Fonksiyonlarin Geometrisi

D ve E kompleks diizlemde bolgeler I' ve T sirasiyla bu bolgelerde taniml

dogrultulabilir egriler aileleri olsun. f D’den E’ye tanimli konformal bir fonksiyon

olsun. Bu durumda bu fonksiyon altinda bazi 6zellikler degismez kalacaktir. Degismez

kalan 6zelliklerden biri modiil ve extremal uzunluktur [28][29].
Modiil-Extremal Uzunluk

D kompleks diizlemde bir bolge ve T" bu bolgede tanimli dogrultulabilir egriler

ailesi olsun.

p:D —[0,00) fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa p kabul edilebilir fonksiyondur.

i) p=0 ve odlciilebilirdir.

i) A,(D)= [ p’dxdy =0 ve A,(D)=|[ p°dxdy = oo
y €l egrisii¢in p uzunlugu
,(1) = [ p(2)|dz]
e

seklinde tanimlanir. Eger p(z) =1 alinirsa bu integral egrinin Oklid uzunlugunu verir.

D bolgesiicin p alanm

A,(D):= j j p2dxdy (1.1)

seklinde tanimlanir. T egri ailesi i¢gin p uzunlugu
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L, (0):=inf 1, (»)

seklinde verilir. D bolgesindeki I' egri ailesi i¢in modiil asagidaki gibi tanimlanir.

.. A (D)
m(D,I’) =inf —
P L)

Burada infimum tanimli biitiin kabul edilebilir p metrikleri i¢inden alinir. Modiilii
veren metrige extremal metrik denir [30]. Modiiliin ¢arpmaya gore tersi extremal uzunlugu
verir. Extremal uzunluk bir nevi ortalama minimum uzunluktur [29]. Asagidaki sekilde
tanimlanir.

2
L, (1)

sup

A= A (D)

Extremal uzunluk ve modiil konformal fonksiyonlar altinda degismezdir [29][31].

Teorem 1: T ve [ sirastyla D, D = C bolgelerinde tanimli egri aileleri olsun. f :D — D

f(z)=w seklinde tammli konformal fonksiyon olsun. T'= f(I') ise m(D,I’)=m(D,T)

olur. Yani modiil konformal degismez bolgeler igin denklik sinifi olusturur[30].

Teorem 2: p, ve p, m(D,I") modiilii i¢in iki extremal metrik ise hemen hemen her

yerde p, = p, olur [31].

Teorem 3: D bélgesinde I'; < T', ise m(D,I";) >m(D,I",) olur [29].

Teoremin ispat1 L, (I';) <L (I,) esitsizliginden gosterilebilir.

Teorem 4: I'; ve I', ayrik olgiilebilir D, ve D, kiimelerindeki egri aileleri ise;

i) A(D,uDb,I;+I,)>A4D,I'))+A4(D,,I';) burada y, €I, vey,el', olmak iizere

¥, +y, egrisi ¥, Ve y, egrilerinin u¢ uca eklenmesiyle olusturulur.
i) A(D,uD,,I,ul,)*>A4D,TI,)"+A(D,,I',)™" [29].

Ispat: i) 0<A(D,T,),A(D,,T,)<o oldugunu farz edelim. Aksi takdirde esitsizlik

asikardir.
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Normallestirme yapilirsa

I—p1 (Fl) = Ap1 (Dl)
I-p2 (Fz) = Ap2 (Dz)

p =max{p,, p,} secilirse

Lp(Dl VD, I +T,) = Lpl(Dl'Fl) + Lp2 (D,.I',) = Apl(Dl) + Ap2 (D,)
A(DVD) <A, (D) +A, (D)

Extremal uzunlugun tanimindan

L,(D,uD,,I'|+T,)*

AD, uD,, I, +I.)=su
( 1 2 1 2) p Ap(DlUDZ)

>A (D)+A, (D,)

_ L, (D, I})° . L, (D,.T,)?
A, (D)) A, (D)

Dolaysiyla A(D, uD,, T, +T',) > A(D,,T,)+ A(D,,I",) elde edilir [29].
i) A(D,uD,,I';ul’,)=0 ise ispat agiktir.

Kabul edilebilir bir p igin L (I, UT,)>0 saglansin. D, bolgesinde p,=p, D,

bolgesinde P, = p ve bu bolgelerin disinda sifir olarak tanimlansin. Bu durumda

L, (D, T) =L, (D,uDb,,I'uT,)
L, (D, I',)2L,(D,uDb,,I'ul,)

Ap(DIUDZ) = Apl(D1UD2)+Ap2(D1UD2)
elde edilir. Buradan

Ap(DluDz) S Apl(DluD2)+ ApZ(DlUDZ)
L,(D,UD, T, Ul L, (D, L, (D,T,)

bulunur. Dolayisiyla

A(D,uD,,T,ul,)*>A4D,TI,)"+A(D,,I',)*

gosterilmis olur [29].
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Ornek: D bolgesi kenar uzunluklar1 a,b olan bir dikdortgensel bolge ve T', bdlgenin

uzunlugu b olan karsilikli kenarlarini birlestiren egriler ailesi ise I" ailesinin extremal

uzunlugu % olur [29].

Ispat: Herhangi bir kabul edilebilir p fonksiyonu igin
j p(x+yi)dx > L (D,T)
0

ﬂ pdxdy >bL (D,T’)

D

saglanir.
b?L2(D,I') < ab j j pZdxdy < abA (D)
D
Dolayisiyla
L2 (D,T)?
LAGIYS <2 yani A(D,I’) < a
A D) b b

elde edilir. Z(D,F)ZE oldugunu gostermek icin p=1 yani Oklid metrigi secilirse
L,(D,I)=a ve A (D)=ab bulunur. Buradan ﬂ(D,F)z% elde edilir. Bu durumda ispat
tamamlanmig olur [29].

Ornek: D bolgesi I, < Z| <r, seklinde tanimlanan halka ve I i¢ ve dis cemberi birlestiren

.
log-2
h

egriler ailesi ise I ailesinin extremal uzunlugu olur [29].

Ispat: p uzunlugunun tanimindan dolay1 asagidaki (1.2) ve (1.3) esitsizlikleri saglanir.

rj pdr>L (D,T) 1.2)
[[ pdrdo > 27L,(D,1) (1.3)
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47°L,(D,T)’ < 27rlog%” p2rdrdé
1

2
LIy 1,5
AD) "2z Ty,

elde edilir. Ters yonii géstermek icin p = 1 alinirsa
r

o)

Lp(D,l")zjédr:Iog2 ve

1 K

T 2 27”21 I.
A,(D)= [ [ p’rdrdo=| [=drdo=2zlog 2
0n Orlr L

bulunur. Dolayisiyla

A(D.T)> 1 log 2
2 r

1

elde edilir [29].

Ornek: D bolgesi I, S|Z| <r, seklinde tanimlanan halka ve I' i¢ ve dis ¢emberi ayiran

27

egriler ailesi ise I ailesinin extremal uzunlugu olur [29].

log-2

h

Ispat: Onceki ispattaki gibi
2z )
L,(D.1) < | p(re”)rdo
0

L (D,I) %
r 0

r 2z
L,(D,T) Iog?z < ” pdrd@

1 0n
2z

r r
L, (D,T)? log® 7? < 27zlog?2 [ [ p?rdrdo

10y
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|_p(D,1—‘)2 < 2w
A, (D)

B r
log -2

h

elde edilir. Ters yonii gostermek i¢in p = Py segilirse ispat tamamlanir [29].
r

Hiperbolik iki baglantili bir bélgenin {z:1< |Z| < R} halkasina veya herhangi bir iki

baglantili bir bolgeye konformal homomorfik olmasi i¢in gerek ve yeter sart iki bdlgenin

modiillerinin esit olmasidir [30].

Birinci Grotzsch Lemma: D {Z:r<|2|<R} seklinde tanimli halka bolgesi, I' bu

bolgenin sinirlarint ayiran egriler ailesi ve D,,D,...D, st iiste gelmeyen D bolgesinin

smirlarimi ayiran iki baglantili halka bolgeleri olsun. Bu durumda

m(D,I')>> m(D,,T))
1
esitsizligi saglanir. Ur}:l [_)j =D ve 0D, ¢emberleri es merkezli ise esitlik saglanir [30].

Ikinci Grotzsch Lemma: D {z=x+Vyi:0<x<l, O0<y<1} seklinde tamiml
dikdortgensel bolge, I bu bolgenin yatay karsilikli kenarlarini birlestiren egriler ailesi ve
D, D,...D, istiiste gelmeyen D bolgesinin yatay karsilikli kenarlarini birlestiren dortgen

bolgeler olsun. Bu durumda m(D,I") D bolgesinin modiilii ise

m(D,F)zZn:m(Dj,Fj)

i

esitsizligi saglamr. U7 [_)j =D ve D, bolgeleri dikdortgen ise esitlik saglanir [30].

1.3.Newton Metodun Geometrisi

Polinom Koklerinin Geometrisi

Lucas Teoremi: Sabit olmayan bir f(z) polinomunun kritik noktalari, polinomun
koklerini iceren digbiikey Ortiinlin i¢cinde kalir. Ayrica f(z)’nin yiiksek dereceden

tiirevlerini sifir yapan degerlerini de igerir [32].
Ispat: Sadece kritik noktalar1 iceren digbiikey ortiiniin kokleri de icerdigi gdsterilirse

timevarimdan yiiksek dereceden tiirevlerin sifir1 da bu digbiikey Ortiiniin iginde kaldigi
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gosterilebilir. Biitiin koklerin {ist veya alt yar1 diizlemde toplandigini farz edelim. Biitiin
kokler ayn1 yar1 diizlemde degilse afine donlisiimii ile ayn1 yar1 diizleme taginabilir. Biitiin

koklerin alt yar1 diizlemde oldugu durum ele alinsin. f (z) polinomu
f(2)= H vy

seklinde ise tiirevi

f'(z)=H(Z_§‘)Z£Z—15J

olarak yazilabilir. z, z—¢ ’nin reel kismi sifirdan biiyiik herhangi bir say:r olsun.

Dolayisiyla pozitiftir. Bu durumda tiirev z noktasinda sifir veya negatif olamaz.

Lucas teoremine gore bir polinomun kdklerini i¢eren disk ayni zamanda kritik noktalarini

da igerir [6].
Teorem 5: (Newton fonksiyonunun asimptotik geometrisi) |z| >1 i¢in

d-1
‘Np(z)—Tz

<é ve |N,(2)| <|7|

olur [6].

Teorem 6: (Sonsuzun yakimmnda lineerlestirme) U ={z:|z|>1} bélgesi olsun. Bu

durumda VcU ve U ilizerinde N og=id olacak sekilde g:U —V konformal

izomorfizmi vardir. Ayrica ¢:U —>C, @oN, =dd—_1(0 seklinde univalent fonksiyonu
) . . d+1 . . ...
vardir oyle ki Vz eV igin |z| > 41 esitsizligi saglanir [6].

N (z) rasyonel fonksiyonunun & sabit noktasmnin gekici havzasi iterasyon sonucu

¢ noktasina yakinsayan z noktalarindan olusur. Newton fonksiyonunda biitiin polinomun
kokleri ya gekici yada supergekici sabit nokta oldugundan koklerin ¢ekici havzasi kokiin

komsulugunu igerir ve bos kiimeden farklidir. & kokiiniin U, immediate gekici havzasi &

kokiiniin gekici havzanin kokii igeren baglantili kismidir.
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Z, noktas1t Newton metodu altinda koke yakinsiyorsa bu noktaya sifira yaklasan

2“
nokta denir. Eger [N (z,)—&|<8 1 z,—£&| ise z, noktas1 & kokiine yakinsar [24].
f \*=0 2 0 0

Teorem 7: (Cekici Havzanmin Basit Baglantihihgl) £ f : C — C rasyonel fonksiyonunun
cekici sabit noktast ve U bu noktanin immediate c¢ekici havzasi olsun. Eger oU f ’in

birden fazla sabit noktasini icermiyorsa U bdlgesi basit baglantilidir [33].

Bu teorem Newton metoduna uyarlanirsa Newton fonksiyonunun her ¢ekici sabit
noktasinin immediate havzasi basit baglantilidir. Riemann mapping teoreminden dolay1 bu
bolge birim diske konformal homomorfiktir. Shishikura bu teoremi genisleterek Fatou
kiimesinin her bileseninin baglantili oldugunu géstermistir [34].

Ispat: W, cU, & noktasmi igeren basit baglantili bir bolge olsun. 6W, basit egri, higbir

kritik yoriinge OW, ile kesismesin ve W, f*(W,) iginde goreceli kompakt olsun.

W, =Unf*W,) ve V,, W,’nin & noktasim igeren bdlgesi olsun. V,, W, 'nin
sinirlart basit egrilerdir. V =V, U ’nun agik alt kiimesi olup simr1 U bdlgesinin simiri

icerisindedir. Dolayisiyla V =U dur. Biitiin V, ’lar basit baglantili ise U bolgesi de basit

baglantilidir.

Eger U basit baglantili degilse dyle bir k bulunabilir ki ilk k igin V, bolgesi basit

baglantili olmasin. A, A,,,, A, bolgeleri C/V, 'nin baglantili pargalari olsunlar. Burada

her parcanin sabit nokta igerdigi gosterilecektir. Bu pargalar A olsun.

V, ! \Z yol baglantili(acik baglantili kiimeden kapali disk ¢ikariliyor.) olup dyle
bir 7, egrisi secilebilir ki z, € OA noktasin1 z, = f(z,) € 0V, , noktast ile birlestirir. Bu egri
U bolgesindeki kritik yoriinge ile kesismez. y, egrisi z, den baslayan f *(y,) mn bir
parcasi olsun. Bu egri Z, noktasinda son bulsun. Bu sekilde devam edilirse y,, egrisi Z,,,
den baslayip z,,, de son bulan f~(,) *m bir pargasi olur. y egrisi y; lerin birlesiminden

olusan A bdlgesindeki basit egri olsun. Dolayisiyla 7;,7,... noktalart da A bolgesindedir.

Simdi bu noktalarin f ’nin sabit noktasina yakinsadig1 gosterilecektir.
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Oyle bir n vardir ki W, f ’nin U bolgesindeki biitiin kritik degerlerini igerir.

f:U/W _, —>U/ an bir 6rtii fonksiyonudur. Bu yilizden Poincare metrigine gore iki uzay

n+1l

arasinda yerel izometridir. Dolayisiyla U / an de Poincare metrik kullanilirsa hem tanim
hem de goriintii kiimesinde fonksiyon genisleyendir. Biitiin y,’ler i+k>n iken U/ VTn

icindedir. U/ an’de Poincare metrige gore y, egrileri git gide kisalir ve U smirinda
yigilir bu yilizden uzunluklar1 sifira yakinsar. y egrisinin yigilma kiimesi oU ’nun

baglantili alt kiimesi olup noktasal olarak sabittir. Bu yiizden A bdlgesindeki tek sabit

noktadir.

Eger 0U tek sabit nokta igeriyorsa C/V, her K i¢in basit baglantilidir. Bu yiizden

biitiin V, ’lar yani U bdlgesi basit baglantilidur.

Newton metodunda kdk olmayan tek sabit nokta oo dur. Dolayisiyla biitiin

immediate havzalar basit baglantilidir [6].
m,, U, bolgesindeki Newton fonksiyonunun kritik nokta sayist olsun. & g¢ekici

sabit nokta oldugundan her & kokii igin m, >1 olur. N, :U, —U, uygun ve d, dereceli

fonksiyondur. Onceki teorem ve Riemann-Hurwitz formiiliinden dolay1 d, =m, +1 olur

[6].

UcC ve vedU olsun. Eger 7:[01]1>C, »([0,))cU ve y(1)=v olacak

sekilde bir y egrisi bulunabiliyorsa v noktasit U ’dan erisilebilirdir [35].

Her immediate havzanin sinirinda oo bulunur ve kok ile sonsuzu birlestiren basit bir

egri vardir. Bu egrilerin homotopi siniflarina sonsuza erisim denir [6].

Teorem 8: (Immediate Havzadaki Sonsuza Erisim) Her U, immediate havzanin m,

tane farkli sonsuza erigimi vardir [6].
& kokiiniin kanali U, /A sinirsiz baglantili pargasidir. Bu bélge W ile gosterilsin. weW
noktast N (w) noktasi ile W bolgesindeki bir egri ile baglantilidir. U, bdlgesindeki her

sonsuza erigim bir kanal belirler. Birim diskin digindaki orijin merkezli her ¢ember her

immediate havzanin her kanal1 ile kesisir [6].
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Kanallarin Geometrisi

Birim diskin disinda Newton metodu hemen hemen lineer davranir. immediate
havzanin basit baglantili olusu ve birim diskin disinin kanallar1 olusturmasindan dolay1
kanallar halkalara konformal homomorfiktir. Dolayisiyla ¢evre uzunlugu ¢ yiiksekligi h

olan silindire konformal homomorftur. Bu silindirde kenarlari cve h olan dikdortgene

konformal homomorftur. Bu dikdortgenin modiilii h olur. Modiil konformal doniisiimler
C

) e h
altinda degismez oldugundan silindirinde modiilii — olur. Bu kisimda kanallarin modiilii
C
i¢in bir alt siir verilecektir.

Teorem 9: (Kanallarin Modiilii) Herhangi bir immediate havzadaki kritik nokta sayist m

ise bu immediate havzaya ait kanalin modiilii en az 7 olur. Her immediate
log(m+1)
havzanin en az bir kanalinin modiilii en az — olur. Ayrica her kanal polinomun
0g
derecesinden bagimsiz olarak modiilii en az I 7T3 olur [6].
0g

Polinomun Biitiin Kéklerini Bulmak I¢in Kullanilan Yéntemler

Verilen bir polinomun biitiin kdklerini bulmak ¢ok dnceye dayanan bir problemdir. Bu
problem i¢in tanitilan bisection, sekant, sabit nokta iterasyonu, Newton metodu gibi birgok
yontem kullanilmistir. Bunlarin arasinda en yaygini ve kullanigli olan Newton metodudur.
Sutherland ve Hubbard, Schleicher, Sutherland Newton metodunu kullanarak polinomun

biitiin koklerini bulan yontemleri tanitmislardir. Sutherland’in yonteminde kompleks

2 3
diizlemde bir ¢ember {izerine esit aralikli olarak dagitilan %d 2 noktaya Newton metodu

3
uygulanmas1 ile biitin koklere ulasiir. Bu durumda kompleks diizleme O(d?)

mertebesinde nokta dagilimi yapilir [7]. Hubbard, Schleicher, Sutherland’in yonteminde
kompleks diizlemde cemberler ailesi iizerine esit aralikli olarak dagitilan 1,1d(logd)?
noktaya Newton metodu uygulanmasi ile biitiin koklere ulasilir. Dolayisiyla kompleks
diizleme O(d(logd)?) mertebesinde nokta dagilimi yapilir. Ayrica sayet kokler reel ise bu

sayt 1,3d olur. Hubbard, Schleicher, Sutherland metodunu olustururken kanallarin
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modiillerinin en az olmasini kullanarak her kanala en az bir nokta diisiirecek sekilde

logd

cemberler ailesine nokta dagilimi yapmustir [6].
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2. iTERATIF YONTEM iLE POLINOMUN BUTUN KOKLERINi
BULMA

Bu boliimde Hubbard, Schleicher ve Sutherland’in tamittigi yontemde kullandigi
arglimanlar1 daha farkli kullanarak polinomun biitiin kdklerini bulmak i¢in kullanilabilecek

yeni bir iteratif yontem insa edilecektir. Sutherland (1989) ve Hubbard, Schleicher ve

2 3
Sutherland’in (2001) ¢alismalarinda tanitilan iki yontem sirasiyla %dz ve 1,1d (log d)?

noktayr kompleks diizleme esit aralikli dagitarak, bu noktalara Newton metodun

uygulanmasiyla biitiin kokleri bulmayr garantiliyor [6]. Bu bolimde tanitilacak ydntem
2

iteratif yontem olup en iyi durumda d en koti durumda d? noktay1 birim ¢emberin

lizerine esit aralikli olarak dagitimi ile biitiin koklere ulasmay garantiliyor.

Bu yontemde amag onceki bolimde elde edilen kanallarin modiillerinin en az

o0 d olmasin1 kullanarak polinomun biitiin kéklerine Newton metodu ile ulasmaktir. ilk
09

olarak kompleks diizlemde birim gembere esit aralikli noktalar dagitilir. Bu noktalarin
farkli koklerin immediate ¢ekici havzasina diismeleri istenen durumdur. Bu durumda bu
noktalara Newton metodu uygulanarak biitiin koklere ulasilir. Ancak noktalar c¢ekici
havzaya diismezse veya bazi koklerin ¢ekici havzasina nokta diismemesi durumunda biitiin
kokler bulunamayacaktir. Bu durumda dondiirme islemi ile biitin koklerin immediate
¢ekici havzasma en az bir nokta diismesi saglanir. Dolayisiyla ¢ekici havzaya diisen

noktalara Newton metodu uygulayarak biitiin kokleri bulmak miimkiin olur.

Bu boliimde biitiin koklerin birim diskin i¢inde bulundugu farz edilecektir. Kokler
birim diskin disinda olursa afine doniistimii ile biitiin kokler birim diskin i¢ine toplanabilir,

tistelik bu dontigiim altinda Newton metodun dinamigi degismez [6].

Polinomun derecesi d olsun bu durumda birim g¢emberin tiizerine d nokta

aralarinda esit uzaklik olacak sekilde birim disk {izerine dagitilir.
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Sekil 7:d noktanin birim disk iizerine esit aralikli dagitilmasi

Sekil 7’da goriildiigii gibi x,, i=1,2..d noktalar: aralarinda esit uzaklik ve aci

. . . : 2
olacak sekilde birim ¢ember iizerine dagitilir. Burada aralarindaki a¢1 o = Fﬂ olacaktir.

Yarigapt 1 ve d olan g¢emberler arasindaki halka goz Oniine alinirsa noktalarin

dagitilmasiyla halka Sekil 7°da gosterilen es D, 1=1,2,,,d -1 bdlgelerine boliiniir. Bu

bolgeler dikdortgene konformal homomorfiktir.

Bu yonteme gore en iyi durumda ilk dagitilan X, noktalarmin hepsi farkli koklerin

immediate ¢ekici havzaya diiser. Bu noktalara Newton metodu uygulanmasi ile polinomun
biitiin kokleri bulunur. Dolayisiyla en iyi durumda d nokta ile biitiin koklere ulasilir yani

en iyi durumda bu yontem O(d) asimptotik mertebesindedir.

Dagitilan X, noktalarinin Newton iterasyonu ile biitiin koklere ulasilamaz ise
donme islemi yapilir. X+ Yyi noktasi i¢in donme islemi matris gosterimi ile yazilabilir. Saat

yOniiniin tersinde 6 acis1 kadar yapilan donmenin matris gosterimi
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X| |cos@ —sin@ || x| |xcos@d—ysind
y| |sind cos@ ||y| |xsind+ycose
seklindedir [38]. Dagitilan ilk noktalarin konumlar1 ve yapilacak donme isleminin yonii

iterasyon sayisini etkileyebilir.

D, bolgeleri es parcalar oldugundan modiilleri esittir [35]. D, bélgesinin modiiliinii
hesaplamak i¢in D, bdlgesindeki egri ailesi olarak iki cemberi birlestiren egriler alinir. D,

bolgeleri birbirine es ve ayrik oldugundan modiilleri asagidaki sekilde bulunur.

p uzunlugunun tanimindan dolay1 asagidaki (2.1) ve (2.2) esitsizlikleri saglanir.

jpdr >L (D,I) 2.1)
2z

d R

derdezzd—”Lp(D,r) (2.2)
0n

4

2
iz L,(D,T)? sz—ﬂlogﬁﬂ p’rdrdé
d d r

A (D
L)Z: m(D,T) > 2n
L,(D.T) dlogd

- . 1
elde edilir. Ters yonii gostermek igin p =— alinirsa
r

Lp(D,r)zjldr —log2 = logd
rlr rl

2z 2z

4% anq 27, 1, 2rlogd
A (D) = 2rdrd@ = | | =drdg ="=log-2 = ===~
,(D) j j p j {r 9=
m(D.I) <—2%

dlogd

bulunur. Buradan

m(D.I) = 2%

dlogd
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elde edilir [34]. Newton metodunda koklere yakinsayan her immediate havzanin en az bir

kanalinin modiilii en az olabildigi 1. boliimde gosterilmistir [6]. Diizleme dagitilmis

logd
d nokta ile olusturulan D, dortgenlerinin modiiliiniin Tload oldugu yukarida
09
ispatlanmistir. Her D, bolgesi modiilii I ﬁd olacak sekilde alt dortgen pargalara boliiniir.
09

Noktalar bu alt dortgenlere bir nokta diisecek sekilde dagitilmalidir. Bu durumda biitiin
koklerin immediate ¢ekici havzasina en az bir nokta gelir. Dolayisiyla bu noktalara
Newton metodu uygulanmasi ile biitiin kokler kesin olarak bulunur. d>2 igin

2 < T~
dlogd logd

oldugundan dolay1 dagitilan iki nokta arasinda birden fazla kanal olabilir.

Amag D, dortgensel bolgelerini modiilii olan pargalara bolmektir. Olusan

logd

parcalara birer nokta dagitilirsa modiilii en az olan kanallara da en az birer nokta

logd
disiirilmiis olur. D, dortgensel bolgesini pargalamak icin her x, noktalart i¢in donme
doniistimii yapilmalidir. Dénme sonucu iki ¢ember arasinda sekil 8’de gosterilen yeni D/

j=1,2..k dortgenleri olusacaktir. Burada k yapilacak donme sayisidir. Olusan yeni

dortgen bolgenin modiilii olmalidir. Bu sekilde D/ dortgenleri ile her kanalin

logd
kesisimi bos kiimeden farkli olur bdylece her kanala en az bir nokta diismesi saglanir. Bu

noktalara Newton metodu uygulanmasiyla biitiin kokler bulunur.
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Sekil 8: X; noktasinin donme islemi ve olusan yeni Dij bolgesi

D, Bolgesindeki egri ailelerinin modiilii oldugundan D, bolgesi kenar

dlogd

uzunluklart 27 ve dlogd olan K dikdortgenine konformal homomorfiktir. Benzer
sekilde D/ dortgeni, kenar uzunluklart 7= ve logd olan M  dikdortgenine konformal
homomorfiktir [30]. Dolayisiyla donme islemi ile K dikdortgeni M dikdortgenleri ile

ortiliir.

Yapilan dénme veya iterasyon sayist K olsun. Bu durumda M dikdértgenlerinin

modiillerinin ¢arpmaya gore terslerinin toplami K dikdortgeninin modiiliine esit olur.

Boylece D, bolgesi, modiilleri I ”d olan alt ayrik D/ dortgenleri ile ortiiliir.
09
Iterasyon sayis1
Zl(Dij,r) _ logd _dlogd
V4 2
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k =

N |

seklinde bulunur. Her iterasyondaki déonme agis1 y, eger d ¢ift ise

2 2
_d _d _47
T T
2
seklinde, eger d tek ise k = —— seklinde alinmalidir. Bu durumda dénme agis1
2r 27
_E o d Az
7Tk T AT ¢ +d
2

seklinde bulunur.

Sonug olarak oncelikle diizleme d nokta diizgiin olarak dagitiliyor. Bu noktalarin
yakinsaklik durumu Newton metodu ile kontrol edilir. Biitiin koklere ulasincaya kadar bu
noktalara y acis1 kadar donme yaptirilir. Her donme igleminin ardindan yeni noktalara
tekrar Newton metodu uygulanir. Biitiin koklerin immediate havzasina en az bir nokta
diisiinceye kadar donme iterasyonu yapilir. Immediate havzaya diisen noktalara Newton

metodu uygulanarak biitiin kokler bulunur.

En koétii durumda ilk dagitilan iki nokta arasini tamamen kapatacak sekilde donme
yapilir. Dolayisiyla diizleme toplam kd kadar nokta dagitilir. Toplam nokta sayisi
d 2

kd =—
2

olarak bulunur.

Bu yontem ile en iyi durumda d nokta yani O(d) mertebesinde en kotii durumda

2
ise d? yani O(d?) mertebesinde nokta dagitilir.

Bu yontem katli kok olmasi durumunda kullamighi olmayacaktir. Ciinki d
dereceden bir polinomun koklerini arastirirken d adet farkli kok aranacaktir. Ancak

herhangi bir kokiin katli olmas1 durumunda d ’den az sayida farkli kok olacaktir. Iterasyon
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yaparken d adet farkli kok bulmaya ¢alisilacaktir. Dolayisiyla olmayan bir kokii bulmak
icin gereksiz yere noktalart dondiirme islemi yapilacaktir. Bunu dnlemek i¢in bulunan her
kokiin katli kok olup olmadigr sayet katli ise kag katl kok oldugunun incelenmesi katli kok

olmasi durumunda da yontemi elverisli hale getirecektir.

2.1 Uygulamalar

Bu boliimde yukarida tanitilan metodu kullanarak érneklerde verilen polinomlarin
koklerine ulasilacaktir. Ornekler secilirken koklerin birim diskin i¢inde bulundugu
polinomlar dikkate alindigindan kokleri birim diskin icine toplamak i¢in bir affine

dontigiimii uygulanmasina gerek duyulmamaistir.

Ornek: Asagida tammlanan 5.dereceden P(z) polinomunun koklerini  yukarida

tanimlanan yontem ile bulmak i¢in;

P(z) =z°+12"(-0,23+0,23i)+0,127°
+22(~0,107 -0, 281i) + 2(0,192 —0,075i) — 0,123 —0,17i

-2 -1 1] 1 2

Sekil 9: 5. Derece P(Z) polinomunun Newton grafigi [39]

Polinomun derecesi d =5 oldugundan diizleme 6ncelikle 5 nokta esit aralikli olarak

2r 2
dagitilacaktir. Dolayisiyla her nokta arasi agi a={=%=72° olur. Bu c¢aligmada
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noktalarin dagitimma X, =1 noktas: ile baslanmistir. Daha farkli baslangi¢ noktas1 da

secilebilir. Ancak bu durumda iterasyon sayist degisebilir. Bu noktalar

X =1

X, = (Sin72°+icos 72°)
X; = (SiN144° +ic0s144°)
X, = (sin 216°+1c0s216°)
X = (Sin 288° +1icos 288°)

seklinde alinsin.

P(z) polinomuna Newton metodu uygulanirsa

2° +12°(-0,23+0,23i) +0,122° + z*(-0,107 - 0, 281i)
P(z) +2(0,192-0,075i)-0,123-0,17i
N(z)=z2——F=12- 7 5 _ >
P'(2) 52" +4z°(-0,23+0,23i)+ 0,362

+22(-0,107-0,281) +0,192-0,075i

elde edilir. Her x; noktasi Newton metodunda yerine konulursa yakinsadigi kokler agsagida

verilmistir.

x, =1= N(x) — 0,093919 + 0, 492898i

X, = (Sin 72°+ic0s 72°) = N(x,) — 0,366327 — 0, 786525i

X, = (5in144° +ic0s144°) = N(x,) — 0,366327 — 0, 786525i
X, = (sin 216°+icos 216°) = N(x,) — 0,366327 — 0, 786525i
X, = (sin 288° +ic0s 288°) = N(x,) — —0,614971+ 0, 449776i

Ilk dagitilan 5 nokta ile 0,093919+0,492898i, 0,366327—0,786525i ve
—0,614971+0,4497761 koklerine ulasildi. Diger iki kdke de ulasabilmek i¢in dondiirme

isleminin yapilmasi gerekir.

S d+1
2

K 3

X ve X, noktalari arasinda 3 donme islemi yapilmalidir. X, ve X, arasindaki ag1

i+1

72° dir. Aralarinda 3 dénme yapilacagindan dénme agis1 24° olur. Ilk iterasyon sonucu
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X, = (sin336°+ic0s336°) = N(x;) — 0,366327 -0, 786525i
X; = (sin 48°+ic0s48°) = N(x;) — —0,404422 —0,645343i
X; = (sin120°+ic0s120°) = N(x:) — 0,093919 + 0, 492898i
X; = (sin192°+ic0s192°) = N(X;) — —0,404422 - 0,645343i
X = (5in 264°+ic0s 264°) = N(x;) — 0,093919 + 0, 492898i

noktalar1 elde edilir. Bu iterasyonda bir Onceki iterasyona ek olarak
—0,404422-0,645343i kokiine ulagilmis olur. Biitiin kokler bulunamadigindan x'

noktalari tekrar saat tersi yonde 24° ile déndiiriiliir. ikinci iterasyon da elde edilen noktalar

X2 = (sin312°+ic0s312°) = N (X%) — —0,404422 — 0, 645343

X2 = (sin 24°+ic0s 24°) = N (x2) — —0, 614971+ 0, 449776i

X2 = (sin96°+ic0s96°) = N(x;) — 0,789147 +0,259193i

x2 = (sin168° +i c0s168°) = N (x2) — 0,093919 + 0, 492898

X2 = (5in 240°+1i c0s 240°) = N (x2) — 0,789147 + 0, 259193i
seklindedir. Bu iterasyonda xZ noktasi ile 0,789147+0,259193i kokii de bulunarak
polinomun biitin kokleri bulunmus olur. Bu oOrnekte toplam 13 nokta ile P(z)

polinomunun biitiin koklerine ulasilir.

P(z) polinomunun ger¢ek kokleri —0,404422—-0,645343i, 0,789147+0,259193i,
—-0,614971+0,449776i, 0,093919+0,492898i, 0,366327 —0,786525i seklindedir.

Koklerin, tigline dagitilan ilk noktalar ile birine ilk iterasyon da kalan son koke de

ikinci iterasyon da ulasildi.

2 3
Diger yontemler ile karsilastirma yapilirsa Sutherland %dz nokta yani 27,58~ 28

noktay1 ¢embere esit aralikli olarak dagitarak biitiin kokler bulunur. Hubbard, Schleicher,
Sutherland’in metodunda 1,1d(logd)? nokta yani 14,24 ~15 nokta dagitilarak biitiin

kokler bulunur. Bu c¢alismada tanitilan metot bu Ornekte 13 noktayr birim g¢embere
dagitarak biitlin koklere ulasildi. Goriildiigii tizere bu ¢alismada tanitilan metot bu 6rnekte

diger iki yonteme gore daha az nokta ile biitlin koklere ulagsmistir.
Asagidaki 6rnekte yiiksek dereceden polinomlar i¢in bu metot kullanilacaktir.
Ornek 2: Asagida tamimlanan 30.dereceden P(z) polinomunun kéklerini yukarida

tanimlanan yontem ile bulmak i¢in;
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P(z) =z +0,62" + (0,4 +0,2i)z° — (0,1-0,2i)z> - 0,4

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
Sekil 10: 30. Derece P(z) polinomunun Newton grafigi

Polinomun derecesi d =30 oldugundan diizleme oncelikle 30 nokta esit aralikli olarak

27 2
dagitilacaktir. Dolayistyla her nokta arasi ag1 o = { = 3—;[ =12° olur. Bu noktalar

X, = (sin0°+1icos0°)

X, = (sin12°+ic0s12°)
X3 = (SN 24° +1ic0s 24°)
X, = (Sin36°+1ic0s36°)
Xs = (Sin48°+1icos48°)

X,o = (SIN336°+1C0s336°)
X3 = (SIN 348° +1c0s348°)

seklinde belirlensin.

P(z) polinomuna Newton metodu uygulanirsa
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P(2) _,_ z%* +0,62" +(0,4+0,2i)z° - (0,1-0,2i)z* - 0,4
P'(2) 302z% +8,47"° +(2,4+1,2i)2° - (0,20, 4i)z

elde edilir. Her x, noktast Newton metodunda yerine konulursa yakinsadigi noktalar

asagida verilmistir.

X, =(sin0°+icos0°) = N(x) » —0,895584 —0,402188i

X, = (sin12°+ic0s12°) = N(x,) — —0,465272 + 0, 780254i

X; = (Sin 24° +ic0s24°) = N(x,) — —0,866841+ 0,387611i

X, = (sin36°+ico0s36°) = N(x,) — —0,895584 —0,402188i

Xs = (Sin48°+1ic0s48°) = N(x;) — —0,927263 + 0,0428195i

X; = (sin60°+1ic0s60°) = N(X,) — —0,283657 —0,924569i

X, = (sin72°+1icos72°) = N(x,) — 0,31007 —0,859238i

X, = (Sin84° +ic0s84°) = N(X;) — 0,159277 —0,990817i

X, = (SiN96°+1c0596°) = N(x,) — 0,963724 —0,191528i

X, = (5in108° +ic0s108°) = N(x,,) — 0,895584 + 0,402188i
X, = (sin120° +ic0s120°) = N(x,) — 0,594704 + 0,750177i
X, = (sin132°+ic0132°) = N(x,,) — 0,122682 + 0,985213i

X5 = (Sin144° +ic0s144°) = N(x,) — —0,465272 + 0,780254i
X,, = (sin156° +ic0s156°) = N(x,) — —0,866841+0,387611i
X5 = (Sin168° +ic0s168°) = N(x,) — —0,927263 + 0,0428195i
X,s = (sin180° +1ic0s180°) = N(x,) — —0,817842 —0,59587i
X, = (sin192°+ic0s192°) = N(x;,) — —0,283657 — 0,924569i
X,g = (Sin 204° +icos 204°) = N(x,) — 0,159277 — 0,990817i
X,q = (SiN216° +1ic0s216°) = N(X,) — 0,465272 — 0, 780254i
X,, = (SiN 228° +i€0s228°) = N(X,,) — 0,963724 —0,191528i
X,, = (Sin 240° +ic0s 240°) = N(x,,) — 0,927263 - 0,0428195i
X,, = (5iN 252° +i€0s252°) = N(X,,) — 0,594704 + 0,750177i
X,; = (SiN 264° + 105 264°) = N(X,;) — 0,122682 + 0,985213i
X,, = (SiN276° +i€05276°) = N(X,,) — —0,465272 + 0,780254i
X,s = (Sin 288° +1ic05288°) = N(x,5) — —0,283657 —0,924569i
X,s = (5iN300° +1ic0s300°) = N(X,,) — —0,927263 + 0,0428195i
X,; = (Sin312°+1c0s312°) = N(X,,) — —0,817842 —0,59587i
X5 = (SiN324°+1€05324°) = N(X,5) — 0,963724 —0,191528i
X,o = (5iN336° +1ic05336°) = N(x,y) — 0,159277 —0,990817i
X5 = (SiN348° +ic0s348°) = N(X,,) — 0,590269 — 0, 772092i
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Goriildigu tizere dagitilan her nokta ¢ekici havzaya diistii dolayisiyla Newton metodu ile
bir kdke yakimsadi. ilk dagitilan 30 nokta ile

—0,895584 - 0,402188i —0,465272+0,780254i —0,866841+0,387611i
—0,927263 +0,0428195i —0,283657 —0,924569i 0,31007 —0,859238i
0,159277 -0,990817i 0,963724 —0,191528i 0,895584 + 0,402188i
0,594704 +0,7501771 0,122682 + 0,985213i —0,817842 —0,59587i
0,465272 —0,780254i 0,927263—-0,0428195i 0,590269 —0,772092i

olmak iizere polinomun 15 farkli kokiine ulasildi. Diger kdklere de ulasabilmek igin

dondiirme isleminin yapilmasi gerekir.

k=—=15

X, Ve X, noktalar1 arasinda en fazla 15 donme islemi yapilmalidir. X, ve X, arasindaki

ac1 12° olur. Aralarinda 15 dénme yapilacagindan dénme acis1 0,8° olur. ik donme islemi

ve elde edilen yeni noktalarin Newton metoduna gore yakinsadigi kokler
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X, = (sin 359, 2° +ic0s359,2°) = N(x;) — —0,31007 +0,859238i

X; = (sin11,2° +icos11,2°) = N(x;) — —0,963724 + 0,191528i

X; = (sin23,2°+1ic0s23,2°) = N(x;) — —0,895584 — 0, 402188i

X; = (sin35,2°+1ic0s35,2°) = N(x;) — —0,594704 - 0,750177i

Xe = (sin47,2°+icos47,2°) = N(x;) — —0,122682 — 0,985213i

Xg = (sin59,2°+ic0s59,2°) = N(x;) — 0,465272 — 0,780254i

X: = (sin71,2°+icos71,2°) = N(x;) — 0,927263 - 0,0428195i

Xs = (sin83,2° +ic0s83,2°) = N(x;) — 0,927263 - 0,0428195i

Xg = (sin96,2°+1ic0s95,2°) = N(x;) — 0,866841—0,387611i

X, = (sin107,2° +ic0s107,2°) = N(x;,) — 0,122682 + 0,985213i
X, = (sin119,2°+ic0s119,2°) = N(x;,) — —0,159277 +0,990817i
X, = (sin131,2°+ic0131,2°) = N(x;,) — —0,31007 + 0,859238i

X, = (5in143,2°+ic0s143,2°) = N(x;,) — —0,963724 + 0,191528i
X, = (sin155,2° +ic0s155,2°) = N(x;,) — 0,927263 - 0,0428195i
X = (Sin167,2°+ic0s167,2°) = N(x;) — —0,594704 — 0,750177i
X, = (sin179,2° +ic0s179,2°) = N(x;,) — —0,122682 — 0,985213i
X, = (sin191,2°+ic0s191,2°) = N(x;,) — 0,590269 — 0, 772092i
X, = (sin 203,2°+ic0s 203,2°) = N(x;;) — —0,998077 —0,18789i
X, = (sin 215, 2° +icos 215,2°) = N(x;,) — 0,927263 - 0,0428195i
X3, = (Sin 227,2° +i¢0s227,2°) = N(X3,) — 0,594704 +0,750177i
X3, = (sin 239, 2° +ic0s 239, 2°) = N(x;,) — —0,31007 + 0,859238i
X, = (sin 251,2° +ic0s 251,2°) = N(x},) — —0,159277 + 0,990817i
X3, = (5in 263, 2° +ic0s263,2°) = N(x3,) — —0,590269 + 0, 772092i
X, = (sin 275,2° +ic0s 275,2°) = N(x},) — —0,465272 + 0,780254i
X3, = (Sin287,2°+ic0s287,2°) = N(x;,) — —0,927263 + 0,0428195i
X35 = (5in 299, 2° +1ic0s299,2°) = N(X;,) — —0,594704 — 0,750177i
X3, = (sin311,2°+ic0s311,2°) = N(x;,) — —0,510631— 0,820623i
X3 = (5in323,2° +ic0s323,2°) = N(X3,) — 0,31007 — 0,859238i
X3o = (5in335,2° +ic0s335,2°) = N(X;,) — 0,817728 — 0,587058i
X, = (sin347,2° +ic0s347,2°) = N(x},) — 0,927263 —0,0428195i

seklindedir. Bu iterasyonda bir 6nceki iterasyona ek olarak
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—0,31007 +0,859238i —0,963724+0,191528i —0,594704 —0,750177i
—-0,122682 -0,985213i  0,866841-0,387611 0,817728—0,587058i
—-0,159277 +0,990817i —0,998077 —0,18789% —0,590269 + 0,772092i
—0,510631-0,820623i

olmak tizere 11 farkli koke daha ulasilmis olur. Heniiz biitiin koklere ulagilamadigi i¢in bir
donme islemi daha yapilmalidir. ikinci iterasyon da yani yapilan dénme islemi sonucu elde

edilen noktalar ve onlarin Newton metoduna gore yakinsadigi kokler
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x? = (sin 358,4° +ic0s358,4°) = N(x?) — 0,283657 + 0,9245609i

2 = (sin10,4° +ic0s10,4°) = N(x7) — —0,817842 — 0,59587i

= (sin 22,4° +i¢0s22,4°) = N(x}) — 0,927263 - 0,0428195i

= (sin34,4° +icos 34,4°) = N(x?) — 0,159277 —0,990817i

= (sin46,4° +ic0s46,4°) = N(xZ) — 0,590269 — 0, 772092i

= (sin58,4° +ic0s58,4°) = N(xZ) — 0,927263 - 0,0428195i

= (sin70,4° +icos 70,4°) = N(x’) — 0,159277 — 0,990817i

= (sin82,4° +ic0s82,4°) = N(x7) — 0,594704 +0,750177i

= (sin94,4° +ic0s94,4°) = N(x) — 0,122682 + 0,985213i

X2 = (sin106,4° +ic0s106,4°) = N(x}) — —0,31007 + 0,859238i
X7 = (sin118,4° +icos118,4°) = N(x>) — —-0,817728 + 0,587058i
X2 = (sin130,4° +ic0s30,4°) = N(x5,) — —0,927263 + 0,0428195i
X7 = (sin142,4° +ic0s142,4°) = N(x5) — 0,866841-0,387611i
X2, = (sin154,4° +ic0s154,4°) = N(x/,) — —0,817842 —0,59587i
X% = (sin166,4° +ic0s166,4°) = N(x2) — 0,159277 —0,990817i
X2 = (sin178,4°+ic0s178,4°) = N(x%) — 0,590269 — 0,772092i
xZ = (sin190,4° +ic0s190,4°) = N(x%) — 0,122682 + 0,985213i
X2 = (sin202,4° +ic0s202,4°) = N(xj) — 0,998077 + 0,18789i

X% = (sin 214,4° +icos 214,4°) = N(x3) — 0,594704 + 0,750177i
X2, = (sin 226,4° +ic0s 226,4°) = N(x%,) — 0,895584 + 0, 402188i
X2, = (sin 238,4° +ic0s 238,4°) = N(x5,) — 0,31007 + 0,859238i
X2, = (sin 250,4° +ic0s 250,4°) = N(x%,) — —0,817728 + 0,587058i
X2, = (sin 262,4° +ic0s 262, 4°) = N(x%,) — —0,927263 + 0,0428195i
X2, = (sin 274,4° +icos 274,4°) = N(x%,) — —0,895584 — 0, 402188i
X2 = (sin 286,4° + i cos 286, 4°) = N(x%) — —0,510631—0,820623i
X2, = (sin 298,4° +ic0s 298, 4°) = N(x5,) — 0,465272 -0, 780254i
X2, = (sin310,4° +ic0s 310,4°) = N(x5,) — 0,590269 — 0,772092i
X2, = (sin322,4° +ic0s322,4°) = N(x%,) — 0,866841-0,387611i
X2, = (sin 334,4° +ic0s334,4°) = N(x5,) — 0,998077 +0,187809i
X2, = (sin346,4° +ic0s346,4°) = N(x%,) — 0,283657 +0,924569i

> > < > > < <
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seklindedir. Bu iterasyonda x>, x% ve x5  noktalari ile P(z) polinomunun
0,283657 +0,9245691 —0,817728+0,587058i 0,998077 +0,187891 olmak iizere iic

farkli kokii daha bulunmusg olur. Bulunamayan kokler oldugundan iterasyona devam

edilmelidir.
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x? = (sin357,6°+1ic0s357,6°) = N(x’) — —0,465272 + 0, 780254i
X =(sin9,6°+ic0s9,6°) = N(x;) — —0,122682 - 0,985213i

x5 = (sin 21,6° +icos 21,6°) = N(xJ) — 0,31007 + 0,859238i

X; = (sin33,6°+ic0s33,6°) = N(x}) — 0,817728 - 0,587058i

xS = (sin45,6° +ic0s45,6°) = N(x;) — 0,927263 - 0,0428195i

xe = (sin57,6°+ic0s57,6°) = N(x7) — 0,895584 + 0, 402188i

X3 = (sin69,6°+ic0s69,6°) = N(x3) — 0,510631+ 0,820623i

xS = (sin81,6°+1ic0s81,6°) = N(xJ) — —0,465272 + 0,780254i

X3 = (sin93,6°+ic0s93,6°) = N(xJ) — 0,590269 — 0, 772092i

X2 = (sin105,6° +ic0s105,6°) = N(x,) — —0,866841+ 0,387611i
X =(sin117,6°+icos117,6°) = N(x ) — —0,998077 —0,18789i
X%, = (sin129,6°+ic0s129,6°) = N(x;,) — —0,594704 —0,750177i
x>, = (sin141,6°+ic0s141,6°) = N(x>,) — -0, 283657 — 0,9245609i
x>, = (sin153,6° +ic0s153,6°) = N(x’,) — 0,31007 — 0,859238i

X5 = (sin165,6° +ic0s165,6°) = N(x>) — 0,817728 - 0,587058i
X2 = (sin177,6°+ic0s177,6°) = N(x5,) — 0,927263 - 0,0428195i
X2 = (sin189,6°+ic0s189,6°) = N(x) — 0,895584 +0,402188i
x> = (sin 201,6° +1ic0s 201,6°) = N(x;,) — 0,510631+ 0,820623i
X3 = (sin213,6° +ic0s213,6°) = N(x3) — —0,465272 + 0,780254i
X3, = (sin 225,4° +ic0s 225,6°) = N(x3,) — 0,122682 + 0,985213i
x5, = (sin 237,6° +ic0s 237,6°) = N(x3,) — —0,866841+ 0,387611i
X5, = (sin 249,6° +ic0s 249,6°) = N(x3,) — —0,998077 - 0,18789i
X5, = (sin 261,6° +ic0s 261,6°) = N(x3,) — 0,927263 - 0,0428195i
x5, = (sin 273,6° +i¢0s273,6°) = N(x5,) — —0,283657 - 0,924569i
X3, = (sin 285,6° +ic0s 285,6°) = N(x3,) — 0,31007 - 0,859238i
X5, = (sin 297,6° +i€0s 297,6°) = N (x5, ) — —0,594704 —0,750177i
X3, = (sin309,6° +ic0s309,6°) = N(x3,) — 0,963724 —0,191528i
x5, = (sin321,6° +ic0s321,6°) = N(x3,) — 0,895584 + 0,402188i
X5, = (sin333,6° +ic0s333,6°) = N(x3,) — 0,510631+ 0,820623i
x5, = (sin345,6° +ic0s 345,6°) = N(x5,) — 0,510631+ 0,820623i

Bu iterasyonda 0,510631+0,820623i kokii x2 noktasi yardimiyla bulunur.

Noktalar tekrar dondiiriilmelidir. Cilinki biitiin koklere ulasilamadi.
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X! = (sin356,8° +c0s356,8°) = N(x*) — —0,963724 + 0,191528i
= (sin8,8°+ic0s8,8%) = N(x*) — 0,590269 — 0, 772092i

= (5in 20,8° + 105 20,8°) = N(x*) - 0,866841— 0,387611i

— (sin32,8°+ic0532,8%) = N(x*) > 0,998077 + 0,18789i

= (sin44,8° +ic0s44,8°) = N(x*) — 0,594704 + 0,750177i

= (sin56,8°+1i€0s56,8°) = N(x;) — 0, 283657 + 0,924569i

= (sin68,8° +ic0s68,8%) = N(x*) — ~0,31007 + 0,859238i

= (sin80,8° +ic0s80,8°) = N(x’) —> -0,927263 + 0,0428195i

= (sin92,8° +i0s92,8%) = N(x*) —> —0,895584 — 0, 402188i
= (sin104,8° +ic0s104,8°) = N(x* ) — —0,895584 — 0,402188i
X’ = (sin116,8° +ic0s116,8°) = N(x*) — —0,510631— 0,820623i
X, = (sin128,8° +ic0s128,8°) = N(x’,) — 0,998077 +0,18789i

X% = (sin140,8° +ic0s140,8°) = N(x*) —> 0,465272 — 0, 780254i
X!, = (sin152,8° +ic0s152,8°) = N(x’,) — 0,866841— 0,387611i
x4 = (sin164,8° +ic0s164,8°) = N(x%) — 0,465272 0, 780254i
X% = (sin176,8°+ic0s176,8°) = N(x%) — —0, 283657 — 0,924560i
X!, = (sin188,8° +ic0s188,8°) = N(x’) — 0,283657 + 0,924560i
X’ = (sin 200,8° + i c0s 200,8°) = N(x’,) — —0,31007 + 0,859238i
X4 = (sin212,8°+ic0s212,8%) = N(x’,) — —0,465272 + 0, 780254i
X% = (sin 224,8° +ic0s 224,8%) = N(x’,) — ~0,963724 + 0,191528i
X", = (sin 236,8° + 05 236,8°) = N(x’,) — ~0,895584 — 0, 402188i
X’ = (sin 248,8° + 10 248,8°) = N(x’,) — —0,594704 — 0, 750177i
X", = (sin 260,8° + i c0s 260,8°) = N(x’,) —> —0,122682 — 0,985213i
X!, = (sin 272,8° +ic0s 272,8%) = N(x’,) — 0,465272 — 0, 780254i
X%, = (sin 284,8° +ic0s 284,8%) = N(x% ) — 0,866841—0,387611i
X’ = (sin 296,8° + 05 296,8%) = N(x ) — 0,927263 - 0,0428195i
X5, = (sin308,8°+1ic0s308,8°) = N(X;,) — 0,817842 +0,59587i
X" = (sin320,8° +i05320,8°) = N(x%) —> 0,283657 + 0,924569i
X%, = (sin332,8° +i¢0s332,8°) = N(x’%) — —0,31007 + 0,859238i
X% = (sin344,8° + i cos 344,8°) = N(x’) — ~0,465272 + 0, 780254i

ES
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X5, noktast ile 0,817842+0,59587i kokii bulunur. Bu durumda polinomun biitiin

kokleri bulunmusg olur. Toplam 146 nokta ile P(z) polinomunun biitiin koklerine ulasilir.

P(z) polinomunun ger¢ek kokleri
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X, =0,159277 —0,990817i x, = —0,159277 +0,990817i X, = 0,122682 + 0,985213;
X, =—0,283657 —0,924569i X, =0,31007 —0,859238i X, = 0,465272 —0,780254i

X, =—0,465272 +0,780254i x, = 0,590269 —0,772092i X, = —0,590269 + 0,772092i
X, = 0,594704 +0,750177i X, =—0,817842—0,59587i X,, = —0,866841+ 0,387611i
X, =0,866841—0,387611i x,, =—0,895584—0,402188i X, = 0,895584 + 0,402188i
X, =0,927263—0,0428195i X, = —0,927263+0,0428195i x,, = 0,963724—0,191528i
X, = 0,998077 +0,18789i X,, = —0,122682—0,985213i X,, = 0,283657 + 0,924569i

X,, =—0,31007 +0,859238i X,, = 0,510631+0,820623i x,, = —0,510631—0,820623i
X,s = —0,594704—0,750177i x,, =0,817842 +0,59587i X,, = —0,817728+0,587058i
X,s = —0,963724 +0,191528i x,, = 0,817728 —0,587058i X,, = —0,998077 —0,18789i

seklinde olup bu yontem ile ilk dagitilan 30 noktay: her iterasyonda 0,8 ’lik acilarla dort

defa dondiirerek biitiin kokler bulunabiliyor.

Dagitilan ilk noktalar ile 15 kok, ilk iterasyonda kalan 10 kok, ikinci iterasyonda 3
kok, tiglincii iterasyonda 1 ve dordiincii iterasyondada 1 farkli kokiin immediate havzaine

en az birer nokta diisiiriilerek polinomun biitiin koklerine ulasildi.

2

3
Diger yontemler ile karsilagtirma yapilirsa Sutherland ”sz

nokta yani

405,435~ 406 noktayr cembere esit aralikli olarak dagitarak biitlin kokler bulunur.

Schleicher’m metodunda 1,1d (logd)® nokta yani 381,784 ~382 nokta dagitilarak biitiin

kokler bulunur. Bu c¢alismada tanitilan metot bu ornekte 146 nokta birim ¢embere
dagitarak biitiin koklere ulasildi. Goriildiigii lizere bu calismada tanitilan metot yiiksek

derece polinomda da diger iki yonteme gore ¢ok daha az nokta ile biitiin koklere ulagmistir.

Ornek 3: Asagida tammlanan 7.dereceden P(z) polinomunun koklerini yukarida

tanimlanan yontem ile bulmak i¢in;

P(z) = 2" - (1, 29+ 0, 44i)z° + (0,6675—0,3895i)2° — (1,062 0, 75675i) 2"
—(0,812779+0,0558275i)z° — (0,138389 + 0,179992i) 22
—(0,00732866 —0,0284446i)z + (0,00133761—0,000537213i)
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Sekil 9: 7. Derece P(z) polinomunun Newton grafigi

Polinomun derecesi d =7 oldugundan diizleme 6ncelikle 7 nokta esit aralikli olarak

dagitilacaktir. Dolayisiyla her nokta arasi ag1 o = 2d_ﬁ = 277[ ~51,42° olur. Bu noktalar

X, = (Sin 0°+1icos0°)

X, = (sin51,42°+icos51,42°)

X; =(sin102,84° +1c0s102,84°)
X, = (sin154,26° +icos154, 26°)
Xs = (sin 205, 68° + i cos 205, 68°)
Xs = (sin 257,1°+ic0s 257,1°)

X, =(sin308,52° +icos308,52°)

seklinde belirlensin.

P(z) polinomuna Newton metodu uygulanirsa
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2" —(1,29+0,44i)z° +(0,6675—0,3895i)z°
—(1,062-0,75675i)z* — (0,812779 + 0,0558275i) 2
—(0,138389+0,179992i)z° — (0,00732866 — 0,0284446i)z
P(z) _, +(0,00133761-0,000537213i)
P'(2) 72° — (7,74 +2,64i)z° +(3,3375-1,9475i)z*
—(4,248-3,027i)z° — (2,438337 +1,674825i)z°
—(0,276778+0,359984i)z — (0,00732866 — 0,0284446i)

N(z)=z-

elde edilir. Her x, noktas1 Newton metodunda yerine konulursa yakinsadig1 kokler asagida

verilmistir.

X, = (sin0°+icos0°) = N(x,) - 0,15+0, 35i

X, = (sin51,42°+icos51,42°) = N(x,) — 0,10001+ 0,150002i

X; = (sin102,84° +1c0s102,84°) = N(X,) — 0,10001+ 0,150002i

X, = (sin154,26° +ico0s154,26°) = N(x,) — 0,10001+ 0,150002i
Xs = (sin 205,68° +i cos 205,68°) = N(x;) — 0,10001+ 0,150002i
Xs = (sin 257,1°+ic0s 257,1°) = N(x,) — 0,10001+ 0,149998i

X, =(sin308,52° +1c0s308,52°) = N(X,) — 0,6 +0,45i

Goriildigi tizere dagitilan her nokta ¢ekici havzaya distii bu yiizden Newton
metodu ile bir koke yakinsadi. 11k dagitilan 7 nokta ile 0,15+0,35i 0,6+0,45i 0,1+0,15i
olmak ftizere polinomun 3 farkli kokiine ulasildi. Ancak kontrol edilirse 0,1+0,15i

kokiiniin 3 kath kok oldugu goriilecektir. Dolayisiyla bu problemde 7 farkli kok aramak
yerine 5 farkli kok aranmalidir. Diger koklere de ulasabilmek i¢in dondiirme isleminin
yapilmas1 gerekir. Yukaridaki degerler hesaplanirken Newton metodu ile 1000 iterasyon
yapilarak verilmistir. Dikkat edilirse katl koklerin kesin degerine ulasilamamistir. Ciinkii

katli kok oldugu i¢in Newton metodu koke lineer yaklagir.
Biitiin kokleri bulmak i¢in gerekli olan en fazla iterasyon sayisi

=941y
2

seklinde bulunur. Bu durumdax, ve X, noktalar1 arasinda en fazla 4 donme islemi
yapilmalidir. x, ve X, arasindaki ag1 51,42° olur. Aralarinda 4 dénme yapilacagindan

donme agis1 12,855° olur. Dolayisiyla ilk donme islemi ve elde edilen yeni noktalarin

Newton metoduna gore yakinsadigi kokler
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X! = (sin347,145° +i 05 347,145°) = N(x) = 0,8+0, i

X; = (sin 38,565° +i€0s 38,565°) = N(X;) — 0,6+ 0, 45i

X; = (sin89,985° +ic0s89,985°) = N(x;) — 0,10001+ 0,150002i

X, = (5in141,405° +i cos141,405°) = N(x,) — 0,10001+0,149998i
Xe = (sin192,825° +i€0s192,825°) = N(x;) — 0,10001+ 0,149998i
Xe = (Sin 244, 245° +i cos 244, 245°) = N (x;) — 0,10001+0,150002i
X: = (sin 295,665° +i c0s 295,665°) = N(x;) — 0,10001+ 0,150002i

seklindedir. Bu iterasyonda ek olarak 0,8+0,1i kokii bulundu. Bulunmasi gereken bir kok

daha oldugundan noktalar dondiiriilmelidir.

x? = (sin 334,29° +ic0s 334, 29°) = N(x7) — 0,10001+ 0,149998i
X2 = (sin 25,71°+icos 25,71°) = N(x>) — 0,10001+0,149998i
xZ =(sin77,13°+icos 77,13°) = N(x}) — 0,8 +0,1i

X2 = (sin128,55° +ic0s128,55°) = N(xZ) — 0,10001+0,149998i
xZ = (sin179,97°+ic0s179,97°) = N(xZ) — 0,10001+ 0,149998i
X2 = (sin 231,39° +i c0s 231,39°) = N(x?) — 0,10001+0,150002i
xZ = (sin 282,81° +i€0s 295,665°) = N (x>) — 0,15+ 0, 35i

Bu iterasyonda herhangi bir yeni kdke ulagilamadigindan noktalar tekrar dondiiriilmelidir.

x? = (sin321,435° +i0s321,435°) = N(x’) — 0,6 + 0, 45i

X5 = (sin12,855° +ic0s12,855°) = N (x5) — 0,15+ 0, 35i

X3 = (sin 64, 275° +ic0s64,275°) = N(x.) — 0,8+0,1i

x$ = (sin115,695° +icos115,695°) = N(x:) — 0,10001+ 0,150002i
xS = (sin166,935° +ic0s166,935°) = N (x3) — 0,56 +0,91i

xS = (sin 218,535° +i €05 218,535°) = N (x%) — 0,10001+0,149998i
X5 = (sin 269,955° +i c0s 269,955°) = N (x}) — 0,15+0, 35i

Bu donme islemi sonucu x53 noktast ile 0,56+0,91i koki de bulunarak biitiin
kokler bulunmus olur. Toplam 26 nokta kullanilarak katli kok igeren polinomun biitlin

koklerine ulasildi.

2

3
Diger yontemler ile karsilastirma yapilirsa Sutherland %dz

nokta yani

45,69 ~46 noktayr cembere esit aralikli olarak dagitarak biitlin kokler bulunur.

Schleicher’m metodunda 1,1d(logd)® nokta yani 29,15~30 nokta dagitilarak biitiin
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kokler bulunur. Bu ¢aligmada tanitilan metot bu 6rnekte 26 nokta birim ¢gembere dagitarak
biitiin koklere ulagildi. Gorildiigii lizere bu caligmada tanitilan metot katli kok igeren

polinomda da diger iki yonteme gore ¢ok daha az nokta ile biitiin koklere ulasmustir.
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3. SONUC

Bu calismada kompleks dinamigin ortaya ¢ikis sorusu olan Newton metodunu
kompleks polinomlara uygulanmasi problemi iizerine c¢alisilmistir. Polinomlara Newton
metodunun uygulamasiyla rasyonel fonksiyonlar elde edilir. Newton metodu her baslangic
noktas1 i¢in yakinsayan bir metot degildir. Dolayisiyla incelenen fonksiyonun koklerini
bulmak i¢in baslangi¢ noktalar1 se¢imine dikkat edilmelidir. Bu tezde kompleks polinomun
biitiin koklerini en az sayida baglangic noktasi kullanarak nasil bulunabilir problemine

¢0zim aranmistir.

Newton metodunun grafigi diizlemi iki ayr1 kiimeye bdler biri Julia kiimesi olup
iterasyon altinda koklere yakinsamayan kiime olup kaotik, kapali ve kompakttir. Diger
kiime ise Newton metodunun yakinsak davrandigr bolge olup koklerin ¢ekici
havzalarindan olusur. Bu kiimenin noktalar1 ile fonksiyonlarin kdoklerine ulagmak
miimkiindiir. Polinomlara Newton metodu uygulaninca polinomun kokleri yeni elde edilen
rasyonel fonksiyonun sabit noktalar1 olup ¢ekici tiptedirler. Bu durumda belirli bir
komsulugu iterasyon altinda koke yakinsayacaktir. [6]’da her kokiin immediate
havzalarinin sonsuza erigimini saglayan kanallarin oldugu gosterilmistir. Ayrica her

VA

logd

immediate havzanin modiilii en az olan bir kanali oldugu gosterilmistir.

Daha o6nce Sutherland (1985) ve Hubbard, Schleicher, Sutherland (2000) bu

2
T

3
problemle ilgilenmisler. Sirasiyla diizleme esit aralikli dagitilan sz ve 1,1d(logd)?

baslangi¢ noktasina Newton metodu uygulayarak polinomun biitiin kdklerine ulasacagini

gostermislerdir.

Son boélimde tanitilan iteratif metotta ilk olarak polinomun koklerinin birim diskin
icinde oldugu varsayiyor. d dereceli polinomun biitiin koklerini bulmak i¢in birim disk
lizerine esit aralikli olarak d nokta dagitilir ve bu noktalara Newton metodu uygulanarak
yakinsaklik durumlari test edilir. Biitiin koklerin bulunmasi durumunda iterasyon
durdurulur. Bulunmayan koklere ulagsmak i¢in yeni noktalar diizleme dagitilir. Bu yeni
noktalar dagitilirken eski noktalardan faydalanilir. Dagitilmis olan noktalar 2. Boliimde

verilen agiyla dondiiriilerek yeni noktalar bulunur.
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Noktalarin dagilimi sonucu olusan 1 yarigapli ve d yaricaph ¢emberler ile ardisik

iki noktanin simirlandirdigi dértgenlerin modiillerinin olmasi biitiin koklerin sonsuza

logd
uzanan kanallarma en az bir nokta diismesini saglar. Dolayisiyla bu noktalara Newton

metodu uygulanmasiyla polinomun biitiin koklerine erisimi miimkiin kilar.

Boylece en iyi durumda d nokta yani O(d) mertebesinde, en kotii durumda ise

2
d7 yani O(d*) mertebesinde nokta dagitilarak Newton metodu yardimiyla kompleks

polinomun biitiin koklerine ulasilabilir.
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