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OZET

KUANTUM AYAR ALAN TEORILERININ KUANTIZASYONU VE
STANDART MODEL

Mehmet Kemal GUMUS
Yiiksek Lisans, Fizik Miihendisligi Boliimii
Tez Danismani: Prof. Dr. Miige BOZ EVINAY

Haziran 2015, 73 sayfa

Bu ¢alismanin temel amaci, ¢cagdas fizigin hemen her alaninda temel omurga haline gelmis
olan ayar teorilerinin kuantizasyon probleminin incelenmesidir. Bu dogrultuda, bagli sistem-
ler olan ayar teorilerinin kuantizasyonu, Dirac kanonik kuantizasyon yontemi ve Feynman
yol integrali kuantization formalizmi iizerine insa edilmis olan Faddeev - Popov yontemi kap-
saminda karsilastirmali olarak ele alinmistir. Ayar teorilerinin kuantizasyonunda en 6nemli
ve incelikli konu olan ayar tespit siirecleri lizerine 6zel dikkat sarfedilmistir. Bu siireclerin
kanonik formalizmde son derece karmasik olmasina karsin, Faddeev - Popov yol integrali
formiilasyonunda ¢ok daha kolay ve dogrudan halledilebilirler. Bu matematiksel ve estetik
tistlinliikler, fonksiyonel yol integrali formalizmini ve Faddeev - Popov metodunu, alan ku-
antizasyonu baglaminda, merkezi bir noktaya tagimistir. Calismanin son evresinde ayar tespit
stirecinin bir sonucu olarak ortaya ¢ikan, BRST simetrisi olarak adlandirilan, bir kalit simetri
tizerinde ¢alisilmis ve ayar teorilerinin renormalizasyonu baglamindaki 6nemli roliine isaret

edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yang - Mills teorisi, bagh sistemlerin kuantizasyonu, Dirac kanonik
kuantizasyon metodu, ayar tespiti, yol integrali kuantizasyonu, Faddeev - Popov yontemi,
BRST simetrisi.



ABSTRACT

QUANTIZATION OF QUANTUM GAUGE FIELD THEORIES AND
THE STANDARD MODEL

Mehmet Kemal GUMUS
Master of Science, Department of Physics Engineering
Supervisor: Prof. Dr. Miige BOZ EVINAY

June 2015, 73 pages

The main purpose of this study is to review the quantization problem of gauge theories which
have become the fundamental backbone in the modern physics. The quantization of gauge
theories, which are constrained systems, were considered in the frameworks of the canonical
quantization method of Dirac, and the Feynman’s path integral formalism, using Faddeev -
Popov method, comparatively. The gauge fixing processes, which are the most important and
subtle issues in the quantization of gauge theories, were paid particular attention to. Although,
these processes are extremely complex in the canonical formalism, they can be handled easily
and straightforwardly in the context of the Faddeev Popov method. These mathematical and
aesthetical advantages have elevated the functional Path Integral Formalism and the Faddeev
- Popov method to a central position in the area of field quantization. In the last stage of the
study, a residual symmetry, known as BRST symmetry, which occures as a result of the gauge
fixing processes, was reviewed, and its important role in the context of the renormalization

of gauge theories was discussed.

Keywords: Yang - Mills theory, quantization of constrained systems, Dirac’s canonical qu-
antization method, gauge fixing, path integral quantization, Faddeev - Popov ansatz, BRST

symmetry.
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11



GOSTERIMLER VE KISALTMALAR
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I = 8 -1 _01 0 Minkowski metrigi
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c=1=h Dogal Birim sistemi
cik; = Zczk‘l Einstein Toplam Kurali
Kisaltmalar
1PI Tek Nokta Etkilesimi (/ Point Interaction)
QCD Kuantum Renk Dinamigi (Quantum Chromodynamics)
QED Kuantum Elektrodinamigi(Quantum Electrodynamics)
QG Kuantum Kiitle Cekim (Quantum Gravity)
SM Standart Model (Standard Model)
WI Zayif Etkilesimler (Weak Interactions)
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1.GIRIS

4 Temmuz 2012’de CERN’de Higgs bozonunun deneysel olarak gozlemlendiginin ilan edil-
mesiyle tamamlanan Standart Model’in iskeletini olusturan ayar alan kuramlari, dogadaki

etkilesimleri agiklamada kullanilan en giiclii araglardir.

Ayar simetrisine sahip bilinen en eski teori, Maxwell’in formiile ettigi elektromanyetik te-
oridir. Daha sonra Einstein denklemlerinin de benzer bir simetriyi i¢erdigi Hilbert tarafindan
gosterilmistir. Ayar kavrami ilk kez bu iki teoriyi birlestirmeye ¢alisan Hermann Weyl ta-
rafindan demiryollarindaki “ray dl¢ilisii” teriminden (track gauge/scale) esinlenerek kullanil-
mustir. Weyl’in bu iki kurami birlestirme ¢abasi bosa ¢ikmasina ragmen, ayar” kelimesinin
kullanimina devam edilmistir ve kuantum mekaniginin gelistirilmesiyle 6l¢ek kavrami U (1)
simetrisine denk gelen bir faz degismezligine karsilik kullanilmaya baslanmistir. Bu ¢erge-
vede, yiiklii nesneler arasindaki etkilesmeyi saglayan kuvvet tasiyici alanlarin sistematik bir

sekilde sisteme dahil edilmesi miimkiin olmustur [1][2][3].

Kronolojik olarak daha dnce Kuantum Elektrodinamigini (QED) modellemede kullanilan
Abelyen U (1) ayar alan kuraminin 1954’te Chen Ning Yang ve Robert Mills tarafindan
SU (N) gruplar i¢in genisletilmesiyle, Elektrozayif ve kuvvetli etkilesimlerin (Kuantum
Renk Dinamigi - QCD) de ayar alan kuramlari ile modellenmesinin 6nii agilmistir [4]. Elekt-
rozayif etkilesim SU (2) grubu ile modellenirken, kuvvetli etkilesimler SU (3) grubu ile mo-

dellenir.

Ayar alanlarmin kuantizasyonu yukarida bahsedilen ti¢ temel etkilesimin kuantum kurami
cercevesinde agiklanabilmesi i¢in gereklidir. Ancak ayar kuramlarinin en belirgin ve bilinen
0zelligi olan “artik serbestlik derecelerine” sahip olmalari, sistemin bilinen standart kuan-
tizasyon yontemleri ile kuantize edilmesini engeller. Bu tip fiziksel sistemler; yani sistemi
matematiksel olarak betimleyen alanlarin serbestlik derecelerinin, dogada gozlemsel olarak
saptanan serbestlik derecelerinden daha yiiksek oldugu sistemler, bagl fiziksel sistemler ola-

rak adlandirilir.

Bagli sistemlerin kuantizasyonundaki bu incelik ilk olarak Dirac tarafindan kanonik kuanti-
zasyon yontemi ¢ergevesinde ele alinmistir [5]. Bu yontem daha sonra Anderson, Bergman

ve digerleri tarafindan gelistirilmistir [6].

Bagli sistemlerin kanonik ¢ergevede kuantizasyonu i¢in 1980’lerin sonunda Faddeev ve Jac-
kiw, Dirac’in kanonik Hamilton yonteminden daha kestirme ve ekonomik bir yontem ortaya
atmistir [7]. Bu yontem Dirac’in yonteminin aksine sistemin baglarini bastan tiiretip bunlar
siiflandirmak yerine teoride bag denklemlerinin adim adim ¢oziilmesini ve yol boyu siste-

min artik serbestlik derecelerinin elenmesini igerir.

1960’larin sonunda ayar alan kuramlarinin Feynman’in yol integrali formalizmi ¢ergevesinde



kuantize edilebilmesi i¢cin Faddeev ve Popov bir yaklagim ortaya atmislardir [8]. Ayar kuram-
larinin renormalize edilebilirligi ise t’Hooft, Slavnov ve Taylor’un onciiliigii ve daha birgok

bilim insaninin katkilariyla gosterilmistir [9][10][11].

Ayar alanlar1 Faddeev - Popov yaklasimi ¢ergevesinde kuantize edilirken teoriye fiziksel ol-
mayan bazi hayalet par¢aciklarin dahil edilmesi gerektigi saptanmistir. Bu hayalet parcacik-
lar Faddeev - Popov hayaletleri olarak adlandirilirlar. Bu yeni pargaciklarin varligi, kuramda
yeni bir simetriye yol agarlar. Boylece Faddeev - Popov yaklasimi ile ayar sabitlemesi ya-
pilarak kuantize edilen teori, artik ayar simetrisini kaybederken, orijinal simetrinin kalintisi
yeni bir fermiyonik simetriye sahip olur. Bu simetri ilk olarak Becci, Rouet Stora ve onlar-
dan bagimsiz olarak Tyutin tarafindan gosterilmistir ve bu bilim insanlarina ithafen BRST
simetrisi olarak adlandirilmustir [12][13][14].

Bu calismada, esas olarak yukarida bahsedilen kuantizasyon yontemlerinden Dirac’in ka-
nonik ve Faddeev ile Popov’un yol integrali yaklagimlar1 kisaca 6zetlenerek, Abelyen ve

Abelyen olmayan ayar alan kuramlarinin bu yontemlerle nasil kuantize edildigi ¢calisilmistir.

Calismanin ikinci bolimiinde klasik alan kurami baglaminda ayar alan kuramlar1 ve ayar

simetrileri kisaca tanitilmistir.

Uciincii boliimde, Dirac kanonik kuantizasyon ydntemi detayli bir bigimde incelenerek Ma-
xwell ve Yang - Mills teorilerinin bu yontemle kuantizasyonu ¢alisilmistir. Burada 6zellikle
“ayar saptama’ konusu ayrintiyla tartigilmis ve bu siirecin kanonik Hamiltonyen gercevesinde
ne denli karmagik ve zahmetli oldugu gozlemlenmistir. Abelyen durumda ¢ok fazla zorlan-
madan iistesinden gelinebilen bu husus, Abelyen olmayan durumda neredeyse basedilemez

boyutlara ulasir.

Buna karsilik bu konu Faddeev - Popov formalizmi ¢er¢evesinde son derece basit ve sik bir
sekilde ¢oziilebilmektedir. Diger hesaplama iistiinliikleri yaninda bu baglamdaki rahatligi da,
neden bu yontemin giderek, 6zellikle ayar teorileri i¢in, standart kuantizasyon yontemi haline
geldigini géstermektedir.

Dordiincii boliimde Yol integrali yontemi kisaca 6zetlenerek, Yang - Mills teorisinin Faddeev
- Popov yaklasimi ile nasil kuantize edilecegi detaylica gosterilmis ve bu ¢ergevede teorinin

Feynman kurallar tiiretilmistir.

Son boliimde ise Faddeev - Popov yaklagiminin bir sonucu olarak teoride ortaya ¢ikan BRST
simetrisi incelenmis, bu baglamda Faddeev - Popov hayaletlerinin fiziksel durumlar tarafin-
dan igerilemeyecegi kisaca gosterilmistir. Daha sonra kuramin renormalize edilebilirligi i¢cin

kilit dneme sahip olan Ward (Slavnov - Taylor) 6zdeslikleri tiiretilmistir.

Bu caligsmalar yapilirken Feynman yol integrali formalizminin yaninda kullanilan klasik alan
kuraminda ¢181r agic1 bir teorem olan Noether teoremi ve Faddeev - Popov hayaletlerinin
yol integrallerinin hesaplanmasi i¢in gerekli olan Grassmann integralleri ¢alismanin sonunda

ekler kisminda 6zetlenmistir [15].



2.YEREL AYAR DONUSUMLERI VE AYAR KURAMLARI

Yerel ayar simetrisi alanlarin fazlariin her uzay-zaman noktasinda birbirlerinden bagimsiz
secilebilme ilkesine dayanir. Yerel ayar simetrisine sahip olan kuramlar ayar kuramlar1 olarak
adlandirilirlar. Bu siirekli gruplar bir Lie grubu olustururlar ve teorinin simetri grubu veya

ayar grubu olarak adlandirilirlar.

Klasik bir alan teorisinde mevcut global faz simetrileri yerellestirmek istendiginde Lagranji-
yene ayar alan1 ad1 verilen vektor alanlarinin eklenmesi gerekir. Boylece teorideki alanlarin

temsil ettigi parcaciklar arasindaki etkilesme, sisteme sik bir bicimde dahil edilmis olur.

Ayar grubu U (1) olan Kuantum Elektrodinamigi (QED), bir tane ayar alanina sahiptir ki, bu
da foton olarak bildigimiz par¢acig: temsil eder.

2.1.Global Faz Doniisiimii ve Yerel U(1) Ayar Doniisiimii

Goreli kuantum mekaniginde serbest maddesel pargaciklar, 6rnegin elektron, Dirac denkle-
minin ¢dziimleri olan spindr alanlari ile betimlenirler. Bu serbest spindr alanlarin Lagranjiyen

yogunlugu' (Dirac Lagranjiyeni),
£ = iy " Oyp — mapiy 2.1)
doniisiim parametresi, A, reel skaler bir sabit ve g, etkilesim sabiti olmak iizere
U = e (2.2)

seklinde tanimlanmis global faz doniisiimii altinda degismez kalir.

Esitlik (2.2)’deki global doniigiimiin parametresi, A (z) gibi uzay-zamanin bir fonksiyonu
olarak degistirilerek doniistim yerel hale getirilebilir. Bu doniisiim altinda Esitlik (2.1)’deki
Lagranjiyen artik degismez kalmaz. Cilinkii A’nin uzay-zaman tiirevlerini igeren terimleri de

artik doniismiis Lagranjiyene eklenecektir:

L—L = L— gby"pd,A\ (2.3)

Yerel ayar doniisiimleri altinda Lagranjiyeni degismez birakmak i¢in, Esitlik (2.1)’deki tiire-
vin kovaryant tiirevle degistirilerek, Lagranjiyene 1) ile etkilesen bir vektor alan1 eklenmesi
gerekir:

0, — D, =0,+1igA,. (2.4)

'Bundan sonra kisaca Lagranjiyen olarak anilacaktir.



Bu durumda yeni Lagranjiyen,
£ = iy Db — miy) 2.5)

olur.

Esitlik (2.5)’teki Lagranjiyenin degismezliginin saglanabilmesi i¢in, D, nin ¢ gibi doniis-
mesi gerekir:
(D) = D' = U (D) (2.6)

Bu durumda, A,, ayar alanmnin doniisiim kurali

Dl = (0, +igAl) (e@p) = e (9,0p) + ig A, (2.7)

ifadesinden

(90, \) +igAL] ¥ = [igAu]
A= A -9 (2.8)

seklinde bulunur.

Boylece yerel ayar doniisiimleri altinda degismez kalan bir Lagranjiyen insa edilmis olur.
Ancak yeni Lagranjiyen A, niin dinamik terimlerini de igermelidir. Vektor alani i¢in anti-

simetrik alan siddeti tensori
Fo= —é [D,.D,) = 0,4, — 9,4, (2.9)

tanimu ile, ayar alani i¢in dinamik Lagranjiyen terimi

1
La=—7F"F, (2.10)

seklinde ifade edilir. Burada alan siddeti tensoriiniin bilesenleri

FOi — _Ez
1 ) )
§€iij]k = B (211)

olmak iizere, /'*’niin kontravaryant matris gosterimi

0 —E' —E? —E°
» E' 0 -B® B?
sl g (2.12)

E3 —-B?* B! 0



formundadir.

Yerel ayar simetrisini ihlal edecegi igin, ayar alam1 Lagranjiyeninde A? gibi bir terim ol-
mamasi gerekir. Kolayca gosterilebilecegi gibi, anilan A? terimi vektdr alaninm kiitlesinin
karesine kars1 gelmektedir. Dolayisiyla ayar simetrisine sahip olan bir vektor alanin kiitlesiz

olmasi gerekir. Sonug olarak yerel ayar doniigiimleri altinda degismez kalan Lagranjiyen

L = [ipy" D, — mipy] F'™FE,, (2.13)

1
4
seklinde yazilabilir.

Ayar alanlar1 i¢in hareket denklemi, Euler - Lagrange denkleminden
D F"™ — gy"yp =0 (2.14)

olarak elde edilir.

Yerel U(1) ayar doniigiimleri i¢in Noether Akimi, Esitlik (A.2)’den yola ¢ikilarak

oL oL - dL
0l = ————0A, + ———0 + WV———— (2.15)
9(0,A,) 9 (9u1) 9 (89,0)
seklinde tanimlanir. Esitlik (2.2) ve (2.8)’den alanlarin ayar doniisiimleri altinda sonsuzkiigiik
degisimleri
0A, =— 0,0\
0y = 1go\Y
8 = — igé\p (2.16)

g6z Oniine alindiginda, Noether akimi
55" = FM 0,6\ — gy o . (2.17)

formunda bulunur. Dolayisiyla, Esitlik (2.11) kullanilarak ve Esitlik (A.3)’den hareketle, No-
ether ytikii

Q = / d*r65° = / Pz (—E'0;0) — gd M)
- / o) (BE" — gy'y)
- / oG (2) (2.18)

seklinde elde edilir. Burada G (), klasik elektromanyetik kuramdan hatirlanacagi tizere, Ma-



xwell hareket denklemlerinden birini olusturan
Gx)=V-E—p=0 (2.19)

Gauss yasasinin kuantum operator karsiligidir. Gauss yasasinin kuantize edilmis alanlarin

ayar doniistimlerinin jenaratorii oldugu ileride ayrintili bir sekilde gosterilecektir.

2.2.SU(N) Ayar Doniisiimii ve Yang-Mills Teorisi

Aralarinda etkilesme olmayan N tane Dirac alani ele alindiginda, sistemin Lagranjiyeni
L = ity Y010 — Matbatha, a=1,2,...,N (2.20)
seklinde ifade edilebilir. Kiitlelerin esit oldugu durumda

wl
= : ve &E(@Z_Jl &N) 2.21)
1/1N

tanimlari yapilarak, Lagranjiyen daha kompakt bir bigimde

L =iy 0,0 — mipy (2.22)

formunda yazilabilir. Goriildiigi tizere bu Lagranjiyen global bir SU (V) simetrisine sahiptir.
Buifadenin, \*, a = 1,2, 3, uzay-zamanin reel skaler fonksiyonlari ve 7%, SU (V) grubunun

anti-Hermityen jenaratorleri> olmak iizere,

v o= Y =UyY

U e, A= —gT\* (2.23
g )

seklinde tanimlanan global doniisiim altinda degismez kalmas1 gerekir. Bu simetriyi yerel-
lestirmek i¢in,
A= —gT A (2.24)

2SU(N) igin T®’lar grubun anti-Hermityen jeneratdrleri olmak iizere SU (V) grubunun Lie cebiri ve nor-
malizasyonu sdyledir:

[Ta, Tb] _ fa,bcTc
Tr(T°T") = - %5“”



matris degerli bir vektor potansiyel olmak iizere,
D,=10,+ A, (2.25)

kovaryant tiirevi tanimlanabilir. Bu, kovaryant tiirevin temel gosterimdeki halidir. Lagranji-

yenin degismez kalmasi i¢in alanin kovaryant tiirev de
D, — D = U (D,) (2.26)
seklinde doniismelidir:
(10, +A,) Uy = U[(19, + Au) Y] - (2.27)
Bu ifadeden hareketle, ayar alanlarinin doniisiim kuralinin
U (0) + QU) 0+ AUG = U (90) + UA (2.28)
ara basamagi g6z oniine alinarak
A =UAU = (0U0) U (2.29)
olmasi gerektigi bulunur. Eger A sonsuzkii¢iik bir parametre ise, doniisiim,
A, = A, —DuoX (2.30)

seklinde ifade edilebilir. Burada D,, kovaryant tiirevin adjoint temsildeki ifadesidir ve agik
hali
D, =10,+[A,, (2.31)

olarak gosterilir. Dolayisiyla yerel SU () ayar dontistimleri altinda degismez kalan Lagran-
jiyen

£ = iy Dytp — i) (2:32)
formunda yazilabilir.

Yapiy1 tamamlamak i¢in bu Lagranjiyene ayar alanlarinin kinetik teriminin de eklenmesi ge-
rekir. Kinetik terimin mevcut Abelyen olmayan durumda belirlenebilmesi i¢in, Abelyen du-
rumdan ipuglari ¢ikarilabilir. Esitlik (2.25)’te tanimlanan temel temsildeki kovaryant tiirev-
ler i¢in, Esitlik (2.9)’dakine benzer yaklagimla, Abelyen olmayan alan siddet tensorii, matris

temsilinde

[D,,D,] = 0,A,—0,A, +[A,, A)=F, (2.33)



seklinde bulunur. Esitlik (2.24)’teki matris gosterimi tanimindan hareketle
B, =—gF;T" (2.34)
yazilabilir ve bu ifadeden
Fi, = 0,A, —0,A; — gf“bCAZAlb, (2.35)

elde edilir. Burada f* kompakt SU(N) grubunun yapi sabitidir.

Lagranjiyene (2.33)’te gosterilen alan siddeti ile yazilan kinetik terim eklenirse, nihai Lag-
ranjiyen

_ 1
£ = iy Dty — midp — L Fp, P (2.36)

formunda olacaktir. Burada SU(N) gruplarinin normalizasyon 6zelligi kullanilarak, ayar

alanlarinin kinetik terimi

1 a rva 1 v
La=—Fp P = T (F, F*™) (2.37)

seklinde de yazilabilir.

Ayar alanlarn i¢in Euler-Lagrange denklemleri, vektor potansiyelin degisimine karsin eyle-
min degismez kalmast ilkesi geregi dogrudan elde edilirler’. Oncelikle A,,’deki sonsuzkiigiik

degisimlerin, F},,’de yarattig1 degisiklige bakilirsa;

0F,, = 0,04, —0,04,+[A,, 04, —[A,, 64,
§F,, = D,5A, —D,6A, (2.38)

bulunur. Eylemdeki degisim ise;

‘ —

0S = d'x

[\

Tr (6 (FuwF*™)] +id (V1" D) }

T (BW0P™) + 0 (54,) 0}

QU
=

Tr[E,, (D"§A” — D"§AM)] + iy" (5A,) w}

S i el

|
\\?\
,—/H,—/RH,—/H

d*z {?Tr [F,, (DHSAY)] + iy (A,) w} (2.39)

olur. Birinci terimde kismi integrasyon kullanilirsa,

2 _
0S = /d4x {—?Tr [(DME,,) 6A"] + iwv“éAﬂw} + ylizey terimleri (2.40)

3Kuskusuz bu ana basamak atlanip, Euler - Lagrange denklemleri kullanilarak da bulunabilirler.



bulunur. Bu mertebedeki degisimler altinda 0.5 = 0 olmasi gerektiginden, Esitlik (2.24)’de

yer alan tanim da kullanilarak hareket denklemi
(D ™) +igpy” (T)y. e = 0 (2.41)

seklinde elde edilir.

Esitlik (2.25)’te tanimlanan kovaryant tlirev operatorleri i¢in de Jacobi 6zdesligi:
[Dm [Dlu DV]] + [Du’ [Dm DHH + [D,,, [Dm Du” =0 (2-42)

formunda yazilabilir. Bu ifadeden hareketle Esitlik (2.33)’te kullanilarak, Bianchi 6zdesligi
elde edilir:
€oppv [Dps Flu] = 0. (2.43)

Dual alan tensori

5 o (2.44)
seklinde tanimlandiginda,
[Dpa F,Lw] - DpF,uu (245)
ifadesi de kullanilarak, Esitlik (2.43)
D, F" =0 (2.46)

formunda yazilabilir. Bu ifadenin, hareket denklemlerinin bir sonucu olmadiginin vurgulan-

mas1 gerekir.

SU(N) Ayar doniigimleri igin, Noether akimi; Esitlik (2.23) ve (2.29)’dan yararlanilarak,

alanlarin ayar dontisiimleri altinda sonsuzkiigiik degisimleri,

5A; = — DN
5% = -9 (Tc)ab 6)\01/113
e = gy (T°),, 6X° (2.47)

ve Esitlik (A.2)’nin de kullanilmasiyla,

§i = FMODYEN —igiayt (T),, SNy (2.48)



seklinde bulunur. Bu durumda, Noether yiikii
Q = /d%éjo = /d% (FP"DICN — igiby (T°),;, OA“Uy)
= [ (D g (17),,00) 63
= /deGC () 6X° (2.49)

formunda elde edilir. Burada GG¢ ile gosterilen terim Abelyen olmayan alanlar i¢cin Gauss ya-
sasidir. Maxwell durumunda belirtildigi gibi, bu korunumlu ytikiin, kuantize edilmis alanlarin

ayar doniisiimlerinin jeneratorii oldugu ileride ayrintili bir sekilde gosterilecektir.
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3.DIRAC’IN KANONIK KUANTIZASYON YONTEMI VE AYAR
ALANLARININ KANONIK KUANTIiZASYONU

3.1.Mekanik Sistemler i¢in Dirac’in Kanonik Kuantizasyon Yontemi

Bilindigi gibi konfigiirasyon uzayinda L (¢; ¢;) , ¢ = 1,2, ..., N gibi bir Lagranjiyen ile temsil
edilen sistemin faz uzayinda tanimli Hamiltonyene doniistiimii, p;’ler kanonik momentumlar

olmak iizere,

oL
P = A 3.1
Pi= B (3.1)
Legendre doniisiimii ile yapilir:
H (p,q) = pid' — L(q,9) - (3.2)

Bu doniistimiin tersinir olabilmesi i¢in konfigiirasyon uzayinda birbirinden bagimsiz her ¢;
hizina karsi, digerlerinden bagimsiz bir p; momentumu karsilik gelmelidir. A doniistim mat-

risi olmak iizere bu iki uzay arasindaki doniisiim

() =)= ) ()

seklinde tanimlanabilir. Burada b ve b, N x N boyutlu matrislerdir. ¢’ kuadratik terimlerini
iceren Lagranjiyenler icin
b=>blq) ve b=Db(g) (3.4)

olmalidir. Dolayisiyla ters doniisiime karsilik gelecek olan A~! matrisi

I 0
ATl = <_b—15 b_1> (3.5)

seklindedir. Yani A~!, b matrisinin singiiler olmadig1 durumda tanimhdir. Esitlik (3.3)’ten

goriilecegi iizere p' momentumu, b ve b matrisleri cinsinden
p'=0bg; + b7 (3.6)
formunda ifade edilebildigine gore, b matrisinin elemanlari

op' 0*L

0q¢;  0q;04;

(3.7)
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olmalidir. Yani, A matrisinin tersinin var olmast i¢in, b’nin tersinin var olmasi, bunun igin
de
detb # 0 (3.9)

olmasi1 gerekir. Aksi durumda, doniisiim tersinir olmayacaktir. Yani N adet birbirinden ba-
gims1z p momentumu tanimlanamayacak ve sistemin Hamiltonyeni “bir tek” (unigue) ol-

mayacaktir. Bu tip sistemler bagl sistemler olarak adlandirilirlar.

b matrisinin rank1 R olmak iizere, R < N oldugunda N tane bagimsiz hizin sadece R tanesi
koordinatlar ve eslenik momentumlar cinsinden yazilabilir. Ancak, burada faz uzay1 degis-
kenlerini birbiriyle iligkilendiren N — R = M tane daha bagint1 vardir. Bunlara birincil bag

kosullar1 ad1 verilir ve

seklinde gosterilebilirler. Birincil bag kosullari sistemin faz uzaymi 2N — (N — R) = N +
R < 2N boyutlu bir ['p hiperylizeye sinirlar. Bu hiperyiizeye birincil bag yiizeyi denir ve
2N boyutlu I' hiperylizeyi tarafindan kapsanir. Yani sistemi betimleyen Hamiltonyen, bu
bag yiizeyi lizerinde tanimlanir. Bu noktada Dirac’in yaptig1 bir tanimin devreye sokulmasi

gerekir.

Herhangi iki F, G € I dinamik degiskeni I'¢ hiperyiizeyi lizerinde birbirlerine esitse
F—G|p, =0 (3.10)
bu iki dinamik degisken birbirlerine zayif esittir denir ve bu iligki
F=G (3.11)
seklinde gosterilir. Bu durumda, Esitlik (3.9)’da tanimlanan bag kosulu ifadesi

o" (¢,p) =p™ — 9" (¢,p) =0 (3.12)

olarak yazilabilir. Bu bag kosullarinin varliginda, Hamilton hareket denklemlerinin yeni for-

munun nasil olacagi Hamiltonyenin degisimi ile belirlenir:

. 9L _. OL_,
SH = ¢;0p" + pidd — —64" — —064"
g’ q'
= q,-ép"—a—L.aqi. (3.13)
aq’

Bu ifadeden Hamiltonyenin sadece g ve p’nin fonksiyonu oldugu kolaylikla goriilebilir. An-
cak bu Hamiltonyen, “’bir tek” sekilde belirlenemez. Ciinkii ¢ ve p arasinda bag kosullari

tarafindan belirlenen ekstra bir iliski var oldugundan, bu iliskinin fiziksel sistemi betimle-
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yen, Hamiltonyen icine de tasinmasi gerekir. Dolayisiyla, sifira esit olan ¢ bag kosullarinin

bir lineer kombinasyonu Hamiltonyene eklenir ve Hamiltonyen bag yiizeyi lizerinde
H =H+u"¢,,. (3.14)

seklinde ifade edilir. Esitlik (3.14)’te u,,’ler bilinmeyen Lagrange carpanlaridir. Bu esitlik

birincil bag kosullarini da igerdiginden, Hamilton hareket denklemlerinin yeni formu

OH O
R — m .1
6“5 +u oy (3.15)
5 JOH  O0bn
A (3.16)

seklindedir. Goriilecegi gibi hareket denklemleri bilinmeyen u,,, parametrelerini igermektedir
ve bu u,, parametreleri, tutarlilik geregi, ¢ ve p’lerin fonksiyonlar1 olmalidir. Ayrica burada
H'’nii, birincil Hamiltonyen, H,, olarak,

H,=H+u"¢, (3.17)

tanimlamak miimkiindiir. Bu birincil Hamiltonyende yer alan bag kosullar tutarlilik i¢in za-
man i¢inde evrilmemelidirler. Yani
b 0 (3.18)

olmalidir. Esitlik (3.18)’deki bagintilar tutuarlilik sartlar1 olarak adlandirilirlar.

Klasik dinamikten hatirlanabilecegi iizere iki F' ve GG dinamik degiskeninin Poisson paran-

tezleri

OF 0G  F 9G
dgq; Op*  Op; 0q°

seklinde tanimlanir ve herhangi bir dinamik degiskenin zamanla degisimi

{F,G} =

(3.19)

F={F H)=~{F H,)} (3.20)
seklinde ifade edilebilir. Dolayisiyla Esitlik (3.20) kullanilarak, tutarlilik sartlari

Om = {om, H,}
{Om, H} +u" {dm, On}
~ hy,+C,u" =0 (3.21)

bulunur. Burada C,,,,,, bag kosullarinin Poisson parantezlerinin insa ettigi matrisin elemanla-

ridir.

Esitlik (3.21)’de elde edilen tutarlilik sartlari, yeni tutarsizliklarin ortaya ¢ikmasina sebep
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olabilirler: Ornegin; L = ¢—q, Lagranjiyeni ¢ = p—1 bag kosuluile H = ¢ Hamiltonyenini
verir. Bu bag kosulunun zamana gore tiirevi ¢ ~ —1°dir. Bu da yeni bir tutarsizliga sebep
olur. Bu tiir tutarsizliklarin bertaraf edilebilmesi i¢in, Esitlik (3.21) ile gosterilen sartlar iki

farkli durum i¢in yeniden gozden gecirilmelidir:
1. det C' % 0 durumunda Lagrange ¢arpanlari
u" = —C""hyy, (3.22)
seklinde tek ve sabit bir bigimde belirlenir. Bu ifadede

= (C7h) (3.23)

nm

olarak tanimlanmustir. Bu tespit ile, herhangi bir dinamik degiskenin zaman igindeki

degisimi

F =~ {FH)}={FH}+{F ¢p}u™
{Fv H} - {F7 ¢m} Cmnhn
~ {FH} —{F, ¢n} C™" {¢n, H} (3.24)

seklinde belirlenir ve Esitlik (3.24) herhangi bir baglangi¢ noktasinin bag yilizeyinde

bulunmasini garantiler.

2. det C' = 0 durumunda Lagrange ¢arpanlar1 belirlenemez. Eger C’nin rank1 R < N ise

A = N — R tane w, bos 6zvektorii vardir:
W Crn = 0 a=1,2,...,A. (3.25)
Esitlik (3.21) soldan w]*’lar ile carpilirsa
hpw?* = 0 (3.26)

elde edilir. Bu durumda Esitlik (3.22)’deki denklemler tamamen saglanacagi gibi, /Ky
tane yeni bag kosulu da ortaya cikar:

or = 0, k=M+1,... M+ K;. (3.27)
Bu bag kosullar1 ikincil bag kosullar1 olarak adlandirilir.

Ikincil bag kosullarinin elde edilmesinden sonra, birincil bag yiizeyinden daha diisiik boyutlu
bu yeni bag yiizeyi {lizerinde birincil ve ikincil bag kosullar i¢in tutarlilik sartlar1 sinanma-

sina devam edilir. Algoritma burada durabilecegi gibi yeni bag kosullar1 da ortaya ¢ikabilir.
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Dolayisiyla bu algoritma, ortaya ¢ikan her yeni bag yiizeyi iizerinde, tutarlilik sartlart belir-
lenip yeni bir bag kosulu ortaya ¢ikmayincaya kadar siirdiiriiliir !. Sonug olarak biitiin bag

kosullar1 (birincil, ikincil, tigiinciil...)
¢; =0, j=L.. M+K=J (3.28)

seklinde belirlenir. Burada birincil bag kosullarinin sistemin momentumun tanimindan belir-
lendigini, ancak ikincil, ti¢linciil... bag kosullarinin, birincil bag kosullarinin hareket denk-

lemlerinden tiiretildigini hatirlatmak gerekir.

Eger bag yiizeyi bag esitlikleri ile tanimlaniyorsa, bu yiizeyde sifir olan herhangi bir faz uzay1
fonksiyonu bag kosullarinin lineer kombinasyonu bi¢iminde de yazilabilir. Hamiltonyen de

v’ gelisi giizel sabitler olmak tizere
Hp = H + v ¢; (3.29)

seklinde ifade edilebilir.

Bag kosullar1 Dirac tarafindan bir bagka siniflandirmaya daha tabi tutulmustur. Eger bir
F (g, p) fonksiyonu tiim ¢; bag kosullartyla Poisson parantezleri sifira zayif esitse,

(F.¢;} =0, j=12...J, (3.30)

birinci sinif, diger durumlarda ise ikinci simif fonksiyon olarak adlandirilir. Bag kosullarinin
bu sekilde, birinci, ikinci smnif olarak siniflandirilmasi; birincil, ikincil, {i¢linciil... seklinde

siiflandirilmalarindan tamamen bagimsizdir.

Bu noktada, birinci sinif fonksiyonlar i¢in 6nemli bir teoremin vurgulanmasi gerekir:

Teorem 1. Birinci sinif fonksiyonlar kiimesi Poisson parantezleri altinda kapalidir.

Ispat: Eger F ve G birinci simf ise Esitlik (3.30) bag kosullarinin lineer komibinasyonuna
kuvvetli esit bigimde yazilabilir:

{F. 95} = fiydj (3.31)

ve benzer sekilde
{G, 05} = gjy 9y (3.32)

! Algoritma su ii¢ sekilde sonlanir:

1. 0 = 0 elde edildiginde,

2. Lagrange carpanlardan birisi belirlendiginde,
3. Yeni bir bag kosulu bulunmadiginda.
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olarak ifade edilebilir. Jacobi 6zdesliginden faydalanilarak

{F.G}. o5} = {FAG ¢} —{G.{F.¢;}}
= {Flgjy05} —A{G, fiy¢5}
= gy {F 05} +{F g5} 50 — [15{G. 05} —{G, fiy} o5
0. (3.33)

Q

oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu durumda F' ve G’nin Poisson parantezleri birinci siniftir.

Artik sistemdeki tiim bag kosullari, birbirlerinden bagimsiz olan [ tane birinci sinif

vi (q,p) = 0, 1=1,..,1, (3.34)
ve geriye kalan S = J — [ tane ikinci sinif

Xa (q,p) = 0, a=1,..,5 (3.35)

bag kosullar1 olmak iizere iki kategoriye ayrilabilirler.

Zamandan bagimsiz bag kosullarinin belirlendigi bu yontemde tiim Lagrange carpanlar1 be-
lirlenebilecegi gibi, bir kismi belirsiz de kalabilir. Eger sistemdeki birincil bag kosullarindan
birinci sinif olanlar varsa, tiim bag kosullarinin belirlenmesi sonucunda hala birincil Hamil-
tonyende belirlenememis Lagrange garpanlari kalir.2 Bu belirlenemeyen Lagrange carpanla-

rinin sayisi birincil bag kosullarindan birinci sinif olanlariin sayis1 kadardir.

Birinci sinif bag kosullari, daha sonra ayrintili sekilde incelenecek olan yerel ayar degismez-

ligi ile iliskilerinden 6tiirii, 6zel 6nem tasirlar.

Dirac tarafindan yeni bir cebir tanimlamak amaciyla, ikinci sinif bag kosullariin, elemanlari

Aas = {Xas x5}, (3.36)

seklinde tanimlanan bir A matrisi insa ettigi gosterilmistir. Bir sonraki agamada kullanilmak

lizere bu matrisin baz1 6zelliklerini gdzden gegirmek gerekir: Ikinci smif bag kosullarmin,

1. A matrisi singiiler degildir. Yani A matrisinin determinant1 bag kosullari tarafindan

tanimlanan en kii¢iik bag yiizeyi, I'¢, lizerinde sifirdan farklidir:

detA 2 0. (3.37)

?Maxwell alan kurami icin de tutarli bir Hamilton formalizmi tanimlamak icin ayar sabitleme kosullarina
ihtiyag vardir ve bu ayar sabitleme kosullarmi birinci sinif bag kosulu olacak sekilde se¢gmek gerekir (Bkz.
Bolim 3.2).
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Aksi durum varsayilarak bu ifade ispatlanabilir. Eger A singiilerse ve

ralDos = To {Xa, Xs} = 0 (3.38)

kosulunu saglayan r? = ( karakterine sahip bir r,, vektorii (null vector) var ise ikinci

siif bag kosullarinin zayif esitligi kullanilarak Esitlik (3.38),

{TOéXOUXﬁ} ~0 (3.39)

seklinde yazilabilir ve r, X, ayrica birinci sinif bag kosullariyla da sira degistirebilir.
Bu da daha 6nce birinci sinif bag kosullar1 i¢in Esitlik (3.30)’da yapilan tanimla gelisir.

Yani, A matrisinin determinanti sifirdan farkli olmalidur.

2. A matrisi antisimetriktir. Bundan dolay1 matrisin boyutu ¢ift olmalidir. Bir diger de-
yisle, ikinci sinif baglarin sayisi olan S ¢ift say1 olmalidir.

3. Ikinci sinif bag kosullar1 i¢in tutarlilik kosulu yazilirsa

Xa = {XarH} + 0" {Xa, x5} =0
= {Xa H} + 0" A0s =0 (3.40)

esitligine ulagilir. Dolayistyla det A % 0 6zelligi g6z oniinde bulunduruldugunda, Esit-
lik (3.40)’daki denklemler v®’lar i¢in ¢dziilebilir.

Bu noktada artik sistemin kuantizasyon islemine gecilebilir. Bir sistem kuantize edilmek
istendiginde, faz uzaymnin temel degiskenleri olan konum ve eslenik momentuma Hilbert
Uzayi’nda tanimli kuantum iglemciler kars1 getirilir. Bu tiir iki igslemcinin komiitasyon ba-
gintilar1 da kuantum Hilbert uzayimin elemanidir. Herhangi iki kuantum operatorii olan F' ve

G igin kuantum komiitatorii
[F, G} = i {F.G} (3.41)

seklinde gosterilir ve bu durumda bag kosulu bagmtilari 1)) gibi bir kuantum durumu tizerine

siirlama getiren kuantum islemciler olarak ele alinir. Dolayisiyla

{61,02} 20— [d1,65) [9) = {6n, éa} ) = 0 (3.42)

seklinde bir esdegerlik saglanir. Esitlik (3.42)’den goriilecegi lizere, kapalilik 6zelliklerinden
otiirii, yalniz birinci sinif bag kosullarina sahip sistemler i¢in klasik kuramdan kuantum ku-
ramina gecis yapilabilir. Ancak sistemin Lagrange ¢arpanlar1 da sistemde ikinci sinif baglar

olmadan hesaplanamaz.

Bu problemi asmak maksadiyla, Dirac; ikinci sinif bag kosullari i¢in, bag ylizeyi lizerinde

birinci sinif gibi davranabilmelerini saglayacak yeni bir cebir tanimlamstir. Tkinci siif bag
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kosullarmin Poisson parantezleri, Dirac parantezleri ile degistirilip; karsilik gelen komiita-

torleri sifira kuvvetli esit hale getirilerek kuantizasyon yapilabilir.

Herhangi iki faz uzay1 degiskeni i¢in Dirac parantezi
{F,G}p = {F,G} = {F xa} A" {xs, G} (3.43)

seklinde tammlamr. Burada A’ = (A,3)~" olup, A’ A, = 62°dur. Esitlik (3.36)’dan
kolaylikla goriilecegi tizere herhangi bir faz uzayi fonksiyonunun ikinci siif bag kosullariyla

Dirac parantezleri sifirdir:

{F, Xa}D = {F> Xa} - {Fv XB} AﬁV {XW on}
= {F> Xa} - {F7 Xﬁ} AﬁVA,W
= {Fxa} = {F,xs} 00 = 0. (3.44)
Poisson parantezlerinin tiim 6zellikleri Dirac parantezleri tarafindan da saglanir. Tiim birinci
smif ve ikinci sinif bag kosullarinin Dirac parantezleri sifira zayif esit olur.

Son olarak bir faz uzay1 fonksiyonunun Hamiltonyeni ile Dirac parantezine bakilirsa
{F,H},={F,H} — {F,xa} A" {x5, H} (3.45)

bulunur. Hamiltonyenin tiim bag kosullariyla Poisson parantezi sifira zayif esit olacagi i¢in

ikinci terim sifira zayif esit olur ve
(F.H}Y,~{F, HY=F (3.46)
elde edilir. Bu ifadeden anlasilacag lizere, Dirac parantezleri, Poisson parantezleri ile ayni

hareket denklemlerini verir.

Boylece ikinci sinif bag kosullarina sahip bir sistemin kuantizasyonu, Poisson parantezleri
Dirac parantezleri ile yer degistirilerek ve tiim ikinci sinif bag kosullar1 bastan sifira kuvvetli

esit olacak sekilde ayarlanarak gergeklestirilmis olur.

3.2.Birinci Simif Baglar ve Ayar Doniisiimleri

Bir dnceki boliimde belirtildigi lizere birinci sinif bag kosullarinin ayar doniistimlerinin je-
neratorii oldugu gosterilebilir: Bu maksatla, genisletilmis toplam Hamiltonyendeki Lagrange
carpanlarina bakmakta fayda vardir. Birincil bag yiizeyi iizerinde birincil Hamiltonyen Esitlik

(3.17)’deki gibidir ve bu bag ylizeyi iizerinde birinci sinif bag kosullariin tutarlilik sartlari

b ~ {6 HY +u"{¢j.0n}~0  j=1,-- Jm=1--- M (347
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seklinde olur. Bu ifade «™’ler i¢in J tane homojen olmayan lineer denklem sistemidir ve
u"™’ler i¢in genel ¢oziim
um =0V U™ (3.48)

formunda yazilabilir. Bu ifadede V"’lar homojen ¢oziimler, v® gelisi giizel katsayilar ve

U™’ler homojen olmayan ¢oziimlerdir. Bu durumda genisletilmis toplam Hamiltonyen

Hy = HA+U"¢p+ 0"V
— H + 0%, (3.49)

diizenlemesiyle ifade edilebilir. Dirac’in siniflandirmasina gore H' ve ¢, sirasiyla birinci
sinif Hamiltonyen ve birinci sinif bag kosullaridir. Hamiltonyende v* gibi gelisi giizel katsa-
yilarin olmasi tiim durumlarin gézlenebilir olmadigini ve bir fiziksel durumun sonsuz farkl
gosterimi olabilecegini sdyler. Yani baslangicta, x (0) = x (¢ (0),p(0)), olan bir x (g, p)
durumu i¢in hareket denklemleri ayni fiziksel durumu temsil eden farkli ¢oziimler verirler

(X’ (t) # x (t)). Bu durum sistemde ayar simetrisinin olduguna isaret eder.

Bu 6zellikten faydalanilarak, birinci smif bag kosullarinin ayar doniisiimlerinin jeneratorii
oldugu gosterilebilir: Bir F dinamik degiskeninin d¢ gibi sonsuzkii¢iik bir zaman aralig1 i¢in-

deki 6telenmesi incelendiginde,

F(6t) = F(0)+{F,Hr}ot
= FO)+[{F,H}+v"{F,¢.}]0t. (3.50)

bulunur. Esitlik (3.50)’de v*’lar keyfi parametreler olduklarindan, v*’nin v§ ve v§ gibi 1ki

0zel se¢imi icin F"in dt’deki degerlerinin farki

AF (5t) = F5 (t) — Fy (5t) = 6t (v —v}) {F, ¢u}
p A, da} (3.51)

seklindedir. Bu ifadede, y sonsuzkiiciik keyfi bir say1y1 temsil eder.

Esitlik (3.51) *deki doniisiim, “sonsuzkiiciik ayar doniisiimiidiir” ve eger F' degiskeni, bu
doniisiim ile yeni bir F” degiskenine doniistiiriiliirse, bu yeni F” degiskeni de ayni hareket
denklemlerini saglayacaktir. Esitlik (3.51)’den goriilecegi lizere, bu doniisiimiin jeneratorii

birincil birinci sinif bag kosullaridir.

Ikincil birinci smif bag kosullarinin da ayar déniisiimlerinin jeneratorii olabilecegi benzer bir
yontemle gosterilebilir. Bunun i¢in F' dinamik degiskenine arka arkaya iki sonsuzkii¢iik ayar

doniisiimii uygulanir. u® parametreli ilk dontistim F' degiskenini

Fy = F(0) + " {F, ¢} (3.52)
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formunda doniistiiriirken, »* parametreli ikinci doniisiim de uygulandiginda, F degiskeni

Fy = F1+VGI{F17¢CL/}
= F(0)+ p"{F, ¢a} + v {[F (0) + p* {F, ba}] , b} (3.53)

ve bu dontistimler ters sirayla uygulandiginda

Fn = F(0)+ v {F.out+u* {[FO) + " {F ou}] 0} (54

bulunur. Bu iki doniisiim de F' fonksiyonunu ayni fiziksel duruma denk gelecek sekilde do-
niigtiirlir. Bu durumda F,, — F), farki, Poisson parantezleri i¢in Jacobi 6zdesligi de kullani-

lirsa,

AF = F21 - F12 = ﬂalja, [{{Fa ¢a}a¢a’} - {{Fa ¢a/}7¢a}]
= 1wV {F {¢, 6w }} (3.55)

elde edilir. Gortildiigii gibi ayar dontisimiiniin jenaratori {¢g, ¢, }’dir. Bu Poisson paran-
tezi birincil bag ylizeyi iizerinde sifira zayif esittir. Ancak Teorem 1’de de gosterildigi iizere
birinci sinif baglar Poisson parantezleri i¢in kapalilik 6zelligine sahiplerdir; yani {¢d,, ¢u }

birinci sinif bag kosullarinin bir lineer kombinasyona kuvvetli esittir:
{ba, bar} = Agrgnbarr - (3.56)

Dolayisiyla ¢, ’lar ikincil bag kosullar1 da olabilir. Kisaca, birincil birinci sinif bag kosullari
ayar doniisiimlerinin jeneratorii iken, ikincil birinci sinif bag kosullar1 da ayar doniisiimlerinin
jeneratorii olabilir ve bu dontistimler sistemin fiziksel durumunda bir degisiklige sebebiyet

vermezler.

3.3.Abelyen Ayar Alanlarinin Kanonik Kuantizasyonu

Ayar alanlarmi kuantizasyonu igin, 6ncelikle A, (z) vektor alanina karsilik gelen kanonik

alan momentumun hesaplanmasi gerekir:

oL

iz — — _ Ou

" (z) = I Fo (3.57)
I’ = 0
I’ = E°. (3.58)
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Vektor alani ve kanonik momentumu i¢in, es zamanli Poisson parantezleri
{AH (x) Y AV (y>}|gj0:y0 = 0 = {H# (‘r) Y HV (ly)}|x0:y0 (359)

{Au (@) I (W) }H,myy = 00” (T = 9) (3.60)

seklinde ifade edilir. Esitlik (3.58)’ten goriildiigii iizere, 1 = 0 durumunda I1° = 0 oldugun-
dan, I1°’1n tiim diger dinamik degiskenlerle Poisson parantezlerinin sifir vermesi beklenir;
ancak bu Esitlik (3.60) ile gelisir. Dolayisiyla I1° = 0, bag kosulu olarak sisteme dahil edil-
melidir. Bu bag kosulunun varligi, teoriyi kuantize etmeye calisirken bagh sistemler icin

gelistirilmis bir kuantizasyon yonteminin kullanilmasini gerekli kilar.

[lk olarak Dirac’1n kanonic yontemi kullanilarak, bu kuantizasyon isleminin nasil gercekles-

tirilecegine bakilabilir.
Oncelikle

1 v
L — —ZF#VFH
(HiHi — BiBi’) (3.61)
Lagranjiyeni ile betimlenen sistemin, kanonik Hamiltonyen yogunlugu
Hean = HHPA, —L=-1T""A, - L
= —II'(-I'+0'Ay) — L
1 o o )
= 3 (HZH’ + B’BZ) +I1,0°A° (3.62)

olarak elde edilir. Kanonik Hamiltonyen, (3.62)’deki ikinci terim i¢in bir kismi integrasyon

uygulanarak
Hcan = /d?)chan
= Hy-— / A3z AL, (3.63)

olarak bulunur. Burada H,, Esitlik (3.63)’daki ilk terime karsilik gelen Hamiltonyendir.

Birincil bag kosulu
e =11"=0 (3.64)

olmak {iizere, birincil Hamiltonyen
H, = Heop + / RN (3.65)
seklindedir. Bu ifadede \;, Lagrange carpanini temsil eder. ¢; bag kosulu i¢in tutarlilik sarti
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ise
¢1 = {II°, H,} = 0 (3.66)
seklinde yazilir. Esitlik (3.66)’deki Poisson parantezi hesaplanmak istenirse, Esitlik (3.59) ve

(3.60) kullanilarak, bu hesaba tek katkinin sadece Esitlik (3.63)’daki ikinci terimden gelecegi
kolaylikla goriiliir®. Boylece

- [ @@ 2@ O W), = - [P ) A W), O G)

- / 0y & (7 — ) (1T (y))
0 (3.67)

Q

elde edilir. Goriildiigi gibi birincil bag kosulu i¢in yazilan tutarlilik sart1 ikincil bir bag kosulu
ortaya ¢ikarmistir:
Py =01 = 0. (3.68)

Oyleyse, ikincil Hamiltonyen;
HS = Hcan+/d3$)\1‘ﬂ1+/d3$)\2‘ﬁ2

— Ho+ [ @D+ O — A (3.69)

olmak tizere, Esitlik (3.60)’daki es zamanli Poisson parantezleri vasitasiyla, yeni tutarlilik

sartinin

¢ ={(0I1") ,Hg} =~ 0
0

l
o

(3.70)

0zdesligini sagladig1 kolayca gosterilebilir. Tutarlilik sartinin agikar bir bigimde saglanma-

styla, bu noktada algoritma sonlanir.

Goriildugii tizere, teorinin iki birinci sinif bag kosulu vardir. Bir 6nceki boliimde tartigildig:
iizere, sistemde birinci sinif bag kosullarinin varlig1 yerel ayar simetrisinin varligina isaret

eder. Bu durumda sisteme, bu birinci sinif kosullarini ikinci sinifa doniistiirecek sekilde ayar

3Es zamanli fonksiyonel Poisson parantezlerinin
{F,GH}={F,G}H+G{F,H}

standart dagilim 6zelliklerini sagladigi EK.D’de gosterilmistir.
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sabitleme kosullar1 eklenir. Ornegin;

X'(z) = A%2) =0 (3.71)
() = 0;Az) =0 (3.72)

Coulomb Ayar sabitleme kosullar secilebilir.

Burada dikkat edilmesi gereken bir nokta da ayar sabitleme kosullarinin birincil bag kosul-

lartyla benzer yapida, yani:

()
I (z)

— A%2) =0

~0
~0 — 9;A(x)=0 (3.73)

olmasidir. Bu ayar sabitleme konusunun tagidigi incelik, bir sonraki boliimde Abelyen olma-

yan durum i¢in ayrintili bir bigimde tartigilacaktir.

Boylece teorinin tiim bag kosullarimin kiimesi
hr=¢" pr=x" =97 ¢ =X (3.74)
elde edilir. Bu bag kosullarinin olusturdugu A matrisinin elemanlari1 daha 6nce Esitlik (3.36)’da
A (,y) = {i (), 05 ()} o2y (3.75)

seklinde tanimlanmisti. Bu matrisin A3 = —Az; ve Aoy = —Ay, bilesenleri disindaki

bilesenleri sifirdir. Sifirdan farkli bilesenler ise

Ay =—Dy = {o1,0} ={II"(x), A" (W)}, _,, =0 @—9)  (376)
Agg=—Nyz = {¢s, ¢4} = {01 () ,0'A; (y)}zozyo
= (0.)" (9, {ILi (2) . 45 (W)} 40y,
=— (0n),(9,) 6:6° (Z — §j) = —V26* (T —§) . (3.77)

olarak bulunur Sonug olarak, A (, 7/) matrisi

A (7, 7) = 5 (%~ ) . (3.78)

o o = o
o
o
|
<
[\

23



ve bu matrisin tersi olan A matrisi

(7 —7) . (3.79)

[a)
o O O =

formunda elde edilir.

Artik Esitlik (3.43)’te gosterildigi gibi, iki dinamik alan degiskeninin es zamanli Dirac pa-
rantezleri hesaplanabilir:

{Au (:E) VA, (y)}D|x0:y0 =0= {Hu (z) AL (y)}D‘ (3.80)

T0=Y0

{4 (@) L W}l = 140 @) L ()},
//d3zd3 [{Ap (2) Ty ()} 0° (2 = ) { Ao (w) , TT, (y)}
+{A, (z), (0'L; (2)) } V226° (7 — @) { (&7 A; (w)) ,1L, () }]
= §,,0° (T —2) — 0,000, 0° (T — ) — / / &z dPw 6,65,
X [(02)' 6% (& = 2) V229 (2 — ) (0u) 6° (38 — )]

1
{Au (I’) 7HV (y)}Dlﬂ?o:yo = (dul/ - 5/10501/ - 5m'5ju (8x)z ﬁ (ax)]) 53 (f - g) . (381)

Zo=Yo

Ayar sabitleme denklemlerinin, Esitlik (3.71) ve (3.72), 15181 altinda Dirac parantezleri

{4, (@) AW plyoyy =0= {0 @). T W}, (3.82)

@) 1 ol = (00 @5 (@,) ¢ @
= dijer) (T —y) (3.83)

seklinde elde edilir.

Kuantizasyon siirecindeki son adim, tiim Dirac parantezlerinin kuantum komiitatorler ile de-
gistirilmesidir. Bu durumda, Esitlik (3.82) ve (3.83)

[Au (@), A (W]lggmyy, = 0= (), I (W)]],,y, (3.84)
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A0y = (8= @) g5 @0, ) 8- 7)
— By (2 —9) (3.85)

halini alir ve bdylece siire¢ tamamlanmais olur.

Burada bir ayrintiya daha deginmek gerekir: Esitlik (3.71) ve (3.72)’de verilen ayar sabitleme

kosullar1 sayesinde teorinin kanonik Hamiltonyeni de
5. 1 (m2 | A2
Hcan:Hoz/dx§<H +B> (3.86)

seklinde elde edilir.

Abelyen ayar kuramu i¢in, kuantum Noether teoremi uygulanarak, bulunan korunumlu yiikiin
ayar doniistimlerinin jeneratorii oldugu rahatlikla gosterilebilir. Bu tartigma Abelyen olma-
yan durum i¢in EK.A sonunda yapildigindan, Abelyen durum i¢in hesaplamalar ayrint1 ile
gosterilmemistir. Abelyen olmayan kuram igin yapilan hesaplarda SU(N) gruplarinin yapi

sabiti f?¢ = () almarak, tiim sonuglar kolayca Abelyen durum igin uyarlanabilir.

3.4.Abelyen Olmayan Ayar Alanlarinin Kanonik Kuantizasyonu

Abelyen olmayan ayar alanlarin1 kuantizasyon icin de, Abelyen duruma benzer sekilde, 6n-

celikle A}, () vektdr alanina karsilik gelen kanonik alan momentumlar

oL

I (z) = ———— = — e (3.87)
"= o)
e = 0
I = g (3.88)
olusturularak, es zamanl1 Poisson parantezleri
{45 (@), 4, W)}, _, =0= {1 (). I W}, _,, (3.89)
{45 (), 15, ()}, _,, = 16" 0 6 (F =) (3.90)

seklinde ifade edilir. Ancak, Esitlik (3.88)’ten goriildiigii iizere I1%* = 0 oldugundan, I1%%’mn
tiim diger dinamik degiskenlerle Poisson parantezlerinin sifir vermesi beklenir. Ancak bu du-

rum Esitlik (3.90) ile geliseceginden, I1%¢ = 0, bir bag kosulu olmalidir. Abelyen durumda-
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kine benzer sekilde teorinin kanonik Hamiltonyen yogunlugu hesaplanir ve
Hean = HZ@OA“’“ — L= Hg aOAO,a + H?aoAi,a -r
= I (~1I" + (D'A%)") — L

= § (I g BB 4TI (DUAC) (3.91)

formunda bulunur. Bu ifadeden de kanonik Hamiltonyen

Hcan - /d3$Hcan
= Hy— / Pz A (D'TL;)" (3.92)

seklinde elde edilir. Buradaki ikinci terim, integral altinda bir kismi integrasyon yapildiktan

sonra ylizey terimleri atilarak bulunmustur.

Birincil bag kosulu
0l =% =0 (3.93)

olmak tizere, birincil Hamiltonyen
Hy = Hount [ daXt
= Hy— / dPx [A% (D'IL)" — Ap] (3.94)

seklindedir.

©f bag kosulu i¢in tutarlilik sart1 hesaplanirken, fonksiyonel Poisson parantezlerinin dagi-
lim 6zellikleri kullanilanilarak tek katkinin sadece Esitlik (3.94)’deki ikinci terimden geldigi

kolayca goriilebilir:

{Ho,a (l’o,f) 7Hp} = - /d3y {HO,G (x()v‘i:) 7A07b (513'0,37)} (DZHZ ('r07g>)b
- / dy605° (7 — ) (D', (0, 7))
= (D' (20, %)) ~ 0. (3.95)

Esitlik (3.95)’den goriildiigii izere, birincil bag kosulu i¢in yazilan tutarlilik sarti ikineil bir
bag kosulu ortaya ¢ikarmistir:
vy = (D) = 0. (3.96)
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Oyleyse ikincil Hamiltonyen

HS = Hcan+/d3 )‘1§01 /d3 )‘ZQOZ
— Ho+ [ @Dt + 08— 49 ¢l (.97)
seklinde yazilabilir. Simdi 4§ nin tutarlilik sartina bakilirsa

vy~ {e3 Hs} (3.98)

olmalidir. Esitlik (3.98)’te esitligin sag tarafindaki tek katkinin Esitlik (3.97)’teki {iglincii

terimden gelecegi kolaylikla gortilebilir:

%z{%@%/fu£—A®%@ﬁ. (3.99)
Bu durumda ¢, bag kosullart SU(N) grubunun cebiri geregi

{68 (20, ), @5 (w0, §) } = f*p5 (w0, F) § (T — §) (3.100)

ifadesini saglar.

Boylece,
95 () = fo05 () (A5 (z) — Ag (2)) (3.101)

esitligine ulasilmis olur. ¢§ nin tutarlilik sartt
Ay = Aj (3.102)

secimi yapilarak, yani yeni Lagrange carpani tespit edilerek saglanmis olur ve algoritma son-

lanir. Bu durumda ikincil Hamiltonyen de

Hg = Hy+ /d3 x A$ ) (3.103)
ifadesine indirgenmis olur.
Ozetlersek, teorinin iki adet “birinci sinif” bag kosulu vardar.

Dirac algoritmasi ¢ergevesinde ilerleyebilmek i¢in, bu baglara esit sayida “ayar sabitleme
kosullart” eklenerek, tiim bag kosullar1 kiimesini “ikinci sinif” bag kosullarina doniistiirmek
gerekir [22].

Ayar alanlarinin (6rnegin; elektromagnetik alan) fiziksel 6zelliklerinden biri olan transvers-
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lik” 6zelligini sagladigindan, Coulomb ayari, en ¢ok kullanilan ayardir:
X5 = 0;A7 = 0. (3.104)

x5 nin ¢ ile esleserek, istenen 6zelligi (ikinci sinifa doniistiirme) yapisi geregi saglayacagi
aciktir. Burada 6zel dikkat gerektiren ¢f ile eslesmeyi saglayacak ikinci ayar kosulunun ne
sekilde secilecegidir. Bu incelikli husus Abelyen durumda, basitliginden dolay1 pek sikinti

yaratmamisti.

Abelyen olmayan duruma gegmeden Once, bu se¢imi (y; = Ay =~ 0) kritik bir perspek-
tiften tartismak faydali olacaktir. Hi¢ gbzardi edilmemesi gereken nokta (Abelyen durumda
genel olarak dillendirilmese de), yo = 0;A; kosulunun da tutarlilik kosulunu (yani zamanda

evrilmeme) saglamasi ve bunu ¢, ile uyumlu olarak yapmasidir:
X2 = 0o (0;A4;) = 0; (o Ai) . (3.105)

Bu kosulun, Gauss yasasi ile birlikte degerlendirilmesi ve uyumunun saglanmasi gerekir.
Tanim geregi
II; = —Fo; = =00 A; + (0;Ao) (3.106)

oldugundan,
DA; = —11I; + 0; Ay (3.107)

yazilabilir. Esitlik (3.107), Esitlik (3.105)’de yerine konulursa,

x2 = 0; (1L + 0;A)
— oL+ V24, (3.108)

elde edilir. Gauss yasasi ile uyumluluk geregi, y-’ nin tutarliligi
Xo = V24, =0 (3.109)

kosuluna ulasilmasini saglar. Bu kosulu her yerde saglayan statik (5 nin tutarliliginin geregi

bulunan V2A, ~ 0 denklemince garanti edilen) Ay 1n
Ay~ 0 (3.110)

kosulunu saglamasi gerekir ki, zaten Abelyen durumda da bu se¢im yapilmustir.

Bu tartismanin bu detayda yapilmasinin nedeni, eldeki Abelyen olmayan cergevede duru-

mun oldukga farkli olmas1 ve bu inceliklerin gozardi edilerek Coulomb ayar se¢iminin tipki
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Abelyen durumda oldugu gibi yapilmasinin dogru ve miimkiin olmadigidir. Bu se¢imin

Yo = 0, A% ~ 0 (3.111)

kismu fiziksel olarak transverslik” dzelligini saglamasi nedeniyle, tartismasizdir. Oncelikle

bu x4 kosulunun tutarliliginin sinanmasi gerekir:
[If = —F§, = —00 A} + DAY (3.112)
taniminin 15181 altinda

X5 = 00(0:A7) = 0; (—1If + D; A7)
= —0,lII{ + 0,D; A} (3.113)
bulunur. ¢§, Gauss yasast ile uyumluluk zorunlulugu geregi, Esitlik (3.96) kullanilarak, Esit-

lik (3.113)’da
O = —p™ = — [Ay, ;] = — o AVII (3.114)

yazilirsa
X5 = p* + 0D A} (3.115)

elde edilir.
Esitlik (3.115)’den hemen goriilebilir ki; x4 nin tutarlilik zorunlulugu A%*(z) = 0 gibi bir

ayar secimini dislamaktadir. Zira, bu se¢im, p* = 0 olmasini gerektirir, bu da Abelyen olma-

yan teoriyi Abelyen duruma indirgeyecektir.

Bu segenek ortadan kaldirildigina gore ¢f ile uyumlu bir eslesme yapabilecek bir ayar segimi
M = 9,D% (3.116)

tanimi yapilarak, Esitlik (3.115)’den
Xa=M®PAb +p* =0 (3.117)

seklinde bulunur.

Ozetle, Yang - Mills teorisi i¢in birinci sinif Dirac bag kosullarma eslik edecek Coulomb

“ayar tespiti” kosullart
X = M®™AL+p* =0

o= 94 =0 (3.118)

olarak secilir.
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Dirac algoritmasindaki bir sonraki adim Dirac parantezlerinin hesaplanmasidir. Bunun i¢in
daha once Esitlik (3.36)’da tanimlandig1 gibi bag kosullarinin olusturdugu A matrisinin inga

edilmesi gerekir. ¢f ve x{ kosullar1 ¢f genel ifadesi ile gosterilirse
P1 = ¥, 95 = XY, 95 = ¥, 05 = X5 (3.119)
olmak tizere, A matrisinin elemanlar,

A (z,y) = {6} (z), 9} () }] (3.120)

Zo=Yo

seklinde tanimlanir.

Bu matrisin elemanlar1 son derece karmasik ifadelerdir. Bu durum, 6zellikle Dirac paran-
tezlerinin insasinda kullanilacak olan A~1’in hesaplanmasinda, bu ydéntemin kullanislilig:

baglaminda ciddi kuskular yaratan, teknik zorluklar ortaya koyar.

A matrisinin sifirdan farkli elemanlari

Ay = -0y = {1, ¢} = {11" (), 4™ ()}, _,, = M™ (2)8° (F - ) B.121)

T0=Yo

Ap =135} ={xi (@), 3 (W)} _ = [ (x)5* (@ —7), (3.122)

To=Yo
= =[5 (£) 8 (T — 7))
+ 1% 0; [A5 0:6° (& — )]
+0° (AGx5) — X547, (3.123)

A% =A% ={¢5 05} = {xi(2), 65 ()}

T0=Y0

A = {0505} ={e5(x), 05 ()}, . =[G (2)8* (T—7), (3.124)

Zo=Yo

A% =—-AY = {6561} ={¢s @) . x5}, . =—-M"(2)8 (& - §)3.125)

T0=Yo

olarak bulunur.

Dirac parantezlerinin elde edilmesi icin A~!’in dolayisiyla da, dncelikle A/ ~1’in hesaplan-

masi gerekir. Bu hesaplamada,

M® = A% 4 pob (3.126)
olmak tizere

A% = sab 2

B® = fobeAcp, (3.127)
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tanimlar1 yapilarak

1 1 11 11 _1

agilimi kullanilacaktir. Hemen goriildiigii iizere, A~, V2 operatdriiniin Green fonksiyonudur.

M ~"in kesin ifadesi, ancak
5ab

G (z,y) = ¢ ——
|7 — 4]

(3.129)

fonksiyonunu i¢eren sonsuz bir seri acilimi ile ifade edilebilecektir. Bundan sonraki adimlar

gereksiz karmagikliklar igerdigi i¢in artik bu dogrultuda devam edilmeyecektir.

Biitiin bu tartismadan ¢ikarilan ders: “kanonik Hamiltonyen” formalizminin, Abelyen du-
rumda cok fazla sikint1 ¢ikarmadan ayar teorisinin (ve diger basit bagh sistemlerin) kuanti-
zasyonunda kullanilabilmesine karsin, Abelyen olmayan durumda, 6zellikle Faddeev - Po-
pov yol integrali formalizmi gibi ¢ok sik ve basit bir alternatifi varken, hi¢ de kullanigh ve

ekonomik bir yontem olmadigidir.

Bu perspektiften bakildiginda, bir sonraki boliimde detayli olarak incelenecek olan Faddeev
- Popov yol integrali yonteminin neden bu denli 6ne ¢iktig1 ve artik ayar alanlarinin (ve diger
pek cok bagli sistemin) standart kuantizasyon yontemi olarak benimsendigi ¢ok agik sekilde

gorilecektir.

3.5.Dirac Iddias1 ve Ayar Teorileri

Dirac’1n birinci sinif bag kosullarinin ayar dontisiimleri oldugu iddiasin1 stnamak i¢in tezin
kapsami1 baglaminda, daha gergekei bir platform olarak ayar alan kuramlari ele alinabilir:
Ik olarak Abelyen kuram ele alinirsa, hatirlanacag iizere, ayar alanlarmim J\ parametreli
sonsuzkiiciik doniistimlerinin

0A, = 0,0\ (3.130)

seklinde oldugu Boliim.2’de gosterilimistir. Bu dontistimlerin, kuramin birinci siif baglari
tarafindan tretilip tiretilmediklerini gostermek amaciyla kuramin birinci sinif baglarin, ayar

alanlar ile kanonik komiitatorlerine bakilirsa;

1 (), A W]y, = Mo (@), Ay (W) o= = =100, 0° (z — 1),
2 (), Au Wgmy, = (010 (), Ay (W) womyo = =103 (02); 0° (w — ) (3.131)

oldugu goriiliir. Esitlik (3.131)’den ¢ikarilabilecek ilk ders, birincil birinci siif bag kosu-
lunun, tek basina ayar doniistimlerini liretemedigidir. Yine burada ikincil birinci sinif bag
kosulu olan Gauss yasasi ise sadece ayar alanlarinin uzay bilesenlerinin doniistimiinii lirettigi

de soylenebilir.

Kuantum Noether kurami baglaminda, doniistimlerin Noether yiikiiniin kuantize edilmis alan-

larin doniistimlerinin jeneratorii oldugu bilinmektedir (Bkz. EK.A). Buradan hareketle Abel-
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yen durumda Noether yiikii, kuramin birinci sinif bag kosullar1 cinsinden

5Q:/d3x5J0 = /dgxﬂ” (0,0)
- / & [01 (000X) — 220N (3.132)

seklinde yazilabildigi goriiliir. Esitlik (3.132)’dan, ayar doniisiimlerinin jeneratoriiniin ancak

birinci sinif bag kosullarinin 6zel bir kombinasyonunun olacagi goriilebilir.

Benzer tartisma Abelyen olmayan teori ¢er¢evesinde de yapilabilir. Bu durumda birinci sinif

bag kosullarinin ayar alanlari ile kanonik komiitatorleri

T (x), A (y)] = [0 (), A} (1)] somyo = =100, 8% (x — 1) ,
(5 (x), A}, ()] = [(DAL)" (2), A}, ()] somyo = —i050” (D2)i* 6% (z — y)
(3.133)

seklinde yazilir. Abelyen durumda oldugu gibi birincil birinci sinif bag kosulu, tek basina,
ayar doniisiimii iiretmezken; Gauss yasasi da sadece uzay bilesenlerinin doniistimiinii liretir.
Kuantum Noether kurami baglaminda ayar doniistimleri ele alindiginda, Noether yiikii birinci

siif bag kosullar1 cinsinden

5Q = / dxo ]’ = / 211" (D, 6))*
= / APz [11E (DodN)* — (DI1;) 6A°]
= [ #alet Duon - goxt
- / 0z (i3 (00N + (" — ) 6X°) (3.134)
seklinde yazilabilir. Burada n®
N = fOUAG (3.135)

seklinde tanimlanmistir ve bir ’renk yiikii” olarak yorumlanabilir.

Esitlik (3.134), birinci sinif bag kosullarinin tek baglarina ayar doniisiimlerinin jeneratorleri
olamayacagini, ancak 6zel bir kombinasyonlarininin bu doniisiimleri iiretebilecegini daha
acik bir bigcimde gostermistir. Yani, ancak bu kombinasyon i¢inde birinci siif baglar ayar
doniistimlerinin jeneratorii islevini iistlenirler. Bu nedenle, Dirac’in ortaya attig1 birinci si-
nif bag kosullariin ayar doniisiimlerinin jeneratorleri oldugu iddiasinin ayar kuramlarinda ,

ozellikle de birincil bag kosulu i¢in, saglikli bir sekilde ¢alismadig1 goriilebilir.
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4.YOL INTEGRALI YONTEMI VE AYAR ALANLARININ YOL
INTEGRALI YONTEMI iLE KUANTIZASYONU

4.1.Yol integrali Yontemi

Bir 6nceki boliimde ayar alanlariin kuantizasyonu Dirac’in bagh sistemler i¢in gelistirdigi
yontem ile yapildi. Kanonik yontem Hamiltonyen sistemler i¢in gelistirilmis oldugundan do-
gas1 geregi acik Lorentz degismezligine sahip degildir. Kuskusuz bu degismezligin mevcu-
diyeti 6zel tekniklerle (Schwinger cebiri) sinanabiliyorsa da, daha sonra Feynman’in gelis-
tirdigi bir yontem olan, yol integrali kuantizasyon yontemi bu bakimdan ve dogrudan fiziksel
sonuglarin iiretilmesine odakli bir yapiya sahip olmasi, c-sayilar ve alanlarla hesap yapma-
nin kolayligi, farkli ayar sabitleme kosullar1 arasinda daha rahat bir gecis saglamasi... gibi

bagska baglamlarda da pek ¢ok avantaj saglamaktadir.

Bu giiclii estetik yanlarina ragmen yol integrali yonteminin teknik bakimdan dikkat gerekti-
ren birkag 6zel durumu sdz konusudur: Ornegin; yol integrali yéntemi Minkowski uzayinda
iyi tanimh degildir. Bu ylizden fonksiyonel integraller daha iyi yakinsama 6zelligine sahip
olan Oklidyen metrikte hesaplanir ve hesaplamanin sonunda tekrar Minkowski metrigine geri
doniis yapilir. Gauss integralleri 6tesinde kesin integral yontemlerinin bilinmiyor olmasi, bu

yontemin esas olarak bir pertiirbasyon yontemi olmasi anlamina gelir.

4.1.1.Kuantum Alanlar I¢in Yol integrali Formalizmi

Kuantum alan kuramina gegis, kuantum mekaniksel ¢cercevedeki sonlu serbestlik derecesin-
den, ¢ (x) gibi sonsuz sayida serbestlik derecesine sahip degiskenlere gecilerek yapilir. Buna
gore, bir x noktasindaki alanin bir y noktasina gecis olasiligi, 7', zaman siralama operatorii

olmak tizere,

OIT 2 ()2 ()]0) = [ 14616 ()6 () e ( [ e <¢>) @1

seklinde yazilir. Bu integrali hesaplamak icin Esitlik (C.10)’dakine benzer bir iirete¢ fonksi-

yoneli tanimlanir:

ZUJ] =N / t 6xp{i / 42 [ () + T () ¢(x)]} | 4.2)

Bu ifadede, integral elemani ve normalizasyon

[Tdo (=)

Z[J=0]= / [do] &' ] ©'2£) (4.3)

[dg]

N—l
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formundadir.

Bu integral skaler alanlar i¢in hesaplarken, sonlu serbestlik derecesi durumunda izlenen adim-

lar benzer sirayla uygulanir.

Ornek olarak skaler alan teorisi ele alinirsa; klasik alanlarin, Klein - Gordon denklemini bir

kaynagin varliginda saglayan, homojen olmayan ¢oziimler oldugu diisiiniilerek,
(O+m?) ¢a (z) = J (x) (44)

ifadesinden baslanabilir.

Klein - Gordon denkleminin Green fonksiyonu
(O+m?), Ap(z—y) = —6"(z —y) (4.5)
ifadesi ile tanimlanir. Bu durumda Esitlik (4.4)’ilin ¢6ziimii olan klasik alanlar
bale) = [diyar—9) I +.6)

formunda ifade edilebilir.

Bu noktada skaler alanlar
¢ = O+ ¢a (4.7)
seklinde bir 6telemeye tabi tutularak, Esitlik (4.2)’deki Gauss integrali alindiginda,
2 =cap{ = [ dtadty 1) A (a0 T )} 5)
bulunur. Bu durumda, normalizasyon katsayisi, Esitlik (4.3)’ten
N7V = [det (O+m?)] " 4.9)

olarak elde edilir. Dolayistyla Esitlik (4.5)’te tanimlanan propagatdr, Esitlik (4.8)’den fonk-

siyonel tiirevler alinarak,

—iAp(x—y) = —Z(J)

(4.10)

seklinde elde edilir. Esitlik (4.10)’a gore, Esitlik (4.1)’de tanimlanan alanlarin gegis genlikleri

A(zy, 29,0+ yn) = " (0[T [p(71) ¢ (2) -+~ ¢ ()] 0)

4.11)
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olarak bulunur. Ornegin 4-nokta icin bu tiirev agikca,

S
(it 20

= AF (131 — .TJQ) AF (1’3 — ZE4) + AF (l’l — ZE3) AF (xg — SL’4>

J=0
+Ap (21 — 14) Ap (22 — 23) . (4.12)

formunda ifade edilir.

Ureteg fonksiyoneli, Z (J), J = 0 etrafinda kuvvet serisi olarak da yazilabilir:

Z(J):ZO%/W/d4x1---d4xnj(x1)---J(:zcn)Z(”) (21 13) . (4.13)

Bu ifadede,

AR (381 o '$2) = 5J (IL‘l) 5 oJ (:L’n)Z (J> J=0

= " (0T [¢ (z1) ¢ (22) - - & (2)]] 0) (4.14)

seklindedir.

4.1.2.Baglantih Diyagramlarin Ureteci

Karmagik Feynman diagramlarini analiz ederken bu diagramlari, baglantili ve baglantisiz
olarak ayirmak gerekir: Baglantisiz diyagramlar, herhangi bir ¢izgiyi kesmeden iki parcaya

ayrilabilir. Baglantili diagramlar i¢inse bu miimkiin degildir.

Esitlik (4.2)’de tanimlanan Z (J) irete¢ fonksiyoneli, hem baglantili hem de baglantisiz
Feynman diagramlarini iiretir. Bu durumda yol integrali yonteminin renormalizasyon kura-
min1 da igeren fiziksel problemlere uygulanmasinda, baglantisiz diagramlardan arindirilmis

yeni bir W (J) fonksiyoneli tanimlamak gerekir:

Z(J) =", (4.15)

Z ve W arasindaki iliskiyi daha agik bir sekilde gostermek igin W (J), J = 0 civarinda

kuvvet serisine agilabilir:
= 1
W(J) = Zm/dxl"'dxnj(xl)""](xn) W (2,2, (4.16)
n=0
Bu seride ilk dort terim igin tlirevlere bakilmasi, Z ve W arasindaki iligskiyi ¢6ziimleyebilmek

icin yeterlidir. Serideki tek sayida tlirev iceren terimler daha 6nce gosterildigi tizere sifirdir.
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Ikinci ve dordiincti tiirevler ise sirastyla,

W i 6z ézZ i 527 it
0J (1) 0 (x2)  Z20J (1) 0J (x2)  Z 6T (1) 6T (22) (4.17)
Ve
(54W _ 7 622 52Z
0] (21) 0 (22) 0.7 (w3) 07 (2a) (ﬁaj (1) 0.7 () 6.7 (23) 6.7 (x4) *perm')
i 02 (4.18)

Z6J (21) 0J (22) 0J (23) 0J (x4)

seklindedir. J = 0 oldugunda, Esitlik (4.17)’den rahatlikla goriilecegi iizere ikinci mertebe-

den tiirevler igeren terimler i¢in
ZW(Q) (.CL’l, $2) = Z(2) (Il, SL’Q) (419)

bagintisi saglanir. Ancak dordiincii mertebeden tiirevleri iceren terimlerde iliski bu kadar

asikar degildir:

W (1, T2, T3, 24) =1 [Z(Z) (21, 22) AS (3, 24) + perm.] YA (1, T2, T3, 74)
(4.20)

W (J)’nin yalnizca baglantili diyagramlar iirettiginin gosterilmesi igin, rnek olarak A¢*

teorisi ele alinabilir: Anilan teori kapsaminda, Esitlik (4.8) kullanilarak

A
2% (21, 22) = —ilp (21 — 22) + 3 / d*z Ap (21— 2) Ap (2 — 22) Ap(2,2)  (421)

ZW (21,29, 23,24) = —[Ap(x1 — 22) Ap (x1 — 23) + 2 perm. terim]
—% / d*z Ap (21 — 2) Ap (2, 2)
X AF-(Z — 9) Ap (x3 — z4) + 5 perm. terim]
—% /d4z Ap (zy — 2) Ap (29 — 2)
XAF_(.QZg — 2) Ap (x4 — 2z) + 23 perm. terim| (4.22)

sonuglari elde edilir. Bu faktorler Esitlik (4.20) ile verilen W™ (21, 24, 23, 74) ifadesine yer-
lestirildiginde, baglantisiz diyagramlara karsilik gelen terimlerin birbirini yok ettigi ve sadece

baglantili diyagramlara denk gelen terimlerin kaldig1 goriilebilir.

Bu formalizmde 6nemli olan, “megsru vertekslerin” (proper vertices) iirete¢ fonksiyonelidir
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ve Legendre doniisiimii ile

L(¢)=W(J)— /d%J(x)(b(a;) : (4.23)

seklinde tanimlanir. Ancak bu ifadede ¢ ve J birbirinden bagimsiz degildir ve aralarindaki

iliski asikar degildir. Bu iliski, Esitlik (4.23)’lin J ve ¢’ye gore kismi tiirevleri alinarak go-

rilebilir: W) . ST (9) o o
0J (z) " og(r) ' '
Tiirev igslemi tekrarlandiginda:
_ FW(J) ¢ ()
G = TS werw T )
_ 5T () _ 0J (x)
P = 5w w) o) (42

bulunur. I' (z,y) ve G (x,y), siirekli uzay zaman indislerine sahip sonsuz boyutlu matrisler

olarak diisiliniilerek birbirlerinin ters matrisleri oldugu gosterilebilir:

- PT(¢)  FW ()
z 5%

/ 2T (2,2) G (2,y) =

()09 (2) 67 (2) 6J (y)
— /d42M5J(x)
0J (y) 09 (2)
= M (r—vy). (4.26)

Esitlik (4.26) nin bir kez daha .J’ye gore kismi tiirevi alindiginda

[ SN ST
MO BT

L EW) [ P9
:/“wa(z)/dZG(W)M(> 56 () do(z) 7

elde edilir. Esitlik (4.27)’de

o 00(z) 6 : n_ 0
57 (0) /d4z = /d4zG(u,z) 56 () (4.28)

zincir kurali kullanilmistir. Zincir kuralinin iki kez daha uygulanmasiyla, ifadenin sadelesti-

rilmesi mimkiindir:

BW (J)
0J (x)dJ (y)dJ (2)

= — /d4x'd4y’d4z'G (z,2") G (y,y) G (2,2

X

T (4)
56 ( >6¢<y> 56 () (%.29)
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Bu ifadenin grafik temsili Sekil 4.1’de gosterilmistir.

e ()

Sekil 4.1: Ugiincii mertebede W [J] ve I [¢] arasindaki iliskinin grafik temsili.

Ureteg fonksiyonelleri arasindaki iliskiye dikkat edilirse diyagramlardaki bacaklarin sayis
ile tekrarlanan tiirevlerin sayisinin iligkili oldugu goriilebilir. Fonksiyonel yol integrali yak-
lasiminin avantaji, bu sonuglarin pertiirbasyon teorisinden bagimsiz olmasidir. Bu sayede
karmasik grafiksel tekniklere bagvurmadan degisik tiplerdeki propagatorler ve verteksler ara-
sindaki iliskiler rahatlikla elde edilebilir.

4.2.Faddeev - Popov Yaklasimi

Yol integrali formalizminin asil gii¢lii yonii istenilen ayar sabitleme kosullarinda ¢alisabilme
serbestligi vermesindedir (kanonik yontemde, bu hi¢ kolay degildir). Yol integrali yonte-
minde ayar sabitleme, fonksiyonel integrale bir veya bir ka¢ delta fonksiyoneli yerlestirile-
rek yapilabildigi i¢in, istenilen ayarda ¢alisilabilir. Bu yaklasim Faddeev ve Popov tarafindan

1967 yilinda gelistirilmistir.

Ayar teorilerinde eylem, ayar doniisiimleri altinda degismez kaldigi i¢in yol integralinde
[dA,] integral elemani iizerinden yapilan toplamda, birbirlerine ayar doniisiimii ile bagli son-

suz Ag konfigiirasyonu integrasyona katki yapar ve yol integrali iraksar. Yani
AT =UAU = (0U) U (4.30)

doniisiimii altinda eylem degismez kaldig1 i¢in [dAIlﬂ tizerinden alinan integral, U’dan gelen

sonsuzlugu igerir ve
/ [dA,] S 5 oo (4.31)

bulunur.

Soyle ki, bir A, ile baslayip tiim miimkiin Ag’lar dikkate alinirsa fonksiyonel uzayda bir

yOriinge taranmig olur. Buradaki problem sudur: yoriinge boyunca U degistiginden sonsuz

farkli U icin toplam tekrarlanir ve integral sonsuza gider. Bu problemin ¢6ziimii yoriingenin
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dilimlenmesiyle miimkiin olur. Bunun i¢in de integrale ¢ [0, A*“] veya § [9; A““| gibi ayar sa-
bitleme faktorlerinin eklenip, integralin konfigiirasyon uzayinda 9, A** = 0 veya 9;A** = 0
gibi bir yiizey ilizerinde kalmasi saglanir. Genel olarak ayar sabitleme islemi, alanlarin her-
hangi bir fonksiyonu, 6rnegin,

O F (A,) (432)

ile yapilabilir ki bu delta fonksiyoneli de
F(A,)=0 (4.33)

ylizeyinde ayari sabitler.

Ancak fonksiyonel integrale delta fonksiyoneli dogrudan yerlestirildiginde, integral eleman

degisir. Faddeev ve Popov, yol integraline delta fonksiyoneli yerine,
1=App / [dU] 6 [F (A]])] (4.34)

0zdesligi ile tanimlanan bir tamlik kosulu eklenmesi ile bu belirsizligin ortadan kaldirilabile-
cegini gostermislerdir. Bu ifadede, A g p, Faddeev - Popov determinantidir. Burada ilk olarak
g0z Oniline alinmasi gereken husus, grup elemaninin ayar doniisiimleri altinda degismezligi-
dir. Bu da gruptan cebire gegilerek, sonsuzkiiciik hesaplarla dogrulanabilir. Soyle ki, U ve

U’ SU(N) grubun elemanlart ise, grubun integral elemani, sonsuzkiiciik diizeyde,
[dU] = [d(U'U)] = d[U"] . (4.35)

seklinde yazilabilir. Bu durumda U = e* parametrizasyonu gdz 6niine alinirsa, sonsuzkiigiik
A’lar igin grup elemani
Un~I+A+0(N) (4.36)

formunda ac¢ilacagindan, ardarda iki SU(N) doniisiimii, sonsuzkii¢iik A’lar cinsinden

uvu = U”
(IT+XN)Y(T4+N) ~ I+)
T+ M+ XN) ~ I4+X (4.37)

seklinde ifade edilebilir. Esitlik (4.37)’in sol tarafinda A\ parametresi i¢in diferansiyel alindi-

ginda, grup integral elemani

[dU") = [ @\ (z) = [ (aN)* (x) (4.38)

a,r a,x

olarak yazilabilir ki, bu da kapalilik 6zelligi geregi grubun integral elemaninin degismedigini

gosterir.
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Esitlik (4.34)’teki tamlik kosulu Esitlik (4.31)’deki yol integraline yerlestirilirse

/ [dA,)] (AFP / [dU) 6 [F (Aj{)}) et 'Ll (4.39)

elde edilir.
Bu noktada Faddeev - Popov determinantinin ¢ok 6énemli bir 6zelligine deginmek gerekir:

Faddeev - Popov determinanti ayar doniisiimleri altinda degismez kalir: Eger App (A,,) daki
A, alam Ag ile degistirilirse Esitlik (4.35)’teki tanim geregi

Aph (AY) = / au')6 | F (A77)]
_ /[d(U’U)}&[F (Af{/U)]
- / [dU"]a[F (Aff)]

= App(4) (4.40)

bulunur.

Biitiin yol integralinde A, — Agfl doniisiimii yapildiginda [dA,,] integral eleman1 ve eylem
degismez kalir. Ancak F’ (Ag) faktorii £ (A,,) olarak degisir. Bu durumda Esitlik (4.39)’daki

integrali

/ [dU] / [dA,] Appd [F (A,)] e ] 4w (4.41)
formunda yazilir. Boylece

/ [dU] = oo (4.42)

sonsuz faktoriiniin integralden izole edilmesi miimkiin olur. S6yle ki, ayar F' (4,,) = 0 yiize-
yinde sabitlendigi i¢in, bu sekilde ayar serbestisi nedeniyle olusan sonsuzlugun fonksiyonel

integralden izolasyonu gerceklesir.

Bu durumda, yol integralinde ayar sabitleme problemi, A zp igin agik bir ifade bulma islemine

indirgenmis olur. Esitlik (4.33)’ten de yararlanarak Faddeev - Popov determinanti

M‘}l ] (4.43)

§[F(A))] =6(U—Uy) {det 5U/(‘$/)

seklinde yazilabilir. Boylece, Faddeev - Popov determinanti

(4.44)
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olur.

Teorinin Feynman kurallarin1 yazarken, bu determinantin agik ifadesinin kullanilmasi gere-

kir. Bu acik ifadeyi bulmak i¢in, kii¢iik A grup parametreleri i¢in F' (Ag) seriye agilirsa,

F (A} () = F (A, (2)) + /d4yM (Z, ) A(y) +---, (4.45)

Esitlik (4.44)’teki determinantin M (z, y) matrisinin determinantina indirgenecegi goriilebi-

lir.

Faddeev - Popov determinant1 M matrisinin determinantina indirgendikten sonra, bu deter-

minant c ve ¢ gibi iki alan tizerinden Gauss integrali formuna doniistiiriilebilir:

App = det M = / [dc] [dc'] exp {z / d4xd4yc(x)M(x,y)c(y)} : (4.46)

Burada 6nemli olan nokta sudur: Bu determinantin paydada degil de payda kalabilmesi i¢in
c ve ¢’1n Grassmanyen alanlar olmas1 gerekir (Bkz Ek.C). Yani ¢ ve ¢, Fermi - Dirac istatis-
tigine uyan (anti-komiitasyon bagintilarini saglayan) skaler hayalet ve anti-hayalet (Faddeev

- Popov hayaletleri) alanlardir.

Alternatif olarak bu determinant, lineer cebirdeki bilinen bir 6zdeslikten faydalinarak
App = det M = ¢Tm(losM) (4.47)

seklinde yazilabilir. Burada determinantin kesikli hale sokulmus x ve y uzaylar ile izospin

indisleri lizerinden alindig1 hatirlanmalidir. Bu ifade M = I + L olacak sekilde yazildiginda

det (I + L) = exp{Tr[log(I+ L)}

= exp <i (_171—)”_17’7“ (L”)) (4.48)

n=1

elde edilir. L’nin kuvvetleri iizerinden iz islemi Feynman kuraminin pertiirbasyon a¢iliminda
kapal1 halkalar olarak yorumlanir (Bkz Sekil 4.2) ve bu, hayalet alanlarin sadece i¢ diagram-

larda goriiliip, fiziksel olarak gézlemlenemeyeceginin gostergesidir!.

Sekil 4.2: Faddeev - Popov Determinantinin diagramatik gosterimi

'Bu tartisma, Boliim.5’te sistemin fiziksel durum uzayinin insasi yapilirken, tekrardan ele alinacaktir.
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Bir diger 6nemli nokta ise 0 [F' (A,,)] fonksiyonelinin eksponansiyel bir forma doniistiiriilerek
Esitlik (4.40)’deki yol integralindeki eyleme eklenmesidir. Bunun i¢in ayar sabitleme terimi,
F(Ay),
F(A,)=0 (4.49)
ylizeyinden
F(A,) =B"(x) (4.50)

gibi bir ytizeye genellestirilir. Burada B® (), ayar alanlarindan bagimsiz, uzay zamanin keyfi
bir fonksiyonudur. Bu durumda Esitlik (4.34)’te goriilen Faddeev - Popov determinantit App
degismez kalir ve bu ifadedeki 6zdeslik

1= AFP/ [dU] 6 [F (A]]) — B (z)] . (4.51)

formunda genellestirilebilir. Esitlik (4.31)’de tanimlanan yol integraline Esitlik (4.51) yer-
lestirilir ve sonsuz hacim faktdrleri integralden izole edilirse, iirete¢ fonksiyoneli,

Z[J] = / [dA,][dB] Appd [F (AY) — B* ()] exp {z / d'z [L(z) + JH AL,

_% (B® (@)2} } (4.52)

formunda elde edilir. Esitlik (4.52)’de integrale eklenen

/ [dB] exp{—% / d*z (B (x))Q} (4.53)

faktorli bir sabitle carpima denk gelir ve dolayisiyla sadece bir normalizasyon faktoriidiir.
Burada &, keyfi sabiti ayar parametresini temsil eder. B lizerinden Gauss agirlikli bir fonk-

siyonel integral alindiginda tirete¢ fonksiyoneli

Z1J) = / (A, App exp{i / it {,c (z) + Jho A —%(F (Au>>2” (4.54)
sekline doniisir.
Bu asamada,
F(A,)=0,A""=0 (4.55)

Landau ayar1 i¢in Arp determinant: hesaplanabilir: Infinitesimal \ parametreli Abelyen ol-

mayan ayar doniisiimleri altinda ayar alanlarinin doniisiim kurali

AY=A, - D, (4.56)

“w
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g0z Oniine alinarak, Esitlik (4.55)’den, ayar sabitleme terimi
F(A]) = 0,A"* — 9,D"\ =0 (4.57)

olarak bulunur. Bu ifade, Esitlik (4.45) ile karsilastirilirsa, M (z, y) matrisi igin:

o U\b J be ye
Moy (z,y) = U@ (2) (0"AL) (y) =— ox (2) {au (D*)™ A (y)}
= — [9,D"" 6 (z —y) (4.58)

ifadesi elde edilir. Bu matrisin determinanti Gauss formunda Grassmann integrasyon yon-
temleri de kullanilarak (Bkz. EK.B):

App = det M — / 1dd] [de] exp {—z’ / dhz e (x) [0, D) (9(:)} (4.59)

seklinde elde edilir.

Boylece, Landau ayart i¢in, yol integrali lirete¢ fonksiyonelinin

Z[J=0] = / [dA] [de] |dc] ewp{i / d' {—EFSVFW,@_ 2_15

—& (z) (9, D) ¢ (z)} } (4.60)

(0,47’

ifadesine ulasilir.

4.3.Ayar Alanlarinin Feynman Kurallar

Esitlik (4.60)’ta, Landau ayarinda, elde edilen

Seff = SYM + ng + SFPG
1
= / d'z {—ZngFW - % (9, A" — & () [9,D"]™ b (x)} (4.61)

etkin eylemi, ayar alanlar1 ve hayalet alanlar acisindan etkilesimsiz kuadratik kisimlar ve

etkilesimli kisimlar olmak tizere iki kisima ayrilabilir:
o = OuA, — O,AT. (4.62)
olmak lizere, ayar alanlar i¢in etkilesimsiz kisim

1 a v,.a 1 a
SN ras = / dix {_Z a frne E@Aﬂ’ )2 (4.63)
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seklindedir. Bu ifadeye kismi integrasyonlar uygulanarak,

1 a v 14 1 a 9o
Srrvgr = / Al 5 A5 (90 = 0°0) Dy AL + o AP PG AL

28
= d* 1A“ me] 1 1 MoV | 8, AP 4.64
= x§ |9 - - E aby, (4.64)
bulunur. Esitlik (4.64)’te
. 1
KW (x —y) = AL {gWD — (1 — Z) a“a”} §* (2 —y) dap (4.65)

tanimi1 yapilarak, Esitlik (4.65) cinsinden
1. ~
hags = [ [ dtraty 35 ) RS @ = 9) AL ) (466)
formunda yazilabilir. Bu durumda (etkilesimsiz) lirete¢ fonksiyoneli
) = [ @St
: L a v
— [aadenn{i [ [ty |3z 55 e o)
+1 / d*x " (x) Al (m)}
1
= exp {— / / d'z d'y §J“’“ (x) AZ?/ (z,y) J” (y)} (4.67)

seklinde ifade edilir. Burada Al‘jby (x,y), Feynman propagatorii olmak iizere, Esitlik(4.5)’te

verilen tanimi1 geregi

/d4z KE (x, z) AZ‘; (z,9) = 6* (x —y) 0" 52 (4.68)
0zdesligini saglamasi gerekir.

Esitlik (4.65)’te acik hali goriilen kernel i¢in propagatdr, Esitlik (4.68) ifadesi ve Fourier
doniisiimiinden de faydalanilarak
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[ Geton = [ass'a=a g - (1-) @r 0o

% /d4k 5bcApy (k?) eik(z—y)
= / / d'z d'k 50" (x — 2) A, (k)
X l—g“”k2 + (1 _1 ErEP | otk(z=y)
§
= /d4k; 5abApl/ (k) [_gupk2 + (1 _ %) k‘”k:p} cik(z—y)
(4.69)

seklinde hesaplanir. Artik hesaplama cebirsel bir denklem ¢dziimiine indirgenmis olur. Feyn-

man propagatorii kapali formda

A, (k) = A(k) g + B (k) k,k, (4.70)

olarak yazilirsa, Esitlik (4.68) ve (4.69)’dan A ve B katsayilarinin saglayacagi bir cebirsel
denkleme ulagilir:

— AR + KMk, [A (1 - %) - %Bl&} = (2;)455 (4.71)

Buradan hareketle, Esitlik (4.70)’de tanimlanan A ve B katsayilar1

A = —

(2n)"

B = A(§—1)% (4.72)

formunda bulunur. Boylece,

d*k 1 kyuk
Aab _ ik(z—y) , 1) kv gab 4.73

ile tanimlanan Feynman propagatorii elde edilmis olur. Bu ifadenin diagramatik gosterimi

(Feynman Diagrami)
A AANNANS = b + (£ —1) 22 g
= 72 e |9 (&—-1) 0. (4.74)

seklindedir.

’Buradaki ie paramtresi sonsuzkiiciik bir paramtre olup, reel eksendeki kutuplarm integralde yol acacag
rraksamalardan kacinmak icin gelistirilmis bir regiilarizasyon yontemidir.
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Esitlik (4.74)’te ¢ = 1 se¢imi (Feynman Ayari) ile propagator

d*k g
Aab — tk(z—y) |24 4.75
uv (l’, y) / (27T)46 k2 + 7€ ( )

formunda daha basit bir hale doniigiir. Skaler alan propagatoriine benzediginden, bu segimle

hesap yapmak ¢ok daha kolaydir.

Benzer bi¢cimde hayalet alanlarin kuadratik eylem teriminden baslanarak,

SO = / / d*z d*y & (2) D6ac” (y) (4.76)
propagatorii hesaplandiginda

ab d*k' ik' (z—y) 1 ab
A (z,y) = — | —Z e~ 5 4.77)
(27) (k")" + e

elde edilir ve diyagramatik olarak

w,a v,b 6ab

(L. 2 — m (4.78)
ile gosterilir.

Etkilesimli terimler i¢in verteks faktorlerini hesaplamak amaciyla, eylemdeki etkilesim te-
rimlerinin pertiirbatif agilimi yapilabilir. J#, n ve 7] sirasiyla A,,, ¢ ve c alanlarina kars: gelen

kaynak terimler olmak iizere, elde edilen

4 [‘]] =erp {Z / d'z L {&]ﬁ’ W’ W} } ZYM+gf [J] ZFPG [7% 77] 4.79)
iirete¢ fonksiyonelinden temel verteks fonksiyonlar1 (I') hesaplanabilir:

1. Ug ayar bozonu 1g:eren—%eabC fjl,A“’bA”’C terimi i¢in, » ;_, k; = 0 durumunda;
o,c v,b

ks

ka
— ZFZIbJCO' = ieabc (kl - kQ)g Guv + <k2 - kS)M Jvo T (kS - kl)l, Guo

ky

wa (4.80)
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2. Dért ayar bozonu igeren e AY A¢ A#? A€ terimi igin, Y, k; = 0 durumunda;

H,a v,b

i [eabeGCde (g,u)\gup _ gzz/\g,up)
— T, = e (G dn — I Iup) (4.81)
+€ade€cbe (gy)\gpy o gp)\gp,u)}

p.d A

3. Iki hayalet ve bir ayar bozonu igeren ¢ (z) 9,62 A*“c® (z) terimi igin,

N a .
AN D8 = g™k, (4.82)

sonugclarina ulasilir.

47



5.BRST SIMETRISi
5.1.BRST Simetrisi
Onceki boliimde gosterildigi iizere, ayar sabitlemesi yapildiktan sonra bulunan

,Ceff = Lyu+ ng + Lrpc

]' a v,a 1 a =a a
= o EL - 5% (9, AP + 0" (D,c) (5.1)

etkin Lagranjiyeni artik ayar simetrisine sahip degildir. Fakat bu Lagranjiyen hala kalint1 bir

fermiyonik simetriye sahiptir. Yeni L.ss

0A, = w(Dyue)*

5c* = _%fabccbcc
et = —%(@Aﬂ’“). (5.2)

dontistimleri altinda degismez kalir. Burada w doniistimiin parametresi ve sabit bir Grassman

sayisidir.

Esitlik (5.2)’deki doniistimlere gore etkin Lagranjiyendeki bazi terimlerin nasil doniistigi
incelendiginde, ¢ genel olarak A,, ¢ ve ¢ alanlarini temsil etmek iizere §%¢ = 0 oldugu

goriiliir. Gergekten de, A alani i¢in baglanarak

5(Due)” = D6+ f5ALee

w c
= —EDZI’ (f* ) +wf* (Dyue) ¢ = 0 (5.3)

elde edilir. Benzer sekilde, c alanina bakildiginda

1
) <§fabccbcc> — fabc&cbcc — _%fabCfbdecdcecc (54)

bulunur. Esitlik (5.4), SU (N) grubunun cebirinden ve hayalet alanlarin anti-komiitasyon

iliskilerinden faydalanilarak',

1
SU(N) grubunun anti-Hermityen jeneratorlerinin cebri: [T“, Tb] = fabepe

ve Jacobi dzdesligi: [T7°, [T9,T¢]] + [T7, [T, T°)] + [T¢, [T°,T]]
facbfbde 4 fadbfbec + faebfbcd _
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fabCfbdecheCc — (fabCfbdecheCc + fabdfbeccecccd + fabefbcdcccdce)

W =Wl =

(fabCfbde + fabdfbec + fabefbcd) cdcecc (55)

formunda yazilabilir. Esitlik (5.5)’te esitligin sag tarafinda, parantez i¢indeki ifade SU (V)
grubunun Jacobi 6zdesligi oldugundan, sifira esittir. Dolayisiyla Esitlik 5.4’ de sifira esit olur.
Boylece, hayalet alanlar da iki kez doniisiime tabi tutulursa sonucun sifir olacagi (0% =

karakteristigi) gosterilmis olur.

Ayar sabitleme teriminin doniisiimii ise,
6 (0,A") = wd, (D*e)* (5.6)
seklindedir. Anti-hayalet alanlar i¢in Euler - Lagrange denklemi yazilirsa, Esitlik (5.6)’dan
0, (DFe)* =0 (5.7)
bulunur. Bu ifadeden de goriildiigii gibi tim ¢* = {AZ, c*, c“} alan kiimesi i¢in
82 =0 (5.8)

bagintist saglanmaktadir.

Ancak burada dikkat edilmesi gereken husus, Esitlik (5.3), (5.5) ve (5.6)’dan da goriilecegi
lizere, Aj; ve ¢* alanlarinin déniistimleri i¢in doniisiimlerin 5% = 0 karakteri tiim faz uza-
yinda gegerliyken, ¢* alani i¢in bu 6zelligin sadece hayalet hareket denklemlerini saglayan

faz uzayindaki hiperylizey tizerinde gegerli olmasidir.

Artik Lagranjiyenin bu doniistimler altinda degismezligi sinanabilir. A}, alanlart i¢in doni-
siim, \* = wc® parametreli bir ayar doniisiimiine karsilik geldiginden, Lagranjiyendeki £
terimi otomatik olarak degigsmez kalir. Dolayisiyla Lagranjiyende degigsmezligine bakilmasi
gereken terimler ayar sabitleme terimi ve hayalet alan Lagranjiyenleridir. islemler yapildi-

ginda, bu kisimdaki degisimin bir tam tiireve esit oldugu goriiliir:

1 a
S(Lys+ Lrpa) = "t (0,A") (0,0 A"*) + 0" (6¢) (Dyc)

- —% (0,A") 9 (D) — %au (0,A") (Dpuc)*

— 9, _%(aVAM) (Do) . (5.9)

Bilindigi gibi Lagranjiyene bir tam tiirev eklemek eylemde degisiklige sebep olmayacagin-

dan, bu Grassmanyen parametreli doniisiimler altinda eylemin degismezligi saglanmis olur.
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Bu degismezlik BRST simetrisi olarak adlandirilir.

Ancak, daha 6nce de bahsedildigi gibi, BRST doniisiimlerinin yukaridaki formiilasyonunda
bir “kisit” s6z konusudur. Ciinkii anti-hayalet alanlarinin déniisiimlerinin 5% = 0 karakteri sa-
dece faz uzayindaki hiperyiizey tizerinde gegerlidir. Bunu asmak i¢in “yardimct alan” (auxi-
liary field) tanimina gidilir. Uygun yardimci alanin kurama dahil edilmesiyle, simetri cebiri

tiim faz uzayinda kapal1 hale getirilir. Yardimc1 F'* alam

1
e = EGMAW (5.10)
olarak tanimlandiginda, ayar sabitleme terimi su sekilde yazilabilir:
a a § a a
Ly = (O"F )AM+§F . (5.11)

Eger '* i¢in hareket denklemleri yazilirsa, goriiliir ki; Esitlik (5.11)’deki ifade, Esitlik (5.1)’deki

bilinen ayar sabitleme terimine esittir. Bu yeni durumda, toplam etkin Lagranjiyen

Lo = Lym+ Ly + Lrpc

1 a v,a a a g a a =a a
= FLEM 4 (0MFY) Ay 4 SFUF 4 9,8 (D) (5.12)

seklinde yazilir. Anilan durumda, alanlarin BRST doniisiimleri:

0AY, = w(Dyc)*

5 = — %fabccbcc
oct = —wk*
SF¢ = 0 (5.13)

formunda bulunur. Bu déniisiimler, anti-hayalet alanlar igin de tim faz uzayinda 6> = 0
karakteri gosterir. Yani F'* dahil, tim bu yeni alan kiimesi i¢in, artik hi¢bir sinirlamaya gerek
kalmadan

2¢* =0 (5.14)

olur.

Bu durumda, etkin Lagranjiyenin doniisiimiine tekrar bakilirsa, 0 F'* = 0 oldugu i¢in,

0 (Lerr) = 0(Lys + Lrpa)
= 0,F*A"* +0,0¢" (D" c)"
= wd,F* (D"c) — wd, F* (D" c) =0 (5.15)

bulunur. Boylece etkin Lagranjiyenin tiim BRST doniigiimleri altinda degismezligi bu yeni
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cercevede saglanmig olur. Bu sonucun, yardimci alanin olmadigi; dolayisiyla, yalniz anti-
hayalet alanlarin hareket denkleminin saglandigi rejimde gecerli olan doniisiimlere gore daha
iistiin oldugu agiktir. Ayrica bir 6nceki formiilasyonda Lagranjiyende bir tam tiirev ortaya
cikarken, burada degismezlik Lagranjiyen diizeyinde ek bir terim ortaya ¢ikmadan saglan-

maktadir.
Ozetle, buradaki BRST simetrisi, orijinal ayar simetrisinin bir kalintis1 gibidir.

BRST doniisiimlerinin Grassmann dogalar1 geregi anti-BRST doniistimleri de tanimlanabilir:

0AY = w(D,o)"

SCa —_ ,lD(Fa_fabchEc)

bt = e

OF* = wfueFbe . (5.16)

Bu doniisiimler de etkin Lagranjiyeni degismez birakir, ancak bu tezdeki pedagojik boyutlu
caligma baglaminda BRST simetrisinden farkli ve yeni bir bilgi icermediklerinden ilerki tar-
tismalarda anti-BRST doniistimlere deginilmeyecektir. Yine de burada kisaca belirtmek ge-
rekir ki, yukarida goriilen BRST ve anti-BRST doniisiimleri, Grassmann degiskenlerinin asi-
metrik dogalar1 geregi, birbirine simetrik degildir.

Yukarida ayrintili bir bi¢imde tartisilan BRST simetrisine ek olarak, etkin Lagranjiyen, asa-
g1daki e parametreli sonsuzkii¢iik bozonik global simetri doniisiimleri altinda da degismezdir
(hayalet say1s1 simetrisi 2):

oc* = ec”

§e* = —ec®. (5.17)

Artik etkin Lagranjiyene karsi gelen kuantum durum uzayimin fiziksel olarak gozlemlene-
bilen durumlardan daha fazla durum igerdigi aciktir. Bu nedenle, fiziksel Hilbert uzayimin
uygun bir bigimde seg¢ilmesi gerekir. Ayrica bu vektor uzayinin sistemin zaman i¢indeki degi-
siminden etkilenmemesi de gereklidir. Bunun daha iyi tartisilabilmesi i¢in Landau ayarindaki

QED 06rnegi ele alinabilir.

Landau ayarindaki QED igin, fiziksel durumlar, Gupta - Bleuler sart1 olarak adlandirilan
AP (z) ) =0 (5.18)

sartin1 yerine getirecek bicimde segilirler. Burada (+) indisi ayar alanlarinin hareket denk-
lemlerinin pozitif frekansl ¢éziimlerini temsil etmek i¢in kullanilmistir. Bu tek bir sartmis

gibi goriinse de, her koordinat i¢in bir degere sahip olacagindan, sonsuz sayida sarti igerir.

Zhayalet sayis1 simetrisi: ghost scaling symmetry
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Ancak Gupta - Bleuler tiirii bir sart1 yazmak Abelyen olmayan durumda miimkiin degildir,
clinkii ayar alanlar1 Abelyen durumda oldugu gibi, bdyle serbest bir hareket denklemini sag-
lamazlar. Bununla beraber, sirasiyla, BRST simetrisinin ve hayalet sayisi simetrisinin jene-
ratorleri olan QQgrsr ve (). Noether yiikleri korunur ve bu nedenle sistemin zamanla degis-
mesine karsin degismez kalan fiziksel bir Hilbert uzay1 tanimlamada kullanilabilirler. Yani

sistemin fiziksel vektor uzaymin

@Brsr |¥) = 0,
Qcl) = 0 (5.19)

ifadelerini saglamas1 gerekir. Burada 6nemli olan noktalardan bir tanesi de bu sartlarin QED’de
de ortaya ¢ikmas1 ve sonsuz sayidaki Gupta - Bleuler sartinin aksine, sadece iki sart one siir-

mesidir. Bu iki sart Gupta - Bleuler sartin1 yeniden tiiretmek i¢in kullanilabilir.

Bunu gostermek i¢in BRST simetrisinin korunumlu Noether akimi ele alinirsa,

Jo (x) = —FMt5A% + 66 (DFe)* 4 9Fetse”

= —w (F““’“ (D,c)* + F* (DHe)* — %f‘lbc Caok cbcc) (5.20)
bulunur. Abelyen kuram i¢in f%¢ = 0 oldugundan, Noether yiikii
@BrsT = /dgl‘ (F0,c* + F*9°c*)
- / BB (FO gyt + Foo)
= /d3:z: (@- (FOi’“ca) + F“c'“)
_ / BrFece (5.21)

seklinde yazilir. Q) prsr hesaplanirken yukaridaki islemde kismi integrasyondan sonra Ma-
xwell hareket denklemleri kullanilmis ve son basamakta ylizey terimleri atilmistir. Eger yar-
dimc1 ve hayalet alanlarin yaratma ve yok etme operatorleri cinsinden dekompozisyonu ya-
pilir ve BRST yiikii, yok etme operatorleri en sagda olacak sekilde normal siralamaya tabi

tutulursa,
QBRsT =1 / dk [ (=k) F) (k) — FO) (k) ™) (k)] (5.22)

formunda yazilabilir. Benzer bicimde hayalet yiikii de

Q. = / >z forectd AG (5.23)
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seklindedir. Esitlik (5.19)’daki
Qclv) =0 (5.24)

sart1 hatirlanirsa, fiziksel durumlarin hayalet sayilarinin sifir olmasi gerektigi goriiliir. Bu
demektir ki, fiziksel durumlar esit sayida hayalet ve anti-hayalet pargacik igermelidir. Yani
teorinin fiziksel durumlari

) = |4,) ® le, &) (5.25)

seklinde gosterilirse, BRST yiikiiniin

Qprst [¥) = i/dk [C(_) (—F) F) (k) — FO (—F) ) (k>] x |Au) ® le, e)
— 0 (5.26)

kosulunu saglamasi gerekir. Bu da ancak
(k) |e,e) =0=FH) (k)]A,) (5.27)
olmas1 durumunda gergeklesir. Yani fiziksel durumlar hi¢ hayalet pargacik icermemelidir:
) = A, ®[0,0) = |4, (5.28)

ve
FO (k) [9) = (0,4 (k) [¢) = 0 (5.29)

olmalidir ki, bu da Abelyen durumda Gupta - Bleuler sartindan baska bir sey degildir. Bu du-
rum teorinin Abelyen olmamasi halinde de saglanir ve teorinin fiziksel durumlarinin hayalet

pargacik icermedigi gosterilmis olur.

Son olarak ayar sabitleme parametresinin fiziksel sonuclarda goriilemeyecegi ve hayalet alan-
larin fiziksel diinyada serbest olarak gdzlemlenemeyecegi gosterilebilir. Bunun i¢in etkin
Lagranjiyendeki bu ekstra terimlerin bir BRST degisimi olarak yazilabileceginin gosteril-

mesi yeterli olacaktir. Ger¢ekten de doniisiim parametresi w = 1 olarak alinarak
Lo+ Lppe = (0'F?) AL+ EF“F“ + 0" (D,e)"
=a a é’ =a a
) (—8“0 Al — 5(: F
= {QBRSTa (—8“6%; - gé‘LF“ﬂ (5.30)
+

oldugu gosterilebilir. Bu durumda, fiziksel bir sistem i¢in @ prst [10) = 0 oldugundan, Lag-
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ranjiyene eklenen bu terimlerin

(01 (Las + Lrr) 1) = =001 |Qansr, (0 as + Ser )] 0
+
=0 (5.31)
denklemini sagladig1, yani teorinin matris elemanlarina bir katkisinin olmadigi goriiliir. Artik,

sistemin fiziksel matris elemanlarinin ayar parametresi £’den bagimsiz oldugu gdsterilebilir

(doniisiim parametresi w = 1 olarak alinmistir):

) YAV
a_5<0|0>J = % =%<0|/d4xF“F“IO>J

_ _%/d4x<0|5(c“F“)|O)J

= —%/(f‘l’ (0] [@prst, e F*], [0)" = 0. (5.32)

Son basamakta, fiziksel Hilbert uzayina ait vakumun BRST yiikii tarafindan yok edilmesi

ozelligi kullanilmistir.

5.2.Ward (Slavnov - Taylor) Ozdeslikleri

Ayar kuramlarinin BRST degismezligi teorinin sagilma genlikleri arasinda bazi iliskileri or-
taya cikarir. Anilan iliskiler, Ward 6zdeslikleri veya Slavnov - Taylor 6zdeslikleri olarak
bilinir. Ayar kuramlarinin renormalize edilebilirligi a¢isindan énemli role sahip olan bu 6z-

deslikler yol integrali formalizmi ¢er¢evesinde ele alinabilirler:

Kaynak terimleri ile beraber etkin Lagranjiyen

Leps = Lror + JW AL + JOF* +i (0" — c"n") + K™ (Dye)* + K* (—%fabccbcc) )
(5.33)
seklinde yazilabilir. Burada J* ayar alanlarinin, J* yardimer F'* alaninin, 77 ve 7 sirasiyla
hayalet ve anti hayalet alanlarin kaynak terimleriyken, K¢ ve K** da kompozit operatdrlerin
kaynak terimleridir. Ureteg fonksiyoneli®, genel olarak tiim alanlar A ve tiim kaynaklar .J ile
gosterilmek tlizere
Z[J] =" =N / [dA] ] d'# Less (5.34)

olarak ifade edilebilir.

3Etkin Lagranjiyende BRST degisimlerine ait kompozit operatdrlerin kaynak terimlerinin de bulunmasmin
nedeni asagida aciklanacaktir.
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Alan operatorlerinin vakum beklenen degerleri Esitlik (5.34)’ten

a oW
<Au> = g ma’
o OW
(") = —25—77(17

oW
(Due)") = 5o

seklinde elde edilebilir.

Kaynak terimlerin sabit olmas1 durumunda etkin Lagranjiyenin BRST dontistimii:

(F*) =

oW

8Je]

;W
one’

1
o §fabccbcc> >

§Lesy = JHOAL 4 JUSFO i (16" — 560

= jw / d'z {J“»“ (Duc)® +i G fobe

nclct +

W
0K

ol

(5.35)

(5.36)

olur. BRST doniisiimleri altinda iirete¢ fonksiyonelinin degismez kalmasi gerektiginden;

§Z[J]=0 = N / [dA] (z / d4x5£eff> et d*eless

= jw / d*x {JW (D)) + i < (—% f“bccbcc)> +in® <F“>}

oW oW
SKa ’

ow

= /d4x [J“’“— -

dK e

+1n

9Je

(5.37)

elde edilir. Bu ifade, teorinin baglantili Green fonksiyonlarindan tiiretilmis ”Master Denkle-

midir”. Burada kompozit operatorlerin kaynaklarinin gerekliligi agik¢a goriilmektedir.

Fiziksel perspektiften anlam tasidiklar icin, genellikle, teorinin 1PI verteksleri ile ilgileni-

lir. Bu verteks fonksiyonlari, daha once Esitlik (4.23)’te gosterildigi iizere, baglantili Green

fonksiyonlariin iirete¢ fonksiyonelinden Legendre doniisiimii ile ger¢ek vertekslerin tireteg

fonksiyoneline gecilerek elde edilebilir:

DA, K] =WI[J K| - / d'z (JHCAD 4+ JUR 4 (70— e'n®))

Esitlik (5.38)’den

or ow

SKma — §Kma’

oT .
T
o,
oee
or ow

(5.38)

(5.39)



tanimlart kullanilarak, Esitlik (5.37) ile tanimlanan ”Master Denklemi”

— 1 —_

ST 6W 6T 6W 5T
4 il S Ta —
/ ' LMZ sk s 54 (5.40)

seklinde yazilabilir.

Teorinin BRST degismezliginin sonucu olan bu ”Master Denklemi” ayar teorilerinin renor-

malize edilmesinde 6nemli bir role sahiptir: Ornegin, Esitlik (5.40), momentum uzayinda

A oT oW oT ow N A
/d g [MZ(—/@) SKra (k) T e (—k) 0K (k) iF e (k)} =0 (5.41)
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formunda yazilir, SE ()3 (p)

tiirevi alinir ve alan degigkenleri sifira esitlenirse

52F 52F B 62F
OF" (p) 0AS (—p) ¢ (=p) 6K (p)  dee (—p) o™ (p)

=0 (5.42)

bulunur.

Bu ifade, I’ ve A},’lar1 igeren karisik iki-nokta fonksiyonlar1 ve hayalet fonksiyonlarmin iki-
nokta fonksiyonlarini igermektedir. Dolayisiyla sonug olarak kuantum diizeltmelerinin Egit-
lik 5.42°deki ifadeyi saglamasi gerekir. Bu bakimdan ayar teorilerinin BRST degismezligi, bu

teorilerin renormalize edilebilirligi ve ayar serbestligi agisindan ¢ok temel bir 6neme sahiptir.
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6.SONUC

Bu calismanin asil amaci bagh sistemler i¢in gelistirilmis kuantizasyon yontemlerinden Di-
rac’1n kanonik kuantizasyon ve Feynman’in yol integrali yontemleriyle ayar alan kuramlari-

nin kuantizasyonunun incelenmesidir.

Bu amagla, ikinci boliimde ilk olarak Abelyen olmayan global simetriye sahip spinor alanlarin
genel Ornegi iizerinden, bu simetriler yerellestirilerek ayar teorilerinin insas1 ile baslandi.

Yang - Mills teorisinin temel 6zellikleri tanitildi.

Ucgiincii boliimde bagl sistemler icin Dirac’in gelistirdigi kanonik kuantizasyon yontemi
Ozetlendi. Bu yontemde Hamiltonyen, baglar tarafindan belirlenen indirgenmis faz uzayinda
yazildi. Bu indirgenmis faz uzayinda birincil baglar i¢in, bag yiizeyinde zamanla degisme-
meleri anlamina gelen, tutarlilik sartlarindan ikincil baglar ortaya ¢ikti. Bu algoritmanin ayar
alanlari i¢in ikincil bag kosullarinin elde edilmesiyle sonlandig1 ve bu ikincil bag kosulunun
Gauss yasasi oldugu goriildii. Baglar i¢in Dirac tarafindan gelistirilen diger siiflandirma
cergevesinde, birinci sinif baglarin Lagrange carpanlarini belirlemek i¢in kullanilamayacag,
ikinci sinif baglarin kuantizasyonuda dnemli yere sahip oldugu ve teori kuantize edilirken
bu yeni baglar i¢in yeni bir cebirin tanimlanmas1 gerektigi (Dirac parantezleri) anlasildi. Bu
yontem kullanilarak, Maxwell ve Yang - Mills teorileri kuantize edildi. Bag kosullar1 i¢in
onerilen bu yeni siniflandirma ayar kuramlarina uygulandiginda sistemde momentumun za-
mansal bileseninin sifir olmas1 ve Gauss yasasi olarak ortaya ¢ikan baglarin birinci sinif ol-
malarindan 6tiirti, sisteme bunlari ikinci sinif baglara doniistiirecek olan ayar sabitleme terim-
leri (Coulomb ayar1) eklenerek, Dirac parantezleri teorideki ayar alanlar1 ve onlarin eslenik
momentumlart i¢in yazildi. Bu bdliimde, ayrica, birinci sinif baglarin ayar dontisiimlerinin
jeneratorii oldugu Dirac’in yontemi kullanilarak gosterildi ve Kuantum Noether teoremi kap-

samindaki karsilig1 tartisildu.

Dordiincii boliimde Feynman’in yol integrali kuantizasyon metodu incelendi. Alanlarin va-
kum beklenen degerlerine esit olan Green fonksiyonlarinin lirete¢ fonksiyonelinden nasil elde
edildigi, buradan iki nokta ge¢is fonksiyonlarinin (propagatdrler) ve tek nokta etkilesimle-
rin Green fonksiyonlarinin (verteks fonksiyonlari) insa yontemleri ¢aligildi. Ayar alanlariin
bu yontemle kuantizasyonu, Faddeev ve Popov’un gelistirdigi, ayar sabitleme yontemi ile
yapildi. Bu yaklagimda yol integraline ayar sabitleme kosulunu igeren delta fonksiyonunun
yerlestirilmesi sonucu ortaya ¢ikan Faddeev - Popov determininantinin bir etkin Lagranjiyen
terimine doniistliriilebilmesi amaciyla teoriye fermiyonik skaler alanlarin (Faddeev - Popov
hayaletleri) nasil eklendigi incelendi. Bu yeni formda 6rnek olarak teorinin iki nokta gecis

fonksiyonlar1 ve tek nokta etkilesim fonksiyonlari (Feynman kurallari) elde edildi.

Son boliim olan besinci boliimde ise Faddeev - Popov yaklagiminin bir sonucu olarak teoride

BRST simetrisi olarak adlandirilan kalint1 bir simetrinin ortaya ¢iktig1 goriildii. Bu doniisiim-
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lerin Grassmann dogalarinin bir sonucu olan 62 = 0 karakterinden faydalanilarak, Faddeev
- Popov hayaletlerinin fiziksel durumlarda ortaya ¢ikmayacaklar1 gozlendi. Bunu yaparken
BRST ve bozonik global bir simetri olan hayalet sayisi simetrisi i¢in Noether yiikleri yazi-
larak, bu yiiklerin fiziksel sistemi betimleyen uzaylar iizerinde izdiislimiiniin olmadig1 goz-
lemlendi. Son olarak yine bu boliimde teorinin BRST simetrisi kullanilarak, kuramdaki gegis
genliklerinin renormalize edilmesinde dnemli bir yere sahip olan Master Denklemi [Ward

(Slavnov - Taylor) 6zdeslikleri] insa edildi.

58



EK A.NOETHER TEOREMIi

Dogadaki simetrilerin korunum yasalar1 ile birebir iliskili oldugu ¢ok eskiden beri bilinmek-
tedir. Klasik mekanik baglaminda ¢ok eskiden beri bilinen bu simetri ve korunum yasalari
arasindaki iliski 20. yy’in baglarinda Emmy Noether tarafindan sistemli bir yapiya kavustu-

rulmustur.

Herhangi bir bir fiziksel sistem iizerinde c¢alisilmaya baglanirken sistemin Lagranjiyeni bii-
tiin simetrileri icerecek sekilde insa edilir. Dolayisiyla Lagranjiyen alan kurami, eylemin,
alanlarin (i¢ veya izospin doniigiimleri altinda ya da) uzay-zaman &telenmeleri ve Lorentz

doniisiimleri altinda degismez kalmasi1 prensibi tizerine kuruludur.

Genellestirilmis ¢ alanlarindaki birinci mertebe degisimlerin eylemde degisiklik yapmama-

sin1 dngoren en kiigiik eylem prensibi ¢ergevesinde eylemin degisimi

5S = / Aol = / iz 2 5o+ Léaﬁbw —0

Op® 5 (0,0%)
oL oL oL
o (i) o st
/ opr "\ 0 (9u0) 7O 0 (9u9®) ¢
=0 (A.1)
seklinde yazilabilir.
o ¢
1 dso=0-_ ‘
80 +
N30=0
= 0 >0
Hareket denklemleri Noether Teoremi

Sekil A.1: Eylemin degisimi

Bu alan konfigiirasyonlar1 Euler - Lagrange denklemini sagliyorsa Esitlik A.1’de goriilen ilk
terim sifir olacaktir. Eylemin degismezligi icin ikinci terimin de sifir olmasi gerekliligi bir

korunum yasas1 verir:

5C |
—_— a p— .u p— .0 . y? pr—
O (5(8@“)&‘5 ) kI =007+ O =0, (A2
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Bu ifadede j* Noether akimidir. Bu akimin zamansal bileseninin hacim integrali ise,

Q= / dx J° (A.3)
Noether yiikiinii tanimlar. Esitlik (A.2)’deki stireklilik denkleminin hacim integrali alindi-
ginda:
3 .0 .q dQ . . .
A’z 0] + [ ds;j' = o + ylizey terimleri = 0 (A.4)
bulunur.

Eger ylizey terimleri sonsuzda yeteri kadar hizl1 bir bigimde sifira gidiyorsa, Esitlik (A.3)’teki

@ ytki korunuyor demektir ve bu da bir korunum prensibi anlamina gelir:

Simetri — Korunan Akim — Korunum Prensibi

Alanlar kuantize edildiginde, Noether yiikii alanlarin doniisiimlerinin jeneratorleri olur ve ()

Noether yiikii olmak {izere, kuantum uzayinda doniisiimler
U=e@ (A.5)
olarak tanimlanabilir. Bu iiniter doniistimler altinda, Genellestirilmis bir ¢ alani
¢ =U'oU

seklinde doniisiir. Kuantumlanmis alanlarin beklenen degerlerinin doniisiimii klasik alanin
doniisiimiiniin ile ayn1 olmas1 beklenir. Bunu gostermek i¢in ayar alanlar1 6rneginden fayda-

lanabilir. Kuantize edilmis ayar alanlari
(A2) = U AU =UA U = (0,U)U™? (A.6)

formunda doniisiir '.

Saf Yang - Mills Lagranjiyeni
1
L= —ZFSVF“”“ (A.7)

! Burada notasyon karmasasindan kaginmak icin kuantum ayar alanlar1 betimlemek icin de ayni Aj, gbsterimi
kullanilacaktir.
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icin sonsuzkli¢iik ayar doniisiimlerinin Noether yiikii
0Q = /d3x6j0 = /d3x (FO”’“DZC&\C)
= / d’x (D, I1#)° 6X°
= /deGC (x) ON° (A.8)
seklindedir. Sonsuzkiigiik degisimler i¢in, Esitlik (A.6)’un sol tarafi

(A2)" = U'ALU ~ (I - i6Q) A% (I+i6Q)
~ A+ [A6Q) (A.9)

halini alir. Bu degisimin, daha once Esitlik (2.46)’de gosterilenle uyumlu olmas1 gerekir.

Oyleyse, ayar alanlarmin sonsuzkiigiik degisimlerinin
A=A 0),00) = i|AL@), / Py (DY ()5 ()
1€ (7 v \be —
/ d’y [A I, ()] (Dg)) ™ 0" ()
i / d*y [16% 8,, 0° (7 — )] (D))" 0N ()

§A% (z) =i [A% (2),6Q] = —DLoN (z) (A.10)

oldugu goriilebilir ki bu sonu¢ daha dnce esitlik (2.46) ile ortiisiir.
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EK B.GRASSMANN INTEGRALLERI

Antikomiitatorleri ve kareleri sifir olan sayilar, Grassmann sayilari olarak adlandirilir. Fermi-
yonik sistemler i¢in Grassmann sayilar1 tizerinden integrallerin alinmasi gerekir. Grassmann

integrallerinin c-sayilardan farkli baz1 6zellikleri vardir:

6 bir Grassmann degisken, ¢ bir c-say1 olmak iizere, gelisi giizel bir ¢ (/) Grassmann fonksi-

yonunun tiim uzay lizerinden integrali 6telemeler altinda degismez kalir:

/Ood9¢(9):/_ood9gb(9+c). (B.1)

—00 o0

Bu degismezligin sonuglarinin incelenmesi igin, 6rnegin ¢ (0) Grassmann fonksiyonunun
Taylor serisine agildig1 durum ele almabilir. Bu seride, § = 0 oldugu igin birinci kuvvetten
sonraki terimler sifir olacaktir:

o) =a+b0. (B.2)

Dolayisiyla ¢ (6) fonksiyonunun integrali, [y ve I; sirasiyla

[0 - /d@

L = /dee (B.3)

olmak tizere,

/_OO ) /OO 9 (0 + c)

[e.e] —00

a[0+b11 = (CL+bC) Io+b]1 (B4)

seklinde yazilabilir. Esitlik (B.1)’deki degismezligin saglanabilmesi icin, sirasiyla,

Iy = /dG:O

L = /d99:1 (B.5)

olmasi gerekir. Kolayca goriilebilecegi iizere, bir Grassmann degisken iizerinden integral, o

degisken cinsinden tiireve esittir:

d
/d& — 0 (B.6)

Grasssmann integrallerinin 6nemli bir 6zelligi daha vardir: /; integrali ele alinarak c, bir c-
say1 olmak {iizere,
0=ct (B.7)
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doniisiimii yapildiginda

/d99 = /kd&'c@' =1 (B.8)

olmasi gerektiginden ve Jacobian
do

= @ g
seklinde tanimlandigindan k& = J~'olmalidir. Bu durumda I, integrali

J c (B.9)

I = /de’J—lce’ =1 (B.10)

formunda yazilir. Yani, Grassmann integrallerinde degisken degisimi yapildiginda, Jacobian
c-sayilardan farkli olarak integrantta paydaya yazilir.

Bu sonug, degisken sayisinin birden daha fazla oldugu durum i¢in genellestirilebilir: Soyle
ki,
degisken degisimi yapildiginda, Jacobian

do;

JZ' i

(B.12)

seklinde tanimlanir. Esitlik B.11°deki degisken degisimi

1:H/d9i91-21 (B.13)

integraline uygulandiginda, Esitlik B.13
[ = H / (det Jij)il d& Cij 6]' =1 (B14)

seklinde doniisiir.

Esitlik (B.14)’{in ispat1 i¢in, n = 2 durumu ele almabilir:

0 = cui+ci2ée
Oy = caéi+cné (B.15)

olmak tlizere
1= /d01 0, d0,05 =1 (B.16)
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integrali

I = /d91 (11 &1 + c1262) dby (ca1 &1 + €22 &2)

= /Kd§1d§2 (cr1copé1éo —craco1 &) =1 (B.17)

seklinde yazilabilir. Bu durumda, Grassmann degiskenlerinin anti-komiitasyon bagintilarin-
dan, Esitlik (B.5)’teki /; sonucundan, ve Jacobian’in Esitlik (B.12)’deki tanimindan fayda-

lanilarak, [ integrali

I = K(—ciica+ciaca)=—1

olarak bulunur ve Esitlik B.16’nin saglanmasi i¢in

(B.19)

olmasi gerektigi goriilebilir.

Bu sonuglar, yol integrali baglaminda 6zel bir 6nem sahip /N tane Grasmann degiskenin ol-

dugu Gauss integrali 6rnegi lizerinden genellestirilebilir:
N ) N
I(4) = /Hd@i db;exp (Z eiAijej) : (B.20)
i=1 ij=1

Burada 6; ve 0, , N iki farkli Grassmann degisken kiimesidir.Bu integralin hesaplanabilmesi

icin exponansiyel terim kuvvet serisine acilir.

Bu hesaplamay1 kolaylastirmak i¢in, N = 2 durumu ele alinarak daha yiiksek mertebeden

durumlar i¢in genellestirilebilir:

2
I(A) Z/Hd@- db; § 1+ (0;A;0;) +% (6:A:,6;)° b . (B.21)
= 0 an

Herhangi bir sabitin Grasmann integralinin sifir olmasindan kaynakli olarak ilk terim sifir-
dir. Diger terimler sirasi ile ele alindiginda, kuvvet serisindeki birinci mertebeden terimin

integrali

/d91 dfy dfy dos (§1A1191 + 09 A2 61 + 01 Ao + §2A2292) =0 (B.22)

bulunur.
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Ikinci terimin integrali hesaplanirken, 62 = 62 = 0 durumu dikkate alindiginda, sadece belirli

terimlerden katki gelecektir. Bu durumda ikinci terimin integrali

2 / del dél dég d@g (élAll 61 ég A22 92 + ég A21 61 él Alg 92)
= 2(—A1n A+ ApAy)
= —2det A (B.23)

seklinde bulunur. Bu durumda, tiim terimlerden gelen nihai katki
I(A)=—det A (B.24)

olarak hesaplanir. Bu sonug, c-sayilar cinsinden alinan Gauss integrallerinden farkl bir so-

nuctur ve alanlarin yol integrali kuantizasyonunda énemli bir rol oynar.
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EK C.YOL INTEGRALININ INSASI VE GECIS GENLIKLERI

Yol integrali, esas olarak konum operatoriiniin Heisenberg resmindeki iki farkli 6z duru-
munun arasindaki gegis olasilig1 oldugu i¢in, bu olasilig1 hesaplanirken 6nce bu iki zaman
arasindaki uzay araliginin sonsuzkiiciik araliklara boliinmesi ve bu sonsuzkiiciik araliklar bo-

yunca gecis genliginin hesaplanmasi gerekmektedir (Bkz. Sekil C.1):

Sekil C.1: Yol integralini hesaplanabilmesi i¢in, yol oncelikle ¢ok sayidaki ara noktalar iize-
rinden kesikli hale getirilir.

<£L‘N,tN|fL’1,t1> = <$N|€_iH(tN_t1) |JZ1> :/dl’N_l...de‘Q <ZEN,tN|Z'N_1,tN_1>

X <$N_17tN_1|...’$2,t2> <J]2,t2|$1,t1>. (Cl)

Gegis genliginin Esitlik (C.1)’de verilen ifadesinde, bir ara nokta integrali, 0t = t; — t; 4

olmak iizere, tamlik ve normalizasyon kosullar1' da kullamlarak,

(wo, o] witr) = (o] e 0% g ) :/dp (wa| p)e” MO0 p |, )
dp —ipxo ,—iH(x,0:)0t Jipr1 dp —iH (z,p)dt ip(x1—x2)
= %e e “2)%¢ = %e P)%e (C.2)

seklinde yazilabilir. Burada g-sayidan c-sayiya gegisin H (x,0,) <> H (z, p) seklinde yapil-
digina dikkat ¢ekmek gerekir. infinitesimal aralik igin,

b o lim P T2)

ta—t1 (tg — tl) (C3)

'Konum ve momentum 6z vektorlerinin normalizasyonlari sdyle yapilmistir:

I = [dzl|z)(z|, (zly) =d(z—y),

ipx

1= [dplp)(pl, plz) = 757
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olarak tanimlandigindan, Esitlik (C.2)’deki ifade

dp ilpr—H(x
<_Qj2’t2| xl,tl> — /%6 [p H( 7p)]6t (C.4)

formunda yazilabilir. Dolayisiyla N — oo limitinde tiim ara noktalar iizerinden toplam sii-

rekli hale gelir ve gecis olaslik genligi
tN
(e twl i) = [ el dp] e { [ i n <x,p>]} (©5)
t1
olarak elde edilir.

H = % + V (z) 6zel formundaki Hamiltonyenler igin, Esitlik (C.5)’teki genel formdan

Feynman formuna kolayca gegilebilir ve

(s bl 20, ) = / (da] exp{i / ™ (x,j:)} _ / (da] S (C.6)

t1

oldugu gosterilmis olur (Bkz. Sekil C.2)

Sekil C.2: Yol integrali, konfiglirasyon uzayinda iki noktay1 birlestiren tiim olas1 yollar tize-
rinden toplam igerir.

Son olarak, zaman siralama operatériiniin propagatorde nasil yer aldigi incelenebilir: Bunun
icin, X (¢;) ve X}, (t;) operatorlerinin ¢arpimlarinin, ¢; > ¢, igin,|z1, ¢1) baslangic durumu

ile (x,, t,| son durumu arasinda sandviclenmesiyle elde edilen gegis ifadesi

(st X (1) X (B) |20, 1) = /dg;n_1 o deger .z . ds
X Ty to| Tty tn1) (Tp_1, tn_1]
T i) (i Gl g, ) () -
Tty trr) (Trgrs et | Tk, tr) T (Lr)

co |z, ) (o ta| w1, ) (C.7
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seklinde yazilabilir. Eger Esitlik (C.6)’da n — oo limiti alinirsa, bu ifade
tn
(T, tn] X (t;) Xk (tr) |21, 81) = / [dz] z; (t5) x (L) exp {@/ dtL (m,x)} (C.8)
t1

halini alir. Eger zaman siralamasi degistirilirse, Esitlik (C.8)’in sol tarafinda operatorlerin
sirast degisirken, esitligin sag tarafinda c-sayilarin siralamasinin 6nemi olmayacaktir. Yani,
zaman siralamasi operatdr formalizminde operatorlerin siralamasi agisindan dnemliyken, yol
integrali formalizminde c-sayilarla hesap yapildigindan, bu siralama bir degisiklik yaratma-
yacaktir. Bunun nedeni, yol integralinde uzay-zamanin es dilimlere bdliinmesiyle bu sirala-

manin zaten ilk asamada yapilmis olmasidir.

Burada, ileriki tartigmalar i¢in gerekli iki tanim1 vermekte fayda vardir: Birincisi, kuantum

mekaniksel bir O niceliginin z; noktasindan x; noktasina gegis genligini veren, (O) integrali:
1
(O) = N/ [dX] O(z) exp (— Z §$z‘Dz‘j%‘> : (C.9)
ij=1
digeriyse, bu gecis genliklerinin iirete¢ fonksiyonelidir:
n n 1 n
(D, J) /E xexp( ”2:3123: J:I:J+; a:) ( )

Burada normalizasyon katsayist N,
I(D,0)=N"" (C.11)

ifadesi ile belirlenebilir.

Bu tanimlamalardaki amag, (O) i¢in genel bir ifade bulup daha sonra n — oo limitinde
sonsuz serbestlik derecesine gegmektir. Bu yolda, ilk 6nce I (D, 0) ifadesinin hesaplanmasi

icin D matrisini diagonal hale getiren

gibi bir benzerlik doniisiimii yapilabilir:

n

n 1 n
I(D,J) = /deiexp <— > §xisi;€15ikDij5j—llsﬂzj+ > Jﬁ;j&m)
=1

i,5,k,0=1 ik=1
n n 1 n

- / [ dzieap (— > 5Dl + > J;x;) . (C.13)
k=1 k=1 k=1

D matrisi diagonal forma getirildiginde, diagonal elemanlar D matrisinin 6zdegerleri oldu-

68



gundan, integrale katki sadece bu 6zdegerlerinden gelir. Dolayisiyla D}, = d; olmak iizere,

her bir 2/ lizerinden Gauss integrali alindiginda
(A

I(D,J) = H %Zr)exp < %Ji (D_l)i]f Jk>

= (2ﬂ)nexp ( lji (D_l)ik Jk> (C.14)

elde edilir. Bu ifadeden goriildiigii tizere, integralin alinmastyla paydaya D matrisinin deter-

minantmin kare kokii gelir®.
Daha once de belirtildigi gibi amag, Esitlik (C.9)’dakine benzer bir gecis genligi hesaplamak-
tir. Burada normalizasyon katsayist

N~'=1(D,0) = (2r)"* (detD)™ " (C.15)

olmak tizere x,z5 - - - x,, gibi bir ¢arpimin gecis genligi

(r129 - - - N/de T1Tg - xnexp< Z —T; D”a:]) (C.16)

zgl

seklindedir. Bu ifade; tireteg fonksiyoneli, / (D, J)’nin J’ye gore sirayla tirevlerinin alinip

daha sonra J’nin sifira esitlenmesiyle de iiretilebilir.

Her bir tiirev, integranda bir x; getirecegi i¢in Esitlik (C.16)’daki ortalama

=0
(w122 -+ Tn) 8 7. (D, J)
J=0
- Z Dk1k2 ' kn— lkn (C'17)
eslesmeler

seklinde hesaplanabilir. Bu ifade Gauss integrallerinin 6zelligi geregi tek sayida z i¢in sifira
esit olacaktir. Ancak, iki ve daha fazla ¢ift sayidaki x icin ise sifirdan farkli sonug verecektir.
Ornegin, iki z igin:

(wiz;) = (D7), (C.18)

sonucunu verirken, dort x i¢in ise sonug:

(mizjope,) = [(Dil)ij (Dil)kl + (D71>ik (Dil)jl + (Dil)z‘l (Dil)jki| (C.19)

seklinde olur. Bu indislerin eslesmeleri, temelinde operatorlerin normal siralamasi yer alan

Wick Teoremi’ne gore yapilmistir.

?Determinant benzerlik doniisiimleri altinda degismezdir.

69



EK D.POISSON PARANTEZLERININ DAGILMA OZELLIGi

Mekanik sistemler i¢in iki dinamik degiskenin Poisson parantezi

oF 0G  0OF 0G
F = — D.1
{ ’G} dq; Op; Op; 0g; ( )
seklinde tanimlanir. Buna gore
OF0(GH) OFO0(GH)
FGH! = —
{ G } 0q;  Op; Op;  0g;
oF 0G OF0H O0F 0G OF OH
= H+ — H —
0q; Op; dq; Op; Op; 0g; Op; 0q;
B 8F8G_8F€)G 8F6H_8F8H
B dq; Op; Op; 0g; 0q; Op; Op; 0q;
= {F,GYH+G{F H} (D.2)

ozelligi saglanir.

Es zamanli Poisson parantezlerinin fonksiyonel genellestirilmesi

B OF (20,7) 6G (20, §)  OF (20,7) 6G (20,9)
{F(2),G W)} aymyy = / dgz(;@ (o, 2) O11; (z9, Z) 011, (z0, 2) 09 (20, 2) (®-3)

seklinde tanimlanir.

Mekanik durumda s6z konusu oldugu gibi, agik bicimde

32’ 6F(x07 ) (‘7;07 ) T
K 51 (@0, 2) 311, (0,2 (70:9)
('T()vf) oH (900 ﬁ)

v [ d=Gwon g (20, 2) O1L, (20, )
_/d3 5F($07 ) ((l’ ) (ZL‘(), )
H (
(

{F(z),G(y) H (y)}

!

<

6 (an >5¢Z Zo, = )

3 5F(.ZL’07 ) an?j)
/\dZG(xO7 )(SH’L (.1'0, )5¢Z ‘TOV?) (D4)

seklinde ifade edilen Poisson parantezlerinin fonksiyonel durum i¢in dagilma 6zelligi de

F(z),G(y)H(y) ={F(v),G )} H(y) + G W) {F(z),H(y)} (D.5)

olarak elde edilir.
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