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OZET

ENDOMORFIZMA HALKASI DUZENLI OLAN MODULLER
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Yiiksek Lisans, Matematik
Damisman: Do¢. Dr. Pinar Aydogdu
Mayis 2022, 118 sayfa

Tezimizin birinci boliimiinde, diizenli halkalar lizerine yapilan ¢alismalarla ilgili kisa bir
bilgi verilmistir. ikinci boliimde, diizenli ve birimsel diizenli halkalarin genel 6zelliklerine

ve tezin genelinde kullanacagimiz bazi temel kavramlara yer verilmistir.

Tezin liclincii boliimiinde, endodiizenli olarak adlandirilan endomorfizma halkas1 diizenli
olan modiiller detayli olarak incelenmistir. Bu modiiller, Zelmanowitz diizenli
modiillerle kiyaslanmistir. Bazi 6zel halka siniflari icin endodiizenli modiiller yardimiyla
karakterizasyonlar ele alinmistir. Endodiizenli olma 6zelliginin dik toplama tasinmadigi
durumlar Orneklerle irdelenmis ve endodiizenli modiillerin dik toplaminin ne zaman
endodiizenli oldugu arastirtlmistir. Ayrica, endomorfizma halkasi, diger bazi diizenlilik

kosullarini saglayan modiiller de ¢aligilmigtir.

Dordiincii bolimde ise birimsel endodiizenli olarak adlandirilan, endomorfizma halkasi
birimsel diizenli olan modiiller ele alinmigtir. Bu modiiller i¢in verilen karakterizasyonlar
incelenmigtir. Endodiizenli modiillere paralel olarak birimsel endodiizenli modiillerin dik

toplaminin ne zaman birimsel endodiizenli oldugu irdelenmistir.



Anahtar Kelimeler: Diizenli halkalar, Birimsel diizenli halkalar, Diizenli modiiller,

Endodiizenli modiiller, Birimsel endodiizenli modiiller.

ii



ABSTRACT

A STUDY ON MODULES WHOSE ENDOMORPHISM RINGS ARE
REGULAR

Hiimeyra Arslan

Master of Science, Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Pinar Aydogdu
May 2022, 118 pages

In the first part of our thesis, a brief information about the studies on regular rings is given.
In the second chapter, the general properties of regular and unit regular rings, and some basic

concepts that we will use throughout the thesis are given.

In the third part of the thesis, modules with regular endomorphism rings, called endoregular,
are examined in details. These modules are compared with Zelmanowitz regular modules.
For some special ring classes, characterizations are handled in terms of endoregular modules.
It is examined with examples that the feature of being endoregular need not carry over to the
direct sum, and it is investigated when the direct sum of endoregular modules is endoregular.
In addition, the endomorphism rings which satisfy some other regularity conditions are also

studied.

In the fourth chapter, modules whose endomorphism ring is unit regular, namely unit
endoregular modules are discussed. The characterizations given for these modules are
examined. In parallel with the endoregular modules, it is investigated when the direct sum of

the unit endoregular modules is unit endoregular.
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SIMGELER VE KISATLMALAR DIZINI

R :  Birimli ve birlesmeli halka

Mp :  Birimsel sag R-modiil

J(R) : R halkasinin Jacobson Radikali

Ker(a) :  a homomorfizmasinin ¢ekirdegi

Im(a) :  « homomorfizmasinin goriintiisii

P M; : M, modiillerinin dik toplami1

[ M; : M, modiillerinin dik ¢arpimi

rr(M) : M modiiliiniin sag sifirlayani

lr(M) : M modiiliiniin sol sifirlayan:

N<M : N M’nin altmodiili

N <es M : N M’nin biiyiik altmodiilii; M N’nin biiylik genislemesi
NIM : N M’nin tam degismez altmodiilii

N<*M : N M’nin dik toplanani

Endg(M) : M modiiliiniin R-endomorfizmalarinin halkasi

Homgr(M,N) : M’den N’ye R-homomorfizmalarin kiimesi

E(M) : M modiiliiniin injektif zarfi

Soc(M) : M modiiliiniin basit altmodiillerinin toplam1
Z Tam sayilar kiimesi

Q Rasyonel sayilar kiimesi

R Gercel sayilar kiimesi

Zy, : Z/nZ devirli grubu

Zp :  p-adic tamsayilarin halkasi

Lo . Priifer p-grubu

Mat,(R) : R halkasi iizerindeki n x n tipindeki matrislerin halkasi
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1. GIRIS

Von Neumann diizenli halkalar, 1930’larin ortasinda von Neumann tarafindan operator
cebirlerin projeksiyon latislerini ¢alismak icin cebirsel bir ¢erceve olusturmak amaciyla
tanimlanmugtir. Bu cebirsel cerceve, projektif geometride kullanilmistir. Tanimlandigindan

bu yana von Neumann diizenli halkalar, halka teorisinin aktif bir konusu olmustur.

Her r € Ricin r = rar olacak bi¢cimde bir x € R varsa R halkasina (von Neumann) diizenli
denir. Bu diizenlilik kosulunu saglayan = elemani tersinir olacak sekilde bulunabiliyorsa,
R halkasina birimsel diizenli denir. Diizenli ve abelyan (yani, eskareleri merkezil olan) bir
halkaya kuvvetli diizenli halka denir. Bu kosul, halkadaki her  elemaminin x = 2%y olacak
sekilde y € R elemaninin var olmasi ile denktir. Endomorfizma halkasi diizenli (sirasiyla,
birimsel diizenli, giiclii diizenli) olan bir modiile endodiizenli (sirasiyla, birimsel endiizenli,
giiclii endodiizenli) denir. Bu 6zellik, bir modiiliin ayrisimu ile ilgili bilgi verdigi i¢in olduk¢a
onemlidir. Bir M modiiliiniin endodiizenli olmasi icin gerekli ve yeterli kosulun M’ nin her
f endomorfizmast i¢in Im(f)’nin ve Ker(f) nin M de dik toplanan oldugu ¢ok iyi bilinen

bir sonuctur.

Son altmig yildir endodiizenli modiiller iizerinde 6nemli calismalar yapilmistir. Fuchs [1]
kitabinda, hangi abel gruplarin endodiizenli oldugu sorusunu yoneltmistir. Glaz-Wickless
[2] ve Rangaswamy [3] bu soruya genis bir abel grup sinifi i¢cin cevap verdiyse de Fuchs’un
yonelttigi soru halen aciktir. Herhangi bir halka {izerinde endodiizenli modiilleri inceleyen
oncii arastirmaci Ware olmustur. Ware [4] calismasinda, projektif modiillerin endomorfizma
halkalar1 lizerinde calismistir. Lee, Rizvi ve Roman’in [5] calismasi endodiizenli modiiller
tizerindeki calismalar1 daha genel bir boyuta tasimistir. Ehrlich, [6] ve [7] calismalarinda,
birimsel diizenli halkalar ve birimsel endodiizenli modiiller ile ilgili incelemeler yapmustir.
Lee ve Zhang, [8] makalesinde, bu modiilleri daha detayli incelemiglerdir. Ayn1 ¢alismada,

giiclii endodiizenli modiillere de yer verilmistir.

Anderson-Juett [9] calismasinda ise degismeli halkalar {izerinde endodiizenli modiiller ele

alinmigtir. Bu makalede, endodiizenli abel gruplar i¢in bilinen bazi sonuglar, Noether
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spektruma sahip tek boyutlu degismeli halkalara taginmistir. Ayrica, de8ismeli halkalar
tizerinde endodiizenli modiillerin bir genellemesi de verilmistir. Bunun yani sira, Medina
ve Sim, [10] makalesinde, abelyan endodiizenli (yani, giiclii endodiizenli) bir M/ modiiliinii

M -tiretilmis altmodiilleri ele alarak incelemistir.

Bu tezde, [5], [8] ve [11] makaleleri temel alinarak endodiizenli, birimsel endodiizenli ve

giiclii endodiizenli modiiller detayli olarak incelenmistir.



2. ON BILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez boyunca yararlanilacak bazi kavramlara ve sonuglara yer verildi. Bu tezde,
aksi belirtilmedigi siirece R degismeli olmas1 gerekmeyen, birlesmeli ve birimli halkay1

temsil edecek, R-modiiller ise birimsel sag R-modiiller olacaktir.

2.1 Dedekind Sonlu Modiiller; Yerine Koyma, Sadelesme, i¢c Sadelesme
ve Sabit Sira Ozellikleri

Bu altboliimde, modiillerle ilgili baz1 sadelestirme 6zellikleri tanitilacaktr.

Tamm 2.1.1. [12] Bir M modiiliiicin M & K = M & L iken K = L oluyorsa, M modiilii
sadelesme ozelligine sahiptir (cancellation property) ya da sadelestirilebilir (cancellable)

denir.

Onerme 2.1.2. [12, Proposition 3.3] Bir A ® D modiilii sadelestirilebilirdir ancak ve ancak
A ve D sadelestirilebilirdir.

Kanit. 1k olarak A ve D modiillerinin sadelestirilebilir oldugu varsayilsin. (A @ D) @ B =2
(A® D) @ C olsun. Once A’y1, sonra da D’yi sadelestirirsek B == (' elde edilir. Tersine,
A @ D sadelestirilebilir olsun. D & B = D ¢ C' alinsin ve her iki tarafa A eklensin. A & D
sadelesme 6zelligine sahip oldugundan B = C' elde edilir. Boylece, D sadelestirilebilirdir.

Benzer sekilde, ayni1 igslemler A i¢in de uygulanirsa, A sadelestirilebilir elde edilir. [

Tamm 2.1.3. [12] Bir M modiilii i¢in N; = N, olmak lizere, M = N; & K1 = Ny & K>
iken K = K, oluyorsa, M modiilii i¢c sadelesme ozelligine sahiptir (internal cancellation

property) denir.

Onerme 2.1.4. [12, Proposition 3.4] Eger A sadelestirilebilir ise A i¢ sadelesme ozelligine

sahiptir.



Kamit. N = N'icin A = N & K = N' @ K’ olsun. N, A’nin dik toplanani oldugu i¢in
Onerme 2.1.2 geregince, N de sadelestirilebilirdir. Boylece, N @ K = N' ® K' 2 N ¢ K’

izomorfizmasindan K = K’ elde edilir. L]

Tanim 2.1.5. [12] Bir M modiilii i¢in, M; = M = M, olmak iizere, A = M1 K = M>® L
iken A’nin uygun bir /V altmodiilii icin, A = M; & N = My @ N oluyorsa M modiilii yerine

koyma ozelligine sahiptir (substitution property) denir.

Yukaridaki tanima denk olarak, bir A modiiliinde dik toplanan olan B ve C' modiillerinden
her biri, M’ye izomorf bir tiimleyene (complement) sahipken, ortak bir Ay = M tiimleyenine

sahiptir ancak ve ancak M modiilii yerine koyma 6zelligini saglar (bkz. [12]).

Onerme 2.1.6. [12, Proposition 4.3] A ve D modiilleri yerine koyma ézelligine sahiptir

ancak ve ancak A © D yerine koyma ozelligine sahiptir.

Kamit. A & D modiiliiniin yerine koyma 6zelligine sahip oldugu varsayilsin. A’nin yerine
koyma ozelligine sahip oldugunu gormek icin A = A’ olmak tizere M = A® B = A’ @
C ele alinsin. B ve C, D & M modiilinde A & D’ye izomorf olan tiimleyenlere sahip
olsun. O zaman, B ve (', X ortak tiimleyenine sahipse, X N M modiilii M’de B ve C' i¢in
ortak tiimleyen olur. Tersine, A ve D’nin ikisinin de yerine koyma 6zelligine sahip oldugu
varsayilsin. A & D’nin yerine koyma 6zelligine sahip oldugunu gérmek icgin, A" = A ve
D' = D olmak iizere N = (A® D) ® B = (A’ @ D') ® C modiilii ele alinsin. O zaman,
D @ Bve D' @ C, N’de bir Ay ortak tiimleyenine sahiptir. Fakat bu durumda, Aq & B ve
Ag & C, N’de bir Dy ortak tiimleyenine sahip olur. Buradan, Ay & Dy, B ve C' modiilleri

icin N’de ortak tiimleyendir. [

Tamim 2.1.7. [13, Definition 1.24] Bir M modiilii, bir 6z dik toplananina izomorf degilse
M modiiliine dogrudan ya da Dedekind sonlu (directly finite) denir. Aksi durumda, M’ye

dogrudan sonsuz (directly infinite) denir.

Onteorem 2.1.8. [13, Proposition 1.25] Bir M modiilii Dedekind sonludur ancak ve ancak
her o, € Endg(M) icin p1p = 1 iken Y = 1'dir.



Kamit. N = M ve L # 0 kosullar1 saglanmak iizere M = N & L olsun. v : M — N
izomorfizmasim ele alinsin. Buradan, oL = 0 ve ¢ N = ¢~ 'N kosullarim saglayan bir
¢ € Endr(M) tamimlanabilir. O zaman, o) = 1 ve ¥ # 1 elde edilir. Tersine, i) = 1
ve Y # 1 olmak lizere ¢, v € Endr(M) segilsin. 1y eskare ve 11 = 1 oldugu icin
M = ¢y M & (1 — o) M yazilabilir. Buradan, yM = M ve (1 — )M # 0 elde edilir.

Sonug olarak, M modiilii dogrudan sonsuzdur. [

Simdiye kadar ele aldigimiz 6zellikler arasinda asagidaki hiyerarsi mevcuttur:
Yerine koyma = Sadelesme = I¢ Sadelesme = Dedekind sonlu

Tanim 2.1.9. [12] R bir halka olsun. aR + bR = R olan her a,b € Ricina + by € R
sag tersinir olacak sekilde y € R varsa R halkasina 1-sabit sira (stable range 1) ozelligine

sahiptir denir.

Onerme 2.1.10. [14, Teorem 4] Halkalar iizerindeki 1-sabit sira izelligi sag-sol simetriktir.

Kanit. Rb+ Rd = R olsun. O zaman, ab+c = 1 olacak sekilde c € Rd vardir. aR+bR = R
ise Oyle bir x € R vardir ki v := a + cx sag tersinirdir. uv = 1 olsun. w := a + z(1 — ba)
icin w(1 — bx) = (1 — xb)u olur. Buradan, y := (1 — bx)v igin wy = 1 elde edilir. Boylece,
w(b + yc) = 1 bulunur. Dolayisiyla, yc € yRd C Rd ve R(b+ yc) = R elde edilir. O

Onteorem 2.1.11. [15, Theorem 2.6] 1-sabit sira ézelligini saglayan bir R halkasinda tek

yonlii tersinir elemanlar tersinirdir.

Kanmit. ax = 1 olsun. b = 1 — za tamimlansin. O zaman, Ra + Rb = R olur. Buradan,
u = a + tb sol tersinir olacak sekilde bir ¢ € R vardir. bx = x —zar = x —z = 0
oldugundan, 1 = ux elde edilir. Dolayisiyla, u sag tersinir, yani tersinir bulunur. Boylece, x

ve a elemanlar1 da tersinirdir. ]

Onerme 2.1.12. [16, Proposition 1.1] R halkast 1-sabit sira ézelligine sahiptir ancak ve

ancak ax + b =1 olan her a, x,b € R icin dyle bir y € R vardir ki a + by € R tersinirdir.



Kanit. R halkas1 1-sabit sira 6zelligine sahip olsun. a,x,0 € R i¢in ax + b = 1 oldugu
varsayilsin. O zaman, aR + bR = R olur. Tanimdan, 6yle bir y € R vardir ki a + by sag
tersinirdir. Onteorem 2.1.11 geregince, a + by tersinirdir. Tersine, aR + bR = R olsun. O
zaman ax + by = 1 olacak sekilde =,y € R vardir. Hipotezden, a + b(yt) tersinir olacak

sekilde t € R vardir. Dolayisiyla, a + b(yt) sag tersinirdir. O

Onteorem 2.1.13. [12, Lemma 1.7] Bir R halkasi 1-sabit sira ézelligine sahip olsun. O

zaman, R halkas: Dedekind sonludur.

Kanit. Onerme 2.1.10 geregince, 1-sabit sira olma 6zelligi sag-sol simetriktir. Simdi ac = 1
olsun. O zaman, Ra + R(1 — ca) = R’dir. O halde, bir s € R igin u := a + s(1 — ca) sol
tersinirdir. Bu esitlik sagdan c ile carpilirsa uc = ac + s(¢ — cac) = 1 elde edilir. Boylece,

u tersinirdir ve dolayistiyla c tersinirdir. 0

Teorem 2.1.14. [12, Theorem 4.4] Bir A modiilii yerine koyma dzelligine sahiptir ancak ve

ancak S = End(Ag) halkast 1-sabit sira dzelligine sahiptir.

Kanit. S halkasinin 1-sabit sira 6zelligine sahip oldugu varsayilsim. M = A B=A"¢ C
ve A= Aolsun. 7 : M = A® B — A = A’ izdiisiim fonksiyonu i¢in Ker(w) = C’dir.
Burada, f : A — Ave g : B — A olmak iizere 7 = (f,g) bi¢ciminde ele alinacaktir. Bu

durumda, (f,¢) doniigiimi, 0 - C — A® B Y94 5 0 dizisini parcalar. Bagka bir

/ !

deyisle, Oyle bir d : A — A® B dontigiimii vardir ki (f, g) ! = 14 olur. O zaman,
g g

ff + g9 = 14 elde edilir. Varsayimdan, f + (gg')h = u tersinir olacak sekilde bir h € S

1
vardir. Boylece, u = (f, g) elde edilir. Burada,

tA—ADB

a+— a+ g'h(a)



olur. Ay := Im ?h C M tanimlansin. Simdi M = Ay @& C oldugu gosterilecektir.
g
Bir a € A igin a + ¢'h(a) € Ay N C alinsin. a + g'h(a) € C = Ker(w)dir
Boylece, m(a + ¢'h(a)) = (f,9) /1h (a) = 0 olur. Buradan, u(a) = 0 ve u bir
9
izomorfizma oldugu igin a = 0’dir. Bdoylelikle, a + ¢g’h(a) = 0 € Ay N C elde edilir.

(f,9) = u bir izomorfizma oldugundan ( f, g) u~! = 14 elde edilir. Buradan,
g'h g'h

1
M = Ker(f,g) ® Im u~! olur. u~! bir izomorfizma oldugundan, M = A, ® C
g'h

elde edilir. Simdi de benzer sekilde, M = Ay @ B oldugu ispatlanacaktir. Bunun i¢in ilk
olarak Ay N B = 0 esitligi gosterilecektir. ! (a) € Ag N B alinsin. ! (a) € B,
g'h g'h

yani a + (¢'h)(a) € B’dir. Buradan, a € BN A = 0 elde edilir. Boylece, a = 0’dir. Sonug
olarak, a + (¢’h)(a) = 0’dir. Simdi m € M verilsin. M = A @ B oldugundan bir a € A
ve bir b € B i¢in m = a + b seklinde yazilabilir. m = a + b+ (¢'h)(a) — (¢'h)(a) yazilirsa
m € Ag @ B elde edilir. Yani, M = Ay & B’dir. O halde, Ay modiilii, B ve C i¢in ortak
tiimleyendir.

Tersine, A yerine koyma 6zelligine sahip olsun ve ff' 4+ gg' = 14 esitligi diisiiniilsiin. A’

ve B modiilleri, A’nin kopyalart olsun. 7 = (f,g) : M = A& B — A’ doniisiimii
f f

dontigiimii tarafindan pargalanir. Buradan, (f,g) = 14 oldugu icin M =
g g

!/ /

Ker(f,g)®Im / yazilabilir. d : A’ — A® B oldugundan ve Birinci izomorfizma
/

g g
f f f
Teoremi’nden A’/ Ker =Im elde edilir. bir monomorfizma oldugu icin
g g g
f/ f/
A =1Im =~ Aizomorfizmasi vardir. M = Ker(f,g) ® Im =~ Ker(m)® A=
g g



A @& B olur. Yerine koyma 06zelligine sahip her modiil sadelesme 6zelligine sahip oldugu
icin Ker(m) = B = A elde edili. C' = Ker(m) olsun. Bu durumda, B ve C, A’ya
izomorf olan tiimleyene sahiptir. M deki bu tiimleyene A, diyelim. Boylece, ¢: A" — Ay
izomorfizmast goz Oniine alinirsa her o’ € A’ i¢in p(a’) = a + b olacak sekilde tek tiirlii

belirlia € A ve b € B vardir. Buradan, f;: A’ = A,d’ — ave g.: A — B,d +— b olacak

bicimde bir S : Ag — M = A® B bir doniigiim tanimlanabilir . o’ € Ker(f;) alahm.
g1

fild) =a=0veyp(d) =a+b=0>b¢e AyN B = 0 oldugundan b = 0 elde edilir. O
halde, ¢(a’) = 0 ve ¢ izomorfizma oldugundan o’ = 0’dir, yani f; birebirdir. @ € A i¢in
ag € Ag ve b € B olmak iizere a = ag + b’dir. Buradan, —ag = a — 0’dir. p : A" — Ay
bir izomorfizma oldugu i¢in 6yle bir «’ € A vardir ki p(a’) = —ay = a — b’dir. Boylece,

fi(a') = a dir. Yani, f; doniisiimii 6rtendir. O halde, f; tersinirdir. Ayrica,
A5 Ay A B S A

icin u = 7y doniigiimii ortendir. a € Ker(my) alinsin. wp(a) = 0’dir. Buradan, ¢(a’) €

Ker(r) = CN Ay = 0 ve ¢ doniigiimii bir izomorfizma oldugundan «’ = 0 elde edilir. Yani,

!/
7 doniisimii birebirdir. Boylece, 7w tersinirdir. O halde, u = m¢ = (f, g) = ffi+
g

gg: tersinir bulunur. f; doniisiimii de tersinir oldugu igin uf; ' = f + g(gf; ") tersinirdir.
Boylece, Onerme 2.1.12 geregince, S = End(Ag) halkasi 1-sabit sira 6zelligine sahiptir.
O

Ornek 2.1.15. Z bir Dedekind bolgesi oldugundan sadelesme ozelligini saglar. Ancak,
End(Zz) = Z halkasi 1-sabit sira dzelligini saglamadigindan, Teorem 2.1.14 geregince,

yerine koyma ozelligine sahip degildir.

2.2 Bicimsel Modiiller

Bu altboliimde, Nicholson ve Sanchez Campos tarafindan [17] calismasinda tanitilan

bicimsel modiillere, bu teze yardimci olacak sonuclar ele alinarak kisaca deginilecektir.
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Tanim 2.2.1. [17] M bir R-modiil ve o € Endg(M) olsun. Eger M /aM = Kera ise M

modiiliine bicimsel (morphic) modiil denir.

Onteorem 2.2.2. [17, Lemma 1] Bir M modiiliiniin bir o endomorfizmast icin asagidaki
ifadeler denktir:

(1) « bigimseldir, yani, M /aM = Kera dir.

(2) Oyle bir 3 € Endg(M) vardir ki 3M = Kera ve Ker3 = oM 'dir.

(3) Oyle bir 8 € Endr(M) vardir ki BM = Kera ve Ker3 = aM 'dir.

Kamt. (1) = (2) 0 : M/aM — Kera izomorfizmasi alinsm. : M — M,m —
o(m 4+ aM) homomorfizmasi tanimlansin. O zaman, M = o(M/aM) = Kera ve
Kerp ={m € M|o(m + aM) = 0} olur. Boylece istenen elde edilir.

(2) = (3) agiktir.

(3) = (1) M/aM = M/Kerp = M = Kera elde edilir. Yani, « € Endg(M)
bicimseldir. ]

Sonug 2.2.3. [17, Corollary 47] Her bicimsel modiil i¢ sadelesme ozelligine sahiptir.

2.3 Diizenli Halkalar

Tezimizin ana konusunu olusturan von Neumann diizenli halkalarla ilgili genel bilgiler

Goodearl’iin [18] kitabindan alintilanmustir.

Tamim 2.3.1. [18, Definition] R bir halka olsun. Her z € R i¢in xyx = x olacak sekilde en

az bir y € R bulunabiliyorsa R halkasina (von Neumann) diizenli (regular) halka denir.
Ornek 2.3.2. [18] Béliimlii halkalarin dik ¢arpumi diizenlidir.

Ornek 2.3.3. [18] Diizenli halkalarin sinifi homomorfik goriintiiler ve dik carpimlar altinda

kapalidtr.

Kamit. f : R — S bir halka epimorfizmasi ve R bir diizenli halka olsun. S halkasinin

diizenli oldugu gosterilecektir. Bunun igin = € S verilsin. O halde, f(r) = x olacak sekilde
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en az bir r € R vardir. R diizenli halka oldugundan 6yle bir p € R vardir ki ki rpr = r’dir.
Buradan z = f(r) = f(rpr) = f(r)f(p)f(r) = zf(p)z elde edilir. Boylece, S halkasi
diizenlidir.

Her ¢+ € I i¢in R; diizenli halka olsun. Hie] R; ’nin diizenli halka oldugu
ispatlanacaktir. Her i € [ i¢in z; € R; olmak iizere (v1,%3,...,%p,...) € [[ic; R
verilsin. Her ¢« € [ i¢in R; diizenli halka oldugundan, oyle bir y; € R; vardir ki
xr; = myz; di. Boylece, (1,2, ..., T, ) (Y1, Y2, -3 Yny- - )(T1, Ty ooy Ty o) =
(T19121, D22 Ta, - - TnYn T, - .) = (T1,%2,...,Tp,...) elde edili. O halde, [[,.; R;

diizenlidir. n

Teorem 2.3.4. [18, Theorem 1.1] Bir R halkasi i¢cin asagidaki ifadeler denktir:
(1) R halkast diizenlidir.
(77) R halkasun her temel sag (sol) ideali bir eskare tarafindan iiretilir.

(1i1) R halkasimin her sonlu iiretilmis sag (sol) ideali bir eskare tarafindan iiretilir.

Kamit. (1 = 1) x € R i¢in R halkasinin R temel sag ideali ele alinsin. R diizenli halka
oldugu i¢in 6yle bir y € R vardir ki zyx = z’dir. Buradan (zy)? = zy oldugu kolaylikla
goriilebilir, yani xy € R bir eskare elemandir. xR = zyR oldugunu goérmek yeterlidir.
Bunun i¢in = € xR verilsin. x = zyz = (zy)zr € xyR oldugundan 2R C zyR elde edilir.
O halde, xy € R eskare bir eleman olmak iizere x R = zy R’dir.

(11 = 117) Keyfi z,y € R elemanlart i¢in xR + y R idealinin temel ideal oldugunu goérmek
yeterlidir. (i7)’den bir €2 = ¢ € Ri¢in #R = eR’dir. ¢ € xR oldugundan, bir r € R igin
e = xr’dir. Buradan, (1 —e)y =y —ey =y — xry € xR + yR elde edilir. zR + yR =
eR+ (y—ey) R oldugu gosterilecektir. 1,79 € R olmak iizere zr; +yry € x R+yR verilsin.
xr € xR = eR oldugu i¢in en az bir » € R i¢in x = er’dir. Bu esitlik soldan e ile carpilirsa
er = e’r = er = x bulunur. Tr1+Yre = €Xr1+Yro—Yroteyre = exri+eyro+yro—eyr, =
e(xry+yra)+ (y—ey)ry € eR+ (y—ey)R elde edilir. Buradan, tR+yR C eR+(y—ey)R
olur. Ters kapsama igin, r1, 7o € R olmak iizere er + (y — ey)ra € eR + (y — ey) R alinsin.
er1 + (y — ey)ro = ery + yro — eyry € eR + yR = xR + yR elde edilir. Sonug olarak,
rR+yR = eR+ (y — ey) R esitligi saglanir. (i7)’den, bir f2 = f € Rigin (y —ey)R = fR
olur. Simdi ef = 0 oldugu gosterilecektir. f € (y — ey)R oldugundan, bir r € R igin f =
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(y—ey)r = (1—e)yr’dir. ef = e(1—e)yr = Oelde edilir. g = f— fe elemaninin e’ye dik bir
eskare oldugu ispatlanacaktir. g> = (f — fe)(f—fe) = f?— fle—fef—fefe= f—ef =g,
ge=(f—fele=fe— fe*=fe— fe=0veeg=c(f — fe) =ef —efe =0 elde edilir.
fg=f(f—fe) = >~ fPe= f— fe=gvegf = (f — fe)f = >~ fef = f bulunur. O
halde, gR = fR = (y — ey) R’dir ve boylece tR + yR = eR+ (y — ey)R = eR + gR olur.
eR+ gR = (e + g) R oldugunu ispatlamak i¢in 71,75 € R i¢in ery + gry € eR+ gR alinsin.
ery+gry = ery+gery+gro+egry = eery+gery +ggro+egre = (e+g)ery +(e+g)gre =
(e 4+ g)(er1 + gra) € (e + ¢g)R bulunur. Buradan, eR + gR C (e + g)R elde edilir. Ters
kapsama acik oldugundan, eR + gR = (e + g) R elde edilir. Boylece,

tR4+yR=eR+ (y—ey)R=eR+gR=(e+g)R
olur. Ayrica,
(e+9?=(e+g)letg) =€ +eg+getg®=e+g

elde edilir. Boylece, e + g € R eskare olmak iizere R + yR = (e + ¢g) R bulunur.
(iii = i) € R verilsin. Oyle bir ¢ € R eskare elemam vardir ki R = eR’dir. O halde,
en az bir y € Ricin e = xy olur. Ayrica, r € R olmak lizere x = er yazilabileceginden

ex = er = x elde edilir. Boylece, x = ex = xyx bulunur. O halde, R halkasi diizenlidir. [

Sonug 2.3.5. [18, Corollary 1.2] R bir diizenli halka olsun. Asagidaki ifadeler saglanir:
a) R halkasiun biitiin tek yonlii idealleri eskare idealdir.

b) R halkasiun biitiin iki yonlii idealleri yariasal (semiprime) idealdir.

¢) R halkasin Jacobson radikali sifirdir.

d) R halkast sag ve sol yarikalitsaldir (semihereditary).

e) R halkasi sag ve sol tekilsizdir (nonsingular).

Kamit. a) J, R halkasinin bir sag ideali olsun. = € J verilsin. R halkasi diizenli halka
oldugudan, bir y € R i¢in z = zyz’dir. O zaman, z,xy € J ve x = (xy)x oldugundan,

J? = J elde edilir.
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b) J, R halkasinin iki yonlii ideali ve J? = 0 olsun. (a)’dan J? = J oldugundan J = 0 elde
edilir.

¢) R halkasi diizenli oldugundan, her devirli sag ideali bir egkare eleman tarafindan iiretilir.
Bu nedenle, J(R) = 0 oldugunu ispatlamak i¢in J(R) nin sifirdan farkli eskare eleman
kapsamadigini gostermek yeterlidir. > = z € J(R) olsun. Buradan, z — 1 tersinir eleman
oldugundan, 22 — z = z(x — 1) = 0 ve dolaysiyla x = 0 elde edilir. O halde, J(R) = 0
olmak zorundadir.

d) R halkasinin sonlu iiretilmis her sag ideali, R’nin bir dik toplanan1 oldugundan her sag
ideal projektiftir. Boylece, R halkasi sag yarikalitsaldir. Benzer sekilde, R sol yarikalitsaldir.
e) xJ = 0 olacak sekilde x € R ve J <., Rp verilsin. O zaman, Re = Rz olacak sekilde
bir e eskare elemani vardir. ReJ = RxJ = 0 oldugundan, J < (1—e)R elde edilir. Buradan,
JNeR = 0 ve boylece, eR = 0 bulunur. O halde, x = 0’dir. Dolayisiyla, R sag tekilsizdir.
Benzer sekilde, R sol tekilsiz de olur. O]

Tanim 2.3.6. [18] J, bir R halkasinin iki yonlii ideali olsun. Her x € J i¢in, xyx = x olacak

sekilde bir y € J varsa J’ye diizenli ideal denir.

Onteorem 2.3.8 ve Onteorem 2.3.11°de kullanmak igin basit bir gézlem yapilacaktr.

Gozlem 2.3.7. [18] R bir halka olmak iizere, z,y € R ve ' = x — xyx alinsin. Bira € R

icin ' = 2’ax’ ise, 0 zaman dyle bir b € R vardir ki z = zbx’dir.

Kamit. x,y € Rve 2’ = x — xyx ainirsa ¢ = 2’ + xyxr = 2'ax’ + zyxr = z(a — axy —
yra+yzray+y)r = x(a — axy — yra + yray + y)z elde edilir. Bu durumda aranan eleman

b=a— axry — yra+ yray +y € R olur. [

Onteorem 2.3.8. [18, Lemma 1.3] J C K, bir R halkasuun iki yonlii idealleri olsun. K

ideali diizenlidir ancak ve ancak J ve K /.J idealleri diizenlidir.

Kanit. K ideali diizenli olsun. z € K i¢in z =  + J € K/J alinsin. K diizenli ve x € K
oldugundan, dyle bir y € K vardir ki zyx = z’dir. Bu durumda, en az bir y € K/J igin

T = Zyz olur. Buradan, K/J ideali diizenlidir. Simdi x € J verilsin. K ideali diizenli

12



oldugundan, bir y € K icin zyz = z elde edilir. z = yzy € J alinirsa zzx = x(yxy)r =
(xyx)yx = zyr = x elde edilir. Boylece, J ideali diizenlidir.

Tersine, J ve K/J idealleri diizenli olsun. = € K verilsin. z =z + J € K/J ve K/J
diizenli oldugu icin 6yle bir y € K/J vardir ki zyz = T elde edilir. zyz = T esitliginden en
az biry € K i¢in 2’ = x — xyx € J olur. J ideali diizenli oldugu i¢in 6yle bir @’ € J vardir
ki 2’a’x’ = 2’ bulunur. G6zlem 2.3.7 geregince, xwx = x olacak sekilde bir w € K vardir.

Boylece, K ideali diizenlidir. ]

Sonug 2.3.9. [18] (i) Diizenli bir halkamn iki yonlii her ideali diizenlidir.
(1) J, bir R halkasuun iki yonlii bir ideali olmak iizere, J ve R/J diizenli ise R diizenli
halkadr.

Onerme 2.3.10. [18, Proposition 1.5] R bir halka olsun. M = {x € R|RxR diizenli ideal}
kiimesi verilsin.

(a) M, R halkasimin iki yonlii diizenli bir idealidir.

(b) M, R halkaswun biitiin iki yonlii diizenli ideallerini icerir.

(¢) R/M sifirdan farkly iki yonlii diizenli bir ideale sahip degildir.

Kanit. (a) z,y € M verilsin. O zaman, RyR ve Rx%;g'yR o Ry%ggg = diizenlidir. O halde,

Onteorem 2.3.8’den Rz R + RyR diizenlidir. R(x +y)R C RxR + RyR oldugundan, yine

Onteorem 2.3.8’den, R(z + y) R diizenlidir. Buradan, x + y € M dir. O halde, M iki yonlii
idealdir. z € M alinirsa, Rz R bir diizenli ideal ve + € Rz R oldugundan, dyle bir y € Rz R
vardir ki x = zyz’dir. Boylece, M diizenlidir.

(b) I diizenli bir ideal olsun. x € [ igin Rz R diizenli ideal oldugundan = € M dir. Boylece,
I C M elde edilir.

(¢) R/M halkasi sifirdan farkli diizenli bir 7 /M iki yonlii idealine sahip olsun. /M ve M
diizenli oldugundan, Onteorem 2.3.8°den, I ideali diizenlidir. (b)’den I C M elde edilir.
Buradan, I /M = 0 celiskisi elde edilir. Sonug olarak, R/M sifirdan farkl iki yonlii diizenli
bir ideale sahip degildir. [

Asagidaki onteoremden, diizenli bir halka tizerindeki n x n boyutundaki matris halkalarinin
da diizenli oldugu sonucuna varilir.
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Onteorem 2.3.11. [18, Lemma 1.6] ¢; + --- + e, = 1 olmak iizere, bir R halkasinda
€1, .. .,ey dik eskareleri verilsin. R halkas diizenlidir ancak ve ancak her v € e;Re; icin

oyle bir y € e;Re; vardwr ki xyx = x’dir.

Kanit. (=) R halkasinin diizenli oldugu varsayilsin. © € e;Re; alinsin. O halde, © = e;re;
olacak sekilde bir r € R vardir. Ayrica, R halkasi diizenli oldugu i¢in x = xyx olacak sekilde
bir y € R vardir. O zaman, x = zyx = (e;re;)y(eire;) = (e;r)ejye;(re;) = x(ejye;)x elde
edilir.

(<) Keyfi bir x € ¢;Re; igin = xyx olacak sekilde bir y € e;Re; var olsun. Ispat n
tizerine tlimevarim uygulanarak tamamlanacaktir. n = 1 i¢in sonug¢ asikardir. n = 2 olsun.
e1es = ese; = 0 ve e; + es = 1 olacak sekilde e; ve e; eskare elemanlart verilsin. Bir
r € Rigin eyxes = 0 olsun. Kabulden, dyle y € ey Re; ve 2z € es Re; elemanlart vardir ki
(e1xer)y(erzer) = eyjxey ve (esxes)z(eares) = egrwes elde edilir. y € e; Rey oldugu icin
(e1x)y(zey) = ejze; ve z € eaRes oldugu igin (esx)z(xes) = exwes esitligi vardir. Ayrica,
e1+ey = 1 oldugundan z = x(e;+e3) = wey+xes vexr = (e1+e3)r = eyz+eqx elde edilir.
O zaman, x(y+2z)z = (ejxe;+eqze;+eaxes)(y+2)(e1xe; +esxe; +esxey = ejxresyesre;+
€T 1Yo + oL Ca2eaXe] + ColeaZeoley = €1X€] + e e1YeaTe] + ealeoZeale] + ealey =
e1re) +earyesre) +eqrzre; +egres = e1xe;+esxes+eax(y—+z)re elde edilir. Simdi 2’ =
r—x(y+2)x € egRe; oldugu gosterilecektir. © — z(y+ 2)x = . — eyxe; — eawes — eax(y +
z)xe; = x(e]+ey) —ejxe; — egwes — eaw(y + 2)xe; = xeq + xeg — e1xeq — eaxey — eax(y +
2)xey = e1x(l—e1)+eax —eaxes —eax(y+2)xe; = eyres+esx —esxes —eox(y+2)xre; =
ear —egres —esx(y+z)re; = eax(l—ey) —eax(y+2)xe; = eqwe; —eax(y+2)re; € eaRey
elde edilir. Boylece, ' = x — z(y + z)x € ey Re; elde edilir. Kabulden, bir w € e; Res igin
r’wx’ = 2 olur. Yukaridaki gozlemden, x € R elemani diizenlidir. Boylece, bir v € R i¢in
rvx = x’dir. Simdi bir z € R verilsin. (eyzey)y(ejrey) = ejxes olmak iizere bir y € es Rey
elemani se¢ilsin. y € ey Re; oldugu icin Oyle bir » € R vardir ki y = esre;’dir. Buradan,
erryres = eyx(egrer)res = (erey)(esrer)(e1xes = (e1xes)y(erzes) = eyxes elde edilir.
Boylece, e;xyxes = ejxes bulunur. O halde, ey (z — zyx)es; = 0 olur. Buradan, yukaridaki

gibi, bir z € Ri¢in (x — zyzx)z(x — xyr) = x — xyx olur. O halde, x — zyxr € R diizenli bir
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elemandir. Boylece, z € R elemani da diizenlidir. O zaman, her x € R i¢in xwx = x olacak

sekilde bir w € R vardir. Sonug olarak, R halkasi1 diizenlidir.

Son olarak n > 2 olsun ve n — 1 tane dik eskare eleman i¢in sonucun dogru oldugu kabul
edilsin. f =es+---+e, ve g = e;+es3+e4+- - -+e, olsun. Tiimevarim hipotezinden, f R f
ve gRg halkalarinin diizenlidir. « € e; Rf elemani alinsin. O zaman, (zes)y(xey) = wey
olacak sekilde bir y € e;Rey vardir. Buradan, x — zyx € gRg elde edilir. Boylece, bir
z € gRg i¢in (x — xyx)z(x — xyx) = x — xyz olur. Dolayisiyla, x € e Rf olmak iizere,
bir w € R i¢in zwx = z’dir. O halde, fwe; € fRe; igin x(fwe,)r = zwx = x elde edilir.
Ayni sekilde, her € f Re; icin ztx = x olacak sekilde bir ¢ € ey Rt vardir. n = 2 durumu, e

ve f dik egkare elemanlarina uygulanirsa, R halkasinin diizenli oldugu sonucuna varilir. [

Sonug 2.3.12. [18] R diizenli bir halka, n € N ve ¢* = ¢ € M,,(R) olmak iizere eM,(R)e
halkas: da diizenlidir.

Kanit. ¢* = e € M,(R) almsin. O zaman, eM,,(R)e = Endp(eR™) = Hom(eR", eR") =
eR" olur. R halkas1 diizenli ise R" halkasi da diizenlidir. O halde, Onteorem 2.3.11

geregince, e R"e halkasi diizenlidir. Sonug olarak, e)M,, (R)e halkasi diizenli olur. ]

Teorem 2.3.13. [18, Theorem 1.7] A modiilii, diizenli bir R halkas iizerinde sonlu iiretilmig

bir projektif modiil ise Endg(A) diizenli halkadur.

Kamt. n € Nve 72 = 7 € Endp(R") = M,(R) olmak iizere, " — A 25 0 tam
dizisi olusturulsun. R halkasi diizenli ise, m M, (R)m halkasi da diizenlidir. 7wM,,(R)r =
7Endr(R")m = Endgr(nR™) = Endgr(A) oldugundan Endg(A) bir diizenli halkadir. [

Ornek 2.3.14. [18, Example 1.8] Endomorfizma halkast Endg(Jr) diizenli olmayan iki

yonlii bir J idealine sahip bir diizenli R halkasi vardir.

Kamit. F bir cisim ve n = 1,2,...i¢in F,, = F olsun. Sile 1 ve K = €p F,, tarafindan

tiretilen, diizenli [ [ £}, halkasinin F'-altcebiri temsil edilsin. O halde,

S ={(a1,a9,as,...,an,a,a,...)|a;,a € F;n € N}
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olur. K, [] F,, diizenli halkasinin bir ideali oldugu i¢in diizenlidir. S/K = F oldugundan,

. S K
Onteorem 2.3.8’den, S de diizenlidir. R = C M,(S) matrisi verilsin. S ve K

K S
.. .. o K K
diizenli idealler oldugundan, Onteorem 2.3.8’den R halkasi diizenlidir. J =
K S
matrisi R’nin iki yonlii idealidir. Asagidaki gibi tanimlanan f € FEndg(J) dontigimii
alinsin:
k k 0 0 k k
—
k s 1 0 k s
0 0 0 O ] o )
fJ = , H = < Rp sag idealinin 6z biiyiik altmodiiliidiir. f.J, H nin
K K K S

dik toplanani degildir. Boylece, f.J, J nin de dik toplanani degildir. Sonug olarak, hJ = fJ
ve fgf = f kosullarini saglayan h € Endg(Jr) eskaresi ve g € Endg(Jr) elemant yoktur.
Boylece, Endg(Jg) halkas diizenli degildir. O

Onerme 2.3.15. [18, Proposition 2.13] A, bir diizenli R halkast iizerinde projektif sag modiil
ve Ay, Ag, ... altmodiilleri A’nmin sonlu iiretilmis altmodiilleri olsun.

(a) Eger Ay < Ay < ...ise Oyle ey, ey, ... € Endr(A) dik eskare elemanlar vardir ki her
nicinetA@ e Ad - e, A=A, dir

(b) Eger Ay < Ay < ...veya Ay > Ay > ... ise, dyle f1, fa,... € Endgr(A) elemanlar
vardir ki her n icin f,A = A, dir.

Kamit. E = Endg(A) olsun.

(a) Bir e; € F eskare elemani verilsin. e;A = A; olsun. ;A = A; < A, oldugundan,
Ay = 1A @ (1 — e1) A elde edilir. Ek olarak, bir B i¢in A = A, @ B’dir. Buradan, 6yle
bir e; € E eskare elemani vardir ki e A = (1 — e1)A ve (1 — e3) = e A @ B’dir. Boylece,
e1ey = ese; = 0ve ey Ad ey A = Ay olur. (e1+e3)A = A, oldugundan, benzer sekilde, 6yle

bir e3 € E eskare elemani vardir ki eg, e; + e5 eskaresine diktir ve (e; + e2)A @ e3A = A3

16



olur. Boylece, €1, es, e3 dik eskarelerdir ve e; A @ es A @ e3A = Aj elde edilir. Bu sekilde
devam edilirse, istenen sonuca varilir.

(b) Eger A; < A, < ...ise, 0 zaman (a)’daki gibi bir e,, € E vardir. Bu durumda, her n i¢in
fn=ei+ey+---+e, alinrsa f, A = Aeldeedilir. A; > A, > ...olsun. f{A = A; olacak
sekilde f; € E eskare elemani segilsin. Bir B i¢in A; = A;@® B oldugundan, 6yle bir f, € E
vardir ki foA = As ve (1 — fo)A = B® (1 — f1)A elde edilir. Boylece, f2(1— f1) = 0 olur.

Buradan, f>f; = fo = f1f> elde edilir. Bu sekilde devam edilirse, istenen sonuca varilir. [

Onerme 2.3.16. [18, Proposition 2.14] A, diizenli bir R halkasi izerinde projektif sag modiil
ve B, A’min sayilabilir iiretilmis bir altmodiilii olsun. O zaman, dyle ey, ey, ... € Endgr(A)

elemanlart vardir ki @ e, A = B olur ve her bir e, A devirlidir.

Kamit. Her bir n = 1,2,... i¢in B, /B, devirli olacak sekilde By = 0 < B; < By <
... altmodiillerinin birlesimi olan B altmodiilii ele alinsin. Onerme 2.3.15 geregince, dyle
ey, €s, ... € Endgr(A) dik eskare elemanlari vardirki hern = 1,2, ... igine; A® es A - - -
e, A = B, yazilir. Buradan aciktir ki @@ e, A = UB,,’dir ve her e, A devirlidir. ]

Sonug 2.3.17. [18, Proposition 2.15] A, bir diizenli halka iizerinde bir projektif modiil ise,

A’min saylabilir iiretilmis her altmodiilii projektiftir.

Sonug 2.3.18. [18, Corollary 2.16] Diizenli bir R halkast yaribasittir ancak ve ancak R

halkasu, sifirdan farkli dik eskare elemanlarin sonsuz dizisini icermez.

Kanit. Gereklilik aciktir. Tersine, R halkasi yaribasit olmasin. O zaman, R halkasinin en
az bir sag ideali Rp modiiliiniin dik toplanan1 degildir. Bu sag ideal sonlu tiretilmis degildir,
clinkii aksi takdirde, R diizenli oldugundan bir dik toplanan olur. Bdylece, R halkasi sag
noether olamaz. Sonug olarak, 12 halkasi sonlu iiretilmis sag idealler iizerinde artan zincir
kosuluna sahip degildir. Dolayisiyla, R halkasi, sonlu iiretilmis olmayan sayilabilir iiretilmis
bir .J sag idealine sahiptir. Onerme 2.3.16 geregince, dyle e1,es,... € R dik eskare
elemanlar1 vardir ki @Pe, R = J'dir. J sag ideali sonlu iiretilmis olmadigindan, sonsuz

sayida e,, # 0 vardir. Bu da sifirdan farkli dik egkare elemanlarin sonsuz dizisini verir. ~ []
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2.4 Zelmanowitz Diizenli Modiiller

Bu altboliimde, Zelmanowitz [19] calismasinda tanimlananan diizenli modiiller tanitilacak

ve ilgili sonuclar irdelenecektir.

R bir halka, M bir sag§ R-modiil ve N bir sol R-modiil olsun. A : M x N — R fonksiyonu,

her r € R; m,my, my € M ve n,nq,ny icin

A(mr,n) = X(m,rn);
A(my 4+ ma,n) = X(my,n) + A(ma,n);
A(m,ny +ng) = Xm,ny) + A(m, ny)
kosullarinm1 sagliyorsa, A’ya R-bilineer doniisiim denir.

M* = Homg(M, R) ve Endr(M) = Hompg(M, M) olmak iizere m,n € M ve f € M*

icin,

(,): M*x M — R

(f,m) — f(m)

ve m,n € M ig¢in [m, f](n) := nf(m) olmak iizere

[,]: M x M* — Endg(M)

(m, fy—[m,f]: M - M
doniigiimleri R-bilineer fonksiyonlardir. 7'(M) ile [,] fonksiyonunun goriintiisii tarafindan
tiretilen Endgr(M ) nin iki yonlii ideali temsil edilsin.

Tanim 2.4.1. [19] M bir sag R-modiil olsun. Her m € M igin m f(m) = m olacak sekilde

bir f € Hompg(M, R) varsa M modiiliine Zelmanowitz diizenli denir.
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Onerme 2.4.2. [19, Lemma 1.1] M bir R-modiil ve I, Endp(M) halkasinn bir ideali olsun.
uM N vM = 0ve uv = 0 sartlarim saglayan i = p*> € I ve v = v? € I elemanlart icin
uM @ vM = A\M olacak sekilde bir X\ = \* € I vardir. Boylece, M @& v M modiilii M ’nin

bir dik toplananmidir.

Kamit. 1 = v(1 — p) olsun. O zaman 7 € [ olur. Bu esitlik sagdan v ile ¢arpilirsa, nv =

v(l — p)yy = v?

= v elde edilir. Ayni esitlik soldan 7 ile ¢arpilirsa, n* = nv(1 — p) =
v(l — p) = nelde edilir. un = 0 = nu esitlikleri de kolaylikla gosterilebilir. Boylece,
p € I ven € I elemanlarmin dik eskare elemanlardir. nM = v(1 — u)M C vM ve
vM = nvM C nM oldugundan nM = vM elde edilir. © € I ve n € [ dik eskare
elemanlar oldugundan, (¢ + n)M C puM + M = (u+ n)(uM + M) C (p +n)M
bulunur. Buradan, (;x +n)M = uM + vM elde edilir. O halde, p +n = (1 + n)? € I igin,
puM +vM = puM + nM = (u + n)M olur. Sonug olarak, A\ = u + n € I eskare elemani

icin uM & vM = AM elde edilir. O

Onerme 2.4.3. [19, Proposition 1.2] M bir sag R-modiil olsun. M ’nin her devirli altmodiilii
Mde bir dik toplanan olsun. M modiiliiniin bir N dik toplanant ve bir m € M icin N +
mR = N & m'R olacak sekilde bir m’ € M vardir ve N + mR altmodiilii de M 'nin bir dik

toplanani olur.

Kanit. M, N ve m ifadedeki gibi olsun. N, M modiiliiniin bir dik toplanani oldugundan
bir > = p : M — N epimorfizmasi vardir. O zaman, mR = u(m)R + (1 — p)(m)R C
N+ (1 —=p)(m)Rolur. NN (1 — u)M = 0 oldugundan sondaki toplam diktir. Bu yiizden,
N+mRCN+(1—p)(m)Rve (1—p)(mPRCmR+ uim)RC mR+ N elde edilir.
Boylece, N+mR = M & (1—p)(m)R bulunur. (1—pu)(m)R devirli oldugu igin, kabulden
birv? = v : M — (1 — u)(m)R epimorfizmasi1 vardir. O halde, N + mR = uM & vM
elde edilir. Onerme 2.4.2’den, N + mR, M modiiliiniin dik toplananidir. L]

Sonuc 2.4.4. [19, Corollary 1.3] M, her devirli altmodiilii dik toplanan olan bir sag R-modiil
olsun. O zaman, M ’nin sayilabilir (veya sonlu) iiretilmis her altmodiilii devirli modiillerin

bir dik toplamidir ve M modiiliiniin her sonlu iiretilmis altmodiilii M ’nin bir dik toplananidir.
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Tanimdan, diizenli halkalar sag R-modiil olarak Zelmanowitz diizenlidir.

Onteorem 2.4.5. [19, (1.4)] Bir Zelmanowitz diizenli modiiliin altmodiilii de Zelmanowitz

diizenlidir.

Onerme 2.4.6. [19, (1.5)] Bir devirli, Zelmanowitz diizenli R-modiil projektiftir.

Kamit. M = mR devirli modiili Zelmanowitz diizenli olsun. O zaman, [m, flm = m
olacak sekilde bir f € M* vardir. Buradan, [m, f] endomorfizmasi M iizerinde birim

homomorfizmadir. Béylece, 7'(M) = Endgr(M ) dir ve M modiilii projektiftir. O

Teorem 2.4.7. [19, Theorem 1.6] M modiilii Zelmanowitz diizenli bir sag R-modiil olsun. O
zaman, M ’nin sonlu iiretilmis her altmodiilii M 'nin bir dik toplananmidir. M ’nin sayilabilir

(veya sonlu) iiretilmis her altmodiilii devirli, Zelmanowitz diizenli modiillerin dik toplamidir.

Kamit. M bir Zelmanowitz diizenli modiil olsun. Sonug¢ 2.4.4 geregince, M nin devirli
altmodiillerinin dik toplanan oldugunu gostermek yeterlidir. M ’nin bir m R devirli altmodiili
verilsin. M modiilii Zelmanowitz diizenli oldugundan, bir f € M* i¢in [m, flm = m/’dir.

Buradan, M = mR @ Ker[m, f] elde edilir. O

Sonu¢ 2.4.8. [19, Corollary 1.7] Sayilabilir (veya sonlu) iiretilmis Zelmanowitz diizenli

modiiller projektiftir.

Teorem 2.4.9. [19, Theorem 2.8] M,’lar sag R-modiiller olmak iizere, @®,ca M,

Zelmanowitz diizenlidir ancak ve ancak her bir M,, Zelmanowitz diizenlidir.

2.5 Birimsel Diizenli Halkalar

Bu altboliimde, diizenli halkalardan daha gii¢lii bir halka sinifi olan birimsel diizenli halkalar

incelenmistir.

Tamim 2.5.1. [18] R bir halka olsun. Her bir x € R i¢in zux = x olacak sekilde biru € R

tersinir elemani varsa, R halkasina birimsel diizenli (unit regular) denir.
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Onerme 2.5.2. [16, Proposition 1.2] Bir R halkas: birimsel diizenlidir ancak ve ancak R’nin

her elemani bir eskare ile bir tersinir elemanin ¢carpinudir.

Teorem 2.5.3. [16, Theorem 2.1] Diizenli bir R halkasi 1-sabit sira 6zelligine sahiptir ancak

ve ancak R halkast birimsel diizenlidir.

Kamnit. R halkas1 1-sabit sira 6zelliine sahip olsun. a € R verilsin. R diizenli oldugu icin
oyle bir x € R vardir ki axa = a’dir. ax + (1 — az) = 1 oldugu agiktir. Varsayimdan ve
Onerme 2.1.12°den, 6yle bir y € R vardirki v = a + (1 — az)y € R eleman tersinirdir. O
halde, aru = azf[a + (1 — ax)y] = ara = a elde edilir. Buradan, ax = au™! ve dolayisiyla

au~'a = axa = a bulunur. Boylelikle, R halkas1 birimsel diizenlidir.

Tersine, R halkas1 birimsel diizenli olsun. ax + b = 1 kosulunu saglayan a,x,b € R
elemanlar1 verilsin. Onerme 2.5.2°den, e,g € R eskare elemanlar ve u,v € R tersinir
elemanlar olmak tizere, a = eu ve b = gv yazilabilir. Buradan, e(ux + b) + (1 — e)gv =
eur +eb+ (1 —e)b = ax + b = 1 elde edilir. R halkasi diizenli oldugundan, dyle bir
¢ € Rvardirki (1 —e)g = (1 —e)gc(1l —e)golur. f = (1 —e)ge(l — e) olsun. Boylece,
e(ur +b)+ fo=e(ur+b)+ (1 —e)ge(l —e)grv = e(ux + b) + (1 — e)gv = eux + egv +
(1—e)gv =ax+egv+(1—e)gv =1—b+egrv+(1—e)gyv =1—(1—e)gv+(1—g)v =1
elde edilir. Dikkat edilirse, 0 = feur = fax = f(1 — b)’dir. Buradan, f = fb elde
edilir e = el = e(ax +b) = e(eur +b) = euxr + eb = e(ux + b)’dir. Boylece,
e+ f = e(uz +b) + fb =1 olur. Buradan, 1+ ebvc(1 — e) eleman, tersi 1 — eby ™ ¢(1 —e)
olan tersinir bir elemandir. e+ f = 1 oldugu i¢in e + (1 —e)ge(1 —e) = 1 esitligi elde edilir.
Buradan, e+(1—e)gvv~ ¢(1—e) = 1 bulunur. b = gv oldugundan e+(1—e)br =" ¢(1—e) = 1
ve boylece, e + b~ ¢(1 — e) = 1 + ebv~ ¢(1 — €) elde edilir. (1 — e)e = 0 oldugundan,
e+bvc(1—e)[l4ebv"c(1—e)] = e+bv~ ¢(1—e) = 14-ebv ¢(1—e) bulunur. Bu esitlik
sagdan v ile carpilirsa ve eu = a esitligi kullanilirsa, a+ by~ ¢(1 —e)[1+ebv ™" ¢(1 —e)]u =
[1+ebv~"¢(1 — e)]u tersinir elemam elde edilir. Onerme 2.1.12 geregince, R halkasi 1-sabit

sira Ozelligine sahiptir. 0

Teorem 2.5.4. [17, Theorem 46] Bir M modiilii i¢ sadelesme ozelligine sahiptir ancak ve
ancak Endg(M) halkasindaki her diizenli eleman bigcimseldir.
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Kanit. M modiili i¢ sadelesme 6zelligine sahip olsun. M = oM & K = Kera & N
kosulunu saglayan o € Endg(M) diizenli elemani verilsin. O zaman, oM = M/Kera =
N olur. M modiili i¢ sadelesme 6zelligine sahip oldugundan, Kera = K elde edilir.
Buradan, M/aM = K = Kera bulunur.

Tersine, M = N & K = N; & K; ve N = N; olsun. K; = K oldugu gosterilecektir. Bir

v : N — N; izomorfizmasi vardir. n € N ve k € K olmak iizere,

a: M — M

n+k+— y(n)

tanimlansin. O zaman, aM = N = N; ve Kera = K altmodiilleri M nin dik

toplananlaridir. Boylece, « € Endg(M) diizenli bir elemandir. Hipotezden, M /aM =
Keraolur. K1 =2 M/Ny = M/aM = Kera = K oldugundan, K; = K elde edilir. O

Ornek 2.5.5. [17, Example 3] o € Endgr(M) bicimsel bir eleman olsun. Eger, 0 : M — M
bir otomorfizma ise oo ve oo bicimseldir. Ozel olarak, her birimsel diizenli endomorfizma

bicimseldir.

Kanit. Onteorem 2.2.2 geregince, oyle bir 5 € Endr(M) vardir ki BM = Kera ve
Ker = oM saglamr. O zaman, acM = oM = Kerf = Kero ' ve Kerac =
o Y Kera) = (67'8)M elde edilir. O halde, ao bi¢imseldir. Benzer sekilde, caM =
o(KerB) = KerBo™! ve Keroa = Kera = M = Bo'M olur. Boylece, oa
bicimseldir. 0

Onteorem 2.5.6. [17, Lemma 27.(2)] a € Endg(M) olsun. o birimsel diizenlidir ancak ve

ancak o hem diizenli hem de bigimseldir.

Kamit. Ornek 2.5.5’ten « birimsel diizenli ise bicimseldir. Tersine, M = aM & K =
N @ Keraise K =2 M/aM = Kera olur, ¢linkii « bigimseldir. aM = aN oldugundan,

M = aN @ K elde edilir. v : K — Kera izomorfizmasi ele alinsin. n € N ve k € K igin,
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oM —M

a(n) +kr—n+ (k)

tamimlansin. o iyi tanimhdir. oM = N +vK = N + Kera = M’dir, ve Keroc = 0’dur.
ciinkii v moniktir. Boylece, 0 € Endgr(M) birimseldir. Kera ve N iizerinde aca = «

esitligi saglandigindan o € Endg(M) birimsel diizenlidir. O

Sonug 2.5.7. [17, Corollary 48] Endg(M ) bir birimsel diizenli halkadir ancak ve ancak M

modiilii i¢ sadelesme ozelligine sahiptir ve Endg(M) bir diizenli halkadur.

Kamit. Endg(M) birimsel diizenliyse, Teorem 2.5.4 geregince, M modiilii i¢ sadelesme
ozelligine sahiptir. Tersine, M modiilii i¢ sadelesme zelligine sahip ve Endg(M) diizenli
ise, Teorem 2.5.4’ten Endg (M) halkasi bigimseldir. Onteorem 2.5.6’dan Endg (M) halkast

birimsel diizenlidir. ]

Teorem 2.5.8. [18, Teorem 4.1] A bir modiil ve T = Endgr(A) diizenli halka olsun. Bu
durumda asagidaki ifadeler denktir:

(a) T halkast birimsel diizenlidir.

(b) A i¢ sadelesme ozelligine sahiptir.

(¢) A modiilii bicimseldir.

(d) €T = fT kosulunu saglayan e, f € T egkare elemanlart i¢in (1 — e)T = (1 — f)T olur.

Kamit. (a) < (b) Sonug 2.5.7 geregince agiktir. (a) <> () Onteorem 2.5.6 geregince agiktir.
(a) < (d) A = Tr durumuna uygulanan (a) < (b) nin denkligidir. O

Tanim 2.5.9. [5] Bir R halkasinin her eskare eleman1 merkezil ise R halkasina abelyan halka

denir.

Teorem 2.5.10. [12, Theorem 2.7] Abelyan diizenli bir halka birimsel diizenlidir.
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Kamnit. R bir abelyan diizenli halka olsun. N = N’ olmak iizere K, K’, N, N’ sag idealleri
icin R =K ® N = K'@® N’ verilsin. O zaman, uygun e,e¢’ € R eskare elemanlari i¢in
N =¢eR, K =(1-¢R, N =¢Rve K' = (1 —¢)R olur. Varsayimdan, e,¢’ € R

>~

merkezildir. N = N’ modiillerinin sifirlayanlar alinirsa, (1 — e)R = (1 — €')R, yani

K = K’ elde edilir. Sonug 2.5.7’den, R halkas1 birimsel diizenlidir. O]

2.6 Goreceli Injektiflik ve Siireklilik

Bu altbolimde, [13] kitabindan yararlanilarak, goreceli injektiflik ve injektifligin bir

genellemesi olan siireklilik kavramlar1 tanitilacak ve ilgili sonucglara deginilecektir.

Tanim 2.6.1. [13, Definition 1.1] A ve N, R-modiiller olsun. Her X < Aveherp: X — N
homomorfizmast i¢in ¢|x = ¢ olacak sekilde bir ¢ : A — N homomorfizmasi varsa N’ye

A-injektif modiil denir.

Onteorem 2.6.2. [13, Lemma 1.2] Bir N modiilii A-injektifise, f : N — A monomorfizmasi

parcalanir. Buna ek olarak, A ayrigtirtlamaz ise f bir izomorfizmadir.

Onerme 2.6.3. [13, Proposition 1.3.] N bir A-injektif modiil olsun. B < A icin N modiilii
B-injektif ve A/ B-injektiftir.

Onerme 2.6.4. [13, Proposition 1.5] Bir N modiilii (B A; )-injektiftir ancak ve ancak her
1 € Licin N, A;-injektiftir.

Onerme 2.6.5. [13, Proposition 1.6] [L.c; M; modiilii A-injektiftir ancak ve ancak her i € 1
icin M; modiilii A-injektiftir.

Tanim 2.6.6. [13] Bir M modiilii M-injektifse M’ye yari-injektif modiil denir. Biitiin

modiillere gore injektif olan bir modiile injektif denir.

Tanmim 2.6.7. [13] M bir modiil ve X < M olsun. Egerbir Y < M icin XNY = 0 6zelligine
gore X altmodiilii maksimalse X’e Y 'nin M icindeki tiimleyeni (complement) denir.

0 # X < Molsun. Bir K < M i¢in X N K = 0 iken K = 0 oluyorsa X’e M nin
biiyiik (essential) altmodiilii veya M’ye X’in biiyiik geniglemesi (essential extension) denir.
Bu durum, X <.,; M olarak gosterilir.
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Tanim 2.6.8. [13] M modiiliiniin bir altmodiilii M ic¢inde bir biiyiik geniglemeye sahip

degilse bu altmodiile kapali (closed) denir.

Uyari 2.6.9. [13] Her modiil bir injektif modiil icine gdmiilebilir ve dahasi bir minimal
injektif genislemeye sahiptir. Bu aym1 zamanda bir maksimal biiyiik genisleme olur. Boyle
bir genisleme izomorfizma farkiyla tektir. Bir M/ modiiliiniin maksimal biiyiik genislemesine

M ’nin injektif zarfi denir ve E(M) ile gosterilir.

Onteorem 2.6.10. [13, Lemma 1.13] Bir N modiilii A-injektiftir ancak ve ancak her ) €
Hom(E(A), E(N)) icin A < N olur.

Kanit. (<) X < Ave ¢ : X — N bir homomorfizma olsun. F(N) injektif oldugu i¢in
¢ homomorfizmasi, bir ¢) : A — E(NN) homomorfizmasina genigler. Varsayimdan, A <
N’dir. Dolayisiyla, ) : A — N homomorfizmasi ¢ homomorfizmasini genisletir. Boylece,
N modiili A-injektiftir.

(=) X = {a € AlY(a) € N} olsun. N, A-injektif oldugu igin ¢|x doniigiimii, bir ¢ :
A — N doniigimiine genigler. N N (¢ — 1)A = 0 oldugu gosterilecektir. n = (¢ — ¥)(a)
olacak gekilde n € N ve a € A verilsin. O zaman, ¢(a) = ¢(a) —n € N olur. O halde,
a € X elde edilir. Buradan, n = ¢(a) — ¢(a) = ¥(a) — ¥(a) = 0 bulunur. Boylece,
NN(p—19)A =0dir. N <. E(N) oldugundan, (¢ — 1)A = 0 elde edilir. Boylece,
P(A) = p(A) < N olur. O

Sonu¢ 2.6.11. [13, Corollary 1.14] Bir M modiilii yari-injektiftir ancak ve ancak her
f € Endr(M) i¢in f(M) < M’dir, yani M modiilii E(M)’nin bir tamamen degismez

altmodiiliidiir.

Tanmm 2.6.12. [13] A modiilii B-injektif ve B modiilii A-injektif ise A ve B goreceli

(relatively) injektiftir denir.

Sonug 2.6.13. [13, Corollary 1.16] A ve B goreceli injektif olsun. O zaman, E(A) = E(B)
ise A = B’dir. Aslinda, bir E(A) — E(B) izomorfizmasi, bir A — B izomorfizmasina
kisitlamir. Ek olarak, A ve B yari-injektiftir.
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Kamit. g : E(A) — E(B) bir izomorfizma olsun. B modiilii A-injektif oldugundan,
Onteorem 2.6.10 geregince, gA < B’dir. Benzer sekilde, g-'B < A olur. Boylece,
B = (997")B = g(¢g7'B) < gA < B elde edilir. Sonug olarak, gA = B dir. Bu nedenle,
gla + A — B bir izomorfizmadir. O halde, A modiilii B-injektif ve A = B oldugundan, A

yari-injektiftir. ]

Onteorem 2.6.14. [13, Proposition 2.1] Bir M yari-injektif modiilii icin asagidaki ifadeler
saglanir:

(Cy) M modiiliiniin her altmodiilii M 'nin bir dik toplananinda biiyiiktiir.

(Cy) M modiiliiniin bir A altmodiilii M ’nin bir dik toplananina izomorfise A da M 'nin bir

dik toplananidir.

Kamit. M modiilii yari-injektif ve N < M olsun. E; = F(N) i¢in E(M) = E; ® E; olacak
sekilde bir Fy, < F(M) vardir. M modiilii yari-injektif oldugundan, M = (E1NM) @ (EyN
M)eldeedilir. N < EyNM ve N <. E1(N)oldugundan, N = NN M <., E1NM elde
edilir. Boylece, M modiilii C; 6zelligini saglar. M’, M’nin bir dik toplanani olmak {izere,
f+ M'" — M bir monomorfizma olsun. M modiilii M -injektif oldugu M’ de M -injektiftir.

Onteorem 2.6.2 geregince, f doniisiimii parcalanir. Boylece, Cs, kosulu saglanr. [

Onerme 2.6.15. [13, Proposition 2.2] M modiilii Cy dzelligine sahipse asagidaki ifade de
saglanir:

(C3) My ve My, M modiiliiniin dik toplananlari ve My N My = 0 ise My @ M, altmodiilii de
M ’nin bir dik toplananmidir.

Kamit. M = M, & M{ ve m : M; & M — M izdiisiim doniigiimii olsun. O zaman,
M, @ My = My & 7 My olur. 7|y, bir monomorfizma oldugundan, C; kogulundan, My <%

M elde edilir. 7 My < M oldugundan M; & 7 My <% M bulunur. OJ

Tanmm 2.6.16. [13, Definition 2.3] Bir M modiilii C; ve C; 6zelliklerini sagliyorsa, M’ye

stirekli (continious); C ve C3 ozelliklerini saglhyorsa, yari-siirekli (quasi-continious) denir.
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Tanimlardan ve yukaridaki sonuglardan, asagidaki gerektirmeler elde edilir:
injektif = yari-injektif = siirekli = yari-siirekli = C

Onteorem 2.6.17. [13, Proposition 2.4] Bir M modiilii C'y dzelligini saglar ancak ve ancak

M modiiliiniin her kapali altmodiilii bir dik toplanandir.

Teorem 2.6.18. [13, Theorem 2.8] Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir:
1) M modiilii yari-siireklidir.

2) Birbirinin tiimleyeni olan X ve Y altmodiilleri icin M = X & Y ’dir.

3) Her > = f € End(E(M)) icin fM < M dir.

4) E(M) = @ierE; ise M = @i (M N E;) olur.

Kamt. (1) = (2) Onteorem 2.6.17 geregince, birbirlerinin tiimleyeni olan X ve Y
altmodiilleri M modiiliiniin dik toplananidir. M modiilii C5 6zelligini sagladigindan, X &Y
de M’nin bir dik toplananidir. Ayrica, X &Y <..; M oldugundan, M = X @ Y elde edilir.
(2) = (3) Ay =MnN fE(M)ve Ay, = M N (1— f)E(M) olsun. B;, A;’i igeren Ay nin
tiimleyeni ve By, As’yi iceren By’in tiimleyeni olsun. Bu durumda, B; ve By birbirlerinin
tiimleyeni olacagindan, (2)’den M = B; & B, elde edilir. ¢ : By & By — Bj izdiigiim
doniigiimii goz 6niine alinsin. M N (f — ¢)M = 0 oldugu gosterilecektir. (f — ¢)(z) =
olacak sekilde =,y € M verilsin. O zaman, f(z) = y + ¢(x) € M elde edilir. Boylece,
f(z) € Ajolur. (1 — f)(x) € M ve dolayisiyla, (1 — f)(x) € A; bulunur. O halde,
f(z) = ¢(x) ve buradan y = 0 elde edilir. M <., E(M) ve (f — ¢)(z) = 0 oldugundan,
f(M) = ¢(M) < M bulunur.

(3) = (4) @iesM N E; < M oldugu agiktir. M < @M N E; oldugunu gostermek
icin m € M verilsin. O zaman, bir /' C [ sonlu altkiimesi icin m € @ieF E;’dir.
E(M) = @,.r Ei ® E* olacak sekilde bir £* < FE(M) vardir. Buradan, ¢ € F' olmak
lizere, Oyle f; € End(E(M)) dik eskareleri vardir ki F; = f;F(M)’dir. Varsayimdan,
fiM < M oldugundan m = (3 .. fi)(m) = Y .cp film) € @icsM N E; elde edilir.
Boylece, M < @;c; M N E; bulunur. O halde, M = &;c; M N E; elde edilir.

(4) = (1) A < M olsun. E(M) = E(A) @ E* olacak sekilde bir £* < E(M) vardir. O
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zaman, A <.,; M NE(A)olmak iizere M = [MNE(A)|&[M N E*] elde edilir. Boylece, M
modiilii C 6zelligini saglar. M, M, altmodiilleri M nin dik toplananlar1 ve M; N My = 0
olsun. i = 1,2 olmak tizere, F; = E(M;) i¢in E(M) = E, & E, @ FE’ esitligini saglayan bir
E’' < E(M) vardwr. Varsayimdan, M = [M N Ey| & [M N Es] & [M N E'] olur. i = 1,2 igin
M; <% M ve M; <., M N E; oldugundan M; = M N E; elde edilir. Boylece, M modiilii
(5 ozelligini de saglar. ]

Onteorem 2.6.19. [13, Proposition 2.10] My & M yari-siirekli ise M, ve M, goreceli

injektiftir.

Kanit. M, modiiliintin M;-injektif oldugu gosterilecektir. M = M; @ Ms olsun. X < M,
¢ + X — M, bir homomorfizma ve B = {x — ¢(z)|z € X} olsun. a € B N M, verilsin.
O zaman, Oyle bir x € X vardir ki a = = — p(z) € M, olur. Buradan, z = a — p(z) €
M, N My = 0, elde edilir. O halde, B N My = 0’dir. M7, B’yi igeren M, nin tiimleyeneni
olsun. Teorem 2.6.18 geregince, M = M; ® M, olur. w : M; & My — M, izdiiglim
doniigiimii olsun. Her x € X i¢in 0 = 7(z — ¢(x)) = 7(z) — 7(p(x)) = w(x) — p(z) tir.

Boylece, 7|y, homomorfizmasi, ¢ homomorfizmasini genisletir. [

Tamm 2.6.20. [13, Definition 1.32] P = P & P kosulunu saglayan bir P modiiliine salt

sonsuz (purely infinite) denir.

Onteorem 2.6.21. [13, Lemma 2.28] M modiilii yari-siirekli olsun. E(M), M nin injektif
zarfi olmak iizere, asagidaki ifadeler dogrudur:
(1) M modiilii salt sonsuz modiildiir ancak ve ancak E(M) salt sonsuzdur.

(2) M modiilii dogrudan sonludur ancak ve ancak E(M ) dogrudan sonludur.

Kamit. (1) M modiilii salt sonsuz olsun. O zaman, M = M @ M’dir. Buradan, E(M) =
E(M) & E(M) olur. Dolayisiyla, E(M) de salt sonsuzdur. Tersine, £(M) salt sonsuz
olsun. O zaman, E(M) = E, = E, olmak lizere E(M) = E; & Ey’dir. M modiili
yari-siirekli oldugundan, Teorem 2.6.18 geregince, M7 = M NE; ve My = MNEsigin M =
M, @& M, bulunur. Onteorem 2.6.19 geregince, M, ve M, goreceli injektiftir, ve E'(M;) =
E(M,)’dir. Sonug 2.6.13 geregince, M; = M, elde edilir. Boylece, M, yari-injektiftir. O
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zaman, Onerme 2.6.4 ve Onerme 2.6.5 geregince, M ve M, goreceli injektiftir. Yine Sonug
2.6.13 geregince, M; = M olur. Boylece, M = M; & M; = M & M elde edilir. O halde,
M salt sonsuzdur.

(2) M modiilii dogrudan sonlu olmasin. O zaman, X # 0 olmak tizere M = M & X dir.
Boylece, E(X) # 0ve E(M) = E(M) & E(X) olur. Dolayisiyla, E(M) dogrudan sonlu
degildir. Tersine, (M) dogrudan sonlu olmasin. FE(M) injektif oldugundan, E (M) =
D & P olacak sekilde D dogrudan sonlu ve P salt sonsuz altmodiilleri vardir. M modiilii
yari-siirekli oldugundan, Ny = M N Dve N, = NNP # 0igcin M = N; & N, elde
edilir. Ny, injektif zarfi salt sonsuz olan bir yari-siirekli modiil oldugundan, (1)’den, N, salt
sonsuzdur. O zaman, Ny # 0 olmak tizere, M = Ny & Ny = N1 B Ny @ Ny = M & Ny'dir.
Boylece, M modiilii dogrudan sonlu degildir. U

Teorem 2.6.22. [13, Theorem 1.29] M bir injektif modiil olsun. M sadelesme ozelligine

sahiptir ancak ve ancak M dogrudan sonludur.

Teorem 2.6.23. [13, Theorem 2.31] M yari-siirekli bir modiil, M, ve M altmodiilleri M ’nin
dik toplananlar olsun. E(M,) = E(Ms) ise My = M; olur.

Teorem 2.6.24. [13, Theorem 2.33] Yari-siirekli bir M modiiliinde, izomorf dogrudan sonlu
altmodiiller izomorf tiimleyenlere sahiptir. Ozel olarak, M modiilii i¢ sadelesme ozelligine

sahiptir ancak ve ancak M dogrudan sonludur.

Kamit. A, ve Ay, M modiiliiniin dogrudan sonlu izomorf altmodiilleri olsun. i = 1,2 i¢in
B;, A;’nin tiimleyeni ve C;, A;’yi iceren B;’nin tiimleyeni olsun. Teorem 2.6.18 geregince,
M = O, @ B, = Cy @ Bydir. E(C;) = E(A;) oldugundan, Onteorem 2.6.21 geregince,
E(C;) dogrudan sonludur. E(C,)® E(B,) = E(M) = E(C,)® E(B>) ve injektif dogrudan

sonlu modiiller sadelesme 6zelligine sahip oldugundan, F(B;) = FE(B,) elde edilir. M

yari-siirekli oldugundan, B, = B, dir. Son kisim agiktir. [

Sonug 2.6.25. [13, Corollary 3.25] Dogrudan sonlu siirekli modiiller sadelesme ozelligine

sahiptir.
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S, bir M modiiliiniin endomorfizma halkas1 olsun. J ile S halkasinin Jacobson radikali

temsil edilsin. A = {a € S: Kera <., M} ve S = S/A tanimlansin.

Teorem 2.6.26. [13, Theorem 3.11] M modiilii siirekli ise S sag siirekli ve diizenli bir
halkadr.

2.7 Degisim Halkalar

Bu altboliimde, yari-injektif modiilerin sagladigir bir pargalanma 6zelligi ve bu o6zelligi

saglayan modiillerin endomorfizma halkalar1 irdelenecektir.

Tanmim 2.7.1. [13, Definition 1.20] M bir sag R-modiil olsun. Bir [ (sonlu) indeks kiimesi, N
ve A; modiilleri igin M @ N = @1 A; iken MON = M B (Pie; B;) olacak sekilde B; < A;

altmodiilleri varsa, M (sonlu) degisim ozelligine sahiptir ((finite) exchange property) denir.

Degisim 6zelligi dik toplananlara ve sonlu dik toplamlara tasinan bir 6zelliktir.

Teorem 2.7.2. [13, Theorem 1.21] Her yari-injektif M modiilii degisim ozelligine sahiptir.

Kanit. A= M ® N = ®;c1A;, X; = A; NN ve X = P, X; olsun. Zorn Lemma’dan
(1) X; < B; < A; olmak lizere B = @;¢;B; ve
(i) MNB=0

ozelliklerine gore maksimal bir B < A bulunabilir. A = M @& B esitligi gosterilecektir.
Eger M <., Ave M <% A oldugu gosterilirse istenen saglanir (burada, A — A/B dogal
epimorfizmasi altinda Y ’nin goriintiisii Y ile temsil edilmektedir). Her j € I igin M NA; <¢
A_j oldugu ispatlanacaktir. B; < D kosulunu saglayan A; nin keyfi bir D altmodiilii alinsin.
O zaman, B < D+ B = D@ (®;x;B;) olur. B’nin maksimalliginden, M N (D + B) # 0’dur.
MNB = 0olduguigin M N(D+ B) £ B elde edilir. Boylece, (MNA;)ND = MND # 0
olur. Buradan, her j € I i¢in M N A_j <ess A_] elde edilir. O halde, ®jc J(M N A_j) <ss
®jesA; = Aolur. Boylece, M <, A elde edilir. Eger M injektifse, M = (M @& B)/B
M oldugundan, M de injektiftir. Bu durumda, M <% A olur.
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M yari-injektif bir modiil ve 7 : M & N — M izdiigiim doniisiimii olsun. X,; := Kerm

Aj
olmak {iizere, A;/X; bolim modiilii M nin bir altmodiiliine izomorftur. M yari-injektif
oldugundan, Onerme 2.6.3 geregince, M modiilii A;/X;-injektiftir. A/X = ®A;/X;
oldugundan, Onerme 2.6.4 geregince, M modiili A/X-injektiftir. Yine Onerme 2.6.3
geregince, M modiilii A/ B—injektiftir. M = M oldugundan, M boliim modiilii A-injektiftir
ve boylece Onteorem 2.6.2°den M <% A elde edilir. O]

Onerme 2.7.3. [13, Proposition 1.23] Bir M modiilii sonlu degisim ézelligine sahip olsun.

M sadelesme ozelligini saglar ancak ve ancak M i¢ sadelesme ozelligini saglar.

Onerme 2.7.4. [20, Proposition 1.1] R bir halka olsun. = € R icin asagidaki ifadeler
denktir.

(1) e — xz € R(x — z?) olacak sekilde e* = e vardur.

(2) (1 —e) — (1 — z) € J(R) olacak sekilde ¢* = e € Rz ve ¢ € R vardur.

(3) R = Re + R(1 — z) olacak sekilde e* = e € Rx vardur.

(4) 1 — e € R(1 — x) olacak sekilde e* = e € Rx vardr.

Tamim 2.7.5. [20] Her eleman1 Onerme 2.7.4’teki kosullardan birini saglayan bir halkaya

(sol) degisim halkast (exchange ring) denir.

Teorem 2.7.6’dan sag ve sol degisim halkalarinin ayn1 oldugu sonucu c¢ikar.

Teorem 2.7.6. [20, Theorem 2.1] R bir halka ve M bir sol R-modiil olsun. Asagidaki
ifadeler denktir:

(1) Endgr(M) halkast sag degisim halkasidur.

(2) M modiilii sonlu degisim ozelligine sahiptir.

(3) Endgr(M) halkast sol degisim halkasidur.

Kamt. (1) = (2) X =M aY = Ny & Ny ve E = Endgr(X) olsun. ve M = X7 olmak
lizere 72 = 7 € E secilsin. 71 + 7 = 1, N; = X7;, N; = Kerr, ve Ny = Kerr; kosullarim
saglayan 71, 7» € I dik eskare elemanlari verilsin. O zaman, 7 = 7™ + 77w olur. TE7w =

Endgr(M) sag degisim halkas1 oldugundan, dyle v; € mr;m E dik eskare elemanlart vardir
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ki vy + 15, = 7 saglanir. ; € mEw olmak lizere, v; = m7;; ve o;v; = «; oldugu varsayilsin.
n; = T;;7; tanimlansin. Bunlar dik eskarelerdir ve ¢ = 1,2 i¢in X7; C N,’dir. Buradan,
N! = N; C Kern; olmak iizere, N; = Xn @ N/ ve boylece X = (Xn; & Xn) ® (N & NJ)
elde edilir.

Simdi, X = M & N{& N, oldugu gosterilecektir. mn; = v;7;’dir ve boylece mn;«; = v;10 =
v} =y olur. v € M N (N] & N)) verilsin. O zaman, zn; = 0 = a7, ve buradan x = x7 =
dSoav; =Y xmniey = > rniey = 0°dir. ¢ € X secilsin. z; € Xn; ve w € N @ NJ olmak
lizere, v = x1 + xo + w yazdsin. na;n; = (i) (um)n; = (1) (uv;) (vy75) = d55m; elde
edilir. Burada ¢ = j igin 6¢j = 0 ve ¢ # j i¢in ;; = 1 dir. Buradan, her ¢ i¢in z; — z;a; € V]
ve boylece © — x10q — xan = (11 — x100) + (9 — X200) + w € N| & N elde edilir. Her

ii¢in x;o; € M oldugundan, X = M & N| & N, bulunur.

(2)=B)Xg=MdM,N, ={(z,0):x € M}, Ny ={(0,z) :x € M} ve D = {(x,x) :
x € M} olsun. a + 8 = 1 olacak sekilde o, 3 € Endr(M) oldugu varsayilsmn. M’ =
{(xa, —2zf) :x € M}ise M' = M dirve X = M’ ® D = Ny & N, dir. Varsayimdan, X =
M’ @ N{ & Nj olacak sekilde N; C N; altmodiilleri vardir. z € M ise, bu asagidaki tek tiirli
belirli olan ayrisimi verir. (x1,0) € Nj ve (0,22) € Nj olmak iizere, (z,z) = (ya, —ypB) +
(21,0) + (0, x9)’dir. za/ = 25 ve 2’ = z; ile &/, ' € Endg(M) tammlansin. O zaman,
(xd/a, zd ) = (zd/a, —xd/B) + (0,0) + (0, za),ve(xf'B,xp'5) = (—xf'a,z('B) +
(xf',0) 4+ (0,0) ayrnigimlart o’ = o' ve 585" = ' oldugunu gosterir. Boylece, o/« ve
B’ 3 eskarelerdir. Dahasi, yukaridaki esitlikten, y = x(o — ') ve buradan, z = ya + x5’ =
z(o’a+ f'f) elde edilir. Dolayisiyla, o’ a+ 3’5 = 1, olur. Boylece, Endg (M) sol degisim
halkasidir.

(3) = (1) (1) = (3)un ispati pR’ye uygulanirsa sag degisimligin sol degisimligi
gerektirdigi goriiliir. Tersi de herhangi bir halka icin benzerdir. Ozel olarak, Endg(M)
icin de gecerlidir. 0

Bir R halkas1 i¢in, R = Endg(R) oldugundan, R modiiliiniin (sonlu) degisim 6zelligini

saglamasi ile R’nin degisim halkas1 olmasi1 denktir.
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Tamm 2.7.7. [20] R bir halka olsun. a € R eleman1 bir egkare ve bir tersinir elemanin
toplam1 olarak yazilabiliyorsa a’ya temiz (clean) denir. Her elemam temiz olan halkaya

temiz halka (clean ring) denir.

Onerme 2.7.8. [20] Bir R halkas: temiz ise degisim halkasidur.

Kamit. €? = e ve u tersinir elemanlar ve z = e + u olsun. O zaman, u[z — u™'(1 — e)u] =
ue +u? —u+eu=ax?—zolur. f=u"(1—-e)uolsun. f?2 = fdir. u(x — f) = 2> —x

oldugundan, x — f = ' (2? — x) € R(z* — z) elde edilir. O

Onerme 2.7.9. [21] Birimsel diizenli bir halka temizdir:

Birimsel diizenli bir halka temiz oldugundan, Onerme 2.7.8 geregince, birimsel diizenli

halkalar degisim halkalaridir.
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3. ENDODUZENLI MODULLER

Bu boliimde, Lee, Rizvi ve Roman’in 2013’te yayimlanan [5] calismasi temel alinarak
endomorfizma halkasi diizenli (regiiler) olan modiillerin bir literatiir incelemesi yapilmistir.
Bu tip modiillere endodiizenli adi1 verilmistir. S0z konusu calismadan yola c¢ikilarak
endodiizenli modiillerin karakterizasyonlar1 ve Ozellikleri ele alinmistir.  Bazi halka
simniflarinin, endodiizenli modiilleri cinsinden karakterizasyonlar: irdelenmistir. [5]
makalesinde, endodiizenli bir modiiliin dik toplanan1 da endodiizenli iken endodiizenli
modiillerin dik toplamlarinin endodiizenli olmas1 gerekmedigi gosterilmistir.  Ancak,
tezimizin bu boliimiinde de bahsedilecegi gibi, aynmi ¢alismada sonlu dik toplam durumunda
bu kosulun saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosullar verilmistir. Ayrica, endomorfizma
halkas1 yaribasit Artin olan modiiller gibi baz1 6zel durumlarla ilgili sonuclar iizerinde de

caligilmgtir.

3.1 Endodiizenli Modiillerle Zelmanowitz Diizenli Modiillerin

Kiyaslanmasi

Bu altbsliimde, endodiizenli modiiller ele alinmig ve bu modiillerin, Altboliim 2.4°de tanitilan

Zelmanowitz diizenli modiillerle olan iligkisi incelenmistir.

Tanim 3.1.1. [5, Definition 2.1] M bir sag R-modiil olsun. Eger Endg (M) diizenli halkaysa

M modiiliine endodiizenli modiil denir.

Aciktir ki, Rp (swrastyla, prR) modiilii endodiizenlidir ancak ve ancak R halkas1 von
Neumann diizenlidir. Oldukca iyi bilinmektedir ki bir R halkasinin von Neumann diizenli
olmasi icin gerek ve yeter kosul her a € R ve her ¢, : R — R soldan a ile ¢arpim
homomorfizmasi i¢in, /m¢, = aR’nin Rp’de bir dik toplanan olmasidir. Fuchs, 1958’de
endomorfizma halkasi diizenli olan abel gruplar1 karakterize etme problemini ortaya atmistir
([1, Problem 50]). 1967 yilinda Rangaswamy bu soruyu abel gruplar i¢in cevaplamistir ([3,
Theorem 4]). Bunlardan bagimsiz olarak, 1948’de Azumaya modiiller i¢in gegerli asagidaki
genel sonucu vermistir:
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Teorem 3.1.2. [22, Theorem 16] M bir sag R-modiil ve S = Endr(M) olsun. ¢ € S
diizenlidir ancak ve ancak Keryp ve Imyp, M ’nin dik toplananlaridir. Sonug¢ olarak, S
halkasinin von Neumann diizenli olmast icin gerek ve yeter kosul her ¢ € S icin Kerp

ve Im altmodiillerinin M de dik toplanan olmasidir.

Kamit. p € S diizenli olsun. O halde, pap = ¢ olacak sekilde en az bir tane o € S vardir.
Her m € M i¢in ¢((ap)m — m) = 0 yazilabilir. Buradan (ap )(m) — m € Kery olur.
m =m — (ap )(m) + (g )(m) yazilirsa m € Kerp + Im(ayp) elde edilir. Boylelikle,
M C Kerg + Im(ap) olur. Kerp + Im(ap) C M kapsamasi agik oldugundan M =
Keryp + Im(ayp) elde edilir. Ayrica, Kere C Ker(ayp) ve Ker(ap) N Im(ayp) = 0
oldugundan Kerp N Im(agp) = 0°dir. O halde, M = Kerp @ Im(ay) elde edilir.

Simdi I'm¢’nin M modiiliiniin bir dik toplanan1 oldugu gosterilecektir. .S diizenli oldugu
icin (pa)? = pa € S eskare elemandir. O halde, M = Im(pa) @ Ker(pa) olur. Ayrica,
Im(pa) C Imp ve Imp N Ker(pa) = 0 oldugundan M = Im(p) @ Ker(pa) elde edilir.

Tersine, Kery ve I'meyp, M modiiliiniin dik toplananlar1 olsun. O zaman bir N < M vardir
oyleki M = Kery @ N olur. Kero N N = 0 oldugu i¢in | doniisiimii birebirdir. Ayrica,
|y : N — Imp doniisiimii 6rtendir. Boylece N = I'mp elde edilir. 3, ¢|y doniigiimiiniin
tersi olsun. O halde, 3 : Imp — N’dir. m : M — Imy izdiisiim fonksiyonu ve ¢ : N —
M igerim fonksiyonu olmak iizere, o := (7 tanimlansin. pap = ¢ esitligini saglayan
bir @ € S oldugu gosterilecektir. Keyfi bir m € M igin (pap)(m) = (pifmrp)(m) =
(peB)m(p(m)) = (piB)(p(m)) elde edilir. 5(¢(m)) = n’ olacak sekilde n’ € N vardir. O
halde, (pap)(m) = (pr)(n') = p(m) olur. Boylece, S = Endg(M ) halkasi diizenlidir. [
Ornek 3.1.3. Teorem 3.1.2 geregince, her yaribasit modiil endodiizenlidir. Ozel olarak, bir

D boliimlii halkast iizerindeki Vi vektor uzayr da endodiizenlidir.

Ornek 3.1.4. Teorem 2.3.13’te gosterildigi iizere, diizenli bir halka iizerindeki sonlu
iiretilmis projektif modiiller endodiizenlidir ([18, Theorem 1.7]). Ozel olarak, diizenli bir

halkanin her sonlu iiretilmis sag ideali endodiizenlidir.
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Zelmanowitz diizenli modiillerle endodiizenli modiillerin arasindaki iliski, Ware’in [4]

calismasinda, asagidaki sonuglarla verilmistir.

Teorem 3.1.5. [4, Theorem 3.6] Her sonlu iiretilmis Zelmanowitz diizenli modiil

endodiizenlidir.

Kamit. R bir halka, P bir sonlu iiretilmis Zelmanowitz diizenli R-modiil ve S = Endg(P)
olsun. f € S alalim. Birinci Izomorfizma Teoremi’nden P/Kerf = I'm f sonlu iiretilmistir.
Teorem 2.4.7 geregince, Imf <® P elde edilir. Ayrica, Onteorem 2.4.5 ve Sonug 2.4.8
geregince, P/Kerf projektiftir. Boylece, Kerf <% P olur. Sonug¢ olarak, S halkasi
diizenlidir. n

Teorem 3.1.6. [4, Theorem 3.9] Degismeli bir halka iizerinde her projektif endodiizenli

modiil Zelmanowitz diizenlidir.

Kamit. R degigmeli bir halka ve bir P projektif R-modiilii i¢in Endg(P) diizenli halka olsun.
P modiiliiniin devirli oldugu varsayilsin. O zaman, bir ¢ = e € R i¢in P = eR’dir.
eRe = Endgr(P) diizenlidir. R halkas1 degismeli oldugundan eRe = ¢?R = eR = P
elde edilir. Boylece, P modiilii Zelmanowitz diizenlidir. Simdi P’nin herhangi bir modiil
oldugunu varsayilsin. P projektif modiiliiniin {x; }ic; ve { fi }ie: € Hompg(P, R) dual tabani
ele alinsin. O zaman her z € P i¢in sonlu sayida ¢ diginda f;(z) = 0 ve x = Y x; fi(2)
olur. Heri € [ igin ¢g;: P — x;R,x — z;f;(x) tammlansin. O zaman g¢;, P’nin bir
endomorfizmasidir. Boylece, g;(P) sonlu iiretilmig oldugundan P’nin bir dik toplananidur,
ve dolayisiyla x; R’nin bir dik toplananidir. Buradan, ¢;(P) devirlidir. Dahas1 endodiizenli
modiillerin dik toplananlar1 da endodiizenli oldugundan g;(P)’nin endomorfizma halkasi
diizenlidir. ¢;(P) devirli oldugundan, yukaridaki ispattan, ayni zamanda Zelmanowitz
diizenli bir modiildiir. Oyleyse, €, ; g;(P) dis dik toplam1 Zelmanowitz diizenli modiildiir.
P = 3",c; 9i(P) oldugu bilinmektedir. @, g:(P) — >_ g;(P) — 0 dogal epimorfizmasin
gz Oniine alinirsa, P projektif modiilii Zelmanowitz diizenli bir modiiliin homomorfik

goriintiisti olur. Sonugta, P modiilii Zelmanowitz diizenlidir. O
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Sonu¢ 3.1.7. R degismeli bir halka ve P sonlu iiretilmis projektif bir R-modiil olsun. O
zaman asagidaki ifadeler denktir:
(1) P modiilii Zelmanowitz diizenlidir.

(2) P modiilii endodiizenlidir.

Asagidaki ornekler, Zelmanowitz diizenli modiillerle endodiizenli modiillerin arasinda

dogrudan bir ilgi olmadigin1 gostermektedir.

Ornek 3.1.8. [5, Example 1.2] R = 112, Zy ve M = RY) olsun. Teorem 2.4.9 geregince,
M Zelmanowitz diizenli bir R-modiildiir. Ancak, M endodiizenli degildir.

Ornekler 3.1.9. [5, Example 1.4] (i) p bir asal say olmak iizere, Ly, basit Z-modiil oldugu
icin endodiizenli modiildiir. Ancak, 7., Zelmanowitz diizenli bir Z-modiil degildir, ¢iinkii

Homy(Z,,Z) = 0’dr.

(1) F bir cisim, R= bir halka ve e= bir eskare eleman olsun. R bir von

1
Neuman diizenli halka degildir, ¢iinkii r = icin rsr = r olacak sekilde bir s € R

0 0

F
yoktur. M = eR = olsun. Endgr(M) = eRe bir cisimdir. Dolayistyla, M
0 0

bir endodiizenli modiildiir. Ancak, , M modiiliiniin bir devirli altmodiilii olmasina

0 0

ragmen M ’nin dik toplanant olmadigi icin, Teorem 2.4.7 geregince, M modiilii Zelmanowitz

diizenli degildir.

3.2 Endodiizenli Modiillerin Rickart ve Dual Rickart Modiillerle
Mliskisi

Lee, Rizvi ve Roman, [23] ve [24] makalelerinde, "Her ¢ € Endg(M) i¢in Kerp, M nin bir
dik toplanamidir” ve "Her ¢ € Endgr(M) i¢in Iy, M nin bir dik toplananidir” kosullarini
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ayrt olarak incelemistir.  Teorem 3.1.2°nin 1518inda bu calismalarin endodiizenlilikle
baglantili oldugu goriiliir. Bu altboliimde, s6z konusu makalelerde, endodiizenliligin
yukarida bahsi gecen kosullara bagl olarak elde edilen karakterizasyonlarina deginilecektir.

Oncelikle, bu sonuglari ifade edebilmek icin bazi temel tanimlar ve sonuglar verilecektir.

M bir R-modiil olmak iizere, bos kiimeden farkli bir I C S = Endg(M) altkiimesi i¢in
rs(I) = {p € S|Ip =0}, ryy(I) = {m € M|Im =0} ve N < M igin rgr(N) = {r €
R|Nr =0}, ls(N) = {¢ € S|¢N = 0} kiimeleri tanimlansin.

Tanmm 3.2.1. [23] M bir R-modiil olsun. Eger her ¢ € Endgr(M) igin ry(¢) = Keryp
altmodiilii M/ modiiliiniin bir dik toplanani ise M modiiliine Rickart modiil denir. R bir halka
olmak iizere, her a € R i¢in rp(a) = eR olacak sekilde bir ¢ = e € R varsa, R halkasina

sag Rickart halka denir.

Tanmm 3.2.2. [24] M bir R-modiil olsun. Eger her ¢ € Endg(M) igin Imyp altmodiili M

modiiliiniin bir dik toplanani ise M modiiliine d-Rickart (dual Rickart) modiil denir.

Uyari 3.2.3. [24, Remark 2.2] Bir R halkas1 i¢cin R modiiliiniin d-Rickart olmas i¢in gerek

ve yeter kosul R’nin von Neumann diizenli bir halka olmasidir.

Tamim 3.2.4. [23] Bir ¢ € Endg(M) ve bir stfirdan farkli m € r3,(p) = Kerp C M igin,
m € Yy (M) C ry(p) kosulunu saglayan bir ¢, : M — 7;() homomorfizmasi varsa M

modiiliine k-yerel-¢ekici modiil denir.

Tanmim 3.2.5. [13] L, bir M modiiliiniin bir altmodiilii olsun. K < M i¢in M = K + L iken
M = K oluyorsa L’ye kiiciik (small) altmodiil denir.

Tanim 2.6.16’n1n duali olarak asagidaki tanimlar verilmektedir:

Tanmm 3.2.6. [13] (a) Bir M modiiliiniin her L altmodiilii i¢cin M; < L ve L N My, My’de
kiiciik olacak sekilde M = M; & M, ayrisimi varsa M’ye Dy kosuluna sahiptir denir.
(b) L < M i¢in M /L, M modiiliiniin bir dik toplananina izomorf iken L de M ’nin bir dik

toplanani oluyorsa M modiiliine Dy kosuluna sahiptir denir.
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(¢) My + My = M olacak sekilde M’nin M; ve M, dik toplananlari varken M; N M, de

M’ nin bir dik toplanani ise M modiiliine D3 kosuluna sahiptir denir.

Bir M modiili, D; ve D, kosullarina sahipse ayrik (discrete) modiil, D, ve Ds kosullarina

sahipse yari-ayrik (quasi-discrete) modiil adint alir.

Endodiizenli modiillerin yukarida tanimlanan modiiller cinsinden karakterizasyonlarim
vermeden Once, Rickart ve d-Rickart modiillerin baz1 6zellikleri ve endomorfizma halkalar:

ele alinacaktir.

Onerme 3.2.7. [23, Proposition 2.11] M bir modiil ve S = Endg(M) olmak iizere asagidaki
kosullar denktir:

(1) M bir Rickart modiildiir.

(11) M modiilii Dy kosulunu saglar ve her ¢ € S icin Imp, M modiiliiniin bir dik

toplananina izomorftur.

Kamit. (i = ii) M modiilii Rickart olsun. M’, M modiiliiniin bir dik toplanan1 olmak iizere,
M/N = M’ kosulunu saglayan bir N < M alinsin. Oyle bir 1) € S vardirki Kery = N’dir.
O halde, M modiilii Rickart oldugu i¢in N altmodiilii A/ modiiliiniin bir dik toplanani olur.
Sonug olarak, M modiilii Dy kosulunu saglar. M modiilii Rickart oldugundan her ¢ € §
icin Kery, M modiiliiniin bir dik toplananidir. O halde, bir N < M i¢in M = Kerp & N
elde edilir. Buradan, N = M/Kerp = Imyp olur. Boylece, Imp, M modiiliiniin bir dik

toplananina izomorftur.

(11 = 1) ¢ € S verilsin. Hipotezden, N = I'm¢ olacak sekilde M ’nin bir N dik toplanani
vardir. O zaman, M /Kerp = Imgp = N elde edilir. M modiilii D, kosulunu sagladigi i¢in
Kery, M’nin bir dik toplanan1 olur. Boylece, M bir Rickart modiildiir. [

Onerme 3.2.8. [23, Proposition 3.2] M modiilii Rickart ise S = Endg(M) halkast sag
Rickart halkadr.

Kanit. 0 # o € S verilsin. M modiilii Rickart oldugundan, 6yle bir ¢* = ¢ € S vardir ki
ra(@) = eM’dir. Buradan, geM = 0 oldugu i¢in we = 0’dir. O zaman, e € rg(p) olur.
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Y € rg(p) alinsin. O zaman, @y = 0 olur. Boylece, M C ry(¢) = eM’dir. Buradan,
Y = e € eSdir. Boylece, rg(p) = eS’dir. Oyleyse, S bir sag Rickart halkadir, O

Onerme 3.2.9. [23, Proposition 3.7] Her Rickart modiil k-yerel-cekicidir.

Kamit. M modiilii Rickart olsun. O zaman, keyfi bir ¢ € Endr(M) igin dyle bir ¢? =
e € Endg(M) vardir ki 7y (@) = eM’dir. Bir m € ry(y) i¢in ¢, = e alinsin. Buradan,
m =em € ¥, M C ry(p) olur. Boylece, M modiilii k-yerel-gekicidir. O

Teorem 3.2.10. [23, Theorem 3.9] Asagidaki ifadeler denktir:
(a) M bir Rickart modiildiir.
(b) Endgr(M) bir sag Rickart halkadwr ve M modiilii k-yerel-¢ekicidir.

Kamit. (a) = (b) Onerme 3.2.8°den ve Onerme 3.2.9°dan agiktir.

(b) = (a) 0 # ¢ € S = Endg(M) verilsin. Endgr(M) bir sag Rickart halka oldugundan,
bir e2 = e € S igin r5(¢) = eSdir. Oyleyse, eM C 7(p) dir. Ters kapsama igin,
0 # m € ry(p) alinsin. M modiilii k-yerel-¢ekici oldugu igin dyle bir 1), vardir ki m €
U (M) C 7p(p)’dir. Buradan, pi),, (M) = 0°dir. Boylece, ¢, = 0 elde edilir. Buradan,
Um € 15(p) = eS olur. O halde, ¥, = e, elde edilir. Buna ek olarak, m € ,,(M)
oldugundan, bir x € M igin m = ¢,,(x) = ey, (x) € eM bulunur. Boylece, ry/(p) =
e M dir. Sonug olarak, M modiilii Rickart olur. O]

Rickart modiillerin asagida verilen karakterizayonu, Onerme 3.2.7°nin ve Teorem 3.2.10’un

direkt bir sonucudur.

Teorem 3.2.11. [23] M bir modiil ve S = Endg(M) olmak iizere asagidaki ifadeler denktir:
(1) M bir Rickart modiildiir.

(11) M modiilii Dy kosulunu saglar ve her ¢ € S icin Imyp, M modiiliiniin bir dik
toplananina izomorftur.

(1ii) S bir sag Rickart halkadir ve M modiilii k-yerel-gekicidir.

Simdi, Rickart modiillerin duali olarak tanimlanan d-Rickart modiillerle ilgili baz1 sonuglara
deginilecektir.
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Onerme 3.2.12. [24, Proposition 2.21]1 M bir modiil ve S = Endp(M) olmak iizere
asagidaki kosullar denktir:

(1) M bir d-Rickart modiildiir.

i1) M modiilii Cy kosulunu saglar ve her ¢ € S icin Imp, M nin bir dik toplananina

izomorftur.

Kamit. (i = ii) M bir d-Rickart modiil olsun. Bir e? = ¢ € S i¢in N = eM kosulunu
saglayan N < M altmodiilii ele alinsin. O zaman, bir ¢ : eM — N izomorfizmasi1 vardir.
p = 1pe € S olsun. Buradan, Imy = 1peM = N olur. M modiilii d-Rickart oldugu icin N

altmodiilii, M nin bir dik toplananidir. Bdylece, M modiilii C'; kosuluna sahiptir.

(i@ = i) p € S verilsin. Hipotezden, N = I'm¢ olacak sekilde M ’nin bir N dik toplanani
vardir. M modiili Cy kosuluna sahip oldugu icin I'me, M’nin bir dik toplanani olur.

Boylece, M bir d-Rickart modiildiir. O]

Onerme 3.2.13. [24, Proposition 3.1] M bir d-Rickart modiil ise Endz(M) bir sol Rickart
halkadur.

Kamit. ¢ € S = Endp(M) verilsin. M modiilii d-Rickart oldugundan, dyle bire? = ¢ € S
vardir ki o M = eM dir. Boylece, Is(p) = S(1 —e) <% M elde edilir. Yani, Endgr(M) bir
sol Rickart halkadur. [

Teorem 3.2.14. [24, Teorem 3.5] Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir:
(a) M bir d-Rickart modiildiir.
(b) S = Endg(M) bir sol Rickart halkadir ve her p € S icin oM = ry(Is(@M)) dir.

Kamit. (a) = (b) M bir d-Rickart modiil oldugundan, Onerme 3.2.13’ten, S = Endr(M)
bir sol Rickart halkadir. Simdi her bir ¢ € Sicin oM = r;(ls(©wM)) oldugu gosterilecektir.
M modiilii d-Rickart oldugundan, bir ¢ € S icin dyle bir €2 = e € S vardir ki pM =
eM’dir. Boylece, 7y (ls(@M)) = ry(ls(eM)) = eM = M elde edilir.
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(b) = (a) bir ¢ € S verilsin. S halkasi sol Rickart oldugundan 6yle bir ¢* = ¢ € S vardir
ki l5(p) = Se’dir. Kabulden, oM = ry(Is(pM)) = rp(Se) = (1 — e)M olur. Boylece,
oM = (1 — e)M <% M elde edilir. Yani, M bir d-Rickart modiildiir. O

Asagida, dual Rickart modiiller icin verilen karakterizasyon Onerme 3.2.12’nin ve

Teorem 3.2.14’{in dogrudan bir sonucudur.

Teorem 3.2.15. [24] M bir modiil ve S = Endg(M) olmak iizere asagidaki ifadeler denktir:
(1) M bir d-Rickart modiildiir.

(1i) M modiilii Cy kosulunu saglar ve her ¢ € S icin Imy, M modiiliiniin bir dik
toplananina izomorftur.

(i4i) S bir sol Rickart halkadir ve her p € S icin oM = rp(ls(@M)) dir.

Simdi, baz1 6zellikleri verilen Rickart ve dual Rickart modiillerin, endodiizenli modiillerle

olan iligkisi incelenecektir.

Teorem 3.2.16. [23, Teorem 3.17] M bir modiil ve S = Endgr(M) olmak iizere asagidaki
ifadeler denktir:

(a) M, Cy dzelligine sahip bir Rickart modiildiir.

(b) M endodiizenlidir.

(¢) Her ¢ € Sicin Kery ve Imp, M modiiliiniin dik toplananidur.

Kamit. (a) = (b) Bir Rickart M modiiliiniin Cy kosuluna sahip oldugu varsayilsin. 0 # ¢ €
S verilsin. M bir Rickart modiil oldugundan, dyle bir N < M vardir ki M = Keryp® N’dir.
¢|ny bir monomorfizma oldugu i¢in Cy kosulundan ¢ N <% M bulunur. Ayrica, dyle bir
0 # 1 € S vardir ki Y|y = 1x’dir. O zaman, (¢ — ) (M) = (¢ — ) (Kerp®N) =
(o — o) (N) = 0 elde edilir. Bu ise, ¢ — php = 0 olmasimi gerektirir. Boylece, S bir von
Neumann diizenli halkadir.

(b) = (c) Teorem 3.1.2°den agiktur.

(¢) = (a) Hipotezden, M modiiliiniin Cy kosuluna sahip oldugunu gostermek yeterlidir.
N < M verilsin. Bir €? = ¢ € Endg(M) i¢in N = eM olsun. O zaman, bir ¢ : eM — N
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izomorfizmasi vardir. ¢ = e € S olsun. O halde, Imy = eM = N <% M elde edilir.
Boylece, M modiilii Cy 6zelligine sahiptir. ]

Teorem 3.2.17. [24, Teorem 3.8] Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir:

(a) M, Dy dzelligine sahip bir d-Rickart modiildiir.

(b) M modiilii Cy ve Dy ozelliklerine sahiptir ve her ¢ € Endgr(M) icin Imy, M nin bir
dik toplananina izomorftur.

(¢) M endodiizenlidir.

Kanit. (a) < (b) Teorem 3.2.7 ve Teorem 3.2.12°den agiktir.

(a) = (¢) p € Endg(M) verilsin. M modiilii d-Rickart oldugundan, M/Keryp = Imyp <9
M’dir. M, D, 6zelligine sahip oldugu icin Kery <% M’dir. Boylece, Teorem 3.1.2
geregince, Endgr (M) halkast von Neumann diizenlidir.

(¢) = (a) M endodiizenli olsun. O zaman, yine Teorem 3.1.2°den, M modiilii hem
Rickart hem de d-Rickart olur. Ayrica, Teorem 3.2.7°den her Rickart modiil D, 6zelligine

sahiptir. [

Yukaridaki sonuclar birlestirildiginde, endodiizenli modiillerin agagidaki karakterizasyonu

elde edilir.

Onerme 3.2.18. ([23], [24]) Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir:

(a) M bir endodiizenli modiildiir.

(b) M bir Rickart ve d-Rickart modiildiir.

¢) M modiilii Cy ve Dy kosullarin saglar ve her ¢ € Endg(M) icin Imp , M modiiliiniin

bir dik toplananina izomorftur.

Onerme 3.2.19. [5, Proposition 2.26] M ’nin bir projektif Rickart modiil olmast icin gerek
ve yeter kosul her ¢ € Endg(M) icin Imy’nin projektif olmasidur.

Kanit. M bir projektif Rickart modiil olsun. Bir ¢ € Endg(M) verilsin. Kery <% M
oldugu i¢in M ’nin Oyle bir N altmodiilii vardir ki M = Keryp & N’dir. Buradan, N =
M/Kery = Imyp elde edilir. Boylece, Imp projektiftir. Tersine, her ¢ € Endg(M) igin
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Imep projektif olsun. O halde, her ¢ € Endr(M) igin Kerp <% M elde edilir. Yani, M bir
Rickart modiildiir. p = 1;; secilirse Imy = M projektif elde edilir. [

Sonug 3.2.20. [5, Remark 2.27] Her projektif d-Rickart modiil projektif endodiizenlidir.

Kanit. Teorem 3.1.2 ve Onerme 3.2.19 geregince ispat agiktir. [l

Uyar: 3.2.21. [5, Remark 2.27] Bir projektif Rickart modiiliin d-Rickart olmas1 gerekmez.
Dolayisiyla, bir projektif Rickart modiil endodiizenli olmayabilir. Ornegin, her n € N icin

Z-modiil Z(™ projektif Rickart olmasina ragmen d-Rickart degildir.

Onerme 3.2.22. [24, Proposition 4.4] Bir M modiilii ve S = Endg(M) asagidaki ifadeler
denktir:

(a) M bir ayristirllamaz d-Rickart modiildiir.

(b) S tamlik bélgesi ve her ¢ € S icin oM = ry(ls(pM)) dir.

(¢) Stfirdan farkli her ¢ € S bir epimorfizmadir.

Kamit. (a) = (b) Teorem 3.2.14’ten S halkasinin tamlik bolgesi oldugunu gostermek
yeterlidir. 1,ip € S i¢in ¥ = 0 olsun. Eger ¢ = 0 ise ispat biter. Aksi durumda, M # 0
ve oM <% M olur. Fakat M modiilii ayrigtirilamaz oldugundan M = M’dir. Boylece,
0 = ¥ @M olur. Buradan, 1) = 0 elde edilir. Sonug olarak .S halkas1 tamlik bogesidir.

(b) = (a) S bir sol Rickart halka ve her ¢ € S icin oM = ry(ls(¢pM)) oldugundan,
Teorem 3.2.14’ten M bir d-Rickart modiildiir. S tamlik bolgesi oldugu i¢in M modiilii de
ayristirilamazdir.

(a) < (c) kolaylikla goriilebilir. O

Tanim 3.2.23. [25] M bir R-modiil olmak iizere, her 0 ## N < M icin oM C N (ya da
buna denk olarak, Hompg(M, N) # 0) kosulunu saglayan bir 0 # ¢ € Endg(M) varsa

M’ye cekici (retractable) modiil denir.

Serbest ve yaribasit modiiller, ¢cekici modiillere ornektir.

Sonug 3.2.24. [24, Corollary 4.9] Her ayristirilamaz cekici d-Rickart modiil basittir.
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Kamit. M bir aynistirilamaz ¢ekici d-Rickart modiil olsun. 0 # N < M verilsin. M ¢ekici
oldugundan, dyle bir 0 # ¢ € Endr(M) vardir ki ¢ M C M dir. Onerme 3.2.22°den, ¢ bir
epimorfizma oldugu icin N = M dir. Béylece, M bir basit modiildiir. 0

Sonug¢ 3.2.25. [23, Corollary 4.11] M bir ayristirilamaz, artin, Rickart modiil olsun. O
zaman, S = Endg(M) bir béliimlii halkadur.

Onerme 3.2.26. [23, Proposition 4.13] M bir artin ve Rickart modiil olsun. O zaman, her
i icin M; ayrigtirilamaz, artin, Rickart bir modiil ve Endg(M;) boliimlii halka olmak iizere,
M = M, & My®---H M, ayrisimi vardir. Dahasi, n tek tiirlii belirlidir ve My, Ms, ..., M,

dizisinin, bir permiitasyona bagl olarak, siralanisi izomorfizma farkiyla tektir.

Sonug 3.2.27. [26, Corollary] R bir halka ve M bir R-modiil olsun. P = anng(M) = {r €
R|Mr = 0} stfirlayan ideali verilsin. Bu durumda, S = Endgr(M) bir béliimlii halkadwr
ancak ve ancak asagidaki durumlardan biri saglanir:

(1) P bir maksimal ideal ve M bir basit R-modiil (ve R-modiil olarak M = R/ P, halka
olarak S = R/P) olur ya da

(2) P bir maksimal olmayan asal ideal ve M, R/ P nin kesirler cismi K "ya izomorf (ve halka

olarak S = K) olur.

Onerme 3.2.28. [23, Proposition 4.14] Degismeli bir halka tizerinde, M bir artin modiil
olsun. O zaman, asagidaki ifadeler denktir:

(a) M bir Rickart modiildiir.

(b) M bir yaribasit modiildiir.

Kamit. (a) = (b) n € N tek tiirli belirli ve 1 < ¢ < n olmak iizere, her i i¢in
Endg(M;) bolumli halka kosulunu saglayan ayristirilamaz, artin, Rickart A/; modiilleri
verilsin. Onerme 3.2.26 geregince, M = M, @& My @ - -- @ M,,’dir. Simdi, degismeli bir R
halkasi tizerindeki her ayristirilamaz, artin, Rickart modiiliin basit oldugu ispatlanacaktir. N
bir ayristiritlamaz, artin, Rickart R-modiil olsun. P, R halkasinda N modiiliiniin sifirlayan
ideali yani, P = rg(N) olsun. Sonug 3.2.25 geregince, Endg(N) bir bolimli halkadir.
Sonug 3.2.27 uygulanirsa, ya P bir maksimal ideal ve /N basit R-modiil olur ya da P bir
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maksimal olmayan asal idealdir ve N, R/P’nin K kesirler cismine izomorftur. Eger P,
R halkasinin maksimal ideali ise ispat biter. R/P cisim olmasin ve N modiili R/P’nin
kesirler cismi K’ya izomorf olsun. Boylece, dyle bir 0 # ¢ € R/P vardirki ¢! ¢ R/P
olur. (RO @*R D ... 2 ¢ R D @' R D ...azalan zinciri ele alinsin. N artin oldugundan,
R/ P’nin kesirler cismi K bir artin modiildiir. Ciinkii N, K’ya izomortur. Buradan, dyle bir
k € N vardir ki ¢*R = @**'R olur. O zaman, bir 7 € R i¢in ¢* = ¢**'r’dir. R/P tamhk
bolgesi ve ¢ # 0 oldugundan, 7 € R/P, ¢ elemaninin tersidir. Bu bir celigkidir. Boylece,
P, R halkasinin bir maksimal idealidir ve /N bir basit modiildiir. O halde, M modiiliiniin her
ayristirtlamaz dik toplanani basit oldugundan, M bir yaribasit modiildiir.

(b) = (a) M yaribasit ise endodiizenlidir. Boylece, M bir Rickart modiildiir. O

Onerme 3.2.29. [24, Proposition 4.12] M bir noether ve d-Rickart modiil olsun. O zaman,
her i icin M; ayrigtirilamaz, noether, d-Rickart bir modiil ve Endgr(M;) boliimlii halka
olmak iizere, M = My, & My & --- & M, ayrisinu vardir. Dahasi, n tek tiirlii belirlidir
ve My, M, ..., M, dizisinin, bir permiitasyona bagli olarak, siralanisi izomorfizma farkiyla

tektir.

Onerme 3.2.30. [24, Proposition 4.13] Degismeli bir halka iizerinde, M bir noether modiil
olsun. O zaman, asagidaki ifadeler denktir:

(a) M bir d-Rickart modiildiir.

(b) M bir yaribasit modiildiir.

Kamit. (a) = (b) n € N tek tiirlii belirli ve 1 < ¢ < n olmak iizere, her 7 icin Endg(M;)
boliimlii halka kosulunu saglayan ayristirilamaz, noether, d-Rickart M; modiilleri verilsin.
Onerme 3.2.29 geregince, M = M; & My @ ... ® M, olur. Degismeli bir R halkas
tizerindeki her ayristirilamaz, noether, d-Rickart modiiliin basit oldugu ispatlanacaktir. N
bir ayristirilamaz, noether, d-Rickart modiil olsun. P, R halkasinda N modiiliiniin sifirlayan
ideali, yani P = 7(N) olsun. Onerme 3.2.29’dan Endg(NN) bir boliimlii halka oldugundan,
Sonug 3.2.27 uygulanacaktir. Bu durumda, ya P bir maksimal ideal ve N bir basit R—modiil
olur ya da P bir maksimal olmayan asal idealdir ve N, R/P’nin K kesirler cismine

izomorftur. Eger P, R halkasinin bir maksimal ideali ise ispat biter. R/P cisim olmasin
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ve N modiilii R/ P’nin K kesirler cismine izomorf olsun. Boylece, 6yle bir 0 # ¢ € R/P
vardirki 7' ¢ R/P’dir. ¢ 'R C g ?2RC ... C g *R C g *YR C ... artan zinciri ele
alinsin. N noether oldugundan, R/P’nin kesirler cismi K da noether R-modiildiir. Ciinkii
N, K’ya izomortur. Buradan, dyle bir £ € N vardir ki "R = cj*(“l)R olur. O zaman, bir
r € Rigin ¢ kr = g **+°dir. 7 € R/P eleman1 g elemaninin tersidir. Bu ise bir celiskidir.
Boylece, P, R halkasinin bir maksimal idealidir ve /V bir basit modiildiir. M modiiliiniin her
ayristirilamaz dik toplanani basit oldugu i¢in M bir yaribasit modiildiir.

(b) = (a) M modilii yaribasit modiilse endodiizenlidir ve dolayisiyla bir d-Rickart
modiildiir. ]

3.3 Endodiizenli Modiillerin Ozellikleri

Bu altboliimde, endodiizenli modiillerin baz1 6zelliklerine yer verilmistir. Endodiizenli
modiillerin, dik toplanan arakesit ile dik toplanan toplam 6zellikleri cinsinden elde edilen
karakterizasyonlar1 incelenmistir. Endodiizenli olma 6zelliginin dik toplanana gectigi de
gosterilmigtir.  Ancak, bu 0zelligin dik toplam altinda kapali olmadig1 bir ornekle ele

alinmistir.

Asagida verilen dik toplanan arakesit ile dik toplanan toplam 6zellikleri, literatiirde oldukca

1yi bilinen kavramlardir (6rnegin, bkz. [27]).

Tanmm 3.3.1. Bir M modiiliiniin herhangi iki dik toplananinin arakesiti, A/ modiiliiniin
bir dik toplanani oluyorsa M’ye dik toplanan arakesit ozelligine (summand intersection

property, SI1P) sahiptir denir.

Tanim 3.3.2. Bir M modiiliiniin herhangi iki dik toplananinin toplami1 M modiiliiniin bir
dik toplanani oluyorsa M’ye dik toplanan toplam ézelligine (summand sum property, SSP)

sahiptir denir.

Genel olarak, bu iki 6zelligin birbiriyle baglantis1 yoktur (bkz. [27, Example 3; Example
4]). Bu altboliimdeki ispatlarda kullanilacak olan asagidaki iki sonug, bu 6zelliklerin hangi
kosullarda birbirini gerektirdigini ifade etmektedir.
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Onteorem 3.3.3. [27, Lemma 19] M, C; kosuluna sahip olan bir modiil olsun. M modiilii,

dik toplanan arakesit ozelligine sahipse dik toplanan toplam ozelligine sahiptir.

Kanit. M, C5 kosulunu saglayan bir modiil olsun. A modiiliiniin dik toplanan arakesit
ozelligine sahip oldugu varsayilsin. N ve 7T, M modiiliiniin dik toplananlari olsun.
N + T’nin, M modiiliiniin bir dik toplanan1 oldugu gosterilecektir. M dik toplanan arakesit
ozelligine sahip oldugu icin dyle bir L < M vardir ki (NN T) & L = M yazlabilir.
Modiiler kuralindan, N = (NNT) @& (LN N)veT = (NNT)& (LNT)olur. O halde,
N+T = (NNT)+[(LNN)® (LNT)] elde edilir. Simdi dik toplanabilirlik i¢in, (NNT)N
[(LNN)®(LNT)] = 0 oldugu ispatlanacaktir. Bunun igin x € (NNT)N[(LNN)&(LNT)]
alinsin. O zaman, = n; + ny olacak sekilde ny € L N N ve ny € L NT vardir. Buradan,
ng=x—mn; €[(NNT)+(LNAN)|N(LNT) < NN (LNT) =0 elde edilir. O zaman,
ne = 0vex = nyolur. Ayrica, x =ny € (NNT)N(LNN)=NNTNL =0 oldugu
goriilir. Boylece, N+ T = (NNT)® [(LNN)& (LNT)=Ta& (LN N) elde edilir.

M modiilii dik toplanan arakesit 6zelligine sahip ve L ile N, M modiiliiniin dik toplananlari
oldugundan L N N de M modiiliiniin bir dik toplananidir. M, C'3 kosuluna sahip oldugu i¢in
N+T =T&(LNN) altmodiilii de M modiiliiniin bir dik toplananidir. Béylece, M modiilii

dik toplanan toplam 6zelligine sahiptir. 0

Onteorem 3.3.4. [27, Lemma 19] M, D3 kosuluna sahip olan bir modiil olsun. M modiilii,

dik toplanan toplam ozelligine sahipse dik toplanan arakesit ozelligine sahiptir.

Kamnit. M, D3 kosuluna sahip bir modiil olsun. M modiiliiniin dik toplanan toplam 6zelligini
saglasin. X ve Y, M modiiliintin dik toplananlar1 olsun. X N Y’ nin M modiiliiniin bir dik
toplanani oldugu gosterilecektir. M/ modiilii dik toplanan toplam 6zelligine sahip oldugu i¢in
X +Y, M modiiliiniin bir dik toplananidir. O zaman, 6yle bir Z < M vardir ki M = (X +
Y)® Z olur. M modiilii dik toplanan toplam 6zelligine sahip oldugu i¢in X +Z ve Y+ 2, M
modiiliiniin dik toplananlaridir. M modiilii D3 kosuluna sahipve M = (X +Y) + (Y + 2)
oldugundan (X + Z)N (Y + Z) altmodiilii M ’nin dik toplananidir. Buradan, dyle bir U < M
vardekiM = [(X+Z2)Nn Y+ Z)]@Uolur. (X +2)NY +2)=[XN(Y +2)]+Z
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ve X N (Y +Z) < XNY bulunur. Ayrica, M = [(X + Z) N (Y + Z)] & U oldugu i¢in
M = (XNY)® Z d U elde edilir. Boylece, M modiilii dik toplanan arakesit 6zelliine
sahiptir. 0

Onerme 3.3.5. (i) [28, Proposition 1] Bir M modiilii dik toplanan arakesit izelligine sahiptir
ancak ve ancak M modiiliiniin her L ve N dik toplananlart icin p : M — N kanonik
izdiisiimiiniin L’ye kisitlanmisinin ¢ekirdegi N ’nin bir dik toplananmidir.

(3) [29, Proposition 1.3] Bir M modiilii dik toplanan toplam ozelligine sahiptir ancak ve
ancak M modiiliiniin her L ve N dik toplananlar icin p : M — N kanonik izdiisiimiiniin

L’ye kisitlamisimin goriintiisii N ’nin bir dik toplananmidir.

Onteorem 3.3.6. [29, Lemma 2.1] M bir modiil ve S = Endr(M) olsun. M modiilii dik
toplanan arakesit (sirasiyla, dik toplanan toplam) ozelligine sahiptir ancak ve ancak her

e, f € Endr(M) eskare ¢ifti icin Ker(ef) <® M (sirasiyla, Im(ef) <% M) olur.

Kamit. M =L & L' = N @& N’ olsun. e ve f, sirastyla, M’ nin L ve N iizerine izdiistimleri
olsun. O zaman, Onerme 3.3.5(i7) geregince, Im(ef) = I'm(e|y) altmodiilii bir dik toplanan
olur. Boylece, M modiilii dik toplanan toplam 6zelligine sahiptir ancak ve ancak here, f € S
eskare cifti icin Im(ef), M de bir dik toplanandir. Onerme 3.3.5(4) geregince de M nin dik
toplanan arekesit 6zelligini saglamasi icin gerek ve yeter kosul her e, f € S eskare cift i¢in

Ker(ef)’nin M’de dik toplanan olmasidr. O

Asagidaki teoremde, endodiizenli modiillerin dik toplanan arakesit ile dik toplanan toplam

ozellikleri cinsinden karakterizasyonu verilmektedir.

Teorem 3.3.7. [5, Theorem 2.4] M bir modiil ve S = Endg(M) olmak iizere asagidaki
ifadeler denktir:

(a) M modiilii endodiizenlidir.

(b) Maty(S) halkast dik toplanan toplam ozelligine sahiptir.

(c) M@ modiilii dik toplanan arakesit ve dik toplanan toplam ozelliklerine sahiptir:
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Kanit. (a = b) S halkasi von Neumann diizenli oldugundan, Onteorem 2.3.11 geregince,
M ato(S) matris halkast da von Neumann diizenlidir. Teorem 2.3.4’ten diizenli halkalar dik

toplanan toplam 6zelligini sagladigindan, Maty(S) halkasi da bu 6zellige sahiptir.

(b = ¢) H := Maty(S) = Endr(M®) olsun. H’nin dik toplanan toplam &zelligine
sahip oldugu varsayilsin. Onteorem 3.3.6 geregince, her bir e, f € H eskare cifti icin Syle
g,h € H eskareleri vardir ki efH = gH ve Hef = Hf olur. efM® = efHM® =
gHM® = gM® oldugundan, Onteorem 3.3.6’dan A® modiilii dik toplanan toplam
ozelligine sahiptir. Ayrica, Ker(ef) = 7y, (Hef) = rye (Hh) = (1 — h)M® oldugundan,

Onteorem 3.3.6 geregince, M ) modiilii dik toplanan arakesit 6zelligine sahiptir.

(c = a) ¢ € Endg(M) verilsin. N = {(m, p(m))|m € M} kiimesi tanimlansin. N, M ?)
modiiliiniin bir dik toplananidir. M) dik toplanan arakesit dzelligine sahip oldugundan,
Kerp @0 = (M @ 0) N N de M®’nin bir dik toplanam olur. Yani, Kery altmodiilii
M modiiliiniin bir dik toplananidir. Boylece, M bir Rickart modiildiir. Ayrica, M dik
toplanan toplam 6zelligine sahip oldugundan, (M ©0) +N = M @ (M), M? modiiliiniin
bir dik toplananidir. Yani, (M), M modiiliiniin bir dik toplanam olur. Boylece, M bir

d-Rickart modiildiir. Sonug olarak, M bir endodiizenli modiildiir. 0

Uyar: 3.3.8. (i) Bir halka Ds 6zelligini her zaman sagladigindan, Onteorem 3.3.4’ten dik
toplanan toplam o0zelligine sahip her halka dik toplanan arakesit 6zelligine de sahiptir.
Buradan, Teorem 3.3.7 geregince, Maty(S) halkasi da dik toplanan arakesit ozelligine
sahiptir.

(43) [30, Lemma 3.16] M bir endodiizenli modiildiir ancak ve ancak M) modiili Cj
kosulunu ve dik toplanan arakesit 6zelligini saglar ancak ve ancak M ?) modiilii D5 kosulunu

ve dik toplanan toplam 6zelligini saglar.

Sonug 2.3.9’dan von Neumann diizenli bir halkanin iki yonlii ideallerinin de diizenli oldugu
biliniyor. Bu ifadeden yola ¢ikarak, her endodiizenli modiiliin tamamen degismez (fully
invariant) altmodiiliiniin endodiizenli oldugu diisiiniilebilir. Ancak, asagida ele alinacak

ornek, bu durumun her zaman dogru olmadigini gosterir.

Ornek 3.3.9. [18, Example 1.8] A = [[°°, Z, halkast verilsin.
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T ={(an)y>, € A| hemen hemen her yerde a,, sabit } ve

I ={(a,);2, € A| hemen hemen her yerde a,, = 0} = @, Z

olsun. Ornek 2.3.14’te F = 7, alimirsa, T bir von Neumann diizenli halka ve I, T halkasinn

bir diizenli ideali olur.

I I
Simdi R = von Neumann diizenli halkasi goz ontine alinsin. N = , M =
I T I K
Rpr endodiizenli modiiliiniin tamamen degismez altmodiilii olmak iizere, N, endodiizenli
0 0 0 0 0 0
degildir. Ciinkii, p = € Endgr(N) icin oN = ess <®
(1,1,...) 0 I I I T

N olur. Buradan, ¢N, N altmodiiliiniin dik toplanami degildir. Boylece, N tamamen

degismez altmodiilii endodiizenli degildir.

Onerme 3.3.10. [5, Proposition 2.7] Endodiizenli modiillerin her dik toplanam

endodiizenlidir.

Kamit. M modiilii endodiizenli ve ¢ = e¢ € Endgr(M) igin N = eM olsun. Bir
Y € Endr(M) verilsin. Kerie = Kery @ (1 — e)M ve Kerie altmodiilii M/ modiiliiniin
bir dik toplanan1 oldugudan, Keri) de M modiiliiniin bir dik toplanan1 olur. Boylece, Kery
altmodiili N’nin de bir dik toplananidir. Buna ek olarak, e € Endgr(M) ve M bir
d-Rickart modiil oldugundan, ©»N = eM altmodiili M modiiliiniin bir dik toplananidir.
Boylece, ¥ N, N’nin bir dik toplanani olur. Sonug¢ olarak, M modiiliiniin N dik toplanam

endodiizenlidir. U

Uyart 3.3.11. M modiilii endodiizenli ise, her ¢ € FEndgr(M) i¢in Kery ve Imyp
altmodiilleri M modiiliiniin dik toplananlar1 olduklari icin, Onerme 3.3.10°dan, her ¢ €

Endg(M) i¢in Kery ve I'mg endodiizenlidir.

Sonu¢ 3.3.12. [5, Corollary 2.9] R bir von Neumann diizenli halka ise her ¢* = e € R icin
e R bir endodiizenli R-modiildiir.
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Yukaridaki sonugtan, R bir diizenli halka ve ¢ = ¢ € R ise eRe de diizenli bir halka olur,

ciinkii Endg(eR) = eRe’dir.

Asagidaki ornek, endodiizenli modiillerin dik toplamlarinin her zaman endodiizenli olmasi

gerekmedigini gosterir.

Ornek 3.3.13. [5, Example 2.10] R = 11,2, Zs halkasi ve L = @, , Zy R-modiilii verilsin.
N = Rpr olsun. L & N endodiizenli degildir: ¢ € Endr(L ® N) verilsin. | € Lven € N
icinp: LON — L& N, p(l4+n) = (0,1) doniisiimii tamimlansin. o(LGN) = 00BN, L& N
modiiliinde dik toplanan degildir. Ciinkii dik toplanan olsa, 0L <% 06N < L& N bulunur.
Ancak, 0 & L < ;s 0@ N oldugundan celiski elde edilir. Boylece, L & N endodiizenli modiil
degildir. Ancak, R = Endgr(R) ve L yaribasit R-modiil oldugundan, N ve L endodiizenli

modiillerdir.

3.4 Baz1 Halka Smflarinin, Endodiizenli Modiiller Acisindan

Karakterizasyonlari

Bu altboliimde, bazi halka siniflarinin karakterizasyonlar1 endodiizenli modiiller ele alinarak

irdelenecektir.
Asagidaki sonug, Teorem 2.3.13’{in genisletilmis bir halidir.

Onerme 3.4.1. [5, Proposition 2.11] Bir R halkasi i¢cin asagidaki ifadeler denktir:
(a) Her sonlu iiretilmis serbest (projektif) R-modiil endodiizenlidir.
(b) n € N olmak iizere serbest R™ modiilii endodiizenlidir.

(¢) R halkast von Neumann diizenlidir.

Kanit. R halkasinin diizenli olmasi icin gerek ve yeter kosul Mat,(R) matris halkasinin

diizenli olmasidir (bkz. Onteorem 2.3.11). Bu sonugtan dolay1 ispat agiktir. [

Ornek 3.4.2. [18, Example 1.9] R bir degismeli halka olmak iizere, endodiizenli olmayan

sonlu iiretilmis bir R-modiil vardr.
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Kamit. F bir cisim ve n € Nigin F,, = F olsun. [[ F},’nin, 1 ve &F,, tarafindan iiretilen
F-altcebiri R diizenli bir halkadir (bkz. Ornek 2.3.14). = € (] F,,) — R segilsin. B =
R+ xRve A= R® Bolsun. f(r,b) = (0, r) kurali ile tamimlanmis f € Endgr(A) alinsin.
fA =0 R,0® B’nin 6z biiyiik altmodiilii oldugundan, Ornek 2.3.14 geregince, fgf = f

kosulunu saglayan bir g € Endg(A) yoktur sonucuna vartlir. [

Sonug 3.4.3. [5, Corollary 2.12] M, bir von Neumann diizenli halka iizerinde projektif bir

modiil olsun. O zaman, M modiiliiniin her sonlu iiretilmis altmodiilii endodiizenlidir.

Kamit. N, M modiiliiniin sonlu {iretilmis bir altmodiilii olsun. Sonug 2.3.17 geregince, bir
von Neumann diizenli halka tizerindeki bir projektif modiiliin sonlu iiretilmis her altmodiilii,
sonlu iiretilmis serbest bir modiiliin dik toplananina izomorftur. Dolayisiyla, N = K <
R™ olacak sekilde bir n € N vardir. Endodiizenli modiiliin dik toplanani da endodiizenli

oldugundan, N bir endodiizenli modiildiir. L]

Uyart 3.4.4. Bir von Neumann diizenli halka iizerindeki projektif modiil endodiizenli

olmayabilir (bkz. Onerme 3.7.10).

Simdi, her basit ya da yaribasit modiilii injektif olan halkalar incelenecektir.

Tanim 3.4.5. R bir halka olsun. Eger her basit sag RR-modiil injektif ise R halkasina sag
V'-halka (right V -ring) denir.

Tamim 3.4.6. R bir halka olsun. Eger her yaribasit sag R-modiil injektif ise R halkasina sag
SSI-halka denir.

Tanim 3.4.7. M bir modiil olsun. M modiiliiniin altmodiillerinin her A kiimesi igin (). A = 0
iken bir sonlu F C A i¢in (| F = 0 oluyorsa, M modiiliine sonlu egiiretilmis (finitely

cogenerated) denir.
Tanim 3.4.8. M modiiliiniin sifirdan farkli altmodiillerinin arakesiti sifirdan farkli ise M

modiiliine altdirekt indirgenemez (subdirectly irreducible) denir.

Tanimdan, her altdirekt indirgenemez modiil sonlu esiiretilmistir.
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Onerme 3.4.9. [5, Proposition 2.14] Bir R halkast icin asagidaki ifadeler denktir:

(a) Her sonlu egiiretilmis sag R-modiil endodiizenlidir.

(b) R bir sag V -halkadur.

Kamit. (a) = (b) N basit bir sag R-modiil olsun. N <., E(N)’dir. O halde, 0 # T <
E(N)i¢cin NNT # 0ve NNT' < N olur. N modiilii basit modiil oldugu i¢cin NN7T = N’dir.
Yani, N C T elde edilir. Bdylece, E(N) nin sifirdan farkli her altmodiilii N modiiliinii
icerdigi icin F(N)’nin sifirdan farkl altmodiillerinin arakesiti sifirdan farklidir. O halde,
E(N) altdirekt indirgenemezdir.

Simdi E(N) # N olsun. O zaman, n € E(N) ve n ¢ N olacak sekilde bir n eleman: vardir.
S = {K|N < K < E(N),n ¢ K} ailesi tammlansin. N < K olan her K igin E(N)
injektif oldugundan E(N) <% E(K)’dwr. Ayrica, K < E(N) oldugundan 0 # E(N) <css
E(K) elde edilir. Boylece, F(N) = E(K) olur. Zorn Lemma’dan S ailesinin maksimal
bir L eleman:t vardir. 0 # X/L < E(N)/L altmodiilii ele alinsin. L C X C E(N) ve
L, n elemanin1 bulundurmama 6zelligine gore maksimal oldugundan n € X elde edilir.
Dolayisiyla, 0 # n + L € X/L olur. Yani, n + L € [ X/L # 0 elde edilir. Buradan,
E(N)/L altdirekt indirgenemezdir.

Simdi T @ (X/L) < E(N) ® (E(N))/L olsun. Bir T < E(N)i¢ina € N C T ve
r+ L€ X/Lalmirsa, 0 #a+x+ L €T ® (X/L) olur. Boylece, ([T @ (X/L)] # 0 elde
edilir. O halde, E(N) & (E(/N)/L) altdirekt indirgenemezdir. Boylece, E(N) & (E(N)/L)
sonlu egiiretilmigtir. Kabulden, E(N) & (E(N)/L) bir endodiizenli modiildiir.

z,y € E(L) igin,

p: E(N)® (E(N))/L — E(N)© (E(N))/L

(x,y+ L) — (0,2 + L)

endomorfizmasi tanimlansin. Bu durumda, Kero = L @ (E(L)/L) elde edilir. Kerp =
L& (E(L)/L) <® B(L) & (E(L)/L) ve L <%, E(L) oldugundan L = E(L) = E(N)

bulunur. n € E(N) oldugundan n € L ¢eliskisi elde edilir. Boylece, N = E(/N)’dir. Yani,
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N injektif modiildiir ve dolayisiyla, R halkasi bir sag 1/-halkadir.

(b) = (a) R halkas1 bir sag V'-halka olsun. O zaman, Rad(M), M modiiliiniin biitiin
maksimal altmodiillerinin arakesiti olarak tanimlandidindan, Rad(M) = 0°dir. Dolayisiyla,
sonlu esiiretilmis bir M/ modiiliiniin sonlu sayida maksimal altmodiiliiniin arakesiti de 0
olur. Boylece, Cin Kalan Teoremi’nden M modiilii yaribasittir. Sonug olarak, M modiili

endodiizenlidir. O]

Byrd, [31] makalesinde, bir R halkasinin S'ST olmasi icin gerek ve yeter kosulun R’nin sag
noether, sag V-halka olmas1 gerektigini gostermistir. Bu sonugtan ve Onerme 3.4.9’dan yola

cikilarak, agsagidaki karakterizasyon elde edilir.

Sonug¢ 3.4.10. [5, Corollary 2.15] R bir SSI halkadir ancak ve ancak R bir sag noether

halkadir ve her sonlu egiiretilmis sag R-modiil endodiizenlidir.

Endodiizenli modiillerle yaribasit halkalar1 iliskilendirmek icin asagidaki sonuclara ihtiyag

vardir.

Onerme 3.4.11. [24, Proposition 2.8] Bir d-Rickart M modiiliiniin her dik toplanan: da

d-Rickart olur.

Kamit. Bir ¢ = ¢ € Endg(M) igin N = eM olsun. ¢ € Endp(M) verilsin. M modiilii
d-Rickart ve e € Endg(M) oldugu igin Yy N = veM <% M bulunur. Buradan, y N <% N
elde edilir. [

Onteorem 3.4.12. [32, Lemma 28.2] Bir R halkasinda a1, ao, . .. bir dizi olsun. F, tabani
X1, To, ... olan serbest bir R-modiil olsun. G ise F’nin, n € N icin y, = x, — a,T,+1 olmak
lizere, Y1, Yo, . . . tarafindan iiretilen bir altmodiilii olsun. G, F'’nin bir dik toplanani ise temel

sol ideallerin Ra, > Raiae > - - - zinciri durur.

1, bir R halkasinin bir altkiimesi olsun. I°daki her ay, as, . .. dizisi i¢in a,, . . . a; = 0 olacak
sekilde bir n € N varsa I’ya sag T-iistelsifir denir. J(R), R halkasinin Jacobson radikali
olmak iizere, R/J(R) yaribasit halka ve J(R) ideali sag T-iistelsifir ise R’ye sag tam (right
perfect) halka denir (bkz. [32]).
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Teorem 3.4.13. [32, Theorem 28.4] (Bass Teoremi) Bir R halkast sag tamdir ancak ve ancak

temel sol idealler iizerinde azalan zincir kosulu saglanr.

Onteorem 3.4.14. [5, Lemma 2.16] R bir halka olsun. Sayilabilir sonsuz iiretilmis serbest

bir modiiliin d-Rickart olmast icin gerek ve yeter kosul R halkasinin yaribasit artin olmasidir.

Kamit. Temel sol ideallerin Ra; 2 Rajas O Rajasas O --- azalan dizisi verilsin.
Fg, tabani 1, s, ... olan sayilabilir sonsuz iiretilmig serbest d-Rickart modiil olsun. G,
Y; = x; — T;11a; tarafindan iiretilen F' modiiliiniin bir altmodiilii olsun. O zaman, ¢ : x; — vy;
ele alinirsa F© = G elde edilir. Ayrica, F' modiilii d-Rickart oldugu i¢in pF = G <%
F°dir. Boylece, Onteorem 3.4.12 geregince, bu dizi belli bir adimdan sonra durur. Bass
Teoremi’nden dolayi, R bir sag tam halkadir. Buradan, R/J(R) yaribasit bir halkadir.
Ayrica, Rp, bir d-Rickart modiiliin dik toplanani oldugu i¢in, Onerme 3.4.11 geregince,
bir d-Rickart modiildiir. Buradan, R halkast von Neumann diizenlidir, ¢iinkii bir a € R
icin R — R,r + ar homomorfizmasinin goriintiisii a R bir dik toplanan olur. Boylece, R

diizenli oldugundan, J(R) = 0 elde edilir. O halde, R halkas1 yaribasit artindir. O

Onerme 3.4.15. [5, Proposition 2.17] Bir R halkast icin asagidaki ifadeler denktir:
(a) Her R-modiil endodiizenlidir.

(b) RY) serbest modiilii endodiizenlidir.

(¢) Sayulabilir sonsuz iiretilmis serbest R-modiil endodiizenlidir.

(

d) R halkast yaribasit artindir.

Kanit. (b) = (d) K, R halkasmin bir sag ideali olsun. O zaman, A bir indeks kiimesi olmak
iizere, pFr = K kosulunu saglayan bir Fr = R serbest modiilii ve bir ¢ epimorfizmasi
vardir. Fg, R nin bir dik toplanam oldugu i¢in endodiizenlidir. Dolayisiyla, pFr =
K <% Fg elde edilir. Buradan, K <% Rp olur. Boylece, R halkasi yaribasit artindir.

(d) = (a) = (b) ispatlar agiktir. (¢) = (d) Onteorem 3.4.14’ten agiktrr. O

Uyari 3.4.16. [23, Theorem 2.25] makalesinde bir ? halkasinin yaribasit olmasi i¢in gerek

ve yeter kosulun her injektif (ya da C'S) modiiliin Rickart oldugu gosterilmistir. Dolayisiyla,
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endodiizenli modiiller Rickart oldugundan, bir R halkas1 yaribasittir ancak ve ancak her

injektif (ya da C'S) modiil endodiizenlidir.

3.5 Endomorfizma Halkas1 7-diizenli Modiiller

Bu altboliimde, diizenliligin bir genellemesi olan w-diizenlilik kosulunu saglayan

endomorfizma halkalar1 incelenecektir.

Tamim 3.5.1. R bir halka olmak iizere, bir » € R i¢in 7"sr™ = r" olacak sekilde s € R ve

n € N varsa R’ye w-diizenli halka denir.

Onerme 3.5.2. [5, Proposition 2.19] Bir M modiilii ve S = Endp(M) icin asagidaki
ifadeler denktir:

(a) Her p € Sicin Kere™ <% M ve Imye"™ <% M olacak sekilde n € N vardir.

(b) S halkast T-diizenlidir.

Kamit. (a) = (b) ¢ € S verilsin. Kabulden, 6yle bir n € N vardir ki Keryp" <% M
ve Imp™ <% M olur. Teorem 3.1.2 geregince, ©" diizenlidir. Boylece, S bir m-diizenli
halkadir.

(b) = (a) ¢ € S verilsin. O zaman, "™ = " olacak sekilde ¢y € S ve n € N vardir.

Teorem 3.1.2°den, Kery™ ve Ime™ altmodiilleri M/ modiiliiniin dik toplananlar1 olur. [

Sonug 3.5.3. [5, Corollary 2.20] Bir M modiilii Cy kosuluna sahip ve her ¢ € Endg(M)
icin Keryo™ <% M olacak sekilde bir n € N var ise Endr(M) halkasi w-diizenlidir.

Kamit. ¢ € Endg(M) verilsin. Bir N < M i¢in M = Kery™ @ N olsun. M modiilii Cy
kosulunu sagladigindan ve ¢"|y bir monomorfizma oldugundan, ¢"(M) = ¢"(N) <® M
elde edilir. O halde, Onerme 3.5.2 geregince, Endgr (M) bir 7-diizenli halka olur. O]

Benzer sekilde, agsagidaki dual sonug da elde edilir.

Sonug 3.5.4. [5] Bir M modiilii Dy kosuluna sahip ve her ¢ € Endgr(M) icin Imp™ <% M
olacak sekilde bir n € N var ise Endg(M) halkast m-diizenlidir.
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Tamim 3.5.5. [33] R bir halka olsun. Her a € R igin a™ = a?"b olacak sekilde bir b € R ve

n € N varsa R’ye giiclii (strongly) m-diizenli denir.

1950’de Kaplansky tarafindan tanimlanan giiglii 7-diizenli halkalarin m-diizenli oldugu
Azumaya tarafindan 1954 yilinda [34] calismasinda gosterilmistir. Dischinger ise 1976’°da,

[35] makalesinde, giiclii 7-diizenliligin sag-sol simetrik oldugunu ispatlamistir.

Teorem 3.5.6. [36, Proposition 2.3] R bir halka ve M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler
denktir:

(a) Her f € Endg(M) i¢in M = Ker(f™) @ Im(f™) olacak sekilde bir n € N vardr.
(Baska bir deyisle, M Fitting Lemma’yt saglar.)

(b) Endgr(M) bir giiglii w-diizenli halkadur.

Kamit. (b) = (a) S = Endg(M) bir giiglii 7-diizenli halka olsun. f € S verilsin. O zaman,
fm = f*g = hf? olacak sekilde f,g € S ve n € N vardir. f* = hf?" esitliginden
M = Ker(f") + Im(f") elde edilir. f* = f?*"g esitligi ise, bu toplamin dik oldugunu
gosterir.

(a) = (b) M = Kerf & Imf iken f = f?g olacak sekilde bir g € S oldugunu géstermek
yeterlidi. M = Kerf @ Imf oldugundan Kerf = Ker(f?) ve Imf = Im(f?) elde
edilir. Buradan, f|;,,; kisitlamast tersinirdir. O halde, fg; = 1;,, olacak sekilde bir g; €
Endgr(Imf) vardir. I'mf, M nin bir dik toplanani oldugundan fg = 1,, olacak sekilde bir
g € S bulunabilir. Boylece, f = f2g olacak sekilde bir g € S vardur. O

3.6 Abelyan Endodiizenli Modiiller

Eskareleri merkezil olan bir halka abelyan olarak isimlendirilir. Abelyan olan diizenli
halkalar, elemanlar lizerinde tanimlanan giiclii diizenlilik denilen bir 6zellikle de karakterize
edilir. Bu nedenle, baz1 kaynaklarda, abelyan diizenli halkalar giiclii diizenli olarak da
adlandirilir (bkz. [18, Theorem 3.5]). Dolayisiyla, gii¢lii diizenli halkalar von Neumann
diizenlidir. Degismeli diizenli halkalarin, boliimlii halkalarin keyfi dik ¢arpiminin abelyan
oldugu agiktir.
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Bir boliimlii halka iizerindeki bir vektor uzay V' yaribasit bir modiil oldugundan
endodiizenlidir. V’nin endomorfizma halkasinin abelyan olmasi ise V’nin boyutunun 1

olmasi ile miimkiindiir.
Bu altboliimde, endomorfizma halkas1 abelyan diizenli olan modiiller iizerinde ¢alisilacaktur.

Tamm 3.6.1. [18] R bir halka olmak lizere, her bir » € R igin r = 72z olacak sekilde x € R
varsa R’ye giiclii diizenli (strongly regular) halka denir. Buna denk olarak, eskare elemanlari

merkezil olan bir von Neumann diizenli halkaya giiclii diizenli denir.

Tanim 3.6.2. Bir halkanin biitiin eskare elemanlar1 merkezil ise bu halkaya abelyan denir.

M bir modiil olmak iizere, Endg(M ) halkast abelyan ise M modiiliine abelyan modiil denir.

Onerme 3.6.3. [5, Proposition 2.22] Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir:
(a) M bir abelyan endodiizenli modiildiir (veya Endg(M) bir giiglii diizenli halkadur).
(b) Her ¢ € Endgr(M) icin M = Kery & Imy olur.

Kanit. (a) = (b) ¢ € S = Endgr(M) verilsin. M endodiizenli modiil oldugu i¢in Oyle
bir ¢ € S vardir ki ¢ = pyp’dir. m = m — Ypm + YpYem ve ey bir eskare eleman
oldugundan, m = (m—ypem)+eviem € Kerp+Imyelde edilir. Simdi z € Kerpnlme
almsin. O zaman, ¢(x) = 0’dir ve ¢(a) = x olacak sekilde bir a« € M vardir. Bu durumda,
() = Ypp(a) = 0 elde edilir. S halkasinda eskareler merkezil oldugundan p(a) = z =
0 bulunur. Boylece, M = Keryp @ Imep elde edilir.

(b) = (a) Teorem 3.1.2 geregince, M modiilii endodiizenlidir. Bir e € S egkare elemani ve
bir ¢ € S verilsin. @ = ep(1 — e) eleman: diigiiniilsiin. Hipotezden, M = Kera & Ima«a
ayrisimi vardir. Buna ek olarak, o> = 0 oldugundan a(M) = 0 ve boylece a = ep(1 —
e) = 0 elde edilir. Buradan, epe = ey elde edilir. Benzer sekilde, (1 — e)pe = 0 ve
buradan pe = epe esitligi bulunur. Sonugta, e = e € S eskare elemani merkezildir. Yani,

S = Endgr(M) bir abelyan halkadir. O

Uyart 3.6.4. (i) [5, Remark 2.23] M bir R-modiil olsun. Her ¢ € FEndg(M) igin
Keryp = Cokery = M/Imgp oluyorsa M’ye bicimsel (morphic) modiil denir (bkz. [17]).
Onerme 3.6.3 geregince, her abelyan endodiizenli modiil bicimseldir.
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(1) [36, Corollary 2.4] Bir M modiiliiniin her epimofizmasi bir izomorfizmaysa
M’ye hopfian modiil, her monomorfizmas1 bir izomorfizmaysa co-hopfian modiil denir.

Onerme 3.6.3 geregince, her abelyan endodiizenli modiil hopfian ve co-hopfian modiildiir.

Uyart 3.6.5. [5, Remark 2.23] Bir giiclii diizenli (yani abelyan diizenli) halka iizerindeki

devirli modiil co-hopfian modiildiir.

Kanit. R bir giiglii diizenli halka ve M bir devirli R-modiil olsun. O zaman, R halkasinin bir
I sag ideali igin M = R/I olur. Bir ¢ € Endr(R/I) monomorfizmasi alinsin. (1 + I) =
x+1 olsun. Giiglii diizenliligin tammindan, bir y € Rigin z = 2%y olur. O zaman, o(1+1) =
x4+ I = 2%y + I elde edilir. Buradan, ¢*(y + 1) = o(o(y + 1)) = o(zy + 1) = 2*y + I
oldugundan ¢(1 + I) = p?(y + I) bulunur. Dolayisiyla, p(R/I) C ¢*(R/I) olur. Bdylece,
©(R/I) = p*(R/I) elde edilir. ¢ doniisiimii monomorfizma oldugu i¢in ¢(R/I) = R/I

bulunur. Sonug olarak, ¢ doniisiimii bir izomorfizmadir. [

Sonug 3.6.6. Bir M modiilii ve ¢* = ¢ € Endg(M) icin asagidaki ifadeler denktir:
(a) eM bir abelyan endodiizenli modiildiir.

(b) Her p € Endg(M) icin M = Ker(epe) ® Im(epe) olur.

Kanit. (a) = (b) ¢ € Endr(M) olmak iizere epe : M — eM doniigiimii ele alinsin.
O zaman, ¢? = e oldugu i¢in epe(M) = epe(eM) elde edilir. epe|.ny € Endg(eM)
icin Onerme 3.6.3 geregince, eM = Ker(epe|os) © Im(epe) ayrisim vardir. Ayrica,
Ker(epel|enr) = Ker(epe) N eM olur. Diger taraftan, eM = eM & (1 — e)M = eM +
Ker(epe) olur, ¢iinkii (1 — e)M C Ker(epe) kapsamasi vardir. Buradan, M = eM +
Ker(epe) = (Ker(epe)NeM)+Im(epe)+ Ker(epe) elde edilir. Fakat, Ker(epe)NeM C
Ker(epe) oldugundan M = Ker(epe)+Im(epe)bulunur. Simdi x € Ker(epe)NIm(epe)
alisi. O zaman, dyle bir m € M vardir ki epe(m) = z ve epe(z) = 0 olur. z = epe(m)
ise e(z) = epe(m) = z elde edilir. O zaman, = e(z) € eM N Ker(epe) N Im(epe) =
0’dir. Yani, z = 0 olur. O halde, M = Ker(epe) ® Im(epe) elde edilir.

(b) = (a) « € Endgr(eM) verilsin. eM = Kera @& Ima = Kera @& a(eM) oldugu
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gosterilecektir.

o M=eM&(1l—e)M — M=eM&(1—e)M

e(m) + (1 = e)(m) — ale(m)) + (1 = e)(m)

doniigtimii tanimlansin. Kabulden, M = Ker(epe) @ Im(epe) olur. Diger taraftan,
epe(m) = ep(e(m)) = eae(m) elde edilir. Boylece, M = Ker(eae) & Im(eae)
olur. o € Endg(eM) oldugundan e = « elde edili. O halde, e(m) € eM igin
e(m) = x + y olacak sekilde + € Ker(eae) ve y € Im(eae) vardir. Buradan, bir
t € M igin e(m) = z + eae(t) olur. eae(t) = ale(t)) € Im(a) = a(eM) bulunur.
r € Ker(eae) = Ker(ae) olmak iizere ce(x) = 0 elde edilir. Boylece, e(x) € Kera
bulunur. Fakat, x € eM’dir. Buradan, x = e(m') olacak sekilde bir m’ € M vardir. Bu
durumda, e(x) = e(m’) = x elde edilir. Buradan, e(z) = =z € Kera olur. Boylece,
eM = Kera + I'ma elde edilir. Simdi, ¢ € Kera N Ima verilsin. O zaman, t € eM
oldugu icin t € Ker(epe) N Im(epe) = 0 bulunur. O halde, ¢ = 0’dir. Sonug olarak,
KeranIma = 0 elde edilir. Béylece, eM = Kera @ Im(a) olur. Onerme 3.6.3 geregince,

eM bir abelyan endodiizenli modiildiir. [

Asagidaki 6rnek, Onteorem 3.6.3’teki abelyanlik kosulunun gereksiz olmadigin1 gosterir.

.. 2 —4

Ornek 3.6.7. R cismi iizerindeki V = R? vektor uzayi ele alinsin. ¢ = €
1 -2

Endg(V) = Mats(R) olsun. O zaman, Kerp = (2,1)R = Imp # V olur. Ashnda,

Endg (V') abelyan degildir.

3.7 Endodiizenlilik ve Tekilsizlik Tliskisi

Her von Neumann diizenli halka tekilsiz oldugu icin bir endodiizenli modiiliin de bir tiir
tekilsizlik 6zelligi saglamasi beklenir. Rizvi ve Roman, [37] calismasinda K -tekilsizlik
kavraminmi tanimladi. Ayni ¢alismada, her Baer modiiliin K -tekilsiz oldugu gosterildi (bkz.

[37, Lemma 2.15]). M bir modiil olmak iizere, 0 # ¢ € Endg(M) igin Keryp, M
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modiiliinde biiyiik degilse M’ye K-tekilsiz modiil denir. Ornegin, endodiizenli Z-modiil

Z,, K-tekilsizdir fakat tekilsiz degildir.

Endodiizenli modiiller, T'-estekilsizlik olarak isimlendirilen, K -tekilsizligin dual 6zeligini de
saglar. 0 # ¢ € Endg(M) igin I'me, M modiiliinde kiigiik degilse M’ye T'-estekilsiz modiil
denir (bkz. [38]).

Onerme 3.7.1. [23, Proposition 2.12] Her Rickart modiil K -tekilsizdir.

Kamit. M bir Rickart modiil ve bir 0 # ¢ € Endg(M) i¢in Kerp <. M olsun. M
modiilii Rickart oldugundan Kery <% M olur. Boylece, Kery = M ve dolayisiyla ¢ = 0
elde edilir. n

Onerme 3.7.2. [23, Proposition 2.16] Her Rickart modiil dik toplanan arakesit ozelligine

sahiptir.

Kamit. M bir Rickart modiil olsun. Sifirdan farkh bir e, f € Endgr(M) eskare ¢ifti i¢in
L=eMve N = fM olsun. O zaman, Ker(1— f)e =[eM N Ker(1— f)]® (1 —e)M elde
edilir. Keyfi biry € Ker(1 — f)eicin (1 — f)(ey) = 0 ve buradan, ey € eM N Ker(1 — f)
olur. O zaman, y = ey + (1 —e)y € [eM N Ker(l — f)] ® (1 — e)M bulunur. Boylece,
Ker(l1 — fle C [eM N Ker(l — f)] @ (1 — e)M elde edilir. Diger kapsama aciktir. M
modiilii Rickart oldugu i¢in Ker(1 —e)f <% M olur. O halde, LNN = eM N Ker(1 — f),

M modiiliiniin bir dik toplananidir. [

Onerme 3.7.3. [24, Proposition 2.11] Her d-Rickart modiil dik toplanan toplam ézelligine

sahiptir.

Kamit. M bir d-Rickart modiil olsun. Sifirdan farkli e, f € Endgr(M) eskare ¢ifti verilsin. O
zaman, eM + fM = eM & (1—e) fM olur. (1—e)f € Endr(M) oldugundan, bir g> = g €
Endg(M) igin (1 — e)fM = gM’dir. eg = 0 oldugu ig¢in eM + fM = eM & gM <® M
elde edilir. O]
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Onerme 3.7.4. [5, Proposition 2.28] Asagidaki ifadeler dogrudur:
(1) Her endodiizenli modiil K -tekilsiz ve T-estekilsizdir.
(i) Her endodiizenli modiil dik toplanan arakesit ve dik toplanan toplam oézelliklerine

sahiptir.

Kanit. Her endodiizenli modiil Rickart ve d-Rickart modiil oldugundan, ispat Onerme 3.7.1,

Onerme 3.7.2 ve Onerme 3.7.3 sonuglarindan elde edilir. O

Uyart 3.7.5. [5, Remark 2.19] Onerme 3.7.4(ii) geregince, Endr(M)nin her sonlu
{1, @2, ..., pn } altkiimesi igin NI, Kery; ve > | Imep;, M modiiliiniin dik toplananidir

ancak ve ancak M modiilii endodiizenlidir.

Onerme 3.7.6. [5, Proposition 2.30] Asagidaki ifadeler dogrudur:
(1) Her K -tekilsiz siirekli modiil endodiizenlidir.

(i7) Her T-estekilsiz ayrik modiil endodiizenlidir.

Kamit. (i) M bir K-tekilsiz siirekli modiil olsun. Teorem 2.6.26 geregince, J =
Rad(Endgr(M)), Endg(M) halkasinin Jacobson radikali olmak iizere Endg(M)/.J bir von
Neumann diizenli halkadir. M modiilii K -tekilsiz oldugu i¢in J = 0’dir. Boylece, Endg(M)
bir von Neumann diizenli halkadir.

(73) M modiilii D; kosulunu sagladigindan bir d-Rickart modiildiir (bkz. [38, Theorem 2.1,
Theorem 2.14]). Teorem 3.1.2 geregince, M endodiizenlidir. [

Tamim 3.7.7. M bir modiil olmak iizere, bogtan farkli her I C Endg(M) igin ry (1) <¥ M
oluyorsa M’ye Baer modiil denir (bkz. [23]). Her I C Endg(M) icin ), Imp <® M
ise M’ye dual Baer modiil denir (bkz.[38]).

Ornek 3.7.8. [5, Example 2.31] M = QM veya M = Q® Z-modiillerinden biri olsun.
M tekilsiz injektif oldugu icin M bir endodiizenli Baer modiildiir. Ayrica, M bir dual Baer

modiildiir.

Uyar13.7.9. [5, Remark 2.32] Onteorem 4.3.1 geregince, her K -tekilsiz C'S modiil Baer’dir.
Ayrica, her T-estekilsiz Dy modiil dual Baer’dir.
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Onerme 3.7.6’dan her tekilsiz injektif R-modiil endodiizenli Baer modiildiir. Buna ek olarak,
R halkas1 sag kalitsal sag noether ise her tekilsiz injektif R-modiil dual Baer de olur ([24,
Corollary 2.30]).

Bir R halkasi i¢cin Rz modiilii Baer olma 6zelligini saghyorsa, ’ye Baer halka denir. Baer

olma 0zelligi sag-sol simetriktir (bkz. [37]).

Onerme 3.7.10. [5, Proposition 2.33] R halkast Baer olmayan bir diizenli halka olsun.
O zaman, her sonlu iiretilmis serbest modiil (ne Baer ne dual Baer olan) endodiizenli bir

modiildiir. Buna ragmen, sonsuz iiretilmis serbest modiil endodiizenli degildir.

Kanit. Onerme 3.4.1 geregince, bir von Neumann diizenli R halkasi iizerinde, her sonlu
tiretilmig serbest modiil endodiizenlidir. Ayrica, bir sonlu {iretilmis serbest modiil Baer
olamaz, cilinkii Rz Baer olmayan bir dik toplanandir. Dahasi, R yaribasit artin olmadigindan,
Rp dual Baer de olamaz (bkz. [38, Corollary 2.10]). Onerme 3.4.15 geregince, sonsuz

tiretilmis bir serbest modiil endodiizenli degildir. U

Ornek 3.7.11. [5, Example 2.34] A = [[2°, Zy olsun. T = {(a,)>, € A| hemen hemen
her yerde a,, sabit} giz oniine alinsin. T, Baer olmayan bir diizenli halkadir. Dolayistyla, bu
halka, her sonlu iiretilmis serbest modiilii Baer de dual Baer de olmayan, ancak endodiizenli

olan bir halkaya ornektir.

Ornek 3.7.12. [5, Example 2.35] A = 11,2, Zy olsun. A yaribasit artin olmayan injektif
bir diizenli halkadir. O zaman, Onerme 3.7.6 geregince, her sonlu iiretilmis serbest A-modiil
endodiizenli Baer’dir, ancak dual Baer degildir (bkz. [24, Example 2.28]). Onerme 3.4.15

geregince, bir sonsuz iiretilmis serbest A-modiil endodiizenli degildir.

3.8 Endodiizenli Modiillerin Dik Toplamlari

Bir cebirsel 6zelligin dik toplananlarda ve dik toplamlarda korunup korunmadig ilgi cekici
bir arastirma konusudur. Onerme 3.3.10’da endodiizenliligin dik toplananlarda korundugu

gosterilmistir. Ornek 3.3.13’te ve Ornek 3.8.1°de goriildiigii lizere endodiizenli modiillerin
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dik toplaminin endodiizenli olmasi gerekmez. Bu altboliimde, endodiizenli modiillerin sonlu
dik toplaminin ne zaman endodiizenli oldugu irdelenecektir. Oncelikle, iki modiil arasinda
goreli endodiizenlilik kavrami tamitilacaktir. Daha sonra, bu kavram kullanilarak endodiizenli
modiillerin sonlu dik toplamininin ne zaman endodiizenli oldugu karakterize edilecektir.
Baz1 ek kosullarla, endodiizenli modiillerin keyfi dik toplaminin ne zaman endodiizenli

oldugu da incelenecektir.

v F F 10
Ornek 3.8.1. [5, Example 3.1] F bir cisim, R = bir halka ve e = eskare
0 F 00

0
bir eleman olsun. L = eR = ve N =(1—-¢eR = verilsin. L ve N

F F
modiilleri endodiizenlidir. Ancak, L & N = = Rpg endodiizenli modiil degildir.
0 F

Asagidaki sonug, genel bir 6rnegin nasil insa edilebilecegini gdstermektedir.

Onerme 3.8.2. [5, Proposition 3.2] M bir ayristirlamaz modiil ve N := Soc(M) # M
olsun. M ve N endodiizenli modiil iken M & N endodiizenli modiil degildir.

Kamit. m € M ven € N olmak iizere ¢(m,n) = (n,0) biciminde tammlt ¢ € Endg(M)
verilsin. Ime = N @ 0 altmodiilii, M/ ©& N modiiliiniin dik toplanani olmadig1 icin M & N

endodiizenli modiil degildir. [

Endodiizenli modiillerin dik toplamini incelemek icin, iki modiil arasinda goreli

endodiizenlilik agagidaki sekilde tanimlanmustir.

Tanim 3.8.3. [5, Definition 3.3] M ve N R-modiiller olsunlar. ¢ € Hompg(M, N) igin
©1p = p olacak sekilde 1 € Hompg(N, M) varsa ¢ elemanina diizenli eleman denir (bkz.
[39]). H C Homg(M, N) altkiimesinin biitiin elemanlar1 diizenli ise H’ye diizenli denir.

Hompg(M, N) diizenli ise M modiiliine N -endodiizenli (N ’ye gire endodiizenli) dentir.

Yukaridaki tanimdan, bir M modiilii endodiizenlidir ancak ve ancak M M -endodiizenlidir.
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Onerme 3.8.4. [39, Theorem 2.1] M ve N R-modiiller olsun. O zaman, M modiilii
N-endodiizenlidir ancak ve ancak her ¢ € Hompg(M, N) icin Kerp <% M ve Imp <% N

olur.

Kamit. (=) M modiili N-endodiizenli olsun. O zaman, ¢ € Hompg(M, N) i¢in pthp = ¢
olacak sekilde v € Hompg(N, M) vardir. M = Imipp®Keryp oldugu gosterilecektir. m € M
verilsin. m = m — ¥@(m) + ¥e(m) olur. m — p(m) € Kerp ve hp(m) € Imipyp elde
edilir. Bu durumda, m € Imyp + Keryp olur. x € Imiyp N Kery verilsin. Buradan,
o(x) = 0vebira € M i¢in 1)p(a) = x olur. Bu esitliklerden, p(z) = php(a) = p(a) =0
elde edilir. Y ¢(a) = x oldugundan x = 0’dir. Béylece, m € Imip & Kery bulunur. Yani,
M = Imip @ Kere olur. Boylece, Kerp <% M elde edilir.

Simdi de N = Kerpy @ Imyp oldugu gosterilecektir. n € N verilsin. n = n — p(n) +
1 (n) bigiminde yazilabilir. Bu durumda, n — @y (n) € Imiyp ve pi(n) € Imyp oldugu
aciktir. Bu durumda, n € Kerpy + Imyp elde edilir. x € Imp N Kerpy alinsin. Buradan,
bir a € M igin p(a) = x ve p(x) = 0 yazilabilir. Bu esitliklerden, i) (z) = pip(a) =
¢(a) = 0 ve p(a) = x oldugundan = = 0 elde edilir. O halde, N = Keryiy & I'my olur.
Boylece, Imp <% N elde edilir.

(<) X < M veY < N olmak iizere, bir ¢ € Hompg(M,N) icin M = Kerp @& X ve
N = Imyp @ Y bigiminde yazilsin. a € Imy ve b € Y verilsin. Bu durumda, ¢(x) = a
olacak sekilde x € M vardir 6yle ki p € Kery ve ¢ € X i¢in x = p + ¢ yazilir. Boylece,
o) =p(p+q) =) +¢(q) =¢(q) =aolur. : N - M,a+ b +— g seklinde tanimli
bir v € Hompg(N, M) almsin. po(x) = ¢(q) = ¢(x) elde edilir. Boylece, M modiilii
N-endodiizenlidir. O

M ve N birer R-modiil olmak iizere, her ¢ € Hompg(M, N) i¢in Kerp <% M oluyorsa
M’ye N-Rickart modiil denir ([23]). Her ¢ € Homp(M, N) i¢in Imp <% N oluyorsa
M’ye N-d-Rickart modiil denir ([24]). Boylece, M modiilii N-endodiizenlidir ancak ve
ancak M modiilii N-Rickart ve N-d-Rickart modiildiir.
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Onerme 3.8.5. [5, Proposition 3.5] M ve N ayristirilamaz modiiller olsunlar. Eger M
N-endodiizenli modiil ise Homg(M, N) = 0yada M = N olur.

Kamit. Homp(M,N) # 0 olsun. 0 # ¢ € Hompg(M,N) verilsin. M modiili
N-endodiizenli oldugundan, Kerp <% M ve Imp <% N bulunur. M ve N modiilleri
ayristirtlamaz modiiller olduklari i¢in, bunlarin O ve kendinden bagka dik toplananlar1 yoktur.
Bu durumda, Kerp = 0 ve Imgp = N elde edilir. Boylece, ¢ € Hompg(M,N)
homomorfizmasi birebir ve ortendir, yani ¢ bir izomorfizmadir. Sonugta, M = N elde

edilir. O]

Teorem 3.8.6. [5, Theorem 3.6] M ve N R-modiiller olsun. M modiilii N -endodiizenlidir

ancak ve ancak bir M' <® M ve bir N' < N icin M’ modiilii N'-endodiizenlidir.

Kamit. (<) M <% M ve N < N alirsak M modiilii N-endodiizenli olur.

(=) M' <® M verilsin. O zaman, bir ¢* = ¢ € Endr(M) i¢cin M’ = eM olur. N’ <
N ve v € Homg(M’, N') olsun. Bu durumda, ¢eM = M’ C N olur. M modiili
N-endodiizenli oldugu i¢in Kerype <% M ve Imiye <% N elde edilir. Boylece, M’ <%
N’ olur. Yani, M’ modiilii N'-d-Rickart’tir. Ayrica, Kerye = (1—e)M & Keriy oldugundan
Keryp <% M elde edilir. Ayrica, v < M’ <% M oldugundan Keryp <% M’ bulunur.
Boylece, M’ modiilii N'-Rickart’tir. O

Uyar: 3.8.7. [5, Remark 3.7] L < M olsun. Eger M modiili N-endodiizenliyse M /L
de N-endodiizenlidir. Boylece, M modiilii N-endodiizenliyse ve bir ¢ € Endg(M)

epimorfizmasi varsa, o zaman /N bir endodiizenli modiildiir.

Sonuc¢ 3.8.8. [5, Corollary 3.8] Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir:

(a) M endodiizenlidir.

(b) M modiiliiniin her N altmodiilii icin M modiiliiniin her L dik toplanam
N-endodiizenlidir.

(¢) M modiiliiniin her L, N dik toplanan ¢ifti ve her bir ¢ € Hompg(M,N) icin ¢|L,

kisitlamsinin ¢cekirdegi ve goriintiisii, sirastyla, L ve N ’nin dik toplananlaridir.
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Kanit. (a) = (b) Teorem 3.8.6’dan agiktir.

(b) = (c) Kerp|, <% M ve Kerp|;, < L <% M oldugundan Kery|; <% L elde edilir.
Benzer sekilde, Imp|y <® M ve Imp|y < N <% M oldugundan Imyp|y <% N elde
edilir.

(¢) = (a) Teorem 3.8.6’dan agiktir. O

Onteorem 3.8.9. [39, Lemma 4.2] M ve N R-modiiller olsun. o € Hompg(M,N) ve
W € Hompg(N, M) olmak iizere, ¢ — o diizenli ise ¢ diizenlidir.

Kamit. ¢ — oy diizenli olsun. Bu durumda, oyle bir « € Hompg(N, M) vardir ki

(p — wvp)alp — pihp) = ¢ — Py elde edilir. O zaman, m € M i¢in (p — YY)a(p —
pie)(m) = (¢ — pvplalp(m) — wpp(m)) = (¢ — pdp)(ap(m) — appp(m)) =
pap(m) — pappe(m) — epap(m) + peappp(m) = pla — app — Yoo +
pap)p(m) = p(m) —pie(m) olur. Buradan, p(a—apt —ppat+ipeap+i)e(m) =
©(m) elde edilir. Boylece, k = o — ap) — Yppa + Yt + ¢ alimirsa ¢ = pkep, yani ¢

diizenli bulunur. O]

Teorem 3.8.10. [5, Theorem 3.10] i € F = {1,2,...,n} icin M; ve N R-modiiller
olsun. @ie = M; modiilii N-endodiizenlidir ancak ve ancak her i € F igin M; modiilii

N-endodiizenlidir.

Kamt. M = @, . M;, H= Homg(M,N), T = Homg(N, M), €} = ¢; € Endg(M) i¢in
M; =e;M, He; = Hompg(e;M, N) ve e;T = Hompg(N, e; M) olsun.

(=) M = @, . M; endodiizenli modiil olsun. M; <® M = &, , M; oldugundan,
Teorem 3.8.6 geregince, M; modiilii /V-endodiizenlidir.

(<) Her i € F i¢in M; modiilii N-endodiizenli olsun. ¢ € H alinsin. n iizerine tiimevarim
uygulanacaktir. n = 1 icin aciktir. Eger n = 2 ise, M = M; & M; olur. ¢ = 1,2 i¢in M;
modiilii N-endodiizenli olsun. @e;, He;’de diizenli oldugundan, dyle bir ¢) € e,T" vardir
ki peippe; = e olur. Boylece, wepe; — pe; = 0 bulunur. ¢ € e;T oldugundan,
a € T igin ) = eja elde edilir. Buradan, e;9p = efa = eja = 1 olur. Boylece,

pe1hpe; — pey = pihpe; —per = (P —p)e; = 0 elde edilir. z = Y — ¢ € H alinsin.
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xres, Hesy’de diizenli oldugundan, dyle bir y € e;T' vardir ki xesyres = xey’dir. Boylece,
(xyx — x)es = 0 elde edilir. xze; = 0 oldugundan (zyz — x)e; = (xy — 1)xe; = 0°dir.
Buradan, zyz — z = (zyx — x)(e1 + e2) = wyre; + xyres — xe; — xeg = 0 olur. O
halde, zyx = x bulunur. Buradan, z = pi¢ — ¢ elemam H’de diizenlidir. Boylelikle,
Onteorem 3.8.9 geregince, ¢ € H diizenlidir. O halde, M; @ M, modiilii endodiizenlidir.
Simdi, n > 2 olsun. n — 1 i¢in hipotezin dogru oldugu kabul edilsin. (1—e,)M = @?:_11 M;
verilsin. (1—e, )M ve e,, M, N-endodiizenli olsun. Boylece, (1—e, )M ®e, M = @, M,

N-endodiizenli modiil olur. O]

Teorem 3.8.11. [5, Theorem 3.10] ¢ € F = {1,2,...,n} icin M; ve N R-modiiller
olsun. N modiilii @, M;-endodiizenlidir ancak ve ancak her i € F icin N modiilii

M;-endodiizenlidir.

Kamt. M = @, . M;, H= Homgr(M,N), T = Homg(N, M), €7 = ¢; € Endr(M) i¢in
M; =e;M, He; = Hompg(e; M, N) ve ;T = Hompg(N, e; M) olsun.

(=) Teorem 3.8.6 geregince, N modiili &, . M, endodiizenliyse, M; < &, M,
oldugundan, N de M;-endodiizenlidir.

(<) Her i € F i¢in N modiilii M;-endodiizenli olsun. ¢ € T verilsin. n iizerine tiimevarim
uygulanacaktir. n = 1 icin agiktir. Eger n = 2ise M = M; & Mydir. + = 1,2 i¢in NV
modiilii M;-endodiizenli olsun. e;p elemant e;7”de diizenli oldugundan, dyle bir v € He,
vardir ki e;pipe;p = eq’dir. Boylece, e1 (oo — ¢) = 0 elde edilir. = = pip — ¢ olsun.
esx, ex1"de diizenli oldugundan, dyle bir y € Hes vardir ki eszyesx = eqx yazilir. Boylece,
es(xyr—x) = 0°dir. e;x = 0 ve ex(zyz—x) = 0 oldugundan, e, (xyr—2z) = e;x(yz—1) =0
elde edilir. O zaman, ryr—x = (e1+es)(zyr—x) = eyryr+esxyr—xe; —rey = 0 bulunur.
O halde, z, T"de diizenlidir. Boylece, Onteorem 3.8.9 geregince, ¢ eleman1 7°de diizenlidir.
Simdi, n > 2 kabul edilsin. Hipotezimiz n — 1 i¢in dogru olsun. O zaman, N modiilii
(1 — e,)M-endodiizenli ve e, M-endodiizenlidir. n = 2 i¢in, IV iki modiiliin dik toplamina

gore endodiizenli olur. Bdylece, N modiilii (1 — e,)M & e, M = M-endodiizenlidir. O
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Sonu¢ 3.8.12. [5, Corollary 3.11] m,n € N olmak iizere {M;}1<i<m ve {N;}i<j<n
R-modiillerin simiflart verilsin. O zaman, @], M; modiilii @?:1 Nj-endodiizenlidir ancak

veancak 1 <1 < mvel < j < nolmakiizere, her i, j icin M; modiilii N;-endodiizenlidir.

Kamit. (=) Teorem 3.8.6 geregince, ;~, M; modiilii ¢P]_, N;-endodiizenliyse, her bir
N; < @j_, N igin M; modiilii N;-endodiizenlidir.

()1 <i<mvel <j<n olmak iizere, her 4, j i¢cin M; modiilii N;-endodiizenli olsun.
Teorem 3.8.10°dan €;", M; modiilii N;-endodiizenlidir. Teorem 3.8.11°den, ;" M,
modiilii V;-endodiizenlidir. Boylece, @, M; modiilii @?:1 N;-endodiizenlidir. O

Sonug 3.8.13. [5, Remark 3.12] Homg(D]", M;, EB;”:l N;) diizenlidir ancak ve ancak 1 <

i <mvel <j <nolmak iizere, her i, j icin Hompg(M;, N;) diizenlidir.

Asagidaki sonug, Onteorem 2.3.11°i geneller.

Sonu¢ 3.8.14. [5, Corollary 3.13] M ve N R-modiiller olsun. m,n € N icin
€1,€9, .y em, f1, fo, ..., fn elemanlar, Endr(M)’de, e; + e3 + -+ + €, = 1 ve f; +
fo+ -+ fu = 1 kosullarimi saglayan dik eskare elemanlar olsun. 0 zaman, M modiilii
N-endodiizenlidir ancak ve ancak 1 < i < mve 1 < j < n olmak iizere, her i, j icin e;M

modiilii f; N -endodiizenlidir.

Teorem 3.8.15. [5, Theorem 3.14] n € N olmak iizere {M;}1<;,<,, R-modiillerin bir sinifi
olsun. O zaman, @} _, M; endodiizenlidir ancak ve ancak 1 < i, j < n olmak iizere, her i, j
icin M; modiilii Nj-endodiizenlidir.

Kanit. Sonug 3.8.12’den agiktir. O

Sonu¢ 3.8.16. [5, Corollary 3.15] Bir endodiizenli modiiliin sonlu her dik toplami

endodiizenlidir.

Sonuc 3.8.17. [18, Theorem 1.7] Bir R halkasi von Neumann diizenlidir ancak ve ancak her

n € Nigin Mat,(R) halkast von Neumann diizenlidir.
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Onerme 3.8.18. M, Baer olmayan bir endodiizenli modiil olsun. O zaman, M nin

kopyalarinin her sonlu dik toplami Baer olmayan bir endodiizenli modiildiir.

Kanit. [37, Theorem 2.17] sonucundan, Baer modiiliin dik toplanani da Baer’dir.

Dolayisiyla, ispat Sonug 3.8.16’dan aciktir. [

T T/I
0 T/I

Ornek 3.8.19. [5, Example 3.18] T ve I, Ornek 3.3.9’daki gibi olsun. R =

(1,1,...) 0+1
halkast ve e = eskare elemani verilsin. O zaman M = eR =

0 0+1

T T/1
/ olur. S = Endr(M) = halkast von Neumann diizenlidir. Boylece,
0 0 0 0

M modiilii endodiizenlidir. Diger taraftan, M bir dual Baer modiil degildir. Ciinkii U =

I 0
< Sy icin Z(peU Imyp = olur. U <4 Sg oldugu icin Z%U Imp =eM
00 0 0

kosulunu saglayan bir e € S eskare elemant yoktur ([24, Example 4.1]). Ayrica, M bir

0 T/I
Baer modiil degildir ([23, Example 2.18]). Buna ek olarak, / devirli altmodiilii
0 O

M ’nin bir dik toplanan olmadigindan, M Zelmanowitz diizenli degildir. Boylece, M 'nin
kopyalarinin sonlu dik toplami, Baer olmayan bir endodiizenli modiildiir. Dahast, n € N

icin M™ ne Zelmanowitz diizenli ne de dual Baer dir.

Asagidaki ornek, bir endodiizenli modiiliin kopyalarinin keyfi dik toplaminin endodiizenli

olmas1 gerekmedigini gosterir.

Ornek 3.8.20. [5, Example 3.19] R = Hf;l Zy ve M = Rp olsun. R yaribasit, artin
olmayan, injektif bir diizenli halkadir. Dolayistyla, M endodiizenlidir. Ancak, Onerme 3.4.15
geregince, M'") endodiizenli R-modiil degildir.

Asagidaki onerme, endodiizenli modiillerin keyfi dik toplaminin ne zaman endodiizenli
olabilecegine dair bir karakterizasyon vermektedir.
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Onerme 3.8.21. [5, Proposition 3.20] Bir indeks kiimesi F verilsin. Her i € F icin M,
modiilleri @,  » M; modiiliiniin tamamen degismez altmodiilleri olsun. O zaman, @,  » M;

endodiizenlidir ancak ve ancak her i € F icin M; endodiizenlidir.

Kamit. Gereklilik yonii Teorem 3.8.6’dan elde edilir. Tersine, M = @, . M;, S =
Endr(M) ve ;; € Hompg(M;, M;) olmak tizere ¢ = (y;;) € S verilsin. Her ¢ € F igin M;
endodiizenli oldugundan p;; € Endgr(M;) igin Kergy,; <% M; ve Imp; <% M; elde edilir.
M;’ler tamamen degismez altmodiiller oldugundan, Kerp = @ Kery; <% @, - M; ve
Imyp = @ Imyp;; <% @, » M; bulunur. Boylece, ), » M; bir endodiizenli modiildiir. [

3.9 Aynistirlamaz Endodiizenli Modiiller

Bu altboliimde, ayristiritlamaz endodiizenli bir modiiliin endomorfizma halkasinin boliimlii
halka oldugu gosterilmistir. Endomorfizma halkasi yaribasit artin olan modiillerin, her
biri ayristirtlamaz endodiizenli altmodiillerin kopyalarinin bir dik toplami olan tamamen
degismez altmodiillerin dik toplamlar1 seklinde ifade edilen modiiller oldugu goriilmiistiir.

Ayrica, degismeli halkalar iizerinde endodiizenli modiiller incelenmistir.

Onerme 3.9.1. [5, Proposition 4.1] Bir M modiilii ve S = Endp(M) icin asagidaki ifadeler
denktir:

(a) S halkast sol ve sag Rickart halkadir, M modiilii k-yerel-¢cekicidir ve her ¢ € S icin
oM = ry(ls(eM)) dir.

(b) M endodiizenlidir.

Kanit. Teorem 3.2.10 ve Teorem 3.2.14 geregince ispat aciktir. [

Onerme 3.9.2. 5, Proposition 4.2] Bir M modiilii ve S = Endp(M) icin asagidaki ifadeler
denktir:

(a) M bir endodiizenli ve bigcimsel modiildiir.

(b) S halkast sol ve sag Rickart halkadi, M modiilii bicimsel ve k-yerel-cekicidir ve her
w € Sigin oM = ry(ls(pM)) dir.

(¢) S halkast birimsel diizenlidir.

72



Kamit. Teorem 2.5.8 ve Onerme 3.9.1 geregince ispat aciktir. [

Onerme 3.9.3. [5, Proposition 4.3] Bir M modiilii ve S = Endr(M) icin asagidaki ifadeler
denktir:

(a) M bir abelyan endodiizenli modiildiir.

(b) S halkast abelyan Rickart halkadir, M modiilii bicimsel ve k-yerel-cekicidir ve her p € S
icin oM = 1y (ls(M)) dir.

(¢) S bir giiclii diizenli halkadur.

Kanit. Onerme 3.6.3 ve Onerme 3.9.1 geregince ispat agiktir. U

Onerme 3.9.4. [5, Proposition 4.4] Bir M modiilii ve S = Endp(M) icin asagidaki ifadeler
denktir:

(a) M bir ayristirilamaz endodiizenli modiildiir.

(b) S halkast bir tamlik bolgesidir, M modiilii k-yerel-¢ekicidir ve her ¢ € S icin pM =
rar(Is(M)) dir.

(¢) S bir boliimlii halkadhr.

Kanit. M bir ayristirtlamaz endodiizenli modiil olsun. ¢ = 0 kosulunu saglayan ¢, € S
verilsin. M endodiizenli oldugundan, Kery <% M ve Imy <% M bulunur. M
ayristirtlamaz oldugundan, Keryp = 0 ve Imy = M elde edilir. Boylece, ¢ € S doniistimii
bir izomorfizmadir. Buradan, ¢ = 0 elde edilir. Yani, S halkas1 bir tamlik bolgesidir. Ispatin

geri kalan1 Onerme 3.9.1°den agiktir. U

Bir M modiiliinii her epimorfizmasi bir izomorfizmaysa M’ye Hopfian, M ’nin her
monomorfizmasi bir izomorfizmaysa M’ye co-Hopfian denir. Her ayristirilamaz Hopfian

d-Rickart (ya da co-Hopfian Rickart) modiil ayristirilamaz endodiizenli bir modiildiir.

Onerme 3.9.5. [5, Proposition 4.5] Bir M modiilii ve S = Endp(M) i¢cin asagidaki ifadeler
denktir:

(a) M endodiizenlidir ve S halkast sifirdan farkli dik egkarelerin sonsuz kiimesini
bulundurmaz.

(b) S bir yaribasit artin halkadur.
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Kanit. Sonug 2.3.18’den aciktir. [

Endomorfizma halkas1 yaribasit artin olan modiiller, tamamen degismez endodiizenli
altmodiilleri cinsinden de karakterize edilebilir. Bunun icin asagidaki sonuglara ihtiyac

vardir.

Onerme 3.9.6. [40, Proposition 21.20] R bir halka ve e,f € R olsun. Asagidaki ifadeler
denktir:

(1) Sag R-modiil olarak eR = f R’dir.

(1') Sol R-modiil olarak Re = R f dir.

(2) Oyle a € eRf ve b € fRe elemanlari vardir ki e = ab ve f = ba’dur.

(3) Oyle a,b € R elemanlar vardir ki e = ab ve f = ba’dur:

Teorem 3.9.7. [41, Theorem 17.5] R bir halka ve n € N olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(1) Bir S halkast i¢in R = Mat,,(S) dir.
(2) Sag R-modiil olarak birbirine izomorf olan U; sag idealleri icin R = U, @ - - - © U, dir.

Onteorem 3.9.8. [41, Theorem 17.9] M bir R-modiil ve S = Endgr(M) olsun. O zaman,
bir T halkast icin S = Mat,,(T) olur ancak ve ancak bir R-modiil N icin M = N™) dir.

Dabhast, eger S bir basit artin halka ise, o zaman Endg(N) bir boliimlii halkadir.

Kamt. (<) M = N®™ olsun. O halde, T = Endg(N) olmak iizere, S = Endgr(M) =
Endr(N™) = Mat,(T) elde edilir.

(=) Bir T halkasi i¢in S = Mat,, (T oldugu varsayilsin. O zaman, Teorem 3.9.7 geregince,
U;’ler birbirine izomorf sag idealler olmak iizere Sg = U;&®- - - U, elde edilir. e;’ler toplam1
1 olan ikiserli dik izomorf eskareler olmak iizere, Onerme 3.9.6’daki eskareler arasindaki
izomorfizmalarin gosteriminden yararlanilarak, U; = e;S yazilir. Her ¢ ve bir M modiilii i¢in
M; = U;M = e; M olsun. M;’ler bir egkare tarafindan iiretildiginden M = M; & --- & M,
olur. Simdi M;’lerin izomorf oldugu gosterilecektir. Bunun icin, S halkasindaki keyfi e, f
eskare elemanlari i¢in eM = fM oldugu ispatlanacaktir. Teorem 3.9.6’dan e ve f izomorf
eskareler oldugundan, a,b € S i¢in e = ab ve f = ba bigiminde yazilir. m,m’ € M olmak
tizere, p: eM — fM,em — fomve: fM — eM, fm' — eam’ doniisiimleri iyi tanimlt
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R-homomorfizmalaridir. O halde, ¥ ¢(ep) = 1 (fbp) = eabp = ep ve pi(fp') = ¢(eap’) =
fbap’ = fp' elde edilir. ¢ ve v doniisiimleri birbirlerinin tersidir. Boylece, eM = fM elde
edilir. 0

Teorem 3.9.9. [5, Theorem 4.7] Bir M modiilii ve S = Endgr(M) i¢in asagidaki ifadeler
denktir:

(a) n; € N igin Mi(ni) tamamen degismez ve her 1 < i < k icin M; ayrgtirilamaz
endodiizenli modiil olmak iizere, M modiilii M = @le Mi(ni) dik toplam ayrisimina
sahiptir.

(b) S bir yaribasit artin halkadur.

Kamit. (a) = (b) Her 1 < ¢ < kigin N; = Mi("i) olsun. O zaman, Endg(N;) =
Endp(M™)) = Mat,, (Endgr(M;)) elde edilir. Onerme 3.9.4’ten, Endg(M;) bir bélimli
halka oldugu i¢in, Endg(NN;) bir basit artin halkadir. Her 1 < i < k i¢in NV;, M modiiliiniin
tamamen degismez altmodiilii oldugu i¢in, S halkasi, 1 < i < k i¢in her (4, 7)-pozisyonunda
Endg(N;) nin elemanlar1 ve her 1 < i # j < k i¢cin Hompg(N;, N;) = 0 olacak sekilde
diger yerlerde 0 olan k£ x k boyutunda bir matris halkasidir. Boylece, S bir yaribasit artin
halkadir.

(b) = (a) Wedderburn Artin Teoremi ve Onteorem 3.9.8 geregince, n; € N igin Mi("i)
tamamen degismez ve her 1 < i < ki¢in Endg(M;) boliimli halka olmak tizere, M modiilii
M = @le Mi("i) sonlu dik toplam ayrisgimina sahiptir. Boylece Onerme 3.9.4’ten, M; bir

ayristirilamaz endodiizenli modiildiir. 0

Onerme 3.9.10. [5, Proposition 4.8] M 'nin bir C'S endodiizenli modiil olmast icin gerek ve

yeter kosul M ’nin bir K -tekilsiz ve siirekli modiil olmasidir.

Kanit. Bir endodiizenli modiil, Onerme 3.2.18’den () 6zelligine sahip ve Onerme 3.7.4’ten
K-tekilsiz oldugu icin, C'S endodiizenli modiiller K-tekilsiz siireklidir. ~ Tersi ise

Onerme 3.7.6 geregince agiktir. [

Onerme 3.9.11. [5, Proposition 4.9] M bir C'S endodiizenli modiil ve S = Endgr(M) olsun.

O zaman, S bir sag siirekli von Neumann diizenli halkadir. Buna ek olarak, S| bir sag
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injektif von Neumann diizenli halka ve Sy bir sag siirekli giiclii diizenli halka olmak iizere

S = Sl X Sg’di}’I

Kanit. Onerme 3.9.10 geregince, M bir K -tekilsiz siirekli modiildiir. M siirekli oldugundan,
J(S) ={f|Ker <.ss M} ve S/J(S) bir von Neumann diizenli halkadir (bkz. [13]). Ancak,
M K-tekilsiz oldugundan, J(S) = 0 elde edilir. [18, Theorem 13.17] geregince, bir diizenli
halkanin siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosulun R; giiclii diizenli, siirekli bir halka ve R,
diizenli, injektif bir halka olmak iizere, R = R; X R, oldugu bilinmektedir. Bdylece, son

ifadenin ispat1 da bu sonuctan elde edilir. [

Bir sonraki 6rnek, Onerme 3.9.11’in tersinin genelde dogru olmadigin1 gosterir.

e R C 10
Ornek 3.9.12. [5, Example 4.10] R = halkast ve e = eskare elemani
0 R 0 0
R C R 0
verilsin. O zaman, M = eR = ve Endr(M) = olur. O halde,
0 0 0 0
Endgr(M) béliimlii halkadir.  Dolayistyla, Endg(M) bir sag siirekli, diizenli halkadur.
R 0 0 i
Ancak, M modiilii CS degildir: N = < M verilsin. 0 # a € N
0 0 0 0

olacak sekilde oo € R yoktur. Ayrica, M bir ayrigstirllamaz endodiizenli modiildiir.

Onerme 3.9.13. [5, Proposition 4.12] Bir M modiilii basittir ancak ve ancak M modiilii

cekicidir ve Endgr(M) bir boliimlii halkadir (yani, M bir ayristirilamaz endodiizenli
modiildiir).

Kamit. (=) M bir basit modiil oldugu i¢in Endg (M) bolimli halkadir. ¢ = 1 € Endg(M)
alinirsa 1(M) C M elde edilir. Boylece, M modiilii ¢ekicidir.

(<) N, M modiiliiniin sifirdan farkli 6z altmodiilii olsun. A modiilii ¢ekici oldugundan,
oyle bir 0 # ¢ € Endg(M) vardir ki (M) C N’dir. Bu durum, Endg(M) halkasinin

boliimlii halka olmasi ile celisir. Bu nedenle, M modiilii basittir. [
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Asagidaki ornek, R halkas1 degismeli olmasina ragmen, c¢ekici endodiizenli modiillerin

yaribasit olmayabilecegini gdstermektedir.

Ornek 3.9.14. [5, Example 4.13] R = [[°, Z, olmak iizere, bir n € N icin M = R™
modiilii ele alinsin. Sonug 3.8.16 geregince, bir endodiizenli modiiliin kopyalarinin sonlu
dik toplami endodiizenli oldugundan, M bir ¢ekici endodiizenli modiildiir, fakat yaribasit
degildir.

Bu boliimde son olarak, degismeli bir halka iizerinde endodiizenli modiiller iizerine bazi

sonuglar verilecektir.

Onteorem 3.9.15. [5, Lemma 4.14] R bir degismeli halka ise her sonlu iiretilmis

ayristirtlamaz endodiizenli R-modiil basittir.

Kanit. R halkas1 degismeli ve M sonlu iiretilmis ayristirnlamaz endodiizenli bir R-modiil
olsun. Onerme 3.9.4’ten, Endgr(M) bir boliimli halkadir. [42, Proposition 5] sonucuna
gore, degismeli bir halka iizerindeki sonlu iiretilmis bir modiiliin basit olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul endomorfizma halkasinin boliimlii halka olmasidir. Boylece, M modiilii de basit

olur. ]

Asagidaki sonug, degismeli bir von Neumann diizenli halka {izerindeki her ayristirilamaz

modiiliin basit oldugunu gosterir.

Teorem 3.9.16. [43, Theorem 2.13] R bir degismeli halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(1) R halkast von Neumann diizenlidir.

(2) Her ayristirilamaz R-modiil basit modiildiir.

Kanmit. (1) = (2) M aynstirilamaz bir R-modiil ve M # {0} olsun. O zaman, Mp =
{m/sijm € M,s € R — P} # 0 olacak sekilde bir P maksimal ideali vardir. a € P
alinsin. R halkasi diizenli oldugundan, 6yle bir e € R eskare eleman1 vardir ki Ra = Re’dir.
Mp # 0 ve (1 —e) ¢ P oldugundan (1 — e)M # 0’dir. Buradan, M ayrigtirilamaz bir
modiil oldugundan eM = {0} elde edilir. Sonug olarak, M bir R/P-modiildiir. R/P bir
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cisim oldugundan M R-modiilii de basittir.
(2) = (1) E(M), M modiliiniin injektif zarfi olmak iizere, her basit R-modiil M i¢in
E(M) = M’dir, ¢iinkii F(M) ayristirilamaz bir modiildiir. Bylece, her basit modiil injektif

oldugundan, R halkas1 von Neumann diizenlidir. 0

Uyart 3.9.17. [5, Remark 4.15] Onerme 3.9.13 geregince, her ayristirlamaz endodiizenli

modiil basittir. Aslinda, Sonug 3.2.24°den, her ayrigtirtlamaz cekici d-Rickart modiil basittir.

Onerme 3.9.18. [5, Proposition 4.16] M, degismeli bir halka iizerinde, sonlu iiretilmis bir
modiil olsun. M modiiliiniin sayilabilir sonsuz kopyalarinin dik toplami endodiizenli ise, M

bir yaribasit modiildiir.

Kamit. M modiilii sonlu iiretilmis oldugu i¢in, S = Endgr(M) ve F sayilabilir sonsuz bir
indeks kiimesi olmak iizere, Endz(M ")) = Endg(SY)) dir. Onerme 3.4.15’ten S halkasi
yaribasit artin olur. Boylece, Teorem 3.9.9’dan, M modiilii, ayristirtlamaz endodiizenli
M; modiillerinin sonlu dik toplamidir. Her bir M; de sonlu iiretilmis oldugundan,

Onteorem 3.9.15 geregince, M; basit modiildiir. Boylece, M modiilii yaribasittir, 0

Degismeli bir halka iizerinde sonlu iiretilmis bir M modiilii endoregiiler fakat yaribasit
degilse, Onerme 3.9.18’dan, M ’nin kopyalarimin herhangi bir sonsuz dik toplami

endoregiiler degildir.

Ornek 3.9.19. [5, Example 4.17] M modiilii, Ornek 3.9.14’teki gibi olsun. O zaman, M
modiilii degismeli halka iizerinde sonlu iiretilmis endodiizenli bir modiildiir fakat yaribasit
degildir. Boylece, Sonu¢ 3.8.16°dan, M modiiliiniin kopyalarinin her sonlu dik toplami
endodiizenli bir modiilken, Onerme 3.9.18 geregince, sonsuz kopyalarimn dik toplami

endodiizenli degildir.

Bir sonraki sonug, Onerme 3.2.28’den ve Onerme 3.2.30’dan elde edilir.

Onerme 3.9.20. [5, Proposition 4.18] M modiilii, degismeli bir halka iizerinde artin veya

noether olsun. O zaman, M bir endodiizenli modiildiir ancak ve ancak M yaribasittir.
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Uyar: 3.9.21. [5, Remark 4.19] Degismeli noether bir R halkasi {izerinde sonlu iiretilmis her
endodiizenli M modiilii yaribasit modiildiir: [24, Proposition 4.13] sonucunda, degismeli bir
halka iizerinde noether ve d-Rickart bir modiiliin yaribasit oldugu gosterilmistir. Noether
halka iizerinde sonlu iiretilmis modiiller de noether oldugundan, degismeli bir halkada sonlu
tiretilmis endodiizenli modiiller yaribasit olur. Eger bu modiil, bir n € N i¢in, n-iiretilmig
ise, 1 < i < ni¢in m;’ler R’nin maksimal idealleri olmak iizere, M = R/m; @ R/ms @

-+ @ R/m,, elde edilir.

Asagidaki 6rnek, Onerme 3.9.18deki sonlu iiretilmislik ve Onerme 3.9.20’deki artinlik ve

noetherlik kosullarinin gereksiz olmadigini gosterir.

Ornek 3.9.22. [5, Example 4.20] M = Qy olsun. M modiilii degismeli Z. halkast iizerinde
artin ve noether olmayan ayristirllamaz bir endodiizenli modiildiir. Ayni zamanda, Q,
Z-modiil olarak sonlu iiretilmis degildir. Ornek 3.7.8’den, M modiiliiniin kopyalarinin
sonsuz dik toplami endodiizenli modiilken, End;(M) = Q bir boliimlii halka olmasina
ragmen, M modiilii sonlu iiretilmis degildir ve dolayistyla, Onerme 3.9.18’den yaribasit

modiil degildir.

Onteorem 3.9.23. [26, Theorem| M modiilii degismeli bir R tamhk bélgesi iizerinde
burulmasiz modiil olsun. O zaman, M modiilii endodiizenlidir ancak ve ancak M modiilii

R’nin kesirler cisminin kopyalarimin dik toplamina R-izomorftur.

Onteorem 3.9.24. [5, Lemma 4.22] M modiilii degismeli bir R halkasi iizerinde
ayristirllamaz endodiizenli bir modiil olsun. O zaman P = rg(M) ideali R halkasinin asal
idealidir ve M modiilii R/ P degismeli tamlik bélgesi iizerinde ayristirilamaz burulmasiz

endodiizenli bir modiildiir.

Kamit. ab € P ve a ¢ P olsun. ¢, € Endg(M) verilsin. Bir m € M igin p,(m) = ma
tanimlansin. O zaman, 0 # Imy, = Ma <% M olur ve boylece M modiilii d-Rickart
oldugu i¢cin Ma = M’dir. Buradan, 0 = Mab = Mb elde edilir. Boylelikle, b &
rr(M) = P olur, yani P ideali asaldir. Endp(M) = Endg/p(M) oldugundan, M modiilii
R/ P degismeli tamlik bolgesi iizerinde ayrigtirilamaz vefal bir endodiizenli modiildiir. M
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modiiliiniin burulmasiz olmasin. O zaman, dyle bir 0 # 7 € R/P vardir ki M modiilii
Rickart oldugundan, 0 # Kerp, <% M elde edilir. M modiilii ayristirilamaz oldugu icin
Kerg; = M’dir. Buradan ¢ = 0’dir. Bu durum, M modiiliiniin R/P degismeli tamhik

bolgesi lizerinde vefali olmasi ile ¢eligir. Boylece, M modiilii burulmasizdir. U

Onteorem 3.9.25. [5, Lemma 4.23] R bir degismeli tamlik bolgesi ve Q, R’nin kesirler

cismi olsun. O zaman, Q) ¢ekicidir ancak ve ancak R = Q) olur.

Teorem 3.9.26. [5, Theorem 4.24] R degismeli bir halka ve M bir modiil olsun. O zaman,
M modiilii ayristirilamaz endodiizenlidir ancak ve ancak ya M modiilii basittir (boylece
cekicidir) ya da M modiilii ¢ekici degildir ve P = rg(M) olmak iizere, R/P’nin kesirler

cismine R-izomorftur.

Kamt. M modiilii aynigtirilamaz ve endodiizenli olsun.  Endg/p(M) = Endr(M)
oldugundan, Teorem 3.9.24’ten, M modili R/P degismeli tamlik bolgesi iizerinde
ayrigtirilamaz burulmasiz bir endodiizenli modiildiir. Onteorem 3.9.23’ten M modiilii
R/P’nin Q kesirler cismine R-izomorftur. Eger M gekici ise Onteorem 3.9.25 geregince,

() = R/ P olur. Buradan, M modiilii basittir. Tersi agiktir. O]

Uyart 3.9.27. (i) Teorem 3.9.26’dan, M modiilii bir degismeli R halkasi iizerinde
ayrigtirllamaz endodiizenli bir modiil ise ya M modiilii ¢ekicidir ancak ve ancak rg(M),
R’nin maksimal idealidir ya da M modiilii bir ¢ekici modiil degildir ancak ve ancak rz (M),
R’nin maksimal olmayan asal idealidir. Ornek 3.9.22°den, Q bir ¢ekici Z-modiil degildir.
rz(Q) = 0 ise Z’nin maksimal olmayan asal idealidir.

(1) Teorem 3.9.9°da R bir degismeli halka ise Endg(M) yaribasit artin halkadir ancak ve
ancak Teorem 3.9.26’nin ispatindan, 1 < ¢ < k i¢in P; = rr(M;) ve M; modiili R/P; nin

Q; kesirler cismine R-izomorfik olmak iizere, M = @}, Mi("i)’dir.
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4. BIRIMSEL ENDODUZENLI MODULLER

Bu boliim [8] ve [11] makaleleri temel alinarak olusturulmustur. Birimsel diizenli halka
kavraminin bir genellemesi olan birimsel endodiizenli modiiller incelenmistir. Birimsel
diizenli halkalarla ilgili bilinen sonuglarin birimsel endodiizenli modiillere genellestirilmesi
arastirtlmistir.  Bu modiil sinifinin bazi 6zellikleri ele alinarak endodiizenli modiillerin
baz1 karakterizasyonlar: irdelenmistir. Endodiizenli modiillerin dik toplaminin ne zaman

endodiizenli oldugu da incelenmistir.

4.1 Birimsel Endodiizenli Modiillerin Ozellikleri

Bu altboliimde, [8] makalesinde tanitilan birimsel endodiizenli modiillerin bazi 6rneklerine

ve Ozelliklerine yer verilmistir.

Tanmm 4.1.1. [8, Definition 1] M bir R-modiil olsun. Eger Endr(M) halkast birimsel

diizenli halka ise M modiiliine birimsel endodiizenli (unit endoregular) denir.

Bir R halkasi birimsel diizenlidir ancak ve ancak Rp (sirasiyla, pR) modiilii birimsel

endodiizenlidir. Her birimsel endodiizenli modiiliin endodiizenli oldugu agiktir.

Ornek 4.1.2. [8, Example 2] (i) Her sonlu iiretilmis yaribasit modiil birimsel endodiizenlidir.
(11) Abelyan endodiizenli bir modiil birimsel endodiizenlidir.

(ii) Bir birimsel diizenli halka iizerinde, her sonlu iiretilmis projektif modiil endodiizenlidir.

Asagidaki Ornek birimsel endodiizenli olma 0©zelliginin altmodiillere ge¢medigini

gostermektedir.

Ornek 4.1.3. [8, Example 3] Qg modiilii birimsel endodiizenlidir, ¢iinkii Endy(Q) = Qg

olur. Ancak, Q’nun Zz biiyiik altmodiilii birimsel endodiizenli degildir.

Asagidaki ornekte de goriildiigii gibi, iki tane birimsel endodiizenli modiiliin dik toplaminin
birimsel endodiizenli olmasi1 gerekmez.
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Ornek 4.1.4. [8, Example 3] R = 1102, Zs halkast ve M = .7, Zy R-modiilii verilsin.
(R @ M)g modiilii birimsel endodiizenli degildir. Ancak, Rr ve Mg, birimsel endodiizenli
modiillerdir, ¢iinkii Endg(M) = R’dir.

Tamim 4.1.5. [44, Example 2.8] M bir yaribasit modiil olsun. {V;|i € I} kiimesi, M
modiiliiniin birbirine izomorf olmayan basit altmodiillerinin kiimesi olsun. M;, V;’ye izomorf
olan M modiiliiniin biitiin altmodiillerinin toplam1 olsun. M; altmodiillerine M = EBiE 1 M;

modiiliiniin izotip bilesenleri denir.

Ornek 4.1.6. [44, Example 4.14D] R bir halka ve M bir yaribasit sag R-modiil olsun. S =
Endg(M) halkast birimsel diizenlidir ancak ve ancak M modiiliiniin M; izotip bilegenlerinin

hepsi sonlu tiretilmistir.

Kamt. (=) S = Endg(M) halkasi birimsel diizenli olsun. A modiiliiniin izotip
bilesenlerinin biri sonlu {iretilmis olmasin. Genelligi bozmadan, M ;’in sonlu iretilmig
olmadigr varsayilsin. O zaman, )M; modiilii basit bir R-modiiliin sonsuz dik toplamidir.
Her ¢ i¢in 7; = S basit modiil olacak sekilde M; = € T; yazilabilir. f; : M; — M birebir

olmayan bir epimorfizma vardir.

fM=M-—M

(ml,mg, ) — (fl(ml),mg, )

doniislimii orten ancak birebir degildir. Bu durumda, 0— Kerf— M Ly M—0kisa tam
dizisi parcalanir. O halde, M = Kerf & M elde edilir. Diger yandan, M = M & 0 =
Kerf & M olur. M birimsel endodiizenli modiil oldugundan, Teorem 2.5.8’den Kerf =0
celiskisi elde edilir. O halde, her 7 icin M, izotip bileseni sonlu iiretilmistir.

(=) M; sonlu iiretilmig yaribasit altmodiil olmak ilizere M = €D M; olarak yazilsin.
Wedderburn Artin Teoremi’nden S; = FEndgr(M;) birimsel diizenli bir halkadir. S =
Endr(M) = Endg(@ M;) = [ S; olur. S;’ler birimsel diizenli oldugundan [ .S; halkasi

da birimsel diizenlidir. Boylece, S halkasi birimsel diizenlidir. O
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Ornek 4.1.7. [8, Example 3] Sonsuz boyutlu bir vektér uzay endodiizenli bir modiil olmasina
ragmen, Ornek 4.1.6 geregince, birimsel endodiizenli degildir. Ancak, yine Ornek 4.1.6’dan,

sonlu boyutlu altuzaylari birimsel endodiizenlidir.

Birimsel endodiizenlilik, dik toplanana gecen bir ozelliktir.

Onerme 4.1.8. [8, Proposition 4] Birimsel endodiizenli bir modiiliin her dik toplanani
birimsel endodiizenlidir. Ozel olarak, R birimsel diizenli bir halka oldugundan, her ¢* =

e € R eskare elemant i¢in, e R birimsel endodiizenli bir R-modiildiir.

Kamit. M bir birimsel endodiizenli modiil, S = Endg(M) ve N <% M olsun. Bire? = ¢ €
Si¢in N = eM’dir. O zaman, Endgr(N) = eSe olur. S birimsel diizenli bir halka ise, eSe

halkas1 da birimsel diizenlidir. Boylece, /V birimsel endodiizenlidir. 0

4.2 Birimsel Endodiizenli Modiillerin Karakterizasyonlari

Bu altbolimde, bazi halka smiflarinin  birimsel endodiizenli modiiller cinsinden
karakterizasyonlar1 ile bir modiiliin birimsel endodiizenli olmas1 icin baz1 gerek ve yeter

kosullar irdelenecektir.

Onerme 4.2.1. [8, Proposition 5] Bir R halkast icin asagidaki ifadeler denktir:
(a) Her sonlu iiretilmis serbest (projektif) sag R-modiil birimsel endodiizenlidir.
(b) Bir n pozitif tamsayisi icin R™ serbest modiilii bir birimsel endodiizenli R-modiildiir.

(¢) R bir birimsel endodiizenli halkadur.

Kanit. R birimsel diizenlidir ancak ve ancak Mat,,(R) birimsel diizenlidir. Bu sonugtan ve

Onerme 4.1.8°den ispat aciktr. [

Teorem 4.2.2. [8, Theorem 6] Bir R halkasi i¢cin asagidaki ifadeler denktir:
(a) Her sonlu egiiretilmis sag R-modiil birimsel endodiizenlidir.
(b) Her sonlu egiiretilmis sag R-modiil sonlu iiretilmis yaribasit modiildiir.

(¢) R bir sag V -halkadur.
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Kanit. (a) = (c) Onerme 3.4.9’dan agiktir.
(¢) = (b) M, bir sag V-halka iizerinde esiiretilmis bir modiil olsun. Bir sag V'-halka
tizerindeki sonlu egiiretilmis bir modiil yaribasit oldugundan, M sonlu tiretilmistir.

(b) = (a) Her sonlu iiretilmis yaribasit modiil birimsel diizenli modiildiir. O

Onteorem 4.2.3. [8, Proposition 7] M bir bicimsel modiil olsun. M modiilii Rickart’nir

ancak ve ancak M modiilii d-Rickart’tir.

Kamit. M bir Rickart modiil olsun. M modiilii bicimsel oldugundan, her ¢ € Endr(M)
icin M/Imep = Kerp <% M elde edilir. Teorem 3.2.7’den, M modiilii Rickart oldugu i¢in
D, kosuluna sahiptir. Boylece, Ime <% M olur. O halde, M modiilii d-Rickart’tir.

Tersine, M modiiliiniin d-Rickart olsun. O zaman, bir ¢ € Endgr(M) i¢in M /Imy modiili
M’nin bir dik toplanina izomorftur. M bicimsel oldugundan, Kery = M/Imy elde
edilir. Teorem 3.2.12°den, M modiilii d-Rickart oldugu i¢in C5 6zelligine sahiptir. Buradan,
Kerp <% M olur. Boylece, M bir Rickart modiildiir. O

Teorem 4.2.4. [17, Theorem 37] Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir:
(1) M modiilii birimsel endodiizenlidir.

(2) M modiilii bicimsel ve Rickart’tir.

(3) M modiilii bicimsel ve d-Rickart tir.

Kamit. (1) = (2) Endg(M) bir birimsel diizenli halka olsun. O zaman, Onteorem 2.5.6’dan
M modiilii bicimseldir. Teorem 3.1.2°den, bir &« € Endg(M ) i¢in Kera, M modiiliiniin bir
dik toplananidir. O halde, M bir Rickart modiildiir.

(2) = (3) Onteorem 2.2.2’den, her o € Endgr(M) igin, dyle bir 3 € Endg(M) vardir ki
aM = Kerf’dir. M modiilii Rickart oldugundan, oM <% M dir. O halde, M bir d-Rickart
modiildiir.

(3) = (1) a € Endg(M) verilsin. Kabulden, Ima altmodiilii M nin bir dik toplananidir.
Onteorem 2.2.2°den, her a € Endgr(M) igin, dyle bir 3 € Endr(M) vardir ki Kera =
Imp olur. Boylece, Kera <% M elde edilir. Teorem 3.1.2°den, M modiilii endodiizenlidir.

Onteorem 2.5.6 geregince, M bir birimsel endodiizenli modiildiir. [
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Teorem 4.2.5. [8, Theorem 9] M bir modiil ve S = Endg(M) icin asagidaki kosullar
denktir:

(a) M bir birimsel endodiizenli modiildiir.

(b) Bir ¢ € S icin, oyle bir ju € S izomorfizmast vardir ki M = I'me @ puKerg olur.

(¢) M bir bigimsel endodiizenli modiildiir.

(d) M bir bicimsel Rickart modiildiir.

(e) M bir bigcimsel d-Rickart modiildiir.

(f) M modiilii Dy kosulunu saglayan bir bicimsel modiildiir ve her ¢ € S icin Imgp
altmodiilii M ’nin bir dik toplananina izomorftur.

(9) M modiilii Cy kosulunu saglayan bir bicimsel modiildiir ve her ¢ € S icin Kery

altmodiilii M ’nin bir dik toplananina izomorftur.

Kanit. (a) = (b) ¢ € S birimsel diizenli eleman olsun. O zaman, pxy = ¢ kosulunu
saglayan bir x € R tersinir elemani vardir. ;1 = 2! olsun. O zaman, f = oz eskare elemani
icin Rp = Rf’dir. Boylece, Kerp = (1 — f)M olur. M = pyM = pu(fM & (1 — f)M) =
pfM @ p(l — f)M = Ime @ pKeryp elde edilir.

(b) = (¢) Her ¢ € Endgr(M) igin Imp <% M oldugundan, M bir d-Rickart modiildiir. O
zaman, M modiilii Cy kosulunu saglar. Sonug olarak, Kerp = pKere <% M oldugundan,
Kerp <% M elde edilir. Boylece, Teorem 3.1.2°den, M modiilii endodiizenlidir. Dahasi,
her ¢ € Endgr(M) igin M /Imp = pKerp = Kerg oldugundan, M modiilii bicimseldir.
(c) = (d) Onerme 3.2.18’den her endodiizenli modiil Rickart’tir.

(d) <= (e) <= (a) Teorem 4.2.4’ten elde edilir.

(d) <= (f) Teorem 3.2.7°den elde edilir.
() —

e (g9) Teorem 3.2.12°den elde edilir. O

Onerme 4.2.6. [8, Lemma 10] M bir bicimsel modiil olsun. M modiilii Cs, zelligine sahiptir

ancak ve ancak M modiilii D, ozelligine sahiptir.

Kanit. (=) M modiilii Cy 6zelligine sahip ve N < M olsun. Bir €? = ¢ € Endg(M) igin
M/N = eM kabul edilsin. M = M /N dogal izdiisiim ve M /N % eM izomorfizma olsun.
Ker(pm) = N, Im(pm) = eM ve M modiilii bigimsel oldugundan, (1 —e)M = M/eM =
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M/Im(pm) = Ker(prm) = N elde edilir. M modiilii C; 6zelligine sahip ve (1 —e)M = N
oldugundan, N <% M bulunur. Béylece, M modiilii D, 6zelligine sahiptir.

(<) M modiili D, 6zelligine sahip ve N < M olsun. Bir €2 = e € Endg(M) igin
N = eM kabul edilsin. ¢ : eM — N izomorfizma olsun. Ker(pe) = (1 —e)M ve
Im(pe) = N’dir. M modiilii bicimsel oldugundan, M/N = M/Im(pe) = Ker(pe) =
(1 — e)M’dir. Buradan, M/N = (1 — e)M olur ve M modiilii D, 6zelligine sahip oldugu
icin N <% M elde edilir. Boylece, M modiilii C5 6zelliine sahiptir. [l

Sonug 4.2.7. [8, Corollary 11] Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir:
(a) M bir birimsel endodiizenli modiildiir.
(b) M modiilii Cy (veya Ds) ozelligine sahip bir bigcimsel modiildiir ve bir ¢ € Endg(M)

icin Imy (veya Kery) altmodiilii M modiiliiniin bir dik toplananina izomorftur.

Kanit. Teorem 4.2.5 ve Onteorem 4.2.6 geregince istenen saglanur. [

Onteorem 4.2.8. [8, Lemma 13] Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir:

(a) M bir birimsel endodiizenli modiildiir.

(b
(c
(

d) M, i¢ sadelesme izelligine sahip bir endodiizenli modiildiir.

) M, yerine koyma ézelligine sahip bir endodiizenli modiildiir.
)

M, sadelesme ozelligine sahip bir endodiizenli modiildiir.

Kamit. (a) = (b) Endg(M) birimsel diizenli bir halka oldugu i¢in M modiili
endodiizenlidir. Ayrica, Teorem 2.5.3’ten, Endg (M) halkasi 1-sabit sira 6zelligine sahiptir.
Boylece, Teorem 2.1.14’ten M modiilii yerine koyma 6zelligine sahiptir.

(b) = (¢) = (d) agiktur.

(d) = (a) Sonug 2.5.7°den, Endr(M) birimsel diizenlidir. O

Tanim 4.2.9. [8] K ve N, bir M modiiliiniin dik toplananlariolsun. M = L& K = N & K
olacak sekilde bir K < M varsa, L altmodiiliine N’ye perspektif denir.

Teorem 4.2.10. [8, Theorem 14] M bir endodiizenli modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(a) M birimsel endodiizenlidir.
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(b) Herhangi iki dik toplanan birbiriyle perspektiftir.
(¢) L = N <% M kosulunu saglayan herhangi iki altmodiil icin, M = L& K = N ® K
olacak sekilde bir K < M vardir.

Kanit. (a) = (c) M birimsel endodiizenli bir modiil ve L = N <% M olsun. M modiilii
Cy’yi sagladifindan, L <% M’dir. M endodiizenli oldugundan, dik toplanan toplam ve dik
toplanan arakesit 6zelliklerini saglar. Boylece, L+ N <% M ve LNN <% M olur. O zaman,
oyle Ly, Ny, M altmodiilleri vardir ki L = (LN N) @& L, N = (LNN) & N, ve M =
(L+N)® M, olur. Buradan, M = Li®N&M; = N1® LM, elde edilir. NdM; = LM,
oldugundan, Onteorem 4.2.8 geregince, L1 = N bulunur. ¢ : Ly — N; izomorfizma olsun.
P ={l+ ¢()|l € L} kiimesi olugturulsun. O zaman, L; & N; = L; @ P = N; & P olur.
Boylece, M = L1 ® N1 ® (LNN)® M, =L@ (P® M;) =N & (P @ M) elde edilir.

(¢) = (a) M modiiliiniin i¢ sadelesme 6zelligine sahip oldugunu gostermek yeterlidir. L, =
N olmak tizere, M = L& Lo, = N1® N, kabul edilsin. Hipotezden, dyle bir X' < M vardir
kiM = LK = N1& K olur. Boylece, Ly = K = N, elde edilir. Bu durumda, M modiili
i¢ sadelesme 6zelligine sahiptir. Onteorem 4.2.8’den, M modiilii birimsel endodiizenlidir.

(b) < (c) Cy kosulundan agiktir. O

Sonug 4.2.11. [8, Corollary 15] M bir birimsel endodiizenli modiil ve L, N <% M olsun. L

ve N birbirinin perspektifidir ancak ve ancak L = N olur.

Teorem 4.2.12. [8, Theorem 16] M bir endodiizenli modiil ve S = Endr(M) olsun. O
zaman, agagidaki ifadeler denktir:

(a) M birimsel endodiizenlidir.

(b) Herhangi bir o € S icin (p — ¢*)M sadelesme ézelligine sahiptir.

(b) Herhangi bir ¢ € S icin Imp N Kerp = M/(Imy + Kery) olur.

Kamit. o € S olsun. M modiilii endodiizenli oldugundan, I'mey, Kerp, Imp N Kery ve
Imp+ Kerp altmodiilleri M/ modiiliiniin dik toplananlaridir. Buradan, (ImpNKerg)®X =
Kerp, Ime @& X = Imp + Kery ve (Imp + Kerp) @Y = M olacak sekilde X <% M
ve Y <% M vardir. Ayrica, bir N < M i¢in M = Kere & Ker(1 — ¢) @ N olur. O halde,

87



eKer(l —¢) = Ker(1 — ), N = p(1 — )N = (1 — )M ve N = ¢N elde edilir.
Sonug olarak, (ImpNKerp) S X @ Ker(l1—9)®N = Kerp@ Ker(1—¢)®N =M =
Imepe XY =pKer(l—p)@eNd XY = Ker(l —¢)® N & X @Y bulunur.
Buradan, (Imp N Kerp) N 2N @Y = N & M/(Imp + Keryp) elde edilir.

(a) = (b) M birimsel endodiizenli oldufundan, (¢ — @*)M <% M elde edilir.
Onerme 4.1.8’den, (¢ — ©?)M birimsel endodiizenlidir. Boylece, Onteorem 4.2.8(c)’den
(o — ¢©*)M sadelesme Ozelligine sahiptir.

(b) = (c) Imp N Kerp) ® N 2 N ® M/(Imp + Keryp) ve N 2 (p — p?)M sadelesme
ozelligine sahip oldugundan, Imp N Kerp = M/(Imy + Kery) elde edilir.

(¢) = (a) Herhangi bir ¢ € S igin, M/Imp = X @Y =2 X & M/(Imp + Kerp) =
X ® (Imp N Kergp) = Kerg olur Boylece, M modiilii bicimseldir. Ayrica, M =
Imp & X @Y oldugundan, M modiilii d-Rickart’tir. Teorem 4.2.5 geregince, M birimsel

endodiizenlidir. O]

Onerme 4.2.13. [8, Proposition 17] Her birimsel endodiizenli modiil dogrudan sonludur:

Kanit. M bir modiil, N <® M ve N = M olsun. Oyle bir N/ < M vardir ki M =
N & N’ = M & 0 olur. Birimsel endodiizenli modiiller i¢ sadelesme 6zelligine sahip ve

N = M oldugu i¢in N’ = 0 elde edilir. Boylece, M = N’dir. [

Tanmim 4.2.14. [8] M ve N birer modiil olmak iizere, M modiilii, /N’nin bir altmodiiliine
izomorf ise M’ye N modiiliine altizomorfik (subisomorphic) denir ve M < N seklinde

gosterilir.

Genelde, karsilikli olarak altizomorfik olan modiiller izomorf olmayabilir. Ornegin, F
herhangi bir sonsuz indeks kiimesi olmak iizere, M = @ief(@ ve N = Zd M
verilsin. M ve N modiilleri Z-modiil olarak birbirlerine altizomorfiktir, fakat izomorf
degildirler. Ancak, baz1 kosullar altinda karsilikli altizomorfik olan modiiller izomorfturlar.
Bumby [45] calismasinda, karsilikli altizomorfik olan injektif iki modiiliin izomorf oldugunu
ispatlamigtir. Miiller ve Rizvi, bu sonucu iki modiiliin siirekli olmas1 kosulu ile genelledi

(bkz. [46, Proposition 10]).
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Onerme 4.2.15. [8, Proposition 18] M modiilii Cy kosuluna sahip olan dogrudan sonlu
bir modiil (veya M birimsel endodiizenli bir modiil) ve N herhangi bir modiil olsun. Eger

M < NveN < M ise M = Ndir.

Kanit. Genelligi bozmadan, N < M kabul edilsin. ¢ : M — N bir monomorfizma olsun.
Kerp = 0ve M/Kerp = Imy oldugundan, Imp = M <% M elde edilir. M modiilii
Cy’yi sagladigindan, Imy <% M elde edilir. Buradan, bir K < M i¢in M = Imp & K ve
oM C N olur. M = oM ve M dogrudan sonlu oldugu icin KX = 0’dir. Boylece, M = N
elde edilir. [

Sonug 4.2.16. [8, Corollary 19] Bir M modiilii ve E(M) birbirleriyle altizomorfik olsunlar.
Asagidaki durumlardan birinin saglandigr varsayisin:

(1) M modiilii Cy dzelligine sahip dogrudan sonlu bir modiildiir;

(2) E(M) dogrudan sonludur.

O zaman, M dogrudan sonlu ve injektiftir.

Kanit. (1) M modiilii C, 6zelligine sahip dogrudan sonlu bir modiil olsun. Onerme 4.2.15
geregince, M = FE(M)’dir. Boylece, M modiilii dogrudan sonlu ve injektiftir.
(2) E(M) dogrudan sonlu modiil olsun. Onerme 4.2.15 geregince, E(M) = M’dir.

Boylece, M modiilii dogrudan sonlu ve injektiftir. 0
Asagidaki 6rnek, Sonug 4.2.16’daki E(M) i¢in dogrudan sonlu olma kosulunun gereksiz
olmadiginmi gosterir.

Ornek 4.2.17. [8, Example 20] F herhangi bir sonsuz indeks kiimesi olmak iizere, My =
Z @ (®ierQ) verilsin. O zaman, E(M) = E(Z) ® E(®;crQ) = Q ® (®,crQ) dogrudan
sonlu degildir. M ve E(M) birbirlerine altizomorfiktir, ancak izomorf degildir.

Onerme 4.2.18. [8, Proposition 21] Bir birimsel endodiizenli modiil Hopfian ve co-Hopfian

olur.
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Kamit. M bir birimsel endodiizenli modiil olsun. Onerme 4.2.13’ten, M dogrudan sonludur
ve Teorem 4.2.5’ten Cy Ozelligini saglar. , M modiiliiniin bir monomorfizmasi olsun.
Birinci Izomorfizma Teoremi’nden M/Kery = I'my ve ¢ bir monomorfizma oldugu igin
Kere = 0’dir. Buradan, Ime <% M olur. O zaman, M = Imy elde edilir. Boylece, ¢
monomorfizmasi Ortendir, yani bir izomorfizmadir.

M modiilii, Teorem 4.2.5’ten, D, 6zelligine sahiptir. ¢, M modiiliiniin bir epimorfizmasi
olsun. Birinci Izomorfizma Teoremi'nden M/Kerp = Img = M’dir. M modiilii
Dy 6zelligini sagladifindan, Kerp <% M olur. Buradan, Kerep = 0’dir. Boylece, ¢

epimorfizmasi bir izomorfizmadir. [

4.3 Birimsel Endodiizenlilik ve Tekilsizlik Iliskisi

Onerme 4.2.13’te, endodiizenli bir modiiliin dogrudan sonlu oldugu gosterilmistir. Bu
altboliimde, bu sonucun tersinin ne zaman dogru oldugu tekilsizlik ve K-tekilsizlik

kavramlarindan yararlamlarak aragtirilacaktir. Oncelikle, asagidaki sonuca ihtiyag vardir.

Onteorem 4.3.1. [37, Lemma 2.14] Her K -tekilsiz C'S modiil Baer dir:

Kamit. M modiilii K-tekilsiz ve C'S olsun. S = Endgr(M) ve N < M verilsin. O zaman,
N <. eM olacak sekilde bir ¢? = e € S vardir. Boylece, S(1 —¢e) = Ig(eM) C I5(N)
olur. ¢ € [g(N)/S(1 — e) alinsin. S = Se @ S(1 — e) yazthmindan, ¢ = sje + so(1 — €)
olacak sekilde s, so € S elemanlari vardir. ¢ & ls(eM) = S(1 — e) oldugu i¢in s; # 0°dur.
@ — s2(1 —e) = s1e € lg(N) olur. Bu esitlik sagdan e ile garpilirsa, pe = s;e elde edilir.
=@ —s:(l—e)=se € Seolsun. O zaman, S(N) = 0 ve 5((1 —e)M) = 0 elde edilir.
Buradan, (N @ (1 — e)M)’dir. O halde, N & (1 —e)M <. M olur. N & (1 —e)M <
Ker(f) < M oldugundan, Ker() <.ss M elde edilir. M modiilii K-tekilsiz oldugu i¢in
f = 0°dir. O halde, 5 = ¢ — s2(1 — e) = sye = 0 olur. Buradan, ¢ = s5(1 —¢) € S(1 —e)
celigkisi elde edilir. Boylece, [s(N) = S(1 — e) bulunur. O halde, M modiilii Baer’dir. [

Teorem 4.3.2. [8, Theorem 22] Bir dogrudan sonlu, K-tekilsiz, siirekli modiil birimsel
endodiizenli (Baer) olur. Ozel olarak, bir dogrudan sonlu, sag tekilsiz, sag siirekli halka
birimsel diizenli (Baer) olur.
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Kanit. M bir dogrudan sonlu, K-tekilsiz, siirekli modiil olsun. Onerme 3.9.10°dan, M
modiilii C'S ve endodiizenlidir. Dolayisiyla, Onteorem 4.3.1 geregince, M modiilii Baer’dir.
Sonug 2.6.25’ten, dogrudan sonlu her siirekli modiil sadelesme 6zelligine sahip oldugundan,

Onteorem 4.2.8 geregince, M birimsel endodiizenlidir. U

Asagidaki ilk ornek, Teorem 4.3.2’nin tersinin genelde dogru olmadigini gosterirken, ikinci

ornek Teorem 4.3.2°deki siirekli olma kosulunun gereksiz olmadigin ifade eder.

.. R C 10
Ornekler 4.3.3. [8, Example 23] (i) R = halkast ve e = eskare
0 0

0 R

elemani verilsin. O zaman, M = eR = bir abelyan endodiizenli Baer modiildiir.

0 O

Dolayisiyla, dogrudan sonlu, K-tekilsiz bir modiildiir. Ancak, M siirekli bir modiil degildir,
0 ¢ 0

clinkii 0 # r e olacak sekilde r € R yoktur.
0 0 0 0

(12) Birimsel diizenli olmayan bir diizenli R halkast verilsin. Her n € N icin Mat, (R)
dogrudan sonlu olsun ([18], Example 5.10). Her sonlu iiretilmis serbest sag R-modiil

dogrudan sonlu, endodiizenli bir modiildiir, fakat birimsel endodiizenli degildir.

Sonug 4.3.4. [8, Corollary 24] (i) Her dogrudan sonlu, tekilsiz, siirekli M modiilii birimsel
endodiizenli (Baer) bir modiildiir. Buna ek olarak, E (M) tekilsiz ve birimsel endodiizenli bir
modiildiir.

(13) Her dogrudan sonlu, K-tekilsiz, siirekli modiiliin endomorfizma halkast sag siirekli ve

birimsel diizenlidir.

Kanit. (i) Her dogrudan sonlu, tekilsiz, siirekli // modiilii, Teorem 4.3.2°den bir birimsel
endodiizenli (Baer) modiildiir. M dogrudan sonlu ve Cy ozelligine sahip oldugundan,
Onerme 4.2.15’ten £ = E(M) elde edilir. Boylece, F(M) dogrudan sonlu ve tekilsizdir.
Teorem 4.3.2’den birimsel endodiizenlidir.

(1) M modiili dogrudan sonlu, K-tekilsiz ve siirekli bir modiil olsun. Teorem 2.6.26

geregince, S = Endg(M)’nin Jacobson radikali A = {p € S|Keryp <. M} = 0
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oldugundan, S = S/A = S halkas1 sag tekilsiz ve sag siireklidir. A/ dogrudan sonlu

oldugundan, Teorem 4.3.2°den, S sag siirekli ve birimsel diizenlidir. O]

Teorem 4.3.2°nin tersine, asagidaki ornek, Sonu¢ 4.3.4(i)’deki FE(M)’nin birimsel
endodiizenli olmas1 i¢in M modiilii lizerindeki tekilsizlik kosulunun gereksiz olmadigini

gosterir.

Ornek 4.3.5. [8, Example 25] p bir asal olmak iizere, Z-modiil Z, ele almsin. Z,
modiilii tekilsiz olmayan, abelyan endodiizenli, Z,-injektif bir modiildiir. Ancak, E(Z,) =
Ly modiilii K -tekilsiz olmayan, dogrudan sonlu, injektif bir modiildiir ve dolayisiyla,

endodiizenli degildir.

4.4 Sonluluk Kosullar

Bu altboliimde, birimsel endodiizenli modiillerle baz1 sonluluk kosullari arasindaki iligkiler

incelenecektir.

Onerme 4.4.1. [8, Proposition 26] Her birimsel endodiizenli modiil sonlu degisim izelligine

sahiptir.

Kanit. M bir birimsel endodiizenli modiil olsun. O zaman, Endg(M) birimsel diizenli
oldugu i¢in Endg(M) bir degisim halkasidir. Dolayisiyla, M sonlu degisim 6zelliine
sahiptir. 0

Onerme 3.9.4’ten, her ayristinlamaz endodiizenli modiiliin endomorfizma halkasi
bir boliimlii halkadir.  Dolayisiyla, her aynstirilamaz endodiizenli modiil birimsel

endodiizenlidir.

Tanim 4.4.2. [47, Definition 1.2.12] Bir R halkasi, sonsuz c¢oklukta dik egkarelerin bir
kiimesini bulundurmuyorsa, R’ye dik olarak sonlu (orthogonally finite) denir. M bir modiil

olmak iizere, M nin endomorfizma halkas1 dik olarak sonlu ise M’ye dik olarak sonlu denir.
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Teorem 4.4.3. [8, Theorem 27] Bir M modiilii dik olarak sonlu olsun. O zaman, M birimsel

endodiizenlidir ancak ve ancak M endodiizenlidir.

Kanit. Dik olarak sonlu endodiizenli bir modiil, Onerme 3.9.5 geregince, bir yaribasit artin S
endomorfizma halkasina sahiptir. S sonlu iiretilmis ve yaribasit oldugundan, birimsel diizenli

bir halkadir. O]

Teorem 4.4.3’ten, noether (artin) bir M modiilii endodiizenlidir ancak ve ancak M birimsel

endodiizenlidir.

Sonuc¢ 4.4.4. [8, Corolary 28] Her noether (artin) endodiizenli modiil, birimsel endodiizenli

ve Baer’dir. Ayrica, ayristirllamaz endodiizenli modiillerin bir sonlu dik toplamidir.

Ornek 4.4.5(i), Teorem 4.4.3 teki dik olarak sonlu olma sartinin gereksiz olmadigini gosterir.
Ornek 4.4.5(i4) ise, genel olarak, ayristirilamaz (birimsel) endodiizenli bir modiiliin basit

olmadigin gosterir.

Ornek 4.4.5. [8, Example 29] (i) H = RF My(F) ile F cismi iizerinde, N x N boyutlu satir

10
sonlu matris halkast temsil edilsin. R = Maty(H) olsun. e = eskare elemani
00
10 H H H H
verilsin. O zaman, M = eR = = modiilii endodiizenlidir,
00 H H 0 O
fakat birimsel endodiizenli degildir. Ciinkii, Endr(M) = Endgr(eR) = eEndg(R)e =
H H 1 0 H 0
eRe = = = H olur ve H dik olarak sonlu degildir. H =
0 0 00 0 0

RF My(F) = End(FY) ve FN yaribasit oldugundan diizenli halkadir; ancak birimsel diizenli
degildir. Ayrica, H halkast sonsuz ¢oklukta dik eskare icerir.
F

(13) F bir cisim olmak iizere, R = halkast ve M = sag R-modiilii
0 F 0 0

verilsin. M modiilii ayristirilamaz ve birimsel endodiizenlidir, fakat yaribasit degildir.
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Onerme 4.4.6. [8, Proposition 30] My modiilii, degismeli bir halka iizerinde ayristirilamaz
ve (birimsel) endodiizenli olsun. O zaman, P ideali R’de asal ve Q(R/P), R/ P nin kesirler
cismi olmak iizere, Mrp = Q(R/P)’dir.

Sonu¢ 4.4.7. [8, Corollary 31] Mg modiilii, degismeli bir halka iizerinde dik olarak sonlu
olsun. O zaman asagidaki ifadeler denktir:

(a) M (birimsel) endodiizenlidir.

(b) P;’ler R’nin asal idealleri ve n € N olmak iizere M = ®1<;<,Q(R/F;) dir.

Sonug 4.4.8. [8, Corollary 32] My modiilii, degismeli bir halka tizerinde noether veya artin
olsun. O zaman asagidaki ifadeler denktir:

(a) M (birimsel) endodiizenlidir.

(b) P;’ler R’nin maksimal idealleri ve n € N olmak iizere M = ©1<,<,Q(R/P;) dir.

4.5 Birimsel Endodiizenli Modiillerin Elementer Karakterizasyonlari

Bu altboliimde, birimsel endozenli modiillerin endomorfizmalarinin sagladig1 6zellikler goz

Oniine alinarak bazi temel karakterizasyonlar verilecektir.

Teorem 4.5.1. [11, Theorem 2.1] M bir endodiizenli modiil ve S = Endgr(M) olsun. O
zaman asagidaki ifadeler denktir:

(a) M birimsel endodiizenlidir.

(b) Herhangi o, 1 € S icin oM + yM = M iken @ + m bir izomorfizma olacak gekilde
bir m € S vardur.

(¢) Herhangi @, € Sicin oM = 1M iken p = 1 olacak sekilde bir 1 € S izomorfizmast

vardur.

Kamit. (a) = (b) o0 € S ve oM + M olsun. M endodiizenli oldugundan,
Teorem 3.1.2°den, Kerep <% M, oM <% M ve vyM <% M elde edilir. Ayrica,
Onerme 3.7.4(ii)’den, M modiilii dik toplanan arakesit 6zelligine sahiptir. Boylece,
(pM NyYM) <® M olur. Buradan, 6yle L, N <% M vardir ki M = L & Kerp, v M =
(pMNYM)d N ve M = oM & N elde edilir. Boylece, pM = M/Kery = L oldugundan
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ve Onteorem 4.2.8 geregince, M i¢ sadelesme 6zelligini sagladigindan, Kery = N bulunur.
K = Kerpven : K — N bir izomorfizma olsun. ( : M = K& L — M,k € K
ve l € Li¢in ((k 4+ 1) = n(k) tanimlansin. Bu durumda ¢ € S ve (M = N elde edilir.
0— Kero— M —1 M —0 kisa tam dizisi parcalandigindan, 6yle bir 7 € S vardir ki
¢ = ¢m olur. Dolayisiyla, ¢ + Y =@+ ¢ : M — @M @ N bir izomorfizmadir.

(b) = (¢) 0— Keryp— M —1) M —0 kisa tam dizisi par¢alandifindan ve oM = ¢ M
oldugundan, bir s € S i¢cin ¢ = s bulunur. Benzer sekilde, bir ¢t € S i¢in ¥ = @t
olur. M endodiizenli oldugundan, oyle bir v € S vardir ki ¢ = ~y’dir. O zaman,
(1—vy)(1—st) = 1—st olur veherm € M i¢inm = st(m)+(1—st)(m) € sM+(1—yp)M
elde edilir. Boylece, sM + (1 — y)M = M’dir. Kabulden, bir 7 € S i¢in s + (1 — y¢)7
bir izomorfizmadir. Ayrica, p = ¥[s + (1 — y)7| olur.

(¢) = (a) M endodiizenli oldugundan, keyfi bir ¢ € S i¢in, dyle bir ¢» € S vardir ki
v = eY’dir. Buradan, oty M = oM dir. Hipotezden, ¢y = o olacak sekilde bir p € S
izomorfizmasi vardir. Sonug olarak, ¢ = Yy = pup elde edilir. U

Uyart 4.5.2. [11, Remark 2.2] (i) Teorem 4.4.6(b), herhangi bir kabul olmadan, Endg(M)
halkasinin 1-sabit sira 6zelligini sagladigini gosterir. Ancak, tersinin her zaman dogru olmast
gerekmedigi, Ornek 4.5.3(7)’de gosterilecektir.

(1) [48] ¢aligmasinda, Canfell tarafindan elde edilen bir sonuca gore, Teorem 4.4.6’daki (b)
kosulu, M’nin M -projektif olmasi durumunda, Endg (M) halkasinin 1-sabit sira 6zelligini
saglamasi ile denktir. Ornek 4.5.3(4i)’de goriildiigii iizere yari-projektif ve endodiizenli

olmak birbirinden bagimsizdir.

Ornek 4.5.3. [11, Example 2.3] (i) p bir asal olmak iizere, Z-modiil Zy~ ele alinsin. O
zaman, S = Endg(Zy) = ZLy olur. Ty, nin Jacobson radikali pZ,’dir. Z,/pZ, = Z, bir
cisimdir. Dolayisiyla, S halkast 1-sabit sira ozelligini saglar. ¢ = b = p olsun. O zaman,
Plipo + VWl = Lpeo elde edilir. Ancak, ¢ + v bir izomorfizma olacak sekilde bir v € S
yoktur. Ayrica, ¢S + S # S’dir.

(i1) Q ve Z4 abel gruplart verilsin. Iki Z-modiil de, Teorem 4.5.1°deki ozelliklere sahiptir ve

her iki modiiliin de endomorfizma halkast 1-sabit sira ozelligine sahiptir. Q abel grup olarak
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endodiizenlidir, fakat yari-projektif degildir. 7, ise Z-modiil olarak yari-projektiftir, ancak
endodiizenli degildir.

Teorem 4.5.4. [11, Example 2.4] M bir endodiizenli modiil ve S = Endgr(M) olsun. O
zaman asagidaki ifadeler denktir:

(a) M birimsel endodiizenlidir.

(b) Herhangi p,v) € S icin, oM + yM = M iken ¢ + e bir izomorfizma ve Sp N Se = 0
olacak sekilde bir e € S eskare elemani vardir.

(¢) Herhangi bir ¢ € S icin, ¢ = u + e ve Sp N Se = 0 olacak sekilde bir e € S eskare

elemani ve bir |1 € S izomorfizmast vardir.

Kamit. (a) = (b) o, € S ve oM + M = M olsun. O zaman, [g(y) N lg(yp) = 0’dir.
S halkas1 birimsel diizenli oldugundan, 7" = [s(y) saglanmak iizere, S = S¢ @ T dir.
T' = ls(¢)t olsun. O zaman, () Nils(¢) = 0 oldugundan, 7' = T" <% S elde edilir.
Bir7" < Sigin, S =TedT =T &T"olur. e : T®T" — T dogal izdiisiim olsun.
O zaman, sol S-modiil olarak 7" = Se’dir. Boylece, Sp N Se = 0’dirve e|p = T — T
bir izomorfizmadir. Bir s € S icin, s(¢ + ve) = 0ise sp = —spe € SpNT = 0 elde
edilir. s1» € T" oldugundan, s € ls(p) Nls(¢y) = 0°dir. Buradan, -(¢ + ve) : S — S bir
monomorfizmadir. Boylece, ¢ + 1e € S bir izomorfizmadir.

(b) = (c) ¢ € Solsun. oM — 1M = M oldugundan, kabulden &yle bir ¢* = ¢ € S
vardir ki ¢ — e bir izomorfizmadir ve S N Se = 0’dir. p := p — e alinirsa p = p + e ve
§ep N Se =0 olur.

(¢) = (a) ¢ € S olsun. Kabulden, dyle bir ¢> = e € S ve bir u € S izomorfizmasi vardir
kipo=p+eveSpnSe=0olur. eutp = e (u+e) = e+ eute oldudundan,
Sep~tp C Sp N Se = 0 elde edilir. Buradan, ey~ 'p = 0’dir. ¢ = ¢ — p oldugundan,
© = @u~ Lo bulunur. O

Teorem 4.5.4(c)’den her birimsel endodiizenli modiil temizdir. Ornek 4.5.5(i), temiz ve
endodiizenli bir modiiliin birimsel endodiizenli olmas1 gerekmedigini gosterir. Dahasi,
Ornek 4.5.5(i7), M modiiliiniin temiz ve bigimsel olmasina ragmen, birimsel endodiizenli
olmayabilecegini gosterir.
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Ornek 4.5.5. [11, Example 2.5] (i) Bir F cismi iizerindeki, sayilabilir sonsuz boyutlu bir Vi
vektor uzayr endodiizenli ve temizdir. Ancak, birimsel endodiizenli degildir.
(ii) Z4 abel grubu verilsin. Z, bicimsel ve yari-injektiftir. Her yari-injektif modiil temiz

oldugundan 7., temizdir. Fakat 7.4 birimsel endodiizenli bir modiil degildir.

4.6 Birimsel Endodiizenli Modiillerin Dik Toplamlari

Bu altboliimde, iki veya daha fazla birimsel endodiizenli modiiliin dik toplaminin ne
zaman birimsel endodiizenli olabilecegi iizerinde durulacaktir.  Ayrica, bir birimsel
endodiizenli modiiliin, ayristirllamaz modiillerin dik toplami olarak ifade edilebilecegi

durumlar incelenecektir.

Asagidaki ornekte, birimsel endodiizenli modiilllerin dik toplaminin birimsel endodiizenli

olmas1 gerekmedigi gozlemlenmistir.

Ornek 4.6.1. [11, Example 3.11 A = {(a,) € [[°°, Zo| hemen hemen her yerde a,, sabit}
0

olsun. R = halkasi ve e = € R elemani verilsin. M = eRve N =
0 A 00

(1—e)R olsun. M ve N birimsel endodiizenli R-modiillerdir. Ancak, Rr = M @& N birimsel
endodiizenli bir R-modiil degildir.

Simdi, birimsel endodiizenli modiillerin, bir sonlu dik toplaminin birimsel endodiizenli

olmasi icin bir karakterizasyon verilecektir.

Teorem 4.6.2. [11, Theorem 3.3] { M, }1<;<,, R-modiillerin sonlu bir kiimesi olsun. O zaman,
D, M; birimsel endodiizenlidir ancak ve ancak her i icin M; birimsel endodiizenlidir ve

1 <4, j < n olmak iizere, her 1, j icin M;, M;-endodiizenlidir.

Kamit. (=) Onerme 4.1.8°den ve Teorem 3.8.15’ten elde edilir.

(<) Teorem 3.8.15’ten, D", M; endodiizenli modiildiir. Ayrica, her bir M, Onteorem 4.2.8
geregince, i¢ sadelesme 6zelligini saglar. O zaman, @, M; i¢ sadelesme 6zeligine sahiptir.
Boylece, yine Onterem 4.2.8den, €D;._, M; birimsel endodiizenlidir. 0
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Sonug 4.6.3. (i) [11, Corollary 3.4] M sifirdan farkli bir modiil ve T bir indeks kiimesi
olsun. O zaman, M@ birimsel endodiizenli bir modiildiir ancak ve ancak M birimsel
endodiizenlidir ve I sonludur.

(i) [49, Corollary 3] R halkast birimsel diizenli ise, ¢* = e € R icin eRe ve n € N icin
M, (R) halkalar: da birimsel diizenlidir.

Kanit. (i) M@ birimsel endodiizenli olsun. Onerme 4.1.8’den, M birimsel endodiizenlidir
ve Onerme 4.2.13’ten dogrudan sonludur. Boylece, Z sonludur. Tersi, Teorem 4.6.2°den
aciktir.

(i) R halkas1 birimsel diizenli olsun. Her ¢? = ¢ € R i¢in eRe = End(eR) birimsel diizenli
bir halkadir. R halkasi birimsel diizenli oldugundan, End(R) birimsel diizenli bir halkadr.
End(R™) = Mat,(R) oldugundan, Mat, (R) matris halkast da birimsel diizenlidir. ~ [J

Teorem 4.6.4. [11, Theorem 3.6] Z herhangi bir indeks kiimesi, M; ayristirilamaz bir modiil
ve M = P

ieT M; olsun. M modiilii birimsel endodiizenli ise, [J altkiimelerinin bir ayrik
birlesimi, I = \Y, ., Ji 'min parcalanisi vardur ve asagidaki kosullar saglanir:

1) Her bir Jy, sonludur;

2) Her bir Jy, ve i, j € Jy, igcin M; = M; dir;

3) Her bir k € A igin, M; altmodiilii M de tamamen degismezdir.

J€Jk
Kamit. 1) J; = {j € J|M; = M;} kiimesi verilsin. O zaman, Sonug¢ 4.6.3(7)’den J;
sonludur.

2) M birimsel endodiizenli oldugundan, Teorem 3.8.6’dan, her i,j € Z igin M,,
M -endodiizenlidir. Eger Hompg(M;, M;) # 0 ise (6rnegin, 7 : M — M, dogal izdiisiim,
Li © M; — M igerim déniisiimii ve ¢ € Endg(M) igin m;¢t; # 0 ise), Onteorem 3.8.5’ten
M; = M; elde edilir.

3) M), 2 M, ancak ve ancak J, N J;, = 0 oldugundan, 7 = ijeA Ji. elde edilir.
Eger k # [ icin P, ; M; modiiliinden P, , M; modiiliine sifirdan farkli bir doniigiim
varsa, bir £ € J, ve I’ € J, i¢in M, ’den M ye sifirdan farkli bir doniisiim elde edilir.
Onteorem 3.8.5°ten M, = My celiskisi elde edilir. Boylece, her bir & € A icin, D.c 7. M,
altmodiilii M’de tamamen degismezdir. [
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Onerme 4.6.5. [11, Proposition 3.8] Z herhangi bir indeks kiimesi olmak iizere, {M;|j €

J} sag R-modiillerin bir suifi verilsin. Her bir i € T icin, M; < @._; M; olsun. O

jez
zaman, P ieT M; birimsel endodiizenlidir ancak ve ancak her bir j € T icin M; birimsel

endodiizenlidir.

Kamit. Her bir ¢ € 7 icin, M; altmodiilii @jez M; modiiliinde tamamen degismez
oldugundan, Endgr(D,;cr M;) = [1;er Endr(M;) elde edilir. Buradan, [];.; Endr(M;)
birimsel diizenli halka oldugu i¢in, Endr(€D;c; M;) de birimsel diizenli bir halkadur.

Boylece, P jer M bir birimsel endodiizenli modiildiir. O]

Asagidaki oOrnek, sayilabilir sonsuz boyutlu her vektor uzayr birimsel endodiizenli
olmamasina ragmen, sayilabilir sonsuz iiretilmis yaribasit bir modiiliin, Onerme 4.6.5

geregince, birimsel endodiizenli olabilecegini gostermektedir.

Ornek 4.6.6. [11, Example 3.9]1 R = [[°°, Z, halkasi ve M = @, Zy sag R-modiilii
verilsin. i. bileseni 1 ve digerleri 0 olan e; = (0,...,0,1,0,...) € Endr(M) = R eskare
elemani alinsin. O zaman, her bir e; R altmodiilii @ZEN e; R modiiliinde tamamen degismez
olmak iizere, M = @, ;R elde edilir.  Buradan, M sayiabilir sonsuz iiretilmis bir
birimsel endodiizenli R-modiildiir. Ancak, M modiilii Z.-modiil ve Zo-modiil olarak birimsel

endodiizenli degildir.
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5. SONUC

Bu tezde, endomorfizma halkasi diizenli ve birimsel diizenli olan modiiller, Gangyong Lee,
S. Tariq Rizvi, Cosmin Roman ve Xiaoxiang Zhang tarafindan yazilan [5], [8] ve [11]

makaleleri temel alinarak detayli olarak incelenmistir.

Endomorfizma halkalari ile ilgili caligmalarin 6nemi, halkalarin abel gruplarin endomorfizma
halkas1 yardimiyla temsil edilebilmesinden ve oOrnek insa ederken bazi modiillerin
endomorfizma halkalarindan yararlanilabilmesinden kaynaklanmaktadir. Buna bagl olarak,
endomorfizma halkasi bazi diizenlilik kosullarimi saglayan halkalar iizerinde yapilan
calismalar da son yillarda oldukga ilgi gormektedir. Ozellikle, degismeli halkalar iizerinde bu
tip modiil siniflar1 daha detayli incelenmeye baglanmistir. Buna ragmen, literatiirde acik olan
sorular bulunmaktadir. Ornegin, herhangi bir modiiliin endomorfizma halkasinin birimsel
diizenli Baer olmasinin iki yonlii C'S diizenli halka olmasi ile denkligi bilinmemektedir. Bu

denkilk, sadece abel gruplar ilizerinde ispatlanmistir ([11]).
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