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Bu calisma dort ana boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim tez konusunun tarihsel gelisimi

ve tezde yapilanlardan olugsmaktadir.

Ikinci boliimde , bu tezin hedef aldig1 konunun anlagilmasi icin gerekli olan modiil teorisi
ve halkalar teorisi ile ilgili bazi tanim ve teoremler verilmistir. Bu tanim ve teoremler
icin Herstein’in "Noncommutative Rings” [10] adh kitab1 ile Lam * 1n ” A first course in

commutative rings” [15] adli kitaplarindan genis ol¢iide faydalanilmisgtir.

Uciincii  boliimde adjoint grubu degismeli olan yari-miikemmel halkalarin  bir

karakterizasyonu verilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde R halkas1 Artin halka oldugunda R nin adjoint grubunun

nilpotent olmas1 durumu calisilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Halka, Modiil, Artin Halka, Yari-basit Halka, Jacobson Radikali,
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ABSTRACT

ARTINIAN RINGS WITH NILPOTENT ADJOINT GROUP

Duygu Giilsah BASARAN
Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Feride KUZUCUOGLU
May 2022, 96 pages

This study consists of four main parts. In the first section of the study , informations about

historical development and content of the thesis are given.

In the second section, some definitions and theorems related to module theory and ring
theory, which are necessary for the target and subject of this thesis to be to understood well
are given. For these definitions and theorems, Herstein’s book Noncommutative Rings”

[10] and Lam’s ”A first course in commutative rings” [15] have been widely used.

In the third section, the characterization of semi-perfect rings with commutative adjoint

group is given.

In the fourth part of the thesis, the case of adjoint group of R being nilpotent when R ring is

Artin ring is studied.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

0 : Adjoint Carpim

[,] : Lie Carpim

A(M) : M Modiiliiniin Sifirlayani

R° : R Halkasinin Adjoint Grubu

J(R) : R Halkasinin Jacobson Radikali

Z(R) : R Halkasinin Merkezi

Cek f . f Homomorfizmasinin Cekirdek Kiimesi
Gorf :  f Homomorfizmasinin Goriintii Kiimesi
E(M) : M R-modiiliiniin endomorfizma halkasi
C(M) : M R-modiiliiniin degismeli halkasi
Hompg(M,N) : M’den N’ye giden tiim R-homomorfizmalarin kiimesi
R : Reel Sayilar Kiimesi

Z : Tam Sayilar Kiimesi

N :  Dogal Sayilar Kiimesi

Zn(R) : R Lie halkasinin iist merkez serisi

boyaV : A iizerindeki V' vektor uzayiin boyutu



1. GIRIS

1940’ larin ortalarinda Nathan Jacobson halkalar, yar1 gruplar ve gruplar arasindaki dnemli
bir baglantiy1 ortaya koydu (Bkz.[13]). R herhangi bir halka olmak lizere R iizerinde her
a,b € Rigin

aob=a+ b+ ab

seklinde yeni bir 0" islemi tanimlansin. Her halka bu ”0” islemine gore bir yari-gruptur.
Her elemaninin bu isleme gore tersinir olmasi gerekmez. Eger R halkasi bu isleme gore bir
grup olursa (R, o) ikilisine R halkasinin adjoint grubu denir ve R ile gosterilir. R halkasi
birimli oldugunda R’nin tersinir elemanlarindan olusan R* grubu ile R° grubu birbiriyle es
yapilhidir (Bkz.3.1). Eger R° = R ise R halkasina Jacobson anlaminda radikal halka denir.
Radikal halkalar birimli olamaz. R halkasinda alinan herhangi n tane elemanin ¢arpimu sifir
ise R’ye nilpotent halka, bu n lerin en kiiciigiine de R halkasinin nilpotentlik sinift denir.
Biitiin nilpotent halkalarin radikal halka oldugu agiktir. Watters [21], [2’nin halka teoritik
ozellikleri ile R’nin adjoint grubu R’ 1n grup teorik 6zellikleri arasindaki baglantilar1 ortaya
koydu. Jennings [14] , R radikal halkas1 Lie nilpotent oldugunda R nin adjoint grubunun
nilpotent olmasinin gerek ve yeter kosul oldugunu gosterdi ve bu makalesinde nilpotentlik
siniflarinin ayni olup olmadigr savini ortaya koydu. Yaklagik 37 yil sonra Du [4] bu savin

dogrulugunu kanitladi.

J(R) kiimesi R halkasinin Jacobson radikalini gostermek iizere R/J(R) yari-basit
halkasinin egkareleri R halkasina yiikseltilebiliyorsa R’ye yari-miikemmel bir halka denir. R
halkasi birimli ve tek maksimal sol ideale sahipse R ye lokal (sol) halka denir. Bu ¢calismanin

tictincii boliimiinde temel olarak asagidaki teorem ispatlanmusgtir.

Teorem 3.1.12. R bir yari-miikemmel halka ve R nin adjoint grubu R° degismeli olsun. Bu

durumda, 7" sonlu sayida degismeli yerel halkalarin dik toplamini1 ve A degismeli radikal



S X
halkay1 (A = J(A)) gostermek iizere, R halkas1 7" & A © halkasi ile esyapilidir.
Y 0

Burada S, carpimsal grubu S* degismeli olmak iizere ayristirilamaz yari-miikemmel bir

halkayi, X ve Y de G-unital S-modiilleri temsil etmektedir.

Yukaridaki teoremin de yer aldig1 Nicholson’in [18] makalesinde ayrica R’nin adjoint grubu
R? sonlu iiretilmis oldugunda R yerel halkasinin sonlu ve degismeli olmasinin gerek ve yeter

kosul oldugu gosterilmistir. Biz iiciincii boliimde Nicholson’in bu makalesini ayrintilariyla

ele aldik.

Simdi R sag Artin bir halka ve Z(R), R halkasinin merkezi olsun. Bu tezin son boliimiinde

Evstaf’ev’in [5] makalesi calisilmig ve temel olarak asagidaki teorem kanitlanmistir.

Teorem 4.1: R sag Artin bir halka olsun. R’nin adjoint grubu R° nilpotent ve Z(R) + R°
kiimesinin [?’yi halka olarak tiretmesi icin gerek ve yeter kosul her biri nilpotent halka ya da
carpimsal grubu nilpotent olan yerel halkalar olmak iizere R nin sonlu sayida idealin bir dik

toplam1 olmasidir.



2. ON BILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, halka ve modiil teorisinde yer alan ve daha sonraki boliimlerde gerekli olan
temel tanmimlara ve ilgili teoremlere yer verilmistir. Tez boyunca 2 herhangi bir halkay:

temsil edecek, birimli ve degismeli olmas1 durumunda bu belirtilecektir.

2.1 Modiiller

Tanim 2.1.1. R bir halka ve (M, +) degismeli grup olsun.

- MxR — M

(m,r) +— m.r
ile tanimlanan islem 71, 75,7 € R ve my, mo, m € M i¢in

1) (mq +meg).r =mq.r + mo.r
(i1) m.(ry + ro) = m.ry + m.ry
(iii) m.(r1.re) = (m.ry).re

kosullarini sagliyorsa M’ye bir sag R-modiil denir. Yukaridaki ii¢ kosula ek olarak 1z € R

ve m.1z = m kosulu saglaniyorsa M birimsel sag R-modiil olarak adlandirilir.

Her toplamsal degismeli grup bir Z-modiildiir. Ayrica eger degismeli gruba etki eden halka

bir cisim olursa bu durumda bu tanim vektor uzay: tanimi ile ¢akasir.

R herhangi bir halka ve p, R’nin bir sag ideali olsun. R nin p iizerindeki etkisini R halkasinda

ki elemanlarin ¢arpimi olarak tanimlarsak, yani

pxXR — p

(a,7) — ar



ise p sag ideali bir sag R-modiil olur. Ek olarak, R halkasinin p sag idealini kullanarak

tanimlanan
R/px R — R/p

(z+p),r) — zr+p

isleme gore R/p bir sag R-modiil olur.

Tamim 2.1.2. M bir R-modiil olsun. M modiiliiniin stfirlayan:
AM)={r € R|Mx=0}

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.1.3. M bir R-modiil olsun. M7 = 0 oldugunda r = 0 ise M’ye faithful R-modiil

denir.

Teorem 2.1.4. M bir R-modiil olsun. M modiiliiniin sifirlayant A(M), R halkasinin iki
yonlii idealidir. Ek olarak M, faithful R/A(M )—modiildiir.

Kanit. a,b € A(M) olsun. Bu durumda tanimdan Ma = 0 = Mb dir. Buradan Ma— Mb =
M(a —b) = 0 oldugundan a — b € A(M) dir. » € R ve a € A(M) olsun. Bu durumda
M.(a.r) = (M.a)or = 0.r =0ve M.(r.a) = (M.r).a C Ma = 0 olur. Dolayisiyla a.r ve
r.a € A(M) dir. Sonug olarak A(M ) kiimesi , R halkasinin iki yonlii bir idealidir.

me M ver+ A(M) € R/A(M) olmak iizere

M x RJAM) — M
(m,r+AM)) — m.r

ile tanimlanan igleme gore M , R/A(M)-modiildiir.
Simdi her m € M igin m.(r + A(M)) = 0 olsun. Bu durumda tanimdan m.r = 0 dir yani,
r € A(M) dir. Sonug olarak M, faithful R/A(M )—modiildiir. O

On Teorem 2.1.5. R bir halka ve M bir sag R-modiil olmak iizere R/A(M) halkast, M’ nin
endomorfizm halkast E(M)’ nin bir alt halkasina izomorftur. Ozel olarak eger M faithful
R-modiil ise R halkas1 M 'nin endomorfizm halkasinin bir alt halkasidr.
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Kamit. M bir sag R-modiil olsun. Hera € Rveherm € MigmnT1T,: M — M
doniigiimii 7,(m) = m.a olarak tanimlansin. M bir R-modiil oldugundan my,ms € M
icin T,(my + mo) = (mq + mg).a = my.a + me.a = T,(my) + T,(msy) olur yani
T, bir grup endomorfizmasidir. FE(M) kiimesi M toplamsal degismeli grubunun tiim
endomorfizmalariin kiimesi olsun. E(M) kiimesi asagidaki islemlerle bir halkadir :

O U e E(M)vem € M olmak iizere

O+ (P4 W) (m)=P(m)+ VY(m)
QU ¢ (0.0)(m) = O(W(m))

Dolayisiyla A : R — E(M), A(a) = T, bir halka homomorfizmasidir. Simdi a € A(M)
olsun. Sifirlayan tanimindan Ma = (0) dir. Dolayisiyla0 = T, = A(a) dir yani, a € Cek(A)
olur. Simdi @ € Cek(A) olsun. Bu durumda A(a) = 7, = 0 di. Her m € M igin
T.(m) = m.a = 0 oldugundan Ma = (0) dir. Boylece a € A(M) elde edilir. Sonug olarak
bu homomorfizmanin ¢ekirdegi Cek(A) = A(M) dir. Birinci izomorfizma teoreminden
Gor(A) = R/A(M) elde edilir. Sonug olarak R/A(M) halkasi, M’ nin endomorfizm
halkas1 £(M)’ nin bir alt halkasina izomorftur. N

Tamim 2.1.6. M bir sag R-modiil olmak iizere C(M) = {V € E(M) | Va € Ri¢in VT, =

T,V} kiimesine R’nin M iizerindeki degismeli halkast denir.

M’den M’ye birim endomorfizmay: diisiiniirsek C'(M) # & dir. Simdi ¥, ¥4, U, € C (M)
ve m € M olsun. Bu durumda her a € R i¢in T,(V; — Uy) = T,(Vy) — T, (V,) dir. Ayrica
U e C(M)iseherm € M vea € Rigin mT, = m.a seklinde modiil elemant sola yazilarak

gosterildiginde

(m¥)a = (mW)T, = m(VT,) = m(T,¥) = (mT,)V = (ma)¥

oldugundan W yalnizca M toplamsal grubunun endomorfizmasi degil ayn1 zamanda M den

M ye R-modiil homomorfizmasi da olur. Dolayisiyla C'(M), E(M )’ nin bir alt halkasidir.



Tanim 2.1.7. M bir sag R-modiil olsun. Eger M R # (0) ve M ’nin alt modiilleri sadece (0)

ve M ise M’ye indirgenemez (basit) R-modiil denir.

Teorem 2.1.8. (Schur’s Lemma) R bir halka olsun. Eger M indirgenemez sag R-modiil ise

C(M) bir boliimlii halkadur.

Kamit.  1lk olarak C(M) halkasiin sifirdan farkli her elemanimin tersinir oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in 0 # 6 € C'(M) elemaninin E (M) de tersinir oldugunu gostermek
yeterli olacaktir. Simdi 0 # 0 € C'(M) olsun. Eger W = M@ ise her r € R igin

Wr = WT, = (MO)T, = M(0T,) = M(T,0) = (MT,)0 C MO =W

dir. Her r € Rigin Wr C W oldugundan W = M kiimesi M 'nin alt modiiliidiir. Ek olarak
M bir indirgenemez R-modiil ve 6 # 0 oldugundan W alt modiili M ye esit olmalidir
yani W = M6 = M dir. Boylece 6 endomorfizmasi ortendir. Ayrica Cekf da M ’nin bir
alt modiilii oldugundan Cekf = 0 veya Cekf = M dir. 6 # 0 oldugu icin Cekf # M
olur. O halde Cekfl = 0 dir. Sonug olarak # endomorfizmasi birebir ve orten oldugundan

6=' € C(M) dir. O halde C(M) bir boliimlii halkadir. O

On Teorem 2.1.9. M bir sag R-modiil olmak iizere eger M indirgenemez R-modiil ise R’nin
bir p maksimal sag ideali icin M modiilii R/ p ya izomorftur. Tersine R 'nin her p maksimal
sag ideali icin R/p indirgenemez R-modiildiir. Ayrica her x € R icin v — ax € p olacak
sekilde bir a € R vardtr.

Kamit. M indirgenemez R-modiil oldugu i¢in tammdan M R # (0) dir. S ={u € M |uR =
(0)}, M’nin bir R-alt modiilidiir ve M’ye esit olmadigindan S = 0 dir. Buna esdeger
olarak eger m # 0 ise mR # 0 dir. M indirgenemez R-modiil oldugu i¢in mR = M dir.
Simdi ¥ : R — M , ¥(r) = m.r tammmlayalim. ¥ 6rten bir modiil homomorfizmasidir .
CekV = {z € R|V(x) = m.x = 0 } kiimesi R halkasinin bir sag idealidir. Bu sag ideal
p olsun. Birinci izomorfizma teoreminden R/p = M dir. Ek olarak p, R’nin maksimal sag
idealidir. Son olarak mR = M oldugundan bir @ € R elemani i¢in ma = m dir. Buradan her
x € R igin mazr = ma oldugundan m.(x — ax) = 0 olur. Sonug olarak x —ax € CekV = p
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dir. Simdi tersine p, R’nin maksimal sag ideali olsun. Bu durumda maksimallikten p # R
dir. Dolayisiyla (R/p)R # (0) dir. R/p nun bir alt modiilii N/p olsun. Burada p < N < R
oldugundan p idealinin maksimalliginden N = R veya N = p olur. Buradan N/p = (0)
veya N/p = R/p dur. Sonug olarak R/p indirgenemez R-modiildiir. O

2.2 Jacobson Radikali

Tanim 2.2.1. R bir halka olsun. R’nin biitiin indirgenemez modiilerini sifirlayan elemanlarin

olusturdugu kiimeye R halkasinin Jacobson radikali denir ve J(R) ile gosterilir.

M indirgenemez R-modiil olmak iizere J(R) = NA(M) seklinde ifade edilir. A(M) kiimesi
R halkasinin iki yonlii ideali oldugu i¢in J(R) Jacobson radikali de iki yonlii idealdir. Eger
R halkasinda indirgenemez modiil yoksa J(R) = R olur. Bu durumda R halkasina Jacobson

anlaminda radikal halka denir.

Bir 6nceki 6n teoremde p, R’nin maksimal sag ideali olmak iizere, indirgenemez her
R-modiiliin R/p ya izomorf oldugu ve her z € R i¢in x — ax € p olacak sekilde bira € R

elemaninin varli1 gosterildi. Simdi bu motivasyonla asagidaki tanimi verecegiz.

Tanmim 2.2.2. R bir halka ve p, R’nin sag ideali olmak iizere her x € Ri¢in z — ax € p

olacak sekilde bir a € R varsa p’ya regiiler ideal denir.

Ozel olarak eger R halkas1 birimli ise , her z € R icin x — 1.z € p olacak sekilde 1 € R var

oldugundan her p maksimal sag ideali regiilerdir.

Tamim 2.2.3. R bir halka ve p, R’nin sag ideali olmak iizere (p: R) = {r € R|Rx C p}

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.2.4. R bir halka olsun. p, R halkasinmin tiim maksimal regiiler sag ideallerini
gostermek iizere J(R) = N(p : R) dir. Ayrica, (p : R) kiimesi p icinde yer alan en biiyiik iki

yonlii idealdir.



Kamit. p, R’nin tim maksimal regiiler sag ideallerini gostermek iizere M = R/p olsun.
Eger z € A(M) ise Mz = (0) dir. M = R/p oldugundan her r € R igin (r + p).z = p dur.
Buradan r.x € p yazilir. Dolayisiyla Rx C pyani, z € (p : R) dir. Simdi tersine = € (p : R)
olsun. Tanimdan Rx C p dir. Bu durumda her » € R i¢in .2 € p dir. Buradan .z + p = p
yani, (r + p).x = p olur. Dolayisiyla v € A(R/p) = A(M) dir. Iki yonlii kapsamadan
(p: R) = A(M) elde edilir.

Simdi eger € (p : R) ise Rx C p oldugundan a € R i¢in ax € Rx C p dir. Buradan
r —ax € pveaxr € poldugu igin z € p elde edilir. Sonug olarak (p : R) C p dir yani
A(M) = (p: R), picinde yer alan R’nin en biiyiik iki yonlii idealidir. O

On Teorem 2.2.5. R bir halka olsun. Eger p, R’nin regiiler sag ideali ise bu durumda p

R’nin bir maksimal regiiler sag idealine gomiilebilir.

Kamit. p, R’nin regiiler sag ideali oldugundan her + € R i¢cin x — ax € p olacak sekilde
bir @ € R vardir. Eger a € p olursa ideal tammindan z € R icin ax € p olur. Buradan
x —axr € pvear € polduguicin x € p elde edilir. Her x € R i¢in z € p oldugundan
R = p dir. Bu bir ¢eligkidir ¢iinkii , 6nceki teoremde (p : R) kiimesinin, p i¢inde yer alan R
nin en biiyiik iki yonlii ideali oldugu gosterildi. Eger R = p olursa (p : R) = R olur. Fakat
(p : R) maksimal ideal oldugu i¢in halkanin kendisinden farkli olmalidir. Sonug olarak p ,
R’nin regiiler ideali iken p # R dir. Bu yiizden a ¢ p dur. M, R’ nin p ’yu iceren tiim sag
ideallerinin kiimesi olsun. p’ € M oldugunda a ¢ p’ diir. Aksi takdirde a € p’ olursa her
x € Rig¢in p' nun regiilerliginden x — ax € p C p’ yazariz. Buradan ise © — ax € p diir.
Fakat a € p' ve © € R igin p/ ideal oldugundan ax € p’ olur ve yukaridakine benzer olarak
bu bir celigkidir. Bu nedenle a ¢ p’ dir. Zorn Lemma’dan M iginde bir p, maksimal ideali
vardir. x —ax € p C p, oldugundan p, regiiler idealdir. Sonug olarak p, R’nin bir maksimal

regiiler sag idealine gomiilebilir. [

Teorem 2.2.6. R bir halka olsun. p, R’nin biitiin maksimal regiiler sag ideallerini gostermek

iizere J(R) = Np dir.

Kamit. (2.2.4) de p, R halkasinin tiim maksimal regiiler sag ideallerini gostermek iizere
J(R)=nN(p: R)ve(p: R) C poldugu gosterildi. O halde N(p : R) C Np dir. Buradan
8



J(R) C Npelde edilir. Tersine I' = Np olsun ve x € "alalim. { zy+y |y € R } kiimesi R
ye esittir. Aksi halde bir regiiler sag ideal olarak (a = —x) bir dnceki 6n teoremden maksimal
regiiler p, ideali tarafindan icerilir. z € I' oldugundan xy+y € p, olur. Aynmi zamanday € R
ve x € Np iken zy € Np C p, olacagindan zy € p, ve dolayisiyla y € p, elde edilir. Fakat
po maksimal ideal oldugundan bu bir ¢eliskidir. Sonug olarak {zy + y | y € R} kiimesi R
ye esittir. Ozel olarak bir w € Rigin, —z = zw + w yani « +w +zw = 0dir. ' € J(R)
ise bir M indirgenemez R-modiil icin MT" # (0) dir. Dolayisiyla bir m € M i¢in mI’ # 0
dir. M indirgenemez R-modiil ve mI" # (0) alt modiilii oldugundan mI" = M dir. Birt € I’
icin mt = —m yazilir. Ayricat € I'igin {ty + vy | y € R} = R oldugunu da kullanarak bir
s € Rigints+ s € Ryazariz. —t € Rigints +s = —t yanit 4+ s 4+ ts = 0 elde edilir.

Buradan
0=m.(t+s+ts) =m.(ts)+m.s+m.t = (m.t)s—m+m.s = (—m).s—m+m.s = —m

yazilir. Fakat I' ¢ J(R) oldugunda MT' # (0) dir. Dolayistyla bu bir geligkidir. Sonug
olarak I' = Np C J(R) yani, J(R) = Np dir. O

Ispatin ikinci kisminda, her = € Np = J(R) i¢in z + y + 2y = 0 olacak sekilde bir y € R

elemaninin var oldugunu gordiik. Simdi asagidaki tanimu verebiliriz.

Tanim 2.2.7. R bir halka ve a € R olsun. Eger a + a' + aa’ = 0 olacak sekilde bir a’ € R
elemani varsa a ya sag quasi regiiler eleman denir. Buradaki o’ elemanina a’nin sag quasi

tersi denir. Sol quasi regiilerlik de benzer sekilde tanimlanabilir.

Bir a eleman1 1R de hem sol hem de sag quasi regiiler oldugunda a nin sol ve sag quasi tersleri
esittir. Ozel olarak eger R halkasi birimli ise bir @ € R elemanimnin sag quasi regiiler olmasi
icin gerek ve yeter kosul 1 + a elemaninin R de sag tersinir eleman olmasidir. Ornegin Z

tam sayilar halkasinda O ve -2 elemanlar1 quasi regiilerdir.

Tanim 2.2.8. R bir halka ve p, R’nin bir sag ideali olsun. p nun her eleman1 sag quasi regiiler

ise bu durumda p sag quasi regiiler sag ideal olarak adlandirilir.



Yukarida verilen tanim ele alindifinda (2.2.6)’da R’nin Jacobson radikalinin sag quasi
regiiler oldugunu ve p, R nin sag quasi regiiler sag ideali oldugunda p C J(R) oldugunu

gordiik. Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.2.9. R bir halka ve J(R) kiimesi R halkasimin Jacobson radikali olsun. R’nin
Jacobson radikali J(R), R nin biitiin sag quasi regiiler sag ideallerini kapsayan bir sag

quasi regiiler sag idealdir. Ustelik J(R), R nin tek maksimal sag quasi regiiler sag idealidir.

Simdi a € J(R) olsun. J(R), R’nin sag quasi regiiler sag ideali oldugundan a+a’+aa’ = 0
olacak sekilde bir ' € R vardir. Buradan o’ = —a —aad’ ve a € J(R) oldugundan o’ € J(R)
dir. ' € J(R) oldugundan yine o’ + a” + a’a” = 0 olacak sekilde bir «” € R vardir.
Boylece @’ eleman1 sag quasi ters a” ne ve sol quasi ters a ya sahiptir. @’ elemaninin sol ve
sag quasi tersleri esit olacagindan a = a” elde edilir. o’ + a” + a’a” = 0 esitliginde a = a”
yazarak a’ + a + a’a = 0 bulunur. Yani a € J(R) sol quasi regiiler eleman olur. Dolayisiyla
a € J(R) sag quasi regiiler eleman oldugunda ayn1 zamanda sol quasi regiiler elemandir.
Boylece J(R), R nin sol quasi regiiler ideali de olur. Bu durum radikaller igin sol ve sag
gibi iki farkli notasyon kullanmamiza gerek olmadigini gosterir. R nin bir sag quasi regiiler
ideali, sol quasi regiiler ideal olarak bir sol radikalde igerilir. Benzer olarak bir sol radikal
de bir sag radikalde icerilir. Bunun bir sonucu olarak, bir halkanin maksimal regiiler sag

ideallerinin kesisiminin, maksimal regiiler sol ideallerinin kesisimine esit oldugunu sdyleriz.
Tamim 2.2.10. R bir halka olmak iizere ;
* Bira € R elemani i¢in a” = 0 olacak sekilde n tamsayis1 varsa a ya nilpotent eleman
denir.

* Bir p sag (sol, iki yonlii ) idealinin her elemani nilpotentse bu durumda p nil sag ideal

olarak adlandirilir.

* Bir p sag (sol, iki yonlii ) idealinde eger bir m tamsayisi icin aq, as, ..., a,, € p iken

ai. as. ... .a,, = 0 oluyorsa p ya nilpotent sag ideal denir.
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Her nilpotent sag idealin nil ideal oldugu tanimdan aciktir. Simdi nil ideal olan fakat nilpotent

ideal olmayan bir ornek verelim ;

(Zig X Zig2 X Tigs X ... x 0 x 0x 0 % ...) sonsuz direkt ¢arpim halkasini ele alalim. Bu halkada 2
elemam tarafindan iiretilen ideal {(0,2,2,...,0,0,...) ,(0,0,4,4,...,0,0, ...), ...} kiimesidir.
< 2 > idealinin her elemani nilpotent oldugundan nil idealdir. Fakat < 2 > ideali nilpotent
ideal degildir. Ciinkii herhangi bir & > 0 sayis1 icin 2 , (k + 1) inci eleman olmak iizere
(0,0, ...,2,0,0,..) elemanint ele alalim. O zaman 2 € Zy:1 olur ve dolayisiyla 2°7" = 0
dir. (0,0, ., 2".0,0, ..) € < 2 >F dir fakat 2" Z1 de sifira denk degildir. Sonug olarak 2

eleman tarafindan iiretilen ideal nilpotent ideal degildir.

Sonug¢ 2.2.11. R bir halka ve p, R nin sag nil ideali olsun. Bu durumda p sag quasi regiiler
idealdir.

Kanit. p, R nin sag nil ideali olsun. O halde p sag idealinin her elemani nilpotenttir. a € R
eleman: igin @™ = 0 olacak sekilde n tamsayisi vardir. Eger b = —a + a? — a® + ... +

(—=1)™1a™! ise buradan a + b + ab = 0 olur. Boylece p sag quasi regiiler idealdir. U

On Teorem 2.2.12. R bir halka olmak iizere R’ nin her nil sag veya sol ideali J(R) nin
icindedir.

Kanit. R halkasmin her nil sag ideali sag quasi regiiler ideal oldugundan ve J(R), R’nin
sag quasi regiiler ideallerin hepsini kapsadigindan R’nin her nil sag veya sol ideali J(R) nin

icindedir. =

Teorem 2.2.13. R bir halka olmak iizere J(R/J(R)) = 0 dir.

Kamt. R/J(R) = R ve p, R'nin maksimal regiiler sag ideali olsun. J(R) C p C R
oldugundan homomorfizma teoreminden p / J(R), R/J(R)’nin maksimal sag idealidir.

p/ J(R) = polsun. p, R’nin regiiler sag ideali oldugundan her 7 = x + J(R) € R/J(R) ve
a=a+ J(R) € R/J(R) igin

T—ax = (v+J(R))—(a+J(R)).(x+ J(R))

= (x—ax)+ J(R) € p/J(R)
11



dir. Dolayisiyla 7 de R niin regiiler idealidir. Boylece p, R’nin biitiin maksimal regiiler sag

ideallerini gostermek iizere J(R) = Np oldugundan (0) = Np~ olur. (2.2.6) dan

J(R) < N(R nin biitiin maksimal regiiler sag idealleri)

C np =(0)

oldugundan J(R) = J(R/J(R)) = (0) elde edilir. O

Tanmm 2.2.14. R bir halka olsun. Eger J(R) = (0) ise bu durumda R’ye Jacobson

anlaminda yari-basit halka denir.

Bu boliimde yari-basit halka olarak Jacobson anlaminda yari-basit halka alinacaktir.

Her R halkast i¢in J(R/J(R)) = (0) oldugundan R/.J(R) halkasi Jacobson anlaminda
yari-basittir.

Ornegin Z tam sayilar halkasinin biitiin maksimal idealleri p bir asal say1 olmak iizere pZ
tipindedir. Bu durumda J(Z) = NpZ =(0) dur.

Yari-basit olmayan halka drnegi olarak ise Z,, halkasi verilebilir. 2 ve 3 elemanlari tarafindan
iiretilen kiimeler Z;, halkasinin maksimal idealleridir. < 2 > N < 3 >=< 6 ># (0)

oldugundan Z,, halkas1 Jacobson anlaminda yari-basit halka degildir.

Teorem 2.2.15. R bir halka ve A, R halkasimn bir ideali olsun. Bu durumda
J(A)=ANJ(R)
dir.

Kamit. a € AN J(R) olsun. Bu durumda a € J(R) oldugundan a sag quasi regiilerdir.
Bira’ € R igina+ a' + ad’ = 0 yani a’ = —a — aa’ olur. A, R halkasinin bir ideali
oldugundan aa’ € A dir. Buradan da ¢’ = —a — ad’ € A olur. Yani AN J(R), A’nin quasi
regiiler idealidir ve (2.2.9)’ dan J(A) nin i¢indedir. Tersine, p, R’nin maksimal regiiler sag

ideali ve ps = AN p olsun. Eger A ¢ pise p nun maksimalliginden A + p = R olur. Ikinci
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izomorfizma teoreminden

A+p , A
p Anp

R/p= =A/pa

dir. Ek olarak p, R’ nin maksimal regiiler sag ideali oldugundan R/p indirgenemez
R-modiildiir. izomorfizmadan A/p, da indirgenemez A-modiildiir ve p4, A’ nin maksimal
sag idealidir. p regiiler oldugundan her z € R icin x — bx € p olacak sekilde bir b € R
vardir. A + p = R oldugundan b = a + r olacak sekilde a € A ve r € R vardrr.
r—br =x— (a+r)x =x— ar — rr oldugundan x — ax € p dir. R’ nin maksimal
regiiler sag ideali oldugundan 6zel olarak p4, A da regiilerdir. Sonug¢ olarak R’nin A y1

icermeyen her p maksimal regiiler ideali i¢in J(A) C p4 dir. Boylece
JA) Cnpa=(Np)NA=JR)NA

dir. Iki yonlii kapsamadan J(A) = A N J(R) elde edilir. O

Yukaridaki teoremden su sonucu ¢ikarabiliriz: R yari-basit bir halka ve A kiimesi R’nin
herhangi bir ideali ise J(A) = AN J(R) = AN (0) = (0) olacagindan R’nin her ideali de
yari-basittir. Fakat A tek yonlii bir ideal ise bu sonu¢ yanlistir. Ornegin R halkas1 F' cismi
tizerinde biitiin 2 x 2 matrislerin halkas1 olsun. R halkasinin agikar olmayan idealleri (yani

(0) ve R disinda) yoktur. Bu yiizden J(R) = (0) dir, R halkasi yari-basittir. R halkasinin

a f o 0 5
p = | o, B€F; sagidealini aldigimizda e J(p) # (0)
0 O

0 0

dir.

Teorem 2.2.16. R bir halka ve R iizerinde ki biitiin m x m matrislerin halkast R,, olmak

iizere J(Ry,) = J(R),, dir.

Kamit. M indirgenemez bir R-modiil olsun. M™ = {(mq,..,m,,) | m; € M} bir R,, -
modiildiir. M indirgenemez bir R-modiil oldugundan M™ indirgenemez R,, - modiildiir.
(a;j) € J(R,,) ise her m; € M igin (my, ..., my,)(a;;) = (0,...,0) dir. Bu durumda her
i,j i¢in M (a;;) = (0) ve (a;;) € J(R) olur. O halde J(R,,) C J(R),, dir. Simdi tersine
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J(R)m C J(R,,) oldugunu gosterelim. Bunun i¢in J(R),, 'nin R, nin quasi regiiler ideali

oldugunu gostermemiz yeterlidir.

a1 a2 A1m
0 0 0 oy i
p1 = | a1; € J(R) p , Ry, nin bir sag idealidir.
0 0 0
\ L a J
ap + C_L/H -+ CLH.CL/H =0 1ke_n ~ _
ajp a2 A1m Cllll 0 0
0 0 0 0 O 0
X — cpve Y = olsun.
0 0 0 0 O 0
W = X+Y+XY
an  Gio A1 ay 0 0 ap g i | |al
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
— + +
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
aj1 + ayy +an.ayy ar2 A1m 0 an A1m
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

elde edilir. Boylece W kosegen elemenlar sifir olan iist ticgen matris olur. O halde W™ =
0 dir. Sonug olarak W sag quasi regiilerdir. Eger W + Z + WZ = 0ise W = X +
Y + XY oldugundan X + (Y + Z 4+ YZ) + X(Y + Z+ YZ) = 0 oldugu goriilir. O

halde X € p; sag quasi regiilerdir. Bu durumda p, , R,, ’ in sag quasi regiiler idealidir
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0 0 0
o : 0 0 .. 0
ve J(R,,) nin i¢indedir. Benzer olarak p; = | ai; € J(R) p de
;1 ;2 Aim
0 0 .. 0
J(R,,) nin i¢indedir. J(R,,) toplamaya gore kelpéh oldugundan p; + ... + p,, C J (R)m) ve
J(R),, C J(R,,) elde edilir. Iki yonlii kapsamadan J(R,,) = J(R),, dir. O

2.3 Artin Halkalar

Tanim 2.3.1. R bir halka olsun. 2 halkasinin sag ideallerinin bostan farkli herhangi bir

kiimesi bir minimal elemana sahipse R’ye sag Artin halka denir.

Bu boliimde Artin halka sag Artin halkay1 temsil edecektir.

Simdi bazi Artin halka 6rnekleri verecegiz.

* R bir boliimlii halka olsun. R’ nin agikar olmayan sag ideali olmadigindan R halkasi

Artindir.

e R boliimlii halka iizerinde tanimli n x n matris halkas1 R,, olmak iizere R halkasi

Artindir :

R,’in 1ideallerinin zinciri [y D I, D Is D ... olsun. R, bir R-modiil oldugundan R
tizerinde bir vektor uzaydir. Ayrica I, R,’ in sag ideali oldugundan I/ C R, ,0 € I ve
I toplama altinda kapalidir. @ € R ve v € [ olsun. e = [,,, birim matris olmak iizere
v.aa = v.e.a = v.(ea) € I oldugundan [ kiimesi R, nin sag alt vektor uzayidir. Bu
durumda ideallerin azalan dizisi [; D Iy D Io D ... aym1 zamanda R,,’ nin bir azalan alt
vektor uzay dizisi olur. Her I; alt uzay1 3; bazina sahiptir ve R,,’nin boyutu n? dir. Buradan
18| > |B2] > ... ve |B1] < n?dir. { |Bi], |Bal, ... } negatif olmayan tamsayilarin kiimesidir
ve bir |3,,| minimal elemana sahiptir. Her k£ > m i¢in |5,,| < |Bk| ve | Br|<|Bm| oldugundan
|Bim|= |Bk| olur. Her k& > m i¢in I,,, D I ve I, I, ye esit boyutlu bir alt uzay oldugundan
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I, = I dir. Sonug olarak [; D I, D I3... azalan sag idealer dizisi sonlu adim sonra durur.

Yani R,, bir Artin halkadir.

* R bir Artin halka olmak {izere R 'nin homomorfik goriintiisti de Artindir :

R bir Artin halka ve f : R — S bir halka homomorfizmasi olmak iizere f(R)’ nin Artin
oldugunu gosterecegiz. J; O Jy D ... dizisi f(R)’ nin sag ideallerinin azalan dizisi olsun.
Her i € I igin f~!(J;), R’nin bir sag idealidir ve f~*(J;) D f~'(J;y1) dir. Buradan
f~YJ1) D f~Y(Js) D ... R’ninsag ideallerinin azalan dizisidir. R halkas1 Artin oldugundan
burada bir minimal 7 ideali vardir. Dolayisiyla her i i¢in I C f~1(J;) ve f(I) C J; dir.
I kiimesi R’nin bir alt halkast oldugundan f(/) , f(R)’nin bir alt halkasidir. Ek olarak
f(r) e f(R)ve f(i) € f(I)iken f(i).f(r) = f(i.r) € f(I) oldugundan f(I), f(R) nin bir

sag idealidir ve J; D Jy D ... dizisinin bir minimal idealidir.

* Artin halkalarin sonlu direkt toplami da Artindir.

Teorem 2.3.2. R bir Artin halka olsun. R’ nin Jacobson radikali J(R) nilpotent idealdir.

Kamit. J = J(R) olsun. R halkasi Artin oldugundan R’nin sag ideallerinin J D J? D ... D
J"™ D ... azalan dizisi bir n tam say1s1 igin sabitlenir yani , J" = J"T! = . = J* =
dir. Bu yiizden eger xJ?" = (0) ise zJ" = (0) dur. J nin nilpotent ideal olmasi i¢in J" =
oldugunu géstermeliyiz. Aksini varsayalim. J" # (0) olsun. W = {z € J | zJ" = (0)}
kiimesi R halkasinin bir idealidir. Eger W O J" ise bu durumda J"J" = (0) yani J?" =
J" = 0 elde edilir.

Eger W 2 J"ise R = R/W halkasinda J» = J"/W # (0) dir. Eger z7J" = (0) ise
T=x+W ,Jv=J"/W olmak iizere (z +W).(J"/W) = 0 dir. Buradan her j € J" igin
(x+W).(7+ W) =0yani, zj+W = (0) elde edilir. O halde xJ" C W dur. W kiimesinin
tammindan , (0) = (zJ")J" = xJ*" = xJ" yazilir. O halde z € W ve T = (0) dir. Sonug
olarak 7J" = (0) ise T = (0) dir. R halkas1 Artin oldugundan homomorfik goriintiisii olan

R = R/W halkas1 da Artindir. Artin halkanin sifirdan farkl bir sag ideali, halkanin minimal
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sag idealini icerir. Dolayisiyla .J* # (0) oldugundan R halkasinin bir minimal sag p # (0)
idealini igerir. Ayn1 zamanda p minimal ideal oldugundan asikar olmayan alt modiilleri
yoktur. Yani, p indirgenemez R—modiildiir ve .J(R) tarafindan sifirlanir. Ek olarak, eger
a € Jvise J DO J" oldugundan a € J = J(R) dir. O halde @, R halkasinin quasi
regiiler elemanidir ve a + b + ab = 0 olacak sekilde bir b € R quasi tersi vardir. Buradan
(a+W)+b+W)+(a+W).b+W) = (a+b+ab) +W =W oldugundan J»
halkasinin her elemam R halkasinda sag quasi regiiler elemandir. Dolayisiyla J” , R nin sag
quasi regiiler idealidir ve J(R) 'nin i¢indedir. Bdylece J* C J(R) oldugundan pJ" = (0)
elde edilir. Yukarida gosterildigi gibi pJ" = (0) iken p = (0) dir. Fakat p minimal ideal
oldugundan bu bir ¢eliskidir. Sonug olarak .J” = (0) dir. Yani J(R) nilpotent idealdir. ~ [J

On Teorem 2.3.3. R bir Artin halka ise R’ nin her nil ideali nilpotenttir.

Kanit. pideali R’ nin bir sag nil ideali olsun. R halkas1 Artin olduundan p D p? D ... D
p" D ... azalan dizisi bir n tam sayis1 i¢in durur yani B = p" = p""! = ... dir. Buradan
B? = B olur. Eger B # 0ise B? # (0) dir. Dolayisiyla bir b € B elemani i¢in bB # (0)
dir. Bu durumu saglayan en kiigiik eleman b, € B olsun. b,B = b,B* # (0) oldugundan
bir ¢ € B eleman igin b,cB # 0 dir. b,B minimal ideal ve b,cB C b,B oldugundan
b,cB = b,B dir. Bu esitlikten bir x € B elemani i¢in b,cx = b, dir. B nil ideal oldugundan
yeterince biiylik bir n ve x € B i¢in 0 # b,c = b,cx = ... = b,ca™ = 0 elde edilir. Boylece

B = (0) olur. Dolayisiyla p™ = (0) dir ve p nilpotent idealdir. O

Tamm 2.3.4. R bir halka olsun. Eger ¢ # 0 elemam i¢in e* = e oluyorsa e ye eskare

(idempotent) eleman denir.

On Teorem 2.3.5. R sifirdan baska nilpotent ideal icermeyen bir halka ve p (0) ideali

R’nin minimal sag ideali olsun. Bu durumda R’nin bir e eskare elemani i¢cin p = eR dir.

Kamit. R halkas: sifirdan bagka nilpotent ideal icermeyen bir halka oldugundan p # (0)
ideali nilpotent olamaz. Dolayisiyla p* # (0) dir. Bir z € picin zp # (0) dir. Fakat zp
sag ideali i¢in zp C p ve p minimal ideal oldugundan zp = p olur. Bu durumda bir e € p
elemani i¢in ze = z dir. Buradan ze? = ze yani z(e? —e) = 0 elde edilir. Simdi R
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halkasinin p, = {a € p | za = 0} sag idealini alalim. p, C p ve zp # (0) oldugundan
po # p dur. pidealinin minimalliginden p, = (0) elde edilir. Ayrica z(e* — ¢) = 0 iken
e? — e € poldugundan e? — e € p, dir. p, = 0 oldugundan e? = ¢ elde edilir. Ek olarak
xe = x # 0 oldugundan e # 0 dir. Boylece e € R eskare elemandir. Simdi eR sag idealini
diisiinelim. e € p oldugundan eR C p dur. p minimal ideal oldugundan eR = p veya
eR = (0) olmalidir. Fakat e.c = ¢* = ¢ = eR olur. ¢ # 0 oldugundan eR # (0) dir. Bu

durumda eR = p elde edilir. O

On Teorem 2.3.6. R bir halka ve bazi a € R icin a®>— a nilpotent eleman olsun. Bu durumda
ya a nilpotenttir ya da bazi tam sayt katsayil q(x) polinomlari i¢cin e = aq(a) stfirdan farkl

eskare bir elemandir.

Kanit. a € R, k € Nigin (a®> — a)* = 0 olsun. Buradan , (a®> —a)* = a®* + ...+ (—a)* =0
olur. Bu esitlikten a* yalmz birakilirsa a* = a**!p(a) olacak sekilde p(z) tam say1 katsayil
polinomu vardir.

a**! = a*.a! oldugundan ;

seklinde devam edilerek a* = a%*.p(a)* elde edilir. Simdi a* # 0 olsun. e = a*p(a)* # 0
dersek €2 = a®*p(a)?* = (a*p(a)¥).p(a)* = a*p(a)* = e elde edilir. ¢(a) = a* p(a)*

sifirdan farkli bir egkare eleman olur. 0

Teorem 2.3.7. R bir Artin halka ve R’nin p # (0) nilpotent olmayan bir sag ideali olsun.

Bu durumda p sifirdan farkli bir eskare eleman igerir.

Kamnit. p # (0) nilpotent olmayan bir sag ideal oldugundan J(R)’de degildir. R/J(R) = R
olsun. R halkas1 yari-basit oldugundan sifirdan farkli nilpotent ideali yoktur. p idealinin R
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halkasinda ki goriintiisii p olsun. p # (0) oldugundan R’nin bir minimal sag 7, idealini

icerir. (2.3.5 )’den p, bir e eskare elemanina sahiptir. « € p, e lizerine bir doniigiim

2

olsun. o — « elemani 0 iizerine bir doniisiim oldugundan J(R)’nin i¢indedir. Dolayisiyla

nilpotenttir. @* =" =& # 0 oldugundan « nilpotent degildir. Onceki 6n teoremden elde
ettigimiz tamsay1 katsayilt bazi polinomlar i¢in e = aqg(«) sifirdan farkli eskare elemandir.

« € p oldugundan e elemani da p da olmak zorundadir. [

Simdi e elamani R halkasinda egkare eleman olmak lizere eflfe halkasinin yapisini

aragtiralim. ) )
1 0
1
Ozel olarak A herhangi bir birimli halka iken R = A, ve e = 1
0
0 0
a
ranki 7 olan egkare eleman olsun. Bu durumda eRe = |a € A, yani
0 0

eRe ~ A, daha kii¢iik boyutta bir matris halkasi olur.

Teorem 2.3.8. 1R herhangi bir halka ve e € R eskare eleman olsun. Bu durumda
J(eRe) =eJ(R)e
dir.

Kanit. M indirgenemez R-modiil olsun. Bu durumda Me = (0) ya da Me’ nin indirgenemez
e Re-modiil oldugunu iddia ediyoruz. Oncelikle Me # (0) olsun ve 0 # me € Me alalim.
(me)(eRe) = meRe ve M indirgenemez R—modiil iken me # 0, meR = M oldugundan
meRe = Me dir. Boylece Me, indirgenemez e Re-modiil olur. eRe halkasinin birimi e

oldugundan eJ(eRe) = J(eRe) dir ve buradan MeJ(eRe) = (0) dir . Bagka bir deyisle

19



eger Me # (0) ise M J(eRe) = (0) dir. Eger Me = (0) ise MeJ(eRe) = M J(eRe) = (0)
olur. Sonug olarak .J(eRe) , indirgenemez her M/ R- modiiliinii sifirlar. Yani J(eRe) C J(R)
dir. Buradan J(eRe) = eJ(eRe)e C eJ(R)e elde edilir.

Diger taraftan eger a € eJ(R)e ise J(R)’ nin bir elemani olarak «’ gibi bir sag ve sol quasi
terse sahiptir. Burada a+a’+aa’ = 0 ve eae = a esitlikleri kullanilarak a+ea’a+aea’e = 0
elde edilir. a elemaninin quasi tersi tek olacagindan @’ = ea’e bulunur. Sonugta eJ(R)e
‘nin her elemaninin e Re’de quasi regiiler oldugunu gosterdik. Ayrica eJ(R)e , eRe’nin bir
quasi regiiler ideali olarak J(eRe) de bulunur. Sonug olarak J(eRe) C eJ(R)e C J(eRe)
kapsamasindan istenilen J(eRe) = eJ(R)e esitligi elde edilir. O

Teorem 2.3.9. R halkas: sifirdan farkli nilpotent ideali olmayan bir halka ve e # 0, R nin
eskare elemani olsun. Bu durumda eR’nin R’nin minimal sag ideali olmasi icin gerek ve

yeter kosul e Re’nin boliimlii halka olmasidur.

Kamit. Oncelikle p = eR,R’ nin minimal sag ideali olsun. Eger eae # 0 € eRe ise
0 # eaeR C eR olur. Buradan da eaeR = eR elde ederiz. O halde bir y € R eleman1
i¢in eaey = e, eaeye = € = ¢, (eae)(eye) = e yazilir. Sonug olarak e Re halkasi e birim

elemant ile bir bolimlu halkadir.

Tersine eRe bolimlii halka olsun. p = eR’nin R’ nin minimal sag ideali oldugunu
gosterelim. Eger R halkasinda (0) # po C p olacak sekilde bir pg sag ideali varsa pge # (0)
dir. Aksi halde sifirdan bagka nilpotent ideal igermeyen R halkast i¢in p2 C pop = poeR =
(0) bir celigkidir. eRe halkasinda a = eae # 0 olsun. a € eR ve ea = a oldugundan
0 # ae = eae € pq elde edilir. Boylece eRe boliimlii halkasinda eae sifirdan farkli bir
eleman oldugundan exe € eRe i¢in eaeere = e dir. Fakat e = eaeere € py oldugundan

eR C pg C eR = p olur. Sonug olarak py = p minimal idealdir. [

Sonuc 2.3.10. R halkas: sifirdan baska nilpotent ideal icermeyen bir halka ve e € R egskare
eleman olsun. Bu durumda eR’ nin, R’ nin minimal sag ideali olmasi icin gerek ve yeter

kosul Re’ nin R’nin minimal sol ideali olmasidir.

Teorem 2.3.11. R bir yari-basit Artin halka ve R’ nin p # (0) sag ideali olsun. R halkasinin
bir e eskare elemani icin p = eR dir.
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Kamit. p # (0) sag ideal oldugundan nilpotent olamaz. (2.3.7) den sifirdan farkli bir e
eskare eleman igerir. A(e) = {z € p| ex = 0} kiimesini tamimlayalim. A(e), R nin bir sag
idealidir. R halkas1 Artin oldugundan {A(e)|e? = e # 0 € p} sag ideallerinin bostan farkli
kiimesi bir minimal eleman A(ej)’ a sahiptir. Eger A(eg) = (0) ise bu durumda her x € p
igin eg.(x — egz) = eg.x — e2x = 0 dir. Boylece z — epz € A(eg) = 0 olur. O halde her

x € p icin x = egx dir. Fakat p = egp C eg R C p oldugundan p = ey R elde edilir.

Simdi A(eg) # 0 olsun. A(ep), yari-basit Artin halkanin sifirdan farkli bir sag ideali
oldugundan e; eskare elemanini icerir. A(eg)’in tanimindan e; € p ve ege; = 0 dir.
e* = ey + e; —epe; de p nun bir eskare elemanidir. Ayrica e*e; = (eg + €1 — eger)e; =
eoe1 + €2 — ege? = e; # 0 oldugundan e; ¢ A(e*) dir. Eger efz = 0 ise
e*r = (eg + e — eper)r = 0 dir. Buradan eg(eg + e; — egey)z = 0 yani egx = 0
elde edilir. Sonug olarak A(e*) C A(eg) dir. Fakat e; € A(eg) ve e ¢ A(e*) oldugundan
A(e*) # A(eg) dir. A(ep) minimal eleman ve e*’1n uygun segimine gore A(e*) C A(ep)

oldugundan bu bir ¢eligkidir. Yani A(eq) # (0) olamaz. O

Bu teoremin iki ilging sonucunu verecegiz.

Sonug 2.3.12. R bir yari-basit Artin halka ve A, R’ nin bir ideali olsun. Bu durumda R nin

merkezindeki bir e eskare elemant icin A = eR = Re dir.

Kamit. A, R’ nin bir ideali oldugundan ayn1 zamanda sag idealidir. Yukaridaki teoremden
R halkasinin bir e eskare elemani i¢cin A = eR dir. Buradan her x € A iken ex = x ve
x = er olacak sekilde r € R vardir. B = {x — xe |z € A} olsun. Her x € A igin
(x — ze)e = ze — we* = 0 oldugundan Be = (0) dir. Boylece BA = BeA = (0) elde
edilir. Ancak A, R’ nin bir ideali oldugundan ayni zamanda sol idealidir. Dolayisiyla B
de R’ nin bir sol ideali olur. B C A oldugundan B> C BA = (0) yani, B> = (0) dir.
R halkasinda sifirdan bagka nilpotent ideal olamayacagindan B = (0) elde edilir. O halde
x € A icinx —xe = 0 yani x = zedirr A C Re ve Re C A oldugundan A = Re
elde edilir. Ek olarak eger y € R ise ye € A ve e eleman1 A halkasinin sol ve sag birimi
oldugundan ye = eye = ey bulunur. Sonug olarak e eleman1 R halkasinin merkezindedir.

[
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Sonuc¢ 2.3.13. R bir yari-basit Artin halka ise R nin iki yonlii birimi vardir.

Kanit. R halkasimin kendisi aym1 zamanda R’nin bir ideali olacagindan (2.3.12)’den kanit

aciktir. [

On Teorem 2.3.14. R bir yari-basit Artin halka ve A, R nin bir ideali olsun. Bu durumda A

yari-basit Artin bir halkadur.

Kanit. (2.3.11)’n birinci sonucunda R halkasinin sifirdan farkli bir A idealinin, R nin
merkezindeki bir e eskare elemani icin A = Re = eR seklinde yazildig1 gosterildi.
Ayni teoremin ikinci sonucunda ise yari-basit Artin bir R halkasinin her zaman birim
elemana sahip oldugu gosterildi. Simdi z € R verilsin. © = ze + 2(1 — e) oldugundan
R = Re + R(1 — e) yazilimina R halkasinin e ye gore Peirce ayrigimi denir. Burada e
eskare eleman1 R halkasinin merkezinde oldugundan 1 — e eleman1 da halkanin merkezinde
olan bir egkare elemandir. Dolayisiyla R(1 — e) kiimesi R halkasiin bir idealidir. Ayica
r € Re NR(1 —e)isex € Re vex € R(1 — e) olacagindan Re N R(1 —¢) = (0) dur.
Sonug olarak R halkast A = Re ve R(1 — e) min direkt toplamidir . R = Re & R(1 — e)

oldugundan 6zel olarak A = Re |, ye halka olarak izomorftur. Artin halkalarin

LI
R(1—e)
homomorfik goriintiisii de Artin oldugundan A halkasi Artindir. Ayrica yari-basit hakalarin

idealleri de yari-basit oldugundan A halkasi yari-basittir. [

Tamm 2.3.15. R bir halka olsun. Eger R? # (0) ve R halkasinin sifir ve kendisinden bagka

ideali yoksa bu durumda ?’ye basit halka denir.

Sonug 2.3.16. R halkast basit Artin bir halka olsun. Bu durumda R yari-basit bir halkadir.

Kamit. R halkas basit oldugundan R* # (0) ve R halkasmnin sifir ve kendisinden bagka
ideali yoktur. R nin Jacobson radikali J(R), R’nin iki yonlii ideali oldugundan J(R) = (0)
veya J(R) = R dir. Ek olarak R? # (0), R halkasinin bir ideali oldugundan R* = R
dir. Dolayisiyla R halkasi nilpotent degildir. R Artin halkasinin Jacobson radikali nilpotent
olacagindan J(R) = R olamaz. O halde J(R) = (0) dir . Yani R halkasi yari-basittir. [
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Teorem 2.3.17. R bir yari-basit Artin halka olsun. Bu durumda R halkast basit Artin

halkalarin sonlu sayida direkt toplamidir.

Kamit. R bir yari-basit Artin halka ve A # (0), R’nin bir minimal ideali olsun. R yari-basit
bir halka ve A # (0) olduundan A% # (0) dir. Eger B # (0), A’nin bir ideali ise ABA
kiimesi R’nin bir idalidir. Ek olarak ABA C B dir. R bir yari-basit Artin halka ve A, R
nin bir ideali oldugundan (2.3.14)’den A da yari-basit Artin bir halkadir. (2.3.11) in ikinci
sonucundan A nin birim eleman: vardir . Bu durumda AB # (0) dir. R yari-basit Artin
halkasinin sifirdan farkli AB ideali nilpotent olamaz. Ozel olarak ABA # (0) dir. Boylece
B D ABA = A ve A idealinin minimalliginden B = A dir. Sonug olarak A% # (0) ve
Anin B # (0) ideali icin A = B oldugundan A basit Artin halkadir. (2.3.14) iin ispatinda
gosterilen Peirce ayrismasindan R = A @ T olacak sekilde R halkasinin bir 7; ideali
vardir. Boylece 7 yari-basit Artin halkadir. Artin halkada sifirdan farkli bir ideal , halkanin
bir minimal idealini icereceginden R nin 7y da minimal bir ideali A; vardir . Yukarida
yapilanlar gibi yine A; basit Artin halkadir ve Peirce ayrismasindan 7, = A; & 77 olacak
sekilde R halkasinin bir 77 ideali vardir. Bu sekilde devam edilerek R halkasinin A =
Ao, Aq, ..., Ay, ... idealleri basit Artin halkalardir ve 7 # j ig¢in A; N A;ideali A; ve A; den
daha kiiciik olacagindan minimallikten A4; N A; = (0) dir. Dolayisiyla Ay + Ay + ... + A
direkt toplamdir. Simdi bir k tamsayist icin R = Ay ® A; & ... ® A, oldugunu gosterecegiz.
Eger R # Ay ® A1 & ... & Ay, olsaydi

Ry = Ay®..0OA® ..

R = Ai®..0AD..

Ry,

A, B .. QA S ...

R halkasinin ideallerinin azalan bir zinciri olusur ve R Artin halkasinda bu zincir bir noktada

sabitlenmedigi i¢in bir celigki elde edilir. Dolayisiyla bir k& tamsayis1 i¢in
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dir. O]

On Teorem 2.3.18. R bir yari-basit Artin halka ve i = 1, ...,k icin A;’ler basit halkalar
olmak iizere R = Ay @ ... © Ay ise bu egitlikteki A;’ler R halkastmin biitiin minimal

idealleridir.

Kamit. B # (0), R nin bir minimal ideali olsun. R bir yari-basit Artin halka oldugundan
birimlidir. Boylece RB # (0) dir. Fakat R = A; @ ... ® A oldugundan RB = A{B®...®
ApBveheri=1,.. kicin A;B # (0) dir. Heri = 1,...,ki¢in A;B # (0), R halkasinin
bir idealidir. A;B C A; oldugundan A; nin basitliginden A;B = A; elde edilir. Benzer
olarak A; B C B ve B’nin minimalliginden A;B = B elde edilir. Sonug olarak A; = B dir.

O

Tanmmm 2.3.19. R bir halka olmak lizere eger R halkasinin sag ideallerinin bostan farkli
herhangi bir kiimesi bir maksimal elemana sahipse bu durumda R’ye sag Noether halka

denir.

Benzer bir sekilde sol Noether halka da tanimlanabilir. Bu tanim R halkasinin artan sol

idealler zincirinin sonlu bir adimda durmasi ile esdegerdir.

Teorem 2.3.20. R sag Noether halka ve A, R nin tek yéonlii nil ideali olsun. Bu durumda A

nilpotent idealdir.

Kamit. R halkas1 sag Noether oldugundan bir N maksimal nilpotent sag ideale sahiptir.
A C N oldugunu gosterecegiz. Eger boyle degilse R = R/N béliim grubuna gecildiginde
R , sifirdan farkli nilpotent ideali olmayan bir sag Noether halkadir ve A , R nin tek yonlii
nil idealidir. Fakat bunun miimkiin olmadigin1 gosterecegiz. Genelligi bozmadan R’ nin
nilpotent idealinin olmadigini ama A # (0) nin nil tek yonlii ideali oldugunu kabul edelim.
0 # a € Aise U = Ra kiimesi R nin nil sol idealidir. Eger A, R nin sol idealiise U C A
oldugundan nil ideali olur. Eger A, R nin sag ideali ve x € R iken u = xa € U ise
ar € A oldugundan v" = x(ax)" 'a yeterince biiyiik n’ler igin sifira esit olur. r(u) =
{z € R | ux = 0} kiimesi R nin sifirdan farkli bir sag idealidir. R halkas1 Noether halka
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oldugundan bir 0 # ug € U igin r(ug) maksimal idealdir. Buradan her x € R i¢in r(ug) C
r(zug) olur. Ayrica eger zug # 0 ise r(zug) # R olacagindan r(ug) 1n maksimalliginden
r(ug) = r(zup) elde edilir. $imdi y € R olsun. U nil ideal oldugundan bir & tamsayis1 igin
(yuog)® = 0, (yug)*t # 0 dir. (yup)* ', zup formunda oldugundan r(ug) = 7(zuy)

k—ll

)k—l n

esitligi goz Oniine almarak 7 (yug = r(ug) elde edilir. Buradan yuy , 7(yuo)
icinde oldugundan r(ug) " da iginde olur. 7(ug) *1n tanimindan her y € R i¢in ug(yug) = 0
dir. Dolayisiyla uo R kiimesi /2’nin bir nilpotent sag idealidir ve bu yiizden sifirdir. Fakat g
daicerilen {t € R | tR = (0)} kiimesi R nin sifirdan farkli bir nilpotent sag idealidir. Bu bir

celigkidir. Sonug olarak A C N ve A nilpotent idealdir. ]

2.4 Tlkel (Primitive) Halkalar

Tanim 2.4.1. R bir halka olsun. Eger R halkasi faithful indirgenemez R-modiile sahipse bu

durumda R halkasina ilkel (primitive) halka denir.

Eger bu tanim sag modiiller i¢in yapilirsa sag ilkel halka tanimi, sol modiiller i¢in yapilirsa

sol ilkel halka tanimi1 elde edilir.

(2.1.4)’de M indirgenemez bir R-modiil olmak iizere A(M) = {z € R |[Mx = 0}
kiimesinin R halkasinn iki yonlii ideali ve M nin faithful R/A(M )- modiil oldugu gosterildi.
Dolayisiyla R/A(M) ilkel halkadir. Devaminda ise 6zel olarak eger p, R’nin maksimal
regiiler sag ideali ve M = R/p ise A(M) = (p : R) oldugu gosterildi. Sonucta
(p:R)={x € R|Rx Cp} olmakiizere R/(p: R) de bir ilkel halkadur.

Teorem 2.4.2. R bir halka olsun. R’nin ilkel halka olmasi icin gerek ve yeter kosul R’nin
maksimal regiiler p sag ideali icin (p : R) = (0) olmasidir. Bu durumda R yari-basittir ve

ek olarak R halkasi degismeli ise cisimdir.

Kanit. R ilkel halka olsun. Bu durumda R nin bir M faithful indirgenemez modiili
vardir. Aym zamanda M = R/p olacak sekilde R’nin p maksimal regiiler sag ideali

vardir. A(M) = (p : R) ve M, faithful indirgenemez R-modiil oldugundan A(M) = (0)
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dir. Tersine, R’nin maksimal regiiler p sag ideali igin (p : R) = 0 olsun. M = R/p
indirgenemez modiildiir. A(R/p) = (p : R) = (0) oldugundan R/p, faithful R-modiil olur.
Sonug olarak R ilkel halkadir. Ek olarak R halkasinin Jacobson radikali J(R) =N(p: R) =
0 oldugundan R halkas1 yari-basittir. Simdi R degismeli ilkel halka olsun. Bu durumda
M = R/p olacak sekilde R’nin p maksimal regiiler sag ideali ayn1 zamanda sol idealidir.
Dolayisiyla p C (p : R) = A(M) = (0) oldugundan p = (0) dir. Bu durumda p regiiler
ideal olur yani her r € R i¢in r — re € (0) olacak sekilde e € R vardir. Boylece r € R igin
r = re dir. R halkasi degismeli oldugundan e, R nin ¢arpimsal birimidir. R halkas1 birimli

ve degismeli oldugundan ve p = (0) maksimal ideali oldugundan R/p = R cisimdir. O

R ilkel bir halka ve M, R’nin faithful indirgenemez modiilii olsun. (2.1.8) de M ’nin
degismeli halkast C'(M) = A nin boliimli halka oldugu gosterildi. O halde m € M, a € A

olmak tizere M yi A iizerinde m.a ¢arpimi ile bir bir sag vektor uzay olarak diisiinebiliriz.

Tanim 2.4.3. R bir halka olsun. Eger M de ki her n i¢gin vy, ..., v, elemanlar1 A iizerinde

dogrusal bagimsiz ve keyfi wy, ..., w,, € M i¢in

w; = V;.T 1=1,2,...,n

olacak sekilde » € R elemani varsa bu durumda R halkas1 M {izerinde yogun olarak etki

ediyor denir.

Eger M , A iizerinde sonlu boyutlu ve R halkasi M iizerinde hem yogun olarak etki ediyor
hem de faithful olarak etki ediyor ise A iizerinde ki biitiin matris halkasi i¢in n = boya M
olmak tizere R halkast Homa (M, M) = A, ye izomorftur. Bu nedenle yogunluk biitiin

dogrusal doniisiimlerin bir genellemesidir.

Teorem 2.4.4. R ilkel bir halka ve M indirgenemez faithful R-modiil olsun. A = C(M)
ise bu durumda R, A iizerinde tamiml M iizerindeki dogrusal doniisiimlerin tizerine yogun

olarak etki eder.
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Kanit. R ilkel bir halka ve M indirgenemez faithful R-modiil olsun . M ayni zamanda A
tizerinde bir vektor uzaydir. M’nin A {izerinde sonlu boyutlu bir alt uzay1 V' olsun. V’nin
boyutu iizerinden tiimevarimla kaniti tamamlayacagiz. V' C M sonlu boyutlu alt uzayi i¢in
egerm € M , m ¢ V ise bu durumda Vr = 0 fakat mr # 0 olacak sekilde bir r € R
oldugunu gosterecegiz. Ilk olarak boyaV = 0 olsun. Boylece V = (0) ve m # 0 dir. O
halde Vr = (0) dir. M indirgenemez R-modiil oldugundan R(M) # (0) yani bir r € R
icin rm # 0 dir. boyaV = 0 iken bu dogrudur. Simdi w ¢ Vj olmak iizere V = Vj + wA
ve boyVy = boyV — 1 olsun. Tiimevarim hipotezinden eger A(Vy) = {z € R|Vpz = (0) }
isey € M,y ¢ Vyicin yr # 0 olacak sekilde bir r € A(V}) vardir. Yani eger y ¢ V; ise
yA(Vy) # (0) dir ve 7 € A(Vp) oldugundan yr # 0 dir. Ozel olarak w ¢ Vj oldugundan
wA(Vy) # (0) dir ve A(V}) kiimesi R halkasinin bir sag ideali oldugundan wA(V;) , M nin
bir sag alt modiiliidiir. M indirgenemez R-modiil oldugundan wA(Vy) # (0) ise wA(Vy) =
M dir.

Simdi bir m € M, m ¢ V ise bu durumda Vr = 0 fakat mr # 0 olacak sekilde bir r € R

bulunamayacagini gosterecegiz. wA(Vy) = M oldugundan her a € A(V}) igin

r«- Mm — M

wa — ma

tanimlayalim. Eger a1, as € A(Vp) icin wa; = wag ise w.(a; — ag) = 0dir. V =V + wA
oldugundan v € V ise v = vy + wec olacak sekilde vy € V) ve ¢ € A vardur.

a; —ag € A(Vy) C R vec € A =C(M) oldugundan
v.(a; — ag) = vo.(a1 — az) + we.(ay — az) = 0+ cw.(a; — ag) = c.(w.(a; —ag)) =0

bulunur. Boylece V(a; — ag) = 0 dir. Varsayimdan m.(a; — ag) = 0 yani ma; = mas
elde edilir. I' iyi tammhdir. Ayni zamanda I' € E(M) dir. Ayrica eger a € A(Vj) ve
r € M iken z = wa ise A(Vp) ideal oldugundan her » € R igin ar € A(Vp) ve xr =
(wa)r = w(ar) olur. Boylece I'(zr) = I'(w(ar)) = m(ar) = (ma)r = T'(wa)r = T'(x)r

dir. O halde a € A(V}) elemant icin ma = ['(wa) = I'(w)a yani, (m — I'(w))a = (0)
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ve (m — ['(w))A(Vy) = (0) elde edilir. Ayrica y ¢ V; ise yA(Vy) # (0) oldugundan
yA(Vo) = (0) ise y € V; dir. Boylece (m — I'(w))A(Vp) = (0) esitliginden m — I'(w) € Vp
elde edilir. Dolayisiyla (m — I'(w)) + I'(w) = m € Vy + wA = V olup bu durum m ¢ V
ile celisir. Sonug olarak eger m € M , m ¢ V ise bu durumda Vr = 0 fakat mr # 0 olacak
sekilde bir » € R vardir. Simdi her n icin A iizerinde dogrusal bagimsiz vy, ...,v, € M
vektorleri ve keyfi wy, ..., w, € M vektorleri olsun. Her i i¢in V; = <{vj | j # z}> vev; ¢V,
olsun. Buradan her 7 i¢in v;r; # 0, V;r; = 0 olacak sekilde r; € R vardir. Ayrica v;r; # 0
oldugundan (r;v;) R, sifirdan farkli bir alt modiil olarak M’ye esittir. Ozel olarak her i igin
(viri)s; = w; olacak sekilde w; € M ve s; € R vardir. Burada r;s; = t; olsun. O halde her
iigin v;t; = w; ve Vit; = Vi(ris;) = (Vry).s; = 0 bulunur. ¢t = ¢; + ... + ¢, olsun. Buradan
her i i¢in

Ukt = Uk<t1 + ...+ tn) = Uktk = Wk
olur. Sonug olarak R halkas1 M iizerine yogun olarak etki eder. [

Bu sonug birden fazla teoremi beraberinde getirir. Oncelikle bu teoremin tersinin de dogru
oldugunu not edelim. Aslinda V, D boliimlii halkasi lizerinde bir vektor uzay ve R dogrusal
doniisiimlerin bir halkasiysa yani, 0 # v € V ve w € W verildiginde w = vr olacak
sekilde bir » € R varsa bu durumda R halkas: ilkeldir. Ciinkii R halkas1 V' lizerinde
dogrusal doniisiimlerin bir halkasi oldugundan faithful modiil olarak V' ye sahiptir. R’nin
V' lizerindeki hareketi V’nin indirgenemez R - modiil oldugu anlamma gelir. R halkasi
indirgenemez faithful V' modiiliine sahip oldugu i¢in ilkel halkadir. Fakat burada V' iizerinde

R’nin degismeli halkasinin D olmasi gerekmez. D’yi iceren daha biiyiik bir halka olabilir.

Teorem 2.4.5. R halkast bir D boliimlii halkast iizerinde bir V' vektor uzayinda dogrusal
doniistimlerin cift gecisli (doubly transitive) halkast ise R, D iizerinde yogundur ve R’nin V'

tizerindeki degismeli halkasi tam olarak D dir.

Kanit. R halkast D boliimlii halkasi iizerinde bir V' vektor uzayinda dogrusal doniigiimlerin
cift gecisli halkasi olsun. Yani, D {lizerinde dogrusal bagimsiz vy,vy € V  vektorleri ve
keyfi wq,ws € V elemanlan verildiginde v1r = w; ve vor = ws olacak sekilde » € R
vardir. Yukarida goriildiigii iizere V', faithful indirgenemez R-modiil oldugundan R ilkel bir
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halkadir. V iizerinde R halkasinin degismeli halkas1 D C A olmak iizere Schur’s Lemma
[10, Thm 1.1.1] *dan boliimlii halkadir. D # A olsun. Eger' € A, I'¢ Dve 0 #v eV
ise v ile vI', D iizerinde dogrusal bagimsizdir. Ciinkii eger dogrusal bagimsiz olmasaydi bir
a € Di¢inv = vl olurdu. Buradan v —vl'a = v(1 —T'a) = 0 olup 1 — 'v = 0 dir. Fakat
[' ¢ D oldugundan I' = o~ ! € D bir ¢eligkidir. v ile vT", D iizerinde dogrusal bagimsiz ve
R nin V lizerinde ki etkisi ¢ift gecisli oldugundan vr = O ve (vI')r = v # 0dir. T' € A
oldugundan 0 # v = (vI')r = (vr)[’ = 0 dir. Dolayisiyla bu bir celigkidir. Sonugta A = D
dir. ]

Teorem 2.4.6. R bir ilkel halka ve A boliimlii halka olsun. Bu durumda R halkast ya A
iizerinde ki n x n matris halkast A\, ye izomorftur ya da herhangi bir m tam sayist icin R’nin

A, ye izomorf olan bir S,,, alt grubu vardur.

Kamit. R halkasi ilkel oldugundan R, A boliimli halkasi iizerinde tanimli V' vektor
uzayi lizerindeki dogrusal doniisiimlere yogun olarak etki eden bir halkadir. Eger V' , A
tizerinde sonlu boyutlu ise R halkas1 V' iizerine yogun olarak etki ettii i¢cin R halkasi
A,, ye izomorftur . Simdi V' vektor uzayr A iizerinde sonlu boyutlu olmasin ve V' nin
U1y ooy Upy ... sOnsuz dogrusal bagimsiz elemanlar1 olsun. V,,, = v;A + ... + v, A ve
Sm = {x € R|V,,x C V,,} olsun. (2.4.4)’den herhangi A—dogrusal doniisiimii R’nin

bir eleman tarafindan olusturulabilir. W,,, = {z € S,,,|V;,,x = (0)} olsun. Simdi

L 4 mXm

tanimlayalim. W o6rten bir halka homomorfizmasidir. CekV = {z € S,,|V(x) = Opxm }
dir. S,, = {z € R| V,,z C V,,} oldugundan ¥ (z) = 0,,x,, ise V,z = (0) bulunur. O
halde CekV = W,, = {x € S,,, | sz = (0)} oldugundan birinci izomorfizma teoreminden

Son /Wi =2 A, dir. O
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2.5 Wedderburn-Artin Teoremi

Teorem 2.5.1 (Wedderburn Artin). R bir basit Artin halka ve D bir boliimlii halka olsun.
Bu durumda, R halkast D iizerinde tanimli biitiin n X n matrislerin olusturdugu D,, matris
halkasina izomorftur. Ayrica, n izomorfizma farkiyla tektir. Tersine, D boliimlii halkast

tizerindeki biitiin n X n matris halkas1 D,, bir basit Artin halkadir.

Kamit. R basit Artin halka olsun. Ik olarak R halkasimn ilkel oldugunu gosterelim. R
halkas1 Artin oldugundan J(R) nilpotenttir. Ayrica R halkasi basit halka oldugundan R* #
(0) bir idealdir. Basit halkada sifirdan farkli bir ideal ya sifira ya da halkanin kendisine esittir.
R? # (0) oldugundan R? = R dir. Dolayisiyla R halkasi nilpotent degildir. Fakat J(R)
nilpotent oldugundan J(R) # R dir. J(R) radikali R nin bir ideali ve J(R) # R oldugundan
J(R) = (0) dir. O halde R halkas1 yari-basittir. R halkasinin maksimal regiiler sag ideali
p icin, (p : R) kiimesi R nin iki yonlii ideali oldugundan (p : R) = R veya (p : R) = (0)
dir. Eger (p : R) = Rise J(R) = N(p : R) = R olur fakat J(R) # R oldugundan bu bir
celigkidir. O halde (p : R) = 0 dir, yani R halkasi ilkeldir.

Simdi M, R halkasinin faithful indirgenemez modiilii olsun. A modili D = C(M)
tizerinde bir vektor uzaydir. vy, ..., v,, ,... D lizerinde M nin dogrusal bagimsiz elemanlar1
olmak iizere p,, = {r € R|i = 1,2,...,m icin v;x = 0} kiimesi her¢ = 1,2, ..., m i¢in R
halkasinin sag idealidir ve p; D p2 D ... D p,, zinciri R nin sag ideallerinin azalan zinciridir.
Fakat R halkast Artin oldugundan bu sekilde sonsuz bir dizi yoktur. Yani bir n tamsayis1 i¢in
prn = (0) dir. Fakat bu durumda v,, 1 , vy, ..., v, lizerinde dogrusal bagiml olur. Dolayisiyla
M, D iizerinde sonlu boyutludur. Daha 6nce belirtildigi gibi sonlu durumda R halkas: D,, ye
izomorftur. Simdi »’nin izomorfizma farkiyla tek oldugunu gosterelim. Yani D,, ~ A, ise

m=mn ve D~ A oldugunu gosterecegiz.

e = | | € Dy, olsun. ® : D,, — A, , ®(e) = f izomorfizma olsun.
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(2.3.5)’den e eskare elemani i¢in e D,,, , D,,, halkasinin sifirdan farkli minimal sag idealidir .

eD,, kiimesi D,,, nin minimal sag ideali oldugundan fA, , A, nin minimal sag ideali olur.

I, 0
Bir baz degisikligi yapilarak I, , r x r lik birim matris olmak iizere f = formuna
0 0
getirilebilir. fA,, , A, nin minimal sag ideali oldugundan r = 1 dir. Bu yiizden genelligi
1 0
bozmadan f = dir. Boylece
0
0 0

D =eDye~ fAf =~ A

izomorfizmasi elde edilir. Ayrica eD,, , D,, lizerinde m boyutlu ve fA, , A, iizerinde n
boyutlu oldugundan izomorfizmadan m = n elde edilir. Simdi tersine D,, nin basit Artin
halka oldugunu gosterelim. Boliimlii halka ilizerindeki biitiin n» X n matris halkast Artin
halkadir. Ayrica boliimlii halka iizerindeki biitiin 7 X n matris halkasi basit halkadir. O halde

D,, basit Artin halkadar. ]

Weddernburn-Artin teoremi, Artin halkalarin bir cok 6zel durumunda ¢ok onemli ¢ikarimlara
sahiptir. Ik olarak (2.3.17) de yari-basit Artin halkalarin basit Artin halkalarin sonlu direkt

toplami1 oldugu gosterildi. Bu sonug (2.5.1) ile birlestirilerek asagida ki teorem elde edilir.

Teorem 2.5.2. R bir yari-basit Artin halka ve her i = 1,2, ...,k icin A biliimlii halka

olmak iizere A iizerinde ki biitiin n; x n; matrislerin halkast AS} olsun. Bu durumda

~ 1 k
ReAl @ . aAl

dir.
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2.6 Eskareler(Idempotentler)

Tezin bu boliimiinde R halkasi birimli halkay1 gosterecektir.

Eger e € R eleman1 R halkasinin egkare elemani ise R nin asagidaki gibi ii¢ ayrigmasin

yazabiliriz.
i)R=Re® Rf
ii)R=eR& fR

ii)R=eRe @ eRf ® fRe d fRf

Bu ayrismalar R halkasinin Peirce ayrismasidir ve f = 1 — e, e nin tamamlayict eskare
elemani olarak adlandirilir. Birinci ayrisma 1 halkasinin sol ideallerine ayrigmasi , ikinci
ayrisma R halkasinin sag ideallerine ayrigmasi ve li¢iincii ayrisma R halkasinin toplamsal alt
gruplarina ayrigmasidir. Bu alt gruplar arasinda eRe ve fRf , birimleri sirasiyla e ve f olan

birer halkadir. Bu iki halka,

eRe = {reRler=r=re}

fRf = {reR|fr=r=rf}

seklinde karakterize edilir.

Teorem 2.6.1. R bir halka ve e elemant R’nin bir eskare elemani olsun. Bu durumda e’ nin
merkezi eskare eleman (yani e € Z(R)) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul eRf = fRe = 0

olmasidur.

Kamit. r € R olsun. Varsayimdan e.r.f = f.r.e = 0 dir. Ayrica R halkasinin iiglinci
Peirce ayrismasindan R = eRe & fRf dir. Bu durumda » € R elemani i¢in r = 7y & 79
olacak sekilde r; € eRe very € fRf vardir. eRe ve fRf halkalariin tanimi geregi
ry =er; =rievery = fro =rof dir. Burada f = 1 — e, e’nin tamamlayici eskare elemant

oldugu i¢in gerekli iglemler yapilarak e € Z(R) elde edilir. O
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Peirce ayrisimina bir Ornek olarak, herhangi bir k£ halkast icin £ iizerinde ki n X n
matris halkas1 M, (k) = R halkasim ele alalm. 1 < r < n olmak iizere e egkare
eleman esas kosegenindeki r tane elemani 1 geri kalan elemanlart O olan matris yani
e = diag(1,...,1,,0...,0) ve f eskare elemani ise esas kosegeninde n — r tane elemant 1
geri kalanlar1 O olan matris yani f = diag(0,...,0,,1...,1) olsun. Bu durumda * olarak

gosterilen yerler sirasiyla

rxr,rx(n—r), (n—r)xr, (n—r)x(n—r) boyutlu blok matrisler olmak iizere ;

0 00
eRe = ,eRf = , fRe = , fRf =
0

dir.

R halkasinda e ve ¢’ iki egkare olmak iizere e R den ¢’ R ye R modiil homomorfizmalarinin

grubu Homp(eR, ¢'R) ile gosterilecektir.

On Teorem 2.6.2. R bir halka ve e, e € R eskare elemanlar olsun. M bir sa§ R-modiil

olmak iizere \ : Homp(eR, M) — Me dogal toplamsal grup izomorfizmast vardir. Ozel

olarak Hompg(eR, €' R) = ¢’ Re dir.

Kanmit. ¢ : eR — M , ¢(e) = m seklinde tanimli bir R-modiil homomorfizmasi olsun.

Buradan

oldugundan m = me € Me dir. O halde A\(¢) = ¢(e) olacak sekilde istenilen A dontistimii

tanimlanir.

A: Hompg(eR,M) — Me

1,02 € Hompg(eR, M) olsun. ¢; = ¢y ise e € R icin ¢1(e) = ¢o(e) dir. Yani
A1) = M2) oldugundan A iyi tammhdir. M@y + ¢2) = (¢1 + @2)(e) = ¢1(e) +
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p2(e) = A(¢1)+A(¢2) oldugundan A grup homomorfizmasidir. Simdi A homomorfizmasinin
cekirdegini bulalim. CekA = { ¢ € Hompg(eR, M) | M(¢) = ¢(e) = m = 0} dir. Bu
durumda ¢ : eR — M sifir homomorfizmasi olur yani , CekA = {Og} dir. O halde A

homomorfizmasi birebirdir. Simdi m € M ver € R icin

¢o: eR— M

er —m

tanimlayalim. Eger er = 0 ise ¢(eR) = mr € Mer = 0 oldugundan ¢ iyi tammh
R-homomorfizmasidir. Ayrica A(¢) = ¢(e) = m oldugundan A\ ortendir. Sonug olarak
A izomorfizmadir yani , Hompg(eR, M) = Me dir. Son olarak M = ¢'R alindiginda
Hompg(eR,e'R) = ¢ Re elde edilir. O

Sonug 2.6.3. R bir halka ve e € R bir eskare eleman olsun. O halde Endgr(eR) = eRe

dogal halka izomorfizmasidur.

Kanit. Bir onceki 6n teoremde e = ¢’ alinarak \ : Endg(eR) — eRe grup izomorfizmasi
elde edilir. Simdi A\ nin halka homomorfizmasi oldugunu gosterecegiz. ¢, ¢ € Endg(eR)

ve m = ¢(e) € eR olsun. Buradan

Ao d) =e(pod) =d((e)) = ¢'(m) = ¢'(me) = m.¢'(e) = ¢(e).¢/'(e) = A(¢).A(¢)

elde edilir. Sonug olarak \ halka homomorfizmasidir yani, Endg(eR) = eRe dir. O

Tanim 2.6.4. R bir halka ve «, 8 € R iki eskare eleman olsun. Eger a8 = Sa = 0 ise a ve

B ortogonal eskare eleman olarak adlandirilir.

On Teorem 2.6.5. R bir halka ve 0 # e € R eskare eleman olsun. Asagidaki ifadeler

denktir;

1. eR bir sag R-modiil olarak ayristirtlamazdir.

2. Re bir sol R-modiil olarak ayristirtlamazdir.
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3. eRe halkasinda agikar olmayan eskare eleman yoktur.

4. a, 8 € R sifirdan farkli ortogonal eskare eleman olmak lizere e nin o + 8 ° ya

ayrigsmasi yoktur.

Kamnit. Sol-sag simetrisinden dolay1 1,3 ve 4 iin esdegerliligini gostermek yeterlidir. Bir
onceki sonuctan Endg(eR) = eRe oldugundan eRe halkasinda asikar olmayan egkare
eleman yoksa Endg(eR) halkasinda da yoktur. Dolayisiyla 1 ile 3 iin denkligi elde edilir.
Simdi 3 ile 4 iin denkligini gostermek icin 3 iin tersini kabul edelim. Yani e Re halkasinda
sifirdan farkli o eskare elemani var olsun. Bu durumda 8 = e — o tamamlayici eskare olmak
lizere e = a + [3 ortogonal ayrigsmasi elde edilir ki bu da 4 iin tersidir. Simdi diger yonii
gormek icin 4 {in tersini kabul edelim. Yani , o, 5 € R sifirdan farkli ortogonal egkare
elemanlar olmak iizere ¢ = a + 3 ayrigmasi var olsun. Buradan e.cc = o + .a = a ve
ae=a’+a.B=adr eRe={r € R|er=r=re}oldugundan a € eRe dir. Bdylece
eRe halkasinda asikar olmayan eskare eleman var oldugundan 3 iin tersi elde edilir. Sonug

olarak 3 ile 4 denktir. O

Tamim 2.6.6. (2.6.5)’in kosullarindan herhangi birini saglayan 0 # e € R ye ilkel eskare

eleman dentr.

Tanim 2.6.7. R bir halka ve M sifirdan farkli bir sag R-modiil olsun. Eger End(MEg) yerel

halka ise M’ye kuvvetli ayristirilamaz sag R - modiil denir.

On Teorem 2.6.8. R bir halka ve e € R eskare eleman olsun. Asagida ki ifadeler denktir ;

1. eR bir sag R-modiil olarak kuvvetli ayristirllamazdir.
2. Re bir sol R-modiil olarak kuvvetli ayrigtirllamazdir.

3. eRe yerel halkadir.

Kamnit. 1 ile 2 nin denkli8i sag sol simetrisinden gelir. 1 ile 3 {in denkligi ise (2.6.3) dan elde

edilir. O]
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Tanim 2.6.9. (2.6.8) ’in kosullarindan herhangi birini saglayan e € R elemanina yerel eskare

eleman denir.

Teorem 2.6.10. R bir halka, e € R bir eskare eleman ve radR, R halkasinin Jacobson
radikalini gostermek iizere J = radR olsun. Bu durumda rad(eRe) = J N (eRe) = eJe
dir. Ayrica R = R/ .J’de e eskare elemanimin goriintiisii € olmak iizere e Re /rad(e Re) = eRe

dir.

Kanit. rad(eRe) = JN(eRe) = eJe oldugunu gostermek igin sirasiyla asagida ki ii¢ kogulu

kanitlayacagiz.

i)r € rad(eRe) =r e J
ii)r € JN(eRe) = r € ele
i) r € eJe = r € rad(eRe)

[k olarak 7) yi kanitlayahm. r € rad(eRe) ve y € R elemam igin 1 — yr’nin R de bir
sol terse sahip oldugunu gosterirsek r» € J olur. Varsayimdan, bir b € eRe elemani icin
b(e — eye.r) = e dir. Buradan b(1 — yr) = e ve yrb(1 — yr) = yre = yr olur. Sonucta
(1 + yrd)(1 — yr) = 1 elde edilir. Simdi ikinci 6nciil igin, » € J N (eRe) olsun. Buradan
r € Jver € eRe oldugundan r € eJe elde edilir. Son olarak ii¢iincii onciil i¢in, r € eJe
ve y € eJe eleman icin e — yr elemaninin eRe halkasinda bir sol terse sahip oldugunu
gosterirsek r € rad(eRe) olur. Varsayimdan bir r € eJe C J oldugundan bir x € R
elemant igin z(1 — yr) = 1 dir. Buradan e = ex(1 — yr)e = ex(e — yr) = exe(e — yr), yani
exe € eRe elemant e — yr i¢in bir sol terstir. Sonugta rad(eRe) = J N (eRe) = eJe elde

edilir. Teoremin kanitin1 tamamlamak i¢in

¢: ere — eRe

ere —>ere

dogal halka homomorfizmasini ele alalim. Bu homomorfizmanin ¢ekirdegi e /e dir. Birinci
izomorfizma teoreminden
eRe/eJe = eRe
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elde edilir. n

Teorem 2.6.11. R bir halka ve e € R eskare eleman olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

dogrudur:

1. pideali eRe halkasimin bir sol ideali ise (Rp) N eRe = p dir. Ozel olarak p — Rp

doniiglimii e Re’nin sol ideallerinden R’ninkilere birebir bir doniisiimdiir.

2. p ideali eRe halkasinin bir ideali ise e(RpR) = p dir. Ozel olarak p — RpR
doniislimii eRe’nin ideallerinden R’nin ideallerine birebir bir doniisiimdiir. Bu
doniisiim ideallerin ¢carpimini korur ve eger e tam eskare eleman ise, yani ReR = R

ise, bu doniisiim Ortendir.

Kanit. R bir halka ve e € R egkare eleman olsun.

1. po = (Rp) NeRe O p olsun. Burada py C eRe oldugundan py = epy C eRp =
eRep C poldugundan py = p elde edilir.

2. p C eRe ise ideal tanimindan e(eRe)e = eR(epe)Re = (eRe)p(eRe) = p dir. Eger

¢, R nin bagka bir ideali ise buradan

(RpR)(Rp'R) = RpRp'R = R(pe)R(ep')R = Rp(eRe)p'R = R(pp')R

dir. Son olarak e tam eskare eleman , yani ReR = R olsun. Bu durumda R nin

herhangi bir 3 ideali i¢in p = efe ideali e Re halkasinin bir idealidir. O halde

R(efe)R = Re(RSR)eR = (ReR)B(ReR) = RGR = 8

olur. Boylece 2 deki doniisiim Ortendir.
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Sonu¢ 2.6.12. Bir R halkasinda e eskare elemanimin tam oldugu durumda kanittaki
izomorfizmadan goriildiigii iizere e(radR)e = rad(eRe) oldugundan R halkasindaki radR,

eRe halkasinda rad(eRe) ye kargilik gelir.

Sonug 2.6.13. R bir halka ve 0 # e € R eskare eleman olsun. Eger R halkast yari-basit,
basit, sol Noether, sol Artin ise bu durumda e Re halkast da sirasiyla yari-basit, basit, sol

Noether, sol Artindir.

Kanit. R halkasi ile eRe halkasinin idealleri arasinda birebir esleme oldugundan biitiin

durumlar e Re halkasinda da saglanir. 0

Tamim 2.6.14. R bir halka ve 0 # e € R eskare eleman olsun. Eger eR (ya da Re), R’nin
minimal sag (ya da sol) ideali ise bu durumda 0 # e € R egkare eleman1 sag (ya da sol)

indirgenemez eskare eleman olarak adlandirilir.

Ilkel eskare eleman ve yerel eskare eleman tanimlarinin sag ve sol simetrik olduguna fakat

indirgenemez egkare eleman tanimda sag sol ayriminin olduguna dikkat ¢ekelim.

.. a
Ornek 2.6.15. k bir cisimve R, k tizerindeki iicgen matrislerin k-cebiri olsun.
0 c
0 b
Bu halkamin Jacobson radikali J(R) = dir ve J(R)? = (0) oldugundan R
0 0

halkast yari-basit degildir.

a
e= eskare elemani igcin eR = ve Re = dir.

boyrRe = 1 oldugundan e sol indirgenemez eskare elemandir. Fakat eR 2 radR 2 (0)
T )

a 0
oldugundan e sag indirgenemez eskare degildir. Ek olarak eRe = , kya
0 0
47
0 0
izomorftur. Dolayisiyla e yerel eskare elemandir. Benzer olarak f =1 — e =
01
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tamamlayict eskare elemani sag indirgenemez eskare elemandir fakat sol indirgenemez

eskare eleman degildir.

Tanim 2.6.16. R bir halka olsun. Eger R’nin sifirdan farkli nilpotent ideali yoksa R ye

vari-asal halka denir.

On Teorem 2.6.17. R bir halkave 0 # e € R eskare eleman olsun. Eger e sag indirgenemez
eskare eleman ise e Re boliimlii halkadir. Ek olarak eger R yari-asal bir halka ise tersi de

dogrudur.

Kanmit. Endgr(eR) = eRe oldugundan ( 2.3.9 )’dan e sag indirgenemez eskare eleman ise

eRe bolimli halkadir.

Tersine e Re boliimlii halka ve R yari-asal bir halka olsun. r» € R olmak tizere 0 # er € eR
alalim. R yari-asal oldugundan erRer # 0 dir . Dolayisiyla bir s € R igin erse # 0
dir. Varsayimdan eRe boliimlii halka oldugundan erse elemaninin tersi vardir ve bu ters ete
olsun. Boylece (erse)(ete) = e dir. Sonug olarak er R = eR oldugundan e R indirgenemez

R-modiildiir. Yani e sag indirgenemez eskare elemandir. [

Sonug 2.6.18.

* R bir halka ve 0 # e € R sag indirgenemez eskare eleman olsun. Bu durumda e yerel

eskare elemandir.

* R yari-asal bir halka ve 0 # e € R eskare eleman olsun. e ’ nin sag indirgenemez
eskare eleman olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul sol indirgenemez eskare eleman

olmasidir.

* R yari-basit bir halka ve 0 # e € R eskare eleman olsun. e ’ nin sag indirgenemez
eskare eleman olmasi icin gerek ve yeter kosul yerel eskare eleman ve ilkel eskare

eleman olmasidir.

On Teorem 2.6.19. R bir halka ve 0 # ¢ € R eskare eleman olsun. J = radRve R = R/.J
olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
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1. e elemani R nin yerel egkare elemanidir.

2. eeleman R’nin sag indirgenemez eskare elemanidir.
3. € eleman1 R’nin sol indirgenemez eskare elemanidir.
4. eR/eJ bir indirgenemez sag R-modiildiir.

5. eJ modiilii eR’nin tek maksimal alt modiiliidiir.

Kanit. J(R) = (0) oldugundan R yari-basittir. Boylece yari-asaldir. Sag sol simetrisinden
2 ve 3 denktir. Ayrica (2.6.17) ’dan € sag indirgenemez eskare eleman ise €Re boliimlii
halkadir. eRe/eJe = eRe oldugundan eRe nin boliimlii halka olmasi icin gerek ve
yeter kosul eRe nin yerel halka olmasidir. Dolayisiyla 1 ile 2 denktir. Simdi R nin
A : eR/eJ — eR izomorfizmasim diisiiniirsek , € nin R de sag indirgenemez eskare
eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul eR nin R nin minimal sag ideali olmasidur.
Boylece eR indirgenemez sag R— modiildiir. Sonug olarak A\ izomorfizmasindan eR/e.J
indirgenemez sag R-modiildiir, yani 2 ile 4 denktir. Son olarak eR nin herhangi bir I sag
ideali icin I ¢ eJ olsun. Yine Rnin \ : eR/eJ — R R -modiil izomorfizmasint
diisiiniirsek €R indirgenemez sag R—modiil oldugundan \(/) = €R olur. Bu durumda
eR =1+ eJ =1+ eRJ yazilir. Nakayama’s Lemma [15] dan / = eR elde edilir. Sonugta
4 ile 5 denktir. [

On Teorem 2.6.20. R bir halka ve e, f € R eskare elemanlar olsun. Asagidaki ifadeler

denktir:

1. eR = fR sag R-modiil olarak izomorftur.
2. Re = Rf sol R-modiil olarak izomorftur.
3. e =abve f = ba olacak sekilde a € eRf ve b € fRe vardur.

4. e =ab ve f = ba olacak sekilde a,b € R vardir.
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Kamit.  Sag sol simetrisinden 1 ile 2 denktir. Simdi bir & : eR — fR modiil
izomorfizmasim ®(e) = b seklinde tamimlayalim. Burada b.e = ®(e).c = ®(e?) = &(e) = b
oldugundan b.e = b dir. Boylece b = ®(e) € fRikenb = b.e € fRe dir. a = ®7(f)
olsun. Buradaa.f = @ 1(f)f = ®71(f?) = ®7!(f) = a oldugundan a.f = a dir. Boylece
a=®"1(f)€eRikena = a.f € eRf dir. Ek olarak (®7'®)(e) = ab ve (PD1)(f) = ba
dir. Sonug olarak e = ab ve f = ba olacak sekilde a € eRf ve b € fRe vardir. Bu durumda
e =ab ve f = ba olacak sekilde a,b € R oldugu asikardir. Son olarak e = ab ve f = ba
olacak sekilde a,b € R var olsun. Bu durumda be = b(ab) € fR ve af = a(ba) € eR dir.

Buradan
¢: eR— R
T — bx
ve
¢ fR— eR
y—ay

doniigiimlerini tanimlayalim. O halde (¢¢')(f) = f ve (¢'¢)(e) = e elde edilir. Sonug
olarak ¢¢’ = ¢'¢» = 1 oldugundan sag R-modiil olarak eR = f R dir. O

Tanim 2.6.21. Eger e ve f yukaridaki kosullardan birini sagliyorsa e ve f’ye izomorfik

eskare elemanlar denir ve e = f ile gosterilir.

Tanmm 2.6.22. R bir halka, [ kiimesi R nin bir ideali, ¥ : R — R/I dogal halka
epimorfizmast ve € € R/I bir eskare eleman olsun. Eger ¥(e) = € olacak sekilde R

halkasinda bir e eskare elemani varsa e ye R-ye eskare yiikseltilebilir denir.
Genel bir [ ideali igin her € € R/I eskare elemaninin R - ye eskare yiikseltilebilir olmasini

beklemiyoruz. Ornegin R = Z halkasinda I = (6) = {6.k | kK € Z} ideali olmak iizere

3 € Z/ (6) eskare elemanini alalim.

6 Z—17/(6)

r—>T
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dogal doniisiimii alunda goriintiisii 3 olan Z halkasinin hicbir eskare eleman yoktur.

Dolayisiyla 3 € Z/ (6) eskare elemam Z-ye eskare yiikseltilebilir degildir.

On Teorem 2.6.23. R bir halka, e € R eskare eleman ve I C radR , R nin bir ideali olsun.
Budurumdae, R := R/I dailkel eskare eleman ise e, R de ilkel eskare elemandir. Eger R

nin eskare elemanlart R-ye yiikseltilebilir olan eskare elemanlar ise bunun terside dogrudur.

Kanit. Eger a € radR tek eskare eleman ise a = 0 dir. o, § € R sifirdan farkli ortogonal
eskare elemanlar olmak iizere e’nin o + /3 * ya ayrigmasi var olsun. a # 0 ise @ # 0 ve
B #0 ise B # 0 dir. Buyiizden @, 3 € R sifirdan farkli ortogonal eskare elemanlar
olmak iizere € = @ + [ asikar olmayan ayrismasi vardir. Tersine z,y € R sifirdan farkl
ortogonal eskare elemanlar olmak lizere € = = + y asikar olmayan ayrigsmasi var olsun. Bu
eskare elemanlarin RR-ye eskare yiikseltilebilir oldugunu varsayalim. O halde @ = z ve
B = y olacak sekilde o, 3 € R eskare elemanlar1 vardir. Buradan o3 = Ba = 0( mod I)
elde edilir. Ayrica burada 8° = (modl) olacak sekilde « ile ortogonal bir 5/ € R eskare
elemani vardir. Simdi R halkasinin ¢/ = « + /3’ ilkel olmayan eskare elemanlarin1 alalim.

e =a+ F =a+ f = +y=c¢ dir. Dolayisiyla e ve f’ye izomorfik eskare elemanlardir.

¢’ elemani R’de ilkel eskare olmadigindan e elemani da R’de ilkel eskare eleman degildir. [J

On Teorem 2.6.24. R bir halka ve I C radR kiimesi R’nin bir ideali olsun. Eger
R = R/I min eskare elemanlart R-ye eskare yiikseltilebilirse bu durumda her i icin & = x;
olacak sekilde R’nin ikiserli ortogonal eskare elemanlarimn {x,,x,, ...} saydabilir sonlu
bir kiimesi ve R nin ikiserli ortogonal eskare elemanlarin {ey, es, ...} sayilarbilir sonlu bir

kiimesi vardir.

Kamit. Ispati tiimevarimla yapalim. i = 1 icin varsayimdan ve eskare yiikseltilebilir
tanimindan dogrudur. Her i = 1,2, ..., ni¢in {ey, €2, ..., €, } kilmesinin bu kosulu sagladigini
varsayalim. a = e;+ey+...+e, eskare ve 5 € R eskare eleman1 x,,; "e karsilig1 olan eskare
eleman yani 3 = x,,.; olsun. Buradan @ ve 3, R nin ortogonal eskare elemanlardir. O halde
a ve 3 elemanlar1 R halkasinda ortogonal degilken R halkasinda ortogonalse bu durumda

a ya R de ortogonal ve 3 ile R’de denk bir eskare eleman vardir. Yani, €,41 = f = Tn1
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olacak sekilde «’ya ortogonal bir e,,,1 eskare eleman bulunur. + < n i¢in e; = ae; = e;a

oldugundan e, , {e1,es, ..., €,} eskare elemanlarina ortogonaldir. O

Teorem 2.6.25. R bir halka ve I, R nin bir nil ideali olsun. @ € R = R/I eskare eleman
olacak sekilde bir oo € R eskare olsun. O halde €@ = @ € R olacak sekilde bir e € aR eskare

elemani vardir.

Kamit. b = 1 — a olmak tizere @ = «+ I eskare eleman oldugundan av.ov = (a+I)(a+1) =
a?+1 =+ Idir. Ohalde b = b = o — a?® € I olur. Ayrica I , R nin bir nil ideali
oldugundan I C radR dir. Bu durumda bir m > 1 tamsayist i¢in (ab)™ = 0 dir. Binom

teoreminden her i i¢in r; * ler tam sayilar olmak tizere

1 = (a+b)™

= a® 4+ 4 A ™D A T T 0P

elde edilir. e = o®™ + ria®™ b + .. + 1,a™b™ € aR ve f = rp o™ 4 4 p2m

olsun. a™b™ = bp™

a™ = 0 oldugundan ef = 0 elde ederiz. Ayrica secimdene + f = 1
oldugundan ¢ = e.(e + f) = €? + e.f = €? olur. Sonugta ab € I ve e = o*™ = a(modI)

elde edilir. L]

Tanim 2.6.26. R bir halka olsun. Eger R/radR sag Artin halka ise R ye yari-yerel halka

denir.

Sonug 2.6.27. R bir yari-yerel halka ve I = radR bir nil ideali olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler dogrudur :

1. Eger R # 0 ve R halkast asikar olmayan eskare elemanlara sahip degilse R yerel
halkadr.

2. Bir p C R sag idealinin sifirdan farkl bir eskare eleman icermesi icin gerek ve yeter

kosul p nun nil ideal olmamas:dr.

Kanit. R bir yari-yerel halka ve I = radR bir nil ideali olsun.

43



1. R bir yari-yerel halka olsun ve R halkas1 agsikar olmayan eskare elemanlara sahip
olmasm. Bu durumda R = R/I halkasi da agikar olmayan egkare elemanlara sahip
degildir. Wedderburn-Artin teoreminden R = R/I boliimlii halka oldugundan R yerel
halkadir.

2. R halkasinin p sag ideali nil ideal olmasin. I nil ideal oldugundan p’nun R = R/I
da ki goriintiisii sifirdan farklidir. Bu yiizden sifirdan farkli bir eskare eleman icerir.
0 # a = a* € R olacak sekilde a € p olsun. Bu durumda € # @ # 0 olacak sekilde
e € aR C p eskare eleman1 vardir. Tersine p sag idealinde 0 # a € p eskare eleman
olsun. a®> = a # 0 oldugundan a®> = a # 0 dir. Bu sekilde devam edildiginde a" = 0
olacak sekilde n tamsayis1 yoktur. Bu yiizden a € p nilpotent degildir. Sonug olarak p

nil ideal olmaz.

2.7 Yari-Miikemmel Halkalar

Bu boliimde R halkasi birimli halkayr gosterecektir.

Tanim 2.7.1. R yari-yerel bir halka olsun. Eger R/radR’nin eskare elemanlar1 R-ye eskare

yiikseltilebilir ise R’ye yari-miikemmel halka denir.

R sag Artin halka olsun. Bu durumda R yari-yerel bir halkadir ve radR nilpotenttir.
Dolayisiyla R/radR’nin eskare elemanlar1 R-ye eskare yiikseltilebilirdir. ~ Yani R
yari-miikemmel halkadir. R yerel halka olsun. Bu durumda R/radR bolimli halka
oldugundan sadece asikar eskare elemanlara sahiptir. Dolayisiyla R yari-miikemmel
halkadir. Bu yiizden yari-miikemmel halkalar yerel halkalarin ve sag (sol) Artin halkalarin

bir genellemesidir.

Ornek 2.7.2. k bir yerel halka olmak iizere R = M, (k) matris halkast yari-miikemmel
bir halkadir. ~ Ciinkii, k yerel halka oldugu icin k = k/radk bolimlii halkadir. Aymi

zamanda R/radR = M, (k) /| M,(radk) = M,(k) oldugundan R/radR basit Artin
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halkadir. Boylece yari-yerel halkadir. Simdi x € M, (k) eskare elemamimin M,,(k)-ya eskare
yiikseltilebilir oldugunu gosterelim. x € M, (k) eskare eleman k" vektor uzaymn bir alt
uzaya izdiigiimiine karsilik geldigi icin, yxy™' = diag(1,...,1,0...,0) eskare matris olacak
sekilde y € M, (k) tersinir matrisi vardir. w € M, (k) elemani y’nin karsiligi olsun. Béylece

u elemam R de tersinirdir ve u~'diag(1,...,1,0....0)u € R = M,(k) eskare elemant x

elemanina kargilik gelir. Sonugta R = M, (k) yari-miikemmel bir halkadur.

Ornek 2.7.3. Ry, Rs, ..., R, yari-miikemmel halkalar olmak iizere Ry X Ry X ... X R,
da yari-miikemmeldir. Ciinkii ; 1 < i < n icin Ry, Rs, ..., R, yari-miikemmel halkalar
oldugundan sirastyla Ry, Ry,..., R,, yari-yereldir. Yani Ry /radR;, Ry/radRs,..., R, /radR,
Artin halkalardir. Artin halkalarin sonlu direkt carpumi da Artin oldugundan Ry /radR; X
Ry/radRy X ... X R, /radR, Artindir. Dolayisiyla Ry X Ry X ... X R, yari-yerel halkadir.
Ayrica Ry, Rs, ..., R, yari-miikemmel halkalar oldugundan R;/radRy,...,R,/radR,

halkalarinin eskare elemanlarinin sirasiyla Ry, Rs, ..., R, halkalarina egkare yiikseltilebilir.

Simdi x1 € Ry/radRy,...,x, € R,/radR, olmak iizere Ry/radR, x Ry/radRy X ... X
R, /radR,, halkast i¢inde aldigimiz eskare eleman (1, s, ..., T,) olsun. Varsayumdan bu
eskare elemanlara karsihigi olan vy, € Ry ..., y, € R, eskare elemanlar: vardir. Sonug
olarak (y1,Ya, ..., Yn) € R1 X Ry X ... X R,, eskare elemani (x1,xs,...,x,) € Ri/radRy %
Ry/radRy X ... X R,/radR,, eskare elemanina karsilik geldiginden Ry X Ry X ... X R,

halkast yari-miikemmeldir.

Teorem 2.7.4. R bir halka olsun. R’nin yari-miikemmel halka olmast icin gerek ve yeter
kosul 1 < 1 < n icin e; ler ikiserli ortogonal yerel eskare elemanlar olmak iizere 1 birim

elemaminin ey + - - - + e, ye ayristyor olmasidir.

Kamit. 1lk olarak R yari-miikemmel halka olsun. R yari-miikemmel halka oldugundan
yari-yerel halkadir. O halde R = R/radR yari-basittir ve boylece R minimal sol (sag)
ideallerinin direkt toplamina ayrisir. Ayrica yari-basit halkada ilkel eskare ve indirgenemez
eskare tanim1 denk oldugundan 1 < ¢ < n icin z;’ler ilkel egkare elemanlar1 ayn1 zamanda
indirgenemez eskare elemandir. Bu durumda Rz, - - -, Rx,, minimal sol ideallerdir ve R =
Rz + -+ Rx, minimal sol ideallerine ayrismasi vardir. Bu durumda R = R/radR icinde
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1 <4 < nigin z;’ler ikiserli ortogonal ilkel eskare elemanlar olmak iizere 1 = z; + ... + x,,

ayrigmasi vardir. 1 < ¢ < niginzq,- - -, z, e karsilig1 olan R’nin egkare elemanlari sirasiyla
€1, - -, e, olsun. Bir onceki 6nermeden 1 < ¢ < n icin e;’ler yerel eskare elemanlar
vee :=e +---+e, eskare elemam 1 = x; + - - - + x,, e karsih@1 olan eskaredir.

Fakate = 1 — (1 —¢) € 1 + radR C U(R) oldugundan e = 1 elde edilir. Sonug olarak
e =e + -+ e, =1 ayngmasi elde edilir. Simdi tersine 1 < ¢ < n i¢in e;’ler karsilikli
ortogonal yerel eskare elemanlar olmak iizere e;+---+e,, = 1 ayrismasi varolsun. 1 <7 < n
icin e;’ler yerel eskare elemanlar oldugundan € = e + radR, R’nin sol indirgenemez eskare
elemandir. Dolayisiyla 1 < i < n icin Rey, - - -, Re,, minimal sol ideallerdir. Buradan
1==e1+-- -+, elde edilir. Dolayisiyla R = Re; + - - + Re,, dirki bu da R nin yari-basit
halka oldugu anlamina gelir. R yari-basit oldugundan R halkasi yari-yerel halkadir. Kanit:
tamamlamak icin € R eskare elemaninin R nin bir eskare elemanina karsilik geldigini
gosterecegiz. R halkasinin yukarida ki ayrismasim R = Rx @ R(1 — x) ile karsilagtirarak

R-modiil olarak

Rr = Re;+..+ Re;

R(1—2) = Ré, +..+ Re,

seklinde yeniden dizin olusturulur. Buradan (2.7.2) de yaptiklarimizdan yzy ! = e;+...+¢;
olacak sekilde tersinir y € R vardir. u € R olmak iizere y = % olsun. O halde u € U(R)
veut(e; + ... + €,)u € R eleman: z’e eskare yiikseltilebilirdir. Sonugta R yari-miikemmel

halkadir. O]

Teorem 2.7.5. k bir halka ve M, k iizerinde bir sag modiil olsun. R := FEnd(My)
nin yari-miikemmel halka olmasi icin gerek ve yeter kosul M 'nin kuvvetli ayristirilamaz

k-modiillerin bir sonlu direkt toplami olmasidir.

Kamit. 1lk olarak 1 < i < n igin M;’ler kuvvetli ayristirilamaz k-modiiller olmak iizere
M = M, & - - - @ M, olsun. e;’ler bu ayrismayla iligkili M’den M, ye izdiisiimler olsun.

Boylece 1 < ¢ < n i¢in e; lerin toplami 1 ile ortogonal eskare elemandir. Ayrica e; Re;
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halkasi1
eiRe; = {f € R| f(M;) C M;veVi# j igin f(M;) =0}

dir. Sonug olarak e; Re; = End(M;) dir. 1 < i < nigin M; ler kuvvetli ayristirilamaz
k-modiiller oldugundan 1 < i < n i¢in End(M;) yerel halkadir. O halde izomorfizmadan
e;Re; yerel halka yani 1 < ¢ < n i¢in e; ler yerel eskare elemanlardir. O halde R
yari-milkemmel halkadir. Simdi tersine R yari-miikemmel halka olsun. Bu durumda
1 <7 < nicin e;’ler ikiserli ortogonal yerel eskare elemanlar olmak iizere e;+---+e, =1
ayrigmasi vardir. M; = e;(M) yazarak M = M; @ - - - & M,, bir direkt toplam ayrigmasi
elde edilir. Ayrica yukaridaki gibi 1 < i < nigin e;Re; = End(M;); dir. 1 <1 < nigin ¢;
ler yerel eskare elemanlar oldugundan e; Re; yerel halkadir. Dolayisiyla 1 < ¢ < n i¢in M;

ler kuvvetli ayristiritlamazdir. [

Sonug 2.7.6. Eger k yari-miikemmel bir halka ise M,,(k) yari-miikemmel halkadur.

Kamit. k halkasini kendisi iizerinde bir k-modiil olarak diistindiigiimiizde k£ = End(ky)
oldugu i¢in varsayimdan End(ky) yari-milkkemmel halka olur. Bu durumda kj kuvvetli
ayrigtirllamaz k-modiillerin sonlu direkt toplamidir. Bu durum (k™) igin de saglanr.

Yukarida ki teorem (k™); ya uygulandiginda M, (k) yari-miikemmel halka olur. O

Teorem 2.7.7. R bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

1. R yari-miikemmel halkadir ve R/radR basit halkadur.

2. k yerel halka olmak iizere R = M,,(k) dur.

Ek olarak eger I veya 2 den herhangi biri saglaniyorsa n tek olarak belirlidir ve k halkasi

izomorfizma farkiyla tektir. Ayrica, R halkast ayristirilamazdir.

Kanit. 11k olarak ikinci onciiliin saglandigini kabul edelim. k yerel halka oldugunda M, (k)
yari-miikemmel halka oldugundan izomorfizmadan 2 yari-miikemmel halkadir. Ayrica

k = k/radk olmak iizere R/radR = M, (k/radk) oldugundan R/radR basit halkadir
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ve R halkasi ayrnigtirllamazdir. Simdi birinci Onciilin saglandigim1 kabul edelim. R
yari-miikemmel halka oldugundan 1 < ¢ < n i¢in e; ler ikigerli ortogonal yerel eskare
elemanlar olmak iizere 1 = e; + - - - 4+ e, ayrismast vardir. e; € R yerel eskare
elemanlar oldugundan &; = e; + radR, R nin sag indirgenemez eskare elemandir. Kabulden
R/radR basit halka oldugundan yari-basit halkadir. (2.6.18)’den yari-basit halka da her
sol indirgenemez eskare eleman ilkel eskare elemandir. Bu durumda R = R/radR iginde
1 <7 < nicin e; lerin goriintiisii €; ikiserli ortogonal ilkel eskare elemanlardir. Boylece
1 < i < nigingR,: -8 R minimal sa§ ideallerdir. R = R/radR yari-basit
halka oldugundan minimal sag ideallerine R = &R ® - - - © e, R ayrismas1 vardur.
Kabulden R yari-miikemmel halka oldugundan R yari-yerel halkadir. Yani R/radR halkasi
Artindir. R/radR basit Artin halka oldugundan 1 < i < n icin &R indirgenemez sag
R—modiillerine izomorftur. Buradan M = e, R yazarsak buradan k := End(Mpg) = e; Re;
yerel halka iken
R = End(Rg) = End(Mp) = M, (k)

elde edilir. [
Teorem 2.7.8. R degismeli bir halka olsun. R’nin yari-miikemmel olmast icin gerek ve yeter

kosul R’nin yerel halkalarin bir sonlu direkt ¢carpini olmasidir.

Kanit. Yerel halkalar ayn1 zamanda yari-miikemmel halka oldugundan ve yari-miikemmel
halkalarin sonlu direkt carpimi da yari-miikemmel halka oldugundan yerel halkalarin sonlu
direkt ¢arpimi da yari-miikemmel olur. Tersine R halkasi degismeli yari-miikemmel halka
olsun. 1 < ¢ < n i¢in e; ler ikiserli ortogonal yerel eskare elemanlar olmak iizere 1 =

e1 + ... + e, ayrismasi vardir. Buradan
R=eR®..Pe,R

dir. R halkas1 degismeli ve 1 < ¢ < n ic¢in e; ler yerel eskare elemanlar oldugundan e; R =

e; Re; yerel halkadir. Sonug olarak I? halkasi yerel halkalarin bir sonlu direkt ¢arpimidir. [
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3. ADJOINT GRUBU DEGIiSMELI OLAN
YARI-MUKEMMEL HALKALAR

Nathan Jacobson halkalar, yar1 gruplar ve gruplar arasindaki onemli baglantilari ortaya koydu

[12,13]. Bu baglantilar kullanilarak bazi halkalarin karakterizasyonlar1 yapildi.

Ornegin herhangi bir R halkas1 iizerinde her a,b € R icin aob = a+ b+ ab seklinde yeni bir
islem tanimlandiginda bu isleme gore her R halkasinin bir yar1 grup oldugunu ve R’nin bu
isleme gore grup olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun R’nin radikal halka olmasi1 gerektigini
gostermistir. Burada (R, 0) grubuna R halkasinin adjoint grubu denir. Bundan sonra bu grup

R? ile gosterilecektir.

Tezin bu kisminda W. K. Nicholson’in ”Adjoint grubu degismeli olan yari-miikemmel

halkalar” [18] adl1 makalesi ayrintilariyla incelenecektir.

Bu boliim boyunca R halkasinin toplamsal grubu R* ile , R’nin birimli olmasi durumunda

tersinir elemanlarin olusturdugu carpimsal grup R* ile gosterilecektir.

3.1 Temel Tanimlar ve On Teoremler

Tanim 3.1.1. R bir halka olsun. R halkasi iizerinde her z,y € R icin
roy=x+y-+ay
seklinde tanimlanan islem adjoint carpim olarak adlandirilir.

Her a,b € R icin R bir halka oldugundan a 0o b = a + b + ab € R dir. Dolayisiyla R halkasi

adjoint islemine gore kapalidir.

a,b,c € Ricin
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(aob)oc=(a+b+ab)oc=a+b+ab+c+ (a+b+ab).c=a+b+ab+c+ ac+ bc+ abe

ao(boc)=ao(b+c+bc)=a+b+c+bc+a.(b+c+bc)=a+b+c+ bc+ ab+ ac+ abe

oldugundan

(aob)oc=ao(boc)

esitligi saglanir. Yani R halkas1 adjoint ¢arpim islemine gore birlesmelidir. Dolayisiyla R
halkasinin biitiin elemanlar1 adjoint ¢arpma iglemine gore birim elemani O olan bir yar1 grup

olusturur.

Ornek 3.1.2. Z tam sayilar halkasiun adjoint grubunu bulalim. = € 7 elemam adjoint
islemine gore tersinir olsun. (7, 0) yart grubunun adjoint iglemine gore etkisiz elemani 0 dur.

O halde x o ' = x + 2’ + xzx’ = 0 olacak sekilde ©' € 7 elemant vardir. Bu esitlikten
r = 1_+I bulunur. ' € 7 oldugundan 7.° = {0, —2} elde edilir.
x

Ornek 3.1.3. 2Z halkasiun adjoint grubunu bulalim. x € 27 elemant adjoint islemine gore

tersinir olsun. (27, 0) yart grubunun adjoint islemine gore etkisiz elemanmi 0 dir. O halde
—x
1+z

xox =ux+ 2 + xx’ = 0olacak sekilde x' € 27, elemant vardir. Bu egitlikten ©' =

bulunur. ©' € 27 oldugundan 27.° = {0 , —2} elde edilir.

Simdi R’nin adjoint grubu R° ile R halkas1 birimli oldugunda tersinir elemanlarindan olugan

R* ¢arpimsal grubunun izomorf oldugunu gosterelim. Bunun i¢in bir

v: R — R*

r — 14r

tanimlayalim.
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U(ry ) =147 ve ¥(ry ) =1+ ry oldugundan W(ry o ry ) = V(ry + 1o + rre) =
1+71+7ro+7ri79 yazanz. Aym zamanda U(ry).U(ry) = (1471).(1479) = 1+7r1+1r9+1179

dir. Boylece W(rjory) = W(ry).W(ry) olur. Yani ¥ grup homomofizmasidir.

Eger 1 +r € R*ise (1 +r).(1 +s) = 1 olacak sekilde bir 1 + s € R* eleman1 vardir.
Buradan r + s + rs = 0 dir. Bu yiizden r sag adjoint tersinirdir. Benzer bir sekilde r sol
adjoint tersinir de olur. Boylece € R° bulunur. Her 1 + € R* i¢in W(r ) = 1 + r olacak

sekilde » € R° oldugundan V¥ orten bir homomorfizmadir.

Simdi ® homomorfizmasinin ¢ekirdegini bulalim.

Cek(®)={re R°|V(r)=1+r =1} = {0} bulunur. Béylece ¥ doniisiimii birebirdir.
Bu durumda R° adjoint grubu ile R* (1 + R’nin carpimsal grubu) es yapili gruplardir.

Ornek 3.1.2 den Z° = {0, —2} oldugunu biliyoruz. Z tamsayilar halkasi birimli bir halka ve
Z nin ¢arpimsal grubu Z* = {1, —1} dir. Z° = Z* oldugu agiktir.

carpimsal grubu sirasiyla R° = {0,2,4,6} ve R* = {1,3,5,7} dir R birimli halka
oldugundan R° = R* dir.

Tanim 3.1.5. R herhangi bir halka ve X bir sol R—modiil olsun. Eger R°X = 0 esitligi
saglamyorsa X modiiliine sol G-unital, eger X R° = 0 esitligi saglaniyorsa X modiiliine sag

G-unital modiil denir. Hem sag hem sol G-unital modiile sadece G-unital modiil denir.

Eger R halkas1 birimliyse, her u € R* icin v — 1 € R’ oldugundan bir z € X i¢in

(u — 1)x = 0 dir. Dolayisiyla ux = x ile G-unital tanimi esdegerdir.

Tamm 3.1.6. Ry, Ry, ..., R, halka ve ¢ # j iken X;; , R; — R; bimodiil olsun. [R;, X;| yar:
direkt toplamui, i # j ve her i i¢in x;; € R; ,x;; € X;; olmak iizere (z;;) , n x n lik x;;

matris halkasi olarak tanimlanir.

Burada toplama iglemi bilinen matris toplami ve (x;;)(vi;;) = (zi;) carpma islemi ise
asagidaki gibi tammlanir:
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Zii = TV her: =1,2,....,nig¢in
Zij = Tig¥ij + TijYj; her i # 7 i¢in
Eger X;; modiilleri sifir olursa [R;, X;;| yart direkt toplami alisilmis Ry & Re @ ... & R, dik
toplamudir.

Simdi bu tanimi1 herhangi iki halka ve 2 x 2 lik matrisler i¢in yazalim.

S ve A herhangi iki halka olmak lizere X bir S — A bimodiil ve Y bir A — S bimodiil olsun.
S X
Y A

yaridirekt toplamu ile gosterilen 2 x 2 lik matrislerin kiimesi, bilinen toplama ve

s T s ss’ sz’ + xad

Yy a ' Y a ys' + ay’ aa
carpma iglemine gore bir halkadir. Asagidaki teoremde boyle bir matris halkasinin adjoint

grubu karakterize edilecektir.

Teorem 3.1.7. S ve A herhangi iki halka , X bir S — A bimodiil ve Y bir A — S bimodiil

olsun. Buradan .

S X Se X
Y A y A°

dir. Ayrica bu grubun degismeli olmasi icin gerek ve yeter kosul S° ve A° adjoint gruplarinin
degismeli olmas1 X ve Y modiillerinin G-unital olmasidir. Ek olarak eger bu durum

S X
saglanirsa adjoint grubu, S° ,A° adjoint gruplarinin ve X ve Y toplamsal
Y A

gruplarvmn direkt carpumina izomorftur.

S X
Kanit. halkasinin adjoint grubunu bulmak i¢in halkanin adjoint ¢arpma islemine
Y A

S X
gore tersinir elemanlarim belirleyelim. halkasinin adjoint islemine gore birim
Y
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00 s x
elemam dirr s € S,z € X,y €Y, a € Aolmak iizere eleman1 adjoint

0 0 Yy oa
. . . s T s
carpma igslemine gore tersinir olsun. Bu durumda 0 = olacak
Yy a Yy ad 00

sekilde s’ € Sa' € X,y € Y ,da € A vardir. Adjoint carpma igleminin tanimi kullanilarak

s+ s +ss r+ 2 + s’ + xad 00
y+vy +ys' +ay a+a + ad 00

elde edilir. Buradan matris esitliginden

s+ +ss =0
a+ad+ad = 0
r+a +sr'+xd = 0
y+y +ys+ay = 0

elde edilir. I1k iki esitlikten goriildiigii iizere s € S° ve a € A° dir. O halde

o

S X Se X
C
Yy A Y A°
kapsamasi vardir.
o ) 5 S X
Simdi tersine € alalim. Budurumda s € S°, a € A x € X vey € Y
Y oa Y A°

dir. s € S°oldugundan, s+ s’ + ss’ = 0ve a € A° oldugundan a + o’ + aa’ = 0 dir.
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o

. s T S X i
Gerekli islemler yapildiginda € elde edilir. Dolayisiyla
Yy oa Y A

o

Se X S X
-
Yy A° Y A

kapsamasi vardir. Iki yonlii kapsamadan esitlik elde edlir. Teoremin ikinci kisminin ispati
S X S

X
icin = grubu degismeli olsun. O halde her s, ' € S°, z,2' € X,
Yy A Yy A°

v,y € Y vea,a € A° olmak iizere

elde edilir. Bu esitlikte yine adjoint carpma igleminin tanim1 ve matris esitligi kullanilarak

asagidaki denklemler elde edilir ;

/ /

s = &'s
aa’ = da

r+2 +sr’'+xd = ¥ +rx+5v+2a

vt+y +ys+ay = v +y+ys+ady

Ik iki esitlikten S° ve A° adjoint gruplarnin degismeli oldugunu soyleyebiliriz. Diger
esitliklerde ise gerekli iglemler yapilarak X ve Y ’nin G-unital modiil oldugu elde edilir.

Simdi tersine S° ve A° adjoint gruplari degismeli ve X ve Y "nin G-unital modiil olduklarin

X S X
kabul edelim. = grubunun degismeli oldugunu gosterelim. s, s’ € S°
Y A Y A°
s oz s x Se X
a,af € A° x, 2 € X vey,y € Y igin , € alalim.
Yy a y d Y A°
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Bu durumda varsayimdan S° ve A° adjoint gruplari de§ismeli oldugundan ss’ = s's

b

aa’ = d'a yazariz. Ek olarak yine varsayimdan X ve Y ’nin G-unital modiil olduklar

icin st/ = s'x = xd’ = 2’a = 0 dir. Biitiin bunlardan ss’ = s's , ad’ = da ,

r4+2 +st’'+xd =2 +ax+sde+davey+y +ys +ay =y +y+ys+ady

esitliklerini elde ederiz yani ,

s x s s x s x
o = (]
y al |y d y d| |y a
. o SoX|
dir. Dolayisiyla grubu degismelidir. Son olarak adjoint grubunun , S°
Yy A Yy A

ve A° adjoint gruplarinin, X ve Y toplamsal gruplarinin direkt carpimina izomorf oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in 6ncelikle S x A° x X x Y direkt ¢arpimi iizerinde bir x ikili iglemini

asagidaki gibi tamimlayalim ; s, 8" € S°,a,a’ € A°,x, 2’ € X ,y,y € Y olmak iizere

k1 (92X A°X X XY) X (S°xA°x X xY) — Sex A°x X xY

((s,a,z,y), (s, d, 2 y)) — (sos,aod,x+2"y+7vy)

Simdi tanimladigimiz bu ikili islemi goz oniine alarak , s € S°,a € A°,x € X,y €Y

olmak tizere bir .

S X
v — S9%xA°x X xY
Y A
S T
— (s,a,x,y)
Yy a
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S1 I1 S2 T2
tanimlayalim. = olsun.

1 aq Y2 G2

Bu durumda (s1, ay, z1,y1) = (82, as, T, yo) oldugundan ¥ doniisiimii iyi tanimlhidir.

S1 Ty S9  To S1+ S2 + 5152 T1+ T2+ 51T + x102

Y1 aq Y2 Qo Y1+ Y2 + Y152 + a1y a1 + as + aias

= (51 + S2 + 8182, a1 + a2 + ajaz, T1 + To + S1T9 + T1a2, Y1 + Y2 + Y152 + a1y2)

dir. Ayrica
S1 T1 S22 T2

v * v - (Sl7a17$17y1> * (827a27x27y2) =
N . Y2 Q2

(810 82,a1 0 az,x1 + T2, y1 + y2)

dir. Dolayisiyla
S1 11 S2 T2 S1 11 52

X
v 0 — v « U | | elde edilir. Yani, ¥
Y1 aq Y2 Q2 Y1 aq Y2 Q2

grup homomorfizmasidir. Tanimladigimiz W birebir ve orten de oldugundan

&G0 xAx X xY

izomorfimasi elde edilir. O]
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.. 7 27
Ornek 3.1.8. 27 ve 37 , Z modiiller olmak iizere R = halkasinin adjoint grubu
37 7
7 27 7° 27
= dir. Ayrica (3.1.2) den Z° = {0, —2} oldugundan
37 7 37 7°
7° 27 0 2% 0 27 -2 27 -2 27
3% 7° 32 0| |3z —2| (32 o] |32 -2
kiimesidir.

On Teorem 3.1.9. R bir yerel halka olsun.

1. Eger R* degismeli bir grup ise R degismeli bir halkadir.
2. Eger R’nin sifirdan farkli bir G-unital modiilii varsa R/ J(R) = Zs olur.

3. Eger R/ J(R) = Zs ise G-unital R-modiiller elemanter degismeli 2-gruplardr.

Kanit. R bir yerel halka olsun.

1. Eger a,b € J(R) ise a ve b quasi regiiler elemanlardir. Bu durumda 1 + a,1+ b € R*
olur. R* grubu degismeli oldugundan (1+a)(1+b) = (1+b)(1+a) dir. Yani ab = ba
elde edilir. Bu durumda J(R) degismelidir. a,b € R fakat a,b ¢ J(R) olsun. Bu
durumda R yerel halka oldugundan a, b € R* olur ki buradan ab = ba elde edilir. Son
olarak eger a € J(R) ve b € R\J(R) olursa (1 + a) € R* ve b € R* oldugundan
(14 a)b = b(1+ a) elde edilir. Yani ab = ba oldugundan R degismeli olur.

2. X sifirdan farkli bir G-unital modiil olsun. Eger x € X vea € J(R) ise (1 + a)x = x
dir. Dolayisiyla az = 0 olur. Bu yiizden X , G-unital R/.J(R) modiildiir. Bu durumda
R yi boliimlii halka kabul edebiliriz. Fakather x € X ve 0 # r € Rigin (1 —r)x =0
dir. X sifirdan farkli oldugundan r = 1 elde edilir. Sonug olarak R/.J(R) = Z, dur.
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3. Eger X elemanter degismeli 2-grup ise yani, X grubunda birimden farkli her elemanin
mertebesi 2 ise bu durumda X , Z, iizerinde bir vektor uzaydir. R/J(R) = Z
oldugundan R nin X iizerindeki etkisi ; x € X ver € R ic¢in
egerr € R*iserz = x,
egerr € J(R) ise rx = 0 dir.

Dolayisiyla X, G-unital bir modiildiir. Tersine —1 € R* ve etki tanimlandig1 gibi

oldugundan her GG-unital modiil elemanter degismeli 2-gruptur.

]

Simdi R, adjoint grubu degismeli olan yari-miikemmel bir halka olsun. Bu durumda e;’ler
dik yerel eskare elemanlar olmak lizere e = e; + e2 + ... + e, olacak sekilde bir e egkare
elemani segebiliriz (2.7.4). Buradae = e+ J(R) elemant R/.J(R) halkasinin birimidir. Eger
R halkas1 birimliyse e = 1 dir.

Siradaki 6n teoremler i¢in asagidaki notasyonlar1 kullanacagiz;

= eRe
= {z]|ex=2,2e =0}

{ylye=y . ey=0}

R e
[

= {alea=0 =ac}

Bu gosterimlere gore S birimli bir halka ve A bir halkadir. X bir S — A bimodiil ve Y bir
A — S bimodiildiir.

On Teorem 3.1.10. R yari-miikemmel bir halka ve R° degismeli olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir:
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1. S birimli bir yari-miikemmel halkadir ve S* degismelidir.

2. A halkast J(A) = A olan degismeli bir halkadr.

Kanit. R yari-miikemmel bir halka ve R° degismeli olsun.

1. S = eRe oldugundan S halkasinin birimi e’dir ve e eskare elemani e; € S ortogonal
yerel eskare elemanlarinin bir direkt toplamidir. Bu yiizden [16 , Thm 1] geregince S

yari-miikemmeldir. Ayrica, S* = S° C R° oldugundan S* degismelidir.

2. Bgera € Aise R/J(R) bolim halkasindaa = ae =ea = 0 olurkibudaa € J(R)
anlamma gelir. Dolayisiyla A C J(R) dir. Varsayimdan, R° degismeli oldugu igin
A da degismelidir. @« € A iken A C J(R) oldugundan a o b = 0 olacak sekilde
b € R vardir. Buradan b = —ab — a elde edilir. Esitligi soldan e ile ¢arptigimizda
eb = —eab—ea yazarz. A halkasinin tanimindan ea = 0 dir. Dolayisiyla bu esitlikten
eb = 0 elde edilir. Benzer olarak be = 0 da bulunur. A halkasinin tanimi gz Oniine

alindiginda b € A olur. Buradan A = J(A) esitligini elde ederiz.

]

On Teorem 3.1.11. R, R° adjoint grubu degismeli olan bir halka olsun. Eger e, R nin bir

eskare elemant ise her r,s € R icin

erse = eresesere
ser = eser + sere — esere

ozdeslikleri saglanmr.

Kamit. a = er —ere ve b = se — ese olsun. Buradan (er — ere)(ere — er) = 0

oldugundan a € R° dir. Benzer sekilde b € R° bulunur. Ek olarak e? = e oldugundan
(er — ere).(er — ere) = erer — erere — ereer + ereere = 0 ve (se — ese)(se — ese) =
sese — seese — esese + eseese = () yazariz. Dolayisiyla a> = b? = 0 dir. Varsayimdan R°
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adjoint grubu degismeli oldugundan aob = boa dir. Buradan a + b 4+ ab = b + a + ba, yani
ab = ba elde edilir. Boylece ab = (ea)b = eba = 0 olur. a = er — ere ve b = se — ese
icin ab = erse — erese ve ba = ser — eser — sere + esere oldugundan erse = erese ve

ser = eser + sere — esere 0zdeslikleri elde edilmis olur. U

Simdi adjoint grubu degismeli olan yari-miikemmel halkalar karakterize eden bu boliimiin

temel teoremini kanitlayacagiz.

Teorem 3.1.12. R bir yari-miikemmel halka ve R° degismeli olsun. T degismeli yerel
halkalarin bir sonlu direkt toplami ve A degismeli, radikal bir halka olsun. Eger S,
carpimsal grubu S* degismeli olan ayristirilamaz yari-miikemmel bir halka ve X ile Y

G-unital S-modiiller ise

R=T®oA®

dir. Ayrica,

* S halkasinin birimi , e;’ler ortogonal yerel eskare elemanlar olmak iizere

1:€1+€2+...+6n

seklinde yazilir ve her i icin

eiSei/J(eiSei) = ZQ

dir.

X modiilii, her i icin X; ler agikar e;Se;—modiiller, her s € S ve (x4, ...,x,) € X icin

S(T1, .oy ) = (€18€121, ..., €n5€,Ty,)

ise X modiilii
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formundadir. Y modiilii de benzer yapiya sahiptir.

* R halkasimin adjoint grubu, T°, A° ve S° adjoint gruplarinin ve X ile Y toplamsal

gruplarimin direkt carpimina izomorftur.

Kanit. R, adjoint grubu R° degismeli olan yari-miikemmel bir halka olsun. O zaman e;’ler
yerel eskare elemanlar ve € = e + J(R), R/J(R) halkasinin birim elemani olmak iizere
e = e1 + es... + e, olacak sekilde R de bir e eskare elemani secebiliriz.

Simdi bir

S X
v: R —
Y A
ere er — ere
r —

re—ere r—er—re—+ere

tanimlayalim.

r1 = reiSe erie = erse, er; — erie = ery — erie , re — erie = roe — erse , |y — er; —

rie+ erie = ro — ery — rae + erge olacagindan W(ry) = W(ry) dir. Yani ¥ iyi tammldir.

e(r; +rq)e e(ry +mrq) —elry +ry)e
Birsbry) = (r+72) (ri 1) = elry +72)
(r1+re)e—e(ry+m)e  (r1+m) —e(ry +re) — (r1 +r2)e+e(ry +12)e
ve
erie ery — erie erse ery — erqe
U(r)+W¥(ry) = +
re—erie r—er;—re—+ere T9€ — €rg9€ T9 — €9 — I'9€ + erge
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oldugundan W(r; + ry) = W(ry) + Y(ry) elde edilir.  Dolayisiyla W bir grup

homomorfizmasidir.

U(ry.ry) = eri-r2)e e(ri.ra) —e(rira)e

(ri.re)e —e(ryre)e  (r1.ma) — e(ry.re) — (r1.19)e + e(r1.12)e

ve

erie ery — erie erse ery — erge
\I/(Tl).\p(rg) = .
rie —erie r; —er; —rie—+erie T9€ — €r9e T9 — €Ty — I'9e + erge

oldugundan (3.1.11) de ki 6zdeslikler diisiiniildiigiinde W (r;.r) = W(ry).¥(ry) elde edilir.
Dolayisiyla ¥ bir halka homomorfizmasidir. Ek olarak » = s + x 4+ y + a nin goriintiisii
s x S X

€ elemanidir. Sonug olarak R yari-direkt toplam olarak temsil edilir. R°
Yy a Y A

S X
degismeli oldugu i¢in da degismelidir. O halde (3.1.7) den X ve Y, GG unital
A

Y
modiillerdir. Ek olarak (3.1.10) dan A° = A dir. G-unital modiil tanimindan X A° = X A =

0ve YA° =Y A = 0 dir. Boylece yari-direkt toplamdaki ¢arpma tanimi kullanildiginda

elde edilir.

Simdi G'—unital S-modiiller X ve Y’nin yapisini ele alacagiz. (2.7.4) den S halkasinin
birim elemani e; ler ortogonal yerel egkare elemanlar olmak iizere 1 = e; +ex + ... + ¢,
seklinde yazilir. .S birimli yari-miikemmel bir halka ve S* = §° degismeli oldugundan e;Se;

yerel halkalarida degismelidir. Her ¢ = 1,2,...,n i¢in e;’ ler ortogonal eskare elemanlar
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oldugundan e, X, ..., e, X degismeli gruplarin
X=e1 X®..®e, X

bir direkt toplamini elde ederiz. X bir G unital S-modiil oldugundan S°X = 0 dir.
Buradan S°(e; X ) = 0 dir. Ek olarak (e;Se;)° C S° kapsamasini kullanarak (e;Se;)%; X
C S%; X = 0 yazanz ki bu da (e;Se;)°¢; X = 0 yani, e;X'in her i icin G-unital e;Se;-
modiil oldugunu gosterir. $imdi e; # e; ortogonaller ve s € S olsun. Boylece e;Se;e;Se; =
0 yani (e;Se;)? = 0 dir. Buradan (e;Sej)o(—e;Se;) = €;Se; — e;Se; + (e;5¢;)? = 0
oldugundan ¢;Se; € S° dir. X bir G unital S-modiil oldugundan e;Se; X = 0 dir. Sonug
olarak , her s € S ve her x € X i¢in sz = (e15€1)e1x + ... + (enSen)e,x  saglanr.
Diger taraftan , eger her ¢ icin X; bir G-unital e;Se;-modiil ve X = X; & ... & X, ise
(e15€1)°X1 = 0, ..., (e,5€,)° X, = 0 dir. e3se; € (e15¢e1)° iken e;se; € S° oldugundan

s(x1, ..., tp) = (e18€121, ..., €n8€,x,,) seklinde tanimlarsak , (1, ..., x,) € X igin

(e1s€1)X = (ere18€1€1X1, ..., €,6,5€,E0T )
= (e18€121, ..., €pS€nTy)

= (0,...,0)

elde ederiz. Sonug olarak X bir G unital S-modiil olur. Dolayisiyla G unital S-modiillerin
yapist GG unital e;Se;-modiillerin yapisiyla tamamen belirlidir. e; eskare elemani, ey Se;
yerel halkasi sifirdan farkli G-unital modiil icermeyecek sekilde secildiginde [17] de e; in
S’de merkezi egkare elemani oldugu kanitlandi. e merkezi egkare oldugundan eSf = fSe =

0 dir. Herhangi bir R halkasinin (2.6) da ki

R=cere®eRf® fRe® fRf
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ayrigsmasi diislintilerek S = e;Se; & Sy yazilir. Ek olarak X ve Y , GG unital e;.Se;-modiil

olduklarindan e; in segimi geregi e; X =0 ve Ye; = 0 dir. Onceki paragraftan

S X
=151 D
Y 0

yazilir. Burada e;Se; yerel halkalari sifirdan farkli G-unital modiiller igermediginden

S X
T =e15¢; DeySes D ... De,Se, olmak lizere R=T oA D dir. Sonug olarak
Y 0

stfirdan farkli G-unital modiil icermeyen her ¢;Se; yerel halkasi , R ’ nin bir direkt toplami

olarak ayrilir. Bu yiizden S yi ayristiritlamaz olarak alabiliriz.

Diger yandan L halkas sifirdan farkli bir G-unital modiile sahip ise (3.1.9)dan L/J (L) = Zs
dir. X elemanter degismeli 2-grup ise Z, iizerinde vektor uzayidir. L/J(L) = Zs

oldugundan L , X iizerine asagidaki gibi etki eder ; x € X ve [ € L iken

[ € L* ise lz=x

[ € JL) ise lx=0

olur. Buradan X’in G-unital oldugu aciktir. Dahas1 —1 € R* iken etki tanimindan —1.z = x
yani © + = 0 oldugundan her G-unital modiil elemanter 2-gruptur. G unital L-modiiller
tam olarak degismeli 2— gruplardir. Sonucta L yerel halka ve L° adjoint grubu degismeli

oldugundan L de degismeli olur. Bu kismin ayrintili kanit1 [17] de bulunabilir.

o

S X S X S X

Sonolarak R = T ® A D ve = >~ GOx0°x X xY
Y 0 Y 0 Y 0°

oldugundan
RO g TO @ AD @

ve buradan da

RO2T°x A°x S§°x X xY
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izomorfizmasi elde edilir. O]

S halkast e;Se; degismeli yerel halkalari cinsinden [17 , Thm 1] deki gibi karakterize
edildiginde yukaridaki teorem, adjoint grubu degismeli olan biitiin yari-miikemmel halkalar1
degismeli yerel halkalarin ve A = J(A) olan degismeli A halkalarinin yapisiyla tamamen

karakterize eder.

Sonu¢ 3.1.13. R adjoint grubu degismeli olan yari-miikemmel bir halka olsun. Eger

asagidaki kosullardan biri saglanirsa R halkasi degismelidir:

1. R halkasinda 2x = 0 iken x = 0 dir.

2. R’nin adjoint grubu R°’nmin her bir elemaninin mertebesi 3 olan bir direkt ¢carpant

yoktur.

Kanit. Yukaridaki teorem kullanarak bu durum S ye uygulanirsa [17 , Corollary 1] den R
degismelidir. X ve Y toplamsal 2-grup olduklarindan her iki kosulda X = 0 = Y elde
edilir. Yani her iki durumda da R degismelidir. [

On Teorem 3.1.14. R birimli bir halka ve J(R), R’nin Jacobson radikali olmak iizere

(R/J(R))" = R*/1+ J(R)

dir.

Kanit. R bir halka ve R*, R’nin ¢arpimsal grubu olmak tizere bir

o: R* — (R/J(R))*
r — r+J(R)

tammlayalim. Ilk olarak ®’nin iyi tamiml oldugunu gosterelim. r € R* ise 7.s = 1 olacak
sekilde s € R vardir. Bu durumda (r + J(R)).(s + J(R)) = 1 4+ J(R) oldugundan
(r+ J(R)) € (R/J(R))* dir. 7,73 € R* ve r; = 15 olsun. Bu durumda r, + J(R) =
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ro + J(R) olacagindan ®(r1) = P(ry) olur yani tanimladigimiz doniisiim iyi tanimlidir.
O(ry.re) = mry + J(R) = (1 + J(R)).(r2 + J(R)) = ®(r1).9(r2) oldugundan ¢ grup
homomorfizmasidir. Ek olarak Cek® = 1+ J(R) kiimesidir. Ayrica her r + J(R) €
(R/J(R))* elemani i¢in tamimdan € R* vardir. O halde ® 6rtendir. Birinci izomorfizma

teoreminden (R/J(R))* = R*/ 1+ J(R) elde edilir. O

On Teorem 3.1.15. R bir yerel halka olsun. R ’nin adjoint grubunun sonlu iiretilmis ve

degismeli olmasi icin gerek ve yeter kosul R halkasimin sonlu ve degismeli olmasidir.

Kanit. R yerel halkasinin adjoint grubunun sonlu tiretilmis oldugunu varsayalim. R bir yerel
halka oldugundan R/J(R) boliimlii bir halkadir [15 , Thm 19.1]. R’nin birimi oldugundan
R* = R dir. (3.1.9) dan R halkas1 degismelidir. R’nin ideallerinin herhangi artan bir zinciri
R’nin adjoint alt gruplarinin artan bir zinciri oldugundan R bir Noether halkadir. Her bir n
icin J(R)" / J(R)"™', R/J(R) iizerinde sonlu boyutlu bir vektdr uzay1 oldugundan J(R)"
/ J(R)™*! sonlu bir halkadir. J(R)° sonlu iiretilmis degismeli bir grup oldugundan [21]’den
J(R) halkas1 nilpotent olur. Yani R halkast sonludur.

Tersine, I? halkas1 sonlu ve degismeli bir halka ise /2’nin adjoint grubunun sonlu iiretilmis

ve degismeli oldugu agiktir. [

Sonug¢ 3.1.16. R yari-miikemmel bir halka olsun. Eger R° sonlu iiretilmis ve degismeli bir
grup ise I sonlu bir halka ve A toplamsal grubu sonlu iiretilmis nilpotent bir halka olmak
lizere R = F @© A dir. Ozel olarak R halkast birimli ve R* grubu sonlu iiretilmis ve degismeli

ise R sonludur.

Kanmit. [17 , Thm 1] de R* 1n degismeli olmasi icin gerek ve yeter kosulun R = S @
T izomorfizmasinin varlig1 verilmistir. R° degismeli iken R* da degismeli oldugundan bu
notasyonu kullanabiliriz. Notasyondaki S halkasi i¢in S = [L;, X;;] oldugundan S° sonlu
tiretilmistir. Dolayistyla ( 3.1.15) den S sonludur . Ek olarak 7" sifir veya degismeli yerel
halkalarin bir direkt toplam1 oldugundan (3.1.15) den sonludur. X ve Y , Z, iizerinde sonlu
tiretilmis vektor uzay olduklarindan ( 3.1.15) den sonludur. [21 , Thm 3] den A nilpotent

halkadir ve A™ sonlu iiretilmistir. O
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Sonu¢ 3.1.17. R Artin halka olsun. Eger R halkasimin adjoint grubu sonlu iiretilmis ve

degismeli ise bu durumda R halkast sonludur.

Kamnit. R Artin halka oldugundan yari-miikemmel bir halkadir. R sonlu iiretilmis ve
degismeli oldugundan bir onceki sonucta R = [ © A ve F sonlu secildiginden A
sonlu segilirse R’de sonlu olur. A nilpotent halka ve A™ sonlu iiretilmis oldugundan
A’nin nilpotentlik derecesi iizerinden tiimevarimla A* altgruplarinda azalan zincir kosulunu

sagladigi [20 , Thm 1] de gosterilmistir. Dolayisiyla R sonludur. [

3.2 Karakterizasyonun Tamamlanmasi

Bu bolimde adjoint grubu devirli olan yari-miikkemmel halkalarin karakterizasyonu

tamamlanacaktir. Bu karakterizasyon , Fischer ve Eldridge’in sonuclarim1 geneller [6].

On Teorem 3.2.1. A radikal bir halka ve A° devirli olsun. Bu durumda ya A halkasi
sonludur ya da A" devirlidir ve A*> = 0 dir.

Kamit. Watters teoreminden [21 , Thm 1], A degismeli ve nilpotent bir halkadir. A halkasinin
nilpotentlik derecesi n + 1 olsun, yani A" # 0 ve A" = 0. Simdi A’nin adjoint grubunun

sonsuz devirli grup oldugunu varsayalim. n = 1 oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in

O: A0 — AY/(A)F

a — a+ (AT

doniisiimiinii tammlayalim. Bu doniisiim cekirdegi (A?)° olan bir grup epimorfizmasidir.
Dolayisiyla birinici izomorfizma teoreminden A°/(A%)° = A+ /(A2)* bulunur. Ozel olarak
(A™)T = (A™)° olup A° grubunu sonsuz devirli kabul ettigimiz i¢in AT grubu da sonsuz

devirlidir. Simdi n > 1 kabul edelim ve 0 # ajas...a,, € A" olsun.

A: A0 s A)(A2)
a — a+(A?)
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doniisiimii cekirdegi (A?)° olan bir grup epimorfizmasidir. Dolayistyla birinci izomorfizma
teoreminden, A°/(A%)° = A/(A?) oldugundan sonludur. Boylece ka; € A" olacak sekilde
bir £ > 0 tamsayisi vardir. Buradan k(ajas...a,) € A" = 0 olur ki bu da (A™)* * nmin

sonsuz devirli olmast ile gelisir. Boylece n = 1 dir yani, A? = 0 elde edilir. U

Teorem 3.2.2. R halkas: adjoint grubu devirli olan yari-miikemmel bir halka olsun. Bu
durumda R ya sonludur ya da R iizerindeki carpum sifir ve R = (Z,+) dir. Eger R halkast
sonluysa , asagidaki tipte secilen halkalarin bir sonlu direkt toplanuidir éyle ki bu halkalarin

adjoint gruplarinin mertebeleri aralarinda asaldir.

Ny {0,a,a% a+a?*la®=0=2a}

Ny {0,a,2a,...,(p" — 1a | a® = p'a} , p herhangi bir asal vel <i <t
Ly GF(@p*) ,pherhangi bir asal |k > 1

Ly Zg, q=7p* ,ptekasal , k> 1

Ls ym

Ly Zyx] / (2*) ,p herhangi bir asal ve z belirsiz

Z, Z
Ml 2 2

0 Zs

7, 7.
M2 2 2

0 0

Zy 0
M, 2

Zy 0
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Kamit. 1k olarak [6] da Fischer ve Eldridge A° adjoint grubu devirli olan her sonlu radikal
A halkasinin N; ve N tipinde halkalarin bir direkt toplami oldugunu kanitlamiglardir. Ek
olarak [8] de Gilmer tersinirlerin grubu devirli olan her sonlu yerel halkanin bazi i’ler icin L;
tipinde oldugunu gostermistir. Simdi R halkas1 [2° adjoint grubu devirli olan yar1-miikemmel
bir halka olsun. R halkasinin (3.1.12) de ki ayrigsmasint goz oniine alarak (3.2.1) i A
halkasina uygulariz. Eger A" sonsuz devirli ise A> = 0 oldugundan R = A dir. Yani
R = (Z,+) olur. Eger A halkasi sonlu ise (3.1.16)’den R de sonlu halkadir. Bu durumda A
ve T halkalar1 N; ve L; tipindeki halkalarin bir sonlu direkt toplami olur. S ayristirilamaz
yari-miikemmel bir halka olmak iizere, S halkasi ya Z, dir ya da liggensel matris halkasi
Ly
0 Zs
modiiller oldugu icin X = 0 = Y dir. Buradan S°X = Y S° = 0 dir. Onceki durumda X ve

dir [17 , Thm 2]. Son durumda R° devirli oldugundan X ve Y, G-unital S

Y den biri sifir olur, digeri de ya Z; ya izomorftur yada sifirdir. Bu yiizden halkas1
Y 0

Z halkasina veya M, tipindeki halkalardan birine izomorftur. 0
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4. ADJOINT GRUBU NIiLPOTENT OLAN ARTIN
HALKALAR

22

R bir halka olsun. Ucgiincii boliimde R halkas iizerinde bir ”0” iglemi tanimlandiginda
(aob=a+b+ab; a,b € R) R'nin bu isleme gore her zaman bir yari-grup oldugunu
gormiistiik. R halkasi bu isleme gore bir grup oldugunda bu gruba R nin adjoint grubu demis

ve R ile gostermistik.

Bu boliimiinde R. Yu. Evstaf’ev ’ in Adjoint grubu nilpotent olan Artin halkalar [5] adli

makalesini ayrintilariyla inceleyecegiz ve temel olarak asagidaki teoremi ispatlayacagiz.

Teorem 4.1. R sag Artin bir halka olsun. R’nin adjoint grubu R° nilpotent ve Z(R) + R°
kiimesinin R’yi halka olarak liretmesi icin gerek ve yeter kosul her biri nilpotent halka ya da
carpimsal grubu nilpotent olan yerel halkalar olmak iizere R nin sonlu sayida idealin bir dik

toplami1 olmasidir.

4.1 Temel Tanimlar ve On Teoremler

Tanim 4.1.1. L, bos olmayan bir kiime ve L iizerinde her a,b € L i¢in toplama "+ ve

29 9

carpma .’ ikili iglemleri tanimlansin.

Eger ;

() (L, +) bir degismeli grup

(7i) her a, b, ¢ € R igin

a.(b+c)=ab+a.c (soldan dagilma ézelligi)
(a+0b).c=ac+b.c (sagdan dagilma ozelligi)

(i17) her a € Rigin a* = 0
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(1v) her a, b, c € R igin
(ab)e + (be)a+ (ca)b =0  (Jacobi identity)
ise L’ye bir Lie halka denir .

On Teorem 4.1.2. Herhangi bir R halkasinda >’ islemi yerine [z, y] = xy — yx komutator

islemi alimirsa R halkasi bir Lie halka olur.

Kanut.

(i) (R, +) degismeli bir grup

(7i) Her a, b, c € R i¢in

x4y, zl=(x+y)z—z(z+y) =zz4+yz—z0— 2y = vz —20+yz— 2y = [, 2] + [y, 2]
ve

[T, y+z]l=x(y+2)— (y+2)r =zy+rz—yr—zo =y —yr+rz—zx = [x,y] + [z, 2]
(17i) Her x€ Ri¢in [z,2] = z.x —z.x =0

(@)llz, yl, 2] + [ly, 2], 2] + [[2, 2], 9] = (wy —yz)z — 2(zy — ya) + (yz — zy)w — z(yz -
2y) + (zx —z2)y —y(za —x2) =0

kosullar1 saglandigindan (R, +, [, ]) bir Lie halkadir. O

R bir halka ve V, W kiimeleri R halkasinin herhangi iki toplamsal alt grubu olsun. [V, W]

komutatorii ile v € V ve w € W olmak iizere [v, w] ile iiretilen alt halka gosterilecektir.

Bir Lie halkanin iist merkez serisi, her n € N i¢in

Zy(R)={z|z € R,VYreR igin|z,r] € Z,_1(R) }

biciminde tanimlanir. [2’nin adjoint grubu R°’1n list merkez serisi Lie komutatorii yerine
adjoint grup komutatorii alinarak benzer sekilde tanimlanir.
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Tanim 4.1.3. R bir halka olsun. Eger Z,,(R) = R olacak sekilde ki en kiigiik say1 n ise R

halkasina nilpotentlik sinifi n olan Lie-nilpotent halka denir.

Bir Lie halkanin iist merkez serisi yerine bir grubun iist merkez serisini diisiiniirsek o zaman

nilpotentlik sinifi n olan grup tanimini elde ederiz.

[9] calismasinda R halkasi nilpotentlik sinifi n olan Lie nilpotent bir halka oldugunda R’nin
carpim grubu R* grubunun nilpotentlik sinifi en fazla n olan nilpotent bir grup oldugu
Gupta ve Levin tarafindan gosterildi. Eger J(R) = R ise R halkasina radikal halka denir.
[14] calismasinda Jennings, R radikal halka oldugunda R’nin adjoint grubu R°’1n nilpotent

olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun R halkasinin Lie-nilpotent olmasi gerektigini gosterdi.
Simdi Teorem 4.1’i ispatlamak icin gerekli On Teoremleri ve tanimlar1 verecegiz.

Bu kisimda S C R alt kiimesi tarafindan {iretilen alt halkayr < S > ile, R halkasinin

Jacobson radikalini J(R) ile ve merkezini de Z(R) ile gosterecegiz.

On Teorem 4.1.4. R bir halka ve J(R), R halkasin Jacobson radikali olsun. O zaman
J(R)®°, R’nin adjoint grubu R°’in normal alt grubudur ve (R/J(R))° = R°/J(R)° dir.

Kamit. r € R°iser + J(R) € (R/J(R))° oldugu agiktir. Simdi » + J(R) € (R/J(R))°
olsun. Bu durumda ros = a € J(R) olacak sekilde bir s € R vardir. J(R) ideali
quasi-regiiler ideal ve a € J(R) oldugundan a o b = b o a = 0 olacak sekilde b € J(R) vardur.
(ros)ob = ro(sob) = 0 oldugundan r elemaninin sag adjoint tersi vardir. Benzer sekilde
r nin sol adjoint tersinin oldugu gosterilir. Yani r elemant R° grubunun bir elemanidir.
®: R — R/J(R) dogal halka epimorfizmasindan &°: R° — (R/J(R))°

epimorfizmasi elde edilir. r, s € R° alalim. Bu durumda
O°(ros) = ®°(r+s+rs)=r+s+rs+ J(R)

P°(r) 0 ®°(s) = (r+ J(R))o(s+ J(R)) =r+s+rs+ J(R)

oldugundan
O°(ros) = °(r)od?(s)
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dir. Simdi ®° epimorfizmasinin ¢ekirdegini bulalim.
Cek(®°) ={re R°|®°(r)=J(R) } ={re R°lr+ J(R)=J(R) }
={reRlreJ(R)}

J(R) = J(R)° ve J(R)° N R° = J(R)° oldugundan Cek(®°) = J(R)° elde edilir. Birinci
izomomorfizma teoreminden (R/J(R))° = R°/J(R)° elde edilir. O

On Teorem 4.1.5. R halkasi R = Ry @ ... ® R, seklinde alt halkalarinn direkt toplamina

ayrisabilen bir halka olsun. O zaman asagidaki ifadeler dogrudur:

1. R° adjoint grubu, v = 1,2, ..., n olmak iizere R} adjoint gruplarimin direkt carpumidar.

2. R halkasimin Z(R) + R° kiimesi tarafindan iiretilmesi icin gerek ve yeter kosul her R;

halkasiin Z(R;) + R? kiimesi tarafindan iiretilmesidir.

3. R halkasimin R° adjoint grubu tarafindan iiretilmesi icin gerek ve yeter kosul her R;

halkasin R} adjoint grubu tarafindan iiretilmesidir.

Kanat.

Rhalkas1 R = R @ ... ® R,, seklinde alt halkalarinin direkt toplamina ayrigabilen bir halka

olsun.

. R=R®..®R,ver € ROolsun. O zaman r € Rdir. r; € R; (i = 1,...,n) olmak
tizere r = (ry,ra,...,7,) yazabiliriz. 7 € R° oldugundan ros = 0 olacak sekilde r
nin adjoint tersi vardir. Buradan s € R° C Rve s; € R; (1 = 1,...,n) olmak iizere
s = (s1, 82, ..., $p) yazilir. Budurumda r + s +rs = (1,72, ..., 7n) + (51, S2, ..., Sn) +
(r181,7282, <oy TSp) = (r1481+7181, "o+ S2 + 7282, .., T+ Sp+108,) = (0,0, ...,0)
oldugundan 7105y = 0, 79059 =0, ... , 1,08, = 0 olur. Yanir € R} x Rj...x R
elde edilir. Sonug olarak 2° C R{ x Rj...x R bulunur. Benzer sekilde R{ x Rj...x

R° C R° oldugu gosterilir. Iki yonlii kapsamadan esitlik elde edilir.
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2. Rhalkasmin Z(R)+ R° kiimesi tarafindan iiretildigini varsayalm. R = R & ... ® R,
oldugundan Z(R) = Z(R1) @ ... ® Z(R,,) dir. Buradan Z(R) + R° kiimesi tarafindan
tiretilen alt halkalar Z(Ry) + R}, Z(R2) + RS , ... , Z(R,,) + R? kiimeleri tarafindan
tiretilen alt halkalar1 igerir ve bu yiizden bu halkalarin direkt toplamu ile ¢akisir. Eger
bazi i’ler i¢in Z(R;) + R? kiimesi , R;” yi bir halka olarak iiretmiyorsa o zaman R
halkas1 Z(R) + R° kiimesi tarafindan iiretilemez. Boylece gereklilik ispatlanmig olur.
Simdi tersine her R; halkasi, Z(R;)+ R? kiimesi tarafindan iiretilsin. O halde Z(R;)+
R¢ kiimesi tarafindan iiretilen alt halka , Ry, ..., R,, alt halkalarinin direkt toplam ile

cakigir. Yani R halkas1 Z(R) + R° kiimesi tarafindan tiretilir.

3. R halkasmin R° adjoint grubu tarafindan iiretildigini varsayalim. Birinci siktan R°
adjoint grubu , R? adjoint gruplarinin direkt ¢carpimidir yani R = R; @ ... @ R,, iken
R° = R{ x ... x R? dir. R =< R° > varsayimim da kullanarak R = R, @& ... ©
R, =< R} x ... x R? > elde ederiz. Eger baz1 ¢’ler i¢in R?{ kiimesi ?;” yi bir halka
olarak iiretmiyorsa o zaman R halkasinin tamami R° kiimesi tarafindan iiretilemez.
Dolayisiyla her I?; halkasinin R adjoint grubu tarafindan tiretilmesi gereklidir. Tersine

her R; halkasinin 12§ adjoint grubu tarafindan iiretildigini kabul edelim. Yani,

Ri=<R{>,Ry=<R5> ,.., R,=<R, >

Buradan R = Ry @ ... @ R, =< R} x ... x R} > elde ederiz. Yani R halkas1 R°
adjoint grubu tarafindan iiretilir.

O

Eger bir Artin halka adjoint grubu tarafindan iiretiliyorsa, mutlaka ¢carpimsal grubu tarafindan
da iiretilir. Fakat tersi dogru degildir. Yani ¢arpimsal grubu tarafindan iiretilen Artin
halkalarin adjoint grubu tarafindan iiretilmeyebilir. Ornegin Z,, halkasini diisiinelim. Z,

halkasi sonlu oldugundan Artin halkadir. Z, halkasimn garpimsal grubu {1,5,7,11}

kiimesidir ve Z, halkasini iiretmez.
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On Teorem 4.1.6. R bir Artin halka olsun. R° adjoint grubunun R’yi bir halka olarak
liretmesi icin gerek ve yeter kosul R/J(R) yari-basit halkasinin her basit bileseninin Fy den

farkli olmasidir.

Kamt. 1k olarak R° adjoint grubunun R’yi bir halka olarak iiretmesi icin gerek ve
yeter kosulun R/J(R) bolim halkasinin adjoint grubu tarafindan iiretilmesi oldugunu
gosterecegiz. Eger R =< R° > ise o zaman R halkasinin her eleman1 R° adjoint grubundan
gelen elemanlarin tamsay1 katsayilart ile dogrusal bir kombinasyonu seklinde yazilabilir.
Dolayisiyla boliim halkasi da adjoint grubu tarafindan iiretilir. Tersine , (R/J(R))° adjoint
grubu R/J(R)’yi bir halka olarak iretsin. (R/J(R))° = R°/J(R)° ve J(R)° = J(R)
oldugundan R’nin her eleman: R’nin adjoint grubu tarafindan iiretilir. Wedderburn-Artin
teoreminden ¢ = 1,...,k icin .S; ’ler boliimli halka iizerinde tam matris halkalar1 olmak

lizere

R/J(R) = S @...® Sk

elde ederiz. Boliimlii bir halka iizerinde ki .S matris halkasinin S° adjoint grubu , S = Fs
iken S° = 0 oldugundan S = Fy durumu diginda her zaman S’yi bir halka olarak {iretir. Bu
yiizden (4.1.5) den R/J(R) boliim halkasinin adjoint grubu tarafindan iiretilmesi i¢in gerek

ve yeter kosul her basit S; bileseninin Fy” den farkli olmasidir. [

Tanim 4.1.7. R bir halka olsun. Eger R halkasi sifirdan farkl: iki idealinin direkt toplamina

ayrisamiyorsa bu durumda R ’ye dogrudan ayristirilamaz halka denir.

Bir R halkasi ideallerinin direkt toplamina ayrigabilirse bu durumda R halkasinin yapisinin
arastirtlmasi , her idealinin yapisini arastirilmasina indirgenir. Bu nedenle ideallerinin direkt
toplamina ayrigmayan halkalari ele alacagiz. Bir R halkasinda 0 ve 1 ’in agikar eskare eleman

olarak adlandirildigini biliyoruz.

On Teorem 4.1.8. R dogrudan ayristirilamayan birimli bir halka olsun. Bu durumda R

halkasinin merkezi sadece asikar eskare elemanlar icerir.

Kamit. e, R halkasinin merkezi eskare elemani olsun. V' = {r — er | r € R} kiimesini
tamimlayalim. 0 € V oldugundan V' # & dir. v1,v3 € V olsun. V kiimesinin tanimindan
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vy = r1 —er; ve vy = r9 — ery olacak sekilde r,7, € R vardir. Buradan vy — vy =
(ri1—ery) —(ro—erg) = (r1 —rg) —e(ry — o) elde ederiz. Boylece r; — 5 € R oldugundan
rp —re € V oolur. Simdi s € R alalm. s.w; = s.(r; — ery) yazariz. Varsayimdan e
merkezi eskare eleman oldugu icin Vr € R ile degismelidir , yani er; = rje dir. Bu yilizden
Sy = s.r; —s.re = s.ry—e.sry € Vvevs = (rp—ery).s =r.s—ery.s € V olur. Yani
V, R ’nin bir idealidir. R halkasinda alinan herhangi bir e eskare elemani i¢in eR kiimesi
R’nin bir idealidir. Boylece I halkast R = eR @ V ideallerinin direkt toplamina ayrigir.
Fakat varsayimdan R halkasi dogrudan ayristirilamayan bir halka oldugu i¢in e R = 0 veya
V = 0 elde ederiz. Eger eR = 0 ise R halkas1 birimli oldugundan e = 0 elde ederiz.
Eger V = O ise herr € Ricin r = re = er elde ederiz. Boylece e R halkasinin birim
elemanidir. Dolayisiyla merkezden aldifimiz e eskare elemani 0 veya 1 oldugundan agikar

eskare elemandir. O

4.2 Teorem 4.1 in Kaniti

Bir R halkasinda aR = Ra = 0 olacak sekildeki biitiin a« € R elemanlarinin olusturdugu

kiime R halkasinin sifirlayan: olarak adlandirilir.

On Teorem 4.2.1. R halkast, R° adjoint grubu nilpotent olan yari-basit Artin halka olsun.

Bu durumda R/ J(R) kalan sinif halkast cisimlerin direkt toplamina ayrisabilir.

Kamit. R halkast Artin oldugundan, R/J(R) homomorfik goriintiisii de Artindir.
Ayn1 zamanda J(R/J(R)) = 0 oldugundan R/J(R) Jacobson anlaminda yari-basittir.
Wedderburn-Artin teoreminden ¢ = 1, ...,k i¢in S; ’ler boliimlii halka {izerinde tam matris

halkalar1 olmak tizere,

R/J(R) =S &...0 S,

dir. (4.1.5)’den R/ J(R) kalan simf halkasinin adjoint grubu, S¢ gruplarinin direkt carpimina
izomorftur. R° adjoint grubu nilpotent oldugundan (4.1.4) den her 7 i¢cin S nilpotent olur.
Boliimlii bir D halkasi tizerinde ki tam n X n matris halkasinin adjoint grubunun nilpotent
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olmasi icin gerek ve yeter kosul n = 1 olmasidir. Ayrica [11] den D boliimlii halkasinin
carpimsal grubu yalmzca D’ nin degismeli oldugu durumda nilpotenttir. Bu yiizden R/J(R)

kalan simif halkasi cisimlerin direkt toplamudir. 0

On Teorem 4.2.2. R dogrudan ayristirilamayan Artin bir halka olsun. Eger R° adjoint
grubu nilpotent ve Z(R) + R° kiimesi R’ yi bir halka olarak iiretiyorsa bu durumda R
halkast ya yerel halkadir ya da nilpotent halkadhr.

Kamit. M, R halkasinin minimal ideali olsun. Bu durumda M J(R) kiimesi R halkasinin bir
idealidir ve M J(R) C M dir. M idealinin minimalliginden M J(R) = M yada MJ(R) =
0 dir. Ilk olarak M J(R) = M olsun. R Artin halka oldugundan J(R) nilpotenttir. Bu

durumda bir £ dogal sayisi i¢in
M=MJR)=MJ(R?=..=MJR)F=0

elde ederiz. M minimal ideal oldugu i¢in sifirdan farklidir. Yani bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla
MJ(R) # M olmalidir. O halde M J(R) = 0 olur. Simdi M idealinin R halkasinin
merkezinde oldugunu kanitlayalim. M N Z(R) kiimesini K ile gosterelim. Onceki 6n
teoremden dolay1 R/J(R) boliim halkas1 degismelidir. Boylece her r, s € R olmak iizere
r+ J(R), s+ J(R) € R/J(R) elemani i¢in (r + J(R))( s + J(R)) = (s + J(R))(
r + J(R)) yazariz. Buradan rs + J(R) = sr + J(R) yani , rs — sr € J(R) olur. K
kiimesinin tamimindan her k¥ € K igin k& € M olur. MJ(R) = 0 oldugunu da géz 6niine
alirsak k.(rs—sr) = 0 yazariz. Buradan k.(rs) —k.(sr) = 0 esitligini elde ederiz. k € Z(R)
oldugundan (kr)s = s(kr) olur yani , kr € Z(R) ’dir. Benzer sekilde rk € Z(R) bulunur.
Ek olarak £ € M ve M, R halkasinin ideali oldugundan kr,rk € M dir. Sonucta K
kiimesinden aldigimiz bir k£ elemani i¢in kr,7k € M N Z(R) = K buluruz. Yani K, R
halkasinin bir ideali olur. K ideali M/ minimal idealinin altinda oldugundan K = M
veya K = 0 dir. Benzer sekilde M N J(R) kiimesi de R halkasinin bir ideali olup M
minimal idealinin i¢inde oldugundan M N J(R) = M veya M N J(R) = 0 dur. IIk olarak
M N J(R) = M oldugunu kabul edelim, yani M/ C J(R) olsun. M minimal ideali i¢in
(R/M)° = R°/M° dogal izomorfizmasin diisiindiigiimiizde bu izomorfizmanin ¢ekirdegi
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M? olur. Dolayisiyla M°, R° da normal altgruptur. Varsayimdan R° adjoint grubu nilpotent
oldugu i¢in 1 < M° < R° normal serisini ele alirsak M° N Z(R°) # 0 dir. Yani, R°
merkezi ile M° 1n kesisimi agikar degildir. Ek olarak varsayimdan Z(R) + R° kiimesi R yi
bir halka olarak iirettigi i¢in R° adjoint grubunun merkezinden gelen her eleman Z(R) ye

aitti. Buda M N Z(R) # 0 anlamina gelir. Bu yiizden K = M ve M C Z(R) dir.

Simdi M N J(R) = 0 olsun. [M,R] = MR — RM ve M, R halkasinin ideali
oldugundan [M,R] C M olur. Ayrica her r,s € Rigin rs — sr € J(R) oldugundan
[M, R] C J(R) olur. Dolayisiyla [M,R] C M N J(R) = 0yani, [M, R] = 0 elde ederiz.
Buda M C Z(R) anlamina gelir. Bilindigi gibi bir Artin halkanin her quasi devirli alt grubu
sifirlayanindadir [7 , Thm 4.4]. Bu yilizden R halkasinin biitiin quasi devirli alt gruplarinin
toplam1 2’nin bir idealidir . Bu ideale /V diyelim. Eger R halkasinin quasi devirli alt grubu
yoksa N = 0’ dir. R = R/N boliim halkasi kuasi devirli altgruplar icermez. Bu yiizden
sag idealleri icin maksimallik durumu saglanir [20 , Corollary 4]. Eger R = Oise R = N
dir. R halkasi Artin oldugundan J(R) Jacobson radikali nilpotenttir. R = N C A(R)
C J(R) oldugundan R nilpotent halkadir. Simdi R # 0 oldugunu kabul edelim. R
halkas1 Noether oldugundan L,, ., L,” de maksimal ideal olmak iizere n = 0, ..., k icin R

halkasinin ideallerinin

R=Le2L 2. 2Ly 2L =N

seklinde zinciri vardir. Bu dizide L,,,; boliim grubuna gecersek ; R/L, 1 boliim halkasinin
L,/ L, minimal idealini ederiz. Yukarida yaptiklarimizdan dolayr bu minimal ideal
halkanin merkezindedir. e, R halkasinin herhangi bir eskare elemani olsun. L,/ L, €
Z(R/Lyy1) olugundan e + L,y € R/L,41 ve x + L,y € Ly,/L,y; elemanlan igin
(e+ Lpy1).(x+ Lpy1) = (v + Lys1).(e + Lyyq) yazanz. Buradan ex + Ly, 1 = xe + Ly
olur ki bu da ex — xe € L, ; demektir. Boylece her n i¢in [e, L,,| C L, olur. Simdi
eR’nin R’ nin ideali oldugunu gosterelim. Her r,s € R i¢in ser = eser + [s,eler
esitligini elde ederiz. Bu yiizden her n i¢in L,eR C eR + [e, L,JeR C eR + L,;1eR
dir. Buradan ise ReR C eR + LieR C eR + I,eR C ... C eR+ NeR = eR
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olur. Benzer olarak Re’de R’nin bir idealidir. V' = {r —er | r € R} sol idealini ve
W = {r —er |r € R} sag idealini diisiinelim. V’nin ideal oldugunu gosterelim. Her
r—er € Vvehers € Rigin sr — ser = sr — esr + eser — ser + e, s|r — [e, s|er
dir. Varsayimdan her n igin, L,V C V + [e,L,]V C V + L,;V dir. Ek olarak
RV cV+ LWV CV+LV C..CV+ NV =V dir Benzer bir sekilde W nun da
ideal oldugu goriiliir. Buradan R halkas1 R = eR & V seklinde ideallerinin direkt toplamina
ayrisir. Fakat R dogrudan ayristirlamayan bir halka oldugu icinyaeR = O diryada V=0
dir. Eger eR = 0 ise ayrismadan e = 0 dir. Eger V' = O ise her » € R icin r = re elde
ederiz. Benzer sekilde R = Re & W ayrigmasini dikkate aldigimizda her r € Rigcinre = r
elde ederiz. Bu durumda e, R halkasinin birim elemani olur. Dolayisiyla R sadece asikar

eskareler icerir. Sonug olarak R halkas1 ya yerel halkadir ya da nilpotent halkadir. U

Bilindigi gibi, birimli ve degismeli her Artin halka yerel halkalarin direkt toplamina
ayrigabilir [2 , Thm 8.7]. Teorem 4.1 bu sonucun, R’ adjoint grubu nilpotent olan ve

Z(R) 4+ R° kiimesi tarafindan tiretilen Artin halkalarin bir genellemesidir.

Simdi Teorem 4.1’in kanitin1 verebiliriz.

Teorem 4.1 in Kamiti . Sag R Artin halkasinda R° adjoint grubu nilpotent olsun ve Z(R)+ R°
kiimesi R’ yi bir halka olarak iiretsin. R halkasi dogrudan ayristirllamayan sonlu sayida

halkanin direkt toplami, yani

olsun. Simdi Ry, ..., R, alt halkalarinin nilpotent veya ¢arpimsal grubu nilpotent olan yerel
halka oldugunu gosterecegiz. [2° adjoint grubu nilpotent oldugundan ve R° = R{ X ... X R?
esitlifinden her s = 1,...,n i¢in R adjoint gruplar1 nilpotenttir. Eger 1?; halkas1 birimliyse
R? adjoint grubu ile R} carpimsal grubu izomorf olacagindan R; carpimsal grubu da
nilpotent olur. Ek olarak varsayimdan Z(R) + R° kiimesi R’ yi bir halka olarak iirettigi i¢in
(4.1.5)’den R; =< Z(R;)+ R? > yazariz. Dolayisiyla (4.2.2)’den her R; halkas1 ya nilpotent
halkadir ya da yerel halkadir. Ayrica nilpotent halkalarin direkt toplamlar1 da nilpotent
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oldugundan gereklilik ispatlanmig olur. Tersine R halkasinin her biri ya nilpotent halka
ya da ¢arpimsal grubu nilpotent olan yerel halka olan (x) da ki gibi bir ayrisimi olsun. Bu
durumda R° adjoint grubu nilpotent gruplarin direkt carpimidir ve boylece nilpotenttir. Simdi
her nilpotent halkanin bir radikal halka oldugunu gosterelim. Her nilpotent halka nil halka
oldugundan, nil halkanin radikal halka oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir. Simdi 7" bir
nil halka olsun. O zaman her elemani nilpotent olacagindan her a € T i¢in ™ = 0 olacak
sekilde bir m tamsayisi vardir. b = —a + a® — a®... + (=1)"'a™"! elemamm aldigimizda
a+ b+ ab = 0 olur yani 7T radikal halkadir. Sonugta nilpotent halkalarin adjoint grubu
kendisine esit olur. Ek olarak bir yerel halka kendi ¢arpimsal grubu tarafindan iiretildigi icin

her R; halkas1 Z(R;) + R? kiimesi tarafindan iiretilmig olur. (4.1.5)’den Z(R) + R° kiimesi
R’ yi bir halka olarak {iretir. 0

Eger R halkas1 birimli ise R’ adjoint grubu ile R* carpimsal grubu izomorf oldugundan

carpimsal grubu nilpotent olan sag Artin halkalar i¢in de yapilan teorem dogru olur.

Sonu¢ 4.2.3. R halkast birimli bir Artin halka olsun. R halkast R* ¢carpimsal grubu
tarafindan iiretilsin. Bu durumda R* ¢arpimsal grubunun nilpotent olmast icin gerek ve
yeter kosul R’nin sonlu sayida idealinin dik toplami ve bu ideallerin her birinin ya nilpotent

bir halka ya da ¢carpimsal grubu nilpotent olan bir yerel halka olmasidir.

Ornek 4.2.4. R° adjoint grubu nilpotent olan herhangi bir Artin halkamin yerel veya

nilpotent olmasi gerekmez . Asagida ki 2 x 2 matris halkasin diisiinelim.

Lo

R = | halkastn merkezi ve adjoint grubu sirasiyla asagidaki gibidir :
0 0
a x x a b
Z(R) = ER|V € Ricin = =
0 0 0 0 0 0 0 0 0
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a b a b Ty 0 0 Ty
R = €ER| 0 = olacak sekilde € R adjoint tersi vardir
00 00 00 0 0
0 =z
= X |ZE€ZQ

0 0

\ L . Vs

¢ T 3
00 01
0 0| [0 0

\ L . Ve

Z(R) 4+ R° kiimesi R’ yi bir halka olarak iiretemez.

R halkasinda birim eleman olmadigi icin R bir yerel halka degildir. Ayni zamanda

00
stfirdan farkli eskare elemanint icerdigi icin R nilpotent halka da degildir.
Lo 2o - . .. o . .
R = halkasinin Jacobson radikali, maksimal regiiler sag ideallerin arakesiti
0 O
0 Zs
olacagindan J(R) = seklinde bulunur.
0 0
Simdi
Lo 7
o: |77 — 2,
0 O
a b
—r a
0 0
Lo
tammlayalim. 0, cekirdegi olan orten bir halka homomorfizmasidir.  Birinci
0 0

izomorfizma teoreminden R/J(R) = Z, elde ederiz.
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Bir Lie halkanin iist merkez serisi ; her n € N icin

Zn(R)={z|z € R,¥Yr €R igin[z,r] € Z,_1(R) } seklinde tanimlamistik.

R birlesmeli ve birimli bir halka olsun. Gupta ve Levin [9] da eger R nilpotentlik sinifi n
olan bir halkaysa R* ¢carpimsal grubunun nilpotentlik sinifi en fazla n olan bir grup oldugunu
kanitlamiglardir. Jennings [14] de R halkasinin adjoint grubu R° 1n nilpotent grup olmasi i¢in
gerek ve yeter kosulun R halkasinin Lie-nilpotent halka oldugunu kanitlamistir. Ek olarak
birlesmeli bir R Lie halkasinin ve R° adjoint grubunun nilpotentlik simifinin ¢akistig1 savim

One slirmiistiir. Bu sav daha sonra Du [4] tarafindan kanitlanmistir: yani

R radikal halkasinin iist merkez serisinin her Z,(R) (n > 0) terimi , R° adjoint grubunun

tist merkez sersine kargilig1 olan Z,,(R°) (n > 0) terimiyle gakigir.
R halkasinin yerel oldugu durumda [3] de asagida ki sonug elde edilmistir :

R* grubunun iist merkez serisinin n inci terimi Z,, (R*) olmak iizere her n > 0i¢in Z,,(R)* =

Zn(RY)

Ozel olarak, R yerel halkasimn R* carpimsal grubunun nilpotent olmasi icin gerek ve
yeter kosul /2’ nin Lie-nilpotent halka olmas1 ve bu durumda her iki yap1 i¢inde nilpotentlik

sinifinin cakigsmasidir.

R birlesmeli bir halka olsun (birimli olmasi gerekmez). Amberg ve Sysak [1] de R halkasinin
adjoint yarigrubu R * nin nilpotentlik stnifinin n olmasi igin gerek ve yeter kosulun R’ nin
nilpotentlik siift n olan Lie-nilpotent halka oldugunu kanitlamiglardir. Bu yiizden eger R
halkasi nilpotentlik sinifi » olan Lie-nilpotent halka ise bu durumda R° adjoint grubunun

nilpotentlik sinifi en fazla n dir.

Sonug 4.2.5. R halkast Z(R) + R° kiimesi tarafindan iiretilen bir Artin halka olsun. R°
adjoint grubunun nilpotent olmasi icin gerek ve yeter kosul R halkasinin Lie-nilpotent halka

olmasidir ve bu durumda her iki yapinin nilpotentlik siniflar cakigir.
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Teorem 4.2.6. R bir Artin halka olsun. Eger R° adjoint grubu nilpotent ve Z(R) + R°

kiimesi R’ yi bir halka olarak iiretiyorsa o zaman asagidaki ifadeler dogrudur :

1. Hern > 0igin, Z,(R)° = Z,(R°) esitligi saglanur.

2. R halkasinin her eskare elemant R nin merkezindedir.

Kanit. R bir Artin halka olsun. R° adjoint grubu nilpotent olsun ve Z(R) + R° kiimesi R yi

bir halka olarak tiretsin.

1. Buiddianin gecerliligi nilpotent ve yerel halkalar icin sirasiyla [4] ve [3] de yapilmasgtir.
Sonug olarak eger R halkasi (x) da ki ayrismaya sahip ise her n > 0 i¢in Z,,(R;)° =
Zn(R?) olur. Bu durumda ayni1 6zellik direkt toplamda da saglanir. Yani , Z,(R)° =
Z,(R°) esitligi elde edilir.

2. R Artin halkasinda R° adjoint grubu nilpotent ve Z(R) + R° kiimesi R’ yi bir halka
olarak {irettigi icin Teorem 4.1 den dolay1 R halkas1 her biri ya nilpotent halka ya da
yerel halka olan sonlu sayida idealin direkt toplamidir. Ayrica yerel halkalar sadece
asikar eskareler icerdiginden ve asikar eskareler merkezi eskareler oldugundan R

halkasinin biitiin eskare elemanlar1 merkezinde olur.
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5. SONUC

Bu tezde R’nin adjoint grubunun yapisi ile yari-miikemmel ve Artin halkalarin yapisini
belirleme problemlerini ele alan Nicholson’in [18] ve Evstaf’ev’in [5] makaleleri derlenerek

genis aciklamalar ile sunulmustur.

Literatiirde bu konuyla ilgili ¢cok sayida makale ve acik problem vardir. Bu acik problemler
son yillarda bircok matematikgi tarafindan caligilmis bazilar1 belli kogullar altinda ¢oziilmiig
ise de bazilart icin ¢aligmalar devam etmektedir. Bunlardan birisi: Adjoint grubu sonlu

tiretilmis nilpotent olmayan bir radikal halka var midir? [19] [Sysak,Question 4.1] sorusudur.
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