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Tekrarli 6lgumlu veriler ayni deneysel birimden farkli deneme kosullarinda
alinan birden fazla dlgimi tanimlamaktadir. Ozellikle, saglik ve davranis bilimleri,
egitim ve psikoloji gibi gesitli alanlarda tekrarli dlgimlG veriler ile yapilan arastirmalar
uygulamali istatistikte 6nemli bir yere sahiptir. Ayni deneysel birimden alinan farkli
Olcimler arasindaki bagimhlik yapisi, tekrarli élgimli verilerin analizinde daha dikkat
gerektiren ve diger analizlere oranla daha zorlastiran bir husus olarak karsimiza
¢lkmaktadir. Bu Olgimler ile planlanmis arastirma tasarimlarinin sonuglarini analiz
etmek icin kullanilan birgok yéntem vardir. Bu analiz yontemleri arasindaki en buyuk
fark ise kullanilan modellerin dayandidi varsayimlardir. Bu yodntemler arasindan
modellerin dayandigi varsayimlari saglayarak bagimhlik yapisina sahip tekrarh dlgimlu
verileri modelleyebilecek uygun bir yéntemin belirlenmesi 6nem kazanmaktadir. Klasik
yontemlerin gerektirdigi en onemli varsayimlardan biri normallik varsayimidir. Birgok
yontem normallik varsayimi altinda ¢aligmaktadir. Ancak uygulamalarda bu varsayimi
saglamak her zaman mumkin olmamaktadir. Bu sebeple, tekrarli dlgimli verilerin
analizinde oOzellikle normallik varsayiminin saglanmadigi durumlar ig¢in, normal
dagilimin o6tesinde modelleme de esneklik saglayabilecek daha farkli dagilimlara
ihtiyac duyulmaktadir.

Bu calismada, normallik varsayiminin saglanmadidi durumlarda, normal

dagilima alternatif bir dadihm ailesi olan Eliptik Konturlu dagilimlar altinda ¢ok



degiskenli tekrarli dlgimlU verilerin analizi igin siklikla kullanilan bir yontem olan Cok
Degiskenli Varyans Analizi (MANOVA) modeli incelenerek, Cok Degiskenli Laplace
dagiliminin kullaniimasi énerilmistir. Bu dagilim varsayimi altinda MANOVA modeline
iliskin parametre tahminleri en ¢ok olabilirlik yontemi ile gerceklestirilip bu tahmin
edicilere dayali test istatistikleri 6nerilmistir. En c¢ok olabilirlik yéntemine dayal
parametre tahminleri icin EM algoritmasi kullanilmistir. Ayrica, farklh deneme
kosullarinda i¢ ice olusan tasarimlardan alinan tekrarli dlgimli verilerin analizi icin
Matris Degiskenli Laplace dagilimi kullaniimasi dnerilmis ve bu dagdilima dayali modelin
parametre tahminleri en c¢ok olabilirik tahmin yoéntemi ile gerceklestirilmistir.
Parametrelerin  gercek degerleri ile tahminler arasindaki Oklid uzakliklari

hesaplanmasinin yaninda ayrica test istatistiklerinin gugleri de hesaplanmistir.

Anahtar Kelimeler: MANOVA, Tekrarli 6lgimli veri, Laplace dagilimi, EM algoritmasi,
Tekrarl Olgtimli MANOVA
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Repeated measures data describe multiple measurements taken from the same
experimental unit under different treatment conditions. In particular, researches with
repeated measures data in various fields such as health and behavioral sciences,
education, and psychology has an important role in applied statistics. The structure of
dependency between different measurements taken from the same experimental unit
appears as an issue that requires more attention in the analysis of repeated measures
data and makes it more difficult than other statistical analyzes. There are many
methods used to analyze the results of research designs planned with these
measurements. The most important difference between these methods is the
assumptions on which the models are based. By satisfying the assumptions that the
models are based on among these methods, it is important to determine an appropriate
method that can model the repeated measures data with the dependency structure.
One of the most important assumptions needed by classical methods is the normality
assumption. Many methods are valid under the assumption of normality. However, it is
not always possible to hold this assumption in applications. For this reason, in the

analysis of repeated measures data, different distributions are necessary that can



provide flexibility beyond the normal distribution, especially in cases where the
assumption of normality does not hold.

In this study, it is proposed to use the Multivariate Laplace distribution by
examining the multivariate variance analysis model (MANOVA), which is a frequently
used method for analysis of multivariate repeated measures data under Elliptically
Contoured distributions, which is an alternative distribution family, in cases where
normality assumption does not hold. Under this distribution assumption, the parameter
estimates for the MANOVA model are carried out with the Maximum Likelihood method
and, test statistics based on these estimators are proposed. The EM algorithm is used
for parameter estimates based on the Maximum Likelihood method. In addition, the use
of Matrix Variate Laplace distribution is proposed for the analysis of repeated measures
data from nested designs under different treatment conditions, and model parameter
estimates based on this distribution are made with the Maximum Likelihood estimation
method. The Euclidean distances are calculated between the true parameter values
and the estimates. Additionally, the power values are calculated for the test statistics.

Keywords: MANOVA, Repeated measurement data, Laplace distribution, EM
algorithm, Repeated Measures MANOVA
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1. GIRIS

Istatistiksel bir modelleme yapabilmek icin verilerin varsayilan dagilim
kosullarini saglamasi istatistiksel gikarsamalarda 6nemli bir yere sahiptir. Bu
sebeple normal dagilim, istatistiksel veri analizinde dnemli bir rol oynamaktadir.
Cok degiskenli veriler icin de ¢ikarsamali istatistiksel yontemlerin birgogu, temel
varsayim olan, ¢ok degiskenli normal dagilim ozelligine sahip olan veriler igin
geligtiriimigtir. Bu varsayim altinda varyans analizi modeli (ANOVA) modeli
parametrelerinin tahmini icin en sik kullanilan yontemlerden biri olan En Kiguk
Kareler Yontemi (EKK) ile yapilmaktadir [1]. Normallik varsayimi altinda bu
yontemler ile elde edilen tahmin ediciler en etkin tahmin edicilerdir. Normallik
varsayimi saglanmadigi durumda, EKK tahmin edicileri etkinligini yitirmektedir
[1]. Dolayisiyla, EKK tahmin edicilerine dayanan F test istatistigi de gucunu
kaybetmektedir. Ancak gercek hayat uygulamalarinda veri setlerinin gogunlugu
tam olarak normal dagilim gostermezler. Bu sebeple, benzeri sorunlarin
ustesinden gelebilmek amaciyla, normallik varsayiminin saglanmadigi durumlar
icin alternatif dagilimlara dayali yontemlerin gelistiriimesinin ve kullaniimasi

daha yararli olacaktir.

Cok degiskenli ANOVA icin ise Cok Degiskenli Normal Dagilim temel
esas olarak kabul edilmektedir. Bu model altinda istenen sonuglarin elde
edilmesi mumkundur. Bununla birlikte pratikte bu dagilimin varsayimlari gecerli
olmadidi durumlara ¢ozum uretebilmek icin literatirde sayisiz alternatif ¢ok
degiskenli dagilim kullaniimistir. Bir cok ¢alismada Eliptik Konturlu dagihmlar ile
benzer dagilimlari kullanilarak istatistiksel ¢ikarsamalar yapilmistir [2], [3], [4].
Bu siniftaki dagihmlarin daha esnek, daha uyarlanabilir ve 6zellikle de marjinal
dagihimlarinin daha uzun kuyruklara sahip oldugu goésterilmistir. Eliptik konturlu
dagilimlarin varliginda, goézlemlere iliskin dogrusal ve karesel fonksiyonlarin
normallik varsayimi altindaki yontemlere gore daha dayanikli oldugu

gOsterilmigtir.

Normal dagilimdan daha kalin kuyruga sahip dagilimlar, normal dagilima
dayal istatistiksel ¢ikarsamalara gore aykiri degerlere ve hatalara kargi daha

duyarlidirlar. Bu sebeple, normalden daha agir kuyruklara sahip hatalari igceren



veri kiimelerini modelleyebilmek icin normal dagilima alternatif daha esnek
dagihmlar olusturmak gercedi ortaya c¢ikmistir. ilk olarak normal dagilima
alternatif olarak onerilen agir kuyruklu dagilimlar t ve Slash dagilimlaridir [5].
Her iki dagilim da negatif olmayan raslanti degisken 6l¢edi ile normal dagilima
sahip rasgele degiskeninin karmasi olarak elde edilebilir. Bu durumda her iki
dagiimda normal dagiimin olgek karmasindan olusan dagilimlar ailesine ait

olurlar.

Normallik kosullari saglanmadiginda model olusturmada ¢ok yararli olan
bir baska dagilim ise 1975’te Kotz tarafindan onerilen Kotz tipi dagilimdir [6]. Bu
dagiim normal dagilimin genellestiriimis hali olarak dusunalebilir. Normal
dagilimin olgek karma dagihmlari gibi, daha agir kuyruklara sahip dagilim
uretebilmek icin Kotz tipi dagilimi da olgek karma dagihm cinsinden yazmak
miimkundiir. Olgek karma Kotz tipi dagilim, genellestirilmis gok degiskenli Slash
dagilimin elde edilmesinde kullaniimistir ve bu dagilim normal dagilim
varsayiminin saglanmadigi durumlarda diger alternatif ydontemlere gore daha iyi

sonug veren bir bagka dagilim ailesi olarak 6nerilmistir [7].

Tez cgalismasinin amaci, normal dagilim varsayimlarinin saglanmadigi
durumlarda normal dagilima alternatif bir dagilim olan Eliptik Konturlu dagilimlar
ailesinden Cok Degiskenli Laplace dagilimini kullanarak Cok Degiskenli Tekrarli
Olcumli ANOVA modeli icin parametre tahminlerini elde etmek ve bu dagihim
altinda test istatistigi onermektir. Bu amagla, tezin bolumleri agagida aciklandigi

gibi duzenlenmistir.

Bu tez calismasi on bdlimden olugsmaktadir. ikinci bdlimde, Eliptik
Konturlu dagilimlar hakkinda kisaca bilgi verilerek, 6zelliklerine deginilmigtir.
Ucuincul boliimde, Laplace Dagihimina ayrintili olarak yer verilmigtir. Dordincu
bolimde tezinde ana gatisini olusturan Tekrarli Olgiimli veriye ve 6zelliklerine
deginilmistir. Besinci bolumde, Normal dagilim varsayimi altinda tekrarli
Olcumlu verilerin analiz yontemlerinden bahsedilmigtir. Altinci ve yedinci
bolumde ise, tezin orijinal kismini olusturan, Normal dagilim varsayimi
saglanmadigi durumda c¢ok degiskenli tekrarli Algumlu verilerin analizi igin

Onerilen dagihm varsayimi altinda teorik ¢ikarsamalar sonucunda parametre



tahminlerine ulasiimistir. Sekizinci boélimde, bir benzetim calismasi ile yedinci
bolumde elde edilen parametre tahminlerinin etkinleri incelenmis ve bu
parametre tahminlerine dayal test istatistikleri hesaplanmistir. Dokuzuncu
bolimde, kullanilmasi Onerilen dagilim varsayimi altinda gergek veri ornegi
¢ozumlenerek Normal dagilima dayal sonuglar ile karsilagtiriimigtir. Onuncu
bdlim sonug ve tartisma bolimuadar. Bu bélimde, g¢alismaya iliskin genel bir
degerlendirme vyapilarak, sekizinci ve dokuzuncu boélumde elde edilen

sonuglarin degerlendirilmesi yapiimigtir.



2. ELIPTIK KONTURLU DAGILIMLAR

Klasik ¢ok degdiskenli analizlerin ¢ogunlukla ¢ok degiskenli normal
dagihm varsayimina dayanmasi nedeniyle, bu analizlerde kullanilan olasilik
modellerinin hepsi olmasa da birgcogu surekli ¢cok degiskenli veri kimesine
uymaktadir. Bu modellere iligkin c¢ikarsamalar igin teoriler ve yontemler
literatlirde mevcut olmakla birlikte hala gelistirimeye devam etmektedir [8].
Normal dagihm dogasi geregi geleneksel matris cebri agisindan 6nemli
analizlere imkén saglamaktadir. Ayrica, vektor ve matristen olusan parametre
kimesinin gozlem vektorinlin ortalamasi ile temsil edilebilmesi ve kovaryans
matrisi ile yorumlayabilmek bakimindan nispeten daha kolay c¢ikarsama
yapilabilmesi analizi kolaylastirir. Normal dagihmin sahip oldugu bu avantajin,
uygulamada daha esnek kullanim saglayamadiginda dezavantaja donusmesi
sebebi ile normal dagilim sinifinin étesinde ¢ok degiskenli olasilik dagilimlarina
ihtiyac duyulur. Bu nedenle, istatistikgiler, standart dagilimlara uygun modelleri
cok degdigkenli normal dagihmin en 6nemli 6zelliklerini koruyan daha genis bir
dagilim sinifina genellestirmekle ilgilenmiglerdir. Bu noktada, buyuk bir dagihm
ailesi olan Eliptik Konturlu Dagilimlar, literatlirde bu tarz analizlerin kapsamini
artirici dagihmlar olarak énerilmislerdir [2], [9], [10]. Eliptik Konturlu Dagilimlar
sinifinin ¢ok degiskenli normal dagilimin uygun bir uzantisi olarak kabul
edilebilecegi belirtiimistir [2]. Normal olmayan dagilimlar ailesinden olan bu
dagihimlar, modellemede daha fazla esneklik saglar. Ayni zamanda normal
dagihm ailesine uygun bircok yéntem Eliptik Konturlu dagihim ailesi iginde
uygunluk gosterir. Eliptik Konturlu dagilimlarda basiklik, siklikla ihtiya¢ duyulan
normal yontemlerden bir parga daha farkh olabilir. Gozlemlerin dogrusal ve
karesel fonksiyonlarina dayali bu yontemler, normal ydntemlere gére ¢ok daha
dayanikli olabilirler. Bu sebeple, ¢ok degiskenli istatistikte, eliptik dagilhimlar,

normal dagilima bir alternatif saglamaktadir.

Literatiirde, bircok arastirmaci, Eliptik Konturlu Dagilimlara iligkin
istatistiksel ¢ikarsama teorisini ve yontemlerini gelistirmistir [2], [9], [11], [12],
[13], [14], [15], [16].



2.1. Eliptik Konturlu Dagihimlarin Ozellikleri

Eliptik dagihmlar ¢cok degiskenli normal dagilimin genisletilmis halidir [11].
Cok degigkenli normal dagihm, standart normal dagihm aracihgr ile
tanimlanabilmektedir. y, n boyutlu rastgele vektor, y~N,(w, X) ile gok degiskenli
normal dagilima sahip, X, n boyutlu rastgele vektor ise, x~N,(0,1I) ile standart
normal dagihima sahip iken ayrica varyans-kovaryans matrisi £ = DD’ bi¢ciminde
tanimlandiginda,

yiu+D'x (2.1)

esitligi ile standart normal dagilima paralel olarak ¢ok degiskenli normal

dagilimin birgok Ozelligi kolaylikla bulunabilmektedir. (nx1) boyutlu y rasgele

vektorl, p (nx1) ve X (nxn) parametreleri ile

yiu+D'x (2.2)

esitligini sagliyorsa eliptik simetrik dagilima (eliptik dagihma) sahiptir denir [11].
Burada, x rastgele vektor, x~S,(¢) goOsterimi ile kiuresel dagilima sahiptir.
Ayrica, D:kxn , X =DD’, rank(Z) =k ‘dir. Bu bigimde tanimlanan eliptik
dagilima sahip y vektéri y~EK, (u, Z, ) biciminde gosterilebilir. Eger, rank(Z) =
kile y~EK,(u X, ¢) dagilimina sahip ise;

> y'nin karakteristik fonksiyonu yi(t) = E(elt®), herhangi bir ¢ sayisal
fonksiyonu igin (2.3) ile verilen esitlige esit olur.
YO = e HP(L'EY) (23)

>  yu®’den bagimsiz r > 0 ve £ = DD’ igin y’nin stokastik gosterimi;

y2p+rD'u® (2.4)



ifadesine esittir. Bu gosterim, y~EK,,(w, £, ¢) rasgele vektorinin eliptik simetrik
dagilima sahip olabilmesi icin gereklidir. Burada, r =0ve u® birbirinden

bagimsizdir. Ayrica, y~EK, (w, Z, ¢) sahip oldugunda,

QY =(-wW (y—-pwlr? (2.5)

olur. Burada X7, Z’'nin genellestirilmigs tersidir.

Eliptik dagilimli degigkenlerin herhangi bir dogrusal birlesimi de eliptik
dagilima sahiptir [10],[11]. y degdiskeni, y~EK, (X, d) ve rank(Z) = k ile eliptik

dagilima sahipse,
v + B'y~EK,,(v + B'y, B'YB, ¢) (2.6)

olur. Burada, B nxm boyutlu matris, ve v, mx1l boyutlu vektordir.

y~EK, (i, X, d) dagilimina sahip ikeny ve p vektori ile £ matrisi,
(W (N« [P11 212]
y - ( YZ) I’l - ( YZ) z - 221 222 (27)

esitlikleri ile ifade edilmektedir. Bu durumda, marjinal dagilimlari da
v1~EKn (11, 211, @) ve vo~EK,_ (12, 222, @) ile yine eliptik dagilima sahiptirler.

Burada, y;:mx1, py: mx1 ve £;4: mxm boyutludur.

Genel olarak, y~EK,(wX,¢) dagiimina sahip olarak verilen bir
degiskenin  yogunluk fonksiyonuna sahip olmasi  gerekli  degildir.
y~EK,(w, X, ¢) dagihimina sahip bir degiskenin yogunluk fonksiyonuna sahip
olmasi igin gerekli kosul rank(Z) = n ‘ e esit olmasidir. Bu durumda da stokastik
gosterim ifade edilmektedir. Burada, yine D tekil olmayan bir matris olmak

uzere, D'D = X‘ya esittir. Ayrica, x~S,(¢) ile yine kuresel dagilima sahiptir.



Sonuc¢ olarak, (2.1) esitligi ile ifade edilen stokastik godsterime sahip y

degiskeninin yogunlugu,

ColZI™2g((y — w2 (y — w) (2.8)

ifadesi ile tanimlanmistir. Bu durumda, EK, (i, %, ¢) yerine EK, (w, X, g) gosterimi
de kullanilabilmektedir [2].

Eliptik konturlu dagihmlar ailesi,

>

vV Vv VY VvV VY

>

Cok Degiskenli Normal Dagilim

Cok Degiskenli t Dagilimi

Cok Degiskenli Cauchy Dagilimi
Cok Degiskenli Laplace Dagilimi
Cok Degiskenli Uniform Dagilim
Normal Dagilimin Karma Dagilimlari

Cok Degigkenli Kararh (Stable) Dagilimlar

gibi dagihmlari icermektedir [2], [9], [12].

Bu calismada Eliptik Konturlu dagilim ailesinden olan ve gergcek yasam

uygulamalarinda daha siklikla kullanilan Cok Degiskenli Laplace Dagilimi ele

alinmigtir.



3. LAPLACE DAGILIMI

Bu bolimde, Tek Degiskenli, iki Degiskenli ve Cok Degiskenli olmak
uzere Laplace Dagilimi kisaca tanitilacaktir. Ayrica Matris Degiskenli Laplace

dagihmindan da kisaca bahsedilecektir.

3.1. Tek Degiskenli Laplace Dagilimi

Klasik Laplace dagilimi, ilk olarak 1774 yilinda normal dagilima alternatif

olarak Pierre Simon Laplace tarafindan onerilmistir. Klasik Laplace dagilimi,
1
f(x;0;s) = ge‘““e'/s , —0 <X < (3.1)

seklinde tanimlanmaktadir [17]. Burada, 6 € (—o0, ) ve s > 0 sirasiyla, konum
ve Olcek parametreleridir. Laplace dagiliminin konum parametresi 6, dagilimin
ortalama, medyan ve moduna karsilik gelirken, olcek parametresi s ise

dagihmin standart sapmasina karsilik gelmektedir.

Laplace dagihmi ayni zamanda iki Ustel rasgele degisken arasindaki
farkin kurali olarak bilinir. Bu sebeple, bu dagilim, cift Gstel dagilim (double
exponential distribution), iki kuyruklu Ustel dagilim (two-tailed exponential
distribution) ve ikili tstel kanun (bileteral exponential law) olarakta bilinmektedir.

Klasik Laplace dagiliminin karakteristik fonksiyonu, ortalamasi ve

varyansi sirasiyla,
Px() = (1 +t5)71, —0o<t< (3.2)
EX)=6 , V() =2s2 (3.3)
biciminde tanimlanmaktadir [17]. Laplace dagihiminin olasilik yogunluk

fonksiyonu normal dagilima benzemektedir. Ancak, normal dagilimin olasilik

yogunluk fonksiyonu, ortalamadan farklarin karesi terimleri ile ifade edilirken,
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buna karsilik Laplace dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu, ortalamadan gelen

mutlak fark ile ifade edilmektedir. Sonuc¢ olarak, normal dagilim ile

kargilastirildiginda Laplace dagilimi daha kalin kuyruklara sahip olmaktadir.

(@)
. o
'y Distribution
0.6 1 Ty e Normal
LA |
| = 1 Laplace
r
2 04 W
2o
c
oy
he)
0.2-
0.0-
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
Yy
(b)
0.0100 1 0.0100
0.0075 1 0.0075
= =
2 0.0050 1 € 0.0050 -
> &
o =]
0.0025 0.0025 -
0.0000 0.0000
50 45 40 35 30 3.0 35 40 45 50
y Yy

Sekil 1.Laplace ve Normal dagilima iliskin yogunluk

fonksiyonlarinin grafikleri [18].

Sekil 1 (a) sifir ortalamali Laplace ve normal dagilimin olasilik
Grafikten de
goruldugu gibi Laplace dagihimi ortalama etrafinda daha belirgin bir zirveye

yogunluk fonksiyonlarinin karsilastirmasini  gostermektedir.
sahiptir. Ayrica, Sekil 1 (b) ve Sekil 1 (c)'de Laplace dagiliminin normal
dagilima gore ¢ok daha kalin kuyruklara sahip oldugu gortlmektedir.

Laplace dagilimin en 6nemli 6zelliklerinden bir tanesi de diger olasilik
dagihmlar ile karakterize edilebilmesidir [19]. Normal dagihmin 6lgek karmasi
olarak ifade edilebilmesi de Laplace dagilimin bir diger 6zelligidir [18].



3.2. iki Degiskenli Laplace Dagilimi

iki degisken olmasi durumunda simetrik Laplace dagilimina iligkin

karakteristik fonksiyon,

ot o5t5
Plty,t) = (1+ > + po10,tt; + T)_l (34)

seklinde tanimlanmaktadir [19]. Burada yer alan U¢ parametre, o; = 0,0, = 0,
p € [0,1] kosullarini saglamaktadir. Simetrik kelimesi ile anlatiimak istenen,
ilgilenilen dagilimin iki boyutta bir elipsoit boyunca yayillan tek boyutlu
dagiimdan elde edilmesidir. Bunun anlami, karakteristik fonksiyonunun t =

(t1,tp)" ile t'Zt'ye bagh olmasi demektir. Burada negatif olmayan £ matrisi,

2
3= [ 01 01%p (3.5)
0102p 02

olarak tanimlanir. Genel olarak, bu tipteki dagihmlar eliptik konturlu dagilimlar
olarak isimlendirilirler bu durumda bu kosullar altinda tanimlanan bu dagilim
Eliptik Konturlu Laplace dagilimi olarak isimlendirilebilir. Y = (Y3, Y,)’
oldugunda, ortalama vektéri ve varyans-kovaryans matrisi asagidaki gibi

tanimlanir,

2
07 010,p

E(Y) =0, Cov(Y) = E(YY) = 2 (3.6)
0102p 02
iki degiskenli simetrik Laplace dagilimina iliskin yogunluk fonksiyonu,
1 2(x%/c% -2 + y2 /03
f(x,y) = K, (x2/o1 pXY/((;]O'z) y?/o3 3.7)
01024/ 1 — p? 1-p

esitligi  ile tanimlanmaktadir. Burada K, Bessel fonksiyonu olarak

isimlendirilmektedir.
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iki degiskenli Laplace ve Normal dagihma sahip degiskenlerin iliskili ve
iliskisiz oldugu durumlara uygun olarak olasilik yogunluk fonksiyonlarina (o.y.f)

iligkin gosterimler Sekil 1 ve Sekil 2’de verilmistir.

cot0 <[} !

NORMAL

LAPLACE

Sekil 2. Laplace ve Normal dagilima iligkin iki degigkenli o0.y.f. ¢izimi
(lliskisiz durum) [19].

0.5

%] Cov(¥) = [0?5 0.5

Cov(Y) = [0?5 1

NORMAL

LAPLACE

- 4 4 - g T ’ . - = a2

Sekil 3.Laplace ve Normal dagilima iligkin iki degiskenli o.y.f. cizimi
(iligkili durum) [19].
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3.3. Cok Degiskenli Laplace Dagilimi

Cok degiskenli Laplace dagilimi, 6zellikle finans ve biyolojik bilimlerin
yani sira guncel hayata iliskin verilerin modellenmesine iliskin bircok
uygulamada karsimiza ¢ikmaktadir. Ayrica carpik ¢ok degdiskenli verileri
modellemede kullanilan dagihmlardandir.  Laplace dagiliminin avantajlari,
normalden daha kalin kuyruklara sahip olmasina ragmen momentlerinin varhg,
dagilim parametrelerinin  ve momentlerinin arasindaki basit iligkiler ve
karakteristik fonksiyonunun basit bigimindeki gosterimi olarak siralanabilir.
Dagilim, iki tane ¢ok degiskenli parametre ile tanimlanir. Bunlardan bir tanesi
Olcek parametresi, digeri ise dagiimin hem bi¢imini hem de konumunu esanli

olarak kontrol eden konum parametresidir.

Cok degigkenli simetrik Laplace dagilimi, iki degiskenli Laplace
dagihminin genellestirilmisi olarak tanimlanmistir [20]. Simetrik kelimesi burada
eliptik konturlu ya da eliptik simetrik dagilimlari ifade etmektedir. Ayrica simetrik
kelimesi, bu dadilimlarin degiskenlerine yalnizca karesel bir formla bagli olan

karakteristik fonksiyona sahip oldugu anlamina gelmektedir.

X, pxp boyutlu pozitif tanimli simetrik matris oldugu durumda, p boyutlu

Cok Degiskenli Laplace dagilimina iligkin karakteristik fonksiyon,

1
WO = ——— (38)
1+ 5 (t'Zt)

bigiminde tanimlanmaktadir. Olasilik yogunluk fonksiyonu ise,

2 '3 -1y Y2
f(y) = <y : y) K, (V2y'=1y) (39)

(2m)P/2|z2]2/2

esitligi ile tanimlanmistir. Burada, v = (2 —p)/2 ve K, uyarlanmisg Bessel

fonksiyonunu gostermektedir [19].
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Simetrik Laplace dagiliminin ¢ok degiskenli duruma genigletiimesi
literatiirde farkhi gdsterimler ile yer bulmustur. ilk olarak, Eliptik konturlu
dagihimlarin 6zel bir durumu olarak iki degiskenli Laplace dagilimi elde edilmigstir
[21]. Bu dagilim, daha sonra yogunluk fonksiyonlari yardimiyla elde edilmigtir.
[11]. Cok degiskenli Laplace dagilimlarina ait yogunluk fonksiyonlarinin Bessel
fonksiyonlarini icermesi ylzinden sinirli kullanima sahip olduklari belirtilmistir
[22]. Daha sonra, ayni dagilim ¢ok degigkenli Linnik yasasinin 6zel bir durumu
olarak elde edilmigtir [12]. Eliptik kontura dayali bir bagka ¢ok degiskenli
dagihimlar ailesi Genellestiriimis Laplace Dagilimlari olarak isimlendirilmigtir
[23]. Cok degiskenli asimetrik Laplace dagilimi karakteristik fonksiyonu
yardimiyla tanimlanarak, asimetrik Laplace ailesinden rasgele degiskenlerin
turetilmesi ile ilgili yontemler tzerinde c¢ahsiimistir [24]. Cok degiskenli veriler
igin istatistiksel ¢cikarsamalar yapmak Uzere Kotz tipi dagilimlar gergevesinde bu
dagihm incelemistir [4],[25]. Cok degdiskenli Laplace dagilimi ayni zamanda Kotz
tipi dagilimlarin 6zel bir durumudur. Cok degiskenli Laplace dagiliminin
parametre tahminleri ayrintili olarak irdelenmistir [26]. Dogrusal olmayan tekrarli
Olcumlu verilerin varliginda Laplace dagilimi kullanilarak, literatirde genis bir
kullanim alanina sahip ¢ok degiskenli normal blyime egrisi modeline (growth
curve model) alternatif bir yaklagsim getirilmistir [27]. U¢ parametreli ok
degiskenli Laplace dagilimlar ailesi dnerilmis ve 6zelliklerine deginilmistir [28].
Cok degiskenli Ustel gu¢ dagihminin  (multivariate exponential power
distribution) 6zel bir durumu olarak ¢cok degiskenli simetrik Laplace dagilimi, cok
degiskenli ¢arpik dagilima genisletilmistir [29]. Cok degiskenli genellestiriimis
Laplace dagihimi ayrica stokastik yonden de ele alinmistir [30]. ilave olarak,
uygulama alaninda Dogrusal Karma Modeller igin ¢ok degiskenli Laplace

dagihimi énerilmistir [31].

Literatlrde farkli bigimlerde ele alinan ¢ok degiskenli Laplace dagilhmi,
bu tez calismasinda, ¢ok degiskenli carpik Laplace dagilimina gegis icin
onerilen bicimi ile ele alinmistir. Onerilen cok degiskenli simetrik Laplace

dagilimina iligkin olasilik yogunluk fonksiyonu,

|z|~/2
p-1/2r (P11
2P r( 5 )

fopr (% 0, E) = eV G- - (3.10)
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esitligi ile tanimlanmigtir [29]. Burada, x € R?, p > 1, olmak Uzere € R?
konum vektord, X pozitif tanimh yayilim matrisidir. Bu yogunluk fonksiyonunda,
p =1 oldugunda dagiim tek degiskenli Laplace dagilimina doénusmektedir.
Buradan hareketle, esitlik (3.10) ile ifade edilen olasilik yogunluk fonksiyonuna
sahip dagilimin, tek degigkenli Laplace dagiliminin ¢ok degiskenli uzantisi
olarak tanimlanabilecegi ifade edilmistir [29]. Cok degiskenli Laplace dagilimi,
normal dagilima alternatif bir dagilim olmakla birlikte daha kalin kuyruklara

sahip bir dagiimdir [29]. Bu dagilima iligkin ortalama ve varyans,
E@=pn, Vx=@+1D2 (3.11)

esitlikleri ile ifade edilmektedir [29],[25]. Carpiklik ve basiklik katsayilari ise

siraslyla,

81p =0 (3.12)

5 _p(p+2)(p+3)
T (p+D

(3.13)

biciminde tanimlanmaktadir [25].

3.4. Matris Degiskenli Laplace Dagilimi

Matris degiskenli dagihimlar istatistikgiler tarafindan uzun suredir ¢alisilan
dagihimlar arasinda yer almaktadir. Rastgele matrisler, cok degiskenli tekrarli
Olcimleri tanimlamak icinde kullanilabilmektedir. Bu durumda, istatistikte énemli
bir kosul olan gozlemlerin bagimsizhgi varsayimi, genellikle saglanmayabilir. Bu
bicimdeki veri kumelerini analiz ederken, verideki bagmlihk yapisini
tanimlayabilmek i¢in matris degiskenli Eliptik Konturlu dagihmlar tercih
edilebilmektedir. Bu siniftaki dagihmlar, onlari 6zellikle yararli yapan ve birgogu
normal dagiliminkine benzer kesin Ozelliklere sahiptirler. Ozellikle, cesitli
hipotezlerin testinde, normal dagilim igin gelistirilen bircok test bu siniftaki

dagihmlar iginde kullanilabilmektedir [32].

Matris degiskenli Eliptik Konturlu dagilimlar, eliptik dagihmlarin vektorden

matrise genisletiimis durumunu kapsamaktadir. Bu dagilimlardan biri de Matris
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Degiskenli Laplace dagilimidir. Cok degiskenli Laplace dagihminin, matris
boyutuna genisletiimis durumunu kapsamaktadir. Matris Degiskenli Laplace
dagilimi, literatiirde karma dagihm yontemi ile Ustel dagilim ve Matris
Degiskenli Normal dagilim kullanilarak elde edilmistir [33]. Bu tez galismasinda
ise Ters Gama dagilimi ile Matris Degiskenli Normal dagilimin kullaniimasi
durumu ele alinarak tekrarli dAlgimler olmasi durumunda ¢ok degiskenli

dogrusal modele iligkin parametre tahminlerine yonelik ¢gikarsamalar yapiimistir.
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4. TEKRARLI OLCUMLU VERI

“Tekrarli Olgtimli” terimi, goklu durumlarda ya da goklu kosullar altinda,
her bir deneysel birimden ya da denekten elde edilen tek degiskenli ya da ¢ok
degiskenli yanitlari igermektedir. “Uzun Suareli Veri (Longitudinal Data)” terimi de
sik sik tekrarli 6lgtimli verileri tanimlamak igin kullaniimaktadir. Ozellikle, bazi
arastirmacilar tarafindan tekrarli 6lgim faktorinin zaman oldugu durumlarda
bu terim tercih edilmektedir. Bdyle bir kullanim igin, uzun sureli veriler, tekrarh
Olgimla verilerin 6zel bir durumu gibi digstnulebilir. Bazi arastirmacilar ise, uzun
sureli veri terimi i¢in kesin bir ayrim yaparak, bu terimi, ¢ok genis bir zaman
periyodunda siklikla kontrolsuz kosullar altinda toplanan veriler i¢in kullanmayi
tercih etmiglerdir. Tekrarli 6lcUmlU veri terimini ise, nispeten daha kisa zaman
periyodunda ve c¢ogunlukla deneysel kosullar altinda toplanan verileri

tanimlamak icin kullanmiglardir.

Tekrarl 6lcumlerin elde edildigi ¢galisma tasarimlarini igeren arastirmalar
bircok uygulama alaninda mevcuttur. Yanit degiskenini, her bir denekten ¢oklu
zaman noktasinda alinan olgumlerin olusturdugu c¢alismalar onemlidir ve
genellikle arastirmalarda siklikla kullanilan uygulamalardir. Diger uygulamalarda
ise, her bir deneysel birimden alinan yanitlari, ¢oklu zaman noktalarindan

ziyade ¢oklu kosullar altindaki olgcimler olugturmaktadir.

Her denekten tekrarlanan olgimlerin elde edildigi ¢calismalarin temel
glcu, bunun bireysel degisim modelleri hakkinda bilgi edinmenin mumkdn
oldugu tek tasarim turi olmasidir. Bu tiar bir tasarim, deneklerin nasil
kullanilacagina karar verilen durumlar igin de ekonomiktir. Ornegin, bir tedavinin
zaman icindeki etkilerini incelerken, belirlenen her zaman noktasinda farkl
denekleri gdzlemlemek yerine, ayni denekleri tekrar tekrar gdzlemlemek
genellikle arzu edilir. Diger bir avantaj, deneklerin kendi kontrolleri olarak iglev
gorebilmeleri, sonu¢ degiskeninin her denek i¢cin hem kontrol hem de deney
kosullari altinda olculebilmesidir. Denekler arasi degiskenlik kaynaklar
deneysel hatadan hari¢ tutulabileceginden, tekrarlanan &l¢gim tasarimlari

genellikle ayni sayida ve modeldeki kesit tasarimlarina gore ilgili parametrelerin
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daha verimli tahmin edicilerini saglar. Ayrica, ayni konularin kesitsel bir
calismaya gore tekrar tekrar takip edildigi bir galismada verilerin daha guvenilir
bir sekilde toplanabilecedi dustunulmektedir. Tekrarlanan 6lgum ¢alismalarindan
elde edilen verilerin analizinde iki ana zorluk vardir. Ik olarak, analiz ayni deney
birimi  Uzerinde tekrarlanan gozlemler arasindaki bagimllik nedeniyle
karmasiklasir. ikincisi, arastirmaci genellikle dlciim elde etme kosullarini kontrol

edemez, boylece veriler dengesiz veya kismen eksik olabilir.

Tekrarh olgumla verilerinin analizine yonelik birgok yaklasim incelenmisg
olsa da ¢ogu yanit degiskeninin normal dagildigi ve verilerin dengeli ve eksiksiz

oldugu durumlar ile sinirlidir.

4.1. Tekrarh Olgiimlii Veri Diizeni

Literatlirde, tekrarl 6lgimlU verilerin analizi igcin yontemleri tanimlamakta
kullanilan goésterimler farkhlar icermektedir. Genel olarak, bir tekrarli élgimlU

veri duzeni gosterimi Cizelge 4.1.’de verilmistir [34].

Cizelge 4.1., t tane zaman noktasinda (6lgcim durumlarinda), g tane
grupta bulunan n; tane denekten alinan tekrarli dlgimlere ait bir veri duzenini
gostermektedir. Burada, n tekrarli élgcimlerin elde edildigi bagimsiz deneysel
birimlerin ya da deneklerin sayisini, n;, her bir grupta bulunan denek ya da
deneysel birim sayisini, t, ise tekrarli olgumlerin alindigi durumlarin sayisini
gostermektedir. Ayrica, y;j, , [. gruptaki j. denekten (deneysel birimden) k.
zaman noktasinda alinan 6lgume iliskin yanit degiskenini gostermektedir.

i=1,..,9 ;j=1,...m ; k=1,..,t ;n=%% n;

T 4j=1
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Cizelge 4.1. Tekrarl Olgtimli Veri Diizeni (Cok Etken Olmasi Durumu)

Deneysel Kosullar (Zaman Noktalar)

Grup Denek 1 K t

:!- 3’1‘11 - J’1.1k - Y1.1t

1 J )’1']'1 yl'jk Y1.jt
71:1 Y1;111 Y17-11k Y1;11t

:!- Y211 = 3’2.1'16 - Va1t
A
n'z J’2;121 YVan,k YVan,t

:!- yi:ll - yi:lk yi:lt

i J yi:jl yi:jk Yi:jt
Yii }’i;m yi;’Lik Yint

:!- y§{11 = yg.lk = Y,g.lt

g J Ygj1 . Yajk - Yg:jt
ng Ygng1 Yongk Ygngt

Cizelge 4.1, birden fazla grup olmasi durumunda, her bir gruptaki
deneysel birimler icin alinan tekrarh dlgimleri géstermektedir. Sadece tek bir

orneklem olmasi durumunda olusan veri dizeni ise Cizelge 4.2’ de verilmigstir
[34].

18



Cizelge 4.2. Tekrarli Olgimli Veri Diizeni (Tek Etken Olmasi Durumu)

Deneysel Kosullar (Zaman Noktalarr)

Denek
1 k t
1 Y11 Y1k Vie
j Vi1 Vik Vijt
n Yn1 Ynk Ynt

Cizelge 4.2' de, yj, , j. denekten (deneysel birimden) k. zaman

noktasinda ya da deneysel kosulda alinan oOlgcime iligkin yanit degiskenini

gostermektedir.

Buraya kadar olan kisim, birgok zaman noktasinda ya da deneysel
kosullarda her bir deneysel birimden ya da denekten tek bir élcim alindigi
durumlari iceren tekrarh o6lcimli veri dizenini igermektedir. Ancak bircok
deneysel calismada, birden fazla deneysel kosul altinda, birden fazla tekrarli
Olcim alindidi1 durumlar ile karsilasilabilmektedir. Coklu deneysel kosul altinda
birden fazla degiskenin oldugu bu duruma uyan tasarimlar ¢ok degiskenli ya da
¢cok yanith tekrarh olgcumlu tasarimlar olarak isimlendiriimektedirler. Ayrica bu
tasarmlar i¢ ice c¢ok degiskenli tasarimlar (doubly multivariate) olarak
adlandiriimaktadirlar [35]. Bu tasarima uygun olan tekrarli dlgimlU veri dizeni

Cizelge 4.3 ‘de verilmistir.

19



Cizelge 4.3. Cok Degiskenli Tekrarli Olcimli Veri Diizeni

G D Deneysel Kosullar

r e 1 t
n

u e Tyl

P\ 1 l q 1 [ o}
1 yun v Y111z - Y111q e | YViier o Vi1t o Yi1eq

1 ] Yij11 o Yiju o Yijig e | Vijie e Yijti o Vijtq
n;  Ying1r - Ying1l - YVinglg | Yingate - Ying1e o Yingtq
1 Y e V25100 e Va1t e | Y21e1 e Y21l o YVa1tq

2 Yijir o e Yajk o Va2t v | Vojie - Yoju e YVajtq
Ny Yony11 - Yonyk - YVonyt | YVany1t - Yonpit o Yon,tq
1 Yi11 o Yitk e YVite Yiter - Vi1t o Yiltg

i YVij1 o Yijk e Vije Vijit - Vijtl o Yijtq
nj yinil yinik yinit yinilt Yinilt Yinitq
1 ygll yglk yglt ygltl Ygltl YQltq

g | Ygir - Ygjk - Vgjt o | Ygjie - Ygju = Vgjtq
Ng  Ygng1 e Ygngk .. Ygngt Yigit - Ygng1t - Ygngtq

Cizelge 4.3' de, y;j, , i. gruptaki j. denekten (deneysel birimden) k.

deneysel kosul altinda ve [. zaman noktasinda alinan dl¢gime iligkin yanit

degiskenini gostermektedir.

9

i=1,.,9 ;j=1L..n ; k=1,...,t ;Il=1.,q,n=X_n
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5. NORMAL DAGILIM ALTINDA TEKRARLI OLGCUMLU
VARYANS ANALiZi

Istatistiksel modelleme agisindan, tekrarli dlgimli veriyi temsil etmek
icin ¢cok sayida yaklasim vardir. Bu yaklagimlarla iligkili olarak, tekrarli 6lgumlu
veriler ile ilgili sorulara odaklanan uygun analiz yéntemleri bulunmaktadir. Bu
modeller ve yontemler arasinda ayrim yapma yollarindan biri, bir birimden gelen
bir veri vektorinun kovaryans yapisi hakkinda yaptigi varsayimdir. Bir digeri
ise, bir gdézlemin ortalamasinin sekli ve dolayisiyla bir veri vektéri icin ortalama

vektore iligkin yapilan varsayimdir.

Tekrarli dlgumld veri, ayni yanitin ayni deneysel birim icin farkli zaman
noktalarinda veya farkl kosullarda tekrar tekrar gézlemlenmesini icermektedir.
Farkl deneysel kosullarda ayni deneysel birimden alinan tekrarli olgUmler
bagdimli iken, ayni deneysel kosulda farkli deneysel birimden alinan dlgimler
bagimsizdir. Bu deneysel birimler tek bir kitleden gelen bir rastgele drneklem

olabilecegi gibi, farkli kitlelerden gelen érneklemlerden de olusabilirler.
Tekrarl 6lgumla verilere iliskin model gosterimleri kullanilan veri yapisina

gore duzenlenmektedir. Buna gore, tek orneklem (etken) olmasi durumunda,

Cizelge 4.2.’deki veri diizenine iliskin gosterimler,
Y:
o

esitlikleri ile ifade edilir. Tek degiskenli durum igin en basit hali ile istatistiksel

model;

Y =p+te (5.2)
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esitligi ile yazilabilir. Burada, j = 1,...,n icin E(Y;) = p , Var(Y;) = £ ‘ya esittir.
Ayrica surekli yanit degiskenleri, Y;~N,(w,XZ) , €~N,(0,X) cok degiskenli

normal dagilama sahiptirler. Bu modele iligkin varsayimlar,

> Cov(Yjnyik) #0 t+k=1,..,t
> Cov(yjk,ylk) =0j=1l=1,..,n
> E(Y)=n ;Var(y) =2

biciminde gdosterilir. Cok drneklem (etken) olmasi durumunda, Cizelge 4.1'deki

veri dizenine iliskin gosterimler,

[Y1] [Ya1] [Yi1]
| Yz | | Y1z | | Yiiz |

Y = |Y3| Yi = |Y13| Yl] = |Y1]3| (53)
[YtJ Yit ly1]tJ

esitlikleri ile ifade edilir.

Farkli kitlelerden gelerek deneysel birimleri olusturan her bir grup farkl
ortalamalara ve kovaryans matrislerine sahip olacaktir. Bu durumda i. gruptaki j.
birim i¢in olusturulan istatistiksel model,

Yij = Wi + & (54)

esitligi ile ifade edilir. Bu modelde, Y;~N,(m, Z;) , &;~Ny(0,Z;) ile cok

degiskenli normal dagilima sahiptir. Bu modele iligkin varsayimlar,

> Cov(yijtryijk) =0 t+k= 1,...,t
> Cov(yijk,yuk) =0 j=1l=1.,n,i=1,..,9
> E(Yl]) =Y Var(Yi]-) = Zi

biciminde gosterilir.
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Coklu deneysel kosullar altinda ¢ok o6rneklem (etken) olmasi

durumunda, Cizelge 4.3.’deki veri dizenine iliskin gdsterimler ise,

Yl Y11 Yijl Yijtl
[Yz] [le] Yijzl Yijt2

Y = Y'3 Yi = Y13 Yl] = YI]3 Yijt = Yi]:t3 (55)
[YtJ Yit Yijt lYijth

esitlikleri ile ifade edilir. Bu durumda i. gruptaki j. birim icin olusturulan

istatistiksel model,
Yij = W + & (5.6)

ifadesine esit olur. Bu modelde artik veri vektorleri degil veri matrisleri s6z
konusudur. Bu veri gosterimine uyan tekrarli 6lcimli tasarimlar ¢oklu c¢ok
degiskenli ~ (doubly  multivariate)  tekrarli  Olgimli  veriler  olarak
isimlendirilmektedir [35],[36],[37]. Bu durumda saglanmasi gereken varsayimlar

veri tasarim modeline uygun olarak,

> Cov(yijt,yijk) =0 t+k= 1,..,t
> Cov(yijk,yl-lk) =0j=1l=1..n,1i=1,..,9
> E(Yy) =wy ;Var(Yy) =2

esitlikleri ifade edilir. Normal dagilim yaklagimi altinda Tekrarli Olgimli verilerin
analizine iliskin en temel yaklasimlardan bir tanesi Tekrarli Olgiimlii ANOVA ve
MANOVA'dIr.

5.1. Tek Degiskenli Tekrarli Olgiimlii ANOVA

Bu bdlumde, sadece deneme etkisinin test edildigi Tek Yonli ANOVA ile
deneme, grup ve etkilesim etkisinin hepsinin arastirildigi iki Yonli ANOVA

kisaca tanitilacaktir.
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5.1.1. Tek Yonlii Tekrarh Olciimli ANOVA

Sadece deneme etkisinin yer aldigi, Tek Yonli Tekrarli Olgimli ANOVA

icin kullanilan model denklemi,

Vik = K+ Tk + g (5.7)

esitligi ile ifade edilmektedir (j=1,..,n ; k=1,..,t). Tek Yonlu Tekrarl
Olciimlic ANOVA model parametrelerini tanimlarken, deneysel kosullar igin
deneme tanimlamasi kullanilacaktir. Bu modelde yer alan parametreler

asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

yjk =k. denemedeki, j. gozlem birimi
u = genel ortalama (sabit etki)

Tx = k. deneme etkisi

YV V V V

gk = rastgele hata terimi.

Tek Yonla Tekrarh Olgimlii ANOVA'nin vyapilabilmesi igin baz
varsayimlar mevcuttur. Bu varsayimlardan en dnemlisi, hata terimlerinin normal
dagilima sahip olmasi ve tekrarli olgumlerin getirdigi bagimhlik yapisindan

kaynaklanan kovaryans terimlerinin homojen olmasi durumudur.

> yix~N(w, 0%)
> Ejk"'N(O, 0'2)

> Cov(yj,yi) =0

Esitlik (5.7)'deki modelin sabit etkili model oldugu varsayim altinda,

denemelerin etkisinin sabit oldugu ve toplamlarinin,

Z T =0 (5.8)

t
k=1

ifadesi ile sifira egit oldugu varsayilmaktadir. Esitlik (5.8) ile verilen bu varsayim
ANOVA kisiti olarak ta isimlendiriimektedir.
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Model denkleminde ifade edilen tim rasgele degiskenler bagimsizdir,
ancak ayni denekten elde edilen tekrarli gbzlemler bagimhdir. Ayrica,
kovaryans matrisinde verilen kosegen elemanlari esit olan ile kdgsegen
elemanlari esit olmayan elemanlar arasinda bilesik simetri (compound
symmetry) oldugu sdylenir. Bu kovaryans yapisi, gézlemler arasindaki bosluk
ne olursa olsun, ayni zamanda elde edilen tekrarli gdzlem ciftleri arasindaki
korelasyonu ima etmektedir [38]. Bu varsayim, ozellikle, tekrarli olgimli veri
faktoria, zaman oldugu durumlar icin oldukga kisitlayici bir durum olarak

karsimiza cikmaktadir.
Tek oOrneklem (etken) olmasi durumunda elde edilen tekrarli Algcuimld
veriler igin kareler toplamlarini, serbestlik derecelerini ve varyans bilesenleri

sutununu iceren ANOVA tablosu Cizelge 5.1. ‘de verilmigtir.

Cizelge 5.1. Tek Yonli Tekrarli Olglimlii ANOVA Tablosu

Degisim Serbestlik —— Kareler Kareler Ortalamasi F
Kaynagi Derecesi Toplami
DNEMEET 11 Klpememe  KOpeneme = —2e08me o
Denekder n-1 KTpenek KOpenek = K:Df“f : Ottata
Hata (n-1)(t-1) KTHata KOnata = %
Genel N-1 KTgenel

5.1.2. iki Yénlii Tekrarh Olgiimlii ANOVA

iki Y6nlU Tekrarll Olgimli ANOVA da ise, tek yonli modelden farkli
olarak modelde etken ve deneme etkisinin birlikte etkisini gosteren etkilesim
terimi de yer almaktadir. Bu durumda iki Yénli Tekrarli Olgiimli ANOVA igin

model denklemi,
Vijk = B+ Vi + T + (P Dik + &k (5.9)

esitligi ile ifade edilmektedir (i=1,..,9 ;j=1,...,n;;k=1,..,t). Iki Yonli

Tekrarli Olglimli ANOVA parametrelerini tanimlarken, 6lgtimlerin alindig
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gruplar icin etken, deneysel kosullar i¢cin deneme tanimlamasi kullanilacaktir Bu

modeldeki parametreler asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

yijk = k. denemedeki, i. etkene iligkin j. gozlem birimi
u = genel ortalama (sabit etki)

y; = i.etken etkisi

Tx = k. deneme etkisi

(yv);; = i. etken ile j. denemenin birlikte etkisi (etkilesim terimi)

YV V V V V V

&k = rastgele hata terimi

iki Yonli ANOVA icin de Tek Yonli ANOVA da oldugu gibi ayni
varsayimlar gegerlidir. Esitlik (5.9) ile ifade edilen modelin sabit etkili model

oldugu varsayimi altinda her bir etkenin,

t g g t
Dn=05 D vi=0;) (0w =0; ) (O =0 (5.10)
k=1 i=1 i=1 k=1

kisitlarini saglamasi gerekmektedir. Birden fazla érnekten elde edilen tekrarl
Olcumla veriler igin kareler toplamlarini, serbestlik derecelerini ve varyans
bilesenleri sutununu igeren ki Yénli Tekrarli Olgtimli ANOVA tablosu Cizelge

5.2. de verilmisgtir.

Cizelge 5.2. Iki Yonlu Tekrarli Olgiimli ANOVA Tablosu

Degisim Serbestlik Kareler

Kaynagi Derecesi Toplami Kareler Ortalamasi F
KTpenek
Denekler arasi t(n-1) KTpenek KOpenex = - inel)
KO
Deneme k-1 KTpeneme KOpeneme = KTT:Tleme Kg;neme
ata
KTEtken KOEtken
Etken t-1 KT, = _—
( ) Etken KOEtken 1 KODenek
KOEtken*Deneme KO
Etken*Deneme (t'l)(k'l) KTEtken*Deneme — KTEtken —E;Ze)n*Deneme
t—-1Dk-1) Hata
Hata k(n-1)(t-1) KT KOy, = Hata
Hata Hata = k- (- 1)
Genel N-1 KTgenel
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5.1.3. Parametre Tahminleri

Tek Yonlu ve iki Yonli Tekrarl Olcimli ANOVA modele iliskin
parametre tahminleri normal dagihm varsayimi altinda EKK tahmin yontemi ile
yapillmaktadir. Bu yonteme gore bir parametrenin EKK tahmin edicisi,
modeldeki hata terimlerinin karelerinin toplaminin ilgili parametreye gore

minimum yapilmasi ile elde edilir.

Tek Yonli Tekrarli Olgiimlii ANOVA model denklemi icin hata kareler

toplami,

t
HKT = "% a2 = > > (e — =1’

bigiminde yazilir. Bu durumda model parametrelerine iliskin en kiguk kareler

tahmin edicileri,

OHKT LML
o (—2)22(}’11(— n—T) =0

j=1 k=1

OHKT LML
FIn = (—Z)ZZ(ij —p—T1) =0

j=1 k=1

esitlikleri ile ifade edilen normal denklem sisteminin c¢ozulmesi ile elde

edilmektedir. Buna gore, y,t; ve y; parametrelerine iliskin en kugik kareler

tahmin edicileri,

A=y, %xk=Vx—V. (5.11)

olarak bulunurlar. Burada,

_ 2it1 Zf(:l Yij _ i1 Yk
=T Tk=T (5.12)

olur. Hata varyansinin yansiz tahmin edicisi,
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52 — jn=1 Zf(=1(ij -y.)?

. (5.13)

olarak elde edilir.

iki Yonli Tekrarli Olgimlii ANOVA model denklemi icin hata kareler

toplami ise,

t
E(Yijk — =Y — T — (YDiw)?

biciminde yazilir. Bu durumda model parametrelerine iliskin en klguk kareler

tahmin edicileri,

OHKT L.
BT (—Z)Z z(Yijk —pu—vi— T — (yDix) = 0
H i=1 j=1 k=1
g nj t
OHKT
v (—Z)Z Z(Yijk —p—yi— % — (D) =0
Yi e b L
i=1 j=1 k=1
g nm ot
OHKT
Fr (—2) Z Z(Yijk —p—vi—t— (YD) =0
Tk .
i=1 j=1 k=1
g nm ot
JHKT
= (—Z)Z Z(Yijk —p—vi—T— (YD) =0
d(YDix —yaya
i=1 j=1 k=1

esitlikleri ile ifade edilen normal denklem sisteminin c¢ozulmesi ile elde
edilmektedir. Buna gbre, W,v; T, Ve (yt)i parametrelerine iliskin en kuiguk

kareler tahmin edicileri,

=y %i=Vi—-Y. %=V Y. (Dik =Vik ~Yx — Vi. + V. (5.14)

olarak bulunurlar. Bu esitliklerde yer alan ortalamalara iligkin ifadeler asagida

verilmistir:
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g n
§ = Z}g=1 Z,n=1 Z]t<=1 Yijk Zi:lzj:lyijk

) v, =— = 5.15
N Y.k ng ( )
o Zi=1 2}1:1 yijk - Z}q:l Z]n:l1 Zf(:1 Yijk (5.16)
YI.. - nt 4 YI'k - ni ' )

Hata varyansinin yansiz tahmin edicisi,

CEL T T G — 5.
B N-—gt

62

(5.17)

esitligi ile elde edilir.

5.1.4. Test istatistikleri

Tek Yonli Tekrarll Olgimli ANOVA’ da, (5.7) ile gosterilen model icin
temel amag deneme gruplari arasinda farkhlik olup olmadiginin belirlenmesidir.

Bu amacla kurulacak olan hipotez,

» H, : Denemeler arasinda fark yoktur.
» Ho: Zpoy e =0

bicimindedir. Hipotezi test etmek icin kareler toplamlarinin bulunmasi
gereklidir. Genel kareler toplami (GKT), deneme kareler toplami (KTpeneme):
denek kareler toplami (KTpenek) Ve hata kareler toplami (KTy,,) Olarak

bilesenlerine ayrilabilir. Bu durumda,

GKT = KTpeneme + KTpenek + KThata
L ik — V) =0 Tk — V) +KEL i — 5. + KTyata

esitligine ulasgilir. Normallik varsayimi altinda kareler toplamlarinin dagilimi,
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(N - 1)GKT 2 . (k - 1)KTDeneme 2 . (n - 1)(k B 1)KTHata 2
———  ~XN-1 ~Xk-1 ~X(n-1)(k-1)

02 02 02

ifadeleri ile ki-kare dagilimina sahiptirler. Buradan hareketle, hipotezin testi i¢in

kullanilan test istatistigi,

KODeneme/
k-1)

k= KOHata/
(mn—1k-1)

esitligi ile ifade edilir. Bu test istatistigi, (k— 1) ve (n—1)(k— 1) serbestlik

dereceleri ile F dagihmina sahiptir.

iki Yonlt Tekrarli Olgimli ANOVA’ da, (5.9) ile gosterilen model igin
temel amacg etkenler arasinda, denemeler arasinda farklilik olup olmadiginin
yani sira etken ve denemenin birlikte etkisinin olup olmadiginin da
belirlenmesidir. Bu amacla kurulacak olan hipotezler,
» Hy: Denemeler arasi fark yoktur. (3, tx = 0)

» Hgy: Etkenler arasi fark yoktur. (3 y; = 0)

> H,: Etken ve Denemenin birlikte etkisi yoktur. (3 Y. (yT)ix = 0)

biciminde ifade edilmektedir. Hipotezlerin testi icin kullanilan F dagilimina sahip

test istatistikleri,

KODeneme/ KOEtken/
F = (k _ 1) . F= (t - 1)
KOHata/ KOHata/ ’
k(n—1)(k — 1) k(n —1)(t—1)
KOEtken*Deneme/
F t—-Dk-1)

KO ata
T e = 1)k = 1)

esitlikleri ile elde edilmektedir.

Tekrarli Olgiimlii verilerin analizinde gereken bir diger varsayim da
Kiresellik varsayimidir. Bu varsayim, tekrarli 6lcimIi ANOVA modelinin F testi
icin gok genel bir gecerlilik kriteri olarak kargimiza gikmaktadir. Kismi olarak

30



eger varyanslar esitse, kovaryanslar da esit olacagl igin kuresellik kosulu
saglanacaktir [39]. Eger kuresellik kosulu saglanmiyorsa, geleneksel cok
degiskenli yontemleri kullanmak bir bagka alternatiftir. Bir baska alternatif ise,
tekrarli  Olgimli  ANOVA vyaklagsimini  degistirmektir. Kuresellik kosulu
saglanmadigi zaman, yapilan ANOVA yaklasimi ile F istatistigi ile yaklasik

dagilima sahip olur.

5.2. Gok Degiskenli Tekrarh Olgiimlii ANOVA

Cok degiskenli Varyans Analizini (MANOVA) ve ¢ok degdiskenli dogrusal
modelleri inceleyen bircok kaynak ve arastirma literatlirde yer almaktadir [40],
[41],[34],[42].[43].[44].

MANOVA c¢ok degiskenli normal dagilima sahip verilere iliskin birden
fazla ortalamanin karsilastiriimasi icin kullanilir. Tekrarli élgimler icin MANOVA
kullanilmasinin en oOnemli amaci bu yontemde kiresellik varsayiminin
saglanmasi gerekmedigidir [45]. Bu yaklagimda, her bir tekrarli olgim bir
degisken gibi kabul edilip ¢ozimlenmektedir. Genel olarak MANOVA'’ ya iligkin

hipotezler,

Ho: g = pg = -+ = g
H;: En az bir p digerlerinden farkhdir.

esitlikleri ile ifade edilmektedir. Normallik varsayimi altinda, bu hipotezler
genellikle kareler toplamlari yardimi ile olusturulan olabilirlik orani, Wilk's A

orani ile test edilmektedir. Bu oran,

Wi

A=
|W + B|

(5.18)

esitligi ile ifade edilmektedir. W, grup ici karaler toplamini, B gruplar arasi
kareler toplamlarini géstermektedir. MANOVA'ya iliskin tablo Cizelge 5.3’ de

verilmigtir.
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Cizelge 5.3. Tekrarl Olgiimli MANOVA tablosu

Degisim  Serbestlik Carpimlar Test istatistii
Kaynagi  Derecesi Toplami 9
Grupl :
ruplar ,
uplar g B= ) mu — 1) (s — 1) LWl
gi=1ni |W + B|
.. !
Grup [¢i n-g W= z i — i) (735 — mij)
i=1j=1
Genel n-1 B+W

MANOVA kapsaminda cok degiskenli tekrarli dlgimlerin analizi igin
genel dogrusal model kullanilarak, ANOVA'ya iligkin temel hipotezleri daha
ayrintili test edebilmek maksadiyla dogrusal hipotezler kullaniimistir. Genel

olarak, cok degiskenli bir dogrusal model,

Y=XB+E (5.19)

esitligi ile tanimlanmaktadir. Modelde, Y (nxt) boyutlu, yanit degiskenleri

matrisini, X (nxp) boyutlu, parametre vektérine gore olusturulan ve sabit
sayllardan olusan tasarim matrisini, B (pxt) boyutlu, parametre matrisini, E (nxt)

boyutlu, hata terimi matrisini gostermektedir.

Tek bir yanit degiskenine iligkin model,

Vijk = Bo + B1Xi1 + B2Xiz + -+ + BXik + &k (5.20)

esitligi ile ifade edilebildigi gibi, modeldeki degiskenleri vektor bigciminde esitlik

(5.21) ile de ifade etmekte mumkundur.
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}
|+ gk i=1..,9 (5.21)

g tane gruptan olusan oOrneklem icin model, esitlik (5.21) ile ifade edilen
gosterim vyerine esitlik (5.22) ‘deki matris goOsterimi kullanilarak ta ifade
edilebilmektedir. Bu matris denklemini yazmak igin, kullanilacak modele uygun
yanit degiskeni vektoru, tasarim matrisi, parametre vektord ve hata terimlerini

iceren vektor gosterimleri esitlik (5.22) ile verilmistir.

Y1]k 1 Xll X12 aes Xlk] [Bo—l [Sljk
[Yaik| |1 X21 X2z o Xak||Bi| |E2ik|
[Vaik| =[1 X313 Xz o Xai|[B,|+]|Esik] (5.22)
lyQJ'kJ 1 Xg1 Xg2 - ngJ Bid LEgjk

Esitlik (5.22)’deki gosterimine uygun bicimde dogrusal model denklemi,

y=XB+e (5.23)

ifadesi ile esitlik (5.19) da tanimlanan model vektorel denklem gdsterimi
biciminde de yazilabilmektedir. Bu modelde ise, y , (gxl) boyutlu yanit
degiskeni vektorind, X , (gx(t+1)) boyutlu tasarim matrisini, B, ((t+1)x1) boyutlu
parametre vektorind, e , (gx1) boyutlu hata vektoriini gostermektedir. e terimi,

vektor rasgele degisken oldugu icin dogrusal modelin varsayimlari matris

bigciminde yeniden ifade edilebilir. Buna gbre varsayimlar,

> yNNn(XB:O-EIn)
> e~N,(0,02,)

33



biciminde ifade edilir. Esitlik (5.23) ile gdsterilen dogrusal modelde iki Yonli
Tekrarli Olgimlii. ANOVA model denklemlerinin parametreleri B katsayilari

icerinde yer alacaktir. Bu durumda olusan gosterim,

Y1117 (11117
Y1:12 1111 i TH
. cre S 1
yea| - un v
v 1:1: T
Ha N v
| Yiz | [Yingt 1101 Yo
Y =|Yiz|= Vi3] X;= i1l B=| (5.24)
[ : J Y132 1:1: Yg
Y H . H
gnj Y1;13t :0:0 (V)11
: 101 (TY)12
anil : 0 : 0
aniz 1010 :
: 1:1: L (TY) g ]
_anit_ +1010-

esitlikleri ile ifade edilmektedir. Bu gosterim Cizelge 4.2’ deki tekrarli dlgumlu
veri duzeni icindir. Cizelge 4.3’deki tekrarli 6lgumlu veri dizeni igin bu gdsterim

vektor degil matrislerden olusmaktadir.
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6. GOK DEGISKENLi LAPLACE DAGILIMI ALTINDA COK
DEGISKENLi TEKRARLI OLGUMLU VARYANS ANALizZi

Bu bdlimde tez cgalismasinin esasini tegkil eden g¢ikarsamalar yer
almaktadir. Arslan [29] tarafindan onerilen Cok Degiskenli Laplace dagilimi
altinda tekrarh élgimlU veri icin ¢ok degiskenli dogrusal model gosteriminden
faydalanilarak MANOVA modeline iligkin parametre tahminleri teorik olarak elde
edilmistir. Tekrarli Olgiimli MANOVA igin Cok Degiskenli Laplace Dagilimina

sahip parametre tahminlerine dayali test istatistikleri tanimlanmistir.

Cizelge 4.1’ deki duzende verilen bir tekrarli lgimli veri tek degiskenli
tekrarli dlcimld ANOVA ile ¢dzimlenebildigi gibi, her bir tekrarli dlgim tek bir
degisken olarak kabul edilip bagimh ¢ok degiskenli veri yapisi ile MANOVA ile

de ¢cd6zimlenebilmektedir [45].

Bagimhlik yapisinin getirdigi  kuresellik varsayiminin  saglanamadigi
durumlar icin de tekrarli dlgimlerin analizi i¢in yapilan ¢ok degiskenli yaklagim
tercih edilebilmektedir. Bu yaklasim ile tekrarli 6lgimli verilerin analizinde
karsilasilan sorunlardan biri olan kuresellik varsayimlarindan muaf olunacaktir
[45].

Bu amagcla, Tekrarl Olgimli MANOVA model denklemi icin (5.19)
esitliginde verilen ¢ok degiskenli dogrusal model kullaniimistir. Bu modelde,
E~CDL,(u, X) ile Cok Degiskenli Laplace dagilimina sahip olmasi durumunda
Cizelge 4.1. de verilen veri dizenine sahip tekrarli élgimler icin MANOVA

model denklemi parametre tahminleri yapilmistir.

6.1. Parametre Tahmini

Parametre tahminlerinin elde edilebilmesi amaciyla normal dagilimin dlgek

p+1 1

karmasi olarak Z~N,(0,I,) standart normal dagilima sahip, V~TG( . 'E) Ters

Gamma dagilimina sahip degiskenler kullanilarak esitlik (6.1) ile tanimlanan,
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Y =p++V-1x1/27 (6.1)

yeni Y degiskeni Cok Degiskenli Laplace dagilimina sahip olur [29]. Y
degiskeninin Normal dagilimin olgek karmasi olarak esitlik (6.1) deki bicimde
tanimlanmasi parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin EM algoritmasi
ile elde edilmesinde kolaylik saglamaktadir [29]. Bu amacla, oOncelikle, Y
degiskeni ile V karma degiskenin birlesik olasilik yogunluk fonksiyonlarinin elde
edilmesi gerekmektedir. Buradan hareketle, Z standart normal dagilima sahip
degisken ile V ters gamma dagilimina sahip degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonlari,

f(z) = (2m)~P/2exp {— % ZTZ} (6.2)
f(v) = 2_pT+1F‘1 (p ; 1) U_pTH_l exp (— %) (6.3)

esitiklikleri ile ifade edilmektedir. (6.2) ve (6.3)’'de verilen olasilik yogunluk

fonksiyonlari kullanilarak birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 p+1 +1 p+1 1
f(z,v) = (Zn)—p/ze{—zsz} 27z 11 (p z )U-T-l exp <_R>

p+1 +1 p+1 1 1
— (2m)P22 T T (p _ >U_T_1e{—§ZTZ} exp (— %> (6.4)

esitligi ile elde edilmektedir.

Z ve V rastanti degiskenlerine iligkin esitlik (6.4)te verilen birlesik olasilik
yogunluk fonksiyonundan, Y ile V rastlanti degiskenlerinin birlesik olasilik
yogunluk fonksiyonuna gecis yapabilmek igin degisken dénisumu yapilarak,
Jakobiyen degeri hesaplanmalidir. Bu amagla, esitlik (6.1) kullanilarak, sirasiyla

asagida verilen islemlerin gergeklestirilir:
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Y =p+/V-1x2zZ,
Y —p=4V-131/27
V—l/Zzl/ZZ =Y—p

Z = VY25=12(Y — ).

Bu dénusume ait Jakobiyen dederi yukaridaki islemlerden sonra,
J = [VTIZ| /2 = yP/2|g 12 (6.5)
esitligi ile edilmis olunur.

Degisken donusiminden sonra iki degiskene iliskin birlesik olasilik

yogunluk fonksiyonunun elde edilebilmesi icin sirasiyla asagidaki islemler

yapilir:

_b+1 1
2 p/2|y|-1/2 (_ )
) vP/4|%| exp > X

p+1
2

fv,v) = (2m) 2277 - (

1
exp{ =3 (7572 (Y = )22 2 (v - )
+1 Pl P 1
=(2n)" 52" F (pT>v_ =21z~ 1/Zexp<—%)x
1
exp {_ E ((Y _ u)TE—l/Zvl/Zvl/Zz—l/Z (Y _ u))}

p

1 1 1
= (21'[)_%2_TF (p-; )lZl ~1/2y=3/2% exp (—% _EV{(Y_ Iy - u)T}>

|2|-p/2

_(211) 52T 1(";1)

1 1
v=3/2x exp (— SV = vV - WTE Y - u)}) .

Yukaridaki iglemlerde yapilan dizenlemelerden sonra Y ile V rastlanti

degiskenlerinin birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu,
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|Z|_1/2

miT r(p i 1)

f(Y, V) _ V_3/2 __{ —1+v{(Y—p)TZ—1(Y—u)}} (6.6)

esitligi ile elde edilmis olunur.

Esitlik (6.6) ile ifade edilen birlesik olasilik yodunluk fonksiyonu, Cok
Degiskenli Tekrarli Olgimli ANOVA igin (5.19) ile tanimlanan dogrusal model

uzerinden tekrar yazildiginda,

=72

CmE2T r(p pt- 1)

f(Y,v) = y3/2e oV VXTI xR (6.7)

esitligi elde edilir. En ¢ok olabilirlik tahmin edicilerini elde edebilmek icin (6.7) ile

ifade edilen birlesik olasilik yogunluk fonksiyonuna iligkin olabilirlik fonksiyonu,

Z —rl/2 n 1wn - -
- |Z] 1_["13/2 e_izi=1{"i Ly (%-XiB) T2 (V- X; )} (6.8)

(2m) nzpzn(pm [r( )] i1

biciminde elde edilir. Parametre tahminlerini elde edebilmek amaciyla logaritmik
olabilirlik fonksiyonunun maksimize etmek gerekir. Bu sebeple, (6.8) esitligi ile
ifade edilen olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi alinarak, logaritmik olabilirlik

fonksiyonunun elde edilebilmesi icin asagidaki islemler yapilir:

3 n
InL = —glnIZI + EZ In(vy) — —Z vl (Y = XiB) T2 — XiB)}}

=]

n 1% . 3% I,
= —ZInlZ = 5 ) (%= XB) IV - X} +5 ) () =5 ) v
i=1 i=1 i

Yapilan dizenlemelerden sonra logaritmik olabilirlik fonksiyonu,
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1 n
InL = —glnlzl - Z—Z vil (Y = XiB)TZ7(Y; — XiB)} — —Z Gln(vy) +vi ) (6.9)

i=1

esitligi ile elde edilmis olunur. Esitlik (6.9) ile logaritmik olabilirlik fonksiyonu tam
veri icin elde edilmis olur. Bilinmeyen parametrelere gore bu fonksiyonu
maksimize etmek daha kolaydir [29],[33]. Ancak, fonksiyonda yer alan kayip
degisken sorununun giderilebilmesi i¢cin bu logaritmik olabilirlik fonksiyonunun
kosullu beklenen degerinin alinmasi gereklidir. Esitlik (6.9) ‘daki logaritmik

olabilirlik fonksiyonundaki son terim ihmal edildiginde,

~ o~ n
E(InL(B, 2)|Y;, B.Z) = —§1n|>:| (6.10)

1% I
- Z_Z E(VilYs B, 2){(Y: — XiB)TE(Y; — XiB)}

esitligine ulasilir. Esitlik (6.10) da yer alan E(Vi|Y;, B,Z) kosullu beklenen
degerinin bulunabilmesi icin f(V|Y) kosullu olasilik yogunluk fonksiyonunun
bulunmasi gerekir.  Kosullu fonksiyon tanimindan f(V|Y) kosullu olasilik

yogunluk fonksiyonu,

Lz o)
(i) = FY) T (P4
f(Y) |E| 1/2 - e~V (Y-XB)TZ~1(Y-XB)
p+
2’7 ()

esitligi ile elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra kosullu olasilik

yogunluk fonksiyonu,

1 _ 1) _
fV]Y) = Nors N VXBTET(V-XB)y, 53 (v +V{(Y-XB)TE1 (Y-XB)}} (6.11)
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seklinde elde edilir. Esitlik (6.11) kullanilarak (6.10) da yer alan kosullu

beklenen degerin elde edilebilmesi icin asagidaki islemler yapilir:

Y,BZ) = foov f(V|Y)dv
0

f \/_ J(Y XB) 1 (Y-XB) 3 _l{ “v{(v-xB) s (v XB)}} dv

1 1, (y—xB) 51 (YxB
- L Joxm s o ["ov R I ORI

Integral géziimiinde yapilan diizenlemelerden sonra kosullu beklenen deger,

E(V|Y,B.Z) = ! (6.12)

| -xB)E (v - xB)

esitligi ile elde edilmis olunur. (6.12) ile elde edilen kosullu beklenen deger

(6.10) esitliginde yerine konuldugunda,

~ o~ n
E(InL(B, D)|Y;, B.Z) = —5n|Z| (6.13)

n

1 1

2 {(%-xB) "2 (% - xiB)}
& %8510 xp)

ifadesine ulasilir. E(V|Y,B,Z) = w; olarak gdsterildiginde, maksimize edilecek

olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi elde edilmisg olur:

o 1%
B(nL(B, D)|Y, B.E) = — 3%l - ) wl{(%—XBT W -XB)  (614)
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(6.14) esitligi ile ifade edilen en ¢ok olabilirlik fonksiyonu igin yeni gosterim,

Q((B,2)|Yi,rs,f)=——1n|2|——zwl{<v XBIEIG-XB) (615

biciminde yeniden yazilir. Ancak, Cizelge 4.1.‘de verilen tekrarli 6lgimlu veri
duzenine gore n tane orneklem birden fazla gruptan olustugu icin elde edilen
esitliklerde buna iliskin dizenlemenin yapilmasi gerekir. Buna goére Cizelge
4.1.’deki tekrarlh 6lgimli veri dizeni igin grup sayisi i=1,...,g ve denek sayisi
J=1,...n , X9 n; =n, k=1,...,t olmak Uzere, esitlik (5.9) ile ifade edilen ki Yonli
Tekrarli Olgumlu ANOVA denklemindeki parametreleri igerecek sekilde
olusturulan dogrusal model denklemi esas alinarak maksimize edilecek

fonksiyon tekrar yazildiginda (6.14) ile ifade edilen kosullu beklenen deger igin,

~ o n
E(lnL(B’ z:)|YI]J B,Z) = ——ln|2|
g nj
1
Z—Z wl, Yij — IB) (Y - X, B)} (6.16)

esitligine ulagilr. Esitlikteki wy;, agirhgi ise yapilan dizenlemeden sonra,

1
Wijj = (6.17)

\/ (Yy — XiB) Z-1(¥; — XiB)

ifadesine esit olur. (6.15) esitliginde verilen ve parametre tahminleri icin

maksimize edilecek olabilirlik fonksiyonu yapilan dizenlemelerden sonra,

g n
Q((B, z)|Yii'ﬁ, $) = —;lnIZI - Z Z Wi {(Yij - XiB)Tz_l(Yij - Xiﬁ)} (6.18)

i=1 j=1

ifadesine esit olur. Elde edilen bu esitlik ile parametre tahminlerine gegilir.
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6.1.1. g’nin En Gok Olabilirlik Tahmin Edicisinin Bulunmasi

Bilinmeyen B parametre vektorinin en c¢ok olabilirlik tahmin edicisini
bulabilmek icin (6.18) ‘deki olabilirlik fonksiyonun B parametre vektoriine gore

turevi alinarak sirasiyla asagidaki igslemler yapilir:

aB ZZWU 1] — X B) - 1(Y1] X; B)}

Zzwﬂ (] - BXD)E (Y, - XB) = 0

i=1 j=

Mm

ZW” 38 (YIZ71Yy; — BTXTE71Yy — Y 272X + BTX{Z72X;B) = 0

i=1 j=

nj
ZW” (—2X{ 71y, + 2XT271X;B) = 0

i=1 j=1

N

g nj g n;
z Wij (X'irz_lxi)_lx'irz_lYij = z z Wi (X?Z‘lxi)‘lx?z—lxis
i=1 j=1 i=1 j=1
g nj ) i
Wij (X?Z_lxi)_lxgz_lYﬁ = Z Z Wij IB
i=1j=1 i=1 j=1

Normal dagiimin Olcek karmasi olarak tanimlanan Cok degiskenli
Laplace dagilimi altinda (5.19) ile ifade edilen dogrusal modelde yer alan ve
(5.9) esitligindeki iki Yonli Tekrarli Olcimli ANOVA modeli parametrelerini

iceren B katsayisinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi igin,

o R X wy XTETIX) TN XTETTY)
B= S (6.19)
X Zj=1 Wij

esitligine ulasihr.
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6.1.2. ¥’nin En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisinin Bulunmasi

Yayilim matrisi ¥ ‘nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulabilmek i¢in bazi
matris cebri Ozelliklerinden faydalanilarak egitlik (6.18) ile verilen olabilirlik
fonksiyonunda duzenlemeler yapilmaldir. Olabilirlik fonksiyonunun turevinin
alinmasinda islemsel kolaylik saglanmasi amaciyla kullanilan 6zellikler asagida

verilmigtir:

- 1 1

2. Yix{Ax; =tr(AB) B =Y;x;x!

OloglAl _ -1 3. -1
3. A = 2A diag(A™")
4. a”;i‘B) = B + BT — diag(B).

Bu ozelliklerden yola gikarak, —21n|2:| =21n|2_1| alindiginda esitlik (6.18) ile

ifade edilen olabilirlik fonksiyonu icin,

i i wi;tr {(Yij - XiB)TZ_l(Yi]- — XiB)}

i=1 j=1

g 1
20y witr (37 (%~ XB) (¥ — X:8))
=1

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitlikte, (Y;; — X;B)(Y;; —XiB)T =Y; bigiminde

tanimlandiginda esitlik,

| =

1 g n g n
-3 Z Wij tr 1(Y1] 13)(Y1] X. [3) -3 Z wi; tr(Z71Y5)
=1

i=1 j=1

gosterimi ile ifade edilebilir. Bu dizenlemelerden sonra maksimize edilecek

amag fonksiyonu,
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Q(B. )|V, B.Z)

g
n 1
SI[ZT =23 w21y

ifadesine dénusir. £ ‘y1 bulabilmek icin amag fonksiyonunun £~ e gore tiirevi
alinarak, ¥’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi icin asagidaki iglemler sirasiyla

islemler yapilir:

Wij tr(Z_lYi]-)) =0

aQ((B;z)lYi]"B'f)_ 0 El |Z‘1|—1§:
az-1 = 1gn 2.4

g nj
2 (22 - diag(®) - = ) ) wy (2X — diag(¥;) = 0

i=1 j=1

g n
1
2% — diag(Z) — HZ Z wij (2Y;5 — diag(Y;)) = 0

i=1 j=1
g nj g nj
- 1 1
i=1 j=1 " i=1 j=1
g n g M
1 1
2% — ;Z Z w;; 2Y;; — diag(Z) - —z Z w; diag(;) = 0
i=1 j=1 = =1
g nj g nj
1 . 1
2[Z — ;ZZ wi; Yj;] — diag [Z — —ZZ wi; Y55 =0
i=1 j=1 " i=1 j=1

Normal dagilimin délgek karmasi olarak tanimlanan Cok degiskenli
Laplace dagilimi altinda (5.19) ile ifade edilen dogrusal model ile temsil edilen
tekrarli 6lgumlu veriler igin £ yayihm matrisine iliskin en ¢ok olabilirlik tahmin

edicisi,
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nj

)
< 1

i=1 j=1
esitligi ile elde edilmis olunur.

6.1.3. EM Algoritmasinin tanimlanmasi

E-Adimi: Y;; gozlem degerleri ile su anki parametre tahminleri
verildiginde logaritmik olabilirlik fonksiyonunun kosullu beklenen degeri wj;
hesaplanir.

M-Adimi:  Tahminlerin  yeni degerlerini elde etmek icin g, X
parametrelerine gore logaritmik olabilirlik fonksiyonu maksimize edilerek E-
adiminda hesaplanan kosullu beklenen degeri, w;;, kullanilarak parametrelerin
degerleri guncellenerek yeniden hesaplanir. EM-Algoritmasinin galistirilabilmesi

gerekli adimlar Cizelge 6.1.’deki sira ile uygulanir [29].

Cizelge 6.1. B ve X tahminleriicin EM Algoritmasi Adimlari

1 k=1 al ve parametre degerlerinin baglangi¢ degerleri sec.

2 k=1,2,3,... icin su anki parametre degerleri &,z ¢y kullanarak,
i=1,..,9 j=1,...,n; icin wy®™ agirliklarini ve %, X1 wy degerini
hesapla.

3 Yeni tahmin degerlerini B&+D, x&+1’y| hesaplamak igin asagidaki
esitlikleri kullan.

SO, T wy® (XTEO X)X RO yy)

U+ —
gy K
ing Xjmg Wi

g nj
1 Z Z T
Z(k+1) — H Wij k) (Yl] _ XiB(k+1))(Yij _ XiB(k+1))

i=1 j=1

4 Yakinsaklik saglanincaya kadar adimlari tekrar et.
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6.2. Test istatistiklerinin Tanimlanmasi

Cok degiskenli analizler icin Orneklem teorisi literatirde birgok
arastirmaci tarafindan uzun yillar ¢alisiimistir. Bu arastirmalardan birgogu ise
normalligin saglanmadigi érneklemlerin oldugu durumlar i¢in de yapilmigtir.
Normal dagilimdan farkli dagihimlar kullanildiginda en buyuk sorun test edilecek
hipotezin test istatistiginin dagilminin ne olacagina iligkindir. Normal dagilim
s6z konusu oldugunda, karesel formlara yonelik kullanilan Cochran teoreminin
tek degiskenli durum ile ¢ok degiskenli durum igin benzer oldugu gosterilmistir
[46], [47]. Normal dagilim ailesinden olmayan Eliptik Konturlu dagilimlara iligkin
benzer c¢ikarsamalar ayrica yapilmistir [48],[2]. Bu calismalar ile Cochran
teoremi Eliptik Konturlu dagilimlar ailesi igin genigletilerek normal dagilima

benzer sonuclar elde edildigi gosterilmigtir.

Bu kapsamda, Eliptik Konturlu dagilimlarin varliginda ¢ok degiskenli
dogrusal model i¢in kurulan dogrusal hipotezlerin test edilmesinde kullanilacak
test istatistigi ni olusturan olabilirlik oranlarinin dagiliminin, normal dagilima

benzer sekilde Wilk’s A dagilimina uygun oldugu sonucuna ulasiimigtir [48], [2].

Bu bilgiden hareketle, Cok Degiskenli Laplace dagilimi altinda test
edecegimiz ¢ok degiskenli dogrusal hipotezlere iligkin test istatistiklerinin
dagiliminin Wilk’'s A dagilimi oldugu varsayimi altinda hipotezlerin testini
gerceklestirdik. Bu yaklasima gore, ¢ok degiskenli dogrusal model igerisinde
tanimlanan esitlik (5.9) ‘de yer alan iki Yénlii Tekrarli dlciimlii ANOVA modelinin
parametrelerine iligkin test istatistiklerinin hesaplanabilmesi igin U¢ tane
dogrusal hipotez kurulacaktir. Gruplar (etkenler) arasinda herhangi bir fark olup

olmadigina iliskin ilk hipotez asagidaki ifadeler gibi kurulur:

» Hpq: Gruplar arasinda fark yoktur.

» Hoptmp=pz = =y
Hi1 H21
Hoy: lel — luzzl — . —
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Dogrusal bir model kullanildigi igin tekrarli dlgimla veriler igin ¢ok degiskenli

hipotezlerin test edilmesinde,
Ho;:CBA=A (6.21)
esitligindeki dogrusal hipotezlerden yararlanilacaktir [35],[34].
Bu dogrusal hipotezde C ve A kargilastirma matrisleri olarak tanimlanirken B
matrisi ise test edilecek katsayilari iceren matrisi temsil etmektedir. A matrisi ise

genellikle sifir degerlerinden olusan bir matrisi gostermektedir. Bu matrisler

siraslyla,

Hi1 M1z - Hit

H21 M2z - M2t
Cenxg = (Ig-;—1) ; A=1, ;B=|": o (6.22)

Hg1 Mgz - Hgt

esitlikleri ile ifade edilmektedir. B parametre vektoriinde yer alan ortalamalari,
Mk =M+ Tk +Yyit (Wi i=1..,9;k=1..,t
esitligi ile iki Yonli Tekrarli Olgiimlil ANOVA ‘daki parametreler olusturmaktadir.

Olabilirlik oranlari ile hipotezlerin test edilebilmesi i¢in kurulan dogrusal
hipoteze ve hatalara iligkin test istatistiginde yer alacak kareler ve carpimlar

toplamlari,

Sh = (CBA — A)" (CXTX)~CT)"1(CBA — A) (6.23)

S. = ATYT[I — X(XTX)"XxT|YA (6.24)
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esitlikleri ile ifade edilmektedir [35],[34],[43]. Test istatistiklerini olusturan ve
(6.23) esitligi ile (6.24) esitliliginde yer alan B ortalama tahmini matrisi,

A1 fgp A
B= li:21 H:22 U:Zt (6.25)
ﬁg1 ﬁgz Hgt

biciminde ifade edilmektedir. Cok Degiskenli Laplace dagihmi altinda elde
edilen ki Yonlt Tekrarli Olgimli ANOVA modeli parametre tahminlerini iceren

ortalama tahminlerinin gosterimi,
ﬁik = |,.\J.+"fk+f/i + (ﬁ)ki ;1= 1,...,g;k= 1,..,t

esitligi ile ifade edilir. Cok Degigkenli Laplace dagilimi altinda (6.23) ile (6.24)

kullanilarak birinci hipoteze iligkin 6nerilen test istatistigi,

|Se|

—c 6.26
|Sh+se| ( )

01 =

esitligi ile ifade edilmigtir. Bu test istatistigi U*(sd;, sdy, sd.) ile Wilk’'s A sahip
olur.
Ny < U%(sd4,sdy, sde) ise Hy; hipotezi red edilerek ise gruplar arasinda

fark oldugu soylenir. sd,, sd;,, sd, degerleri,
sd; = Rank(A) = p; sd, = Rank(C) =g —1;sd. = N—1= N — Rank(X)
esitlikleri ile hesaplanmaktadir [35]. ikinci hipotez ise denemeler arasinda bir

fark olup olmadiginin belirlenmesidir. Bu duruma iligkin hipotez ise asagidaki

gibi kurulur:
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> Hy,: Denemeler arasinda fark yoktur.

H11 Hi2 Hit
> Hy,: H:zﬂ — quzzw — = [HZt]
Hg1 Hg2 Hgt

ikinci hipotez icin kurulan dogrusal hipotez,

Ho,: CBA = A (6.27)

esitligi ile ifade edilir. Dogrusal hipotezdeki matrisler,

Hi1 M1z - Hat

H21  H2z . Hat
C=1g; Apx(p-1) = [ ] B=|: oo

Mgt Hgz - Hgt

ile ifade edilir. Bu durumda Cok Degiskenli Laplace dagilimi altinda dnerilen test
istatistigi,

|Sel

02 = (6.28)

esitligi ile ifade edilmigtir. Bu test istatistigi U%*(sd;, sdy, sd.) ile Wilk’'s A sahip
olur.
Ny, < U%(sdy,sdy, sde) ise Hy, hipotezi reddedilerek denemeler arasinda

fark oldugu sodylenir.sd;, sdy,, sd. degerleri,
sd; = Rank(A) =p—1; sd, = Rank(C) = g; sde. = N — Rank(X)
esitlikler ile hesaplanmaktadir [35]. Uciincti hipotez ise deneme ve etken

etkisinin birlikte etkisinin olup olmadigina yonelik olan etkilesim etkisinin

sorgulandigi hipotezdir. Bu hipotez ise agagidaki gibi kurulur:
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> Hp;: Deneme ve gruplar arasinda etkilesim yoktur.

H11-Hi2 Ha1-Ha2 Hg1-Hk2

> ) le H13 ‘ l Maz-Ma3 | _ ... = Hg2-Hk3
3- _— _— : .
M1t—1-Hi1t M2t—1-Hat MHgt—1-Hgt

Uglincl hipotez igin kurulan dogrusal hipotez,

HOZ: CBA == A (6.29)

esitligi ile ifade edilir. Bu dogrusal hipotezdeki matrisler,

M11 M1z o Hig
H21 M22 o M2t
Cig-1xg = (g-1,=1) § Apx(p-1) = Dp- 1[ 1] B= : e f
ugl Mgz o Hgt

ile ifade edilir. Bu durumda Cok Degiskenli Laplace dagilimi altinda dnerilen test
istatistiqi,

|Se

A03 = (630)

esitligi ile ifade edilmistir. Bu test istatistigi U%(sd,, sd,, s de) ile Wilk’s A sahip
olur. Ay, < U%(sdy,sdy,sde) ise Hgy; hipotezi red edilerek etkilesim etkisinin
olmadigi séylenir. Bu hipotezin testi igin, sd,, sd;,, sd. degerleri

sd; = Rank(A) =p—1;sdy, = Rank(C) = g—1; sd. = N — Rank(X)

esitlikleri ile hesaplanmaktadir [35]. Test istatistiklerindeki terim mutlak degder

alinarak tanimlanmigtir.

Uygulanan test istatistiklerinin F dagilimina déntusumda icin Cizelge 6.2." de

verilen esitlikler kullaniimistir [8].
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Cizelge 6.2. Wilk’s A degerlerinin F dagilimina dénisum tablosu

Degisken  Grup

sayisi sayisi Pontistm
ez () e
p=2 922 (Z n;__gl_ 1) (1 \_/A—\/A_> ~Fag-12(Eni-g-1)
p=1 9=2 <Z - _pp - 1) (1 XA) “Fpzmiop

Uyarlanan test istatistikleri igin Wilk’s A dagiliminin Cizelge 6.2." de verilen F
dagilimi ile olan dagilim iligkisinden hareketle her ¢ A test istatistigi F dagilimi
cinsinden, FA, olarak isimlendirilerek, tekrarli 6lgimll veri dizenindeki degisken

ve grup sayisina gore,

> FA = (222 (55) ~Fogmp (6.31)
> Fh = (B2 () ~Fop ) (632)

esitlikleri ile ifade edilerek dontisum yapilmistir.

Ozetle, normal dagilima alternatif bir dadiim olarak Eliptik Konturlu
dagilimlar ailesinden gelen Cok Degiskenli Laplace dagiiminin varliginda iki
Yonli Tekrarli Olglimli MANOVA modelindeki parametrelerin test edilmesi igin

yararlanilan test istatistiklerinin dagiiminin Ugg, ¢4, sa, il& Wilk's A dagilimi

oldugu gosterilmistir.
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7. MATRIS DEGISKENLI LAPLACE DAGILIMI ALTINDA
TEKRARLI OLGUMLU VARYANS ANALizi

Bir onceki bolumde, her bir gozlem biriminin farkh deneme kosullarinda
gbzlemlenerek tek bir 6lcim alindigi tasarima iliskin ¢ikarsamalar yapildi. Fakat
bircok deneysel durumda, farkli deneme kosullarinda tekrarli olarak birden fazla
go6zlemin yapildigi tasarimlar da mevcuttur. Cok degiskenli gozlemlere sahip bu
bicimdeki tasarimlar ¢ok degiskenli ya da c¢oklu cevaph tekrarli Olgimlu
tasarimlar olarak isimlendiriimektedir. Bu tasarimi gosteren tekrarli dlgumlu veri

dizeni Cizelge 4.3’de verilmistir.

Bu tasarima sahip verilerde amacimiz c¢ok degiskenli normallik
kosullarinin saglanmadigi durumlarda alternatif ¢ok degiskenli dagilimdan
yararlanarak ¢ok degiskenli tekrarli Olgimli tasarima iliskin  ANOVA
yapabilmektir. Ancak bu noktada Cizelge 4.3’deki veriler matrisler ile ifade
edilecegi igin, bu tez calismasinda c¢ok degiskenli tekrarli OlgimlU verilerin
analizi i¢in matris degiskenli dagihm kullaniimasi durumunu ele alinmistir. Bu
amagcla yine parametrelerin en c¢ok olabilirlik tahminlerinin daha kolay elde
edilebilmesi maksadiyla normal dagihimin 6l¢gek karmasi olarak tanimlanan

Matris Degiskenli Laplace dagilimi kullaniimigtir.

Oncelikle gok degiskenli tekrarli dlgiimli veri diizeni icin kullanilan olan
(5.19) esitligi ile ifade edilen ¢ok degiskenli genel dogrusal modelinin
elemanlari, her bir deneme kosulunda birden fazla élgim alinmasi (Cizelge
4.3.) nedeniyle matrislerden olugsmaktadir. i=1,..,g , j=1,..,n;, k=1,...,t
olmak Uzere verilere iligkin matrisler asagidaki gibi ifade edilir. Cizelge 4.3’deki
verilere gore sadece bir gruba iliskin tUm denemelerdeki tekrarli gbzlem

vektorleri asagida yazilmistir.
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[V1111] [V1121] [V1131] [V11t1]
_ Y1112 | _ | Y1122 ] _ Y132z _ | Y11e2
Y111 = : y Y112 = : y Y113 = : v Y11t = :
| V1114 | V1124 ] | V1134 | V11tq |
[V1211] [V1221] [V1231] [V12t1]
_ Y1212 ] _ | V1222 _ | Yrzzz| _ | V12e2
Y121 = : y Y122 = : y Y123 = : v Y12t = :
| V1214 | V1224 ] | V1234 ] | V12tq |
Ving11 Y1321 Y1331 Y13t1
_ |Yngaz| _ | Yas22 | _ | Yazs2 | _ | V13e2
Ying1 = : yV1ing2 = : yY1ing3 = : yoe Yingt = :
Yini1q Yin,2q Yin,3q YVin,tq

Bu tekrarli gozlem vektorlerinin olusturdugu gézlem matrisleri ise yine bir

grubun tim denemeleri icin asagida verilmigtir.

Yy = [Yi11 Y1z o YViie]
Y, = [Yi21 Y12z - Yize]
Yln1 = [y1n11 y1n12 b ylnlt]

Gozlem matrislerine dayal olarak birinci grubun birinci denegine iliskin

tekrarli 6lgimll model ise esitlik (7.1) ile verilmistir.

Y11 =X4B+Eny (7.1)
Y1111 Yz - Yua] 4 011Bo1  Boz - Bot €1111 €1121 - €111
Y1112 Y1122 - Yiit2 |1 1 0Bz Biz - Bit n €1112  €1122 - €112
Yiiiq Yi1zq - Yiwq) 111 o OllBizi Bizz o Bizd  [C111q Cuzq - Cring
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Cok degiskenli tekrarli 6lgimll veri tasarimindaki tim gruplar igin model
yukaridaki gibi ifade edilebilmektedir. Yazilan esitliklerden de gorildigu gibi,
birden fazla grup olmasi durumunda verilerin igi ice matrisler ile ifade edilmesi
durumu ile karsilagilacaktir. Genel olarak tim veriler Uzerinden asagidaki ¢ok

degiskenli tekrarli délgimli dogrusal model yer alan elemanlara iligkin veri

matrisleri,
Y1, X, Ei;
Y2 X, E;,
Y13 = Xl [ B1 BZ Bt] =+ E13 (7_2)
|~ani [XgJ Egni

gosterimi ile ifade edilebilmektedir. Bu gosterimde yer alan her bir eleman

modele iligkin veriyi iceren bir matrisi ifade etmektedir.

7.1. Parametre Tahmini

Bu alt bolimde, Matris Degiskenli Tekrarli Olgiimlii ANOVA igin
parametre tahminlerinin Matris Degiskenli Laplace dagilimi altinda teorik olarak

nasil elde edildikleri anlatilmigtir.

Bu bolumde ele alinan Matris Degiskenli Laplace dagilimin literaturde
Onerilen [33] Matris Degiskenli Laplace dagihimdan farkli olarak Ters Gama
dagihima sahip bir karma degisken secilerek elde edilmigstir. Literatirde cok
degiskenli normal dagilim ve ters gama dagilimin karmasi olarak onerilmis olan
Cok Degiskenli Laplace dagilimi [29], Matris Degiskenliye genigletiimeye
cahisiimistir.

Bu amagcla, Z~N,.(0,1,,1;) matris degiskenli standart normal dagilima

pt+1

sahip, V~TG( >

,%) dagilimina sahip degiskenler yardimiyla normal dagilimin

Olcek karmasi olarak tanimlanan yeni Y degiskeni,
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Y = M +VV-131/2Zy1/2 (7.3)

esitligi ile ifade edilir. Burada, Y~MDL, (M, L&) ile Matris Degiskenli Laplace
Dagilimina sahip olur. Parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerini EM
algoritmasi ile elde edebilmek igin olabilirlik fonksiyonlarini elde etmek gerekir.
Bu sebeple, normal dadilimin délgek karmasi olarak tanimlanan Y degiskeni ile V

kayip degdiskenine iliskin olasilik yogunluk fonksiyonlari,

f(Z) = (2m)~PY2etr {—%ZZT} (7.4)

pt+1 t+1 pt+1 1
v =27z 1 (B=)v e

o1

esitlikleri ile tanimlandiklarinda, her iki degiskene iligkin birlesik olasilik
yogunluk fonksiyonu ise,

1 pt+1 t+1 pt+1
£(Z,v) = (Zn)-pt/zetr{— EZZT} 21

_pt__pt+1 t+1 1 _pt+1_ 1
=(2mn) 22 2 F‘l(p > )exptr{—EZZT} A 1exp(—%) (7.6)

biciminde elde edilir.

Buradan f(Y,v) olasilik yogunluk fonksiyonuna gecis yapabilmek icin
degisken donusumu yapilir. Degisken donusumu i¢in normal dagilimin olgek
karmasi olarak tanimlanan Y degiskenine iligkin esitlikten yararlanilarak
asagidaki igslemler yapilir:

Y =M +/V1E1/2Z1/2
Y-—M =V 1E/2Zy1/2 5 V1212292 =Y - M

7 = Vl/Zz—l/Z(Y _ M)II,—I/Z.
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Bu donusume ait Jakobiyen degeri yukaridaki islemlerden sonra,

J = [VTIE[TP2 Q|2 = yP2 R | TP 2 || 72 (7.7)

esitligi ile ifade edilir. Bulunan bu degerler yardimiyla, Y ile V degiskenlerine
iliskin birlesik olasilik yogunluk fonksiyonunu bulabilmek igin asagidaki islemler

sirastyla yapilir:

pt  pt+1 t+1 pt+1 . pt 1
f(Y,v) = (2n)~ 5 227 2 1! (p )V‘T—lvz |Z|P/2 || ~t/2 exp <_ %>X

exptr{— E (Ul/Zz—l/Z (Y _ M)lIJ_l/ZlIJ_l/Z (Y _ M)Tz—l/Zvl/Z)}

pt _pt+1 t+1 pt+1 1
= o752 T e ()T R g exp (- ) x

1
exptr{— E (Ul/Zz—l/Z (Y _ M)l|1_1/2l|1_1/2 (Y _ M)Tz—l/Zul/Z)}

=(2mn) 22"

pt pt+1 t+ 3
" (B I ey

exp{— 1 lUtr(ZI‘l(Y -My(y-mTh))
2v 2

p t
|22 |2 3 1,1 1 1 T
= — v 2expi—=v ' —-utrG (Y -M)Y " (Y—-M) ).
2pt21(21T)2F(pt+1) { 2 2 }

2

Yukaridaki iglemler sonucunda, Y ile V degiskenlerine iliskin birlesik olasilik

yogunluk fonksiyonu,

-p L
€Y, 0) = || 2|l|1| 2 v -3 ——{v—1+utr(>: Ly-myt(y-mT) (7.8)

210t2+1(2 5 2 r (pt;- 1)
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esitligi ile elde edilmis olunur. Esitlik (7.8) ile elde edilen birlesik olasilik

yogunluk fonksiyonuna iligskin olabilirlik fonksiyonu,

_bp o _nt n
_ |22 || 2 l—[UZe 22{1 Vi Hutr(ET 1 G- (- T)) (7.9)
H(Pt“) H_Pt pt+1
27 (2m) 2 [r( )] )

esitligi ile elde edilir. Egitlik (7.9) ile verilen olabilirlik fonksiyonundan logaritmik

olabilirlik fonksiyonuna gegcis igin gerekli islemler sirasiyla asagida verilmistir:

np nt
InL = ——In|Z| — —
L = —=-In|Z| - = ||

+ %; In(v;) — %;{Vi_l +uitr(E1(Y; — MY L(Y; — M)T)}

= ——lnIEI ——IlIJI
1 n
— = vyitrE Y — MY L(Y; — M)T)+ 1n(u1)—— v;71

np nt
- In[Z] — = ||
n n

_ %z uitr(Z1(Y; — M)WL(Y; — M)T) — %z Gln() +v; Y. (7.10)

i=1 i=1

Esitlik (7.10) ile elde edilen logaritmik olabilirlik fonksiyonunda yer alan V
kayip degisken sorununun giderilebilmesi icin bu fonksiyonun kosullu beklenen

degeri alinir. Bu kosullu beklenen deger alinirken son terim ihmal edilir:

P np nt
E(InL(M, Z, §)|Y;, M, Z, §) = —— [z - =] (7.11)

— %Z E(Vi|Yy, M,Z, §) tr(Z~2(Y; — MY~ 1(Y; - M)T)

i=1

E(Vi|Y;, M, £, §) kosullu beklenen degerinin bulunabilmesi igin, f(V|Y) kosullu

dagihimina ihtiya¢ vardir bu sebeple asagidaki islemler yapilir:
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f(Y,v)

fvIY) = )
x 2 1 _ _
pm" ""'ptﬂ v Zexp{— vl — Sutr(E Y — M)YTHY — M)TY)
_ 27 QCm o (25
B p .t
El 20l 2 eera-mypi-mn
pt(n)g pt+ 1)
2
Pl
_ 2P 2 3 (et -y (-M)T) Ay ot (5L -y (Y- M) T))
~pter  prv °¢
2 2 (2m)z

Kosullu birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu, gerekli sadelestirmeler
yapildiktan sonra asagidaki esitlikteki gibi ifade edilir.

fV|Y) = ;TV—% etr(Z‘l(Y—M)llJ‘l(Y—M)T)—%{V‘l+Utr(2‘1(Y—M)1|J‘1(Y—M)T)} (7.12)

Esitlik (7.12) ile elde edilen kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu

yardimiyla kosullu beklenen deger icin asagidaki islemler yapilir:
E(V[Y, M,Z,¢) = f v f(V|Y)dv
0

= jmv 1 v 2etr(): Ly-my—1(y- M)T)——{V_1+Utr(2: 1y—Myp-1 (Y- M)T)}d
0

V2n

_ 1 etr(£_1(Y_M)‘|’_1(Y_M)T)JOOVV_%e_%{v_1+Vtr(E_l(Y_M)‘p_l(Y_M)T)}dV_

V2m
Gerekli dizenlemeler yapildiktan sonra kosullu beklenen deger,

1
tr(Z-1(Y - M)y~1(Y - M)T)

Y,MZ ) = =w (7.13)
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esitligi ile elde edilmis olunur. E(V|Y,M,Z, ) kosullu beklenen degeri esitlik

(7.11)'de yerine yazilarak maksimize edilecek olabilirlik fonksiyonuna ait esitlik,

PN np nt
Q(B.ZW|Y.BEP) =~ In[z] - Inly] (7.14)

1 n
—2) witr{Z71(Y - M)yL(Y - M)T}
2

biciminde elde edilmis olunur.

Bir oOnceki bolimde Cok Degiskenli Tekrarl Olglimlii ANOVA
yaklasiminda oldugu gibi, tekrarli dlgimla veriye iliskin grup ve denek sayilari
g6z o©Onlnde bulunduruldugunda Esitlik (7.11) ile ifade edilen olabilirlik

fonksiyonu yeniden yazildiginda,

PO np nt
Q((B.Z w)|Y; B.5 §) = ——Inz| = Inly| (7.15)

g nj
_% Z wijtr {Z_l(Yii — XiB)w (¥ — XiB)T}

i=1j=1

esitligine ulasilir. Bu fonksiyonda, M =X;B parametre matrisi, Y; yanit

degiskeni matrisi olarak yanit degiskeni vektorlerinin yerini almigtir. Esitlik

(7.15)'te yer alan ve wj; ile ifade edilen kosullu beklenen deger ise,

PO 1
E(V|Y;, B, X, = = Wj; 7.16
( | j B lIJ) o (Z_I(Yij —XiB)lll_l(Yii —XiB)T) Wijj ( )

seklinde elde edilmis olunur. Bundan sonraki adimda, esitlik (7.15) ile ifade
edilen olabilirlik fonksiyonunu maksimize ederek istenilen parametre

tahminlerine ulasabiliriz.

7.1.1. g’nin En Gok Olabilirlik Tahmin Edicisinin Bulunmasi

Matris Degigkenli Laplace Dagilimina dayali B parametre matrisinin

tahmin esitligi icin esitlik (7.15) ile ifade edilen olabilirlik fonksiyonunun g’ ya
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g6re tdrevi alinir. Buradan hareketle, yapilan islemler sirasiyla asagida

verilmigtir:

aQ((B.Z.W)|Y;;, B.Z ¥)

oB =0

g n
a np nt 1 _
B —7ln|2| —?1n|l|1| —EZZ =Yy — XiB)W (Y — Xiﬁ)T}

Q
| =

B 2

g ni z—lY —lY T Z_lY -1 TX T z—lX —1Y T

z w--tr{ OY; — OB X — iBYTY;; } —0
ij _ _

= +ETIX BT BT

nj

e

._
1l
Y
1l
oy

witr{Z 1YYy T - 227X B LYy T + 2K BT IBTX T = 0

nj

e

._
1l
[
—_
Il
[y

wi{—2Z 71X B¢ty + 227X By IX T} = 0

nj

e

._
1l

[
—_

w(—22 71Xty ") + Z Z w; (227X B X)) = 0

i=1 j=1

=

5

1

Y i
wy(Z XY T) = ) wy (BT IXT)

i=1j=1

e

—
1l

[y
—_—
1l

[y

=]

i

NS

w; (27X X T) = Zzw“(z Xty

i=1 j=

—-
1l

[y
—_—
1l

[y
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g
:Z Wi ((Z_lxi)_lz_lxi‘p_lYiiT(‘l’_lxiT)_l)

._
Il
_
—
Il
Y
-
Il
-
—
Il
-

Yukaridaki egitlikte yapilan duzenlemeler ile Normal dagilimin dlgek
karmasi olarak tanimlanan Matris Degiskenli Laplace dagihmi altinda (5.19) ile
ifade edilen dogrusal modelde yer alan ve (5.9) esitligindeki Cok Degiskenli iki
Yonli Tekrarli Olgiimli ANOVA modeli parametrelerini iceren g katsayisinin en

cok olabilirlik tahmin edicisi igin,

. _ _ -1
i M wyb T (W)

g9 nj
2i=1 Z]=l1 Wii

B= (7.17)

esitligi edilmis olunur.

7.1.2. ¥’nin En Gok Olabilirlik Tahmin Edicisinin Bulunmasi

Yayilim matrisi £ ‘nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulabilmek icin
esitlik (7.15) ile ifade edilen olabilirlik fonksiyonununx=1‘e gore tirevi alinir.
Bolum 6.1.2. de verilen matris cebrine iliskin 06zellikler dikkate alinarak

asagidaki islemler sonucunda E tahmin edicisine ulasilir:

aQ((B.Z, W)Yy, B.Z ¥)

oz-1 =0

g nj
d np _ nt _ 1 _ _ T
az-l{_71n|z 4 ——Inly 1"52 Wi]-tr{f. LYy — XiB)w (Y — XiB) }}: 0

i=1 j=1




n
- 7"{22 _ diag(Z)}
nj

g
=32, 2w {20% — X8 (%~ X,p)"
i=1

j=1

Nlb—\

— diag(Yy — XiB)w (Y — XiB)T} -

Yukaridaki esitligi sadelestirebilmek igin (Yii—XiB)llj_l(Yij—XiB)TZY

duzenlemesi yapildiginda,

2% — diag(Z) — —Z 2 wij (2Y;; — diag(Y;;)) = 0

i=1 j=

2% — —Z 2 wi; 2Yj; — diag(Z) — —Z Z Wi dlag(Yll) =0

i=1 j= i=1 j=
g nj g nj
1 _ 1
Z[Z—EZZWUY}]]—dlag Z—Ez Wl]YIJ =0
i=1 j=1 i=1 j=1
g n
) ! Zz Y,
i Wij Tij
np i=1 j=1

esitligi elde edilir.

Normal dagilimin olgek karmasi olarak tanimlanan Matris Degiskenli
Laplace dagilimi altinda (5.19) ile ifade edilen dogrusal modelde yer alan ve
(5.9) esitligindeki Cok degiskenli iki YonIi Tekrarli Olgimli ANOVA modeli igin

yayllim matrisi ¥’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi,

g nj
1
=H—ZEWIJ( — X;B)Y (Y — X;B)" (7.18)

esitligi ile elde edilmis olunur.
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7.1.3. ¥’nin En Gok Olabilirlik Tahmin Edicisinin Bulunmasi

¢ korelasyon matrisinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulabilmek igin
esitlik (7.15) ile ifade edilen olabilirlik fonksiyonunun y~!‘e gore tirevi alinir.
Bolim 6.1.2 ‘de verilen ozellikler dikkate alinarak sirasiyla asagidaki islemler

sonucunda § tahmin edicisine ulasilir:

aQ((B.Z W)Yy, B.Z, )
6¢‘1

=0
Jd |np nt 1 e
_ _ _ T
${7ln|z 1 —?IHNJ 1 —EZ (Y — XiB)Y (Y — XiB) }} =

nt _
—~ (20 — diag()}
g nj
1 Tea—
- 52 Z Wi {Z(Yij —XiB) Z7(Y; — XiB)
i=1 j=1
- dlag(Y,] - XiB)Tz_l(Yii - XIB)} =0
Bir onceki bolimde oldugu gibi yukaridaki esitligi sadelegtirebilmek icin

(Vi — XiB)TZ‘l(Yﬁ — X;B) = Y;; diizenlemesi yapildiginda,

g nj
1
24 — diag(W) = — > > wy (2 — diag(¥;)) = 0

i=1 j=1
g nj g nj
1 . 1 .
i=1 j=1 i=1 j=1
g nj g
Z[llj_azzwijyij]_dlag llj__zzwl] ij| —
=1 j=1 i=1 j=1
g nj
~ 1
Y= n_tZ Wj Yl]

esitligi elde edilmis olunur.
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Normal dagilimin o6lgek karmasi olarak tanimlanan Matris Degiskenli
Laplace dagilimi altinda (5.19) ile ifade edilen dogrusal modelde yer alan ve
(5. 9) esitligindeki Cok degiskenli iki Yonlt Tekrarli Olgimli ANOVA modeli igin
tekrarli dlgimler arasindaki iliskiyi modelleyen matrisi Y’'nin en c¢ok olabilirlik

tahmin edicisi yapilan duzenlemelerden sonra,

g nj
- 1
lIJ = n_tz Z Wij (Yl] - XiB)Tz_l(Yii - XIB) (719)

i=1 j=1
esitligi ile elde edilmis olunur.

7.1.4. EM Algoritmasinin tanimlanmasi

Matris Degiskenli Laplace Dagilimina dayali Cok Degiskenli Tekrarli
Olguimlii ANOVA modeline iligkin parametre tahminlerinin sayisal degerlerinin

elde edilebilmesi amaci ile EM algoritmasi adimlari verilmistir.

E-Adimi: Y; go6zlem degerleri ile su anki parametre tahminleri
verildiginde logaritmik olabilirlik fonksiyonunun kosullu beklenen degeri wj;

hesaplanir.

M-Adimi:  Tahminlerin yeni degerlerini elde etmek igin B,%,y¢
parametrelerine gore logaritmik olabilirlik fonksiyonu maksimize edilerek E-
adiminda hesaplanan kosullu beklenen degeri kullanilarak parametrelerin
degerleri guncellenerek yeniden hesaplanir. EM-Algoritmasinin galistirilabilmesi

icin Cizelge 7.1’deki adimlar sirasi ile uygulanir [33].

Bu bolimde, i¢ ice tasarimlara ifade edilen Cok Degiskenli Tekrarli
Olguimlt Verileri (doubly multivariate repeated measure data) modelleyebilmek
icin matris degiskenli normal dagilim ile ters gama dagiliminin birlesimi ile
Normal dagilimin Olcek karmasi olarak tanimlanan Matris Degiskenli Laplace
Dagilimi kullaniimasi énerilmistir. Bu dagilimin kullaniimasinda saglanacak en
blylk fayda varyans kovaryans yapisinin Kroncker ¢arpim ile ifade edilerek
tekrarli 6lgumler arasindaki bagimlilik yapisinin ayri olarak modelleyebilmesine

imkén saglamasi olarak dusunudlmektedir. Parametre tahmin adimlari EM
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Algoritmasi ile tanimlanan bu tahmin slreci benzetim c¢alismasina dahil

edilmemistir.

Cizelge 7.1. B, X ve 3 parametre tahminleri igin EM Algoritmasi Adimlari

k=1 al ve parametre degerlerinin baglangi¢ degerleri seg.

2 k=1,2,3,... su anki parametre degerleri B,z y®y, kullanarak,
i=1,..,9 j=1,...,n; icin wy® agiriklarini ve X7 %7 wy degerini
hesapla.

3 Yeni tahmin degerlerini B&D, z(k+D) &+ vy hesaplamak icin
asagidaki esitlikleri kullan.

PN Wij‘l’(k)_lYiiT (‘Il(k)_lxiT)_l

Blk+D) —
K nj
Ko wy®

g nj
1 1 T
z(k+1) = E E E Wij & (Yii _ XiB(k+1))¢(k) (Yij _ XiB(k+1))

i=1 j=1

g n

1 i T 1
ll,(k+1) — gz Z Wij(k) (Yij _ XiB(k+1)) pHLY) (Yii _ XiB(k+1))

i=1 j=1

4 Yakinsaklik saglanincaya adimlari tekrar et.
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8. BENZETIM GCALISMASI

Uygulamali istatistikte siklikla kullanilan ANOVA ve MANOVA gibi
yontemler bilindigi gibi Normal dagdilim varsayimina dayanir. Ancak,
uygulamada bu varsayimin saglanmasinin zor oldugu durumlar igin alternatif
yontemler gelistirilmistir. Bu tez galismasin da temel ama¢ Cok Degiskenli
Laplace dagilimi altinda Cok Degiskenli Tekrarli Olgiimlii ANOVA modeline
iliskin model parametrelerini tahmin etmek ve bu parametrelerden yararlanarak
normal dagihim varsayimina alternatif bir test istatistigi dnermek olmustur.
Tezde R programinda iki asamali benzetim c¢alismasi yapimistir. Birinci
asamada parametre tahminleri elde edilmis olup ikinci asamada ise 6nerilen

test istatistigi icin gug degerleri hesaplanmistir.

8.1. Benzetim Calismasi K Parametre Tahminlerinin

Hesaplanmasi

Bu asamada, Cok Degiskenli Laplace varsayimi altinda Cok Degiskenli
ANOVA modeline iligkin parametrelerin tahmini yapilmistir. Benzetim
calismasinda kullanilan tekrarli élgimli veri dizenine iliskin sayisal degerler
Cizelge 8.1’ de verilmistir. ilk asamada orneklem biyUkligl, etken sayisi,
deneme sayisi ve her bir gruba dusen denek sayisi farkli degerler almistir. Her

bir etken grubunda denek sayisi esit alinarak dengeli dizen olusturulmustur.

Cizelge 8.1. Benzetim Calismasinda Kullanilan Sayisal Degerler

Orneklem Biiyiikliigii (n = Y2 | n;) 20,40 60,80,100,120,140,160,180,200
Etken (Grup) Sayisi (i=1, ..., 9) 2,3

Deneme Sayisi ( k=1, ... , 1) 3,4,6

Her bir Gruptaki Denek Sayilari

. 10,20,30, 40,50, 60,70,80,90,100
(j=1,..,m)

Benzetim Tekrar Sayisi 1000
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Benzetim c¢alismasinda olusturulacak her bir senaryoya iliskin Cok
Degiskenli Laplace dagilimindan veri Uretmek igin yazilan programa yonelik

olusturulan algoritmada izlenilen adimlar Cizelge 8.2." de verilmistir.

Cizelge 8.2. Cok degiskenli Laplace Dagilimindan Tekrarli Olgimli Veri
Uretme Algoritmasi

1. n« 20,40,60,80,100,120,140,160,180,200 6rneklem buylklerini ata.
2. n;X; B« baslangic degerlerini ata.

3. Z~N(0,I,) cok dediskenli normal dagilimdan veri Uret.

p+1 1

4. V< TG( . 'E) ters gama dagilimindan veri Uret.

5. i=1,...,9;j=1,...,n; icin &; « p+VV-12/2Z ile g;~CDL,(0,%) ¢ok
degiskenli Laplace dagilimindan hatalari Uret.

6. Y = X;B + &; < Cok degiskenli dogrusal model ile yanit degiskenlerini Gret.

Benzetim c¢alismasinda oncelikle verilerin Uretilebilmesi icin baslangi¢
degerleri, B parametre vektoru icin (5.10)daki esitliklerde verilen Cok Degiskenli
Tekrarli Olgimliit ANOVA modeli kisitlarini saglayacak bigcimde segcilmistir. X
matrisi icin baslangi¢c dederi ise degiskenlerin varyanslari homojen olmasi
kosulunu saglayacak bicimde, denemeler arasinda bagimhlik yapisi g6z
onunde bulundurularak secilmistir. Parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin
hesaplanmasi i¢in EM algoritmasi kullaniimis ve algoritma baslangi¢c dederleri
icin parametrelerin (EKK) tahmin edicileri alinmigtir.

Parametre tahminlerinin etkinliklerini gdstermek amaci ile gercek
degerleri ile tahmin degerleri arasindaki Oklid uzakliklari hesaplanmistir.
iterasyon yakinsama kriteri olarak 10=¢ degeri secilmistir. Oklid uzakliklarinin

hesaplanmasinda kullanilan esitlikler agagida verilmigtir [33].
||’I§k+1 _ Bk” < A= 10~

|Zk+t — 2K|| < A= 1076
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iterasyon yakinsakhiginin saglanmasinda literatiirde kullanilan bir diger
karsilastirma kriteri olan en cok olabilirlik fonksiyonlarinin da Oklid uzakliklari

hesaplanarak degerlendirmeye eklenmistir [49], [50].

Parametre sonugclarina iliskin tablolarda verilen Oklid uzakliklarina ait

Qk+ 1

F <A=10"°

-1

degerler tekrar sayisi Uzerinden alinan ortalama Oklid uzakliklarini
gostermektedir.
Parametre tahmin asamasinda ele alinan alti farkli senaryo asagidaki

adimlarda tanimlanmistir.
1.Senaryo: Tekrarli dlcumli veri analizi igin hatalarin Cok Degiskenli

Laplace dagilimina sahip, 6rnegin i=2 grup, k=3 deneme olan veri dizeni icin iki

yonli ANOVA model yapisi,

Vik =H+Yyi+t T+ YD ter 1=12; k=123
i=1,..20;j=1,..,40:j=1,...60:j=1,...80;j =1, ..., 100

j=1,..,120;j=1,..,140;j=1,..,180;j = 1, ...,200

esitligi ile ifade edilmektedir. Bu modelde yer alan parametreler, ¢cok degiskenli

yap! igin olusturulan ve,

Y = XiB + & £;;~CDL,(0,Z,)

esitligi ile ifade edilen dogrusal model ki B parametre vektoérl icinde yer

alacaktir. Bu modelin matris gosterimi ise,
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esitligi ile ifade edilir. Bu senaryo icin parametrelerin baslangi¢ degeri asagidaki

gibi alinmigtir:
BT=[1 1 0
1.0 0.8
Y= [O.S 1.0
0.7 0.6

-1 -1 0 -1 -1 0 1 1 0]

0.7
os|.

1.0

Cok degiskenli Laplace dagilimi altinda Cok Degiskenli Dogrusal Model

kullanilarak Tki Yonli Tekrarh Olgimli. MANOVA modeli igin benzetim

sonucunda elde edilen 1. senaryoya iliskin parametre tahminleri Cizelge 8.3'de

verilmistir.
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Cizelge 8.3.1=2, k=3 icin (ave b) B, (c ve d) £ parametre tahminlerine ve (e)

Oklid Uzakliklarina iliskin sonuglar

(a) B parametre tahminlerine iliskin sonuglar

ﬁ n=20 n=40 n=60 n=80 n=100
P’ r 0.9343357- 1 0.9583207 1 0.9420114 1 0.94289741 0.9384118 7
Yl 0.4242187 0.4359213 0.4328049 0.4317002 0.4312557
YZ —0.4242187 | —0.4359213 —0.4328049 —0.4317002 —0.4312557
fl —0.9377539 | —0.9419107 —0.9412424 —0.9299563 —0.9420785
T2 —0.9471964 | —0.9379245 —0.9401964 —0.9350825 —0.9447112
T3 1.8849502 1.8798352 1.8814388 1.8650389 1.8867897
D11 —0.4205610 | —0.4305423 —0.4322294 —0.4273207 —0.4324817
FT)12 —0.4289108 | —0.4293315 —0.4317248 —0.4290144 —0.4332632
7?13 0.8549618 0.8598738 0.8639542 0.8563351 0.8657449
)21 0.4260510 0.4305423 0.4322294 0.4273207 0.4324817
(%) 22 0.4289108 0.4293315 0.4317248 0.4290144 0.4332632
| (77) 3. L—0.8549618- L —0.8598738 1 L—-0.86395421 L—-0.85633511 L —0.8639542
(b) B parametre tahminlerine iliskin sonuglar
’g n=120 n=140 n=160 n=180 n=200
All T 0.94735961 r 0.94544681 0.9526958 1 0.942857771 1 0.94506111
Yl 0.4330096 0.4317002 0.4370941 0.4330460 0.4343434
YZ —0.4330096 —0.4317002| | —0.4370941 |—0.4330460 —0.4343434
fl —0.9532335 —0.9299563| | —0.9423470 |—0.9436238 —0.9522405
T —0.9555020 —0.9350825 —0.9445002 |—0.9404605 —0.9473973
T3 1.9087356 1.8650389 1.8868471 1.8840843 1.8996378
FD11 —0.4351287 —0.4243207| | —0.4335688 |—0.4334185 —0.4364057
FT)12 —0.4359156 —0.4290144| | —0.4342916 |—0.4323283 —0.4350103
7?13 0.8710443 0.8563351 0.8678604 0.8657467 0.8717160
J)21 0.4351287 0.4273207 0.4335688 0.4334185 0.4367057
F) 22 0.4359156 0.4290144 0.4342916 | 0.4323283 0.4350103
| (72) 3] L-0.87104431 1-0.85633511 L—-0.8678604 L—0.86574671 1—-0.8717160-
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(c) £ parametre tahminlerine iliskin sonuglar

-

)

20

40

60

80

100

[1.0044318
0.7984512
10.7035253

[0.9995919
0.7978526
10.7086788

[0.9860640
0.7949169
10.6923261

[0.9867425
0.7932354
10.6914486

[1.0021265
0.7993710

10.7031587

0.7984512
0.9958418
0.5990959

0.7978526
0.9973721
0.6048851

0.7949169
0.9993185
0.5979830

0.7932354
0.9987737
0.5930146

0.7993710
0.9954492
0.6000148

0.7035253]
0.5990959
1.0645054

0.7086788]
0.6048851
1.07459771

0.6923261]
0.5979830
1.05797191

0.6914486]
0.5930146
1.0609198!

0.6923261]
0.60001438
1.06706971

(d) £ parametre tahminlerine iliskin sonuglar

-

)

120

140

160

180

200

[0.9972820
0.7931757
10.6987729

[0.9972212
0.7970500
10.6989386

[1.0023961
0.8039029
10.7016857

[0.9921660
0.7964841
10.6948669

[1.0004959
0.8052401

10.6995259

0.7931757
0.9881925
0.5942682

0.7970500
0.9964804
0.6009773

0.8039029
1.0023793
0.6037318

0.7964481
0.9970535
0.5961737

0.8052401
1.0035122
0.5999236

0.6987729]
0.5942682
1.0578778!

0.6989386]
0.6009773
1.06461391

0.7016847]
0.6037318
1.06111721

0.6948669]
0.5961737
1.0571530!

0.6995259]
0.5999236
1.05669481
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(e) Oklid uzakliklarina iliskin sonuglar

=~ < ~ _Ortalama Standart
n B-8ll [=-=2[ [lQ-qQll iterasyon T~
sayisl

20 0.0035187 0.0012888 0.0010789 21.464 +0.201577
40 0.0026483 0.0011671 0.0003109 19.764 +0.091971
60 0.0046643 0.0017062 0.0000962 19.267 +0.049418
80 0.0047090 0.0018630 0.0001289 19.167 +0.046960
100 0.0056775 0.0019205 0.0001710 18.996 +0.044112
120 0.0048186 0.0025184 0.0001673 18.992 +0.045472
140 0.0051068 0.0017600 0.0001263 18.989 +0.080891
160 0.0045339 0.0019089 0.0001135 18.906 +0.039531
180 0.0044336 0.0016380 0.0000973 18.900 +0.043403
200 0.0062360 0.0017531 0.0001795 18.900 +0.046391

Oklid uzakliklarina bakildiginda orneklem biyikliikleri azaldikga kismi de
olsa bir azalma oldugu gorulmektedir. Ayni yorum ortalama iterasyon sayilarinin
azalig! icinde yapilabilir. Ug farkh Oklid uzakh@i bir arada degerlendirildiginde
diger orneklem buyudklUklerine gore daha dusuk degere sahip 0Orneklem
blyuklUkleri n= 20 ve 40’dIr.

2.Senaryo: Tekrarh OlguimlU veri analizi i¢in hatalarin ¢ok degiskenli

laplace dagilimina sahip i=2 grup, k=4 deneme olan veri diizeni icin Iki Yonli

ANOVA model yapisi,

Vik = L+ Vi + T + (Y Dik + &k

i=1,..

20;j=1,..

A405i=1, ..

i=12; k=1234

j=1,..120;j=1,..,140;j=1,..,180;j = 1,...,200

esitligi ile ifade edilmektedir. Bu modelde yer alan parametreler, ¢cok degiskenli

yap! i¢in olusturulan ve,

=X;B +¢&;

E~CDL,(0,%,)
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esitligi ile ifade edilen dogrusal modelde ki B parametre vektoéri icinde yer

alacaktir. Bu senaryoya iligkin modele ait matris gosterim ise,

1l
Y1
-Yll Zj r €11 7
Y12 11 0 1. 0 0 01 0 0 0 0 0 0 O T, €12
Yi3 1 10 0100 0 1 0 0 O0 O0 00O T3 8}3
: 1 10 0 01 00 01 0 0 0 0O Ty :
Yin,|_f1 100001000100 0 0|(yDy|,|m
Y21 101 10000000 1 0 0 0]y, |2
Yy, 101010000000100(YT)13 €22
Ya3 1010010000000 1 O0ffcy. | |B2
: 1. 0100010000000 1} 3" -
Yan, (VD22 Fana:
(YDa2s
L(YT) 24

esitligi ile ifade edilir. Bu senaryo icin parametrelerin baslangi¢ degeri asagidaki

gibi alinmigtir:

B"=1 1 0 1 11 0 1 110 -1 -1 -1 0]

1.0 08 0.7 0.8
08 10 06 0.7
07 06 10 08|
08 07 08 1.0

Cok degiskenli Laplace dagihmi altinda ¢ok degiskenli dogrusal model
kullanilarak iki Yénli Tekrarli Olgimli MANOVA icin benzetim sonucunda elde

edilen 2. senaryoya iliskin parametre tahminleri Cizelge 8.4 ‘de verilmistir.
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Cizelge 8.4.1=2, k=4 iken (a ve b) B , (c ve d) £ parametre tahminlerine ve (e)

Oklid uzakliklarina iliskin sonuglar

(a) p parametre tahminlerine iligkin sonuglar

’3 n=20 n=40 n=60 n=80 n=100

Au 0.9707059 71 1 0.97297207 1 0.973587771 0.96790637 1 0.97161717

Yl 0.4368120 0.4406095 0.4422818 0.4390984 0.4420926

Yz —0.4368120 —0.4406095| |—0.4422818| [ —0.4390984| [—0.4420926

1:1 0.9561633 0.9706068 0.9606236 0.9682317 0.9681081

‘fZ 0.9624877 0.9648753 0.9617752 0.9662357 0.9639575

f3 0.9667250 0.9636175 0.9670008 0.9704144 0.9683273

Tq —2.8853759 —2.8909970] |—2.8893996| | —2.9048818| [—2.9003928
D11 0.4320409 0.4396372 0.4383533 0.4396601 0.4409155
(D12 0.4337964 0.4380429 0.4389637 0.4391462 0.4395266
)13 0.4354553 0.4379268 0.4405213 0.4405965 0.4407570
V7)) 14 —1.3012926 —1.3156069| 1-1.3178383| | —1.3194028] |—1.3211991
FT)21 —0.4320409 —0.4396372] 1—-0.4383533| | —0.4396601| |—-0.4409155
(FT) 22 —0.4337964 —0.4380429| | —0.4389637| |—0.4391462| [—0.4395266
(V)23 —0.4354553 —0.4379268] 1—0.4405213| | —0.4405965} 1—0.4407570

— 1.3012926 1 L 1.31560691 L 1.3178383/ L 1.3194028! L 1.3211991-
L(YT) 24

(b) B parametre tahminlerine iliskin sonuglar

i; n=120 n=140 n=160 n=180 n=200

H 1 0.97967807 1 0.96810677 r 0.97161711 1 0.96792757 1 0.9710014

"1 0.4435249 0.4413748 0.4420926 0.4413206 0.4429089

YZ —0.4435249| |—0.4413748 —0.4420926 —0.4413206 —0.4429089

I 0.9687287 0.9682239 0.9681081 0.9717053 0.9655546

I 0.9654950 0.9667943 0.9639575 0.9685386 0.9660954

;[3 0.9669551 0.9710899 0.9683273 0.9789544 0.9664175

Ty —2.9011787| |—2.9061081 —2.9003928 —2.9191983 —2.8980675
D11 0.4406779 0.4411847 0.4409155 0.4429575 0.4410929
¥T)12 0.4396768 0.4407256 0.4395266 0.4419626 0.4413370
7?13 0.4397567 0.4419401 0.4407570 0.4452218 0.4414813
YT)14 —1.3201114] 1-1.3238504 —1.3211991 —1.3301419 —1.3239111
(¥1)21 —0.4406779| |—0.4411847 —0.4409155 —0.4429575 —0.4410929
V) 22 —0.4396768| |—0.4407256 —0.4395266 —0.4419626 —0.4413370
(V) 23 —0.4397567| [—0.4419401 —0.4407570 —0.4452218 —0.4414813
|(72)pa) 1.32011144 L 1.3238504- - 1.3211991- L 1.33014191 L 1.3239111
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(c) T parametre tahminlerine iligkin sonuglar

z

20

40

60

80

100

[1.1677737
0.9630649
0.8556527
10.8680248

[1.1569236
0.9605886
0.8665676

[10.8816796

[1.1720349
0.9702708
0.8729168

[0.8848259

[1.1699381
0.9706837
0.8733800

[0.8894249

[1.1822758
0.9818122
0.8768365

10.8932789

0.9630649
1.1436615
0.7591513
0.7645899

0.9605886
1.1642654
0.7704505
0.7842926

0.9702708
1.1759135
0.7732687
0.7882063

0.9706837
1.1644405
0.7723888
0.7871623

0.9818122
1.1753388
0.7807061
0.7944559

0.8586527
0.7591513
1.1319717
0.8517166

0.8665676
0.7704505
1.1685605
0.8845626

0.8729168
0.7732687
1.1685301
0.8866222

0.8733800
0.7723888
1.1791079
0.8928532

0.8768365
0.7807061
1.1702555
0.8878969

0.8680248]
0.7645889
0.8517166
1.00200041

0.8816796]
0.7842926
0.8845626
1.0420835]

0.8848259]
0.7882063
0.8866222
1.0399930

0.8894249]
0.7871623
0.8928532
1.0519308]

0.8932789]
0.7944599
0.8878969
1.04684011
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(d) £ parametre tahminlerine iliskin sonuglar

)

120

140

160

[1.1640490
0.9606843
0.8663228

0.8822261

[1.1674447
0.9697132
0.8714421

0.8886002

[1.1646461
0.9664613
0.8677248

0.8804610

0.9606843
1.1566769
0.7652324
0.7806877

0.9697132
1.1723161
0.7703625
0.7881923

0.9664613
1.1659624
0.7699489
0.7810688

0.8663228
0.7652324
1.1625886
0.8797199

0.8714421
0.7703625
1.1731791
0.8874958

0.8677248
0.7699489
1.1710164
0.8842515

0.8822261]
0.7806877
0.8797199
1.0399623]

0.8886002]
0.7881923
0.8874958
1.04750801

0.8804610]
0.7810688
0.8842515
1.0382343]

180

200

[1.1707636
0.9717847
0.8680023

0.8848505

[1.1727502
0.9707860
0.8732497

0.8858043

0.9717847
1.1709024
0.7716900
0.7868785

0.9707860
1.1664734
0.7724591
0.7845369

0.8680023
0.7716900
1.1655403
0.8821015

0.8732497
0.7724591
1.1716540
0.8850204

0.8848505]
0.7868785
0.8821015
1.0445544]

0.8858043]
0.7845369
0.8850204

1.04033141

(e) Oklid uzakliklarina iliskin sonuglar

1B -8

Iz - =]

[l

Ortalama

iterasyon

sayisl

Standart
hata

20
40
60
80
100
120
140
160
180
200

0.0078829
0.0071684
0.0100889
0.0112872
0.0105645
0.0088562
0.0104771
0.0109303
0.0114196
0.0107655

0.0030974
0.0027987
0.0024378
0.0034959
0.0034435
0.0035649
0.0049707
0.0034542
0.0027876
0.0031854

0.0004803
0.0003263
0.0003827
0.0002224
0.0002063
0.0002678
0.0002650
0.0001903
0.0002223
0.0002447

20.825
20.335
20.274
20.235
20.120
20.233
20.211
20.248
20.252
20.248

+0.058854
+0.059769
+0.035639
+0.035114
+0.037215
+0.032307
+0.032220
+0.028693
+0.029485
+0.031296
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Bu durum igin Oklid uzakliklari incelendiginde 6rneklem buyuklGga
arttikga genel olarak Oklid uzakliklar azalmistir. Ayni sekilde ortalama iterasyon

sayllari da azalmistir. n=20,40 ve 120 igin sistematik bir azalis s6z konusudur.

3.Senaryo: Tekrarli olgimld ANOVA icin hatalarin Cok Degiskenli
Laplace dagilimina sahip i=2 grup, k=6 deneme olan veri diizeni icin iki Yonli
ANOVA model yapisi,

Vik =h+Yit o+ YO+ & i=12; k=123456
i=1,..,20;j=1,..,40;j=1,..,60;j=1,..,80;j = 1, ..., 100

j=1,..,120;j=1,..,140;j =1,..,180;j = 1, ...,200

esitligi ile ifade edilmektedir. Bu modelde yer alan parametreler, ¢cok degiskenli

yap! i¢in olusturulan ve,
Yij = XIB + Sii ENCDLP(O' Zp)

esitligi ile ifade edilen dogrusal modelde ki B parametre vektoérl icinde yer

alacaktir. Bu senaryoya iliskin modele ait matris gosterim ise,

Y1
Y2
T
T2
T3
[ Y117 Ty €117
Ts €12

(yYO11
YD1z + €1n,
(YD13 £21
(YO14 £22
(yous| |2
(YD1
(YO21
(YD22
(YD2s
(YO2a
(YD2s
L(YT) 26

PR R PRPOOOO
coorococoOR
coroooRr O
oOrococoRroOoO
cocoorococooo
coroocooo
oOrRrocoO0OCcOoOO
RPOO0OOO OO

o

g
R R R R R R R e
cCooOoRRRR
Rooorooo
cococococoRr
cocococoro
coocoocor oo
coocoocrooo

_£2n2 i

1



esitligi ile ifade edilmektedir. Bu senaryo i¢in parametrelerin baglangi¢ degeri

asagidaki gibi alinmistir:

p*=(1 1 0 1 11110111110 -1 -1 -1 -1 -1 0]

r1.0 08 07 08 0.7 0.87
08 10 06 07 06 0.7
0.7 06 10 08 07 0.6
08 07 08 10 06 0.7
0.7 06 07 06 10 0.7
-08 0.7 06 0.7 07 1.0

Cok Degiskenli Laplace dagilimi altinda ¢ok degiskenli dogrusal model
kullanilarak Iki Yonli Tekrarh Olgimlii MANOVA modeli igin benzetim
sonucunda elde edilen 3. Senaryoya iliskin parametre tahminleri Cizelge 8.5'de

verilmistir.
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Cizelge 8.5.i=2, k=6 iken (a ve b) B, (c ve d) Z parametre tahminlerine ve (e)

Oklid uzakliklarina iliskin sonuglar

(a) B parametre tahminlerine iliskin sonuglar

ﬁ n=20 n=40 n=60 n=80 n=100
fi
V1 r 0.9836214 7 r 0.96750017 1 0.98243097 7 0.98795557 r 0.97688391
> 0.4672239 0.4651112 0.4707801 0.4731927 0.4691291
1 —0.4672239 —0.4651112 —0.4707801 —0.4731927 —0.4691291
%, 0.9755540 0.9878288 0.9784105 0.9686451 0.9785333
2 0.9601416 0.9816850 0.9829910 0.9643098 0.9822740
3 0.9561368 0.9794136 0.9569465 0.9750069 0.9893693
E“ 0.9516076 0.9885814 0.9621299 0.9661580 0.9788247
35 0.9903658 0.9633501 0.9682543 0.9800387 0.9915044
:6 —4.8338057 —4.9008588 —4.8487322 —4.8541585 —4.9205058
FD11 0.4656464 0.4718541 0.4693311 0.4665448 0.4693910
FD12 0.4605553 0.4698463 0.4709121 0.4649265 0.4706100
¥?13 0.4560595 0.4688283 0.4620782 0.4685676 0.4730702
)14 0.4576254 0.4721078 0.4637188 0.4655712 0.4695142
P15 0.4701088 0.4635119 0.4659045 0.4703409 0.4737822
716 —2.3129956 —2.3461485 —2.3319447 —2.3360511 —2.3563676
(7)1 —0.4656464 —0.4718541 —0.4693311 —0.4665448 —0.4693910
(VE)22 —0.4605553 —0.4698463 —0.4709121 —0.4649265 —0.4706100
(7223 —0.4590595 —0.4688283 —0.4620782 —0.4685676 —0.4730702
- —0.4576254 —0.4721078 —0.4637188 —0.4656712 —0.4695142
()f)“ —0.4701088 —0.4635119 —0.4659045 —0.4703409 —0.4737822
g\g“ L 2.31299561 L 2.3461485 2.33194471 L 23360511 L 2.3563676A
L 26_
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(b) B parametre tahminlerine iliskin sonuclar

’[; n=120 n=140 n=160 n=180 n=200
f: - 0.97889771 [ 0.9739180 11 0.97294611 0.9726927 1 [ 0.98076261
2 0.4697373 0.4684743 0.4683467 0.4682529 0.4708221
% —0.4697373| |—0.4684743| |-0.4683467| | —0.4682529 —0.4708221
% 0.9871244 0.9739044| | 0.9831968 0.9799574 0.9783852
fz 0.9760967 0.9766738| | 0.9724593 0.9735484 0.9746975
3 0.9784222 0.9810981| | 0.9891323 0.9818617 0.9803757
s 0.9807161 0.9779680| | 0.9846992 0.9802741 0.9788336
s 0.9738591 0.9735276! | 0.9798464 0.9756416 0.9867033
T —4.8962185| |—4.8831719| |—4.9093341| |—4.8912832 —4.8986952
¥11 0.4724626 0.4684673 0.4716457 0.4707386 0.4698891
P12 0.4688000 0.4693490| | 0.4681228 0.4686002 0.4686269
P13 0.4694943 0.4708738| | 0.4737284 0.4713748 0.4705867
7)1 0.4703270 0.4699015| | 0.4721649 0.4708676 0.4699092
F)1s 0.4680943 0.4683366| | 0.4705734 0.4693487 0.4726697
(Ft)16| |—2.3491782| |-2.3469282| [-2.3562466| [—2.3509299| [-2.3516816
(FD),q| |—04724626| |-0.4684673||-0.4716571| |-0.4707386] |-0.4698891
FO)no —0.4688000| |—0.4693490| |—0.4681228| |—0.4686002 —0.4686269
(F)s —0.4694943| |—0.4708738| |-0.4737284| |—-0.4713748| |-0.4705867
.y —0.4703270] |—0.4699015| |-0.4721679| |—0.4708676| |—0.4699092
(’2)24 —0.4680943 —0.4683366| | —0.4726697| |—0.4693487 —0.4726697
?’AT;ZS | 234917821 | 234692821 | 235168161 | 2.3509299) | 23516816
| yT 26
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(c) £ parametre tahminlerine iliskin sonuglar

)

2

o

40

60

80

100

1.0755235
0.8836730
0.7874955
0.8907883
{Q7881128
0.8416675

11.0841988
0.8920258
0.7864204
0.8827721
0.7853213

10.8309794

11.0923928
0.8902089
0.7901686
0.8878455
0.7928542

10.8393031

11.1041560
0.9052543
0.8068977
0.9076055
0.8054252

10.8547984

11.0981987
0.9010671
0.7991361
0.9006872
0.8018276

10.8519262

0.8836730
1.0784877
0.6997431
0.7992564
0.6976827
0.7473167

0.8920258
1.0904537
0.6925245
0.7912992
0.6842668
0.7361435

0.8902089
1.0845872
0.6891677
0.7862598
0.6874106
0.7354355

0.9052543
1.0982415
0.7088182
0.8069199
0.7006254
0.7525235

0.9010671
1.1050489
0.6985855
0.8007166
0.7048192
0.7556434

0.7874955
0.6997431
1.0757915
0.8903538
0.7866739
0.6571116

0.7864204
0.6925245
1.0760441
0.8805915
0.7800192
0.6417744

0.7901686
0.6891677
1.0820087
0.8842451
0.7882960
0.6405009

0.8068977
0.7088182
1.1104083
0.9086936
0.8102571
0.6589736

0.7991361
0.6985855
1.0937092
0.8996331
0.7989834
0.6536867
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0.8907883
0.7992564
0.8903538
1.0989230
0.6971047
0.7560317

0.8827721
0.7912992
0.8805915
1.0759994
0.6807673
0.7357323

0.8878455
0.7862598
0.8842451
1.0781985
0.6878597
0.7351337

0.9076055
0.8069199
0.9086936
1.1062715
0.7095593
0.7603238

0.9006872
0.8007166
0.8996331
1.0992524
0.7048266
0.7542599

0.7881128
0.6976827
0.7866739
0.6971047
1.0726606
0.7505855

0.7853213
0.6842668
0.7800192
0.6807673
1.0753097
0.7313984

0.7928542
0.6874106
0.7882960
0.6878597
1.0933798
0.7415198

0.8054252
0.7006254
0.8102571
0.7095593
1.1019043
0.7543678

0.8018276
0.7048192
0.7989834
0.7048266
1.1003228
0.7553096

0.8416675
0.7473167
0.6571116
0.7560317
0.7505855|
1.0199291J

0.83097941
0.7361435
0.6417744
0.7357323
0.7313984
0.9975525-

0.83930317
0.7354355
0.6405009
0.7351337
0.7415198
1.0111390-

0.85479847
0.7525235
0.6589736
0.7603238
0.7543648
1.0291956

0.85192627
0.7556434
0.6536867
0.7542599
0.7553096
1.0262999-




(d) £ parametre tahminlerine iliskin sonuglar

z

120

140

160

180

200

[10988110
0.9043126
0.8037933
0.9030130
{Q7978092

0.8485993

1.0929229
0.8962434
0.7967582
0.8988371
{07954586

0.8465573

1.0947249
[08946132
[0.7937518
0.8933666
0.7947393
l0.8452087

1.0947984
[Q8968889
[0.7978325
0.8947885
0.7981766
0.8471711

1.0999886
[a9030294
[0.8001038
0.9014575
0.8019377
0.8522977

0.9043126
1.1044634
0.7084819
0.8075017
0.7030294
0.7539342

0.8962434
1.0919103
0.6956042
0.7984310
0.6948726
0.7449659

0.8946132
1.0927400
0.6944690
0.7934123
0.6970128
0.7424196

0.8968889
1.0975999
0.6985158
0.7949978
0.6986920
0.7489748

0.9030294
1.1028539
0.7021088
0.8026561
0.7030575
0.7550096

0.8037933
0.7084819
1.1006292
0.9040983
0.7995945
0.6508123

0.7967582
0.6956042
1.0922195
0.8958949
0.7959612
0.6483871

0.8001038
0.7021088
1.0981524
0.9009969
0.8004817
0.6523121

0.7978325
0.6985158
1.0979269
0.8958992
0.8013219
0.6508717

0.8001038
0.7021088
1.0981524
0.9009969
0.8004817
0.6523121

0.9030130
0.8075017
0.9040983
1.1026827
0.7021211
0.7521387

0.8988371
0.7984310
0.8958949
1.0962205
0.6995046
0.7494408

0.9014575
0.8026561
0.9009969
1.1044682
0.7009996
0.7538706

0.8947885
0.7949978
0.8958992
1.0915233
0.6979733
0.7462083

0.9014575
0.8026561
0.9009969
1.1044682
0.7009996
0.7538706

0.7978092
0.7030294
0.7995945
0.7021211
1.0917227
0.7449427

0.7954586
0.6948726
0.7959612
0.6995046
1.0938862
0.7469972

0.8019377
0.7030575
0.8004817
0.7009996
1.1004649
0.750755

0.7981766
0.6986920
0.8013219
0.6979733
1.1027434
0.7518233

0.8019377
0.7030575
0.8004817
0.7009996
1.1004649
0.7520755

08485993]
0.7539342
0.6508123
0.7521387
0.7449427|
1.0202562J

0.8465573
0.7449659
0.6483871
0.7494408
0.7469972|
1.0217855J

0.8522877
Q7550096]
0.6523721|
0.7538706
0.7520755
LOZ67292J

0.8471711
&7489748]
0.6508717|
0.7462083
0.7518233
1.0203333

0.8522977
&7550096]
0.6523121]
0.7538706
0.7520755
1.0267292

82



(e) Oklid uzakliklarina iliskin sonuglar

= <« ~ Qrtalama Standart
n B8l  lE-=z| flQ-qQ|l iterasyon T~
sayisl

20 0.0103165 0.0037699 0.0002837 21.299 +0.030141
40 0.0175894 0.0039191 0.0002086 20.876 +0.036714
60 0.0171243 0.0045007 0.0002157 20.858 +0.032877
80 0.0194352 0.0042138 0.0002291 20.803 +0.030217
100 0.0179484 0.0050036 0.0001985 20.852 +0.024138
120 0.0206466 0.0043103 0.0002327 20.890 +0.021871
140 0.0144353 0.0054911 0.0002194 20.875 +0.021536
160 0.0214375 0.0057407 0.0002171 20.874 +0.020653
200 0.0184408 0.0054787 0.0002254 20.883 +0.015670

Bu durumda, 6zellikle B parametre tahmini icin her t¢ Oklid uzakligina
iliskin sonugclar diger ilk iki senaryoya gore (i=2 k=3 ve k=4 olmasi durumlari)
daha dusuk degerlere sahiptir. i=2 grup k=6 deneme olan bir tekrarli dlgumlu
veri duzeni igin parametre tahminleri agisindan daha tutarli sonuglar elde

edildigi sOylenebilir.

4.Senaryo: Tekrarli 6lgumlU veri analizi igin hatalarin Cok Degiskenli
Laplace dagilimina sahip i=3 grup, k=3 deneme olan veri diizeni icin iki Yonli
ANOVA model yapisi,

i=123; k=
60;j=1,..,80;j=1,..,100

Vik = U+ Vi + T + (Y Dik + &k 1,2,3

j=1,..,20;j=1,..,40;j =1, ..

j=1,..,120;j=1,..,140;j=1,..,180;j = 1, ...,200

esitligi ile ifade edilmektedir. Bu modelde yer alan parametreler, ¢cok degiskenli

yap! i¢in olusturulan ve

Y = XiB + & E~CDL,(0,%,)
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esitligi ile ifade edilen dogrusal modelde ki B parametre vektéri icinde yer

alacaktir. Bu senaryoya iligkin modele ait matris gosterim ise,

[ Y11 \z €91 -
Y12 Yo £12
Yi3 v €13
5 1 1.0 01 0 01 0 0O 0 0 0 0 0 0 Ty :
Yin, 110 0 0 1 0 01 0 00O0O0O0TODO T, €1n,
Y21 110 0 0 01 001 0O0O0O0O0TDO T3 €21
Y22 101 010 0O0O0O0OT1TO0O0O0TO0O0||HD1 €22
Y30/=11 0 100 100000 10 0 0 0]|(yr),|l+]%es
: 101000100000 10 0 Oflyo, :
Y2n, 10 01100 0 00 O0O0OO0OT1TTO0OFO (YD1 €21,
Y34 10 01 01 00 0O0OO0OO0OOTUOT1FO (02, €31
Y3, 1 0 01 001 00 O0OO0OO0OO0OTO0OTO0O 1 ) €32
Y33 23 £33
: (YDs1 :
. (YDsz €
Y. L <3n3

3ns L(YT)33

esitligi ile ifade edilir. Bu senaryo i¢in parametrelerin baslangi¢ dederi asagidaki

gibi alinmigtir:
Br=1 1101 101101100 0 0]

1.0 08 0.7
Z=[0.8 1.0 0.6].

0.7 06 1.0

Cok Degiskenli Laplace dagihmi altinda ¢ok degiskenli dogrusal model
kullanilarak iki Yénli Tekrarli Olcimli MANOVA modeli icin benzetim
sonucunda elde edilen 4. senaryoya iliskin parametre tahminleri Cizelge 8.6 ‘da

verilmigtir.
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Cizelge 8.6. i =3, k=3 iken (a ve b) B , (c ve d) £ parametre tahminlerine ve (e)
Oklid uzakliklarina iliskin sonuglar

(a) B parametre tahminlerine iligkin sonuglar

B n= 20 n= 40 n= 60 n= 80 n= 100
Au r 0.93663057 1 0.94291367 1 0.93469197 1 0.93297727 1 0.94917821
Yl 0.2766231 0.2803139 0.2784529 0.2777897 0.2823623
YZ 0.2763619 0.2803139 0.2786254 0.2777897 0.2823541
Y3 —0.5529850 —0.5606277 —0.5570783| |—0.5555795| |—0.5647163
El 0.9408612 0.9322257 0.9425108 0.9361708 0.9302790
'fz 0.9404960 0.9334102 0.9470248 0.9305103 0.9336892
T3 —1.8813572 —1.8656359 —1.8895356| |—1.8666811| |—1.8639682
¥D11 0.2790280 0.2780438 0.2801211 0.2787153 0.2780030
FP12 0.2794410 0.2781904 0.2809977 0.2773411 0.2788274
)13 —0.5584689 —0.5562342 —0.5611188| |—0.5560563| |—0.5568305
2T 0.2786562 0.2780438 0.2802327 0.2787153 0.2779960
¥ 22 0.2791086 0.2781904 0.2811094 0.2773411 0.2788190
(FT)23 —0.5577648 —0.5562342 —0.5613421! |-0.5560563} 1—-0.5568151
(7)1 —0.5576841 —0.5560876 0.5603538 —0.5574305} 1—0.5559991
()32 —0.5585496 —0.5563807 —0.5621071} {—0.5546822} 1—0.5576465
(F2)a3 L 1.11623374 L 1.11246831 L 1.12246094 L 111211271 L 1.1136455/
(b) ﬁ parametre tahminlerine iligkin sonuglar
i; n=120 n=140 n=160 n=180 n=200
Au - 0.93891807 1 0.93686377 1 093713107 1 0.94045867 [ 0.93276771
Yl 0.2798181 0.2797428 0.2797672 0.2803592 0.2786060
Yz 0.2797924 0.2797428 0.2797672 0.2803374 0.2786060
¥3 —0.5596105 —0.5594855 —0.5595345| |[-0.5606966| |—0.5572120
;[1 0.9440919 0.9342348 0.9396783 0.9366677 0.9387667
EZ 0.9395440 0.9283549 0.9362148 0.9355239 0.9370950
T3 —1.8836359 —1.8625897 —1.8758931| |—1.8721916]| |—1.8758617
¥D11 0.2808487 0.2789619 0.2803666 0.2795662 0.2801989
D12 0.2797519 0.2775991 0.2795442 0.2792889 0.2798438
Ft)13 —0.5606006 —0.5565610 —0.5591109| [—0.5588551| |—0.5600427
G2t 0.2808272 0.2789619 0.2803666 0.2795463 0.2801989
FT)22 0.2797423 0.2775991 0.2795442 0.2792703 0.2798438
(7%)23 —0.5605696 —0.5565610! 1—0.5599109| |—0.5588166! |—0.5600427
7131 —0.5616759 —0.5579239 —0.5607333]| |—0.5591125] |—0.5603979
(77) 12 —0.5594943 —0.5551981 —0.5590885| {—0.5585592} |—0.5596876
(%) 33 L 1.12117024 L 1.11312204 L 1.1198218! L 1.11767171 L 1.1200855A
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(c) £ parametre tahminlerine iliskin sonuglar

-

)

20

40

60

80

100

1.502018
1.303201
0.948636

[ 1.5505105

1 0.9847599

[1.5302728
1.3315924
10.9697795

[1.5296939
1.331180
10.9681561

[1.5338223
1.330751

10.9629672

134966058

1.303201
1.498953
0.841603

1.346606
1.540564
0.879268

1.3315924
1.5326334
0.8732823

13331180
1.5341953
0.8692693

1.3330751
1.5324607
0.8621925

0.948636
0.841603
1.108061

0.9847599]
0.8792680
1.13462011

0.9697795]
0.8732823
1.15654011

0.9681561]
0.8692693
1.1447393

0.9629672]
0.8621925
1.13248171

(d)  parametre tahminlerine iligkin sonuglar

-

)

120

140

160

180

200

1.554092
1.355486
0.982173

[1.5513922

1.3483842

10.9748599
[1.5460941

1.346880

10.9714823

1.341096

[1543278
0.974059

1.3400609
0.9716799

115410728

1.3554860
1.5596181
0.8819507

1.3483842
1.5467587
0.8724194

1.3456880
1.5454318
0.8717438

1.3410964
1.5382372
0.8717924

1.3400609
1.5388626
0.8731546

0.9821730
0.8819507
1.1469483

0.9748599
0.8724194
1.13568781

0.9714823]
0.8717438
1.13497271

0.8717924
1.1400511

09716799]

09740590]

0.8731546
1.1337651
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(e) Oklid uzakliklarina iliskin sonuglar

=~ < ~ _Ortalama Standart
n B-8ll [=-=2[ [lQ-qQll iterasyon T~
sayisl

20 0.0108583 0.0021096 0.0002691 21.090 +0.15965
40 0.0067969 0.0036791 0.0003681 20.568 +0.07230
60 0.0092014 0.0021501 0.0002542 20.385 +0.11147
80 0.0084312 0.0027780 0.0002728 20.322 +0.04960
100 0.0085405 0.0037565 0.0002331 20.441 +0.12204
120 0.0072023 0.0033931 0.0002933 20.390 +0.12014
140 0.0084677 0.0042293 0.0002760 20.247 +0.03511
160 0.0090991 0.0038955 0.0002206 20.450 +0.09808
180 0.0075026 0.0028243 0.0002292 20.386 +0.08594
200 0.0077615 0.0027882 0.0002747 20.385 +0.03658

Bu durum igin érneklem buyUkligi arttikgca (n=160 ve 140 haric) Oklid
uzakliklarinda ve ortalama iterasyon sayisinda dengeli bir azalma vardir. i=3
grup ve k= 3 deneme olmasi durumunda parametre degerlerinin tutarli sonug

verdigi soylenebilir.

5.Senaryo: Tekrarli dlgimlU veri analizi igin hatalarin Cok Degiskenli
Laplace dagilimina sahip i=3 grup, k=4 deneme olan veri diizeni icin iki Yonlu

Tekrarli Olgiimli ANOVA model yapisi,

Vik =H+YVi+t T+ (YD t& 1=123; k=1234
i=1,..20;j=1,..,40:j=1,...60:j=1,...80;j =1, ..., 100

j=1,..,120;j=1,..,140;j=1,..,180;j = 1, ...,200

esitligi ile ifade edilmektedir. Bu modelde yer alan parametreler, ¢cok degiskenli

yapl i¢in olusturulan ve

Yii = XIB + Sii E""CDLP(O, Zp)

esitligi ile ifade edilen dogrusal modelde ki B parametre vektorl iginde yer

alacaktir. Bu senaryoya iligkin modele ait matris gosterim ise,
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1 1.0 0 1 0 001 0 0 0 0 0 0O OO0 O 0 O0f
11 0 0 01 0001 O0O0OUO0OO0OUO0OO0OUGO0OO0OTUGOTDO
11 00 0 O1 0 O0OOT1TO0OUO0UO0OUO0OO0OUGO0OO0OTG OO
11 00 0 O0 O 10O O0OO0OT1TUO0O0OUO0OO0OUO0OO0OTG OO
101 010 0 O0OOOOUOT1TO0OUO0OO0OUO0OO0OOUO0OTDOQO
X:10100100000001000000
11 01 00 01 0O0O0OO0O0OUO0OO0OI1ITUO0TUO0OTG0OTGO0OO
1010 0 0 O 1 O0OO0OO0OUO0OUO0OUO0OOT11TUO0OO0OTG OO
10 01100 00 O O0OO0OO0OO0OO0OO0OI1TO0OUO0OTD0QO0
10 01 01 000 O O0OOOOUOOTGOT11TO0OTD0O
10 01 001 O0O0OO0OO0OUO0OUO0OUO0OUOOUGOOTI1TPD0O
1 0 01 0 001 OO OO OOO0OUOTO0OTGO0OTO0O 1
olmak Uzere,
u
Y1
Y2
_Yll_ y3 r €11 7
Y12 7 €12
Y13 T, €13
: 15 .
Y1n1 Ty €1n,
Y21 O €21
Y22 (Y012 €22
Yo3 | =X (D[t 8?3
: (YT)M :
Van, GO £2n,
Y31 (YT)zz €31
Ys2 0| |22
Y?3 (YD24 33
' (YT)315
b 175 B
(YT)33
-(YT)34—

esitligi ile ifade edilir. Bu senaryo i¢in parametrelerin baslangi¢ dederi asagidaki

gibi alinmigtir:

=1 1 1 0 1 11 01 11 0111000 0 0]

1.0 08 0.7 0.8
08 10 06 0.7
07 06 10 08]
08 07 08 1.0
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Cok Degiskenli Laplace dagilimi altinda ¢ok degiskenli dogrusal model

kullanilarak iki Yénli Tekrarll Olgimlic MANOVA modeli icin benzetim

sonucunda elde edilen 5. senaryoya iligkin parametre tahminleri Cizelge 8.7 ‘de

verilmigtir.

Cizelge 8.7.1=3, k=4 iken (a ve b) B , (c ve d) Z parametre tahminlerine ve (e)

Oklid Uzakliklarina iligkin sonuglar

(a) B parametre tahminlerine iligkin sonuglar

B‘ n= 20 n=40 n=60 n=80 n=100

fl

¥1 - 0.95281487 1 0.95830007 1 0.96204127 1 0.95898307 1 0.95294971

¥, 0.2935655 0.2956617 0.2961229 0.2952733 0.2943405

s 0.2935655 0.2956620 0.2961229 0.2952733 0.2943405

2 —0.5871310 —0.5913237 —0.5922458 —0.5905467 —0.5886810

fl 0.9637361 0.9532139 0.9660156 0.9634640 0.9616464

2 0.9666743 0.9488688 0.9717128 0.9623121 0.9638355

1:3 0.9737147 0.9567893 0.9666702 0.9598601 0.9591257

:4 —2.9041251 —2.8588720 —2.9043985 —2.8856362 —2.8846076
()/"\5)11 0.2961482 0.2946504 0.2968781 0.2963021 0.2964162
FD12 0.2969059 0.2938715 0.2982533 0.2960728 0.2969045
F?13 0.2987021 0.2952526 0.2971790 0.2954783 0.2959116
)14 —0.8917563 —0.8837746 —0,8923104 —0.8878532 —0.8892323
1)1 0.2961482 0.2946506 0.2968781 0.2963021 0.2964162
¥T)22 0.2969059 0.2938718 0.2982533 0.2960728 0.2969045
(%) 23 0.2987021 0.2952529 0.2971790 0.2954783 0.2959116
(V)24 —0.8917563 —0.8837754 —0.8923104 —0.8878532 —0.8892323
(72)s1 —0.5922964 —0.5893010 —0.5937561 —0.5926042 —0.5928235
77 —0.5937118 —0.5877434 —0.5965067 —0.5921456 —0.5938090

Ny 32 1.1861083 1.1710444 1.1902628 1.1847498 1.1866414
8;333 0.00000004 L 0.00000004 L 0.00000004 L 0.00000004 L 0.0000000-
| 34_
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(b) B parametre tahminlerine iliskin sonuglar

’[; n=120 n= 140 n= 160 n= 180 n= 200
i
7 © 0.95925221 1 0.96073537 1 0.9603497 7 1 0.96025407 | 0.9613022
7 0.2957800 0.2961980| | 0.2959110 0.2957499 0.2959758
95 0.2957800 0.2961980| | 0.2959110 0.2957499 0.2959758
% —0.5915601| |—0.5923960| |—0.5918220| |—0.5914998| |—0.5919516
% 0.9614470 0.9549278| | 0.9587470 0.9609653 0.9594038
G 0.9579880 0.9524180| | 0.9610638 0.9591740 0.9612327
T3 0.9518102 0.9584799| | 0.9593127 0.9580554 0.9521500
T —2.8712452) 1-2.8658256!| |-2.8791235| |-2.8781947| |—2.8727866
()/At)u 0.2965580 0.2949281| | 0.2956476 0.2959033 0.2954355
D12 0.2958457 0.2942792| | 0.2962192 0.2955193 0.2959572
(FP13 0.2941790 0.2957819| | 0.2956980 0.2952110 0.2937109
(7%)14| [—0.8865828| [—0.8849893| |—0.8875648| |—0.8866336| |—0.8851036
(7121 0.2965580 0.2949281| | 0.2956476 0.2959033 0.2954355
(VE)22 0.2958457 0.2942792| | 0.2962192 0.2955193 0.2959572
()23 0.2941790 0.2957819| | 0.2956980 0.2952110 0.2937109
(F2)ps| |—0:8865828| |-0.8849893| |-0.8875648| |-0.8866336| |—0.8851036
(F)sy | |~0-59311611 1-0.5898563 | 1-0.5912952] |—0.5918066] |~0.5908710
(F)ag —0.5916915| |—0.5885585| |—0.5924384| |—0.5910386| |—0.5919143
T 1.1848076 1.1784148 1.1837336 1.1828453 1.1827853
8;333 L 0.0000000- 0.0000000d L 0.00000001 L 0.0000000 0.0000000
L 34_
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(c) T parametre tahminlerine iligkin sonuglar

)

20

40

60

80

100

[1.3503705
1.1488777
1.0451444

[0.9687985

[1.3654231
1.1668799
1.0643309

[0.9765447

[1.3678623
1.1686993
1.0753641

[0.9852679

1.3627383
1.1632192
1.0689153
0.9741205

1.3575224
1.1567269
1.0610195
0.9747268

1.1488777
1.3460327
0.9454135
0.8613623

1.1668799
1.3750170
0.9654179
0.8756600

1.1686993
1.3703575
0.9774173
0.8873079

1.1632192
1.3615791
0.9685410
0.8775604

1.1567269
1.3576645
0.9621696
0.8774332

1.0451444
0.9454135
1.3410667
0.9639137

1.0643309
0.9654179
1.3596995
0.9732008

1.0753641
0.9774173
1.3742175
0.9877017

1.06891536
0.9685410
1.3790015
0.9841721

1.0610195
0.9621696
1.3617421
0.9786567

0.9687985]
0.8613623
0.9639137
1.0777680

0.9765447
0.8756600
0.9732008
1.07415741

0.9852679]
0.8873079
0.9877017
1.0895817]

0.9741205
0.8775604
0.9841721
1.0783736

0.9747268
0.8774332
0.9786567
1.0837014
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(d) £ parametre tahminlerine iligkin sonuglar

z

120

140

160

180

200

[1.3721790
1.1751536
1.0754789

0.9894056

[1.360908
1.165780
1.066676

10.981299

[1.3703401
1.1718074
1.0708016

0.9860974

[1.3788486
1.1783236
1.0788946

10.9981389

[1.3770038
1.1791500
1.0760128

0.9969181

1.1751536
1.3748087
0.9754655
0.8888010

1.1657800
1.3666817
0.9687807
0.8816579

1.1718074
1.3676219
0.9739522
0.8886204

1.1783236
1.3749278
0.9783433
0.8963809

1.1791500
1.3805686
0.9788248
0.8974431

1.0754789
0.9754655
1.3732915
0.9889944

1.0666762
0.9687807
1.3690868
0.9857011

1.0708016
0.9739522
1.3693614
0.9872268

1.0788946
0.9783433
1.3740324
0.9946104

1.0760128
0.9788248
1.3720216
0.9909526

0.9894056]
0.8888010
0.9889944
1.09671731

0.98129902]

0.8816579
0.9857011
1.0901947 |

0.9860974]
0.8886204
0.9872268
1.0953448]

0.9981389]
0.8963809
0.9946104
1.1091564 1

0.9969181]
0.8974431
0.9909526

1.1044924]

(e) Oklid uzakliklarina iligkin sonuglar

1B - 8|

Iz - =]

[l

Ortalama

iterasyon

sayisl

Standart
hata

20
40
60
80
100
120
140
160
180
200

0.0120570
0.0096736
0.0115271
0.0123313
0.0114756
0.0128025
0.0114183
0.0114495
0.0135047
0.0122180

0.0035496
0.0040636
0.0035303
0.0045310
0.0051898
0.0029982
0.0033263
0.0036018
0.0035392
0.0036209

0.0004953
0.0003120
0.0002265
0.0001895
0.0002516
0.0003547
0.0002137
0.0001816
0.0002482
0.0002228

20.759
20.663
20.447
20.419
20.500
20.417
20.493
20.526
20.522
20.509

+0.040725
+0.089226
+0.038867
+0.034937
+0.030967
+0.034062
+0.030180
+0.027460
+0.030862
+0.025230
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Bu senaryo igin Oklid uzakliklarinda genel olarak bir azalis goriinse de
Ozellikle n=100 o6rneklem buyukligu igin yayilim matrisi tahmin degerlerine
iliskin Oklid uzaklik degerinde bir artis s6z konusudur. Bu durum yayilim matrisi

elemanlarinin gergek degerlerinin biraz Uzerinde ¢ikmasi ile de ortigsmektedir.

6.Senaryo: Tekrarli dlgimlG veri analizi icin hatalarin Cok Degiskenli
Laplace dagihmina sahip i=3 grup, k=6 deneme olan veri diizeni igin Iki Yonli

Tekrarli Olgimli ANOVA model yapist,

Vik =u+Yit o+ YO+ & i=123; k=123456
i=1,..20;j=1,..,40;j=1,..,60;j=1,..,80;j = 1, .., 100

j=1,..120;j=1,..,140;j=1,..,180;j = 1, ...,200

esitligi ile ifade edilmektedir. Bu modelde yer alan parametreler, ¢cok degiskenli

yapl i¢in olusturulan ve

Yij = XIB + Sii E"’CDLp(O, Zp)

esitligi ile ifade edilen dogrusal modelde ki B parametre vektoéri icinde yer

alacaktir. Bu senaryoya iligkin modele ait matris gosterim ise,

el

Il
R R R R R R R RA R R R R R RPRa e e
CoOOCOCOoOOCO0OCOOCOORRRERR
CoococoOoORRRRRROOOOO
NI e =Rl
CoOocOoCOoORrROO0COCOOROOO O R
CoOoCOoORrROO0OOCOOROOOORO
cCoorROOCOCOOCOROOOCOR OO
cCoORrOCcCOoOOCOoOOCROOCOOROOO
OCRrOCOOCOCOCOoORrROOOOROOOO
NP OO0 OOROOOOROOOOO
CoococoRrROOCOOCOCOOCOoOOCOO
CoococRrOoOoOOCOoOOCOoOoOOcOoOO0COO
CoorRrROOCOOCOOCOCOOCOOCOO
CcCoRrOcCOoOOCOCOCcCOoOOcOCOO0OoOOCOO
OCRrOCOOCOOCOCOCcCOoOOCOCOoOO0OoOOCOO
RPOO0O00000000OOOD OO
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olmak Uzere,

i
Y1
Y2
Y3
T
Ty
T3
Ty
Ts
Te

(YD11

(YD12

(Y13

(YD14

(YD1s

(YD1

(YD21

(YD22

(YD

(YD24

(YOzs

(Y26

(YD31

(YDs2

(YDs3

(YD3a

(yOss

L(YT) 364

esitligi ile ifade edilir. Bu senaryo i¢in parametrelerin baslangi¢ dederi asagidaki

gibi alinmigtir:

=1 110 111 1101111101111

1.0
0.8
0.7
0.6
0.8

-0.8

0.8
1.0
0.6
0.8
0.7
0.8

0.7
0.6
1.0
0.6
0.8
0.7

0.6
0.8
0.6
1.0
0.6
0.7

0.8
0.7
0.8
0.6
1.0
0.8

0.87
0.8
0.7

0.7

0.8

1.0
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Cok Degiskenli Laplace dagilimi altinda ¢ok degiskenli dogrusal model

kullanilarak iki Yénli Tekrarli Olgimlic MANOVA modeli icin benzetim

sonucunda elde edilen 5. senaryoya iligkin parametre tahminleri Cizelge 8.8 ‘de

verilmigtir.

Cizelge 8.8. =3, k=6 iken (a ve b) B , (c ve d) £ parametre tahminlerine ve (e)
Oklid Uzakliklarina iligkin sonuglar

(a) p parametre tahminlerine iligkin sonuglar

ﬁ n=20 n=40 n=60 n=80 n=100
m
V1 - 1.00285221 [ 0.97414967 0.990952371  0.9806874 - 0.96061881
V2 0.3198137 0.3125574 0.3166943 0.3137453 0.3087021
V3 0.3198137 0.3125574 0.3166943 0.3137453 0.3087021
24 —0.6396273| |—-0.6251149| | —0.6333887| |—0.6274906 —0.6174042
%, 0.9674864 0.9735578 0.9562702 0.9713597 0.9752554
3 0.9801503 0.9669324 0.9638313 0.9711258 0.9751886
£, 0.9582406 0.9703125 0.9548903 0.9695356 0.9690924
£ 0.9731756 0.9625048 0.9585004 0.9666690 0.9742503
% 0.9625207 0.9805233 0.9617886 0.9687492 0.9732970
7) —4.8415736| |-4.8538309| | —4.7952808| [—4.8474394 —4.8670837
Yt 0.3108945 0.3121743 0.3080250 0.3116038 0.3125616
(”j)lz 0.3140003 0.3103947 0.3099579 0.3114870 0.3125231
(1’:)13 0.3089081 0.3112945 0.3077432 0.3111650 0.3110277
(¥ 14 0.3123360 0.3093555 0.3086346 0.3103630 0.3123081
D15 0.3100063 0.3138586 0.3094667 0.3109833 0.3120308
P16 —1.5561452 —1.5570776 —1.5438273| |—1.5556021 —1.5604514
(7)1 0.3108945 0.3121743 0.3080250 0.3116038 0.3125616
(7%) 22 0.3140003 0.3103947 0.3099579 0.3114870 0.3125231
()23 0.3089081 0.3112945 0.3077432 0.3111650 0.3110277
(D) 2a 0.3123360 0.3093555 0.3086346 0.3103630 0.3123081
(FO)as 0.3100063 0.3138586 0.3094667 0.3109833 0.3120308
(F)ae —1.5561452| |-1.5570776| | —1.5438273| [—-1.5556021 —1.5604514
T —0.6217891| |-0.6243486| | —0.6160499| |—0.6232076 —0.6251233
(’2)31 —0.6280005 —0.6207894| | —0.6199158] |[—0.6229739 —0.6250462
32| |-0.6178163| |-0.6225891] |—0.6154863| |-0.6223299| | —0.6220553
(¥?s3 —0.6246720| 1-0.6187110] | —0.6172692| |—0.6207260 —0.6246162
(¥7)34 —0.6200126| |—-0.6277172| | —0.6189334! |—0.6219666 —0.6240617
(FD)3s L 3.11229054 L 3.1141552 3.0876547] L 3.1112041 3.1209027-
L(¥7) 36
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(b) B parametre tahminlerine iliskin sonuclar

’[; n=120 n=140 n=160 n=180 n=200
i
Y1 - 0.96264217 [ 0.97876447 1 097091417 1 0.97073807 [ 0.97222201
V2 0.3093784 0.3134651 0.3114251 0.3115589 0.3117178
3 0.3093784 0.3134651 0.3114251 0.3115589 0.3117178
1 —0.6186968| [—0.6269302| [—0.6228503| [—0.6231178 —0.6234356
%, 0.9717492 0.9630041 0.9674363 0.9736198 0.9719804
%5 0.9751492 0.9676519 0.9715938 0.9711229 0.9744905
%, 0.9739020 0.9599203 0.9679955 0.9685012 0.9679900
% 0.9713901 0.9690610 0.9701164 0.9732956 0.9736910
% 0.9783808 0.9627918 0.9664527 0.9671245 0.9737203
70 —4.8706713 —4.8224291| |—4.8435947| |—4.8536640 —4.8618723
rom 0.3116339 0.3094894 0.3106450 0.3121963 0.3116720
D1z 0.3124370| | 03106156| | 03117074 | | 03115792 0.3123014
(Yj)ls 0.3121569 0.3086798 0.3108201 0.3108777 0.3106648
(¥T)14 0.3115140 0.3109668 0.3113597 0.3120913 0.3121374
D15 0.3132066 0.3093383 0.3104344 0.3105620 0.3121092
(7D 16 —1.5609484| [—1.5490898| |—1.5549655| [—1.5573064 —1.5588849
(FT)21 0.3116339 0.3094894 0.3106450 0.3121963 0.3116720
(V522 0.3124370 0.3106156 0.3117074 0.3115792 0.3123014
()23 0.3121569 0.3086798 0.3108201 0.3108777 0.3106648
()4 0.3115140 0.3109668 0.3113597 0.3120913 0.3121374
(FO)zs 0.3132066 0.3093383 0.3104344 0.3105620 0.3121092
T —1.5609484| |-1.5490898| |-1.5549665| |-1.5573064 —1.5588849
.y —0.6232678| |-0.6189788| |[-0.6212899| [-0.6243926 —0.6233440
(7’:)31 —0.6248740| |—0.6212312| [-0.6234148| |-0.6231583 —0.6246028
(7’:)32 —0.6243137| |-0.6173596| |-0.6216401| [-0.6217554 —0.6213297
(FT)33 —0.6230280 —0.6219335] |—-0.6227194] 1-0.6241826 —0.6242748
(FT)3a —0.6264132 —0.6186766| |—0.6208687| |—0.6211239 —0.6242185
(¥T)3s L 3.12189671 L 3.0981797] 1 3.10993301 L 3.1146129) | 3.1177699.
L(¥7T)36.
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(c) £ parametre tahminlerine iliskin sonuglar

)

20

40

60

80

100

1.1947156
[09942241
[0.9067181

0.7968934

1.0002224

0.8866544

11.2207266
1.0228205
0.9238715
0.8194668
1.0217911

10.9120377

11.2340127
1.0344643
0.9324424
0.8341462
1.0340553

10.9171051

11.2245299
1.0260896
0.9295436
0.8298211
1.0273453

10.9091580

11.2266789
1.0245507
0.9276357
0.8229728
1.0237623

10.9078702

0.9942241
1.1977960
0.8009921
1.0029247
0.9017692
0.8872403

1.0228205
1.2196075
0.8249606
1.0136043
0.9191659
0.9115858

1.0344643
1.2335107
0.8338232
1.0331279
0.9352019
0.9168444

1.0260896
1.2239902
0.8283054
1.0279957
0.9272013
0.9057277

1.0245507
1.2200658
0.8280308
1.0218404
0.9266147
0.9053670

0.9067181
0.8009921
1.2199331
0.8130626
1.0097682
0.79447690

0.9238715
0.8249606
1.2048016
0.8156051
1.0156806
0.8101521

0.9324424
0.8338232
1.2297561
0.8344293
1.0312778
0.8175206

0.9295436
0.8283054
1.2291735
0.8302232
1.0316145
0.8120370

0.9276357
0.8280308
1.2295837
0.8286881
1.0297146
0.8157563

0.7968934
1.0029247
0.8130626
1.2068645
0.8044220
0.7927160

0.8194668
1.0136043
0.8156051
1.2048644
0.8181013
0.8019595

0.8341462
1.0331279
0.8344293
1.2300829
0.8363837
0.8158956

0.8298211
1.0279957
0.8302232
1.2271434
0.8311369
0.8107308

0.8229728
1.0218404
0.8286881
1.2260541
0.8268354
0.8068379

1.0002224
0.9017692
1.0097682
0.8044220
1.2040008
0.8910289

1.0217911
0.9191659
1.0156806
0.8181013
1.2169473
0.9082138

1.0340553
0.9352019
1.0312778
0.8363837
1.2345447
0.9159340

1.0273453
0.9272013
1.0316145
0.8311369
1.2279853
0.9106258

1.0237623
0.9266147
1.0297146
0.8268354
1.2260066
0.9109103

0.8866544
08872403]
0.7947690 |
0.7927160
0.8910289
1.0299167

0.91203777
0.9115858
0.8101521
0.8019595
0.9082138
1.0546103

0.91710517
0.9168444
0.8175206
0.8158956
0.9159340
1.0546494-

0.90915807
0.9057277
0.8120370
0.8107308
0.9106258
1.0443855-

0.90787027
0.9053670
0.8154763
0.8068379
0.9109103
1.0491001-
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(d) £ parametre tahminlerine iliskin sonuglar

)

120

140

160

180

200

1.2361749
1.0382600
0.9341815
0.8364443
{L0354067

0.9227545

1.2339762
[10343395
|0.9357592
0.8339657
1.0333046
l0.9165417

[1.2294320
1.0299749
0.9311829

10.8317169

11.0340730
0.9176931

1.2211093
[10269353
[0.9252241
0.8298770
1.0242220
0.9087397

1.2274106
1.0265792
0.9297690
0.8247520
{10303623

0.9146959

1.0382600
1.2370923
0.8327436
1.0366216
0.9376381
0.9238766

1.0343395
1.2328777
0.8326196
1.0324785
0.9320895
0.9156819

1.0299749
1.2301193
0.8318966
1.0328273
0.9353430
0.9176657

1.0269353
1.2288244
0.8294246
1.0304348
0.9279608
0.9122915

1.0265792
1.2236369
0.8305477
1.0229057
0.9295806
0.9121590

0.9341815
0.8327436
1.2361483
0.8324183
1.0333161
0.8230048

0.9357592
0.8326196
1.2328772
0.8316858
1.0302833
0.8172105

0.9311829
0.8318966
1.2256156
0.8298925
1.0307741
0.8172770

0.9252241
0.8294246
1.2256748
0.8316574
1.0256558
0.8092488

0.9297690
0.8305477
1.2256355
0.8262686
1.0291379
0.8156664

0.8364443
1.0366216
0.8324183
1.2368008
0.8373256
0.8244102

0.8339657
1.0324785
0.8316858
1.2306429
0.8289535
0.8314696

0.8317169
1.0328273
0.8298925
1.2309018
0.8350065
0.8187968

0.8298770
1.0304348
0.8316574
1.2295270
0.8297632
0.8149190

0.8247520
1.0229057
0.8262686
1.2218103
0.8276893
0.8095742

1.0354067
0.9376381
1.0333161
0.8373256
1.2348432
0.9241998

1.0333046
0.9320895
1.0302833
0.8289535
1.2276224
0.9140859

1.0340730
0.9353430
1.0307741
0.8350065
1.2333896
0.9185104

1.0242220
0.9279608
1.0256558
0.8297632
1.2237037
0.9075630

1.0303623
0.9295806
1.0291379
0.8276893
1.2323557
0.9174461

0.9227545
0.9238766
0.8230048
0.8230048
0.9241998|
1.0652675J

0.9165417
&9156819]
0.8172105|
0.8134696
0.9140859
10557772J

09176931
0.9176657
0.8172770
0.8187968|
0.9185104
10593207

0.9087397
091229151
0.8092488]|
0.8149190
0.9075630
1.0508827

0.9146959
0.9121590
0.8156664
0.8095742
0.9174461I
1.0587071J
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(e) Oklid uzakhklarina iligkin sonuglar

=~ < ~ _Ortalama Standart
n B-8ll [=-=2[ [lQ-qQll iterasyon T~
sayisl

20 0.0217306 0.0066691 0.0001968 21.385 +0.034145
40 0.0238805 0.0048200 0.0002023 21.222 +0.035552
60 0.0245766 0.0050620 0.0003343 21.188 +0.034026
80 0.0188326 0.0066095 0.0002289 21.262 +0.027388
100 0.0199006 0.0064145 0.0002507 21.228 +0.026995
120 0.0235364 0.0059040 0.0001775 21.212 +0.024282
140 0.0226615 0.0052874 0.0002118 21.235 +0.024132
160 0.0217837 0.0055272 0.0002193 21.275 +0.022087
180 0.0178635 0.0064822 0.0002365 21.288 +0.020036
200 0.0187253 0.0065136 0.0002401 21.284 +0.018321

Bu senaryo icin Oklid uzakliklarina ve ortalama iterasyon sayisina
bakildiginda yine dengeli bir azalma s6z konusudur. Ozellikle B icin n=180, X
icinde n=40 i¢in en kiguk degere ulasiimistir.
istatistiklerinin ve Testin

8.2. Benzetim Calismasi II: Test

Gucunun Hesaplanmasi

Benzetim gcalismasinin bu asamasinda, Cok Degiskenli Laplace daglimi
varsayimi altinda birinci asamada elde edilen parametre tahminleri kullanilarak
Cok Degiskenli ANOVA’' da test edilecek hipotezlere iligkin test istatistikleri
uzerinden hesaplamalar yapilmigtir. Cok degiskenli ANOVA ya da bir diger
deyisle MANOVA’da etken, deneme ve etkilesim etkilerine ait ti¢ adet hipotez
test edilir. Bu hipotezlere iligskin altinci bélimde erilen test istatistikleri ve bu test
istatistiklerinin gucu hesaplanmistir. MANOVA problemlerinde yararlanilan test
istatistiklerinden biri olan Wilk's A istatistigi, Tekrarli Olgiimli ANOVA modelinde
yer alan hipotezlere uyarlanmistir. Ayrica, hipotezler, dogrusal model esitlikleri
ifade edilerek test edilmistir. Uyarlamasi yapilan Wilk’s A istatistiginin
dagihiminin yine Wilk’'s A dagilimina uygun oldugu gosterilmis ve bu degerler

icin uygun F dondsumu yapilmistir.
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1. Senaryo: i=2, k=3 icin hipotez testleri
i=2 grup ve k=3 deneme olmasi durumunda iki Yénli Tekrarli Olcimli

MANOVA etken etkisini test eden ilk hipotez asagidaki gibi kurulmustur.

» Hyq: Etkenler (gruplar) arasinda fark yoktur.
» Ho1: g = M2,

H11 M21
Hi2| = [H22
Hi3 M23

Etken etkisi icin cok degiskenli dogrusal hipotez ise asagidaki bigcimde ifade

> H01:

edilmistir.
> HOIZCBAZO
1 0 O
> C=[1 -1] ;B= M11  Hi2 u13];A=O 1 0
Hz21 M2z H23 0 0 1

> ik =0+%+¥+ @ i=12;k=123

> Hpq: CBA = [fy1-fp1 fy2 — 2 fy3 — fiz3]

Benzetim sonucunda etken etkisi hipotezine ait hipotez matrislerine iliskin

sonuclar Cizelge 8.9’ da verilmigtir.

Cizelge 8.9. (i=2, k=3) Etken Etkisi Hipotez Matrislerine iligkin Sonuclar

n Ho; = CBA

20 [—0.003664503 —0.009384081 2.558361]
40 [0.001075806 0.01317972 2.59159]

60 [0.001150906 0.002160211 2.593518]
80 [0.00875901 0.005371712 2.576071]

100 [—0.002451976 —0.004015078 2.594001]
120 [—0.004238264 —0.005811878 2.608108]
140 [0.001920103 0.001404094 2.6041]

160 [0.0070506506 0.005604841 2.609909]
180 [-0.0007449535 0.001435382 2.597585]
200 [-0.004724611 —0.001333914 2.612119]
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i=2 grup ve k=3 deneme olmasi durumunda iki Yénli Tekrarli Olcimli

MANOVA deneme etkisini test eden ikinci hipotez asagidaki gibi kurulmustur.

» Hy,: Denemeler arasinda fark yoktur.
» Hpzipqg=pnz =13

H11 H12]  [H13
> Hoz: Ii21] [sz] B [H23]
Deneme etkisi icin ¢ok degiskenli dogrusal hipotez ise asagidaki bigimde

ifade edilmigtir.

> Hozl CBA =0

3 et

1 0
0 1]

-1 -1
> ik =0+%+¥+F; i=12;k=123

> Hyp: CBA = [Hn i3 fy2 — ﬁ13]

H2q — a3 fz2 — g3

Deneme etkisinin testi i¢in benzetim sonucunda elde edilen hipotez

matrislerine iligkin sonuglar Cizelge 8.10 ‘da verilmistir.
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Cizelge 8.10. (i=2, k=3) Deneme Etkisi Hipotez Matrislerine iliskin Sonuclar

n Hy, = CBA
20 —4.103717 —4.116019
[-1.541691 —1.548274
40 —4.112162  —4.106965
[—1.531330 —1.528554.
60 [—4.118865 —4.117314
|-1.526498 —1.525956.
80 —4.078651 —4.085471]
[-1.511339 —1.514772.
100 —4.160300 —4.153762]
|-1.543457 —1.540309.
120 —4.168142 —4.171197)
|-1.555793 —1.557278!
140 [—4.128047 —4.128862]
| -1.52867 —1.526166!
160 —4.130623 —4.133499
[-1.527765 —1.529195!
180 —4.126873 —4.12262
—1.528543 —1.52647
—4.160300 —4.153762
200 [—1.543457 —1.540309]

i=2 grup ve k=3 deneme olmasi durumunda ki Yonli Tekrarli Olglimlii
MANOVA etkilesim etkisini test eden Uguncu hipotez ise asagidaki gibi

kurulmustur.

» Hps: Denemeler ve etkenler arasinda bir etkilesim yoktur. (Deneme ve

etkenin birlikte etkisi yoktur.)

H11 — M12] _ [H21 — H22
> Hos: Hiz2 — H13] © Mg — Ivlz3]

Etkilesim etkisi i¢cin ¢ok degiskenli dogrusal hipotez ise asagidaki bicimde

ifade edilmigtir.
> H03: CBA =0

H11  Hi2  MHi3

> c=0I -1 i B= [H21 H22 M2z

4=

1 0
-1 1

0 -1
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> ik =0+%+¥+Fh; i=12;k=123

> Hoz: CBA = [(A11-P12) = (R21-P22) (12 — f13) — (A22-[iz3)]

Etkilesim etkisinin testi icin benzetim sonucunda elde edilen hipotez

matrislerine iliskin sonuglar Cizelge 8.11’ de verilmistir.

Cizelge 8.11. (i=2, k=3) Etkilesim Etkisi Hipotez Matrislerine iligkin Sonugclar

Hy; = CBA

20
40
60
80
100
120
140
160
180
200

[0.005719578 —2.567745]
[0.002421657 —2.578411]
[-0.001009305 —2.591358]
[0.003387339 —2.570699]
[0.001563102 —2.598016]
[0.001573614 —2.61392]
[0.0005160084 —2.602696]
[0.001445665 —2.604304]
[-0.002180335 —2.59615]
[-0.003390697 —2.613453]

Benzetim sonucunda, test istatistikleri altinci bolimde verilen esitlikler

kullanilarak hesaplanmistir. Deneme, etken ve etkilesim hipotezlerinin test

istatistiklerine iligkin sonuclar Cizelge 8.12’ de verilmistir.
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Cizelge 8.12. (i=2, k=3) Test istatistiklerine iliskin Sonuclar

n Aoy Aoz Ao3
(Etken) (Deneme) (Etkilesim)
20 0.4240326 0.1813448 0.4955599
40 0.4842095 0.1854912 0.5318932
60 0.5031152 0.1867522 0.5455120
80 0.5205470 0.1937392 0.5611900
100 0.5199601 0.1869219 0.5627047
120 0.5178831 0.1841695 0.5555676
140 0.5254406 0.1890738 0.5619796
160 0.5255719 0.1885195 0.5623581
180 0.5295424 0.1893825 0.5655993
200 0.5266062 0.1869219 0.5627047

Elde edilen test istatistikleri, altinci boliumde verilen degerlere uygun
olarak elde edilen Wilk’'s A degeri EK 1’deki tablo degeri karsilastirildiginda tim
hipotezlerin reddedildigi

0.05 anlamhhk duizeyinde beklendigi sekilde

gorulmektedir.
2. Senaryo: i=2, k=4 i¢in hipotez testleri
i=2 grup ve k=4 deneme olmasi durumunda ki Yonli Tekrarli Olglimlii

MANOVA etken etkisini test eden ilk hipotez asagidaki gibi kurulmustur.

» Hyq: Etkenler (gruplar) arasinda fark yoktur.

> Hppipg = g,

M11 H21
M1z H22
> Hpq: =
01* g5 H23
H14 H24

Etken etkisi icin ¢ok degiskenli dogrusal hipotez ise asagidaki bicimde ifade

edilmigtir.
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> HOI: CBA = 0

> C=[1 -1] ;Bz[un Hi2  MH13 H14];

H21 M2z M2z M2s

SO O
[l )
O R OO
- o O O

> ik =0+%+¥+ @) i=12;k=1234

> HOI: C’BA = [ﬁll—ﬁ21 ﬁlZ - ﬁZZ ﬁ13 - ﬁ23 ﬁ14 - ﬁ24-]

Benzetim sonucunda etken etkisi hipotezine ait hipotez matrislerine iligkin

sonuclar Cizelge 8.13’ de verilmistir.

Cizelge 8.13. (i=2, k=4) Etken Etkisi Hipotez Matrislerine lligkin Sonuclar

n Ho; = CBA

20 [1.73777 1.741217 1.744535 3.85988]
40 [1.760493 1.757305 1.7577073 3.866256]
60 [1.76127 1.762491 1.765606 3.863647]
80 [1.757517 1.756589 1.75939 3.874687]
100 [1.76601 1.763238 1.765699 3.872463]
120 [1.768406 1.766403 1.766563 3.874829]
140 [1.765119 1.764201 1.76663 3.878037]
160 [1.770749 1.772565 1.77017 3.870248]
180 [1.768556 1.766566 1.7736085 3.895874]
200 [1.768003 1.768492 1.76878 3.867873]

i=2 grup ve k=4 deneme olmasi durumunda iki Yénli Tekrarli Olcimlii

MANOVA deneme etkisini test eden ikinci hipotez asagidaki gibi kurulmustur

» Hy,: Denemeler arasinda fark yoktur.
» Hozipg=p2 = N3 =Ny

g g o R I 1

105



k=4 icin, deneme etkisi i¢cin ¢ok degiskenli dogr
bicimde ifade edilmistir.

> H02: CBA =0

-]

M13
H23

M14
H24

Hi2
M22

1 0
0 1

H11

H21 ];A:

> c=|

> =0+ +¥+ @ i=12;k=1234

|

M1z — M4
H23 — U244

Hi2 — M4
M22 — H24

M11 — M4

> Hy,: CBA = o
02: CP H21 — HU24

usal hipotez ise asagidaki

1 0 0
0 1 0
0 0 1
-1 -1 -1

Deneme etkisinin testi icin benzetim sonucunda elde edilen hipotez

matrislerine iliskin sonuglar Cizelge 8.14’° de verilmistir.

Cizelge 8.14. (i=2, k=4) Deneme Etkisi Hipotez Matrislerine iliskin Sonuclar

n Hy, = CBA
20 [—0.01397622 —0.0058963 0.000000
2.10820569  2.1127746 2.115353
40 [0.00869970 0.001373873 0.000000]
2.11446244 2.110325273 2.109184
60 '—0.008545219 —0.0067832 0.000000]
| 2.093831610  2.0943728 2.098041!
80 '—0.003119049 —0.0056289 0.000000]
[ 2114050554  2.1125684 2.115297|
100 '—0.000060716 —0.0056001 0.000000]
| 2.10638600 2.1036245 2.106764
120 [0.00269484 —0.001539 0.000000]
2.109117994 2.1068854 2.108266
140 [—0.0036213 —0.005510 0.000000
2.1099695  2.108326 2.111408
160 [0.0013922 0.0053339  0.000000
2.1008907 2.1030172 2.1000078
180 [—0.009513514 —0.01367513 o.oooooo]
2.117804171  2.11563238 2.122789
200 [—0.001251396 —0.00046650 0.000000]

2.098618095 2.09891477

2.099093
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i=2 grup ve k=4 deneme olmasi durumunda iki Yénli Tekrarli Olcimli
MANOVA etkilegsim etkisini test eden uguncu hipotez ise asagidaki gibi
kurulmustur.

» Hps: Denemeler ve etkenler arasinda bir etkilesim yoktur. (Deneme ve
etkenin birlikte etkisi yoktur.)

H11 — M2 M21 — H22
Hi2 — H13] = |H22 — HU23

H13 — Hig M23 — U4

> H03:

Etkilesim etkisi icin ¢ok degiskenli dogrusal hipotez ise asagidaki bigimde
ifade edilmigtir.

> H03: CBA =0

1 0 0

3 o M1 Mz a3 Hia] -1 1 0

» C=[1 -1] 'B_[Hm Hzz  H23 U24]'A_ 0 -1 1
0 0 -1

> ik =0+ +¥+ @) i=12;k=1234

> Hopsz: CPA =
[(R11-fi12) — (R21-B22)  (A12 = f13) — (R2z-fizz) (13 — faa) — (fz3-[iz4)]

Etkilesim etkisinin testi igin benzetim sonucunda elde edilen hipotez

matrislerine iliskin sonuclar Cizelge 8.15’ de verilmistir.
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Cizelge 8.15. (i=2, k=4) Etkilesim Etkisi Hipotez Matrislerine iliskin Sonuclar

n Hoz = CBA

20 [-0.003511004 —0.00331792 —2.115353]
40 [0.003188655 0.0002321644 —2.109184]
60 [-0.001220682 —0.003115356 —2.098041]
80 [0.001027775 —0.002900564 —2.115297]
100 [0.0027777679 —0.00246066 —2.106764]
120 [0.002002281 —0.0001597938 —2.108266]
140 [0.0009181143 —0.002428868 —2.111408]
160 [-0.001815281 0.0023944556 —2.100078]
180 [0.001989833 —0.006518519 —2.122789]
200 [-0.000488209 —0.00028877575 —2.099093]

Benzetim sonucunda, test istatistikleri altinci bolimde verilen esitlikler
kullanillarak hesaplanmistir. Deneme, etken ve etkilesim hipotezlerinin

istatistiklerine iligkin sonugclar Cizelge 8.16’ da verilmistir.

Cizelge 8.16. (i=2, k=4) Test istatistiklerine iliskin Sonuclar

n Aoy Ao Aoz
(Etken) (Deneme) (Etkilesim)
20 0.300569 0.2481331 0.4117085
40 0.3878367 0.3022687 0.4682254
60 0.4092451 0.3192063 0.4852474
80 0.4254508 0.3275719 0.4949845
100 0.4308307 0.3335761 0.5011551
120 0.4365504 0.3371708 0.5057459
140 0.4379475 0.3376362 0.5046642
160 0.4416409 0.341927 0.5104016
180 0.4422155 0.3418895 0.5087013
200 0.4456386 0.3451916 0.5134273
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Elde edilen test istatistikleri altinci bélimde degerlere uygun olarak elde

edilen Wilk’s A de@eri EK 1’deki tablo degeri karsilastirildiginda tum hipotezlerin

0.05 anlamlilik beklendigi sekilde reddedildigi gorulmektedir.

3. Senaryo: i=2, k=6 i¢in hipotez testleri

i=2 grup ve k=6 deneme olmasi durumunda iki Yénli Tekrarli Olcimli

MANOVA etken etkisini test eden ilk hipotez asagidaki gibi kurulmustur.

» Hyq: Etkenler (gruplar) arasinda fark yoktur.

> Hoi:pg = M,

Hi2
Hi3
H14
His

> HOI:

117

L1 6-

K217
H22
H23
H24
H2s

LU26-

Etken etkisi icin ¢ok degiskenli dogrusal hipotez ise asagidaki bigimde ifade

edilmistir.

> HOI: CBA =0

> C=[1

Cooco o R

—1] ;B=[
0 0 0
0 0 0
1 0 0
01 0
0 0 1
0 0 0

=N eNolNell =)

M11
H21

o 00 oo

Hi2 M1z Higa  His H16]
H22 M2z MH24 MHi5 Hie

> ik =0+T%+¥+ @ i=12;k=12345,6
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> Hpp:CPA =

[ﬁll—ﬁZl ﬁ12 - ﬁZZ ﬁ13 - ﬁ23 ﬁ14- - ﬁ24- ﬁlS - ﬁZS ﬁ16 - ﬁ26]

Benzetim sonucunda etken etkisi hipotezine ait hipotez matrislerine iliskin

sonugclar Cizelge 8.17’ de verilmistir.

Cizelge 8.17. (i=2, k=6) Etken Etkisi Hipotez Matrislerine iliskin Sonuclar

n Ho; = CBA
20 [1.860782 1.861996 1.848409 1.8513 1.8454871 —3.684327]

40 [1.873931 1.869915 1.867879 1.874438 1.857246 —3.762074]
60 [1.883381 1.882548 1.867423 1.869247 1.881265 —3.723296]
80 [1.879475 1.876238 1.883521 1.878828 1.887067 —3.725717]
100 [1.879674 1.881959 1.876766 1.878885 1.879554 —3.748677]

120 [1.8844 1.877075 1.878463 1.880129 1.875663 —3.758882]

140 [1.873883 1.875647 1.878696 1.876752 1.873622 —3.756908]
160 [1.875641 1.876705 1.873742 1.874729 1.878846 —3.76458]
180 [1.877983 1.873706 1.879255 1.878241 1.875203 —3.765354]
200 [1.879512 1.880507 1.879072 1.880711 1.879909 —3.78352]

i=2 grup ve k=6 deneme olmasi durumunda iki Yénli Tekrarli Olcimli

MANOVA deneme etkisini test eden ikinci hipotez asagidaki gibi kurulmustur.

» Hy,: Denemeler arasinda fark yoktur.
» Hpzi g =Nz =3 =H4=H5=Ng

7 M) =[] = [l = il = o) = i)

i=2 grup ve k=6 ic¢in, deneme etkisi i¢in ¢ok degiskenli dogrusal hipotez ise

asagidaki bicimde ifade edilmistir.

> HOZ: CBA =0
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Hi2
M22

M13
H23

M14
H24

Mis

> C:[l O] ;B:[Hn ”

0 1 H21 u16]

16

_ o oo oK

_ o oo RrOo
== i e R )
_ o RO oo
)I—\b—\OOOOI

> ik =A+T%+¥+ @) 1=12;k=12345,6

> HOZ: C’BA — Elll - 916 EllZ - 916 El13 - 916 El14 - El16 915 - Elé
H21 — H2e M2z — H2e M2z = Hze Hoa = Hze Has — Hze
Deneme etkisinin testi icin benzetim sonucunda elde edilen hipotez

matrislerine iliskin sonuglar Cizelge.8.18." de verilmistir.

Cizelge 8.18. (i=2, k=6) Deneme Etkisi Hipotez Matrislerine Iliskin Sonuclar

n Hy, = CBA
20 18.573259 8.577313 8.549314 8.55486 8.560534]
3.028150 3.030990 3.016579 3.019229 3.021336!
40 8.706690 8.698539 8.695249 8.707696 8.673869]
3.070685 3.066549 3.065296 3.071184 3.054548!
50 8.637940 8.636485 8.605964 8.609902 8.633848]
3.031263 3.030640 3.015245 3.017358 3.029287|
80 8.625399 8.619446 8.633784 8.622039 8.640589]
3.020208 3.017491 3.024547 3.018594 3.027805!
100 8.676056 8.680412 8.670692 8.674380 8.676011]
3.047705 3.049776 3.045249 3.046819 3.047780!
120 8.704984 8.690293 8.693313 8.696440 8.687350]
3.061702 3.054337 3.055968 3.057429 3.052805!
140 8.672472 8.676123 8.682072 8.67797 8.671964
3.041681 3.043569 3.046468 3.04431 3.041435
160 8.690979 8.692923 8.687551 8.689447 8.697458]
3.050759 3.051638 3.0449229 3.050138 3.050403
180 [8.692909 8.684362 8.69545 8.693355 8.687203
3.049572 3.045301 3.05084 3.049760 3.046646
200 8.739807 8.741646 8.738693 8.742001 8.740783]
3.076774 3.0776190 3.076101 3.077770 3.077354
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i=2 grup ve k=6 deneme olmasi durumunda iki Yénli Tekrarli Olcimli
MANOVA etkilegsim etkisini test eden uguncu hipotez ise asagidaki gibi

kurulmustur.

» Hps: Denemeler ve etkenler arasinda bir etkilesim yoktur. (Deneme ve

etkenin birlikte etkisi yoktur.)

[H11 - H12] [H21 - sz]
|H1i2 = Ha3| | H22 = H23|
> Hos:|H1z — Maa| = |Haz — Hos

[H14 - H15J [H24 - stJ
His — Hie H2s — U6

Etkilesim etkisi icin cok degiskenli dogrusal hipotez asagidaki bicimde ifade

edilmistir.

> H03: CBA =0

H11  MHi2 M1z M4 Hgs ll16]

> = — ' =
c=[ 1] ; B [H21 Ha2  Hzz3 Hzs Hzs  Hge

oRPROOO
R m OO OO

COOO R 1
COO R RO
I
OO R R OO

> =0+ +¥+ @ i=12;k=12345,6

» Ho3: CBA = [(l11-M12) — (fiza-fizz)  (az — fl13) — (Azz—Rz3)
(ﬁ13 - ﬁ14) - (ﬁ23—ﬁ24) (ﬁ14 - ﬁ15) - (ﬁ24—ﬁ25) (ﬁ15 - ﬁm) - (ﬁzs—ﬁzs)]

Etkilesim etkisinin testi igin benzetim sonucunda elde edilen hipotez

matrislerine iligkin sonuglar Cizelge 8.19’ da verilmistir.
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Cizelge 8.19. (i=2, k=6) Etkilesim Etkisi Hipotez Matrislerine iliskin Sonuclar

n Hy; = CBA
20 [-0.0012142 0.0135874 —0.0028911 —0.0035713 5.53919]

40 [0.0040155 0.0020360 —0.00065589 0.017191 5.619321]
60 [0.0008331 0.015125 —0.001824 —0.012017 5.60456]
80 [0.003236 —0.0072821 0.0057928 —0.009339 5.612784]
100 [-0.002288 0.005193 —0.002118 —0.0006693 5.6282]
120 [0.0073252 —0.001388 —0.0016655 0.004465 5.63454]

140 [-0.0017633 —0.0030496 0.0019445 0.003129 5.63053]
160 [-0.0010639 0.002963 —0.0009874 —0.0041165 5.64346]
180 [0.0042767 —0.00554991 0.0010143 0.0030379 5.64055]

200 [-0.0009946 0.0014350 —0.0016391 0.0008025 5.66342]

Benzetim sonucunda, test istatistikleri altinci bolimde verilen esitlikler
kullanillarak hesaplanmistir. Deneme, etken ve etkilesim hipotezlerinin

istatistiklerine iliskin sonuglar Cizelge 8.20’ de verilmistir.

Cizelge 8.20. (i=2, k=6) Test Istatistiklerine iliskin sonuglar

n Aoq Ao Ao3
(Etken) (Deneme) (Etkilegim)
20 0.1004486 0.03519875 0.1270028
40 0.1530430 0.03959282 0.1649950
60 0.1747774 0.04352445 0.1836079
80 0.1858159 0.04521474 0.1925669
100 0.1911429 0.04582618 0.1967857
120 0.1915413 0.04521365 0.1966374
140 0.1952481 0.04600088 0.1994460
160 0.1988279 0.04659606 0.2024117
180 0.1971419 0.04603284 0.2007466
200 0.2005447 0.04660916 0.2039208

113



Elde edilen test istatistikleri, altinci bélimde degerlere uygun olarak elde
edilen Wilk's A degeri Ek 1’deki tablo degeri karsilastirildiginda tim hipotezlerin
0.05 anlamlilik beklendigi sekilde reddedildigi gorulmektedir.

4. Senaryo: i=3, k=3 i¢in hipotez testleri
i=3 grup ve k=3 deneme olmasi durumunda iki Yonlu Tekrarli Olcimlii

MANOVA etken etkisini test eden ilk hipotez asagidaki gibi kurulmustur.

» Hyq: Etkenler (gruplar) arasinda fark yoktur.

> Hop:pg = 1z = Mg,

Hi11 M21 H3q
Hiz | = [H22| = [ K32
His M23 H33

Etken etkisi icin ¢ok degiskenli dogrusal hipotez ise asagidaki bigimde ifade

> HOI:

edilmistir.

> H01: CBA =0

M11 M1z  Hi3 1 0 O

> C=[1 0 _1] ; B=|H21 M2z MH23|;A=(0 1 O
0 1 -1

M31 Hsz2 Hz3 0 0 1

> ik =0+ +¥+ @) i=123;k=123

H11-M21  Mq2 — H22  Hi3 — Ho3

> Hop:CBA = |11 7020 A -
01: CP H21-H31 Moo — HU32  Hz3 — U3z

Benzetim sonucunda etken etkisi hipotezine ait hipotez matrislerine iligkin

sonuglar Cizelge 8.21’ de verilmistir.
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Cizelge 8.21. (i=3, k=3) Etken Etkisi Hipotez Matrislerine iliskin Sonuclar

n Hy; = CBA
20 11.666320 1.667599 —0.8450945]
11.666587 1.667005 —0.84465151
40 11.675073  1.675513 —0.8277609]
11.675073 1.675513 —0.8277609]
60 11.676006 1.678636 —0.8480485]
11.676290 1.678920 —0.84809931
80 [1.669515 1.665392  —0.8347999
1.669515 1.6655392 —0.8347999
100 11.681081 1.683553 —0.8233974]
11.681065 1.683536 —0.8233902]
120 11.681953 1.678675 —0.8423442]
11.676114 1.672025 —0.8304547]
140 11.676114 1.672025 —0.83045471
11.676114 1.672025 —0.8304547]
160 [1.680402 1.677934 —0.840431]
1.680402 1.677934 —0.840431
180 [1.679735 1.678904 —0.8354710]
1.679693 1.678864 —0.8354543
200 [1.676415 1.675349 —0.8443102]
1.676415 1.675349 —0.8443102

i=3 grup ve k=3 deneme olmasi durumunda ki Yonli Tekrarli Olglimlii

MANOVA deneme etkisini test eden ikinci hipotez asagidaki gibi kurulmustur.

» Hy,: Denemeler arasinda fark yoktur.

» Hpzipg=pz =p3

H11 H1i2 H13
H21| = |H22| = |H23
H3q M3z H33

Deneme etkisi icin cok degigskenli dogrusal hipotez ise asagidaki bicimde

> Hozl

ifade edilmigtir.

> HOZ: CBA =0
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100 H11 M1z Hi3 1 0
> €=(0 10 ;Bz[un H22 H23];A= 0 1
0 0 1 -1 -1

> =0+ +¥+@F; i=123;k=123

> Hpy: Ci;A = |fiz1 — flzz oz — a3

10 — 3 g2 — ﬁm]
i3y — 33 fizz — fl33

Deneme etkisinin testi i¢in benzetim sonucunda elde edilen hipotez

matrislerine iliskin sonuglar Cizelge 8.22’ de verilmistir.

Cizelge 8.22. (i=3, k=3) Deneme Etkisi Hipotez Matrislerine iliskin Sonuclar

n HOZ = C/BA

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200

[3.659715
3.658639
11.148301

[3.632139
3.632139
[1.129306
[3.673286
3.673621
11.149232

[3.637624
3.637624
11.133309

[3.629081
3.629058
11.124603
[3.669177
3.632347
11125779

[3.632347
3.632347
11.125779

[3.655849

3.655849
11.135016
[3.647281
3.647222
[1.132075

[3.654870
3.654870

[1.134145

3.659763]
3.658727
1.147070.

3.633471]
3.633471
1.130197.
3.678677]
3.679012
1.151992.

3.630589]
3.630589
1.130397.

3.63315 ]
3.633291
1.1263651
3.663532]
3.625105
1.122624.

3.625105]
3.625105
1.122624.

3.651563]
3.654563
1.33198 |
3.645860]
3.645802
1.1314851]
3.652843]
3.652843
1.133184.
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i=3 grup ve k=3 deneme olmasi durumunda iki Yénli Tekrarli Olcimli
MANOVA etkilegsim etkisini test eden Uguncu hipotez ise asagidaki gibi

kurulmustur.

» Hps: Denemeler ve etkenler arasinda bir etkilesim yoktur. (Deneme ve

etkenin birlikte etkisi yoktur.)

> Hys: Hi1 — H12] . [H21 - sz] . [ﬁz; : ﬁzz]

M12 — H13

H22 — U23

Etkilesim etkisi icin ¢ok degiskenli dogrusal hipotez ise asagidaki bigimde

ifade edilmigtir.

> H03: CBA =0

> C:[l 0 —1] ;B:[Hn Hiz  M13

0 1 -1 M21  Ha22 H23];A:

O R
I

AN
e—

> ik =0+%+¥+@Fh; i=123;k=123

(fl11-Mi2) = (A21-f22)  (faz = fa3) — (f22-fi23)

>H:CAA=[AA G - " S
03: CP (O21-f22) — (A31-032) (O22 — fz3) — (f32-[i33)

Etkilesim etkisinin testi icin benzetim sonucunda elde edilen hipotez

matrislerine iligkin sonuglar Cizelge 8.23 de verilmigtir.
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Cizelge 8.23. (i=3, k=3) Etkilesim Etkisi Hipotez Matrislerine iliskin Sonuclar

n Hyz = CBA
[—0.001278 2.51269
20 —0.001317 2.51165
[—0.000439 2.50327
40 —0.000439 2.50327
[—0.0026298 2.52668]
60 —0.0026299 2.52701

0.0041225 2.50019]
80 0.0041225 2.50019

[—0.0024717 2.50695]

100 —0.0024703 2.50692
0.0032783 2.52101]
120 0.0032665 2.52097
0.0040886 2.50248]
140 0.0040886 2.50248
0.0024671 2.518365
160 0.0024671 2.518365
0.0008306 2.51437]
180 0.0082927 2.51431
0.0010653 2.51966]
200 0.0010653 2.51966

Deneme, etken ve etkilesim hipotezlerinin istatistiklerine iliskin sonuglar

Cizelge 8.24°de verilmistir.

Cizelge 8.24. (i=3, k=3) Test Istatistiklerine iliskin Sonuclar

n Aoq Aoz Ao3
(Etken) (Deneme) (Etkilegim)
20 0.4685974 0.1777873 0.5223933
40 0.5390703 0.1868906 0.5678634
60 0.5662544 0.1917364 0.5914206
80 0.5805870 0.1953485 0.6002285
100 0.5876561 0.1975033 0.6052997
120 0.5879830 0.1932585 0.6034008
140 0.5947994 0.1974705 0.6088879
160 0.5941932 0.1944993 0.6077153
180 0.5956618 0.1956216 0.6092885
200 0.5953824 0.1944413 0.6083546
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Elde edilen test istatistikleri, altinci bolimde verilen degerlere uygun
olarak elde edilen Wilk’'s A degeri EK 1’deki tablo degeri karsilastirildiginda tim
hipotezlerin 0.05 anlamlilik beklendigi sekilde reddedildigi gorulmektedir.

5. Senaryo: i=3, k=4 i¢in hipotez testleri
i=3 grup ve k=4 deneme olmasi durumunda iki Yénli Tekrarli Olcimli

MANOVA etken etkisini test eden ilk hipotez asagidaki gibi kurulmustur.

» Hyq: Etkenler (gruplar) arasinda fark yoktur.

> Hoi:py = My,

M11 H21 M31
C|Maz | _ |He2z| _ |M32
> Hoy: Hiz |~ [M23| — |Ms3

14 H24 M34

Etken etkisi icin ¢ok degiskenli dogrusal hipotez ise asagidaki bigimde ifade

edilmistir.

> HOI: CBA =0

MH11 Hi2 M3 Mg
» C= [(1) (1) :ﬂ, B = [H21 Hz22 M2z Hog
H31 M3z M3z Uzg

; A=

S O O
S O O
SO R OO
o O O

> ik =0+ +¥+ @) 1=123;k=1234

H11-H21 M1z — M2z M3 — H2z  Higa — H2g

> HOI - C/BA - A~ ~ ~ ~ ~ A~ ~ ~
H21-HM31 M2z —HU32 M3 — Hzz Hzg — HUzg

Benzetim sonucunda etken etkisi hipotezine ait hipotez matrislerine iliskin

sonuclar Cizelge 8.25 de verilmistir.
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Cizelge 8.25. (i=3, k=4) Etken Etkisi Hipotez Matrislerine iliskin Sonuclar

n Hy; = CBA
20 [1.769141 1.771414 —0.006709 —0.011059]
1.76914 1.771414 —0.006709 —0.011059
40 1.770937 1.768600 0.0051937 0.003210
1.770937 1.768601 0.0051942 0.003210
50 [1.77900 1.783129 —0.0047150 —0.003941]
1.77900 1.783129 —0.0047150 —0.003941
80 [1.77472 1.774038 —0.0034514 —0.002033]
1.77472 1.774038 —0.0034514 —0.002033
100 1.77227 1.7733735 —0.0077083 —0.006210]
1.77227 1.7733735 —0.0077083 —0.006210
120 1.77701 1.774877 —0.0032884 0.0007573
1.77701 1.774877 —0.0032884 0.0007573
140 [1.77337 1.771432 0.0059612 0.0036047
1.77337 1.771432 0.0059612 0.0036047
160 1.77467 1776391 —0.00030265 0.000168
1.77467 1.776391 —0.00030265 0.000168
180 1.77496 1.773808 —0.00038460 0.000615
1.77496 1.773808 —0.00038460 0.000615
200 1.77423 1.775799 —0.0011470 0.002823]
1.77423 1.775799 —0.0011470 0.002823

i=3 grup ve k=4 deneme olmasi durumunda ki Yonli Tekrarli Olglimlii

MANOVA deneme etkisini test eden ikinci hipotez asagidaki gibi kurulmustur.

» Hy,: Denemeler arasinda fark yoktur.
» Hozipg=pz = pn3 =Ny

Hi11 H12 H13 Hig
> Hpy: M21 _ H22 _ H23 _ H24

M3q H32 H33 H3s
Haq [29%) Ha3 Hag
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i=3 grup ve k=4 icin, deneme etkisi i¢in ¢ok degiskenli dogrusal hipotez

ise asagidaki bicimde ifade edilmigtir.

> H02: CBA =0

H21  MH22 H23 Ha2g
H31 MH32 H33 HUzg

[1 0 0] H11  Hi2 M1z Hig
;B=[

> ik =0+%+¥+ @) 1=123;k=1234

> HOZ - CBA -

H21 — U24 H22 — H24 H23 — H24

App — s Og2 —fga fg3— ﬁ14]
U3z — f34  fzz — fize

H31 — HU34

Deneme etkisinin testi icin benzetim sonucunda elde edilen hipotez

matrislerine iliskin sonuglar Cizelge 8.26’ de verilmistir.
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Cizelge 8.26. (i=3, k=4) Deneme Etkisi Hipotez Matrislerine iliskin Sonuclar

n Hy, = CBA
5.055766 5.059462 5.068298]
20 5.055766 5.059462 5.068298

13.275565 3.276988 5.063948.

[4.990511 4.985387 4.994689]
40 4990512 4.985388 4.994690
13.222785 3.219997 4.992706.

[5.059603 5.056675 5.060558]
60 5.059603 5.056675 5.060558
13.276658 3.279605 5.061331]

[5.033255 5.031874 5.028828]
80 5.033255 5.031874 5.028828
13.256496 3.255803 5.030246.

[5.031903 5.034580 5.028877]
100 5.031903 5.034580 5.028877
13.253422 3.254634 5.030375.

[5.015833 5.011662 5.003817]
120 5.015833 5.011662 5.003817
13.239576 3.237542 5.007863

[5.000671 4.997512 5.005077]
140 5.000671 5.011662 5.003817
13.230897 3.229685 5.002720.

[5.021083 5.023971 5.021699]
160 5.021083 5.023971 5.021699
13.246575 3.247749 5.022170.

[5.021697 5.019522 5.018095]
180 5.021697 5.019522 5.018095
13.247353 3.246330 5.019095

[5.012729 5.015080 5.003751]
200 5.012729 5.015080 5.003751
13.241393  3.242105 5.007722]

i=3 grup ve k=4 deneme olmasi durumunda iki Yonli Tekrarli Olgimlii
MANOVA etkilesim etkisini test eden Uguncu hipotez ise asagidaki gibi

kurulmustur.

» Hyz: Denemeler ve etkenler arasinda bir etkilesim yoktur. (Deneme ve

etkenin birlikte etkisi yoktur.)
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> H03:

H11 — H12 M21 — H22
Hi2 — W13 | = |H22 — U23

M1z — M4 M23 — U2

M31 — U32
= |M32 — U33

M33 — U3g

Etkilesim etkisi icin ¢cok degdiskenli dogrusal hipotez ise asagidaki bicimde

ifade edilmigtir.

> H03: CBA = 0

H11
oo -1 | a_
se=[p 1 o 'B_[ﬁii

> ik =0+ +¥i+ @ i=

> H03: CBA ==

(fl11-fi2) = (A21-P22) (a2 —
(ﬁ21—|122) - (ﬁ31—ﬁ32) (ﬁZZ -

M1i2 M1z Hqg 1 0 0
-1 1 0

M2z  H23 H2sa| ; A=
M32 M3z H3g 0 -1 1
0 0 -1

1,2,3;k=1,234

fi3) = (f22-f23) (s — faa) — (R23-fi24)
ﬁ23) - (ﬁ32—ﬁ33) (ﬁ23 - ﬁ24) - (ﬁ33—ﬁ34)

Etkilesim etkisinin testi icin benzetim sonucunda elde edilen hipotez

matrislerine iligkin sonuglar Cizelge 8.27’ de verilmistir.
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Cizelge 8.27. (i=3, k=4) Etkilesim Etkisi Hipotez Matrislerine iliskin Sonuclar

n H03 = CEA
20 [—0.002273093 1.778124 0.004250113]
—0.002273093 1.778124 0.004250113
40 [0.002336457 1.763407 0.001982823]
0.002336455 1.763407 0.001983890
60 [—0.004125813 1.787844 —0.00077334
—0.004125813 1.787844 —0.00077334
80 [0.0006878365 1.77749 —0.0014—19332]
0.0006878365 1.77749 —0.001418332
100 [0.001464706 1.781443 —0.01497504
0.001464706 1.781443 —0.01497504
120 [0.002136895 1.778166 —0.004045827]
0.002136895 1.778166 —0.004045827
140 [0.001946666 1.765471 0.002356504]
0.001946666 1.765471 0.002356504
160 [—0.001714798 1.776693 —0.00047085
—0.001714798 1.776693 —0.00047085
180 [0.001152036 1.774192 —0.001000598]
0.001152036 1.774192 —0.001000598
200 [—0.001565064 1.776946 —0.003970769
—0.001565064 1.776946 —0.003970769

Deneme, etken ve etkilesim hipotezlerinin istatistiklerine iliskin sonuclar

Cizelge 8.28’de verilmistir.
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Cizelge 8.28. (i=3, k=4) Test istatistiklerine iliskin Sonugclar

n Aoy Aoz A3
(Etken) (Deneme) (Etkilesim)
20 0.5010248 0.02958890 0.5766643
40 0.6084138 0.03918374 0.6516528
60 0.6308528 0.03529130 0.6664087
80 0.6489518 0.03669593 0.6819359
100 0.6574393 0.03736740 0.6880589
120 0.6633866 0.03839305 0.6914711
140 0.6699587 0.03842503 0.6977088
160 0.6715568 0.03874070 0.6985132
180 0.6738977 0.03918370 0.6992680
200 0.6743349 0.03929881 0.7002918

Elde edilen test istatistikleri, altinci boliumde verilen degerlere uygun
olarak elde edilen Wilk's A degeri EK 1’deki tablo degeri karsilastirildiginda tim
hipotezlerin 0.05 anlamhlik beklendigi sekilde reddedildigi gorulmektedir.

6. Senaryo: i=3, k=6 i¢in hipotez testleri
i=3 grup ve k=6 deneme olmasi durumunda iki Yonli Tekrarli Olclimlii

MANOVA etken etkisini test eden ilk hipotez asagidaki gibi kurulmustur.

» Hyq: Etkenler (gruplar) arasinda fark yoktur.

> Hoi:py = Mg,

117 217
Hi2 H22
Hi3 H23

> : =
Hoq Hig H24
His His
L6 ETE
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Etken etkisi icin ¢ok degiskenli dogrusal hipotez ise asagidaki bigimde ifade
edilmistir.

> H01: CBA =0

M11 M1z MH13 M4 His Hie

> C:[é (1) :ﬂ ;o B=|H21 M2z Hzz Haa Hzs  Hoe
H31 M3z M3z Hzs M35 Hze
1 0 0 0 0 O
01 0 0 0 O
oo 1 0 0 0
A=100 010 0
0 00 0 10
0 0 0 0 0 1

> ik =A+T%+¥i+ @) i=123;k=12345,6
> HOI: CBA =

M11-M31 M2 —H32 M3 — MU33  MWy4 — U34  Hi5 — Hzs  Hie — Hze
M21-H31 H22 —HU32 MUz — HU33 Mg — HU3g4 Hzs — U3z  Hze — Uzg

Benzetim sonucunda etken etkisi hipotezine ait hipotez matrislerine iliskin

sonuclar Cizelge 8.29 da verilmistir.

126



Cizelge 8.29. (i=3, k=6) Etken Etkisi Hipotez Matrislerine iliskin Sonuclar

n Hy, = CBA
o0 [1:892125 1901442 1.8866165 1896446 1.88946 —3.708995]
1.892125 1.901442 1.8866165 1.896446 1.88946 —3.708995]
40 [1:874195 1868856 1.871556 1865739 1.879248 -—3.733561)
1.874195 1.868856 1.871556 1.865739 1.879248 —3.7335611
60 [1:874158 1879957 1.873312 1875987 1.878483 -—3.681399]
1.874158 1.879957 1.873312 1.875987 1.878483 —3.681399]
go [1-876047 1875697 1874731 1872325 1.874186 —3.72557]
1.876047 1.875697 1.874731 1.872325 1.874186 —3.72557
100 [1:863791 1863676 1.859189 1.863031 1.862199 —3.755248]
1.863791 1.863676 1.859189 1.863031 1.862199 —3.755248
120 [1.862947 1.865356 1.864516 1.862587 1.867665 —3.7548]
1.862947 1.865356 1.864516 1.862587 1.867665 —3.7548
140 [1-868688 1872242 1866435 1873296 1.86841 —3.706874]
1.868688 1.872242 1.866435 1.873296 1.86841 —3.706874
160 [1-892125 1901442 1.8866165 1.896446 188946 —3.708995]
1.892125 1.901442 1.8866165 1.896446 1.88946 —3.708995
180 [1:871266 1869414 186731 1.870951 1.866363 —3.737243]
1.871266 1.869414 1.86731 1.870951 1.866363 —3.737243
o00 [1:870169 1872058 1867148 1.871566 1.871481 —3.741501]
1.870169 1.872058 1.867148 1.871566 1.871481 —3.741501

i=3 grup ve k=6 deneme olmasi durumunda ki Yonli Tekrarl Olglimli

MANOVA etken etkisini test eden ikinci hipotez asagidaki gibi kurulmustur.

» Hy,: Denemeler arasinda fark yoktur.

» Hozipg=N2 =3 =HN4=HU5= g

> HOZ:

H11 H1i2 H13 Hig H1s Hie
H21| = |H22| = |H23| = [H24| = |H25]| = |H26
H3q M3z H33 H3g M35 H3e
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i=3 grup ve k=6 icin, deneme etkisi i¢in cok degiskenli dogrusal hipotez

ise asagidaki bicimde ifade edilmigtir.

> H02: CBA =0

1 0 O H11  H12 M3 M4 His Hie
>» C=|0 1 0 ;B =M1 M2z M2z Haa Has Hze

0 0 1 M31 M3z MH33 MH3g4 H3s Hsze
> A=

= el ==l =R )
=0 O o0

_ o o oo
=N = R )

> ik =0+T%+¥+ @) i=123;k=1234,5,6

. ﬁll - ﬁ16 ﬁlZ - ﬁ16 ﬁ13 - ﬁ16 ﬁ14- - ﬁlé ﬁlS - ﬁ16
> HOZ: CBA = ﬁZl - ﬁ26 ﬁZZ - ﬁ26 ﬁ23 - ﬁ26 ﬁ24- - ﬁ26 ﬁ25 - ﬁ26
ﬁ31 - ﬁ36 ﬁ32 - ﬁ36 ﬁ33 - ﬁ36 ﬁ34- - ﬁ36 ﬁ35 - ﬁ36

Deneme etkisinin testi icin benzetim sonucunda elde edilen hipotez

matrislerine iliskin sonuglar Cizelge 8.30’ da verilmistir.

128



Cizelge 8.30. (i=3, k=6) Deneme Etkisi Hipotez Matrislerine iliskin Sonuclar

n Hy, = CBA

7.67610 7.691869 7.664868 7.683230 7.670246
20 7.67610 7.691869 7.664868 7.683230 7.670246
2.07498 2.081433 2.069708 2.077787 2.071791

[7.696641 7.688236 7.692516 7.682769 7.705290]
40 7.696641 7.688236 7.692516 7.682769 7.705290
[2.088885 2.085819 2.087399 2.083469 2.092482]

[7.603403 7.612897 7.601742 7.606243 7.610363]
60 7.603403 7.612897 7.601742 7.606243 7.610363
[2.047846 2.051542 2.047030 2.048857 2.0504811

[7.686005 7.685654 7.683742 7.680074 7.682774]
80 7.686005 7.685654 7.683742 7.680074 7.682774
12.084387 2.084387 2.083441 2.082178 2.083018

[7.715352  7.715247 7.707655 7.714093 7.712863]
100 7.715352 7.715247 7.707655 7.714093 7.712863
[2.096313 2.096323 2.093218 2.095815 2.095416

[7.715103 7.719206 7.717679 7.714524 7.723207]
120 7.715103 7.719206 7.717679 7.714524 7.723207
[2.097356 2.099050 2.098363 2.097137 2.1007421

[7.644012 7.649786 7.640119 7.661547 7.643649]
140 7.644012 7.649786 7.640119 7.661547 7.643649
| 2.06827 2.070670 2.066810 2.071377 2.068365

[7.676642 7.681862 7.677377 7.680037 7.675448]
160 7.676642 7.681862 7.677377 7.680037 7.675448
[2.079808 2.081841 2.080017 2.081059 2.079246]

[7.696787 7.693672 7.690349 7.696357 7.688657]
180 7.696787 7.693672 7.690349 7.696357 7.688657
[2.088278 2.087016 2.085797 2.088164 2.05052

[7.704410 7.707549 7.699412 7.706586 7.706587]
200 7.704410 7.707549 7.699412 7.706586 7.706587
[2.092739 2.093990 2.090763 2.093519 2.093604.

i=3 grup ve k=6 deneme olmasi durumunda iki Yonli Tekrarli Olglimlii
MANOVA etkilesim etkisini test eden Uguncu hipotez ise asagidaki gibi

kurulmustur.

» Hyz: Denemeler ve etkenler arasinda bir etkilesim yoktur. (Deneme ve

etkenin birlikte etkisi yoktur.)
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H13 — H14 H23 — HU24 M33 — U3g
lL114 - H15JI llH24 - stJI lH34 - H35JI
His — Hie H2s — U26 M35 — U3e

H11 — H12 H21 — U222 M31 — HU32
[le - H13] [sz - H23] [H32 - H33]
> H03: = =

Etkilesim etkisi i¢cin ¢ok degiskenli dogrusal hipotez ise agagidaki bigcimde

ifade edilmigtir.

> H03: CBA = 0

H11 H12 M3 MH14 His Hie
]; B=|[H21 M2z H23 Hza Has Hze
M31 M3z M3z H3zs H3zs H3ze

1 0 -1

> C:[o 1 -1

oRPROOO
mR OO OO

COOCO R K
cCoOoORRrO
I
oo RrRrRrOO

> ik =0+T%+¥+ @) 1=123;k=1234,5,6

> Hy3:CBA =

(Arr-f12) = (Rz-fz2)  (Raz — Mus) — (Roz—fas)  (Ras — faa) — (Ros_oa)
(Ro1-fzo) = (R31-fiz2)  (Raz — fos) — (Asz—fiss)  (as — fza) — (as—lsa)

(s = fas) — (fl2a-f25)  (f1s — fae) — (Rzs-fize)
(24 = f25) — (A34-f3s) (25 — fize) — (M35-M36)

Etkilesim etkisinin testi igin benzetim sonucunda elde edilen hipotez

matrislerine iligkin sonuglar Cizelge 8.31’ de verilmistir.
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Cizelge 8.31. (i=3, k=6) Etkilesim Etkisi Hipotez Matrislerine iliskin Sonuclar

n Hoz; = CBA
20 [—0.0093 0.01527 —0.01028 0.0069891 5.5984
—0.0093 0.01527 —0.01028 0.0069891 5.5984
40 [0.005338 —0.002699 0.005817 —0.013509 5.6128
0.005338 —0.002699 0.005817 —0.013509 5.6128
60 [—0.00579 0.06644 —0.00267 0.002496 5.5598
—0.00579 0.06644 —0.00267 0.002496 5.5598
80 [0.0003505 0.000966 0.002405 —0.001860 5.5999
0.0003505 0.000966 0.002405 —0.001860 5.5999
100 [0.000115 0.004486 —0.003841 0.0008318 5.6174
0.000115 0.004486 —0.003841 0.0008318 5.6174
120 [—0.002409 0.0008404 0.0019285 —0.0050777 5.6224]
—0.002409 0.0008404 0.0019285 —0.0050777 5.6224
140 [—0.003378 0.0058073 —0.0068608 0.0048854 5.5762]
—0.003378 0.0058073 —0.006860 0.0048854 5.5762
160 [—0.003187 0.002661 —0.0016188 0.0027759 5.5962]
—0.003187 0.002661 —0.0016188 0.0027759 5.5962
180 [0.001851 0.002104 —0.0036407 0.0045879 5.6036]
0.001851 0.002104 —0.0036407 0.0045879 5.6036
200 [—0.001888 0.004909 —0.004417 0.00008453 5.6129]
—0.001888 0.004909 —0.004417 0.00008453 5.6129

Deneme, etken ve etkilesim hipotezlerinin test istatistiklerine iligkin

sonugclar Cizelge 8.32’ de verilmistir.

Cizelge 8.32. (i=3, k=6) Test istatistiklerine iliskin Sonuclar

n Aoq Aoz Aoz
(Etken) (Deneme) (Etkilegim)
20 0.0771539 0.0213332 0.0993370
40 0.1299215 0.0295043 0.1428779
60 0.1515042 0.0336175 0.1614869
80 0.1564887 0.0335559 0.1644656
100 0.1618384 0.0343752 0.1690532
120 0.1629791 0.0343727 0.1698731
140 0.1696258 0.0358685 0.1760551
160 0.1688438 0.0355184 0.1751319
180 0.1713022 0.0359407 0.1771813
200 0.1720696 0.0360596 0.1779752
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Elde edilen test istatistikleri, altinci bélimde degerlere uygun olarak elde
edilen Wilk’s A tablo degeri karsilastirildiginda tum hipotezlerin 0.05 anlamlilik
beklendigi sekilde reddedildigi gérulmektedir.

Benzetim calismasinin bu asamasinda, farkli 6rneklem buyuklukleri,
farkh sayilardaki grup ve denemelerden olusan tekrarli dlgimlG verilerin analizi
icin Cok Degiskenli Laplace dagilimi varsayimi altinda ©nerilen test

istatistiklerine iligkin gii¢ hesaplamalari yapilmistir.

Test istatistiklerinin  glcuni hesaplamada iki farkli yaklagim
kullaniimistir.  Birinci yaklasimda, (6.25) ve (6.26) ‘da verilen esitlikler
kullanilarak, Wilk's Lamda dadilimina sahip test istatistikleri F dagihimina
donusturalmustar. F dagilimina donuasmus test istatistikleri degerleri ve F
dagilimina sahip tablo degerleri kullaniimistir. F dagilimina sahip  FAyq,
FAgy, FAg; test istatistikleri icin gucleri hesaplarken Cizelge 8.33’ de verilen

olasiliklar kullaniimistir.

Cizelge 8.33. Testlerin Gii¢c Hesaplamalari icin Kullanilan Olasiliklar

i=2,p>1 i=3,p>1
P{FAo; = F(p, X8 nj—p—1)|Hy1} P{FA¢; = F(2p, X5 nj —p —2)|Hy}
P{FAo, = F(p, X8 nj—p—1)|Hip} P{FAy; = F(2p, X5 n; — p — 2)|Hyy}
P{FAoz = F(p, X5, n; —p—1)|Hys} P{FAgs = F(2p, X5, n; — p — 2)|Hy5}

Benzetim calismasinda Cizelge 8.33’de verilen olasiliklara dayali olarak
hesaplanan gug¢ yaklasiminin deneysel gu¢ yaklasimi olmasi nedeniyle sonug
cizelgelerinde EP (experimental power) kisaltmasi kullaniimigtir [36]. Bu
degerler R programinda yazilan bir fonksiyon yardimi ile Cizelge 8.33’deki

olasiliklar hesaplandiktan sonra tekrar sayisina bolinerek sonuca ulasiimistir.

ikinci yaklagimda ise alternatif hipoteze iliskin dagihm teorisi altinda
genel dogrusal modeller igin literatirde oOnerilen guc¢ yaklagimi kullaniimistir
[51]. Bu yaklasima iligkin gu¢ hesaplamasi igin kullanilan adimlar sirasiyla

asagida verilmigtir:
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> a,X,X,B,CA,H, belirlenir.
» Ters F dagilimina iligskin yaklasik bir kritik deger hesaplanir.
Firitik ® FINV[1 — «, ab, df, ]
df, =g[(N—-r)—(b—a+1)/2] - (ab—-2)/2
g = [(a?b? — 4)/a% + b? — 5)]"/*
» Merkezsel olmayis parametresi hesaplanir.
1—A,'8

W= AAl/g
df,

» Merkezi olmayan F dagilimi ile gug yaklasik olarak hesaplanir.
GLM Powerx1-FPROB [Fyitik, &b, df,,w]

Bu yaklasim icin ise sonug cizelgelerinde GLMP (GLM-Power) kisaltmasi

kullaniimistir. Bu yaklasimlar kullanilarak, test istatistiklerine iligskin elde edilen

gugc degerleri Cizelge 8.34 ve Cizelge 8.35 de verilmigtir.
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Cizelge 8.34. Etken (A4,;,), Deneme (4,,) ve Etkilesim (A,3) icin test
istatistiklerinin giict

(i=2, k=3,4,6 , a = 0.05)

A1 Ao2 Ao3
k n EP GLMP EP GLMP EP GLMP
20 0.9980 0.8525 0.9930 0.9710 0.9890 0.8373
40 09990 09757 1.0000 0.9988 0.9990 0.9736
60  1.0000 0.9976 1.0000 0.9999 1.0000 0.9972
80  1.0000 0.9993 1.0000 0.9999 1.0000 0.9990
3 100 1.0000 0.9998 1.0000 0.9999 1.0000 0.9998
120 1.0000 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999
140 71,0000 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999
160 1.0000 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999
180  1.0000 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999
200 1.0000 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999
20 09990 0.9178 0.997 0.9239 0.9800 0.8471
40 10000 0.9906 1.0000 0.9914 0.9990 0.9712
60  1.0000 0.9996 1.0000 0.9995 1.0000 0.9973
80  1.0000 0.9999 1.0000 0.9999 1.0000 0.9997
4 100 1.0000 0.9999 1.0000 0.9999 1.0000 0.9999
120 1.0000 0.9999 1.0000 0.9999 1.0000 0.9999
140 71,0000 0.9999 1.0000 0.9999 1.0000 0.9999
160 1.0000 0.9999 1.0000 0.9999 1.0000 0.9999
180 1.0000 0.9999 1.0000 0.9999 1.0000 0.9999
200 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
20 1.0000 0.9886 1.0000 0.9955 0.9990 0.9871
40 10000 0.9999 1.0000 0.9999 1.0000 0.9999
60  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
80  1.0000 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999
6 100 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
120 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
140 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
160 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
180 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
200 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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Cizelge 8.35. Etken (4,;), Deneme (A4,,) ve Etkilesim (A4,3) icin test
istatistiklerinin guci

(i=3, k=3,4,6 , a = 0.05)

A1 Ao2 Ao3
k n EP GLMP EP GLMP EP GLMP
20 09580 0.7049 09950 0.9693 0.9310 0.7201
40 1.0000 0.9137 1.0000 0.9995 0.9998  0.9230
60  1.0000 09832 1.0000 0.9999 1.0000 0.9844
80  1.0000 0.9964 1.0000 0.9999 1.0000 0.9966
3 100 1.0000 0.9995 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995
120 1.0000 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000  0.9999
140 17,0000 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999
160 1.0000 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999
180  1.0000 0.9999 1.0000 0.9999 1.0000 0.9999
200 71,0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000  1.0000
20 08450 05460 1.0000 0.9993 0.7100 0.5767
40 10000 0.8094 0.9995 0.9999 0.9777 0.8095
60  1.0000 09416 1.0000 1.0000 1.0000 0.6665
80  1.0000 09818 1.0000 1.0000 1.0000 0.9782
4 100 1.0000 0.9954 1.0000 1.0000 1.0000 0.9938
120 1.0000 0.9988 1.0000 1.0000 1.0000 0.9984
140 71,0000 0.9997 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995
160 1.0000 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998
180 1.0000 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000  0.9999
200 10000 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999
20 1.0000 0.9769 1.0000 0.9992 1.0000 0.9845
40 10000 0.9999 1.0000 0.9999 1.0000 0.9999
60  1.0000 09999 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999
80  1.0000 09999 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999
6 100 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000  1.0000
120 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000  1.0000
140 71,0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000  1.0000
160 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000  1.0000
180 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000  1.0000
200 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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Gug¢ degerlerine bakildiginda EP’den elde edilen guglerin GLMP’den
her durumda daha buyuk degerler verdigi gorulmektedir. Deneysel gug¢
hesaplanirken, dogru olmayan H, hipotezi varsayimi altinda reddedilen
hipotezlerin sayisi tekrar sayisina bolinerek elde edilmistir. GLMP’de ise H,
hipotezinin dogru olmadigi varsayimi ile her bir hipotez i¢cin F dagilimina ait
merkezsel olmayis parametresi hesaplanmig  ve  testin gucu
hesaplanmigtir. Merkezsel olmayan dagilimlar H, hiptezinin dogru olmadigi
durumda alternatif hipoteze iligskin test istatistiginin dagilimini tanimladig igin

EP’ler daha ylksek ¢ikmistir.
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9. SAYISAL ORNEK

Bu veri kimesinde I6kositlerin oksijen tiketiminin olcimlerini inaktive
stafilokok varliginda olmadigi ortamlarda ardi ardina gelen u¢ farkli zaman
noktasinda Verum ve Pleasebo gruplarina ayrilarak olgulmuastur[52]. Bu Ornek
Uzerinde gruplar arasi (etken) fark, zaman noktalarina (deneme) gére degisim
ve etkilesim terimi test edilerek oksijen tuketimi Uzerindeki etkileri

arastirilacaktir.

Cizelge 9.1. Lokositlerin Oksijen Tuketim Verisi

Grup | Denek | Zaman6 | Zamanl2 | Zamanl18 | Grup | Zaman6 | Zamanl2 | Zamanl8
P 1 1,48 2,81 3,56 Y 1,78 2,96 4,00
P 2 1,04 2,07 2,81 \% 1,48 2,81 3,85
P 3 1,48 2,52 3,41 Y 1,33 2,52 3,84
P 4 1,04 1,93 2,89 Y 1,03 2,07 2,96
P 5 1,80 2,15 3,20 \Y, 1,65 3,00 3,98
P 6 1,50 2,70 3,75 Y 1,50 2,85 3,75
P 7 1,65 2,85 3,75 Y 1,50 2,85 3,90
P 8 1,35 2,40 3,30 \Y, 1,50 2,55 3,60
P 9 1,49 2,54 3,58 Y 1,49 2,99 3,88
P 10 1,19 2,24 3,84 Y 1,34 2,54 3,44
P 11 1,49 2,61 3,88 vV 1,64 2,69 3,73
P 12 1,49 2,54 3,58 Y 1,19 2,39 3,29
P 13 1,94 2,29 3,49 Y 1,94 3,44 4,41
P 14 1,50 2,69 3,89 \Y, 1,50 2,84 4,04
P 15 1,64 2,14 3,18 Y 1,79 2,99 4,19
P 16 1,35 2,39 3,29 Y 1,64 2,69 3,89
P 17 1,50 2,00 3,90 \Y, 1,95 2,30 4,50
P 18 1,35 2,70 3,45 Y 1,80 2,30 4,20
P 19 1,65 2,30 3,35 Y 1,80 2,30 4,20
P 20 1,20 2,55 3,60 \Y, 1,35 2,40 3,60
P 21 1,50 2,85 3,12 Y 1,65 3,00 4,05
P 22 1,65 2,70 3,40 Y 1,20 2,70 3,90
P 23 1,80 2,15 3,90 \Y, 1,35 2,55 3,67
P 24 1,20 2,25 3,30 Y 1,20 2,70 3,60
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Bu hipotezler Normal dagihm varsayimi altinda Tekrarli Olgimli
ANOVA’ya ve MANOVAya goére ¢ozuldugundeki sonuglar Cizelge 9.2’de
verilmigtir. Klasik MANOVA yontemi Grup etkisini test etmedigi icin bu terime ait
Wilk’'s A de@eri hesaplanamamaktadir. MANOVA sonuglari Wilk’'s A, ANOVA
sonuglari F testi ile verilmigtir. Her iki yontemde de tim hipotezler %1 anlamlilik

duzeyinde reddedilmigtir.

Cizelge 9.2. Lokositlerin Oksijen Tuketim Verisi igcin ANOVA ve MANOVA

Tablosu
Hipotezler Wilk’s A F P-degeri
Deneme 0.013 1169.244 0.000°
Grup - 6.568 0.001"
Etkilesim 0.702 12.123 0.002
*P<0,001

Ayni zamanda veriler bu tez calismasinda verilen ydnteme gore

¢ozuldugunde sonuclar Cizelge 9.10°’da verilmigtir.

Cizelge 9.3. Lokositlerin Oksijen Tuketim Verisi icin MANOVA Tablosu

Hipotezler Wilk’s A P-degeri
Deneme 0.01645" 0.000
Grup 0.00398" 0.000
Etkilesim 0.01912" 0.000

Cok Degigkenli Laplace dagihmi altinda Cizelge 9.1° deki oksijen
tiiketim verilerinin Cok Degiskenli iki Yoénli Tekrarli Olgimli ANOVA ile
¢6zumlenmesi sonucunda sinanan u¢ hipotez de EK-1'deki tablo degerleri ile
karsilastinldiginda %5 anlamlilik dizeyinde red edilmistir. Bu sonucun normal
dagilima dayali yontemler ile alinan sonuca uyumlu olmasi nedeniyle 6nerilen

yontemin gergek verilere de uygulanabilecedi sonucuna variimigtir.

Ayrica, i=2, k=3 durumunda tanimlanan 1. Senaryoda, verilerin Cizelge
9.1 ile verilen gercek veri kiimesinden gelmesi durumunda iki Yonli Tekrarli
Olglimli MANOVA denklemine iliskin parametre tahminleri de elde edilmistir.
Tahmin sonuglari Cizelge 9.4’ te verilmigtir.
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B parametre vektorinin baslangic degeri icin EKK tahmin edicisi, 2 yayilim

matrisi igin ise 1. Senaryoda verilen baglangi¢ degeri kullaniimigtir:

2.577

0.12
—0.12
—1.42

R _g'zg 1 08 07
Bekk = ' ; Ez[o.s 1 0.6].

—0.80
—0.40 07 06 1

1.06

0.71

0.35
L—1.074

Cizelge 9.4. Lokositlerin Oksijen Tuketim Verisi igin Parametre Tahminleri

n=48

r 2.3668735 1
1.2195407
—1.2195407
—1.4167780
—0.6843779
2.1011559
—0.7186707
—0.3502304
1.0689011
0.7186707
0.3502304
L—1.06890114

=)

0.2558516 0.3980161 0.5725207
0.3980161 0.7801784 1.304231
0.5725207 1.0304231 1.4995878.

)

B — Bl 0.01134304

|Z -z 0.00188000

lQ-q| 0.00280359

Ortalama
iterasyon 22
sayisl
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10. SONUGC VE TARTISMA

Bu calismada MANOVA ve Cok Degiskenli Tekrarli Olgimli ANOVA
yaklasimlarinin birlikte dugunuldigu karma bir yontem olan ve literatirde daha
once kullanilmamis farkli bir Cok Degiskenli Tekrarli Olgimli ANOVA yaklasimi
kullaniimistir.  Tekrarli  6lgimli  ANOVA ya da MANOVA problemlerinde
hatalarin normal dagilima sahip olma varsayimlari altinda ¢ézimlemeler yapilir.
Son yillarda, normal dagihma alternatif bir dagihm olmasi nedeni ile
arastirmacilar tarafindan siklikla ele alinan bir dagiim olan Laplace Dagilimi
temel alinarak, bu dagiima dayali c¢ikarsamalar yapiimistir. Cok degiskenli
kisimda, normal dagilimin dlgek karmasi olarak tanimlanan Cok Degiskenli
Laplace dagihimindan yararlanilarak parametre tahminlerine iliskin teorik
cikarsamalar yapilmistir. Matris degiskenli kisim icin ise literatirden farkli olarak
Normal dagilim ve Ters Gama dagilimindan bir karma dagilim olarak elde
edilen Matris Degiskenli Laplace dagilimina dayali paramatre tahmini
clkarsamalari yapimistir. Bu g¢ikarsamalarda, ANOVA modeli esas alinarak
tanimlanan ¢ok degiskenli dogrusal model igin EM algoritmasi yardimi ile
parametre tahminleri elde edilmistir. Tekrarli Olcimli ANOVA'da etken,
deneme ve etkilesim etkileri i¢in kurulan hipotezler F istatistigi ile MANOVA'da
ise hipotezler, Wilk’'s Lamda, gibi istatistikler kullanilarak test edilmektedir. Bu
calismada Eliptik Konturlu dagilimlar ailesinden olan Cok Degiskenli Laplace
dagihimina dayali parametre tahminleri kullanilarak Wilk’'s Lamda istatistigi
hesaplanmigtir. Bu istatistige iliskin hesaplanan gug¢ degerlerine gore, 6nerilen

test istatistiklerinin yuksek gug degerleri verdigi goralmustar.

Yapilan teorik c¢lkarsamalar sonucunda elde edilen parametre
tahminlerini ve test istatistiklerini hesaplayabilmek amaciyla bir benzetim
calismasi yapilimistir. Benzetim calismasinda, iki Yonlti Cok Degiskenli Tekrarli
Olcumli.  ANOVA modeline iligkin parametre tahminlerinin etkinliklerini
gérebilmek amaciyla hesaplanan Oklid uzakliklarina goére genel olarak tutarl
sonuglar verdigi gorulmastir. Tekrarli dlgimla verilerin yer aldigi farkh grup,
deneme ve denek sayilarina gore olusturulan tekrarli veri dizeni senaryolari
icin benzetim sonuglari degerlendirilmigtir. Bu sonuglar dikkate alindiginda, iki

etken (grup) olmasi durumunda ilk U¢ senaryo igin (k=3,4,6) parametre
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tahminleri, k=3 ve k=6 deneme olmasi durumunda, k=4’deki daha tutarli sonug
verirken, k=4 deneme olmasi durumunda yayillim matrisi degerleri biraz
buyimustir. Ug etken olmasi durumunda ise parametre tahminleri genel olarak
tutarli olmakla birlikte, (k=3,4,6) deneme gruplar igin yayilim matrisi tahmin
degerlerin de biraz biyime olmustur. Ozellikle bu artis i=3 grup olmasi ve k=3
deneme olmasi durumu igin en fazladir. Bu sonug, alinan grup sayisi ile tekrarli
Olcim alinacak deneme sayilarinin birbirine esit olmasina baglanabilir. Bu
sonuca gore, grup sayisi artttkga deneme sayisinin da grup sayisina bagli
olarak belli bir oranda artmasi gerektigi ayrica veri dizenine iligkin
planlamalarin bu durum g6z 6nlinde bulundurularak yapilmasinin faydal
olacadi degerlendiriimektedir. ilave olarak, degisken sayilarindaki artisin da
yayihm matrisi terimlerinin dedgerlerinin artmasinda bir etken olacagi
dusundlmelidir. Bu kapsamda, degdisken sayisi arttikga 6zellikle yayilim matrisi
parametre tahminlerinin daha tutarli sonuglar verebilmesi icin hesaplamalarda
bu durumu giderebilecek bir duzeltme teriminin eklenmesinin faydal olacagi
degerlendiriimektedir. Cok Dediskenli Laplace dagilimina sahip parametre
tahminlerine dayali test istatistiklerine iligkin hesaplamalarda gug¢ degerleri
oldukca iyi cikmistir. iki farkli giic degerlendirmesine gére c¢ikan sonuglar birbiri
ile uyumludur. Cok Degiskenli Laplace dagilimi varsayimi altinda ug¢ farkl
hipotezi test etmek icin Onerilen test istatistiklerinin dogru c¢alistigini
soyleyebiliriz. Ayrica MANOVA’da c¢ok degiskenli dogrusal modele dayali
hipotezler ile iki Yénli ANOVA modeline iliskin tim hipotezlerin (etken, deneme

ve etken*deneme) test edilmesi saglanmistir.

Bu tez calismasi ile Cok Degiskenli Laplace Dagihminin Cok Degiskenli
Tekrarli Olciimlii verilerin analizinde kullaniimasinin normal dagilima alternatif

bir yaklagim getirerek fayda saglayacagi dusunulmektedir.

Ayrica, ige ice tasarimlar ile olusan ¢ok degdiskenli tekrarli OlguimlG
veriler icin Matris Degigkenli Laplace dagiimini 6nermek ile amacimiz bundan
sonraki galigmalarimiz igin bir alt yapi olugturabilmekti. Bu kapsamda, 0zellikle,
normallik varsayimlarinin saglanmadigi denek, boyut ve tekrarli gbzlem
sayisinin fazla oldugu tekrarli dlgimlU tasarimlarin analizi icin Matris Degiskenli

Laplace dagiliminin yeni bir yaklagsim getirecegi degerlendiriimektedir.
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EK 1- Wilk's Lamda Dagilimi Kritik Degerler Tablosu

a=0.05

p=1, bir bagimh degisken

EKLER

U%sd,,sdy,sd,)

Hipotez Serbestlik Derecesi (sdy)

Hata Serbestlik

Derecesi (sdg) 2 3 4 S 6 ! 8 ° 10
1 6.156* 2.500* 1.5436* 1.112* .868* q12* .603* 523* A462* 413*
2 .098 .050 .034 .025 .020 .017 .015 013 .011 .010
3 229 136 .097 .076 .062 .053 .046 041 .036 .033
4 342 224 .168 135 113 .098 .086 .076 .069 .063
5 431 .302 .236 194 .165 144 128 115 104 .096
6 501 .368 .296 .249 215 .189 .169 153 .140 129
7 .556 425 .349 .298 .261 232 .209 190 175 161
8 .601 473 .396 343 303 271 246 225 .208 193
9 .638 514 437 .382 341 .308 .281 .258 .239 .223
10 .668 .549 473 418 376 341 313 .289 .269 251
11 .694 .580 .505 450 407 372 343 318 297 278
12 717 .607 534 479 436 400 370 .345 323 .304
13 .736 .631 .560 .506 462 426 .396 370 347 327
14 753 .652 .583 529 486 450 420 393 370 .350
15 .768 671 .603 551 508 473 442 415 .392 371
16 781 .688 .622 571 529 493 462 436 412 391
17 792 .703 .639 .589 548 512 482 455 431 410
18 .803 117 .655 .606 565 530 499 473 449 427
19 813 730 .669 .621 581 .546 516 490 466 444
20 821 741 .683 .636 596 .562 532 505 482 460
30 878 819 74 .736 .703 .674 .647 .623 .601 581
40 907 .861 .824 793 .766 741 718 .696 677 .658
60 937 .905 .879 .856 .835 .816 .798 781 .766 751
80 953 .928 .907 .889 873 .858 .843 .829 .816 .804
100 .962 .942 925 910 897 .884 872 .860 .849 .838
120 .968 951 937 925 913 .902 .891 .882 872 .863
140 973 .958 .946 935 925 915 .906 897 .889 881
160 976 .963 .952 943 934 .925 917 .909 .902 894
180 979 .967 .958 .949 941 933 926 919 912 .905
200 981 .970 .962 .954 947 .940 933 .926 .920 914
250 .985 976 .969 963 957 951 946 941 935 930
300 987 .980 974 .969 .964 .959 .955 .950 .946 942
350 .989 .983 978 973 .969 .965 961 957 953 .950

400 990 .985 981 977 973 .969 .966 .962 .959 .956
600 .994 990 .987 .984 .982 979 977 975 972 970
800 995 .993 .990 .988 .986 .984 .983 981 979 977
1000 .996 .994 .992 991 .989 .988 .986 .985 .983 .982

* Isaretli tim degerler 1000'e béliinmelidir.
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EK 1- Devami: Wilk’s Lamda Dagilimi Kritik Degerler Tablosu

a=0.05

p=2, iki bagimli degisken

U%(sd,,sdy, sd,)

Hipotez Serbestlik Derecesi (sdy)

Hata Serbestlik

Derecesi (sdg) 2 3 ) > ° ! 8 ? 10
1 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
2 2.500*  .641* 287 162  .104* 072  .053* .041*  .032*  .026*
3 .050 018 9528+ 5843+ 3950* 2.849* 2.152* 1.683* 1.352% 1.11*
4 136 .062 036 023 017 012 9554*  7615* 6213*  5165*
5 224 d17 074 051 037 .028 .023 .018 .015 .013
6 302 175 116 .084 .063 .049 .040 .033 027 023
7 .368 230 .160 119 .092 074 .060 .050 042 .036
8 425 280 203 155 122 .099 .082 .069 .059 .051
9 473 326 243 190 153 126 .106 .090 .078 .068
10 514 367 281 223 183 152 129 J11 .097 .085
11 549 404 316 255 212 179 153 133 116 102
12 580 437 348 286 239 204 176 154 136 120
13 607 467 378 314 .266 .229 .199 175 155 138
14 631 495 405 .340 291 252 221 195 174 156
15 652 519 431 .365 315 275 242 215 193 174
16 671 542 454 .389 337 .296 .263 .235 211 191
17 .688 562 476 410 .359 317 .282 254 229 .208
18 .703 581 496 431 379 337 301 272 246 225
19 J17 598 515 450 .398 .355 320 289 .263 241
20 .730 614 532 468 416 373 337 .306 279 .256
30 813 125 657 601 553 512 AT75 443 414 .388
40 .858 .786 730 682 .639 .602 .568 537 .509 484
60 903 .853 811 q74 741 710 .682 .656 632 .609
80 927 887 .854 825 .798 172 .749 127 .706 .686
100 941 .909 .882 857 834 813 .793 174 .755 738
120 951 924 .900 879 .860 841 .823 .807 791 175
140 .958 934 914 .895 .878 .862 .846 831 817 .803
160 963 942 924 .908 .893 878 .864 851 .838 825
180 967 .949 932 918 .904 .891 878 .866 .854 843
200 970 954 939 926 913 901 .889 878 .867 857
250 976 963 951 .940 .930 .920 910 901 .892 .883
300 .980 .969 .959 .950 941 933 .925 917 .909 902
350 983 973 .965 957 .949 942 935 928 921 915
400 .985 977 .969 962 .955 .949 943 937 931 .925
600 .990 .984 979 975 .970 .966 961 957 953 .949
800 .993 .988 984 981 977 974 971 .968 .965 .962

1000 994 991 987 985 .982 979 977 974 972 .969

*isaretli tiim degerler 1000'e bolinmelidir.
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EK 1- Devami: Wilk’s Lamda Dagilimi Kritik Degerler Tablosu

U%(sd,, sdy,sd,)

a=0.05 p=3 p=4 p=5 p=6 p=7

Hipotez Serbestlik Derecesi(sdy)

Hata Serbestlik

. 2 1 2 1 2 1 2 1 2
Derecesi (sde)

1 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
2 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
3 .002 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
4 .034 .010 .001 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
5 .097 .036 .025 .006 .001 .000 .000 .000 .000 .000
6 .168 074 .076 .023 020 .004 .001 .000 .000 .000
7 236 116 135 .051 .062 .017 .017 .003 .001 .000
8 296 .160 194 .084 113 .037 .053 012 .015 .002
9 .349 .203 249 119 165 .063 .098 .028 .046 .010
10 .396 243 298 155 215 .092 144 049 .086 .023
11 A37 281 343 190 261 122 189 074 128 .040
12 A73 316 382 223 303 153 232 099 169 .060
13 .505 .348 418 .255 341 183 271 126 209 .082
14 534 378 450 .286 376 212 .308 152 246 .106
15 .560 405 479 314 407 239 341 179 281 129
16 583 431 .506 .340 436 .266 372 204 313 153
17 .603 454 529 .365 462 291 400 229 343 176
18 622 AT76 951 .389 486 315 426 252 370 199
19 639 496 S71 410 508 337 450 275 .396 221
20 .655 515 589 431 529 .359 473 296 420 242
30 .760 .648 712 .580 .668 519 626 464 .586 413
40 816 124 179 .668 744 617 711 570 679 .526
60 875 .808 849 167 825 129 .802 693 179 .660
80 .905 .853 885 821 867 791 .849 162 832 735
100 924 881 .908 .854 893 830 878 .806 .864 .783
120 936 .900 923 877 910 .856 .898 836 .886 817
140 .945 913 934 894 923 876 912 .858 .902 841
160 .952 924 942 .907 932 891 .923 875 914 .860
180 957 932 948 917 940 .902 931 .888 923 875
200 .961 939 953 925 945 912 .938 899 931 .887
250 .969 951 .962 .940 956 929 .950 919 .945 .909
300 974 .959 .969 .949 963 .940 .958 932 .954 923
350 978 .965 973 .956 969 949 .964 941 .960 .934
400 981 .969 976 .962 973 .955 .969 .948 .965 .942
600 .987 979 .984 974 982 970 979 .965 977 .961
800 990 .984 .988 981 .986 977 .984 974 .982 971
1000 .992 .987 991 .985 989 .982 .987 979 .986 977

Not: Bagimli degiskenlerin sayisi, lamda'nin iki sitununun her kiimesi igin p ile gdsterilir.

Kaynak:Brown, B.L., Hendrix, S.B., Hedges, D.W., Smith, T.B. Multivariate Analysis for the Biobehavioral and Social
Sciences, John Wiley&Sons, Inc.(2012)
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