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YÜKSEK LİSANS TEZİ olarak hazırlanmıştır.

2020



ÖZET

GENELLEŞTİRİLMİŞ SPLİNELAR TEORİSİ

Gökçen DİLAVER

Yüksek Lisans, Matematik Bölümü

Tez Danışmanı: Doç. Dr. Selma ALTINOK BHUPAL

Temmuz 2020, 57 sayfa

R birimli değişmeli bir halka olsun. Köşelerinin kümesi V ve kenarlarının kümesi E

olan G = (V,E) sonlu çizgesini alalım. G çizgesinin kenar elemanlarını R halkasının

sıfırdan farklı ideallerine eşleştiren α : E → {R’nin idealleri} fonksiyonuna kenar

etiketleme fonksiyonu ve (G,α) sıralı ikilisine kenar etiketli çizge denir. Bir (G,α) kenar

etiketli çizgesinin herhangi iki komşu köşesinin üzerindeki etiketlerin farkı bu köşeleri

bağlayan kenar üzerindeki idealinin elemanı oluyorsa F ∈ R|V | köşe etiketlemesine

genelleştirilmiş spline denir. (G,α) üzerinde tanımlı tüm genelleştirilmiş splineların

kümesi R(G,α) ile gösterilir. R(G,α) kümesi halka ve R-modül yapılarına sahiptir. Biz bu

tezde, genelleştirilmiş splineların modül yapısı üzerinde çalışacağız ve [Z/mZ](Kn,α)’nın

bir akışkan minimum üreteç kümesini bulacağız.

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, klasik spline teorisi ve genelleştirilmiş

spline teorisinin literatür taramasını yapacağız.

İkinci bölümde, çalışmalarımız için gerekli olan halka teorisi, modül teorisi ve çizge

teorisindeki bazı tanım ve teoremleri vereceğiz.

Üçüncü bölümde, genelleştirilmiş spline teorisinin temel tanımlarını ve özelliklerini

vereceğiz. Burada özellikle tam çizgeler üzerinde genelleştirilmiş spline modülleri üzerinde

duracağız. Ayrıca özel bir spline olan akışkan sınıflarını tanımlayacağız ve bazı özelliklerini
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vereceğiz.

Dördüncü bölümde, [Z/mZ](Kn,α)’nın bir akışkan minimum üreteç kümesini bulmak

için iki farklı yöntem üzerinde çalışacağız. İlk yöntem olarak, Philbin ve arkadaşlarının

[14] çalışmalarından yararlanacağız. Öncelikle Z/pkZ halkası üzerinde geliştirdikleri

algoritmayı kullanarak [Z/pkZ](Kn,α)’nın bir akışkan minimum üreteç kümesini elde

edileceğiz (Algoritma 4.5 bakınız). Daha sonra, aynı çalışmada Z/mZ halkası üzerinde

geliştirdikleri algoritmayı kullanarak [Z/mZ](Kn,α)’nın bir akışkan minimum üreteç

kümesini bulmak için bazı örnekler inceleyeceğiz (Algoritma 4.10 bakınız). Burada

| V | veya m tamsayısının büyüklüğüne bağlı olarak [Z/mZ](Kn,α)’nın bir akışkan min-

imum üreteç kümesinin bulunmasının oldukça zor olduğunu göreceğiz. Bu yüzden,

[Z/mZ](Kn,α) ’nın bir akışkan minimum üreteç kümesini bulmak için farklı bir yöntem

vereceğiz. Burada öncelikle Altınok ve Sarıoğlan [1] çalışmalarından bazı sonuçları

kendi çalışmalarımızda kullanmak amacıyla Z/mZ’e göre düzenleyeceğiz. Daha sonra

Z/mZ üzerinde tam çizgeler için bir akışkan minimum üreteç kümesi elde edeceğiz.

Anahtar Kelimeler: Genelleştirilmiş splinelar, çizge, minimum üreteç kümesi
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ABSTRACT
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Gökçen DİLAVER

Master of Science, Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Selma ALTINOK BHUPAL

July 2020, 57 pages

Let R be a commutative ring with identity and G = (V,E) be a finite graph, where V

is a set of elements of vertices and E is a set of elements of edges. A map α : E →

{ideals in R} is called an edge-labeling function, which label edges of G by nonzero

ideals of R. The pair (G,α) is called an edge-labeled graph. A generalized spline is a

vertex labeling F ∈ R|V | on an edge-labeled graph (G,α) so that the difference between

labels of any two adjacent vertices lies in the corresponding edge ideal. The collection

of all generalized splines on (G,α) is denoted by R(G,α). It has a ring and a R- module

structure. In this thesis, we study over R-module structure on generalized splines and

we find a flow-up minimum generating set for [Z/mZ](Kn,α).

This thesis includes four chapters. In Chapter 1, we give a survey of the literature on

classical spline theory and generalized spline theory.

In Chapter 2, we give the necessary background knowledge of some definitions and

theorems of ring, module and graph theory.

In Chapter 3, we introduce generalized spline theory and give some properties. We

especially focus on generalized spline modules on complete graphs. Furthermore, we

define flow- up classes, which is a special type of generalized splines, and give some

properties.
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In Chapter 4, we study two different methods to find a flow-up minimum generating

set for complete graphs over Z/mZ. For the first method, we use some previous works

done by Philbin and others [14]. We first obtain a flow-up minimum generating set

for [Z/pkZ](Kn,α) by using the algorithm they developed over Z/pkZ (see Algorithm

4.5). Then, we examine some examples in order to find a flow-up minimum generating

set for [Z/mZ](Kn,α) by using the algorithm they developed over Z/mZ (see Algorithm

4.10). We observe that depending on the magnitude of | V | or m, it is quite difficult

to find a flow-up minimum generating set for [Z/mZ](Kn,α). Therefore, we give another

method to find a flow-up minimum generating set for complete graphs over Z/mZ. We

first modify some results of Altınok and Sarıoğlan [1] over Z/mZ in order to use them

in our works. Then, we obtain a flow-up minimum generating set for complete graphs

over Z/mZ.

Keywords: Generalized splines, graph, minimum generating set
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SİMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

R birimli değişmeli halka

(a1, . . . , an) a1, . . . , an’nin en büyük ortak böleni

[a1, . . . , an] a1, . . . , an’nin en küçük ortak katı

G = (V,E) köşelerinin kümesi V ve kenarlarının kümesi E olan çizge

| V | bir G çizgesinin köşelerinin eleman sayısı

| E | bir G çizgesinin kenarlarının eleman sayısı

α kenar etiketleme fonksiyonu

(G,α) kenar etiketli çizge

R(G,α) (G,α) üzerindeki genelleştirilmiş spline

F (i) i-nci akışkan sınıf

Fi tüm i-nci akışkan sınıflarının kümesi

V (i,β) kenar etiketleri Z/pβZ üzerinde ve en küçük köşe indeksi

vi olan sıfır bağlantılı bileşen

p(i,j) vi’nin bir vj-patikası

p(i,0) vi’nin bir sıfır patikası

Kn n köşeli tam çizgesi

Sn n+ 1 köşeli yıldız çizgesi

Pn n köşeli yol çizgesi

∆ polihedral kompleks

Cr(∆) Cr-türevlenebilir, ∆ polihedral kompleksi üzerinde

tanımlı tüm klasik splineların kümesi

Cr
k(∆) derecesi en fazla k olan polinomlara sahip tüm klasik

splineların kümesi

Kısaltmalar

TB tamlık bölgesi

TİH temel ideal halkası

TİB temel ideal bölgesi
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1 GİRİŞ

Rn’de sonlu noktalar kümesini alalım. Bu kümenin en küçük konveks kümesine poli-

top denir. Örneğin, R’de bir doğru parçası bir politoptur. ∆ ⊂ Rn politopların sonlu

bir ailesi olmak üzere ∆’nın herhangi iki elemanının arakesiti ve her bir elemanının

yüzeyi ∆’nın elemanı oluyorsa ∆’ya polihedral kompleks denir. ∆ ⊂ Rn polihedral

kompleksi üzerinde tanımlı Cr-türevlenebilir, parçalı polinom fonksiyonlarından oluşan

kümeye klasik spline denir ve Cr(∆) ile gösterilir. Bu küme R[x1, . . . , xn] polinom

halkası üzerinde bir modül yapısına sahiptir. Billera ve Rose [3] ve birçok kişi bu

modül yapısının serbestliği üzerine çalışmışlardır. Ayrıca k ∈ N ve her δ ∈ ∆ için f|δ

kısıtlanmış fonksiyonun derecesi k veya k’dan küçük olan f ∈ Cr(∆) fonksiyonlarına

sahip tüm klasik splineların kümesi Cr
k(∆) ile gösterilir ve bu küme reel sayılar üzerinde

sonlu boyutlu bir vektör uzayıdır. Bu vektör uzayının boyutunu ve tabanını bulmak

klasik spline teorisindeki başlıca problemdir. Bu konuyla ilgili yapılan çalışmalardan

bazıları Schumaker [15, 16] ve Billera[4, 5]’dir. Genel olarak klasik splineların nümerik

analizde, yaklaşım teorisinde ve kısmi diferansiyel denklemlerin sayısal çözümlerinde

uygulamaları mevcuttur. Son zamanlarda özellikle bilgisayar tabanlı animasyonlar ve

geometrik dizayn gibi birçok alanda klasik spline fonksiyonları kullanılmaktadır.

Biz bu çalışmada klasik splineların bir genişletilmesi olan genelleştirilmiş splinelar

üzerinde çalışacağız. Genelleştirilmiş splinelar ilk olarak Gilbert, Polster ve Tymoczko

[9] tarafından tanımlanmıştır. Köşelerinin kümesi V ve kenarlarının kümesi E olan

G = (V,E) sonlu bir çizge ve R birimli değişmeli bir halka olsun. (G,α) kenar etiketli

çizgesini alalım. Eğer her bir kenar e = uv ∈ E için komşu köşelerin etiketlerinin

farkı kenar etiketlerinin içine düşüyorsa, yani fu − fv ∈ α(e) oluyorsa, F ∈ R|V | köşe

etiketine (G,α) üzerindeki bir genelleştirilmiş spline denir ve R(G,α) ile gösterilir. Bu

küme halka ve R-modül yapılarına sahiptir.

Handschy, Melnick ve Reinders [11], splineların özel bir türü olan akışkan sınıflarını

tanımlamışlardır. Akışkan sınıfları özellikle R(G,α)’nın bir modül tabanını bulmak için

çok kullanışlıdır. Handschy ve arkadaşları [11], tam sayılar üzerinde kenar etiketli

devir çizgelerin akışkan sınıflarının en küçük baş girdilerini formülleştirmişler ve bu

girdilere sahip akışkan sınıflarından oluşan kümenin Z(Cn,α)’nın bir tabanı olduğunu is-

pat etmişlerdir. Tamsayılar üzerinde kenar etiketli herhangi bir çizge için benzer sonu-
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cun sağlandığı Bowden, Hagen, King ve Reinders [6] tarafından ispatlanmıştır. Biz bu

tezde Bowden ve arkadaşlarının [6], Z üzerindeki akışkan sınıflarının bir kümesinin ta-

ban olma koşulunu kendi çalışmalarımızda kullanmak amacıyla Z/mZ’e göre düzenleyeceğiz.

Bowden ve Tymoczko [7], Z/mZ halkası üzerinde çalışmışlardır. Burada bazı koşullar

altındaki akışkan üreteçlerinin kümesinin aslında [Z/mZ](G,α)’nın bir akışkan minimum

üreteç kümesi olduğunu ispatlamışlardır. Bu ispat bizim çalışmalarımız için oldukça

önemlidir.

Philbin, Swift, Tammaro ve Williams [14], taban halkaları Z/pkZ, Z/mZ ve Z olan

bağlantılı çizgelerin akışkan minimum üreteç kümelerini bulmak için birer algoritma

vermişlerdir. Biz bu çalışmada öncelikle Philbin ve arkadaşlarının [14], Z/pkZ halkası

üzerinde geliştirdiği algoritmayı kullanacağız ve [Z/pkZ](Kn,α)’nın bir akışkan minimum

üreteç kümesini elde edeceğiz. Daha sonra Z/mZ halkası üzerinde geliştirdikleri algorit-

mayı kullanacağız ve akışkan minimum üreteç kümesi elde etmek için bazı örnekler in-

celeyeceğiz. Bu örneklerde | V | veyam tamsayısı arttıkça işlemlerin oldukça zorlaştığını,

yani algoritma kullanarak [Z/mZ](G,α)’nın akışkan minimum üreteç kümesini bulmanın

oldukça zor olduğunu göreceğiz.

Altınok ve Sarıoğlan [1], R bir TİB olmak üzere (G,α) için genelleştirilmiş spline

modüllerinin akışkan tabanlarının varlığını ispat etmişlerdir. θ : Z → Z/mZ bir örten

dönüşüm olmak üzere her bir f ∈ Z(G,θ−1(α)) spline ve her bir vi ∈ V köşesi için

(θ∗f)vi = θ(fvi) kuralını sağlayan θ∗ : Z(G,θ−1(α)) → [Z/mZ](G,α) örten fonksiyonuna in-

dirgensin. Biz bu tezde, Altınok ve Sarıoğlan [1]’un TİB üzerindeki çalışmalardan fay-

dalanarak her bir t = i, . . . , n için f
(i)
vt ∈ Z elemanı θ∗(f

(i)
vt ) = f̄

(i)
vt = f

(i)
vt +mZ kosetine

karşılık gelen bir en küçük pozitif tamsayı olmak üzere F̄ (i) = (0̄, . . . , 0̄, f̄
(i)
vi , . . . , f̄

(i)
vn )

akışkan sınıfını Z/mZ halkası üzerinde inşa edeceğiz. Burada ilk olarak, Z/mZ halkası

üzerinde bir akışkan sınıfının varlığından her zaman bahsedebilir miyiz sorusu üzerinde

duracağız. Daha sonra [Z/mZ](Kn,α)’nın bir akışkan minimum üreteç kümesinin genel

formunu vereceğiz.
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2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Genelleştirilmiş spline teorisine giriş yapmadan önce çalışmalarımızda önemli olacak

bazı temel bilgilerden bahsetmeliyiz. Bu bölümde, halka teorisi, modül teorisi ve çizge

teorisiyle ilgili bazı tanım ve teoremler verilecektir.

2.1 Halka ve Modül Teorisi

Tanım 2.1. ∅ 6= R bir küme ve (R,+) bir değişmeli grup olsun.

· : R×R→ R

(a, b) 7→ a · b := ab

fonksiyonu varsa ve her a, b, c ∈ R için

• a(bc) = (ab)c

• a(b+ c) = ab+ ac

• (b+ c)a = ba+ ca

koşulları sağlanıyorsa (R,+, .)’ya bir halka denir. Toplamsal değişmeli grubun birim

elemanına R halkasının sıfırı denir ve 0 ile gösterilir. Her a, b ∈ R için ab = ba oluyorsa

R’ye değişmeli halka ve her a ∈ R için 1a = a1 = a olacak şekilde bir 1 ∈ R elemanı

bulunuyorsa R’ye birimli halka denir. Eğer a ∈ R için aa−1 = a−1a = 1R olacak şekilde

a−1 ∈ R varsa a−1’e a’nın tersi denir.

Örnek 2.2.

• (Z,+, .), (R,+, .), (Q,+, .) ve (C,+, .) bilinen toplama ve çarpma işlemleriyle

birer birimli değişmeli halkalardır.

• nZ = {nx : x ∈ Z} değişmeli bir halkadır ancak birimli değildir.

• M2(Z) kümesi matrislerin bilinen toplama ve çarpma işlemleriyle birimli bir

halkadır ancak değişmeli değildir.

• M2(2Z) kümesi matrislerin bilinen toplama ve çarpma işlemleriyle bir halkadır

ancak birimli ve değişmeli değildir.
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Tanım 2.3. R bir halka ve ∅ 6= M ⊂ R bir altküme olsun. Eğer M , R’deki işlemlerle

bir halka oluyorsa M ’ye R’nin bir alt halkası denir.

Tanım 2.4. A, R’nin bir alt halkası olsun. Her a ∈ A ve r ∈ R için ar ∈ A ve ra ∈ A

oluyorsa A’ya R’nin bir ideali denir ve A ≤ R ile gösterilir.

Tanım 2.5. R bir halka ve M ⊂ R bir altküme olsun. < M >=
⋂

M⊆Ai≤R
Ai idealine,

R’nin M tarafından üretilen ideali denir. A, R’nin bir ideali ve A =< a1, . . . , an > ise

A idealine sonlu üreteçli ideal denir. A =< a > olacak şekilde a ∈ R varsa A’ya R’nin

bir temel ideali denir.

Örnek 2.6. Z halkasının her ideali temel idealdir ve aZ şeklindedir. Ancak Z[x]

halkasında < 2, x > ideali temel ideal değildir.

Tanım 2.7. A ≤ R alalım. r1 + r2 = r1 + r2 ve r1.r2 = r1.r2 işlemleriyle tanımlanan

R/A = {r + A | r ∈ R} halkasına R’nin A idealine bölüm halkası denir.

Tanım 2.8. R ve S iki halka ve g : R→ S bir fonksiyon olsun. Her r1, r2 ∈ R için

g(r1 + r2) = g(r1) + g(r2) ve g(r1r2) = g(r1)g(r2) ise g fonksiyonuna bir halka homo-

morfizması denir. Eğer g : R → S fonksiyonu birebir ve örten halka homomorfizması

ise g’e izomorfizma denir ve R ile S ye izomorf halkalardır denir ve R ∼= S ile gösterilir.

Örnek 2.9. Zn ile Z/nZ izomorf halkalardır. Yani, Zn ∼= Z/nZ’dir.

Tanım 2.10. R değişmeli bir halka olsun.

• Eğer x, y ∈ R ve xy = 0 olduğunda x = 0 veya y = 0 oluyorsa R ye tamlık

bölgesi(TB) denir.

• R’nin her ideali temel ideal ise R’ye temel ideal halkası(TİH) denir. Eğer R

halkası ek olarak bir tamlık bölgesi olursa R’ye temel ideal bölgesi(TİB) denir.

Örnek 2.11. Z halkası bir TİB dir. Zn ∼= Z/nZ halkası TİB değildir ama eğer p bir

asal sayısı ise Z/pZ halkası TİB olur.

Tanım 2.12. R bir değişmeli halka ve a1, a2 ∈ R olsun. Eğer a2 = a1a3 olacak şekilde

bir a3 ∈ R varsa a1 böler a2 denir ve a1 | a2 ile gösterilir. a1 bölmez a2 ise a1 - a2 ile

gösterilir.

4



Tanım 2.13. R bir değişmeli halka ve a1, a2 ∈ R olsun. Eğer 0 6= d ∈ R aşağıdaki

koşulları sağlıyorsa d elemanına a1 ve a2’nin bir en büyük ortak bölenidir denir.

• d | a1 ve d | a2,

• eğer d
′ | a1 ve d

′ | a2 ise d
′ | d’dir.

a1 ve a2’nin en büyük ortak böleni ebob(a1, a2) veya (a1, a2) ile gösterilir.

Tanım 2.14. R bir değişmeli halka ve a1, a2 ∈ R olsun. Eğer 0 6= c ∈ R aşağıdaki

koşulları sağlıyorsa c elemanına a1 ve a2’nin bir en küçük ortak katıdır denir.

• a1 | c ve a2 | c,

• eğer a1 | c
′

ve a2 | c
′

ise c | c′ ’dir.

a1 ve a2’nin en küçük ortak katı ekok(a1, a2) veya [a1, a2] ile gösterilir.

Tanım 2.15. R bir birimli halka ve M bir değişmeli grup olsun. Eğer aşağıdaki

özellikleri sağlayan

R×M →M

(r,m) 7→ r ·m := rm

dönüşümü varsa M ’ye (sol) R-modül denir. Her bir r1, r2 ∈ R, m1,m2 ∈M için

• (r1 + r2)m1 = r1m1 + r2m1.

• (r1r2)m1 = r1(r2m1).

• r1(m1 +m2) = r1m1 + r1m2.

• 1Rm1 = m1.

M ×R→M

(m, r) 7→ m · r := mr

dönüşümü yukarıdaki benzer özellikleri sağlıyorsa M ’ye (sağ) R-modül denir. Bu

çalışmada, aksi belirtilmedikçe biz sol R-modülünü R-modül olarak alacağız.
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Örnek 2.16. (G,+) değişmeli grup ise G, Z-modüldür.

Z×G→ G

(n, g) 7→ ng =


g + · · ·+ g eğer n > 0

0G eğer n = 0

−g − · · · − g eğer n < 0

Z-modüller ve değişmeli gruplar aynıdır.

Tanım 2.17. M R-modül ve A ⊂ M bir altküme olsun. A kümesi M ’deki modül

işlemi ile bir modül oluyorsa A’ye M ’nin bir alt modül denir. Bir başka deyişle, A alt

modülü, her bir r ∈ R ve a1, a2 ∈ A için a1 + ra2 ∈ A koşulunu sağlar.

Tanım 2.18. M R-modülü ve X ⊂ M bir altküme olsun. Eğer herhangi farklı

x1, . . . , xn ∈ X ve r1, . . . , rn ∈ R için
∑n

i=1 rixi = 0 olduğunda her bir i = 1, . . . , n için

ri = 0 sağlanıyorsa X kümesine doğrusal bağımsız küme denir. Eğer her bir m ∈ M

için m =
k∑
i=1

rixi olacak şekilde x1, . . . , xk ∈ X varsa X’e M ’nin bir R-modül tabanı

denir. Tabanı var olan modüllere serbest modül denir.

Not. M serbest R-modüldür ancak ve ancak en az bir X ⊂M altkümesi vardır ki her

bir m ∈M elemanı m =
n∑
i=1

rixi, ri ∈ R, xi ∈ X olacak şekilde tek türlü yazılır.

Önerme 2.19. M R-modül olsun. M serbest R-modüldür ancak ve ancak I bir indeks

kümesi olmak üzere M ∼= R(I)’dır.

İspat. ei = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i

, 0, . . . , 0) ∈ R(I) olmak üzere {ei}i∈I , R(I)’nın bir tabanıdır.

İlk olarak, M ∼= R(I) olduğunu varsayalım. R(I) bir tabana sahip olduğundan bu

tabanın izomorfizma altındaki görüntüsü M ’nin bir tabanı olur. Tersine, M serbest

R-modül ve tabanı X olsun.

fx : R→M

r 7→ rx

fonksiyonunu tanımlayalım. Bu durumda

R(I) →M

(rx) 7→
∑

fx(rx) =
∑
x∈X

rxx
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bir izomorfizmadır. Burada X kümesini I indeks kümesi olarak seçersek isteneni elde

ederiz.

Örnek 2.20. Z/2Z⊕Z/2Z serbest Z/2Z-modül olduğu Önerme 2.19’dan açıktır. An-

cak Z/2Z⊕Z/2Z serbest Z-modül değildir. Çünkü herhangi bir (ā, b̄) ∈ Z/2Z⊕Z/2Z

elemanı (0̄, 1̄) ve (1̄, 0̄) elemanları cinsinden tek türlü yazılamaz. Yani

(ā, b̄) = (a1̄, b1̄) = a(1̄, 0̄) + b(0̄, 1̄)

ve ā = 3ā olduğundan

(ā, b̄) = (3ā, b̄) = 3a(1̄, 0̄) + b(0̄, 1̄)

olur.

Not. Bir serbest modülün bir alt modülü serbest modül olmayabilir. Örneğin, Z/4Z

halkasını alalım. Z/4Z bir serbest Z/4Z-modüldür. Ancak 2Z/4Z alt modülü serbest bir

modül değildir. Çünkü 2+4Z ∈ 2Z/4Z olmak üzere 2+4Z = 2(1+4Z) = 2(3+4Z)’dir

yani elemanları tek türlü yazılamaz.

Teorem 2.21. R bir TİB, M bir serbest R-modül ve A ≤ M bir alt modül olsun. O

zaman, A bir serbest R-modüldür.

İspat. [12], 4. Bölüm, Teorem 6.1 bakınız.

2.2 Çizge Teorisi

Tanım 2.22. Köşelerden ve kenarlardan oluşan bir diagramla temsil edilen şekillere

çizge denir. Daha açık bir ifade ile noktaları eleman olarak kabul eden köşelerinin

kümesi V ve bunları birleştiren çizgileri eleman olarak kabul eden kenarlarının kümesi

E olan ve G = (V,E) olarak ifade edilen kümelere çizge denir. V ve E kümeleri bir G

çizgesi için sırasıyla V (G) ve E(G) olarak gösterilir. Genel anlamda, bir köşe kümesi

V = {v1, v2, . . . , vn} ve bir kenar kümesi E = {e1, e2, . . . , em} şeklinde ifade edilir. Şekil

1’de bir G = (V,E) çizge örneği verilmiştir.
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Şekil 1: G = (V,E)

• v1 ve v2 köşelerini birleştiren kenarı e1 olarak adlandıralım. Bu durumda, e12 =

e1 = v1v2 olarak gösterilir ve v1 ile v2 köşelerine komşu köşeler denir.

• Eğer vi ve vj köşelerini birleştiren en az bir ek kenarı varsa bu çizgeye bağlantılı

çizge denir.

• Bir G çizgesinin köşelerinin sayısı | V | ve kenarlarının sayısı | E | ile gösterilir.

• Bir çizgedeki bir vi köşesinin bağlı olduğu kenar sayısına vi köşesinin derecesi

denir.

• Bir G çizgesi üzerinde en az sayıda renk kullanılarak tüm köşelere komşularından

farklı birer renk atama işlemine çizge renklendirmesi denir. Renklendirmede kul-

lanılan toplam renk sayısına kromatik sayı denir.

• Bir G çizgesindeki bir ek kenarının her iki ucu da aynı vi köşesi ise bu kenara vi

köşesinde bir döngü denir.

• Bir G çizgesinin komşu iki köşesi vi ve vj birden fazla kenar ile birleştiriliyorsa

bu kenarlara çoklu kenarlar denir.

• Çoklu kenar ve döngü içermeyen ayrıca yönlü olmayan sonlu çizgelere basit çizge

denir.

Bu çalışmada aksi belirtilmedikçe basit, bağlantılı ve sonlu çizgeleri ele alacağız.

Tanım 2.23.

(i) Sıfır Çizgeleri : Sadece köşelerden oluşan yani kenar elemanları bulunmayan çizgeye

sıfır çizgesi denir. n köşeden ve 0 kenardan oluşan bir sıfır çizgesi Nn ile gösterilir.
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Şekil 2: Bazı özel çizgeler

(ii) Yol Çizgeleri : V = {v1, . . . vn} olan bir çizge ardışık v1v2, v2v3, . . . , vn−1vn ke-

narlarına sahipse bu çizgeye yol çizgesi denir. n köşeden ve n−1 kenardan oluşan

bir yol çizgesi Pn ile gösterilir.

(iii) Devir Çizgeleri : V = {v1, . . . vn} olan bir çizge ardışık v1v2, v2v3, . . . , vnv1 ke-

narlarına sahipse bu çizgeye devir çizgesi denir. n köşeden ve n kenardan oluşan

bir devir çizgesi Cn ile gösterilir.

(iv) Yıldız Çizgeleri : Bir merkezi köşe olan ve her biri sadece bu köşeye birleştirilen

çevrel(uç) köşelerden oluşan çizgeye yıldız çizgesi denir. n + 1 köşeden ve n

kenardan oluşan bir yıldız çizgesi Sn ile gösterilir.

(v) Tam Çizgeler : Her bir köşenin diğer tüm köşelerle birleştirilmesiyle oluşturulan

bir çizgeye tam çizge denir. Bir başka deyişle, n köşeli bir tam çizge, bu n köşeyi

birleştiren tüm kenarların çizilmesiyle elde edilir veKn ile gösterilir. Kn çizgesinde(
n
2

)
= n(n−1)

2
tane kenar bulunmaktadır.

(vi) İki Parçalı Çizgeler : Köşelerinin kümesi V = {V1, V2} olmak üzere iki ayrık

altkümeye ayrılan ve bu iki altkümenin elemanları varsa bir kenar ile birleştirilen

çizgeye iki parçalı çizge denir. İki parçalı çizgelerde ayrık kümelerin karşılıklı tüm

köşeleri bağlantılı olmak zorunda değildir. Eğer V1 kümesinin her bir elemanı ile

V2 kümesinin her bir elemanı bir kenarla birleştiriliyorsa bu çizgeye iki parçalı

tam çizge denir. | V1 |= r ve | V2 |= s ise iki parçalı tam çizge Kr,s ile gösterilir.

Kr,s çizgesi r + s tane köşeye ve r · s tane kenara sahiptir.

(vii) n-Boyutlu Küp : Köşelerinin kümesi V = Zn2 = {0, 1}n ve kenarlarının kümesi

E = {v1v2 : d(v1, v2) = 1} olan çizgeye n-boyutlu küp çizge denir ve Qn ile
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gösterilir. Bir başka deyişle, Qn çizgesinin köşeleri n uzunluklu 2n elemanlı ikili

kodlar ile etiketlensin. O zaman, tam olarak bir durumda farklı etiketlenmiş iki

köşe birbiriyle bağlantılıysa bu çizge bir n-boyutlu küp çizgedir.

(viii) Tekerlek Çizgeleri : Bir Sn−1 yıldız çizgesinin ardışık uç köşelerinin birer kenar ile

birleştirilmesiyle oluşturulan çizgeye tekerlek çizge denir ve Wn ile gösterilir.

Tanım 2.24. Köşelerinin kümesi V = {v1, . . . , vn} olan bir G = (V,E) çizgesini alalım.

G çizgesinin köşelerinin ve kenarlarının oluşturduğu bir diziye yürüyüş denir. Örneğin,

her bir vi ve vj komşu köşeleri için eij = vivj olmak üzere v1e12v2e23v3 · · · vk−1ek−1kvk
bir yürüyüştür. Tekrar etmeyen köşelerden ve kenarlardan oluşan bir yürüyüşe yol

denir. Bir çizgenin herhangi iki köşesini birleştiren bir parça yoldur. Başlangıç köşesi

ile bitiş köşesi aynı olan ve bu köşe dışında tekrar etmeyen köşelerden ve tekrar etmeyen

kenarlardan oluşan bir yürüyüşe devir denir. Yani, bir yolun iki köşesini bir kenar ile

birleştirerek elde edilen bir parça devirdir. Tekrar etmeyen kenarlardan oluşan bir

yürüyüşe patika denir. Bir patika’da köşeler tekrar edebilir.

                

𝑒34 

𝑒13 

𝑒14 𝑒23 

𝑒12 

𝑒24 

𝑣4 

𝑣1 

𝑣3 

𝑣2 

(a) yürüyüş

                

𝑒34 

𝑒13 

𝑒14 𝑒23 

𝑒12 

𝑒24 

𝑣2 

𝑣3 𝑣4 

𝑣1 

(b) patika

                

𝑒34 

𝑒13 

𝑒14 𝑒23 

𝑒12 

𝑒24 

𝑣2 

𝑣3 𝑣4 

𝑣1 

(c) yol

                

𝑒34 

𝑒13 

𝑒14 𝑒23 

𝑒12 

𝑒24 

𝑣2 

𝑣3 𝑣4 

𝑣1 

(d) devir

Şekil 3: K4 = (V,E)
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Örnek 2.25. Köşelerinin kümesi V = {v1, v2, v3, v4} ve kenarlarının kümesi E =

{e12, e13, e14, e23, e24, e34} olan K4 = (V,E) tam çizgesini alalım. Aşağıda yürüyüş (Şekil

3a), patika (Şekil 3b), yol (Şekil 3c) ve devir (Şekil 3d) örnekleri verilmiştir.

Yürüyüş: v2e23v3e13v1e12v2e23v3e34v4

Patika: v2e23v3e13v1e12v2e24v4

Yol v2e23v3e13v1e14v4

Devir: v2e23v3e13v1e14v4e24v2

Not.

• Yol çizge ile yol kavramları birbirlerinden farklıdır. Bir çizgenin içinde bir veya

birden fazla yol olabilir. Pn yol çizgesi ise tamamı yol olan bir çizgedir.

• Devir çizge ile devir kavramları birbirinden farklıdır. Bir devir, tek başına bir

çizge olabilir yada bir çizgenin bir parçasını da oluşturabilir. Cn devir çizgesi ise

tamamı devir olan bir çizgedir.

• G çizgesi iki parçalı bir çizgedir ancak ve ancak G çizgesinin kromatik sayısı 2

dir.

Tanım 2.26. G ve H çizgelerini alalım. α : V (G)→ V (H) bir fonksiyon olmak üzere

eğer xy ∈ E(G) olduğunda α(x)α(y) ∈ E(H) koşulu sağlanıyorsa α’ya G’den H’a bir

homomorfizma denir.

Not. Eğer G ve H homomorfik iki çizge ise, o zaman

• α fonksiyonu kenarları kenarlara eşleme yapar.

• α fonksiyonu bir sıfır kenarını tek bir köşeye veya bir kenara veya bir sıfır ke-

narına eşleme yapabilir.

Örnek 2.27. Şekil 4’de verilen V (G) = X ∪ Y olan bir G = (V (G), E(G)) iki parçalı

çizgesini ve V (K2) = {z1, z2} olan bir K2 = (V (K2), E(K2)) tam çizgesini alalım.

α fonksiyonunu aşağıdaki gibi tanımlayalım:

α : V (G)→ V (K2)

v 7→ α(v) =

z1 eğer v ∈ X

z2 eğer v ∈ Y
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Şekil 4: Çizge homomorfizması

α fonksiyonunun G çizgesindeki kenarları K2 çizgesindeki kenarlara eşleme yaptığı

tanımdan açıktır. Yani, her bir xy ∈ E(G) kenarı x ∈ X ve y ∈ Y köşelerine sahiptir

dolayısıyla α(x)α(y) = z1z2 ∈ E(K2) vardır. Böylece, α fonksiyonu G’den K2’ye bir

homomorfizmadır.

Tanım 2.28. G ve H çizgelerini alalım. α : V (G)→ V (H) birebir örten bir fonksiyon

olmak üzere G ve H çizgelerinin kenarları arasında “xy ∈ E(G) ⇔ α(x)α(y) ∈ E(H)”

koşulu sağlanıyorsa G ve H çizgelerine izomorfik çizgeler denir ve G ∼= H ile gösterilir.

Not. Eğer G ve H izomorfik iki çizge ise, o zaman

• α fonksiyonu kenarları kenarlara eşleme yapar.

• α fonksiyonu sıfır kenarları sıfır kenarlara eşleme yapar.

Şekil 5: Çizge izomorfizması
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