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Tez Danigsmani: Dog¢. Dr. Selma ALTINOK BHUPAL

Temmuz 2020, 57 sayfa

R birimli degismeli bir halka olsun. Koselerinin kiimesi V' ve kenarlarinin kiimesi F
olan G = (V, E) sonlu ¢izgesini alalim. G ¢izgesinin kenar elemanlarimi R halkasimin
sifirdan farkli ideallerine eslegtiren « : F — {R’nin idealleri} fonksiyonuna kenar
etiketleme fonksiyonu ve (G, «) sirali ikilisine kenar etiketli ¢izge denir. Bir (G, «) kenar
etiketli ¢izgesinin herhangi iki komsu kosesinin iizerindeki etiketlerin farki bu koseleri
baglayan kenar iizerindeki idealinin elemani oluyorsa F € RVl kioge etiketlemesine
genellestirilmis spline denir. (G, «) tizerinde taniml tiim genellestirilmig splinelarim
kiimesi R(q o) ile gosterilir. R (g ) kiimesi halka ve R-modiil yapilarina sahiptir. Biz bu
tezde, genellestirilmig splinelari modiil yapisi iizerinde ¢alisacagiz ve [Z/mZ)k,, o) nin

bir akigkan minimum iirete¢ kiimesini bulacagiz.

Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, klasik spline teorisi ve genellegtirilmis

spline teorisinin literatiir taramasini yapacagiz.

Ikinci boliimde, ¢aligmalarimiz i¢in gerekli olan halka teorisi, modiil teorisi ve ¢izge

teorisindeki baz1 tanim ve teoremleri verecegiz.

Uciincii boliimde, genellestirilmis spline teorisinin temel tammlarmi ve 6zelliklerini
verecegiz. Burada ozellikle tam ¢izgeler tizerinde genellegtirilmig spline modiilleri tizerinde
duracagiz. Ayrica 0zel bir spline olan akigkan simiflarin1 tanimlayacagiz ve bazi 6zelliklerini
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verecegiz.

Dérdiincii boliimde, [Z/mZ]k, «)'nin bir akigkan minimum firete¢ kiimesini bulmak
icin iki farkli yontem iizerinde ¢aligacagiz. Ik yontem olarak, Philbin ve arkadaslarinin
[14] galigmalarindan yararlanacagz. Oncelikle Z/p*Z halkas: iizerinde geligtirdikleri
algoritmay1 kullanarak [Z/p*Z]k, o)’'mn bir akiskan minimum {irete¢ kiimesini elde
edilecegiz (Algoritma 4.5 bakimiz). Daha sonra, ayn calismada Z/mZ halkas: tizerinde
geligtirdikleri algoritmay1 kullanarak [Z/mZ], «)'nin bir akigkan minimum {ireteg
kiimesini bulmak i¢in bazi érnekler inceleyecegiz (Algoritma 4.10 bakimiz). Burada
| V| veya m tamsayisinin biiyiikligiine bagh olarak [Z/mZ]k, «)'nin bir akigkan min-
imum irete¢ kiimesinin bulunmasinin oldukca zor oldugunu gorecegiz. Bu yiizden,
[Z/mZ) k., ) nin bir akigkan minimum tirete¢ kiimesini bulmak icin farkli bir yéntem
verecegiz. Burada oncelikle Altinok ve Sarioglan [1] ¢ahgmalarindan bazi sonuglar
kendi ¢aligmalarimizda kullanmak amaciyla Z/mZ'’e gore diizenleyecegiz. Daha sonra

Z/mZ tizerinde tam gizgeler icin bir akigkan minimum {irete¢ kiimesi elde edecegiz.

Anahtar Kelimeler: Genellegtirilmig splinelar, ¢izge, minimum tirete¢ kiimesi
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ABSTRACT

THEORY OF GENERALIZED SPLINES

Gokcen DILAVER

Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Selma ALTINOK BHUPAL

July 2020, 57 pages

Let R be a commutative ring with identity and G = (V, E') be a finite graph, where V
is a set of elements of vertices and E is a set of elements of edges. A map o : F —
{ideals in R} is called an edge-labeling function, which label edges of G by nonzero
ideals of R. The pair (G, «) is called an edge-labeled graph. A generalized spline is a
vertex labeling ' € RV on an edge-labeled graph (G, o) so that the difference between
labels of any two adjacent vertices lies in the corresponding edge ideal. The collection
of all generalized splines on (G, «) is denoted by R(g ). It has a ring and a R- module
structure. In this thesis, we study over R-module structure on generalized splines and

we find a flow-up minimum generating set for [Z/mZ]x, a)-

This thesis includes four chapters. In Chapter 1, we give a survey of the literature on

classical spline theory and generalized spline theory.

In Chapter 2, we give the necessary background knowledge of some definitions and

theorems of ring, module and graph theory.

In Chapter 3, we introduce generalized spline theory and give some properties. We
especially focus on generalized spline modules on complete graphs. Furthermore, we
define flow- up classes, which is a special type of generalized splines, and give some

properties.
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In Chapter 4, we study two different methods to find a flow-up minimum generating
set for complete graphs over Z/mZ. For the first method, we use some previous works
done by Philbin and others [14]. We first obtain a flow-up minimum generating set
for [Z/p*Z) (K, «) by using the algorithm they developed over Z/p*Z (see Algorithm
4.5). Then, we examine some examples in order to find a flow-up minimum generating
set for [Z/mZ] Kk, ) by using the algorithm they developed over Z/mZ (see Algorithm
4.10). We observe that depending on the magnitude of | V' | or m, it is quite difficult
to find a flow-up minimum generating set for [Z/mZ] k., ). Therefore, we give another
method to find a flow-up minimum generating set for complete graphs over Z/mZ. We
first modify some results of Altinok and Sarioglan [1] over Z/mZ in order to use them
in our works. Then, we obtain a flow-up minimum generating set for complete graphs

over Z/mZ.

Keywords: Generalized splines, graph, minimum generating set
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Simgeler
R
(ay,...,a,)
lai, ..., a,)
G = (V. E)
[V
| E |

Kisaltmalar
TB

TIH
TIB

SIMGELER VE KISALTMALAR

birimli degigmeli halka

ai,...,a, nin en biiyiik ortak boleni

ai,...,a, nin en kiiciik ortak kati

koselerinin kiimesi V' ve kenarlarinin kiimesi F olan cizge
bir GG ¢izgesinin kosgelerinin eleman sayisi

bir G ¢izgesinin kenarlarinin eleman sayisi

kenar etiketleme fonksiyonu

kenar etiketli cizge

(G, «) tizerindeki genellegtirilmig spline

i-nci akigkan siif

tiim ¢-nci akigkan simiflarinin kiimesi

kenar etiketleri Z /p°Z iizerinde ve en kiiciik koge indeksi
v; olan sifir baglantili bilegen

v;'nin bir v;-patikasi

v;'nin bir sifir patikasi

n kosgeli tam ¢izgesi

n + 1 koseli yildiz cizgesi

n koseli yol ¢izgesi

polihedral kompleks

C"-turevlenebilir, A polihedral kompleksi tizerinde
tanmiml tiim klasik splinelarin kiimesi

derecesi en fazla k olan polinomlara sahip tiim klasik

splinelarin kiimesi

tamlik bolgesi
temel ideal halkasi

temel ideal bolgesi
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1 GIRIS

R™de sonlu noktalar kiimesini alalim. Bu kiimenin en kiiciik konveks kiimesine poli-
top denir. Ornegin, R’de bir dogru parcast bir politoptur. A C R™ politoplarin sonlu
bir ailesi olmak tizere A’'nin herhangi iki elemaninin arakesiti ve her bir elemaninin
yuzeyi A’'nin elemani oluyorsa A’ya polihedral kompleks denir. A C R™ polihedral
kompleksi tizerinde tanimli C"-tiirevlenebilir, pargali polinom fonksiyonlarindan olugan
kiimeye klasik spline denir ve C"(A) ile gosterilir. Bu kiime R[zy,...,x,] polinom
halkas1 {izerinde bir modiil yapisina sahiptir. Billera ve Rose [3] ve birgok kigi bu
modiil yapisinin serbestligi tizerine cahsmislardir. Ayrica k € N ve her 6 € A i¢in f);
kisitlanmig fonksiyonun derecesi k veya k’dan kiigiik olan f € C"(A) fonksiyonlarina
sahip ttim klasik splinelarm kiimesi C},(A) ile gosterilir ve bu kiime reel sayilar tizerinde
sonlu boyutlu bir vektor uzayidir. Bu vektor uzayimin boyutunu ve tabanini bulmak
klasik spline teorisindeki baglica problemdir. Bu konuyla ilgili yapilan ¢aligmalardan
bazilar1 Schumaker [15, 16] ve Billera[4, 5]’dir. Genel olarak klasik splinelarin niimerik
analizde, yaklagim teorisinde ve kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde
uygulamalari mevcuttur. Son zamanlarda 6zellikle bilgisayar tabanli animasyonlar ve

geometrik dizayn gibi bir¢ok alanda klasik spline fonksiyonlar: kullanilmaktadir.

Biz bu caligmada klasik splinelarin bir genigletilmesi olan genellestirilmis splinelar
tizerinde ¢alisacagiz. Genellestirilmis splinelar ilk olarak Gilbert, Polster ve Tymoczko
9] tarafindan tanimlanmigtir. Koselerinin kiimesi V' ve kenarlarinin kiimesi E olan
G = (V, E) sonlu bir ¢izge ve R birimli degigmeli bir halka olsun. (G, a) kenar etiketli
cizgesini alalim. FEger her bir kenar e = wv € FE igin komsu koselerin etiketlerinin
fark: kenar etiketlerinin icine diigiiyorsa, yani f, — f, € a(e) oluyorsa, F € RVl kége
etiketine (G, o) tlizerindeki bir genellestirilmis spline denir ve R o) ile gosterilir. Bu

kiime halka ve R-modiil yapilarina sahiptir.

Handschy, Melnick ve Reinders [11], splinelarin 6zel bir tiirii olan akigkan simflarim
tanimlamiglardir. Akiskan simflan ozellikle R o) 'nin bir modiil tabanini bulmak icin
¢ok kullamghdir. Handschy ve arkadaglari [11], tam sayilar {izerinde kenar etiketli
devir ¢izgelerin akigkan simiflarinin en kiigiik basg girdilerini formiillestirmisler ve bu
girdilere sahip akigkan siniflarindan olugan kiimenin Z, o) nin bir tabani oldugunu is-

pat etmiglerdir. Tamsayilar iizerinde kenar etiketli herhangi bir ¢izge icin benzer sonu-

1



cun saglandigl Bowden, Hagen, King ve Reinders [6] tarafindan ispatlanmigtir. Biz bu
tezde Bowden ve arkadaglarinin [6], Z tizerindeki akigkan simiflarinin bir kiimesinin ta-

ban olma kogulunu kendi galigmalarimizda kullanmak amaciyla Z/mZ’e gore diizenleyecegiz.

Bowden ve Tymoczko [7], Z/mZ halkas: tizerinde ¢alismiglardir. Burada bazi kogullar
altindaki akigkan tireteglerinin kiimesinin ashnda [Z/mZ] (¢ o) nin bir akiskan minimum
iirete¢ kiimesi oldugunu ispatlamiglardir. Bu ispat bizim caligmalarimiz i¢in oldukga

onemlidir.

Philbin, Swift, Tammaro ve Williams [14], taban halkalar1 Z/p*Z, Z/mZ ve 7Z olan
baglantili cizgelerin akigkan minimum trete¢ kiimelerini bulmak icin birer algoritma
vermislerdir. Biz bu ¢alismada éncelikle Philbin ve arkadaslarinin [14], Z/p*Z halkast
tizerinde gelistirdigi algoritmay1 kullanacagiz ve [Z/p*Z] g, »)'nn bir akiskan minimum
tireteg kiimesini elde edecegiz. Daha sonra Z/mZ halkasi tizerinde gelistirdikleri algorit-
may1 kullanacagiz ve akigkan minimum iirete¢ kiimesi elde etmek i¢in bazi1 ornekler in-
celeyecegiz. Bu érneklerde | V' | veya m tamsayisi arttikca iglemlerin oldukga zorlagtigina,
yani algoritma kullanarak [Z/mZ)| ) nin akiskan minimum iirete¢ kitmesini bulmanin

oldukga zor oldugunu gorecegiz.

Altmok ve Sarioglan [1], R bir TIB olmak {izere (G,a) igin genellegtirilmis spline
modiillerinin akigkan tabanlarinin varhigimi ispat etmislerdir. 6 : Z — Z/mZ bir érten
doniigim olmak {tizere her bir f € Zgp-1(a)) spline ve her bir v; € V' kosgesi icin
(0. f)v, = 0(fy,) kuralimi saglayan 0, : Z g-1(a)) — [Z/mZ)(G,«) Orten fonksiyonuna in-
dirgensin. Biz bu tezde, Altinok ve Sarioglan [1]'un TIB tizerindeki calismalardan fay-
dalanarak her bir t = 4,...,n icin £ € Z eleman 0.( féf)) = £ = £ 4 mZ kosetine
karsilik gelen bir en kiiciik pozitif tamsay1 olmak iizere F* = (0,...,0, o ﬁﬂ,?)
akigkan simifin1 Z/mZ halkas: lizerinde inga edecegiz. Burada ilk olarak, Z/mZ halkasi
tizerinde bir akigkan sinifinin varligindan her zaman bahsedebilir miyiz sorusu iizerinde
duracagiz. Daha sonra [Z/mZ]k, o) 'nin bir akigkan minimum tirete¢ kiimesinin genel

formunu verecegiz.



2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Genellestirilmig spline teorisine giris yapmadan once ¢aligmalarimizda onemli olacak
bazi temel bilgilerden bahsetmeliyiz. Bu boltimde, halka teorisi, modiil teorisi ve gizge

teorisiyle ilgili baz1 tanim ve teoremler verilecektir.

2.1 Halka ve Modiil Teorisi
Tanmim 2.1. () # R bir kiime ve (R, +) bir degismeli grup olsun.

T RxR—=R
(a,b) — a-b:=ab

fonksiyonu varsa ve her a,b,c € R i¢in
e a(bc) = (ab)c
e a(b+c)=ab+ac
e (b+c)a=ba+ca

kogullar1 saglaniyorsa (R, +,.)’ya bir halka denir. Toplamsal degigmeli grubun birim
elemanina R halkasinin sifirs denir ve 0 ile gosterilir. Her a, b € R i¢in ab = ba oluyorsa
R’ye degismeli halka ve her a € R i¢in la = al = a olacak sekilde bir 1 € R elemani

1

bulunuyorsa R’ye birimli halka denir. Eger a € R icin aa~! = a~'a = 1y olacak sekilde

a~ ' € R varsa a” e a'nin tersi denir.
Ornek 2.2.

o (Z,+,.), (R,+,.), (Q,+,.) ve (C,+,.) bilinen toplama ve ¢arpma iglemleriyle

birer birimli degigmeli halkalardir.
e nZ = {nz : x € Z} degismeli bir halkadir ancak birimli degildir.

e My(Z) kiimesi matrislerin bilinen toplama ve garpma iglemleriyle birimli bir

halkadir ancak degismeli degildir.

e M5(27Z) kiimesi matrislerin bilinen toplama ve ¢arpma iglemleriyle bir halkadir

ancak birimli ve degismeli degildir.



Tanmim 2.3. R bir halka ve () # M C R bir altkiime olsun. Eger M, R’deki iglemlerle
bir halka oluyorsa M’ye R’'nin bir alt halkas: denir.

Tanim 2.4. A, R’nin bir alt halkasi olsun. Hera € Aver € Ricinar € Avera e A

oluyorsa A’ya R’'nin bir ideali denir ve A < R ile gosterilir.

Tanim 2.5. R bir halka ve M C R bir altkiime olsun. < M >= [] A; idealine,
MCA;<R

R’nin M tarafindan tretilen ideali denir. A, R'nin bir ideali ve A =< aq,...,a, > ise

A idealine sonlu tiretecli ideal denir. A =< a > olacak sekilde a € R varsa A’ya R'nin

bir temel ideali denir.

Ornek 2.6. Z halkasimn her ideali temel idealdir ve aZ seklindedir. Ancak Z[z]

halkasinda < 2,z > ideali temel ideal degildir.

Tanim 2.7. A < R alahm. 7 + 75 = r| + 19 ve 71.75 = 1.7 islemleriyle tanimlanan

R/A={r+ A|r € R} halkasima R’'nin A idealine boliim halkas1 denir.

Tanim 2.8. R ve S iki halka ve g : R — S bir fonksiyon olsun. Her 1,75 € R icin
g(r1 +19) = g(r1) + g(ra) ve g(rir) = g(r1)g(r2) ise g fonksiyonuna bir halka homo-
morfizmasy denir. Eger g : R — S fonksiyonu birebir ve orten halka homomorfizmasi

ise g’e 1zomorfizma denir ve R ile S ye 1zomorf halkalardir denir ve R = S ile gosterilir.
Ornek 2.9. Z, ile Z/nZ izomorf halkalardir. Yani, Z, = Z/nZ’dir.
Tanim 2.10. R degismeli bir halka olsun.

e Eger x,y € R ve zy = 0 oldugunda x = 0 veya y = 0 oluyorsa R ye tamlik
bolgesi(TB) denir.

e R'nin her ideali temel ideal ise R’ye temel ideal halkasi(TIH) denir. Eger R
halkasi ek olarak bir tamlik bolgesi olursa R’ye temel ideal bb'lgesi(TiB) denir.

Ornek 2.11. Z halkas: bir TIB dir. Z, = Z/nZ halkas1 TIB degildir ama eger p bir
asal sayisi ise Z/pZ halkasi TIB olur.

Tanim 2.12. R bir degismeli halka ve a1, ay € R olsun. Eger ay = ajas olacak sekilde
bir ag € R varsa a; boler as denir ve a; | ay ile gosterilir. a; bélmez as ise aj { ay ile

gosterilir.



Tanim 2.13. R bir degismeli halka ve aj,as € R olsun. Eger 0 # d € R asagidaki

kogullar1 saghyorsa d elemanina a; ve ay’nin bir en biytik ortak bolenidir denir.
e d|ajved]|ay,
e cgerd |ay ved |ayised | ddir.
a; ve az’nin en biiyiik ortak boleni ebob(ay, az) veya (aq,as) ile gosterilir.

Tanim 2.14. R bir degismeli halka ve a1,a2 € R olsun. Eger 0 # ¢ € R asagidaki

kogullar1 saghyorsa ¢ elemanina a; ve as’nin bir en kii¢ik ortak katidir denir.
e a;|cveasy|c,
o ’ ’. Iy 1
e eger aj | ¢ veas | ¢ ise c¢| c'dir.
a; ve ag'nin en kiigiik ortak kat1 ekok(ay, as) veya [aq, as] ile gosterilir.

Tanim 2.15. R bir birimli halka ve M bir degismeli grup olsun. Eger asagidaki
ozellikleri saglayan
RxM—M

(rym) = r-m:=rm

doniigiimii varsa M’ye (sol) R-modil denir. Her bir r1,79 € R, my, me € M igin
o (11 +1ro)my = rymy + romy.
o (rir9)my = ri(romy).
e 71(my +my) = rimy + rims.
e 1pmi; = my.

MxR—M

(m,r) —m-r:=mr

doniigimii yukaridaki benzer ozellikleri saghyorsa M’ye (sag) R-modil denir. Bu

caligmada, aksi belirtilmedikge biz sol R-modiiliinii R-modiil olarak alacagiz.



Ornek 2.16. (G, +) degismeli grup ise G, Z-modiildiir.

7ZxG—G
g+---+g eger n>0
(n,g) —ng = O eger n =0

—g—---—¢qg eger n<0

Z-modiiller ve degismeli gruplar aynidir.

Tanim 2.17. M R-modil ve A C M bir altkiime olsun. A kiimesi M’deki modiil
islemi ile bir modiil oluyorsa A’ye M’nin bir alt modil denir. Bir bagka deyisle, A alt

modiild, her bir 7 € R ve ay,as € A icin a; + ras € A kogulunu saglar.

Tanim 2.18. M R-modili ve X C M bir altkiime olsun. Eger herhangi farkh
T1,..., 8, € X very,...,r, € Rigin ) " r;x; = 0 oldugunda her bir i = 1,...,n i¢in
r; = 0 saglaniyorsa X kiimesine dogrusal bagimsiz kime denir. Eger her bir m € M
icin m = zk: r;x; olacak gekilde zq,...,x, € X varsa X’e M’nin bir R-modiil taban:
denir. Tal;rlu var olan modiillere serbest modiil denir.

Not. M serbest R-moduldir ancak ve ancak en az bir X C M altkiimest vardwr ki her

birm € M elemani m = > rix;, r; € R, ; € X olacak sekilde tek tirli yazilur.
i=1

Onerme 2.19. M R-modiil olsun. M serbest R-modiildiir ancak ve ancak I bir indeks
kiimesi olmak tizere M = RY dar.
Ispat. e; = (0,...,0, 1 ,0,...,0) € RD olmak iizere {e;}ic;, RY)'nm bir tabanidur.

i

Ik olarak, M = R oldugunu varsayalm. R bir tabana sahip oldugundan bu
tabanin izomorfizma altindaki gortintiisit M nin bir tabani olur. Tersine, M serbest
R-modiil ve taban1 X olsun.

fo i R—M

r—=Tre

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda

RD — M

(ra) — Z fulrz) = Z T

zeX



bir izomorfizmadir. Burada X kiimesini I indeks kiimesi olarak secersek isteneni elde
ederiz.

]

Ornek 2.20. Z/27 & 7./2Z serbest Z/2Z-modiil oldugu Onerme 2.19’dan aciktir. An-
cak Z /27 ® 7./27 serbest Z-modiil degildir. Ciinkii herhangi bir (a,b) € Z/27Z ® Z./27

eleman1 (0,1) ve (1,0) elemanlar cinsinden tek tiirlii yazilamaz. Yani

ve a = 3a oldugundan

olur.

Not. Bir serbest modilin bir alt modilii serbest modil olmayabilir. Ornegin, YARY/
halkasina alalim. 7./A7Z bir serbest Z/AZ-modildir. Ancak 27./47 alt modiilii serbest bir
modil degildir. Clinki 2+47 € 27./AZ olmak tzere 2+ 47 = 2(1+47Z) = 2(3+4Z) 'dir

yani elemanlar: tek turli yazilamaz.

Teorem 2.21. R bir TjB, M bir serbest R-modul ve A < M bir alt modil olsun. O

zaman, A bir serbest R-moduldiir.

Ispat. [12], 4. Boliim, Teorem 6.1 bakimiz. ]

2.2 (Cizge Teorisi

Tanim 2.22. Koselerden ve kenarlardan olugan bir diagramla temsil edilen sekillere
¢izge denir. Daha agik bir ifade ile noktalar1 eleman olarak kabul eden koselerinin
kiimesi V' ve bunlar: birlestiren cizgileri eleman olarak kabul eden kenarlarinin kiimesi
E olan ve G = (V, E) olarak ifade edilen kiimelere ¢izge denir. V ve E kimeleri bir G
gizgesi i¢in sirasiyla V(G) ve E(G) olarak gosterilir. Genel anlamda, bir koge kiimesi
V = {v1,vq,...,v,} ve bir kenar kiimesi E = {ej, e, . .., e,,} seklinde ifade edilir. Sekil

1’de bir G = (V, E) ¢izge 6rnegi verilmistir.



e

Sekil 1: G = (V, E)

e v ve vy kogelerini birlestiren kenari e; olarak adlandiralim. Bu durumda, e;s =

e; = v1vy olarak gosterilir ve vy ile vy kogelerine komsu koseler denir.

e Eger v; ve v; koselerini birlestiren en az bir e, kenar1 varsa bu ¢izgeye baglantil

¢izge denir.
e Bir G ¢izgesinin koselerinin sayisi | V' | ve kenarlarinim sayisi | E | ile gosterilir.

e Bir cizgedeki bir v; kogesinin bagl oldugu kenar sayisina v; kogesinin derecest

denir.

e Bir (G ¢izgesi tlizerinde en az sayida renk kullanilarak tiim kogelere komsularindan
farkli birer renk atama islemine ¢izge renklendirmesi denir. Renklendirmede kul-

lanilan toplam renk sayisina kromatik say: denir.

e Bir G c¢izgesindeki bir e, kenarimin her iki ucu da aym v; kosesi ise bu kenara v;

kosesinde bir dongu denir.

e Bir G ¢izgesinin komsu iki kogesi v; ve v; birden fazla kenar ile birlestiriliyorsa

bu kenarlara ¢oklu kenarlar denir.

e (Coklu kenar ve dongii icermeyen ayrica yonli olmayan sonlu ¢izgelere basit ¢izge

denir.

Bu caligmada aksi belirtilmedikge basit, baglantili ve sonlu cizgeleri ele alacagiz.

Tanim 2.23.

(i) Sufur Cizgeleri: Sadece kogelerden olugan yani kenar elemanlar: bulunmayan ¢izgeye

sifir ¢izgesi denir. n kogeden ve 0 kenardan olugan bir sifir ¢izgesi N, ile gosterilir.

8



(i)

(i)

(iv)

(vii)

K K3 Cs Fs

Sekil 2: Baz 0zel ¢izgeler

Yol (lizgeleri: V. = {vy,...v,} olan bir ¢izge ardigik vyvq, vovs, ..., vy_10, ke-
narlarina sahipse bu ¢izgeye yol ¢izgesi denir. n kogeden ve n — 1 kenardan olugan

bir yol ¢izgesi P, ile gosterilir.

Devir Cizgeleri: V. = {vy,...v,} olan bir ¢izge ardigik vyvy, v9vs, ..., v,01 ke-
narlarina sahipse bu ¢izgeye devir ¢izgesi denir. n kogseden ve n kenardan olusan

bir devir ¢izgesi C,, ile gosterilir.

Yildvz Cizgeleri: Bir merkezi koge olan ve her biri sadece bu kogeye birlestirilen
gevrel(ug) kogelerden olusan ¢izgeye yildiz ¢izgesi denir. n + 1 koseden ve n

kenardan olugan bir yildiz cizgesi .S, ile gosterilir.

Tam (izgeler: Her bir kogenin diger tiim kogelerle birlestirilmesiyle olugturulan
bir ¢izgeye tam cizge denir. Bir bagka deyisle, n koseli bir tam ¢izge, bu n koseyi

birlegtiren tiim kenarlarin ¢izilmesiyle elde edilir ve K, ile gosterilir. K, ¢izgesinde

(n) _ n(n—1)

5 5— tane kenar bulunmaktadir.

Iki Parcalv Cizgeler: Koselerinin kiimesi V. = {V1,Va} olmak ftizere iki ayrik
altkiimeye ayrilan ve bu iki altkiimenin elemanlar1 varsa bir kenar ile birlegtirilen
cizgeye iki parcali ¢izge denir. Iki parcali ¢izgelerde ayrik kiimelerin karsiliklh tiim
kosgeleri baglantili olmak zorunda degildir. Eger V; kiimesinin her bir eleman ile
V5 kiimesinin her bir elemani bir kenarla birlegtiriliyorsa bu c¢izgeye iki parcali
tam ¢izge denir. | Vi |= 1 ve | V4 |= s ise iki parcal tam ¢izge K, ; ile gosterilir.

K, s cizgesi r 4 s tane kogeye ve r - s tane kenara sahiptir.

n-Boyutlu Kip : Koselerinin kiimesi V' = Z = {0,1}" ve kenarlarinin kiimesi
E = {vivy : d(v1,v2) = 1} olan ¢izgeye n-boyutlu kiip ¢izge denir ve @, ile
9



gosterilir. Bir bagka deyisle, @), ¢izgesinin koseleri n uzunluklu 2" elemanlh ikili
kodlar ile etiketlensin. O zaman, tam olarak bir durumda farkl etiketlenmig iki

kose birbiriyle baglantiliysa bu ¢izge bir n-boyutlu kiip ¢izgedir.

(viii) Tekerlek Cizgeleri: Bir S, 1 yildiz ¢izgesinin ardigik ug koselerinin birer kenar ile

birlestirilmesiyle olugturulan cizgeye tekerlek cizge denir ve W, ile gosterilir.

Tanim 2.24. Koésgelerinin kiimesi V' = {vy,...,v,} olan bir G = (V, F) ¢izgesini alalim.
G cizgesinin kogelerinin ve kenarlarinin olusturdugu bir diziye yuriyis denir. (")rnegin,
her bir v; ve v; komsu koseleri i¢in e;; = v;v; olmak lizere vie12v2€23V3 « - - Vp—1€5—11Vk
bir yiirtiytistiir. Tekrar etmeyen koselerden ve kenarlardan olusan bir yiirtiytise yol
denir. Bir ¢izgenin herhangi iki kogesini birlegtiren bir parca yoldur. Baslangic kosesi
ile bitig kosesi ayni olan ve bu koge diginda tekrar etmeyen kogelerden ve tekrar etmeyen
kenarlardan olugan bir yiiriiyiise devir denir. Yani, bir yolun iki kosesini bir kenar ile
birlestirerek elde edilen bir parca devirdir. Tekrar etmeyen kenarlardan olusan bir

yiruytse patika denir. Bir patika’da koseler tekrar edebilir.

(a) yiiriyiis (b) patika (c) yol

e
€14 23

(d) devir

Sekil 3: Ky = (V, E)
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Ornek 2.25. Kogelerinin kiimesi V' = {vy,vs,v3,v4} ve kenarlarmin kiimesi £ =
{e12, €13, €14, €23, €24, €34} olan Ky = (V, E) tam ¢izgesini alahm. Agagida yiiriyig (Sekil

3a), patika (Sekil 3b), yol (Sekil 3c) ve devir (Sekil 3d) 6rnekleri verilmistir.

YUrtuyls: v9€2303€1301€1202€230U3€34V4

Patika: V9€923U3€13V1€12V2€24UV4
Yol U2€230U3€13V1€14V4
Devir: V2€230U3€13V1€14V4€24V2

Not.

e Yol cizge ile yol kavramlar birbirlerinden farklhdwr. Bir ¢izgenin i¢inde bir veya

birden fazla yol olabilir. P, yol ¢izgesi ise tamama yol olan bir ¢izgedir.

o Devir c¢izge ile devir kavramlar birbirinden farkhdwr. Bir devir, tek basina bir
cizge olabilir yada bir ¢izgenin bir parcasini da olusturabilir. C,, devir ¢izgesi ise

tamama devir olan bir ¢izgedir.

o (G cizgesi iki parcaly bir ¢izgedir ancak ve ancak G ¢izgesinin kromatik sayisy 2
dir.
Tanmim 2.26. G ve H ¢izgelerini alalim. « : V(G) — V(H) bir fonksiyon olmak tizere

eger xy € E(G) oldugunda a(z)a(y) € E(H) kogulu saglaniyorsa a’ya G’den H’a bir

homomorfizma denir.
Not. Eger G ve H homomorfik iki ¢izge ise, o zaman
e « fonksiyonu kenarlar: kenarlara esleme yapar.

o « fonksiyonu bir sifir kenarini tek bir koseye veya bir kenara veya bir sifir ke-

narina esleme yapabilir.

Ornek 2.27. Sekil 4’de verilen V(G) = X UY olan bir G = (V(G), E(G)) iki parcah
¢izgesini ve V(K3) = {z1, 22} olan bir Ky = (V(K3), E(K3)) tam ¢izgesini alalim.

a fonksiyonunu agagidaki gibi tanimlayalim:

a: V(G) = V(Ky)
z1 eger veX

v av) =
2z eger veEY
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Sekil 4: Cizge homomorfizmasi

a fonksiyonunun G gizgesindeki kenarlar1 K, ¢izgesindeki kenarlara egleme yaptigi
tanimdan agiktir. Yani, her bir zy € E(G) kenar1 x € X ve y € Y kogelerine sahiptir
dolayisiyla a(z)a(y) = 2129 € E(K3) vardir. Boylece, a fonksiyonu G’den K5’ye bir

homomorfizmadair.

Tanim 2.28. G ve H ¢izgelerini alahm. « : V(G) — V(H) birebir érten bir fonksiyon
olmak iizere G ve H ¢izgelerinin kenarlar1 arasinda “zy € E(G) < a(z)a(y) € E(H)”

kosulu saglaniyorsa G' ve H cizgelerine izomorfik ¢izgeler denir ve G = H ile gosterilir.
Not. Eger G ve H izomorfik iki ¢izge ise, o zaman
e « fonksiyonu kenarlar: kenarlara esleme yapar.

e « fonksiyonu sifir kenarlar, sifir kenarlara esleme yapar.

Sekil 5: Cizge izomorfizmasi
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