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Tez Danigsmani: Dog¢. Dr. Selma ALTINOK BHUPAL

Temmuz 2020, 57 sayfa

R birimli degismeli bir halka olsun. Koselerinin kiimesi V' ve kenarlarinin kiimesi F
olan G = (V, E) sonlu ¢izgesini alalim. G ¢izgesinin kenar elemanlarimi R halkasimin
sifirdan farkli ideallerine eslegtiren « : F — {R’nin idealleri} fonksiyonuna kenar
etiketleme fonksiyonu ve (G, «) sirali ikilisine kenar etiketli ¢izge denir. Bir (G, «) kenar
etiketli ¢izgesinin herhangi iki komsu kosesinin iizerindeki etiketlerin farki bu koseleri
baglayan kenar iizerindeki idealinin elemani oluyorsa F € RVl kioge etiketlemesine
genellestirilmis spline denir. (G, «) tizerinde taniml tiim genellestirilmig splinelarim
kiimesi R(q o) ile gosterilir. R (g ) kiimesi halka ve R-modiil yapilarina sahiptir. Biz bu
tezde, genellestirilmig splinelari modiil yapisi iizerinde ¢alisacagiz ve [Z/mZ)k,, o) nin

bir akigkan minimum iirete¢ kiimesini bulacagiz.

Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, klasik spline teorisi ve genellegtirilmis

spline teorisinin literatiir taramasini yapacagiz.

Ikinci boliimde, ¢aligmalarimiz i¢in gerekli olan halka teorisi, modiil teorisi ve ¢izge

teorisindeki baz1 tanim ve teoremleri verecegiz.

Uciincii boliimde, genellestirilmis spline teorisinin temel tammlarmi ve 6zelliklerini
verecegiz. Burada ozellikle tam ¢izgeler tizerinde genellegtirilmig spline modiilleri tizerinde
duracagiz. Ayrica 0zel bir spline olan akigkan simiflarin1 tanimlayacagiz ve bazi 6zelliklerini
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verecegiz.

Dérdiincii boliimde, [Z/mZ]k, «)'nin bir akigkan minimum firete¢ kiimesini bulmak
icin iki farkli yontem iizerinde ¢aligacagiz. Ik yontem olarak, Philbin ve arkadaslarinin
[14] galigmalarindan yararlanacagz. Oncelikle Z/p*Z halkas: iizerinde geligtirdikleri
algoritmay1 kullanarak [Z/p*Z]k, o)’'mn bir akiskan minimum {irete¢ kiimesini elde
edilecegiz (Algoritma 4.5 bakimiz). Daha sonra, ayn calismada Z/mZ halkas: tizerinde
geligtirdikleri algoritmay1 kullanarak [Z/mZ], «)'nin bir akigkan minimum {ireteg
kiimesini bulmak i¢in bazi érnekler inceleyecegiz (Algoritma 4.10 bakimiz). Burada
| V| veya m tamsayisinin biiyiikligiine bagh olarak [Z/mZ]k, «)'nin bir akigkan min-
imum irete¢ kiimesinin bulunmasinin oldukca zor oldugunu gorecegiz. Bu yiizden,
[Z/mZ) k., ) nin bir akigkan minimum tirete¢ kiimesini bulmak icin farkli bir yéntem
verecegiz. Burada oncelikle Altinok ve Sarioglan [1] ¢ahgmalarindan bazi sonuglar
kendi ¢aligmalarimizda kullanmak amaciyla Z/mZ'’e gore diizenleyecegiz. Daha sonra

Z/mZ tizerinde tam gizgeler icin bir akigkan minimum {irete¢ kiimesi elde edecegiz.

Anahtar Kelimeler: Genellegtirilmig splinelar, ¢izge, minimum tirete¢ kiimesi
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ABSTRACT

THEORY OF GENERALIZED SPLINES

Gokcen DILAVER

Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Selma ALTINOK BHUPAL

July 2020, 57 pages

Let R be a commutative ring with identity and G = (V, E') be a finite graph, where V
is a set of elements of vertices and E is a set of elements of edges. A map o : F —
{ideals in R} is called an edge-labeling function, which label edges of G by nonzero
ideals of R. The pair (G, «) is called an edge-labeled graph. A generalized spline is a
vertex labeling ' € RV on an edge-labeled graph (G, o) so that the difference between
labels of any two adjacent vertices lies in the corresponding edge ideal. The collection
of all generalized splines on (G, «) is denoted by R(g ). It has a ring and a R- module
structure. In this thesis, we study over R-module structure on generalized splines and

we find a flow-up minimum generating set for [Z/mZ]x, a)-

This thesis includes four chapters. In Chapter 1, we give a survey of the literature on

classical spline theory and generalized spline theory.

In Chapter 2, we give the necessary background knowledge of some definitions and

theorems of ring, module and graph theory.

In Chapter 3, we introduce generalized spline theory and give some properties. We
especially focus on generalized spline modules on complete graphs. Furthermore, we
define flow- up classes, which is a special type of generalized splines, and give some

properties.
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In Chapter 4, we study two different methods to find a flow-up minimum generating
set for complete graphs over Z/mZ. For the first method, we use some previous works
done by Philbin and others [14]. We first obtain a flow-up minimum generating set
for [Z/p*Z) (K, «) by using the algorithm they developed over Z/p*Z (see Algorithm
4.5). Then, we examine some examples in order to find a flow-up minimum generating
set for [Z/mZ] Kk, ) by using the algorithm they developed over Z/mZ (see Algorithm
4.10). We observe that depending on the magnitude of | V' | or m, it is quite difficult
to find a flow-up minimum generating set for [Z/mZ] k., ). Therefore, we give another
method to find a flow-up minimum generating set for complete graphs over Z/mZ. We
first modify some results of Altinok and Sarioglan [1] over Z/mZ in order to use them
in our works. Then, we obtain a flow-up minimum generating set for complete graphs

over Z/mZ.

Keywords: Generalized splines, graph, minimum generating set
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Simgeler
R
(ay,...,a,)
lai, ..., a,)
G = (V. E)
[V
| E |

Kisaltmalar
TB

TIH
TIB

SIMGELER VE KISALTMALAR

birimli degigmeli halka

ai,...,a, nin en biiyiik ortak boleni

ai,...,a, nin en kiiciik ortak kati

koselerinin kiimesi V' ve kenarlarinin kiimesi F olan cizge
bir GG ¢izgesinin kosgelerinin eleman sayisi

bir G ¢izgesinin kenarlarinin eleman sayisi

kenar etiketleme fonksiyonu

kenar etiketli cizge

(G, «) tizerindeki genellegtirilmig spline

i-nci akigkan siif

tiim ¢-nci akigkan simiflarinin kiimesi

kenar etiketleri Z /p°Z iizerinde ve en kiiciik koge indeksi
v; olan sifir baglantili bilegen

v;'nin bir v;-patikasi

v;'nin bir sifir patikasi

n kosgeli tam ¢izgesi

n + 1 koseli yildiz cizgesi

n koseli yol ¢izgesi

polihedral kompleks

C"-turevlenebilir, A polihedral kompleksi tizerinde
tanmiml tiim klasik splinelarin kiimesi

derecesi en fazla k olan polinomlara sahip tiim klasik

splinelarin kiimesi

tamlik bolgesi
temel ideal halkasi

temel ideal bolgesi
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1 GIRIS

R™de sonlu noktalar kiimesini alalim. Bu kiimenin en kiiciik konveks kiimesine poli-
top denir. Ornegin, R’de bir dogru parcast bir politoptur. A C R™ politoplarin sonlu
bir ailesi olmak tizere A’'nin herhangi iki elemaninin arakesiti ve her bir elemaninin
yuzeyi A’'nin elemani oluyorsa A’ya polihedral kompleks denir. A C R™ polihedral
kompleksi tizerinde tanimli C"-tiirevlenebilir, pargali polinom fonksiyonlarindan olugan
kiimeye klasik spline denir ve C"(A) ile gosterilir. Bu kiime R[zy,...,x,] polinom
halkas1 {izerinde bir modiil yapisina sahiptir. Billera ve Rose [3] ve birgok kigi bu
modiil yapisinin serbestligi tizerine cahsmislardir. Ayrica k € N ve her 6 € A i¢in f);
kisitlanmig fonksiyonun derecesi k veya k’dan kiigiik olan f € C"(A) fonksiyonlarina
sahip ttim klasik splinelarm kiimesi C},(A) ile gosterilir ve bu kiime reel sayilar tizerinde
sonlu boyutlu bir vektor uzayidir. Bu vektor uzayimin boyutunu ve tabanini bulmak
klasik spline teorisindeki baglica problemdir. Bu konuyla ilgili yapilan ¢aligmalardan
bazilar1 Schumaker [15, 16] ve Billera[4, 5]’dir. Genel olarak klasik splinelarin niimerik
analizde, yaklagim teorisinde ve kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde
uygulamalari mevcuttur. Son zamanlarda 6zellikle bilgisayar tabanli animasyonlar ve

geometrik dizayn gibi bir¢ok alanda klasik spline fonksiyonlar: kullanilmaktadir.

Biz bu caligmada klasik splinelarin bir genigletilmesi olan genellestirilmis splinelar
tizerinde ¢alisacagiz. Genellestirilmis splinelar ilk olarak Gilbert, Polster ve Tymoczko
9] tarafindan tanimlanmigtir. Koselerinin kiimesi V' ve kenarlarinin kiimesi E olan
G = (V, E) sonlu bir ¢izge ve R birimli degigmeli bir halka olsun. (G, a) kenar etiketli
cizgesini alalim. FEger her bir kenar e = wv € FE igin komsu koselerin etiketlerinin
fark: kenar etiketlerinin icine diigiiyorsa, yani f, — f, € a(e) oluyorsa, F € RVl kége
etiketine (G, o) tlizerindeki bir genellestirilmis spline denir ve R o) ile gosterilir. Bu

kiime halka ve R-modiil yapilarina sahiptir.

Handschy, Melnick ve Reinders [11], splinelarin 6zel bir tiirii olan akigkan simflarim
tanimlamiglardir. Akiskan simflan ozellikle R o) 'nin bir modiil tabanini bulmak icin
¢ok kullamghdir. Handschy ve arkadaglari [11], tam sayilar {izerinde kenar etiketli
devir ¢izgelerin akigkan simiflarinin en kiigiik basg girdilerini formiillestirmisler ve bu
girdilere sahip akigkan siniflarindan olugan kiimenin Z, o) nin bir tabani oldugunu is-

pat etmiglerdir. Tamsayilar iizerinde kenar etiketli herhangi bir ¢izge icin benzer sonu-
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cun saglandigl Bowden, Hagen, King ve Reinders [6] tarafindan ispatlanmigtir. Biz bu
tezde Bowden ve arkadaglarinin [6], Z tizerindeki akigkan simiflarinin bir kiimesinin ta-

ban olma kogulunu kendi galigmalarimizda kullanmak amaciyla Z/mZ’e gore diizenleyecegiz.

Bowden ve Tymoczko [7], Z/mZ halkas: tizerinde ¢alismiglardir. Burada bazi kogullar
altindaki akigkan tireteglerinin kiimesinin ashnda [Z/mZ] (¢ o) nin bir akiskan minimum
iirete¢ kiimesi oldugunu ispatlamiglardir. Bu ispat bizim caligmalarimiz i¢in oldukga

onemlidir.

Philbin, Swift, Tammaro ve Williams [14], taban halkalar1 Z/p*Z, Z/mZ ve 7Z olan
baglantili cizgelerin akigkan minimum trete¢ kiimelerini bulmak icin birer algoritma
vermislerdir. Biz bu ¢alismada éncelikle Philbin ve arkadaslarinin [14], Z/p*Z halkast
tizerinde gelistirdigi algoritmay1 kullanacagiz ve [Z/p*Z] g, »)'nn bir akiskan minimum
tireteg kiimesini elde edecegiz. Daha sonra Z/mZ halkasi tizerinde gelistirdikleri algorit-
may1 kullanacagiz ve akigkan minimum iirete¢ kiimesi elde etmek i¢in bazi1 ornekler in-
celeyecegiz. Bu érneklerde | V' | veya m tamsayisi arttikca iglemlerin oldukga zorlagtigina,
yani algoritma kullanarak [Z/mZ)| ) nin akiskan minimum iirete¢ kitmesini bulmanin

oldukga zor oldugunu gorecegiz.

Altmok ve Sarioglan [1], R bir TIB olmak {izere (G,a) igin genellegtirilmis spline
modiillerinin akigkan tabanlarinin varhigimi ispat etmislerdir. 6 : Z — Z/mZ bir érten
doniigim olmak {tizere her bir f € Zgp-1(a)) spline ve her bir v; € V' kosgesi icin
(0. f)v, = 0(fy,) kuralimi saglayan 0, : Z g-1(a)) — [Z/mZ)(G,«) Orten fonksiyonuna in-
dirgensin. Biz bu tezde, Altinok ve Sarioglan [1]'un TIB tizerindeki calismalardan fay-
dalanarak her bir t = 4,...,n icin £ € Z eleman 0.( féf)) = £ = £ 4 mZ kosetine
karsilik gelen bir en kiiciik pozitif tamsay1 olmak iizere F* = (0,...,0, o ﬁﬂ,?)
akigkan simifin1 Z/mZ halkas: lizerinde inga edecegiz. Burada ilk olarak, Z/mZ halkasi
tizerinde bir akigkan sinifinin varligindan her zaman bahsedebilir miyiz sorusu iizerinde
duracagiz. Daha sonra [Z/mZ]k, o) 'nin bir akigkan minimum tirete¢ kiimesinin genel

formunu verecegiz.



2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Genellestirilmig spline teorisine giris yapmadan once ¢aligmalarimizda onemli olacak
bazi temel bilgilerden bahsetmeliyiz. Bu boltimde, halka teorisi, modiil teorisi ve gizge

teorisiyle ilgili baz1 tanim ve teoremler verilecektir.

2.1 Halka ve Modiil Teorisi
Tanmim 2.1. () # R bir kiime ve (R, +) bir degismeli grup olsun.

T RxR—=R
(a,b) — a-b:=ab

fonksiyonu varsa ve her a,b,c € R i¢in
e a(bc) = (ab)c
e a(b+c)=ab+ac
e (b+c)a=ba+ca

kogullar1 saglaniyorsa (R, +,.)’ya bir halka denir. Toplamsal degigmeli grubun birim
elemanina R halkasinin sifirs denir ve 0 ile gosterilir. Her a, b € R i¢in ab = ba oluyorsa
R’ye degismeli halka ve her a € R i¢in la = al = a olacak sekilde bir 1 € R elemani

1

bulunuyorsa R’ye birimli halka denir. Eger a € R icin aa~! = a~'a = 1y olacak sekilde

a~ ' € R varsa a” e a'nin tersi denir.
Ornek 2.2.

o (Z,+,.), (R,+,.), (Q,+,.) ve (C,+,.) bilinen toplama ve ¢arpma iglemleriyle

birer birimli degigmeli halkalardir.
e nZ = {nz : x € Z} degismeli bir halkadir ancak birimli degildir.

e My(Z) kiimesi matrislerin bilinen toplama ve garpma iglemleriyle birimli bir

halkadir ancak degismeli degildir.

e M5(27Z) kiimesi matrislerin bilinen toplama ve ¢arpma iglemleriyle bir halkadir

ancak birimli ve degismeli degildir.



Tanmim 2.3. R bir halka ve () # M C R bir altkiime olsun. Eger M, R’deki iglemlerle
bir halka oluyorsa M’ye R’'nin bir alt halkas: denir.

Tanim 2.4. A, R’nin bir alt halkasi olsun. Hera € Aver € Ricinar € Avera e A

oluyorsa A’ya R’'nin bir ideali denir ve A < R ile gosterilir.

Tanim 2.5. R bir halka ve M C R bir altkiime olsun. < M >= [] A; idealine,
MCA;<R

R’nin M tarafindan tretilen ideali denir. A, R'nin bir ideali ve A =< aq,...,a, > ise

A idealine sonlu tiretecli ideal denir. A =< a > olacak sekilde a € R varsa A’ya R'nin

bir temel ideali denir.

Ornek 2.6. Z halkasimn her ideali temel idealdir ve aZ seklindedir. Ancak Z[z]

halkasinda < 2,z > ideali temel ideal degildir.

Tanim 2.7. A < R alahm. 7 + 75 = r| + 19 ve 71.75 = 1.7 islemleriyle tanimlanan

R/A={r+ A|r € R} halkasima R’'nin A idealine boliim halkas1 denir.

Tanim 2.8. R ve S iki halka ve g : R — S bir fonksiyon olsun. Her 1,75 € R icin
g(r1 +19) = g(r1) + g(ra) ve g(rir) = g(r1)g(r2) ise g fonksiyonuna bir halka homo-
morfizmasy denir. Eger g : R — S fonksiyonu birebir ve orten halka homomorfizmasi

ise g’e 1zomorfizma denir ve R ile S ye 1zomorf halkalardir denir ve R = S ile gosterilir.
Ornek 2.9. Z, ile Z/nZ izomorf halkalardir. Yani, Z, = Z/nZ’dir.
Tanim 2.10. R degismeli bir halka olsun.

e Eger x,y € R ve zy = 0 oldugunda x = 0 veya y = 0 oluyorsa R ye tamlik
bolgesi(TB) denir.

e R'nin her ideali temel ideal ise R’ye temel ideal halkasi(TIH) denir. Eger R
halkasi ek olarak bir tamlik bolgesi olursa R’ye temel ideal bb'lgesi(TiB) denir.

Ornek 2.11. Z halkas: bir TIB dir. Z, = Z/nZ halkas1 TIB degildir ama eger p bir
asal sayisi ise Z/pZ halkasi TIB olur.

Tanim 2.12. R bir degismeli halka ve a1, ay € R olsun. Eger ay = ajas olacak sekilde
bir ag € R varsa a; boler as denir ve a; | ay ile gosterilir. a; bélmez as ise aj { ay ile

gosterilir.



Tanim 2.13. R bir degismeli halka ve aj,as € R olsun. Eger 0 # d € R asagidaki

kogullar1 saghyorsa d elemanina a; ve ay’nin bir en biytik ortak bolenidir denir.
e d|ajved]|ay,
e cgerd |ay ved |ayised | ddir.
a; ve az’nin en biiyiik ortak boleni ebob(ay, az) veya (aq,as) ile gosterilir.

Tanim 2.14. R bir degismeli halka ve a1,a2 € R olsun. Eger 0 # ¢ € R asagidaki

kogullar1 saghyorsa ¢ elemanina a; ve as’nin bir en kii¢ik ortak katidir denir.
e a;|cveasy|c,
o ’ ’. Iy 1
e eger aj | ¢ veas | ¢ ise c¢| c'dir.
a; ve ag'nin en kiigiik ortak kat1 ekok(ay, as) veya [aq, as] ile gosterilir.

Tanim 2.15. R bir birimli halka ve M bir degismeli grup olsun. Eger asagidaki
ozellikleri saglayan
RxM—M

(rym) = r-m:=rm

doniigiimii varsa M’ye (sol) R-modil denir. Her bir r1,79 € R, my, me € M igin
o (11 +1ro)my = rymy + romy.
o (rir9)my = ri(romy).
e 71(my +my) = rimy + rims.
e 1pmi; = my.

MxR—M

(m,r) —m-r:=mr

doniigimii yukaridaki benzer ozellikleri saghyorsa M’ye (sag) R-modil denir. Bu

caligmada, aksi belirtilmedikge biz sol R-modiiliinii R-modiil olarak alacagiz.



Ornek 2.16. (G, +) degismeli grup ise G, Z-modiildiir.

7ZxG—G
g+---+g eger n>0
(n,g) —ng = O eger n =0

—g—---—¢qg eger n<0

Z-modiiller ve degismeli gruplar aynidir.

Tanim 2.17. M R-modil ve A C M bir altkiime olsun. A kiimesi M’deki modiil
islemi ile bir modiil oluyorsa A’ye M’nin bir alt modil denir. Bir bagka deyisle, A alt

modiild, her bir 7 € R ve ay,as € A icin a; + ras € A kogulunu saglar.

Tanim 2.18. M R-modili ve X C M bir altkiime olsun. Eger herhangi farkh
T1,..., 8, € X very,...,r, € Rigin ) " r;x; = 0 oldugunda her bir i = 1,...,n i¢in
r; = 0 saglaniyorsa X kiimesine dogrusal bagimsiz kime denir. Eger her bir m € M
icin m = zk: r;x; olacak gekilde zq,...,x, € X varsa X’e M’nin bir R-modiil taban:
denir. Tal;rlu var olan modiillere serbest modiil denir.

Not. M serbest R-moduldir ancak ve ancak en az bir X C M altkiimest vardwr ki her

birm € M elemani m = > rix;, r; € R, ; € X olacak sekilde tek tirli yazilur.
i=1

Onerme 2.19. M R-modiil olsun. M serbest R-modiildiir ancak ve ancak I bir indeks
kiimesi olmak tizere M = RY dar.
Ispat. e; = (0,...,0, 1 ,0,...,0) € RD olmak iizere {e;}ic;, RY)'nm bir tabanidur.

i

Ik olarak, M = R oldugunu varsayalm. R bir tabana sahip oldugundan bu
tabanin izomorfizma altindaki gortintiisit M nin bir tabani olur. Tersine, M serbest
R-modiil ve taban1 X olsun.

fo i R—M

r—=Tre

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda

RD — M

(ra) — Z fulrz) = Z T

zeX



bir izomorfizmadir. Burada X kiimesini I indeks kiimesi olarak secersek isteneni elde
ederiz.

]

Ornek 2.20. Z/27 & 7./2Z serbest Z/2Z-modiil oldugu Onerme 2.19’dan aciktir. An-
cak Z /27 ® 7./27 serbest Z-modiil degildir. Ciinkii herhangi bir (a,b) € Z/27Z ® Z./27

eleman1 (0,1) ve (1,0) elemanlar cinsinden tek tiirlii yazilamaz. Yani

ve a = 3a oldugundan

olur.

Not. Bir serbest modilin bir alt modilii serbest modil olmayabilir. Ornegin, YARY/
halkasina alalim. 7./A7Z bir serbest Z/AZ-modildir. Ancak 27./47 alt modiilii serbest bir
modil degildir. Clinki 2+47 € 27./AZ olmak tzere 2+ 47 = 2(1+47Z) = 2(3+4Z) 'dir

yani elemanlar: tek turli yazilamaz.

Teorem 2.21. R bir TjB, M bir serbest R-modul ve A < M bir alt modil olsun. O

zaman, A bir serbest R-moduldiir.

Ispat. [12], 4. Boliim, Teorem 6.1 bakimiz. ]

2.2 (Cizge Teorisi

Tanim 2.22. Koselerden ve kenarlardan olugan bir diagramla temsil edilen sekillere
¢izge denir. Daha agik bir ifade ile noktalar1 eleman olarak kabul eden koselerinin
kiimesi V' ve bunlar: birlestiren cizgileri eleman olarak kabul eden kenarlarinin kiimesi
E olan ve G = (V, E) olarak ifade edilen kiimelere ¢izge denir. V ve E kimeleri bir G
gizgesi i¢in sirasiyla V(G) ve E(G) olarak gosterilir. Genel anlamda, bir koge kiimesi
V = {v1,vq,...,v,} ve bir kenar kiimesi E = {ej, e, . .., e,,} seklinde ifade edilir. Sekil

1’de bir G = (V, E) ¢izge 6rnegi verilmistir.



e

Sekil 1: G = (V, E)

e v ve vy kogelerini birlestiren kenari e; olarak adlandiralim. Bu durumda, e;s =

e; = v1vy olarak gosterilir ve vy ile vy kogelerine komsu koseler denir.

e Eger v; ve v; koselerini birlestiren en az bir e, kenar1 varsa bu ¢izgeye baglantil

¢izge denir.
e Bir G ¢izgesinin koselerinin sayisi | V' | ve kenarlarinim sayisi | E | ile gosterilir.

e Bir cizgedeki bir v; kogesinin bagl oldugu kenar sayisina v; kogesinin derecest

denir.

e Bir (G ¢izgesi tlizerinde en az sayida renk kullanilarak tiim kogelere komsularindan
farkli birer renk atama islemine ¢izge renklendirmesi denir. Renklendirmede kul-

lanilan toplam renk sayisina kromatik say: denir.

e Bir G c¢izgesindeki bir e, kenarimin her iki ucu da aym v; kosesi ise bu kenara v;

kosesinde bir dongu denir.

e Bir G ¢izgesinin komsu iki kogesi v; ve v; birden fazla kenar ile birlestiriliyorsa

bu kenarlara ¢oklu kenarlar denir.

e (Coklu kenar ve dongii icermeyen ayrica yonli olmayan sonlu ¢izgelere basit ¢izge

denir.

Bu caligmada aksi belirtilmedikge basit, baglantili ve sonlu cizgeleri ele alacagiz.

Tanim 2.23.

(i) Sufur Cizgeleri: Sadece kogelerden olugan yani kenar elemanlar: bulunmayan ¢izgeye

sifir ¢izgesi denir. n kogeden ve 0 kenardan olugan bir sifir ¢izgesi N, ile gosterilir.

8



(i)

(i)

(iv)

(vii)

K K3 Cs Fs

Sekil 2: Baz 0zel ¢izgeler

Yol (lizgeleri: V. = {vy,...v,} olan bir ¢izge ardigik vyvq, vovs, ..., vy_10, ke-
narlarina sahipse bu ¢izgeye yol ¢izgesi denir. n kogeden ve n — 1 kenardan olugan

bir yol ¢izgesi P, ile gosterilir.

Devir Cizgeleri: V. = {vy,...v,} olan bir ¢izge ardigik vyvy, v9vs, ..., v,01 ke-
narlarina sahipse bu ¢izgeye devir ¢izgesi denir. n kogseden ve n kenardan olusan

bir devir ¢izgesi C,, ile gosterilir.

Yildvz Cizgeleri: Bir merkezi koge olan ve her biri sadece bu kogeye birlestirilen
gevrel(ug) kogelerden olusan ¢izgeye yildiz ¢izgesi denir. n + 1 koseden ve n

kenardan olugan bir yildiz cizgesi .S, ile gosterilir.

Tam (izgeler: Her bir kogenin diger tiim kogelerle birlestirilmesiyle olugturulan
bir ¢izgeye tam cizge denir. Bir bagka deyisle, n koseli bir tam ¢izge, bu n koseyi

birlegtiren tiim kenarlarin ¢izilmesiyle elde edilir ve K, ile gosterilir. K, ¢izgesinde

(n) _ n(n—1)

5 5— tane kenar bulunmaktadir.

Iki Parcalv Cizgeler: Koselerinin kiimesi V. = {V1,Va} olmak ftizere iki ayrik
altkiimeye ayrilan ve bu iki altkiimenin elemanlar1 varsa bir kenar ile birlegtirilen
cizgeye iki parcali ¢izge denir. Iki parcali ¢izgelerde ayrik kiimelerin karsiliklh tiim
kosgeleri baglantili olmak zorunda degildir. Eger V; kiimesinin her bir eleman ile
V5 kiimesinin her bir elemani bir kenarla birlegtiriliyorsa bu c¢izgeye iki parcali
tam ¢izge denir. | Vi |= 1 ve | V4 |= s ise iki parcal tam ¢izge K, ; ile gosterilir.

K, s cizgesi r 4 s tane kogeye ve r - s tane kenara sahiptir.

n-Boyutlu Kip : Koselerinin kiimesi V' = Z = {0,1}" ve kenarlarinin kiimesi
E = {vivy : d(v1,v2) = 1} olan ¢izgeye n-boyutlu kiip ¢izge denir ve @, ile
9



gosterilir. Bir bagka deyisle, @), ¢izgesinin koseleri n uzunluklu 2" elemanlh ikili
kodlar ile etiketlensin. O zaman, tam olarak bir durumda farkl etiketlenmig iki

kose birbiriyle baglantiliysa bu ¢izge bir n-boyutlu kiip ¢izgedir.

(viii) Tekerlek Cizgeleri: Bir S, 1 yildiz ¢izgesinin ardigik ug koselerinin birer kenar ile

birlestirilmesiyle olugturulan cizgeye tekerlek cizge denir ve W, ile gosterilir.

Tanim 2.24. Koésgelerinin kiimesi V' = {vy,...,v,} olan bir G = (V, F) ¢izgesini alalim.
G cizgesinin kogelerinin ve kenarlarinin olusturdugu bir diziye yuriyis denir. (")rnegin,
her bir v; ve v; komsu koseleri i¢in e;; = v;v; olmak lizere vie12v2€23V3 « - - Vp—1€5—11Vk
bir yiirtiytistiir. Tekrar etmeyen koselerden ve kenarlardan olusan bir yiirtiytise yol
denir. Bir ¢izgenin herhangi iki kogesini birlegtiren bir parca yoldur. Baslangic kosesi
ile bitig kosesi ayni olan ve bu koge diginda tekrar etmeyen kogelerden ve tekrar etmeyen
kenarlardan olugan bir yiiriiyiise devir denir. Yani, bir yolun iki kosesini bir kenar ile
birlestirerek elde edilen bir parca devirdir. Tekrar etmeyen kenarlardan olusan bir

yiruytse patika denir. Bir patika’da koseler tekrar edebilir.

(a) yiiriyiis (b) patika (c) yol

e
€14 23

(d) devir

Sekil 3: Ky = (V, E)
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Ornek 2.25. Kogelerinin kiimesi V' = {vy,vs,v3,v4} ve kenarlarmin kiimesi £ =
{e12, €13, €14, €23, €24, €34} olan Ky = (V, E) tam ¢izgesini alahm. Agagida yiiriyig (Sekil

3a), patika (Sekil 3b), yol (Sekil 3c) ve devir (Sekil 3d) 6rnekleri verilmistir.

YUrtuyls: v9€2303€1301€1202€230U3€34V4

Patika: V9€923U3€13V1€12V2€24UV4
Yol U2€230U3€13V1€14V4
Devir: V2€230U3€13V1€14V4€24V2

Not.

e Yol cizge ile yol kavramlar birbirlerinden farklhdwr. Bir ¢izgenin i¢inde bir veya

birden fazla yol olabilir. P, yol ¢izgesi ise tamama yol olan bir ¢izgedir.

o Devir c¢izge ile devir kavramlar birbirinden farkhdwr. Bir devir, tek basina bir
cizge olabilir yada bir ¢izgenin bir parcasini da olusturabilir. C,, devir ¢izgesi ise

tamama devir olan bir ¢izgedir.

o (G cizgesi iki parcaly bir ¢izgedir ancak ve ancak G ¢izgesinin kromatik sayisy 2
dir.
Tanmim 2.26. G ve H ¢izgelerini alalim. « : V(G) — V(H) bir fonksiyon olmak tizere

eger xy € E(G) oldugunda a(z)a(y) € E(H) kogulu saglaniyorsa a’ya G’den H’a bir

homomorfizma denir.
Not. Eger G ve H homomorfik iki ¢izge ise, o zaman
e « fonksiyonu kenarlar: kenarlara esleme yapar.

o « fonksiyonu bir sifir kenarini tek bir koseye veya bir kenara veya bir sifir ke-

narina esleme yapabilir.

Ornek 2.27. Sekil 4’de verilen V(G) = X UY olan bir G = (V(G), E(G)) iki parcah
¢izgesini ve V(K3) = {z1, 22} olan bir Ky = (V(K3), E(K3)) tam ¢izgesini alalim.

a fonksiyonunu agagidaki gibi tanimlayalim:

a: V(G) = V(Ky)
z1 eger veX

v av) =
2z eger veEY

11



Sekil 4: Cizge homomorfizmasi

a fonksiyonunun G gizgesindeki kenarlar1 K, ¢izgesindeki kenarlara egleme yaptigi
tanimdan agiktir. Yani, her bir zy € E(G) kenar1 x € X ve y € Y kogelerine sahiptir
dolayisiyla a(z)a(y) = 2129 € E(K3) vardir. Boylece, a fonksiyonu G’den K5’ye bir

homomorfizmadair.

Tanim 2.28. G ve H ¢izgelerini alahm. « : V(G) — V(H) birebir érten bir fonksiyon
olmak iizere G ve H ¢izgelerinin kenarlar1 arasinda “zy € E(G) < a(z)a(y) € E(H)”

kosulu saglaniyorsa G' ve H cizgelerine izomorfik ¢izgeler denir ve G = H ile gosterilir.
Not. Eger G ve H izomorfik iki ¢izge ise, o zaman
e « fonksiyonu kenarlar: kenarlara esleme yapar.

e « fonksiyonu sifir kenarlar, sifir kenarlara esleme yapar.

Sekil 5: Cizge izomorfizmasi

12



Ornek 2.29. Sekil 5'da verilen V(K33) = {v1,v9,v3,v4, 05,06} olan iki parcall tam

¢izgesini ve V(G) = {uq, ug, ug, ug, us, ug} olan gizgeyi alahm ve o fonksiyonunu

Vi Vg V3 Vg4 Vs Vg

Uz U3 Us Uz Ug Ug

olacak gekilde tanimlansin. « fonksiyonunun birebir 6rten bir fonksiyon oldugu tanimdan
aciktir. Ayrica a fonksiyonu kenarlar1 kenarlara esleme yapar. Bu nedenle, o fonksiy-

onu K3 3’den G'ye bir izomorfizmadir.

Q3 G

Sekil 6: Izomorfik olmayan cizgeler

Ornek 2.30. Sekil 6’da verilen 3-boyutlu kiip cizgesini ve G cizgesini alalm. Qs
¢izgesinin kromatik sayisi 2’dir. Dolayisiyla Q3 cizgesi aslinda iki parcali bir ¢izgedir.
Ancak G'nin kromatik sayis1 3’diir. Dolayisiyla G iki parcali bir ¢izge degildir. Yani,
Q3 ve G cizgeleri arasinda cizge 6zellikleri birebir eglenemez. Oyleyse Q3 ve G izomorfik

olmayan iki ¢izgedir.
2.2.1 Tam Cizgelerin in§as1

Tam ¢izgeler agagidaki gibi iki farkli yolla inga edilebilir.

(i) Ik yontem olarak, Cy devir cizgesini alalim ve buna Sy yildiz cizgesini ekleyelim.
Bu durumda K, tam ¢izgesini elde ederiz. Yani, Sekil 7’de goriildiigii gibi
n—1

Ky = Cs + S3’diir. Eger tiimevarimla S,’i C3 + > S;’ye eklemeye bu sekilde
i=3

devam edersek, genel anlamda agagidaki denklemi elde edebiliriz:

Ky =Cs+ Z S;.

13



A A A

Sekﬂ 7 Cg + Sg = K4

(P

Sekll 8: K4 + 54 = K5

(ii) Ikinci yontem olarak, K tam cizgesini alalm ve buna Sj yildiz cizgesini ekleyelim.
Bu durumda K, tam cizgesini elde ederiz. Elde ettigimiz K, tam c¢izgesine Sy
yildiz ¢izgesini eklersek K5 tam ¢izgesini elde ederiz. Yani, Sekil 8'de gosterildigi
gibi K5 = K, + Sy olur. Genel olarak, K, i tam ¢izgesinin ingas1 asagidaki gibi
verilebilir:

Kn+1 = Kn + Sn

Not. (i) ve (ii)’de i = 3 alirsak aym sekilde insa olusmaktadir. Bu durum K3 = Cj

olmasindan kaynaklanmaktadir. i =4, ..., n i¢in asamalar farkl olmaktadar.

14



3 GENELLESTIRILMIS SPLINELAR

3.1 Genellestirilmis Spline ve Ozellikleri

Tanim 3.1. G = (V, E) sonlu bir ¢izge ve R birimli degismeli bir halka olsun. G
¢izgesinin kenar elemanlarini R halkasinin sifirdan farkli ideallerine eglestiren o : £ —
{R’nin idealleri} fonksiyonuna kenar etiketleme fonksiyonu ve (G, «) sirali ikilisine de
kenar etiketli ¢izge denir. Sekil 9’da R halkas: tizerinde kenar etiketli bir tam cizge

ornegi verilmistir.

<l,> <lL>

<ly>

Sekil 9: R halkasi tizerinde kenar etiketli cizge

Uyari. Bu galigmada aksi belirtilmedikge R halkasim Z/mZ alacagiz. Z/mZ’nin her
ideali temel ideal oldugundan bir kenar etiketi < f > olan ideali f € Z/mZ iireteci
ile temsil edecegiz. Ashnda, eger f = f + mZ kosetine karsihik gelen en kiiciik pozitif
tamsay1 f ise o zaman f € Z elemamm temsilci olarak sececegiz. Ornegin, Z7/30Z

halkas1 tizerinde kenar etiketli bir tam ¢izgesini Sekil 10’daki gibi alacagiz.

Sekil 10: Z/307Z halkas: iizerinde kenar etiketli ¢izge

15



Tanim 3.2. (G, «) kenar etiketli ¢izgesini alalim. Eger her bir kenar e = uv € FE igin
komsu koge etiketlerinin fark: kenar etiketlerinin igine diigiiyorsa, yani f, — f, € a(e)
oluyorsa, F' € RIVI kose etiketine (G, a) iizerindeki genellestirilmis spline denir. Burada
fu, u kosesindeki etiketi ifade etmektedir. (G, «) kenar etiketli ¢izgesinin tizerindeki

genellestirilmis splinelarin kiimesi R o) ile gosterilir.
R =1{F € RVl her bir e = uv icin f, — f, € a(e) 'dir.}.

R(G,o)'nin elemanlarim siitun matrisi ile asagidan yukariya sirali olmak tizere agagidaki

gibi ifade ediyoruz:

fvn
F = S R(Gﬂ).

for

Ayrica F' = (fu,, ..., fu,) olacak sekilde vektorel gosterimle de ifade edebiliriz.

“Genellestirilmis spline”, “spline” olarak ifade edecegiz.

Ornek 3.3. Sekil 11, R = Z/6Z halkasi tizerinde kenar etiketli devir gizgesi 6rnegidir.
(Cs, a) tizerindeki bir spline F' = (0, 3,3, 3,0) olarak verilebilir.

Sekil 11: Genellestirilmis spline

Not. R birimli degismeli bir halka ve (G, «) kenar etiketli bir ¢izge olsun. u,v € V ve

e=uv € E alalim.

o Fger G c¢izgesinin tim koselerini bir r € R ile etiketlersek o zaman bir spline elde

ederiz. Clinki her bir kése e = uv i¢inr, —r, =1 —1r =0 € afe) saglanar.

e Eger a(e) =< 1g > ise o zaman e tzerinde spline kosulu her bir f,, f, € R i¢in

saglanar.
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e Eger a(e) = 0g ise o zaman f, = f, olur.
Onerme 3.4. R birimli degismeli bir halka olsun. (G, «) kenar etiketli ¢izgesini alalum.

(i) RiGa), birim elemans her bir v € V igin 1, = 1 olarak tansmlanan bilesensel

toplama ve ¢arpma islemi ile bir halkadur.

(it) RG.a), R-modil yapisina sahiptir.

Ispat. Tk olarak, (7)’'nin ispat1 igin agagidaki cebirsel iglemleri tanimlayalim.

+: R(G,a) X R(G@) — R(G@)
(p,q) > p+q:= P + Qs Do + Q)

. R(G,a) X R(G,a) — R(G,a)

(P,q) = D¢ = (PorGuis-- s PonGon)

Tanim geregi R (g q) kiimesi RVl carpim halkasinin bir altkiimesidir. O halde, RG,a)
kiimesinin birim elemanini icerdigini ve carpma-c¢ikarma iglemleri altinda kapali oldugunu

gostermemiz yeterli olacaktir.

e Her bir v € V i¢in 1, = 1 olarak tanmimlanan birim eleman R o) 'nin igine diiger.

Ciinkii her bir e = v;v; icin 1,, = 1,, =1 -1 =0 € a(e) dir.

® p,q € R alahm. Her bir e = v;v; icin
(p - Q)vi - (p - Q)vj = (pvi - Qvi) - (pvj - QUj) - (pvi —pvj) + (qvj — qvi) € oz(e)'dir.

O halde, R(g,q) ¢ctkarma islemi altinda kapalidir.
® p,q € R, alahm. Her bir e = v;v; icin
(Pq)w, — (pq)vj = (Pui Qi) — (pvj qﬂj) = (Pvio; — D, Gv;) + (pvj Qv; — Pu; qu)
- (p’l}l - p’l)]')Q’Ui +p’l)j (q’l}l - ij) E a(e) ’dir'
O halde, R(g,) ¢carpma iglemi altinda kapahdir.

Benzer sekilde, (77)'nin ispati i¢in agagidaki cebirsel iglemi tanimlayalim.

R x R(G,a) — R(G,a)

(r,p) = 1D = (TDuys -+, TDu,,)
17



R(G,o)'nn bu iglem ile bir R-modiil oldugu kolayca kontrol edilebilir. ]
Onerme 3.5. Eger R bir TIB ise o zaman R G,y serbest R-modiildiir.

Ispat. Tamimdan, RGa C RV alt modiiliidiir. R!YI'nin serbest R-modiil oldugu

aciktir. Teorem 2.21’den R(g o) serbest R-modiil olur. O]

3.2 Tam Cizgeler Uzerinde Genellestirilmis Splinelar

V3 )

Sekﬂ 12: Kg + 83 = K4

K, tam cizgesini ve .S, yildiz ¢izgesini alalim. K, cizgesinin ilk kogesini v; ve diger
koselerini saat yoniinde artacak sekilde vs, ..., v, olarak etiketleyelim. Benzer sekilde,
Sy ¢izgesindeki vy, . . . , v, kogelerini tam ¢izgesinde oldugu gibi etiketleyelim. Ek olarak,
yildiz ¢izgesindeki ortadaki merkez koseyi v, 1, ile etiketleyelim.

n(n —1)
2

Ty 1=

olsun. Tanimlanan bu r, sayisi, n > 1 i¢in K, ¢izgesinin kenarlarinin eleman sayisina
kargihik gelmektedir. Simdi, tam ¢izgelerin kenarlarmin etiketlerini Boliim 2.2.1 (7i)’de
tanimlanan ingay1 kullanarak belirleyelim. e;; = v;v; kenarim ey, ile agagidaki gibi ifade

edelim. Ilk olarak, K, = K3 + S5 ingasini kullanalim. K3’iin kenarlarini
€1 = €12,€2 1= €13,€3 := €23
olarak siralayalim ve bunlar

L € aler),ls € ales),ls € ales)
18



iiretecleri ile etiketleyelim. S3’iin kenarlarimi
€4 i= €14, €5 := €94, €6 = €34
olarak siralayalim ve bunlar:
ly € aley),ls € ales),ls € afeq)
tiretegleri ile etiketleyelim. O zaman K,’iin kenarlarinin etiketleri Sekil 12’de goriildiigi

gibi

I € aler),ls € ales),ls € ales),
ly € afeq),ls € ales),ls € aleq)

olur. Simdi, K5 = Sy + K, insasii kullanalim. S, tin kenarlarini

€7 1= €15,€8 := €35,€9 1= €35,€10 = €45

olarak siralayalim ve bunlar:

l7 € @(67), lg < CK(@g),lg c Oé(@g), llO c 04(610)

iretegleri ile etiketleyelim. Buradan Kj5’'in kenarlarinin etiketleri

I € aler),ls € ales),l3 € ales),ly € ales),ls € ales),ls € aleg),

l7 € @(67),[8 < CK(@g),lg € Oé(@g), llO € 04(610)

olur. Eger boyle devam edersek, K, = K,_1 + S,_1 insasin kullanarak K, ’nin ke-

narlarinin etiketleri

L € aler),lx € alez), I3 € ales), ..., L, _, 1 € aler,_,-1),ln,_, € aler,_,),

lrn—l‘i’l € a(ern—l+1)7 lrn—l+2 € a<€Tn—1+2)7 Tt lTn € a(eTn)

olacak sekilde belirlenir.

19



Boliim 2.2.1°de tam cizgelerin iki farkli yolla inga edilebilecegini ifade etmistik. Hand-
schy, Melnick ve Reinders [11], tam sayilar tizerinde ¢aligmiglar ve tam ¢izgeler {izerinde
splinelarin ingasim 2.2.1 (7) kullanarak Z halkasi i¢in vermiglerdir. Ancak biz bu tezde,
Z./mZ halkas: iizerinde calisacagiz. Bu yiizden, Boliim 2.2.1 (i7) kullamlarak TIH

tizerinde splinelarin nasil bulunacagi agagidaki teoremde verilecektir.

Teorem 3.6. R bir TIH olsun. (K,,«) kenar etiketli tam ¢izgesini ve (S,,a) ke-
nar etiketli yildiz ¢izgesini alalim. O zaman her bir i icin 3 < ¢ < n olacak sekilde
(fors-- s forr) € Rikiyr,0) Min saglamase icin gerek ve yeter kosul (fy,, ..., fo,) € R(k,0)
ve (fors s for) € R(s,a) olmasidar.

Ispat. (=): Tiimevarimla ispatlayahm. Ilk olarak, i = 3 durumunu inceleyelim.

(fors foar fo3) € Riks,a) Ve (fors fuas fuss fou) € R(ss,0) oldugunu varsayalim.
K4 = K3+ S3 oldugundan

fv1 - fvg e< ll >, f’Ul - fvg e< 12 >, fvz - fvg e< l3 >,

fvl_fm c< l4 >, fvz_fm e< l5 >, fvg_fv4 e< l6>

buluruz. O halde,
(fma f027 f’vsa fv4> € R(K4,a)

olur. Timevarim hipotezi olarak, i = t olmak iizere 3 < ¢t < n i¢in (f,,,..., fo,) €
Rk, ) Ve (for, s forsr) € R(s,,a) oldugunu varsayalim. ¢ = n + 1 igin dogru oldugunu
gosterelim. Tiimevarim hipotezinden, (fy,, ..., fo,.) € Rik,,a) Ve (fors s fonir) € Risna)

oldugunu biliyoruz ve cizge teorisinden K, 1 = K,, + S, esitligi saglandigindan

(fvp ceey fvn+1> € R(Kn+17a)

buluruz.

(<): Agiktr.
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3.3 Akiskan Smiflar:

Akigkan siiflari, splinelarin 6zel bir tirtdir. Akiskan siiflar ilk olarak Handschy,
Melnick, ve Reinders [11] tarafindan tanimlanmigtir ve ayn1 makalede akigkan simflarinin
varhigi tamsayilar iizerinde devir ¢gizgeleri i¢in ispat edilmistir. Akigkan simiflar1 6zellikle
R(G,o)’'min bir modiil tabanini bulmak i¢in ¢ok kullamighdir. Bowden, Hagen, King ve
Reinders [6], tamsayilar tizerinde splinelarin bir akigkan smif tabani olmasinin hangi
durumda gergeklenecegini ispat etmislerdir. Bowden ve Tymoczko [7], [Z/mZ] (G q) 110
akigkan iireteclerinin kiimesinin bazi kosullar altinda aslinda bir akigkan minimum
iirete¢ kiimesi oldugunu ispatlamiglardir. Bu ispat bizim caligmalarimiz i¢in oldukga

onemlidir.

Tamim 3.7. Kosgelerinin kiimesi {vy, ..., v,} olan (G, «) kenar etiketli ¢izgesini alalim.
1 < i < n olacak sekilde i'yi secelim. F@ ¢ R(G ) splinen1 alahm. Her j < ¢ igin
bilegenler fé” %0 ve féj) = 0 kosullarimi saghyorsa F®)’ye i-nci akiskan sinaife denir ve
tiim ¢-nci akigkan simiflarinin kiimesi F; olarak gosterilir.

Tamim 3.8. F) € [Z/mZ) ) bir akiskan suuf olsun. Eger her bir kige v; € V
icin fﬁ? € {0,a;} olacak sekilde bir a; € Z/mZ elemani varsa F®) splinenina bir sabit

akiskan sinif denir.

(o
a
I

Sekil 13: Z /727 iizerinde kenar etiketli (Ss, o)

Ornek 3.9. Sekil 13'de verilen (S5, ) kenar etiketli yildiz ¢izgesini Z/727 halkasi

tizerinde alalim. Bu ¢izgenin akigkan simiflar1 agagidaki gibi verilebilir:

1 0 0 36
FA) = ! ,F2) = 0 JFG) = 18 JFW =

1 6 0 0

1 0 0 0
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Bu akigkan simiflar1 ayn1 zamanda birer sabit akigkan siniflaridir.

Sekil 14: Z/307Z tizerinde kenar etiketli (K3, @)

Ornek 3.10. Sekil 14’de verilen Z /30Z tizerinde kenar etiketli tam ¢izgesini alalim.

Bu ¢izgenin akigkan simiflar1 agagidaki gibi verilebilir:

1 ) 15
FO — 1 ’F(Q) = 2 7F(3) = 0
1 0 0

Acikca goriildiigii gibi F® akigkan siifi bir sabit akigkan smifi degildir.

Bowden ve arkadaglar [6], tamsayilar tizerinde splinelarin kiimesinin bir akigkan sinif
tabani olma kriterini vermislerdir ([6], Teorem 3.1 bakimz). Biz ise burada, Z/mZ
halkas1 iizerinde akiskan simiflarinin kiimesinin ne zaman bir iirete¢ kiimesi olacagini

inceleyecegiz.

Teorem 3.11. | V |= n olan (G, «) kenar etiketli ¢izgesini Z/mZ halkast tzerinde

alalvm. Asagqidaki ifadeler birbirine denktir.
o {FW ... F™} kiimesi [Z/mZ](G.a) man bir akiskan direte¢ kiimesidir.

o Her bir AW = (0,...,0,Gu,,...,0v,) akiskan siafy icin g, girdisi ﬁﬂj) girdisinin
bir katidar.

Ispat. {FM, ... F™} kiimesinin [Z/mZ](g,) nm bir akiskan iireteg kiimesi oldugunu
varsayalm. AW = (0,...,0,G,...,00,) € [Z/mZ] G,y bir spline olsun. Hipotez-
den, ADyi FO . F®™ gplinelarmin bir dogrusal kombinasyonu olarak yazabiliriz.

Ciinkii bu splinelar bir akigkan iiretecleri formundadir. A® bastan i — 1 tane sifira
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sahip oldugundan a;,...,a, € Z/mZ icin AV = g, FOD 4+ @, B yazabiliiz. Bu
denklemde i-nci girdiyi ele alirsak, g,, = a; ZS? + @10 + - - - + a,0 elde ederiz. Boylece
a; € Z/mZ igin g,, = a; ﬁﬁj) olur.

Simdi tersini ispat edelim. A = (gu,, .., 0v,) € [Z/MmZ](G,a) bir spline olsun. Her

bir 1 < j <n i¢in

esitligini tiimevarimla ispat etmek istiyoruz. Burada /_1;» bastan (en az) j tane sifira
sahip bir splinedir. Ik olarak, J = 1 durumunu inceleyelim. Hipotezden, g,, = a1 ﬁS} )

oldugunu biliyoruz. O halde,

gvn gvn - dlﬁgi)
= : +a FM
_ _
Guy Gus ay fo,
g'”l ()

=/ = o o Y el 1 —
olur. A = (0, Go,— a1 [, ..., G, —arfor) oldugunu kabul edersek A = A} + S @, F'®
k=1

N
egitligini elde ederiz. Tiimevarim hipotezi olarak, 1 < j <n—1ligin A = A, + 3 ap %)
k=1
esitliginin saglandigin1 kabul edelim. Diger bir deyisle,

gvn gvn
_/ 1
A | T e aE®
0 =1
Go, 0

olsun. Teoremin hipotezinden, a; € Z/mZ igin g;j = a; ﬁEj ) elde ederiz. Bu durumda,

g’Un gvn - a’] f_’lgi)

P ") i
_ | Yvin 7anUj+1 n ZJ: ap )
0 k=1

Gv, 0
=</ = = / (17 ! (1 e =5/ ] —
olur. Eger A; = (0,...,0, Go o1 — ajfijil, s Gy, — djféi)) alirsak, A= A, + > a, F'*)
k=1
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buluruz. Ozellikle j = n icin A = 14_1;I + 3 @ F*)dir. A;L bastan n tane sifira sahip
k=1

bir spline yani A, = (0,...,0) oldugundan A = 5" @, F'* elde ederiz.
k=1
[

Not. Yukaridaki teorem [Z/mZ) G o) 'men akiskan simiflarimn olusturdugu kimenin bir
akiskan trete¢ kiimesi olup olmadigina belirlememizde akiskan siniflarinin sifirdan farklh
ilk girdisinin onemli bir role sahip oldugunu gostermektedir. Burada sozu gecen girdilere

en kiiciik bag girdiler denir.

Tanim 3.12. B C [Z/mZ](¢ ) bir iirete¢ kiimesi olsun. B kiimesinin elemanlarindan
olugan ve eleman sayis1 B’den daha az olacak gekilde bir C' C B iirete¢ altkiimesi

bulunamiyorsa B’ye minimal urete¢ kumesi denir.

Tanim 3.13. Bir Z-modiil [Z/mZ] ) 'nin miimkiin olan en kiiciik sayidaki eleman

ile gerilen splinelarin kiimesine minimum trete¢ kiimesi denir.

Tanim 3.14. Bir Z-modiil [Z/mZ](G q)'nin bir minimum iirete¢ kiimesinin boyutuna

mertebe denir.

MoWNe
Co——) 3
Sekil 15: Z/6Z tizerinde kenar etiketli (P, «)

Ornek 3.15. Sekil 15°de verilen Z/6Z tizerinde kenar etiketli patika gizgesini alalim.

O halde [Z/6Z)(p, «)'nn bir akiskan iirete¢ kiimesi agagidaki gibi verilebilir.

1 3 3
B= 1151 2 |, 0
1 0 0

Ancak elde edilen bu B kiimesinin elemanlar1 Z/6Z halkasi tizerinde dogrusal bagimsiz
olmadigindan yani 3.(0,2,3) = (0,0,3) oldugundan B bir minimal {irete¢ kiimesi
degildir. Dolayisiyla, minimum fireteg kiimesi de degildir. [Z/6Z]p, ) 'nin bir akigkan

minimum iirete¢ kiimesi asagidaki gibi verilebilir.
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Sekil 16: Z/15Z tizerinde kenar etiketli (Cs, o)

Ornek 3.16. Sekil 16’da verilen Z/15Z halkasi tizerinde kenar etiketli devir gizgesini
alalim. [Z/15Z](cs,«)'nin bir akigkan tirete¢ kiimesi asagidaki gibi verilebilir.

1 0 ) )
1 3 5) 5)
B= 11,1 3 1,1 51510
1 3 0 0
1 0 0 0

B kiimesi minimal akigkan iirete¢ kiimesidir ama minimum tirete¢ kiimesi degildir.
[Z/15Z)(c5,0)'min bir akigkan minimum {irete¢ kiimesi [14], Teorem 3.15 kullanilarak

agagidaki gibi elde edilebilir.

6 0 10
0 6 10
F= 0 I I 0
10 6 0
1 0 0

Bowden ve Tymoczko [7] tarafindan verilen agagidaki sonug bizim ¢aligmalarimiz i¢in
oldukca 6nemlidir. Bu sonug sayesinde, [Z/mZ](¢ ) nin akigkan tireteglerinin kiimesinin

aslinda bir akigkan minimum tirete¢ kiimesi oldugunu soyleyebilecegiz.
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Sonug 3.17. [7] {b1,bs, ..., by} kiimesi [Z/mZ] (G ) nin akiskan direteclerinin bir kimesi

olmak “zere asagidaki kosullar, sagladigine varsayalim.
e by =(1,...,1)dir.

o {b;:i=23,... k} akiskan siniflars herv € V ve heri i¢in b;, € {o,¢;} kosulunu

saglayan birer sabit akiskan sinaftor.

o {ci=1,co,...,c1} kiimesicy | ciy, | -+ | ¢, olacak sekilde tekrardan siralanabilir.
O zaman, {b1,bs, ..., by} kitmesi [Z/mZ] (G ) nin bir akiskan minimum treteg kiimesidir.
Ispat. [7], Sonug 2.11 bakiniz. O

3.4 Spline Doniisumleri

Asagida spline doniistimleri verilmistir. Ilk olarak, taban halkasim sabit tutup cizgeyi
degistirecegiz ve bu durumda spline tizerinde nasil bir degisim olacagini inceleyecegiz.
Daha sonra, ¢izgeyi sabit tutup taban halkasini degistirecegiz ve bu durum i¢inde spline

tizerinde nasil bir degigim olacagini inceleyecegiz.

Tanim 3.18. G sonlu gizgesini ve o : E — {R'nin idealleri}, o' : E' — {R'nin idealleri}
fonksiyonlarmi alahm. (G,a) ve (G', ) kenar etiketli cizgeler olsun. Eger 0, : G — G
bir ¢izge homomorfizmasi ve 0y : R — R bir halka otomorfizmasi olmak tizere her bir
e € Eg icin 0;(afe)) = o' (A1(e)) oluyorsa o zaman 6 : (G,a) — (G, ) fonksiyonuna
kenar etiketli ¢izge homomorfizmasy denir. Eger 6, : G — G’ bir cizge izomorfiz-
masi ise 0 : (G,a) — (G, ') fonksiyonuna kenar etiketli ¢izge izomorfizmas: denir.
Ayrica 6 fonksiyonunun halkalarin genellestirilmis splinelarinin bir fonksiyonu olan 6,’a

indirgendigini varsayalim. Her bir v € Vi i¢gin

6*: R(G,Oz) — R(G/,al)

saglar ve R(gq) = Ry oy olur.
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Sekil 17: Kenar etiketli ¢izge izomorfizmasi

Ornek 3.19. 6, : K, — W, bir ¢izge izomorfizmasi ve 0y : Z/30Z — 7Z/30Z bir halka
otomorfizmasi olsun. Sekil 17°de verilen Z/30Z halkas: tizerinde kenar etiketli (K}, «)
tam cizgesini ve (Wy,a') tekerlek cizgesini alalm. 0 : (Ky,a) — (Wy, ') fonksiyonu
bir kenar etiketli ¢izge izomorfizmasidir. [Z/30Z](k, ) nin bir akiskan minimum iireteg

kiimesi agagidaki gibi verilebilir.

1 12 15
1 12 15
B = ) )
1 2 0
1 0 0

B'nin elemanlarmm 0, : [Z/30Z](x,,a) — [Z/30Z)y, o fonksiyonu altimdaki izomorfik
goriintiisiinden dolay1 B kiimesinin [Z/30Z]y, ./ i¢in de bir akiskan minimum iireteg

kiimesi oldugunu soyleyebiliriz.

Tanim 3.20. R ve R’ iki farkh halka olmak fizere 6 : R* — R bir halka homomorfiz-
masin alalm. Ayrica a @ E — {R'nin idealleri} fonksiyonu olmak iizere (G, «) kenar
etiketli cizgesini alalim. 6~'(a(e))’nin R’ halkasmm bir ideali oldugunu varsayalim.

Her bir f € R/(G,efl(a)) spline ve her bir v € V i¢in (0, f), = 0(f,) kuralim saglayan

0* . R(G,H_l(a)) — R(G,Oc)
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fonksiyonu carpim fonksiyonunun halkalarin genellestirilmis splinelarina bir kisitlamasidir.

Bu fonksiyonun asagidaki ozellikleri sagladigi agiktir.

e 0, : R/(G,G—l(a)) — R(¢,o) fonksiyonu bir iyi tanimh halka homomorfizmasidir.

e Eger 6 : R — R birebir bir fonksiyon ise 6, : R/(G,efl(a)) — R(g,q) fonksiyonu da
birebirdir.

e Eger 0 : R — R orten bir fonksiyon ise 6, : R/(G 0-1(a)) R(G,a) fonksiyonu da

ortendir.

Sekil 18: Z tizerinde kenar etiketli (K3, o)

Ornek 3.21. Sekil 18’de verilen tamsayilar halkas: tizerinde kenar etiketli tam ¢izgesini

alalm. Tamsayilar tizerinde splinelarin bir Z-modiil taban1 asagidaki gibi verilebilir.

1 30 30
B= 11,1 30 |, 0
1 0 0

Tammdan, 6 : Z — Z/30Z orten fonksiyonu 0, : Zx, p-1(a)) — [Z/30Z](k,,a) Orten
fonksiyonuna indirgenir. Dolayisiyla {6.(1,1, 1), 0.(0, 30, 30), 6.(0, 0, 30) } kiimesi Z/30Z

halkas1 tizerinde splinelarin bir Z-modiil tirete¢ kiimesidir. Bir bagka deyisle,

kiimesi [Z/30Z](k, )’ nn bir akigkan iirete¢ kiimesidir.

Not. Handschy ve arkadaglar: [11], tamsaylar izerinde etiketli devir ¢izgeleriyle ¢alismaglar
ve splinelarin bir Z-modil tabanini akiskan sinaiflarin en kuctuk bas girdilerini formallestirerek

bulmuslardur. Bizde bu formiillestirmeyi kullanarak Ornek 3.21°deki B kiimesini kolayca

bulabildik.
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4 MINIMUM URETEC KUMESI

Bu béliimde Z/mZ ve 7/p*Z halkalar iizerinde kenar etiketli tam cizgeler icin ayr
ayr1 akigkan minimum iireteg kiimeleri bulunacaktir. Bunun i¢in iki farklh yontem kul-
lanilacaktir. Ik yontem olarak, Philbin ve arkadaglarimmn [14] cahsmalarmdan yarar-
lanilacaktir. Burada oncelikle Z/p*Z halkas: iizerinde gelistirdikleri algoritma kul-
lanilarak tam cizgeler i¢in bir akigkan minimum tirete¢ kiimesi elde edilecektir. Ardindan,
ayni ¢calismada Z/mZ halkas: tizerinde geligtirdikleri algoritma kullamlacak ve akigkan
minimum iirete¢ kiimesi elde etmek igin bazi ornekler incelenecektir. Bu orneklerde
| V| veya m tamsayisi arttikca iglemlerin oldukca zorlagtigr goriilecektir. Bu yiizden
ikinci yontem gelistirilecektir. Burada ilk olarak, Z/mZ halkas: iizerinde bir akigkan
sinifinin varhigindan her zaman bahsedebilir miyiz sorusu iizerinde durulacak ve bu
soruya cevap verebilmek i¢in Altiok ve Sarioglan [1] cahismalarindan faydalanacaktir.

Daha sonra [Z/mZ] K, «)'nin bir akigkan minimum iirete¢ kiimesi elde edilecektir.

Bu béliim boyunca p, p1, . . ., pi larm birer asal say1 oldugu ve m’nin m = pi"'py? - - - p,'*
olacak sekilde asal carpanlarima ayrildigr kabul edilecektir. 0 < n;; < my, ¢ =

701

1,2,...,r, ve j = 1,2,... k olmak tlizere a; = pj*py™

Py .. pp* sayist Z/mZ halkas

tizerinde bir sifir bolen olsun. K, tam c¢izgesinin tiim kenarlarimin Bolim 3.2°deki gibi

siralandigimi varsayalim. Ayrica K, ¢izgesinin

o 7/p*7Z halkasi iizerindeki kenar etiketlerinin
Iy :pil,lg :piQ,...,lrn =pm™

e 7. /mZ halkas: tizerindeki kenar etiketlerinin

llza’lzprfllpgm"'pzlka Ognljgmjv ]:177k
loy=as =p{"'py*...p%%, 0<mng;<m,;, j=1,....k
lrn = Qp, = p;h'nlpg”ﬂ .. .pZTnk, 0 S Ny, 4 S my, ] = ]_, ey k

oldugunu varsayalim.
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4.1 Algoritma ile Minimum I"Jreteg Kiimesi

Burada ilk olarak Algoritma 4.5 [14] kullamilarak bazi kogullar altinda kenar etiketli

[Z/p"Z] (K, o) ’nm bir akiskan minimum iireteg kiimesi bulunacaktir. Daha sonra Algo-
ritma 4.10 [14] kullamlarak bir tam ¢izgesi i¢in bir akigkan minimum iireteg kiimesi
elde edilmesinin olduk¢a zor oldugu bazi Orneklerle gosterilecektir. Ayrica Z/mZ
halkas1 tizerinde tam c¢izgelerin kenar etiketlerini artan veya azalan siraladigimizda da
[Z/mZ) k., o) nn akigkan minimum {irete¢ kiimesinin genel formunun bu algoritmayla

bulunmasinin oldukga zor oldugu ifade edilecektir.

Tanim 4.1. (G, «) kenar etiketli gizgesini Z/mZ halkasi iizerinde alalim. G’nin kégeleri
tizerinde v; ~ v; ile gosterilen bir denklik bagintis1 tanimhdir ancak ve ancak v; ile v;
sifir etiketli kenarlarin bir yolu ile baglantilidir. Bu yola sifir yol ve bu baglanti ile
tamiml bir denklik simifia sifer baglantils bilesen denir. Kenar etiketleri Z/p°Z halkas:

{izerinde ve en kiiciik koge indeksi v; olan sifir baglantili bilesen V®#) ile gésterilir.

Not. Bir sifir yolu ile baglantily her bir kése bir splineda ayni etikete sahiptir. Bu
yuizden bir sufir baglantily bilesen icindeki tiim koseler de bir splineda aym etikete sahip-

tir.

(a) Z/23Z (b) Z/2%7Z

Sekil 19: Z/2'7Z tizerinde kenar etiketli (K3, o)

Ornek 4.2. Sekil 19a’da verilen Z/23Z halkas tizerinde kenar etiketli tam gizgesini

alalm. Bu ¢izgenin sifir baglantili bilegenleri
VD = o}, VO = {0}, VD = {u3)

'dir. Eger cizgeyi sabit tutup Sekil 19b’de verilen Z/22Z halkas: iizerinde kenar etiketli
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tam ¢izgesini alirsak o zaman bu ¢izgenin sifir baglantili bilesenleri
y12) = 22 = 62 = {v1,v9,v3}

olur.

Onerme 4.3. [14] (G, o) kenar etiketli ¢izgesini Z./p°Z halkas: iizerinde alalm. Asagqidaki

gibi tanumlanan kése etiketi, [Z/p°Z)c,) man bir splinemdar.

PPt eger v e VEH

plBs) —
v .
0 eger vgVGid

Ispat. [14], Onerme 3.6 bakinz. O

Teorem 4.4. [14] (G,«) kenar etiketli ¢izgesini Z/pZ halkasi tizerinde alalim. O
zaman, elemanlary Onerme 4.3 deki gibi tanamlanan B, = {b®Y : VOO C V} kiimesi

(Z/DZ) (G0 nam bir akiskan minimum dreteg kiimesidir.
Ispat. [14], Teorem 3.7 bakimiz. O

Not. (G, «a) kenar etiketli ¢izgesini Z/pZ halkast tizerinde tim kenar etiketleri sifirdan

farkly olacak sekilde alalvm. O halde, (G, ) tzerindeki her kise etiketi bir splinedur.

Algoritma 4.5. [14] o : E — {Z/p*Z'nin idealleri} ve «; : E — {Z/p'Z'nin idealleri}
fonksiyonlar1 olmak iizere (G, ) ve (G, a;) kenar etiketli ¢izgelerini alalim. (G, ;) 'nin
sifir baglantili bilesenlerinin indeksleri /; olsun. Her bir tireteci I5_; ile indekslenen biri-
cik sifir baglantili bilegen ile iligkili [Z/p®~'Z] (G,ap_y) 16in bir akigkan minimum {ireteg
kiimesinin B,s-1 oldugunu varsayalm. Ayrica [Z/p°Z]G.q 5 mn splinelarmin kiimesini
bulmak i¢in kullanilan [Z/p” ™' Z] (¢ a,_,) mn splinelarmm kiimesini B,s-1 ile gésterelim.

Philbin ve arkadaglari splinelarin bir kiimesini agagidaki gibi tanimlamiglardir.

(i) Teorem 4.4’de tanimlanan Z/pZ halkas: iizerinde akigkan minimum tireteg kiimesi

B, bulunur.

(ii) Asagidaki kiime tammlanir.

By = Bt U{D") i ¢t I5 4 igin VD) C (G, ap)}.

p
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Teorem 4.6. [14] (G, «) kenar etiketli cizgesini Z/p*Z halkasi iizerinde alalim. Al-
goritma 4.5°de tanamlanan Bys kiimesi [Z/p°Z)] (Gap) man bir akiskan minimum dreteg

kimesidir.

Ispat. [14], Teorem 3.11 bakimiz. O

(a) Z/2'7Z (b) Z/2%7 (c) Z/2%Z

Sekil 21: Z/2'Z iizerinde kenar etiketli (Cs, o)

Ornek 4.7. Sekil 20°de verilen Z /217 halkasi iizerinde kenar etiketli devir cizgesini
alalim. Bu cizge tizerinde bir akigkan minimum tirete¢ kiimesi bulmak i¢in Algoritma
4.5’1 kullanalim. Burada, ¢izgeyi sabit tutup taban halkalarini degistirerek iireteg
kiimesi elde edecegiz. Ilk olarak, Sekil 21a’da verilen 7./2'7Z halkas1 {izerinde kenar
etiketli cizgeyi alalhm. Buradaki sifir baglantih bilesen V(Y = {wy, vy, v3, v4, v5} dir ve

indeks kiimesi I; = {1} olur. O halde, Teorem 4.4’den
By = {(1,1,1,1,1)}

kiimesi bu ¢izge iizerindeki tiim splinelar: iiretir. Benzer sekilde, Sekil 21b’de verilen

7/2*Z halkas iizerinde kenar etiketli ¢izgeyi alalm. Buradaki sifir baglantili bilegenler
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V2 = Ly 05} ve V32 = {u3, 04, v5} dir ve indeks kiimesi I, = {1,3} olur. I, indeks

(3:2)

kiimesinde bulunup I;’de bulunmayan bilesen V32)dir ve Onerme 4.3’den bu bilegene

karsilik 532 = (0,0, 2,2, 2) splinenmi elde ederiz. Algoritma 4.5’den
By = By U {0} = {(1,1,1,1,1),(0,0,2,2,2)}

kiimesi [Z/2%7Z](¢5,a,,) 1 bir akigkan minimum fireteg kiimesi olur. Simdi, Sekil 21¢’de
verilen Z/237 halkasi iizerinde kenar etiketli ¢izgeyi alahm. Buradaki sifir baglantih
bilegenler V13 = {o) 05}, VB3 = {u3} ve V43 = {u,,v5}'dir ve béylece indeks
kiimesi I3 = {1,3,4} olur. I3 indeks kiimesinde bulunup I5’de bulunmayan bilegen
V3 dir ve Onerme 4.3'den bu bilesene karsilik 63 = (0,0, 0, 22,22) splinenini elde

ederiz. Algoritma 4.5’den
Bys = By U {b*¥} = {(1,1,1,1,1),(0,0,2,2,2), (0,0,0,2% 2%)}

kiimesi [Z/2%Z](¢5,,5) 1 bir akiskan minimum iireteg kitmesi olur. Sonug olarak,
Sekil 20’da verilen Z/217Z halkasi iizerinde kenar etiketli ¢izgeyi alalim. Buradaki sifir
baglantili bilegenler V(14 1724 1634 144 ye V64 dir buradan indeks kiimesi I, =
{1,2,3,4,5} olur. I, indeks kiimesinde bulunup I5’de bulunmayan bilesenler V24 ve
VD dir ve Onerme 4.3’den bu bilesenlere karsiik sirasiyla b4 = (0,22,0,0,0) ve
b4 = (0,0,0,0,2%) splinelarmi elde ederiz. Algoritma 4.5’den
Bai = Bys U {bZY} U {6}
={(1,1,1,1,1),(0,0,2,2,2), (0,0, 0, 22,22),(0,23,0,0,0), (0,0,0,0,2%)}
kiimesi [Z/2%Z] ¢, «)'nin bir akigkan minimum {ireteg kiimesi olur. Bss kiimesini agagidaki

gibi de yazabiliriz.

1 0 2 22 23
1 0 2 22 0
Bjs = 1|, (I 2 |, 0 |, 0
1 23 0 0 0
1 0 0 0 0
Asagidaki teorem Z/p*Z halkasi iizerinde artan veya azalan sirali pi, p®2, ... pim ke-

nar etiketlerine sahip tam ¢izgelerin splinelarinin akigkan minimum iirete¢ kiimelerini

belirler.
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Teorem 4.8. (K,, ) kenar etiketli ¢izgesini Z/p*7Z halkasy tizerinde alalvm. Bu ¢izge

suraly p,p®2, ... pi™ kenar etiketlerine sahip olsun.

1. Kenar etiketlerinin kiimesi {p"*,p™,... p'™},
pr | prt e P, 2 i <k

olacak sekilde siralansin. O zaman,

1 0 0 0 0 plrmer
1 0 0 : plm=2tD 0
: 0 0 0
Bpr = ; o |- o |- | p | 5 0 :
0 pi2 0
1 p" 0 0 0
1 0 0 0 0 0

kiimesi Z/p*Z halkasy tizerinde bir akiskan minimum tirete¢ kiimesidir. O halde,

[Z/p*Z) k¢, o) 'man mertebesi n olur.

2. Kenar etiketlerinin kimesi {p",p2, ..., p'™},
pr | g e |t i > 1, <k

olacak sekilde siralansin. O zaman,

plirn—(n-2)) Pirn—(n=3)) Pirn—1) pirn
Pirn—1) 0
By = pitrn—m-2) |, piCrn—(n=3)) 0
pirn—(n=2)) 0 0
0 0 0 0

kiimesi Z/p*Z halkasy tizerinde bir akiskan minimum tirete¢ kiimesidir. O halde,

[Z/p*Z) k¢, o) 'man mertebesi n olur.

Ispat. Teoremdeki (1) ve (2) durumlar1 Algoritma 4.5 kullamlarak ispatlanacaktir. Ilk
olarak (1) durumunu ispatlayahm. K, tam cizgesinin kenar etiketleri 1 < i, <
oo < iy < iy < k olmak tizere sirali pit, p?2, ..., p» olsun. Ilk olarak, Z/p*Z halkasi

{izerinde kenar etiketli K,, cizgesini alahm. Buradaki sifir baglantili bilesen V1) =
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{v1,v9,...,v,}'dir ve indeks kiimesi [; = {1} olur. O halde, Teorem 4.4’den B, =
{(1,...,1)} kiimesi bu gizge iizerindeki tiim splinelar iirettigini soyleyebiliriz. Eger
aym cizgeyi Z/p*Z, . ..\ L)p™ L, . .., 7/p"n-1+D 7 halkalar iizerinde kenar etiketli olarak

ayr1 ayr1 ele alirsak sifir baglantili bilesenleri sirasiyla
VO = Loy v, o, V) = Lo wy ) Ve 140) = {v1,v9,...,0n}

'dir ve indeks kiimeleri Ip = ---=1I; = {1} olur. Her bir j =2,... 4, ,4+1) i¢in

I; indeks kiimesiyle I; indeks kiimesi ayn1 elemanlara sahip oldugundan
By =B,={(1,...,1)}

kiimesi [Z/p?Z] k., ,) 1n bir akigkan minimum iirete¢ kiimesi olur. Simdi, Z/ pltnatntly

halkasi tizerinde kenar etiketli K, c¢izgesini alalim. Buradaki sifir baglantili bilesenler
VOtttV ()

'dir ve indeks kiimesi ;, L+l = {1,n} olur. I, Lt indeks kiimesinde bulunup

Li, de bulunmayan bilesen Ve 0t dir - Onerme 4.3'den bu bilesene karsilik

i1+ splinenini elde ederiz. Algoritma 4.5’den
Bpi(rn—1+1)+l - Epi(rn—1+1) U {b(n7i(rn_1+l>+l)} - Epi(rn—ﬁrl) U {(07 s ’O’pi(%—1+1))}

kiimesinin bu ¢izge lizerindeki tiim splinelar: iirettigini soyleyebiliriz. Eger ayni ¢izgeyi
Z/pi“nfl“’“Z, o L)pn—2, Z/pi(’“nﬂ“)Z halkalar: tizerinde kenar etiketli olarak ayri

ayr1 ele alirsak sifir baglantili bilegenleri sirasiyla

1,2 2 3 2
Vit — Ly, g}, Ve — gy

V(l’iT"*Z) = {Ul, .. ,Unfl}, V(n’iTnfz) = {Un},
V (Lirg_a41) — {'Uh o ,Un—1}7 V(i _o+1) — {Un},

olarak bulunur ve indeks kiimeleri Li, yr2=-=1 =L, .= {1,n} olur.

irn—2
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Her bir j = 4¢s,_,41) +2, ..., %(r,_,+1) i¢in I; indeks kiimesiyle [iw 11 indeks kiimesi

_1+1)

ayni elemanlara sahip oldugundan
By =B s, oy ={(L...,1),(0,... L0, p'tm-1+D)}

kiimesi [Z/p?Z] k., ) mn bir akigkan minimum iirete¢ kiimesi olur. Simdi, Z/ pltn—2tntly

halkas1 tizerinde kenar etiketli K, ¢izgesini alalim. Buradaki sifir baglantili bilegenler
Vet tl) — {v1, .. vpa}, Vbt - {vn-1}, Vit arntl) {vn}

"dir ve indeks kiimesi L, oyl = {1,n—1,n} olur. I, 1 indeks kiimesinde bu-

7‘n72+1)+
n_l’i<rn—2+l>+l

5 . ( ), . b 5 .
lunup I;, ., ’de bulunmayan bilegen V dir. Onerme 4.3’den bu bilegene

kargilik "Lty o4t splinenini elde ederiz. Algoritma 4.5’den

kiimesinin bu ¢izge lizerindeki tiim splinelar: iirettigini soyleyebiliriz. Eger ayni ¢izgeyi
Z[p' om0 T pitns T, L) p' st

halkalar1 iizerinde kenar etiketli olarak ayr1 ayri ele alirsak sifir baglantili bilegenleri

sirasiyla

1,i¢,, +2 n—1, +2 n,i +2
V( (rn—2tD) ) = {Ula s 7Un—2}7 v( (rn—2+1) ) - {Un—1}7 V( (rn—2+1) ) - {Un}7

VL, _3) — {v1,...,Un 2}, V(n=Lir,_5) _ {vn_1}, V(i) — {v.},
v (Lir, _g41) — {01, o ,Un—2}, V (=L, _g+1) — {Un—1}, Y (i, _g+1) — {Un}

olarak bulunur ve indeks kiimeleri I;, .\ 40 = =1L, . = {1,n — 1,n} olur.
Her bir j = 4(r,_y41)42: -+ bru_s» b(rn_s+1) i¢in [; indeks kiimesiyle Ii(rn_ﬁl)ﬂ indeks

kiimesi ayn1 elemanlara sahip oldugundan

Bpj = Bpi<Tn—2+1>H = {(1, Ce 1), (0, ... ,O,pi(T"*QH),O), (0, ... ,O,pi(’“"*ﬁl))}
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kiimesi [Z/p’ Z(k, o, mn bir akigkan minimum {ireteg kiimesi olur. Bu sekilde devam
edersek ve Z/p»*17Z halkas: iizerinde kenar etiketli K,, gizgesini alirsak buradaki sifir

baglantili bilegenler
VO = foy u}, VO = (g}, VORI = fo,)

'dir ve indeks kiimesi I;,11 = {1,3,...,n} olur. I;,,; indeks kiimesinde bulunup I;, de
bulunmayan bilesen V32+1 dir. Onerme 4.3'den bu bilesene karsilik 6(3+2+1 gplinenin

elde ederiz. Algoritma 4.5’den

Bi,+1 = Epi2 U {5(3’i2+1)} = Epiz U {(0, O,pi2, 0,...,0)}

p

kiimesinin bu ¢izge lizerindeki tiim splinelar: iirettigini soyleyebiliriz. Eger ayni ¢izgeyi
Z)p? "2, - Z/p" 7 halkalan iizerinde kenar etiketli olarak ayri ayri ele alirsak sifir

baglantili bilegenleri sirasiyla

V0D = (o up}, VO = fug), L VO = (o)

VO = Lo 0}, VO = Ly} Vi) = [y}

olarak bulunur ve indeks kiimeleri I;,,o = -+ = [;; = {1,3,...,n} olur. Her bir
J = 42+ 2,...,1; icin I; indeks kiimesiyle I;,;, indeks kiimesi ayn1 elemanlara sahip
oldugundan

By = B = {(1,...,1),(0,0,p™,0,...,0),...,(0,...,0,p"a11)}

p

kiimesi [Z/p'Z)(k, ;) nm bir akigkan minimum iirete¢ kitmesi olur. Simdi, Z/p"+'Z

halkasi lizerinde kenar etiketli K, ¢izgesini alalim. Buradaki sifir baglantili bilesenler
VO = {0, VEATD = fug), L VO = (4,

"dir ve indeks kiimesi I;, 11 = {1,2,...,n} olur. I; ; indeks kiimesinde bulunup I;,’de

2,41+1

bulunmayan bilesen V' Z#+1°dir. Onerme 4.3'den bu bilesene karsilik b¢ ) splinenini
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elde ederiz. Algoritma 4.5’den

B i1+1 — Epll U {b(2721+1)} = Epll U {(O,pil, O, “ e 70)}

p

kiimesinin bu ¢izge lizerindeki tiim splinelar: iirettigini soyleyebiliriz. Eger ayni ¢izgeyi
Z/p" V7, ... 7] p*Z halkalar iizerinde kenar etiketli olarak ayr1 ayri ele alirsak sifir

baglantili bilegenleri sirasiyla

VI = o} VEAT) = ()L VO = (o),

V(lvk) = {'Ul}7 v(Z,k) = {'U2}7 R V(njk) = {Un}

olarak bulunur ve indeks kiimeleri [;; o = -+ = I = {1,2,...,n} olur. Her bir
J = 41+ 2,...,k i¢in [; indeks kiimesiyle [;, indeks kiimesi aym elemanlara sahip
oldugundan

By = By = {(1,...,1),(0,p",0,...,0),(0,0,p2,0,...,0),...,(0,...,0,p'n-1)}

P

kiimesi [Z/p?Z](k,, ,) mn bir akigkan minimum iirete¢ kiimesi olur. Sonug olarak,

0 0 0 )
1 0 P (rp—1+1)
0 0 : .
pl(rn—erl) 0
: 0 0
Bp]C = 9 9 O 9 pi4 ) ] 9
0 PP 0
pit 0 0
1 0 0
0 0 0

kiimesinde oy = a alirsak bu kiimenin [Z/ ka]( Kn,ap) 1IN bir akiskan minimum tireteg
kiimesi oldugu bulunur.

(2) durumu (1) durumuna benzer gekilde ispat edilebilir.

Not. Teorem 4.8, Teorem 3.6 dan yararlanilarak tumevarim ile de ispatlanabilir.
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Sekil 22: Z/(3™)Z iizerinde kenar etiketli (Ko, v

Ornek 4.9. Sekil 22’de verilen (K19, ) kenar etiketli gizgesini Z/37°Z halkasi iizerinde
alalim. Burada ri = 66 oldugundan bu ¢izgenin 66 tane kenar etiketi mevcut-
tur. Kenar etiketlemeleri birbirinden farkli ve 3’iin birer derece azalan kuvvetleri ile

etiketlendigini varsayalim. Yani, (K2, «) azalan siral

I =3% 1, =3%, ... les = 3%, lgs = 3"

kenar etiketlerine sahip olsun. O halde, Teorem 4.8’den

1 0 0 0 0 31
1 0 0 0 321 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
Bgro = 1, 0 |, 0o |, 0 e 0 |, 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 363 0 0
1 0 305 0 0 0
1 366 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

kiimesi Z/37°Z halkas iizerinde bir akigkan minimum iireteg kiimesi olur ve mertebesi

12°dir.
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Algoritma 4.10. [14] (G, «) kenar etiketli ¢izgesini Z/mZ halkas: iizerinde alalim.
Her bir ¢ = 1,2,...,k i¢in oy, : E — {Z/p;"Z'nin idealleri} fonksiyonu olmak tizere
(G, aum,) kenar etiketli bir gizge olsun ve 0,,, : Z/mZ — 7 /p;"Z fonksiyonu a,,, (uv) =

Opm, (a(uv)) kuralini saglasin.

(i) Algoritma 4.5 kullanilarak her bir i = 1,2,..., k i¢in [Z/p;"Z](G a,,,) i¢in akiskan

minimum trete¢ kiimesi B,=: bulunur.
K3

(ii) Her bir B)*’den bir b splinem segilir ve her biri = 1,2,..., ki¢in b € B]'’ye orten
izdiigtimlii [Z/mZ] (g, nin biricik splinen bulunur. Eger B} icindeki diger tiim

splinelar daha onceden secildiyse sifir splinen1 kullanilir.

(iii) Her bir 4 = 1,2,...,k icin her b € B} yalmzca bir kez kullamilmak iizere (77)

adimu tekrarlanir ve eger gerekliyse 0 € B kullanilr.

Yukaridaki adimlarla iiretilen [Z/mZ]( ) nin splinelariin kiimesi B,, ile gosterilsin.

Teorem 4.11. [14] (G, «) kenar etiketli ¢izgesini Z/mZ halkasi dizerinde alalym. Her
biri = 1,2,...,k i¢in oy, : E — {Z/p;"Z nin idealleri} fonksiyonu olmak tzere
(G, aum,) kenar etiketli bir ¢izge olsun ve Oy, : Z/mZ — Z]p;"'Z fonksiyonu au,,(uv) =

O, (a(uv)) kuraline saglasin.

(i) Algoritma 4.10 advm (ii)’de her bir i = 1,2,....k igin segilen keyfi b € B
splinelar: kullamilarak tanimlanan B, kimesi [Z/mZ)q ) nin bir minimum ireteg

kimesidir.

(i1) Algoritma 4.10 advm (ii)’de her bir i = 1,2,...,k i¢in asagida belirtildigi gibi
segilen b € B splinelary kullamlarak tanamlanan B, kimesi [Z/mZ](g,q) mn

bir akiskan minimum trete¢ kiimesidir.

o . N y
e B nin elemanlary bas sifir sayisina gore kigukten biyige dogru siralanar.
Her bir B)'" kimesinden b spline bu sira ile segilir. Eger B kimesinin
eleman sayisi, | V| saypsindan kiigikse | V| saysina tamamlanana kadar

(0,...,0) spline eklenir.

Ispat. [14], Teorem 3.15 bakimiz. O
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Sekil 23: Z/60Z tizerinde kenar etiketli (K3, @)

Ornek 4.12. Sekil 23’de verilen Z/60Z halkas: tizerinde kenar etiketli tam ¢izgesini
alalim. Algoritma 4.10 ve Teorem 4.11 kullanarak [Z/60Z]k, o) i¢in bir akigkan mini-
mum tireteg kiimesi bulalim. Burada, 60 = 22.3.5 oldugundan [Z/2%Z]k, ), [Z/3Z) k4.

ve [Z/5Z) (K, ) i¢in akigkan minimum iireteg kiimelerini ayr1 ayr bulacagiz.

(a) Z/3Z (b) Z/5Z

Sekil 24: 7 /pZ tizerinde kenar etiketli (K3, «v)

e Sekil 24a’da verilen Z/3Z halkas: iizerindeki kenar etiketli ¢izgeyi alalim. Bu-
radaki sifir baglantih bilesenler V(1D = {u,} ve VD = {0, v3} dir ve béylece

Bs ={(1,0,0),(0,1,1)}

akigkan minimum trete¢ kiimesini elde ederiz.
e Sekil 24b’de verilen Z /57 halkas: tizerindeki kenar etiketli gizgeyi alahm. Bu-
radaki sifir baglantih bilesenler V1D = {v;, vy} ve VG = {3} dir ve bylece
Bs ={(1,1,0),(0,0,1)}
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akigkan minimum trete¢ kiimesini elde ederiz.

(a) Z/2'7Z (b) Z/2%7

Sekil 25: Z/2'Z tizerinde kenar etiketli (K3, )

o [Z/2°Z](k,,0)’'nn bir akigkan minimum iirete¢ kiimesini bulalim.

— Sekil 25a’da verilen Z/2'Z halkas: iizerindeki kenar etiketli gizgeyi alalim.
Buradaki sifir baglantili bilesenler V1Y = {v;, v3} ve VY = {u,} dir ve
indeks kiimesi I; = {1,2} olur. O halde, Teorem 4.4’den

By ={(1,0,1),(0,1,0)}

kiimesi bu ¢izge iizerindeki tiim splinelar: tiretir.

— Sekil 25b’de verilen Z/2%Z halkas iizerindeki kenar etiketli ¢izgeyi alalim.
Buradaki sifir baglantih bilegenler V2 = {v,}, V22 = {1,} ve VG2 =
{v3}'dir ve indeks kiimesi I, = {1,2,3} olur. I; indeks kiimesinde bulunup
I,’de bulunmayan bilesen V32 = {v3}'dir ve Onerme 4.3’den bu bilegene

karsilik 532 = (2,0, 0) splinenini elde ederiz. Algoritma 4.5’den
By = By U {b¥Y} = {(1,0,1),(0,1,0),(0,0,2)}

kitmesi [Z/2°Z](k;,a,,) 10 bir akiskan minimum iireteg kiimesi olur.

Bgo kiimesini elde edebilmek icin Bs, B; ve By kiimelerinin elemanlarimi basg sifir
sayisina gore kiigiikten biiylige dogru siralayalim. Eger i-nci akigkan spline bulun-

muyorsa o zaman sifir splinenini ekleyelim. Yani,
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Bs ={(1,0,0),(0,1,1),(0,0,0)},
B2 ={(1,0,1),(0,1,0),(0,0,2)},
Bs ={(1,1,0),(0,0,0),(0,0,1)}
seklinde yazalim. Yukaridaki kiimelerden birer b akigkan splinelarini secelim. b € Bj,

b € Bs ve b € By'ye orten izdiigiimlii [Z/60Z] , ) 'nin biricik splinenimi bulahm. O
halde,

e (1,36,45) splineni (1,0,0) mod 3, (1,0,1) mod 4ve (1,1,0) mod 5 érten izdiigtimlii
Z./60Z) (k) in biricik splinenidir.

e (0,25,40) splinem (0,1,1) mod 3, (0,1,0) mod 4 ve (0,0,0) mod 5 &rten izdiigiimlii
7,/60Z) (k) min biricik splinenidir.

e (0,0,6) splineni (0,0,0) mod 3,(0,0,2) mod 4 ve (0,0,1) mod 5 6rten izdiigiimlii
7,/60Z) (k,) min biricik splinenidir.

Sonug olarak,

45 40 6
Bgo = 36 |, 25 |, 0
1 0 0

kiimesi [Z/60Z](k, ) min bir akigkan minimum {iretec kiimesi olur.

Not. Yukaridaki ornekte Algoritma 4.10°un bir uygulamasy verilmistir. Bu ornekteki
gibi eger bir tam ¢izgesinin kenarlar, m tamsayisiman asal ¢carpanlarinin yeterince kiguk
kuvvetleri ile etiketlenirse algoritma kolayca uygulanabilmektedir. Ancak asagidaki du-

rumlarda algoritmanin uygulanabilirligi zorlasmaktadar.

1. Z)mZ halkase izerinde 2 < n;; < mj, i = 1,2,...,r, ve j = 1,2,...,k olmak

01 00052 ik

tzere a; = py"'py”...p.* sifir bolenini alalvm. Bir tam ¢izgesinin kenarlaring

birbirlerinden farkly a; ler ile etiketleyelim.

2. |V |> 3 olan bir tam ¢izgesini alalim.

Ornek 4.13. Burada yukarida verilen nottaki durumlar 6rneklendirilecektir. Ornek
4.12’de Algoritma 4.10 ve Teorem 4.11’in bir uygulamas: verilmisti. Burada da aym
yontemle agagida verilen halkalar iizerinde kenar etiketli tam ¢izgeler icin birer akigkan

minimum iirete¢ kiimesi bulabiliriz.
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Sekil 26: Z/(2*.32.5%)Z izerinde kenar etiketli (K3, a)

1. Sekil 26’da verilen Z/(2%.3%.5%)Z halkas: {izerinde kenar etiketli tam gizgesini
alahm. Tlk olarak, Algoritma 4.5 kullanarak [Z/2'Z)] k, o), [Z/3°Z] (55,00 Ve [Z/5°Z) (¢ )
i¢cin akigkan minimum trete¢ kiimelerini ayr1 ayri bulmaliyiz. Algoritma 4.5’in
bir uygulamasi Ornek 4.7’de verilmisti. Burada da ayn1 agsamalar1 uygulayabiliriz

ve sonu¢ olarak asagidaki kiimeleri elde edebiliriz.

By ={(1,0,1),(0,1,0),(0,0,8)},
Bs: = {(1,1,0),(0,0,0),(0,0,1)},
Bs: ={(1,0,0),(0,1,1),(0,0,0)}.

Yukaridaki kiimelerden birer b akigkan splinelarini secip b € Bas, b € B2 ve

b € By2’ye orten izdugiimli [Z/(24.3%.5%)Z] (k, o) 'mn biricik splinenini bulmaliyz.

o (£, f0. £y splinem (1,0,1) mod 2*, (1,1,0) mod 5% ve (1,0,0) mod 32
orten izdusiimlit [Z/(2*.3%.5%)Z] (ke mn biricik splinemdir. Burada ¢ =
1,2,3 icin k;, t; € Z olmak tizere

i) =1,
£ = 9k, = 25k + 1 = 16ks,
D — 9t = 25¢, = 16t5 + 1.

o (f2, 12, 12 splinem (0,1,0) mod 2*, (0,0,0) mod 5% ve (0,1,1) mod 32
orten izdusiimlit [Z/(2*.3%.5%)Z] (ke nn biricik splinemdir. Burada ¢ =
1,2,3 icin k;, t; € Z olmak tizere

12 =0,
2 — 9k 4+ 1 = 25ky = 16ks + 1,
@ = 9t) +1 = 25t, = 16ts.
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o (f¥, P, 5 splinem (0,0,8) mod 2*, (0,0,1) mod 5% ve (0,0,0) mod 32
orten izdiigiimlii [Z/(2*.3%.5%)Z] (k, ) 'mn biricik splinemdir. Burada ky, ks €
Z olmak tizere

=0,
5 =0,
£ = 25k + 1 = 16k, + 8.

Yukaridaki denklemlerin ¢oztimii ile elde edilen

32.52 24527 23 47
Bo4.32 52y = 2632 |, 52112 |, 0
1 0 0

kiimesi [Z/(2.3%.5?)Z] ko) 1 bir akigkan minimum tirete¢ kiimesidir. Yukaridaki
denklemlerden de goriildiigii gibi [Z/mZ] ) nin akigkan minimum iirete¢ kiimesini
algoritma kullanarak bulmak m tamsayisi ve buna bagl olarak kenar etiketlemeleri

biiyiidiikge zorlagmaktadir.

Sekil 27: Z/60Z iizerinde kenar etiketli (K5, a)

. Sekil 27°de verilen Z/607Z halkas: iizerinde kenar etiketli tam ¢izgesini alalim. Tk
olarak, [Z/2?Z)(ks.0), [Z/3Z)(ky0) Ve |Z/5Z) (ks 0 i¢in akiskan minimum {ireteg
kiimelerini ayr1 ayr1 bulmaliyiz. Ornek 4.12’de verilen asamalar burada da uygu-

larsak asagidaki kiimeleri elde ederiz.

B3 = {(1707()’070)7(07171a071)}7
B, ={(1,1,1,1,1),(0,2,0,0,0), (0,0,2,0,0)},
Bs ={(1,1,0,0,0),(0,0,1,0,0),(0,0,0,1,1)}.
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Yukaridaki kiimelerden birer b akigkan splinelarini secip b € B3, b € Bs ve b €

By’ye orten izdiigiimlii [Z/60Z] k, ) nin biricik splinenini bulmaliyiz.

e (1,21,45,45,45) splinen1 (1,0,0,0,0) mod 3, (1,1,1,1,1) mod 4 ve (1,1,0,0,0)

mod 5 orten izdiigtimli [Z/60Z](k;,q) nin biricik splinenidir.

e (0,10,40,0,40) splinen: ((0,1,1,0,0) mod 3, (0,2,0,0,0) mod 4 ve (0,0,0,0,0)

mod 5 orten izdiislimlii [Z/60Z] k; o) n1in biricik splinenidir.

e (0,0,6,0,0) splinem (0,0,0,0,0) mod 3, (0,0,2,0,0) mod 4 ve (0,0,1,0,0)
mod 5 orten izdiigtimli [Z/60Z]k;,q) nin biricik splinenidir.

e (0,0,0,36,36) splinen: (0,0,0,0,0) mod 3, (0,0,0,0,0) mod 4 ve (0,0,0,1,1)

mod 5 orten izdiigtimli [Z/60Z](k;,q) nin biricik splinenidir.

Yukaridaki denklemlerin ¢oztimii ile elde edilen

45 40 0 36
45 0 0 36
Bgo = 45 |, 40 |, 6 |, 0
21 10 0 0
1 0 0 0

kiimesi Z/607Z halkas: tizerinde bir akigkan minimum tirete¢ kiimesi olur ve mer-
tebesi 4’diir. Yukaridaki denklemlerden de goriildiigii gibi m = p{"py?---p,*
icin bir akigkan minimum iirete¢ kiimesi elde edebilmek igin & . | V' | tane den-

klemin ¢oziimiini bulmaliyiz.

23.32 5

Sekil 28: Z/(2*.3%.5)Z tizerinde kenar etiketli (K3, a)
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Ornek 4.14. Sekil 28’de verilen Z/(2*.3%.5)Z halkas: iizerinde kenar etiketli tam ¢izgesini

alalim. Eger Ornek 4.13’de verilen iglemleri burada da yaparsak asagidaki kiimeyi elde

ederiz.
1 1380 360
B4.33.5) = 1, 1380 |, 0
1 0 0

Elde edilen bu kiime [Z/(2%.3%.5)Z](x, »)'nin bir akiskan minimum {irete¢ kiimesidir.
Sonug olarak, yukaridaki iglemler uzun uzun yapildiginda da goriilecegi gibi 6zel bir
siralama ile sectigimiz kenar etiketlerinde dahi algoritma kullanarak [Z/mZ)k, o) nin

akigkan minimum trete¢ kiimesini bulmak oldukca zordur.

4.2 Mod m de Minimum Urete¢ Kiimesi

Bu kisimda o6ncelikle Altinok ve Sarioglan [1]'un TIB {izerindeki cahsmalarim kendi
caligmalarimizda kullanmak amaciyla Z/mZ halkas: tizerinde diizenleyecegiz. Daha

sonra [Z/mZ)(k, o) 'nin bir akigkan minimum fiirete¢ kiimesinin genel formunu verecegiz.

Tanim 4.15. (G, ) kenar etiketli bir ¢izge olsun. Basglangi¢ kogesi v; olmak {izere
v;'den v; kosesine giden patikaya v, nin bir v;-patikasi denir ve p() ile gésterilir.
Baslangi¢ kosesi v; olmak tizere v;’den sifir etiketli bir koseye giden patikaya v;nin

bir sufer patikase denir ve p®9 ile gosterilir.
Not.

e v; 'nin bir v;-patikas p@9) i alalum. Bu patikadaki kenar etiketlerinin en biyiik
ortak bélenini (p)) ile gosterecediz. Ayrica bu elemanlarin kiimesinin en kiigiik

ortak katv i¢in [ ] gdsterimini kullanacagz.

e Bu calismada sonlu ¢izgeleri ele aldigimaz igin v; 'nin vj-patikalarinin kimes:

sonlu elemanly bir kimedir. {pgi’j), cee p,(j’j )} kimesi v; nin vj-patikalarinan bir

kiimesi olmak tzere
{0} =@ )}

gosterimini kullanacagiz.
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Sekil 29: R {izerinde kenar etiketli (Cs, o)

Ornek 4.16. Sekil 29°da verilen R halkasi tizerinde kenar etiketli devir ¢izgesini alalim
oyle ki kose etiketleri sekilde de goriildiigii gibi (0,0, fs, f4, f5) € F® olsun. Burada
kose etiketi f3 olan vz kosesinden sifir etiketli koselere giden patikalar
U3€23V2
U3€23V2€1201
U3€34V4€45V5€15U1
‘dir. Yukarida verilen patikalarin kenar ve koge etiketlerine karsi gelen etiketleri kulla-

narak bu patikalar

30) = f3l20
<30 = f4150,0

“” = fsls falafsl50

olacak gekilde de yazabiliriz. O halde,

{0} = {lz, (L, 1), (I, la, 15)}

olur.

Onerme 4.17. [1] R bir TIB olsun. Kdiselerinin kiimesi {vy, ..., v,} olan (G, ) kenar
etiketli ¢izgesini ve bu ¢izgenin 1 < j olmak tzere bir v; kosesini alalim. © > 1 igin
F®O = (0, fvl e féi)) € F; biri-nci akiskan sinif ve p(j’o), o ,pgj’o) ler v; 'nin
sifur patikalary olsun. O halde, [{(p ]0)) 1 <k <t} sayse fo, 'yi boler.

Ispat. [1], Sonug 3.4 bakinz.
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Not. Eger f = {(p®N}] alwrsak bu secim ile F% = (0,...,0, AR ,fﬁf}) e F
akiskan sinifinin sufirdan farkl ik girdisinin mimkin olan en kiicik girdi oldugunu
soyleyebiliriz.  Genel olarak, féf) = [{(p"N}] olacak sekilde bir akiskan simafy insa
edemeyebiliriz.  Eger bu sekilde olusturulan bir akiskan sinif varsa o zaman fél) ye
Fi'nin elemanlarimn en kiigik bashca girdisidir denir. Altinok ve Saroglan [1], R

bir TIB ve £ = { (PN} oldugunda F© = (O,...,O,fv(i) Y e B oakaskan

i)

simaifiman her zaman insa edilebilecegini asagida verilen teoremde ispatlamaslardar.

Teorem 4.18. [1] R bir TIB olsun. Kiselerinin kiimesi {vy, ..., v,} olan (G, ) kenar
etiketly cizgesini ve bu ¢izgenin v > 1 olmak tzere bir v; kosesini alalvm. Her bir j <1
icin kose etiketleri f&) = 0 olsun. [ = (PPN} # 0 oldugunu varsayalm. O
zaman, F = (0,...,0, fv(f), cee fé?) € F; olacak sekilde bir akiskan sinify vardar.

Ispat. [1], Teorem 3.8 bakinz.

Bu kistmda Tanim 3.20’de verilen genellegtirilmis spline dontigtimiinden faydalanacaktir.
6 : Z — Z/mZ bir orten doniisiim olmak tizere her bir f € [Z]g¢-1(a)) spline ve her

bir v; € V kosesi igin (0. f),, = 0(f,,) kuralini saglayan
0.+ [Z(G o1y = [Z/mZ]G,a

orten fonksiyonuna indirgensin. Biz bu tezde, yukarida verilen TIB iizerindeki caligmalardan
faydalanarak her bir t = ¢, ..., n i¢in fﬁ? € 7Z eleman ﬁS? = féf) -+ mZ kosetine karsilik
gelen bir en kiiciik pozitif tamsay1 olmak iizere F® = (0,...,0, £ ﬁEZ}) akigkan

smifin1 Z/mZ halkasi tizerinde inga edecegiz.

Teorem 4.19. Kaselerinin kiimesi {vy,...,v,} olan Z/mZ halkas: tzerinde kenar
etiketli (G, «) ¢izgesini ve bu ¢izgenin i < j olmak tzere bir v; kiésesini alalim. i > 1
icin F® = (0,...,0, FO L FDY e F obir i-nei akiskan siaf ve v; 'nin 7 dzerindeki
sifur patikalar pgj’o), PP olsun. Eger {(PYN}] # 0 mod mZ ise o zaman ﬁSj)

girdisi [{(p@)}] saysinan bir katdar.

Ispat. F = 0,...,0, ng), e ﬁﬁj}) akigkan simifin1 Z /mZ halkasi tizerinde alalim. Her
bir t =4,...,nigin ﬁﬂ? = féf’ +mZ kosetine karsilik gelen bir en kiigiik pozitif tamsay1
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olan elemani fv(f) € 7 olarak secelim. O halde, F® = (0,...,0, fﬁf), cee éfl)) akigkan
sinifi Z tizerinde tanmimli olur. pgj’o), e ,pgj’o) ler v;'nin 7 tzerindeki sifir patikalar
olmak fizere Onerme 4.17°den, [{(p,(fj’o)) 11 <k <t} = [{(pY))} sayisi fqgj)’yi boler.

O zaman, 1 = a[{(p¥)}] olacak sekilde 3 a € Z vardir. Tammdan,

olur.

]

Teorem 4.20. Kdselerinin kiimesi {vy,...,v,} olan Z/mZ halkas: tzerinde kenar
etiketli (G, ) ¢izgesini ve be ¢izgenin i > 1 olmak tzere bir v; kogesini alalvm. Her bir
7 <1 i¢in kose etiketleri fvj = fo; +mZ olmak tzere féj) = 0 olsun. v; nin Z tuzerindek:
sufur patikalar pgj’o), P olsun. £ = £ 4+ mZ olmak dizere £ = (PPN} #0
mod mZ oldugunu varsayalim. O zaman,

Un

olacak sekilde bir akiskan sinaifi vardur.

Ispat. fi) = f4+mZ olmak iizere £ = [{(p@9)}] # 0 mod mZ alalm. ﬁ@“, D
lerin varhigini gostermek istiyoruz. Kose elemanlarinin sayisi iizerinden tiimevarim ile
ispat yapacagiz. Ilk olarak, ﬁ(f)ﬂ nin varligini gostermeliyiz. Teorem 4.18den fv(fll
varhigini direk soyleyebiliyoruz. Ayrica tanimdan, féjll € FO igin (0. f®),,., = 6( féf)ﬂ)
£(i)

9 JUn—1

oldugundan ﬁf’)ﬂ = fézll + mZ’de vardir. Tlimevarim hipotezi olarak ﬁEQQ, ..
lerin varligin1 kabul edelim. Benzer gekilde, Theorem 4.18’den f&) varhigini bildigimiz
ve £ e FO icin 0, fD), = 6 5?) olacak sekilde yazabildigimiz icin £ varhgm

gostermis oluruz. O

Ornek 4.21. Sekil 30’da verilen Z/607Z halkas: {izerinde kenar etiketli tam ¢izgesini
alalm. Burada f = f + 60Z kosetine karsilik gelen en kiiciik pozitif tamsay1 f ol-

mak {izere f € Z elemam temsilci olarak secilmistir. Ornek 4.12°de Sekil 30’daki
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Sekil 30: Z/60Z tizerinde kenar etiketli (K3, @)

¢izgenin bir akigkan minimum iireteg kiimesini algoritma kullanarak bulmustuk. Simdi
ise ikinci bir yontem olarak verdigimiz Altinok ve Sarioglan [1] tarafindan tanimlanan

sifir patikalarin1 kullanarak bir akigkan minimum itirete¢ kiimesi bulalim. Ik olarak,
bu ¢izgenin Z/607Z tizerindeki F' (fl,1 , Ug ,fv3 ), F¥ = (O,fv(f), fﬁ?) ve FO) =
(0,0, fv3 ) akigkan smiflarini bulalim. Teorem 4.19’dan,

o 117 girdisi (PPN} = [{5,(3,2)}] = 5 sayisim bir kat1 olur.
o /& girdisi [{(p®9)}] = [{3,2}] = 6 say1sim bir kat1 olur.

Ayrica FO) ( 01 fv2 , fU3 ) = (1, %, %) alabiliriz. O halde, akigkan simflar agagidaki

gibi segersek bunlarin tanimli oldugunu soyleyebiliriz.

* * 6ks
FO=1 s« |, FO =] 55, |,F® = 0
1 0 0

Burada * lar birer sayiy1 belirtmektedir. Ayrica ki, ko € Z 'dir. F® secimimizi
F® = (1,36,45) olarak alabiliriz. O halde, Ornek 4.12'de buldugumuz Bg, akigkan

minimum irete¢ kiitmesini burada da elde edebiliriz.

45 40 6
Bgy = 36 |, 25 |, 0
1 0 0

i1

Asgagidaki teorem Z/mZ halkasi iizerinde artan veya azalan sirali a; = pi™p5 ... p.*

P Py
kenar etiketlerine sahip tam c¢izgelerin splinelarinin akigkan minimum ftireteg

kiimelerini belirler.
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Teorem 4.22. (K,,«) kenar etiketli ¢izgesini Z/mZ halkasi tizerinde alalvm. Her bir

J=12,... kvei=1,2...,7, icin 0 < n;; < m; olmak tzere a; = pi"py™= ... p*
sayisy Z/mZ halkasy tizerinde bir sifur bolen olsun. Bu ¢izge swrali aq,aq, . . ., a,, kenar
etiketlerine sahip olsun.
1. Kenar etiketlerinin kimesi {ay,as, ..., a,, },
ar, | @yt |-+ | as | az [ ar [m=pi"py® -, m#Fa
olacak sekilde siralansin. O zaman,
1 0 0 0 0 A,y 41)
1 0 0 : A(rn_2+1) 0
: 0 0 0
Bm = ) 9 0 Ll CL4 9 9 : 9
0 a9 0
1 aj 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

kiimesi 7./mZ halkast iizerinde bir akiskan minimum drete¢ kimesidir. O

halde, [Z/mZ)(k, ) nin mertebesi n olur.

2. Kenar etiketlerinin kimesi {a1, as, ..., a,, },

al‘a2|a3||arn_l|arn‘m:p?7’1pgl2.p;nk7 m#arn

olacak sekilde siralansin. O zaman,

1 Ay —(n—2)) A(r,—(n—3)) a(r,—1) ar,
a(rn - 1) 0
Bm = v a2y |0 | Ge-mesy | 0 ,
1 A(r,—(n—2)) 0
1 0 0 0 0

kiimesi 7./mZ halkast tizerinde bir akiskan minimum drete¢ kimesidir. O

halde, [Z/mZ)(k, ) nin mertebesi n olur.

Ispat. Tlk olarak (1) durumunu ispatlayalim. K, tam gizgesinin kenar etiketleri

1<a,, <--- <a; <m olmak iizere aq,...,a, olsun.
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1 * * a’(Tn—l-‘rl)
* A(r,_5+1) 0
: 0

O — L F?) = ) L PO = ' L F0) =

. :

: ai

1 0 0 0

alalim. v;'nin Z tzerindeki sifir patikalar: pY’O), NN pgi’o) olsun. ﬁSj’ = fv(f) +mi

olmak iizere her bir i = 1,... r,_1 + 1 icin £ = [{(p®)}] = ¢; oldugundan
Theorem 4.20°den F® lerin varhigii direk soyleyebiliriz. Burada F(® = ( A ﬁEZ})
olmak tizere her bir j = 1,...,n icin f,Sj) = 5;) + mZ kosetine karsilik gelen en kiigiik
pozitif tamsay1 féj) olmak tizere f5j> € 7 elemani temsilci olarak secilmistir.

AW =(0,...,0,Gu,, .- -, Ju,) bir akigkan sinif olsun. Benzer sekilde, her bir

Gv; = Gu; + mZ kosetine karsihik gelen en kiiciik pozitif tamsay1 g,, olmak tizere

v, € Z elemanm temsilci olarak segebiliriz. B = {F(), F@ _ FC=D F®)} glalim.
Teorem 4.19’dan, g,, girdisinin a; sayisinin bir kat1 oldugunu ve dahas1 Teorem
3.11'den de B'nin [Z/mZ](k, ) nin Z-modiil olarak bir akigkan iireteg kiimesi
oldugunu soyleyebiliriz. Genelligi bozmadan, j = 2,...,n icin FU) ler icindeki
yildizlar1 “x” 0’a esit olarak alabiliriz. O halde, B kiimesi B,,’ye esit olur ve Sonug

3.17'den elde edilen bu iireteg kiimesi bir akigkan minimum iirete¢ kiimesi olur.

(2) durumu (1) durumuna benzer sekilde ispat edilebilir.

Sekil 31: Z/(28.319.57)Z iizerinde kenar etiketli (Kj, o)

53



Ornek 4.23. Sekil 31°de verilen Z/(28.319.57)Z halkas: {izerinde kenar etiketli tam

¢izgesini alalim. Teorem 4.22’den agagida verilen kiime bir akigkan minimum tireteg

kiimesidir deriz.

O halde, [Z/(2%.3'".57)Z](k, o) 'mn mertebesi 5 olur.

[ T = T T ==

25,34 53
253453
25,3453
25,34 53

25.35 53
25,3553
25.35.53

25.36 54
25.36 54

2637 54

o o o O

a sayisit Z/mZ halkasi lizerinde bir sifir bolen olsun. Agagidaki sonug, Z/mZ halkast

lizerinde artan veya azalan siral [y = a",ly = a',... [, = a'n kenar etiketlerine

sahip tam cizgelerin splinelarinin akigkan minimum trete¢ kiimelerini belirler.

Sonug 4.24. (K, «) kenar etiketli ¢izgesini Z/mZ halkasy tizerinde alalim. Bu ¢izge

swraly a™,a*, ..., a" kenar etiketlerine sahip olsun.
1. Kenar etiketlerinin kiimesi {a",a, ... a'™},
a“" |CLZT”71 | | a7,3 |CL12 | a“ |ak’

olacak sekilde siralansin. O zaman,

ah

iy, > 1,0y <k

@' rn—2+D)

a'rn—1+1)

0
0

kiimesi Z./mZ halkast tizerinde bir akiskan minimum drete¢ kimesidir. O halde,

[Z)mZ) (K, «) nan mertebesi n olur.
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2. Kenar etiketlerinin kimesi {a",a™,... a'},

olacak sekilde siralansin. O zaman,

atrn—(n—2))

at(rn—(n—2))
atrn—(n=2)

0

az'l |az’2 | ai3 | ’ aim—l |CLiT" |CLk,

alrn—(n—3))

Qirn—(n—3))
0
0

iv > 1,4, <k

attrn-1)
atlrn—1)

0

kiimesi Z./mZ halkast tizerinde bir akiskan minimum drete¢ kimesidir. O halde,

[Z/mZ) (K, «) nen mertebesi n olur.

Asagidaki sonug, Z/p*7Z halkasi iizerinde artan veya azalan sirali
Iy =p" Iy =p2,..., 1, = p™ kenar etiketlerine sahip tam ¢izgelerin splinelarmin

akigkan minimum trete¢ kiimelerini belirler.

Sonug 4.25. (K, «) kenar etiketli ¢izgesini Z./p*Z halkasy iizerinde alalim. Bu ¢izge

suraly p,p®2, ... pi™ kenar etiketlerine sahip olsun.
1. Kenar etiketlerinin kiimesi {p™,p,... p'™},
pre lpt e R p P | P, > 10 <k

olacak sekilde siralansin. O zaman,

1 0 0 0 0 plrn—1+D)
1 0 0 plrn—2t 0
0 0 0
Byr = ; 0 |- 0o |- pi s ; )
0 pi2 0
1 P 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

kiimesi Z/p*Z halkasi tizerinde bir akiskan minimum trete¢ kiimesidir. O halde,

[Z/p*Z) k¢, o) 'man mertebesi n olur.
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2. Kenar etiketlerinin kimesi {p",p, ...

PP pt e | piet | pi | D,

olacak sekilde siralansin. O zaman,

1 plrn—(n-2))

B = S pitrn—m-2) |,
1 Plirn—(n-2)
1 0

P}

Pirn—(n=3))

pHrn—(n=3))
0
0

i > 1,0, <k

Pirn—1)
piw—l)

0

pi”‘n

kiimesi Z/p*Z halkasi iizerinde bir akiskan minimum trete¢ kiimesidir. O halde,

Z/p"Z] (K, ) 'man mertebesi n olur.
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