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OZET

PI-EXTENDING MODULLERIN DIK
TOPLANANLARI UZERINE

RAMAZAN YASAR
Doktora, Matematik Boliumii
Tez Danigsmani: Prof. Dr. ADNAN TERCAN

Subat 2015, 68 sayfa

Bu caligma beg boliimden olusmustur. Birinci boliimde, modiil ve halkalar
teorisindeki kullanigh 6zel alt modiillerden olan essential ve komplement alt-
modiiller tamtihp genel anlamdaki ézellikleri verilmistir. Ikinci boliimde, belir-
tilen 0zel altmodiillerden hareketle tanimlanan ve orijini John von Neumann'un
caligmalarina dayanan CS (extending), siirekli ve yar1 siirekli modiiller ver-
ilmistir. Ugiincij boliim, literatiirde C7; ve Cio modiiller olarak yer alan ve C'S
modiillerin saglamadigi bazi modiil ozelliklerini saglayan iki genellestirilmig for-
muna iliskin temel sonuclari kapsamaktadir. Dordiincii boliimde, belirli endomor-
fizmalar altinda degismez kalan altmodiiller ailesi i¢in C'S' kogulunun bu aileye
kisitlanmasiyla elde edilen, projeksiyon degismez extending modiiller tanitilmisg,
bu modiil simifinin temel oOzellikleri ve diger modil smiflar ile iligkileri ince-
lenmigtir. Ozellikle, bu yeni modiil smifinin dik toplananlar i¢in kapali ol-
madig1r ancak her sayida dik toplama tagindigi goriilmiigtiir. Bu baglamda, dik
toplananlarinin yeni modiil 6zelligini saglamadig1 cebirsel topolojik ters ornekler
ve ayrigtirilamaz altmodiillere ayrigim problemlerinin ¢oziimleri, ¢caligmanin son
boliimiinde toplanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Essential altmodiil, Komplement altmodiil, C'S-modiil,

Ch1-modiil, Pl-extending modiil.
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ABSTRACT

ON DIRECT SUMMANDS OF PI-EXTENDING
MODULES

RAMAZAN YASAR
Doctor of Philosophy, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. ADNAN TERCAN

February 2015, 68 pages

This work consists of five chapters. In the first chapter, the basic properties of
useful certain kind of submodules in module and ring theory which are named
as essential and complement submodules are given. In the second chapter, C'S
(extending), continuous and quasi-continuous modules which are based on afore-
mentioned special submodules and originated John von Neumann’s work are pro-
vided. The third chapter contains two generalizations of C'S-modules, called C1;
and C}s in the literature, such that preserve some kind of module properties
that are missing for C'S-modules. In chapter four, we introduce projection in-
variant extending modules via restricting the CS condition on submodules which
are invariant under certain kind of endomorphisms, we investigate fundamental
properties and relationships of this class of modules with the other classes of
modules. In particular, it is observed that this new class of modules is not closed
under direct summands but it is inherited by any number of direct sums. To
this end, algebraic topological counterexamples such that its direct summands
do not enjoy with the former new module property and solutions of problems on
decompositions into indecomposable submodules are collected as a final chapter
to this work.

Keywords: Essential submodule, Complement submodule, C'S-module, C};-

module, Pl-extending module.
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1 Temel Kavramlar ve Ozellikler

1.1 Giris

Bu caligmada R degismeli olmas1 gerekmeyen ve birimli bir halka, M de sag R-
modiil olarak alinacaktir. Calismaya baslangi¢ olugturan C'S-modiil kavraminin

literatiirdeki gelisimini kisaca vurgulayarak baglayalim.

CS (yada extending)-modil kavramimin orjini 1930 lu yillarda John von
Neumann’nin ¢aligmalarina uzanir. Von Neumann'nin Kuantum Mekanigi'ndeki
caligmalart onu ”Siirekli Geometri” yi tamimlamasina ve geligtirmesine
yonlendirmigtir. Bu giinimiizde iist ve alt siirekli tam modiiler Latis olarak
adlandirihir. (I,A,V,0,1) bir tam modiiler latis olsun. Eger a € L ve {by : A € A},
L nin tam sirali bir alt kiimesi iken,

a /\ v b)\: \/(a/\bA)

AEA AEA

oluyorsa, (L,,A,V,0,1) latisine iist siirekli (upper continuous) denir.

R bir halka ve M de bir sag R-modil olsun. Bu durumda M nin alt-
modiillerinin olugturdugu latis iist siirekli tam modiiler bir latisdir (Genel olarak

alt stirekli olmasi gerekmez).

Von Neumann [31, 32, 33] galigmalarinda siirekli geometrilerin teorisini
geligtirdi ve ozellikle bunlar1 von Neumann (regiiler) halkanin sol temel ideal-
lerinin olugturdugu latisde inceledi. Regiiler halkalarda eger temel sol ideallerin
latisi {ist ve alt siirekli ise bu halkaya siireklidir dedi. Bu galigmalara Utumi [30]
devam etti. Bu kavramlar1 Jeremy [18] modiillere tagidi. Chatters ve Hajarnavis
7CS” kisaltmasim ”complements are summands” i¢in kullandilar [9]. Bir
cok aragtirmaci C'S yerine extending veya C gosterimlerini kullanarak bu modiil

simiflarini yada genellestirilmis siniflarin1 arastirmalara devam etmektedir.



Bu calismada CS-modiiller ve mevcut genellestirmeleri verilmis bunun

yaninda yeni genellegtirmeler tanimlanip arastirilmigtir.

1.2 Essential ve Komplement Altmodiiller

Bu kesimde, ¢aligmamiza temel olugturan bazi 6zel tipteki altmodiillerin tanim
ve Ozelliklerini ayrintili olarak verecegiz. Bu kesimdeki sonuglar i¢in [2], [11], [13]

Onerilir.

Tanim 1.2.1 M bir R-modil ve N < M olsun. FEger her 0 # K < M ig¢in
NN K # 0 oluyorsa veya buna denk olarak bir L < M i¢in NN L = 0 oldugunda
L = 0" gerektiriyorsa N ye M nin essential (large, genis) altmodiilii (veya

M ye N nin essential genislemesi) denir ve N <, M ile gésterilir.

Onerme 1.2.2 M bir modiil olsun. Bu durumda;

1. N < M olsun. N <. M olmasu i¢in gerek ve yeter kosul her 0 # m € M
icin N NmR # 0 olmasidar.

2. K <N < M olmak tizere K <. M olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K <., N
ve N <. M olmasidir.

S N, MwveK<Mise NNK <, K du.

4. 1 <i <t olmak iizere her t > 1 i¢in N; <. K; ise (NN No N ... N Ny) <,
(KiNKyn...NKy) dor.

5. K < N <M olmak tizere NJK <, M/K ise N <. M dir.
6. Birm € M i¢cin N <, M ise m~'N <, Rp dir.

7. Her sifirdan farkl indis kumesi I icin, © € I olmak tizere N; <., M; olmasi

icin gerek ve yeter kosul @ N; <. @ M; olmasidar.
i€l i€l

8. A, B,C < Molmak tizere eger f : B — C' bir homomorfizm ve A <, C' ise
fYA) <. B dir.



Yukaridaki (7) ve (4) ozellikleri ile ilgili olarak, (7) de A <. B ve A’ <, B’
iken A+ A" <. B+ B’ olmayabilir [13]. (4) de ise ¢ sonlu degil ise [\ N; <. () K;
¢ ¢

dogru olmayabilir.

Onteorem 1.2.3 M bir R-modiil, M = K & K’ ve N < K olsun. Bu durumda
M/N = K/N & (K'+ N)/N olur.

Ispat. K/N+(K'+N)/N < M/N dir. (m+N) € M/N alahm. Buradan k € K ve
k" € K’ olmak tizere m+N = (k+k")+N = (k+N)+(k'+N) € K/N+(K'+N)/N
elde edilir. Yani M/N C K/N + (K'+ N)/N oldugundan M /N = K/N + (K'+
N)/N dir. Simdi K/NN(K'+N)/N = 0yani KN(K'+N) = N oldugunu gérelim.
r € KN(K'+ N) olsun. Bu durumda z € K ve n € N, k' € K’ olmak iizere
x =k +nolur. Ohalde x —n =k € KNK' =0 oldugundan x = n dir. Boylece
x € N elde edilir. Yani, KN(K'+N) = N olup K/NN(K'+N)/N =N/N =0
olur. Dolayisiyla M/N = K/N @ (K’ + N)/N dir. O

Onteorem 1.2.4 M bir saj R-modil, 0 # a € M ve K <. M olsun. Bu
durumda, al. # 0 ve al. C K olacak sekilde R nin bir essential sag L ideali

vardar.

Ispat. L = {r € R : ar € K} olsun. Buradan, L, R nin bir sag idealidir ve
al C K dir. Boylece aRN K # 0 olur. Baz1 r € R i¢in ar, K nmin sifirdan farkh
elemanidir. Yani, » € L i¢in al # 0 dir. I, R nin sifirdan farkh sag ideali olsun.
Simdi I N L # 0 oldugunu gorelim. Eger al = 0 ise I C L oldugundan INL # 0
olur. Farzedelim ki, al # 0 olsun. Bu durumda al N K # 0 dir. Boylece baz
x € I i¢in ax, K nin sifirdan farkli elemanidir. Buradan € L dir. Dolayisiyla

I'NL#0 dir. Boylece L <. R olur. O

Sonug 1.2.5 Herhangi bir M modiili i¢in Soc(Mg) = (\{N : N <. M} dir.

Tanim 1.2.6 M bir R-modil ve L, M nin bir altmodili olsun. K N L = 0
ozelligine gore maksimal olan bir K altmodiline L nin (M deki) komplements

denir.



Tanim 1.2.6 daki K altmodiilii tek olmak zorunda degildir. Simdi verecegimiz
onermeden, bir M modiiliindeki her altmodiiliin bir komplement altmodiiliiniin
(M de) varhg elde edilir ki, bu komplement altmodiilleri olduk¢a kullanigh yap-

maktadir.

Onerme 1.2.7 M bir modiil ve L,N < M altmodilleri icin N N L = 0 olsun.
Bu durumda L nin M de bir K komplementi vardwr ki, N C K dur.

fspat. S={X <M:N< X veXNL =0} kiimesini tanimlayahm. N € S
oldugundan S # 0 dir. {X; :i € I}, S de bir zincir olsun. S tam swahdir. U =
U X; alahm. Herhangi iki X;, X; € S i¢in X; C X, yada X; C X, oldugundan
Z(ilbilr altmodiildiir. Her ¢ € [ icin N < X, oldugundan N < U X, dir. Her
i € I icin X; N L = 0 oldugundan U X;,NL =0olup U € Slf)]lur. Yani U,
{X; : i € I} zincirinin bir Ust smlrlledllr. Boylece Zorn’s Lemma ile S nin bir
maksimal elemani vardir. Bu K ile gosterilirse, K N L = 0 oldugundan K, L nin

M deki bir komplementidir. Ayrica S nin tanimindan N C K dir. U

Simdi ispatlayacagimiz onerme, bir modiilde essential altmodiiller iiretmek

anlaminda bir teknik saglamaktadir.

Onerme 1.2.8 M bir modul, L < M wve K, L nin M i¢inde herhangi bir kom-
plementi olsun. Bu durumda K & L <, M dir.

Ispat. N < M ve (K® L)NN = 0 alahm. K C K + N oldugu aciktir. Bu
durumda K, L nin M iginde herhangi komplementi oldugundan (K +N)NL # 0
olur. Buradan n € N ve 0 # x € L i¢in x = k + n olacak sekilde bir £k € K
vardir. Boylece n = x —k € (K @& L) NN = 0 oldugundan n = 0 elde edilir.
x=ke KNL=0isex =0 olur. Bu ise bir geligkidir. O halde K = K + N dir.
Boylece N < Kise N < K@ Lolur. (K®L)NN =N =0 oldugundan N =0
dir. Dolaysiyla K & L <. M elde edilir. 0

Teorem 1.2.9 M bir modiil, A,B < M ve ANB =0 olsun. Bu durumda B, A
nin M de bir komplementi olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul (A+B)/B <. M/B

olmasaidar.



Ispat. B, A mn M icinde bir komplementi ve A N B = 0 olsun. (A+ B)/Bn
(U/B) = 0 olacak sekilde B < U < M alahm. (A+ B)NU = B olur. Modiiler
kuralindan (ANU) + B = B dir. Boylece ANU < B oldugundan ANU <
AN B =0 olur. B maksimal oldugundan B = U dur. Buradan U/B = 0 olup
(A+ B)/B <. M/B oldugu elde edilir.

Diger taraftan (A+ B)/B <. M /B oldugunu kabul edelim. ANU =0, B< U <
M olacak sekilde keyfi bir U ve z € (A+ B)NU alalim. Bu durumda z € (A+ B)
vex € U dur. a € A, b€ Bolmak iizerez =a+bdir. a=xz—-be ANU =0
oldugundan a = 0 olur ve boylece © = b € B elde edilir. Buradan (A+B)NU = B
olur. Yani (A+B)/BN(U/B) = 0 dir. Kabultimiizden U/B = 0 olur. Dolayisiyla
B = U oldugundan B maksimaldir. Boylece B, A nin M deki komplementidir.
U

Tanim 1.2.10 M bir modil ve K, M nin bir altmodili olsun. Eger K, M de
herhangi bir altmodiliin komplementi ise K ya (M de) bir komplement denir
ve K <. M 1le gosterilir.

Acgiktur ki, bir M modili igin 0, M <. M dir.
Daha genel olarak;
Sonug 1.2.11 Bir M modilinun her dik toplanant M de bir komplementtir.

Sonug 1.2.11 deki ifadenin tersi genel olarak dogru olmayabilir. Ornegin; F
bir cisim ve V' de 2 boyutlu bir vektor uzay1r olmak iizere Rp = {[g ’Ji] c f e
FveV=uFovF)}vel={[%]:feF}, J={[)%]:f¢€F} olarak
alalm. Bu durumda 7, J nin R deki (benzer olarak .J, I nin) komplementidir.

Yani I, R nin komplementidir. Ancak I, R nin bir dik toplanani degildir.

Onerme 1.2.12 M bir modiil ve N < M olsun. Bu durumda N <., K olacak
sekilde bir K <. M vardr.

Ispat. N', M de N nin komplementi olsun. Béylece N’ N = 0 dir ve N’ niin
bir K komplementi vardir ve Onerme 1.2.7 den N C K dur.



0# L < K olsun. N' C L+ N'oldugundan (L + N') NN # 0 olur. Bdylece
0O#ne(L+N)NNisene (L+N')ven e Nolur. z € L, n € N olmak
tizere n = x +n' dir. Buradan n’ =n —x € N'N K = 0 oldugundan n’ = 0 dur.

Boylece n =2 € NN Lolup NNL#0olur. Yani N <, K elde edilir. U

Onerme 1.2.12 de varligi ispatlanan K altmodiiliine N nin M deki kapanage

(closure) denir.

Onerme 1.2.13 M bir modiil ve K, M nin altmodiili olsun. Bu durumda K <.

M olmasi icin gerek ve yeter kosul K <, L < M ise K = L olmasidar.

fspat. Farzedelim ki K <, M ve K <, L < M olsun. Bu durumda K bir X
in M de komplementi olacak sekilde X < M vardir. Boylece K N X = 0 olur.
0=KnNX <, LNX oldugundan LN X =0 dir. K, K N X = 0 kosulu altinda
maksimal oldugundan K = L olur.

Tersine, K < M oldugundan Onerme 1.2.12 den K mmn M de bir L bir kapamst
vardir. Yani K <, L <, M dir. K = L oldugundan K <. M dir. O

Onerme 1.2.14 M bir modiil ve K, N < M olsun. Eger K <. N ve N <. M
ise K <. M dir.

fspat. K <. N ve N <. M oldugunu kabul edelim. Buradan bir K’ < N
icin K, K’ niin N deki komplementi ve bir N’ < M i¢in de N, N’ niin M deki
komplementi olur. x € K N (K’ + N') alahm. k¥ € K', n’ € N' igin . = k' +n’
dir. x — k' =n’" € NN N = 0 olur. Béylece x = k' € K/’ N K = 0 oldugundan
KN (K"+ N') = 0 elde edilir. Farzedelim ki, K <, L < M olsun. O halde
0=Kn(K +N)<.LNn(K'+ N')olup LN (K'+ N') =0 dir. Buradan
INN(L+N)NK =(NNK')N(L+N')=KnN(L+ N') =0 olur. Fakat
K CNve KCL+ N oldugundan K C NN (L+ N') dir. K, K’ niin N deki
komplementi oldugundan K N K’ = 0 kogulu altinda K’ maksimal altmodiildiir.
KCNN(L+N)ve|[NNn(L+ N")]NK'"=0oldugundan K = N N (L + N’)
olur. Boylece (N +L)N N’ =0 dwr. N, N’ niin M deki komplementi oldugundan



N N N’ =0 kosgulu altinda N’ maksimal altmodildiir ve N C N + L oldugundan
N =N+ Ldir. Buradan L< Nolur. L=LN(L+N)<NN(L+N')=K
oldugundan K = L dir. Onerme 1.2.13 den K <. M elde edilir. O

Onerme 1.2.15 M bir modil, K <. M ve K < N < M olsun. Bu durumda
N <. M olmasu i¢in gerek ve yeter kosul N/K <. M /K olmasidar.

Ispat. Tlk olarak N/K <. M/K oldugunu kabul edelim. N <. M oldugu Onerme
1.2.2 (5) den agiktr.

Tersine N <, M olsun. M’ = M/K, N' = N/K ve N'N L = 0 olacak sekilde
L' < M’ alahm. Bu durumda bir L < M igin K C L olmak tizere L' = L/K ve
NNL =K dir. K, K'niin M deki komplementi olsun. Béylece K N K’ = 0
oldugundan NN LN K" = 0 dir. N <. M oldugundan da L N K’ = 0 olur.
Buradan K C L ve K, K’ niin M deki komplementi oldugundan K = L dir.
L' =0 olup N <, M’ olur. Yani N/K <, M/K dir. O

Onerme 1.2.16 M bir modil, K <. M ve L <. M olsun. Bu durumda K, M de
L nin komplementi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul L, M de K nin komplement:

olmasaidar.

Ispat. Tk olarak K, M de L nin komplementi olsun. L C L' < M ve L' N K =0
alalm. Onerme 1.2.8 den K@®L <, M olur. Béylece Onerme 1.2.2 (1) den k € K,
x € L igin mr = k+ x olacak sekilde bir 0 £ m € M vardir. L' < M oldugundan
0#y € Ligin 0# yr =k+ x dir. Buradan k = (yr —x) € KN L' = 0 olur.
Boylece yr = z oldugundan yr € L elde edilir. Onerme 1.2.2 (1) den L <. L'
olur. Fakat L <, M oldugundan Onerme 1.2.13 den L = L’ diir. O halde L, M

de K nmin komplementidir. Terside benzer sekilde gosterilir. O

Onerme 1.2.17 M bir modiil ve N < K < M olsun. Bu durumda,

1. K <. M ise K/N <. M/N dir.



2. K/N <. M/N ve N <. M ise K <. M dir.

Ispat. (1) L < M altmodiili K C L ve K/N <. L/N kosullarim saglasin. Bu
durumda Onerme 1.2.15 den K/N <. L/N oldugundan K <, L olur. K <. M
ve K <, L kosullar1 ile Onerme 1.2.13 den K = L dir. Boylece K/N = L/N
olur. Dolaysiyla Onerme 1.2.13 den K/N <, M/N dir.

(2) K/N <. M/N ve N <, M olsun. Bu durumda kabulden K', N" < M i¢in N C
K’ olmak tizere K/N, M/N de K'/N nin ve N, M de N’ niin komplementidir.
Béylece K/N N K'/N = 0 olacak gekilde K/N < M/N maksimal altmodiilii
vardir. Buradan K N K’ = N dir. Benzer sekilde N N N’ = 0 olur. O halde
(KNK)NN = KNn(K'NN') =0 dir. Farzedelim ki K < L < M ve
LN(K'NN')=0olsun. N C K've N C K C L oldugundan N C L N K’ olur.
Ayrica (L N K') N N’ = 0 ifadesini kullanarak N, M de N’ niin komplementi
oldugundan L N K’ = N olur. Buradan L/N N K'/N = 0 dir. Bu kosul altinda
K /N maksimal altmodiil oldugundan ve K C L ise K/N C L/N olacagimdan
K/N = L/N dir. Boylece L = K olur. Bu durumda K, KN (K'NN') = 0 kosulu
altinda maksimal altmodiil oldugundan K, M de K’ N N’ niin komplementidir.
Yani K <, M dir. O

Simdi 2. boliimde incelenecek olan C'S-modiiller de sikga kullanacagimiz ve

temel aldig1 sonlu Goldie boyut ve Injektif modiil tanimlar1 verilecektir.

Tanim 1.2.18 M bir R-modil olsun. Eger M sifir olmayan altmodillerin bir
sonsuz dik toplamin kapsamiyorsa M ye sonlu Goldie boyutlu (yada sonlu
diizgin boyutlu) modil denir.

M sifirdan farkly sonlu Goldie boyutlu bir R-modil olsun. Bu durumda M bir
dizgin U altmodil (yani U # 0 ve her 0 # X, Y < U i¢in X NY # 0) kapsar.
Ustelik, bir n pozitif tamsayist ve i # 7 olmak tizere U; N U; = 0 olacak bigimde
Ui (1 < i < n) dizgin altmodiilleri vardwr ki, Uy @ Uy & ... & U, <. M dir.
Bu durumda n sayist M nin Goldie boyutu (yada diizgin boyutu) olarak
adlandvrilir. Eger 1 < i < k olmak tizere 0 % N; < M ve N1 & Ny @ ... & Ny



bir dik toplam ise k < n dir. Goldie boyutu ile ilgili temel ozellikler i¢in [10], [2]

onerilir.

Tanim 1.2.19 R bir halka J, R-modiil, g : A — B ve f: A — J homomorfizm-

ler olmak tizere 0 = A — B kisa tam dizi olsun.

0— A——s

J
diagrams degismeli yani hog = f olacak sekilde h : B — J, R-modil homomor-

fizmi varsa J ye ingektif modil denir.

Sonug 1.2.20 N bir R-modil olsun. Bu durumda asagidaki kosullar denktir.
1. N ingektif modildiir.
2. N < Mg ise N, M de dik toplanandar.

Ispat. (1) = (2): N < M ve N injektif bir modiil olsun.

00— N—M

N

diagraminda N injektif oldugundan 6 : M — N ye bir homomorfizm vardir. m €
M alalim. 6(m) € N olur. Buradan §(m) = 6(6(m)) dir. O halde (m—6(m)) =0
olup (m—60(m)) € Cekf dir. Yani m € Cekf + 0(m) dir. Boylece M C Cekf + N
elde edilir. Ayrica §(m) C N < M ve Cekf < M oldugundan Cekf + N C M
olur. Dolaysiyla M = Cekf + N dir. z € Cekd N N alahm. O halde (z) = 0 ve
x € N olur. x € N oldugundan 6(z) = x dir. Boylece 2 = 0 olup Cekd N N =0
oldugundan M = N & Cekf dir. Yani N, M nin dik toplanamdir.

(2) = (1): Tersine N < My ise N, M de dik toplanan olsun. [25, Teorem 2.11]
den her modiiliin bir injektif geniglemesi oldugundan Iz injektif modiil olmak
tizere N < [ dir. Kabuliimiizden dolay1 I = N & N’ olacak sekilde N’ < Iy
vardir. [21, Onerme 2.3] den Iy injektif oldugu icin N de injektiftir. O
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Tanim 1.2.21 R bir halka P, R-modul, g : A — B ve f : P — B homomor-

fizmler olmak tizere A — B — 0 kisa tam dizisi olsun.

P

]

p
A—B——=0

diagrama degismeli yani goh = f olacak sekilde h : P — A, R-modil homomor-

fizmi varsa P ye projektif modil denir.

Sonug 1.2.22 R bir halka ve P bir R-modil olsun. O halde, asagidakiler denktir.
1. P projektiftir.

2. Her

0—=A—t-B-2opP 0
kisa tam dizisi split dizidir.

3. F bir serbest modil ve K, R-modil olmak tizere FF = K & P dir.

Ispat. (1) = (2) :
P
1pl
B—P——0

diagramini goz oniine alalm. P projektif oldugundan goh = 1, olacak sekilde bir
R-modiil homomorfizmi vardir. Boylece kisa tam dizi

¥ g
0—A-L-B_ =P
h

— 0

oldugundan split dizidir. Buradan, B = A &¢ P dir.

(2) = (3) : R halkas: tizerindeki her A modiilii serbest F' modiiliiniin homomorfik
gortintiistidiir. O halde, P de bir R-modiil oldugundan g : ' — P epimofizmasi
vardir. Eger K = Cekg alirsak,
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dizisi tamdir. Hipotezden dizi split tam dizidir. Dolayisiyla F' = K ¢ P dir.
3)=(1): m7: F ¥ K& P — P kanonik epimorfizma ve i : P - F 2 K @& P

kanonik monomorfizma olsun. Alt satir tam olmak iizere

R-modiil homomorfizm diagrami verilsin. Bu durumda,

F

miop

A—B——0

diagramini ele alalim. F' serbest modiil oldugundan projektif modiildiir. Boylece
gohy; = for olacak sekilde hy : FF — A bir R-modiil homomorfizmi vardir. h =
hioi : P — A, R-modiil homomorfizm olsun. O halde, gh = ghyi = (form)oi =
fo(moi) = fol, = f oldugundan diagram degismelidir ve P projektiftir. O
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2 (CS-Modiller

2.1 (CS-Modiillerin Temel Ozellikleri

Onceki kesimde gerekli ozel altmodiiller ve ozelliklerinin verilmis olmasi, 1930
lu yillarda von Neumann’in stirekli geometrilerinde kullanmas: ile ilk olarak
tanimlanan, daha sonra Utumi ve ogrencileri tarafindan halka ve modiillere
genigletilen ve giiniimiizde de bir ¢ok aragtirmacinin odaklandigi ”C'S-modiil”
kavramini incelememizi miimkiin yapar. Caligmalarimizda esas olan kimi
C'S teori teorem ve sonuclarimin ispatlari da biitiinliik olugturmasi anlaminda

yapilacaktir.

Tanim 2.1.1 M bir R-modil olsun. Eger M nin her K komplement altmodili
M de bir dik toplanan oluyor ise M ye C'S-moddil (extending modil) denir.

Bu tanima denk kosullardan biri M nin her N altmodulunin M nin bir dik
toplananin da essential olarak kapsanmasidir.  Yine bir R halkasy icin Rp
CS-modiil ise R ye sag CS-halka denir. Yani, her I < Rg sag ideali i¢in bir
e? = e € R vardwr ki, I <, eR dir. CS-modiillere yaribasit modiiller, diizgiin

modiiller, injektif modiller ve sonlu rankl serbest Abel gruplar érnek verilebilir.
Diger yandan @ Z = My, C'S olmayan bir modildir. [11]
i=1
C'S bir modiilin her alt modilii C'S olmayabilir. Ornegin; M, C'S olmayan
bir R-modil ve E(M) de M nin injektif hull olsun. Bu durumda, M < E(M)
ve E(M), CS-modiildiir.

Onteorem 2.1.2 M, C'S-modiil ve N, M nin bir dik toplanan altmodiilii olsun.
Bu durumda N, C'S-modildir.

Ispat. N, M de dik toplanan oldugundan M = N @ K olacak sekilde K < M
vardir. X <. N alalim. N, M de dik toplanan oldugundan X <. N <. M olur.
Komplementlerde gegisme ozelliginden X <, M dir ve M, C'S-modiil oldugundan
ise X, M de dik toplanandir. Buradan M = X @Y olacak gekilde Y < M vardir.
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N=NNM=NnXea&Y)=Xa&(NNY) oldugundan X, N nin bir dik
toplanamdir. Boylece N, C'S-modiildiir. O

Sonug 2.1.3 M, CS-modil ve N <. M 1ise N, C'S-modildir.
Ispat. Onteorem 2.1.2 den aciktir. 0

Onteorem 2.1.2 nin tersine C'S-modiillerin bir dik toplami C'S-modiil olmaya-

bilir.

Ornek 2.1.4 p bir pozitif asal tamsay olmak tizere My = (Z/Zp) & (Z)Zp*)

modulint alalim. My moduli C'S-modil degildir.

Ispat. My = Z.)Zp & 0, My = 0 & Z/Zp?® olsun. Boylece M, ve M, diizgiin modiil
olduklarindan C'S-modiillerdir. Simdi M nin C'S-modiil olmadigin1 gosterelim.
Once b ¢ Zp? olmak iizere K = Z(1 + Zp, b+ Zp®) altmodiiliiniin Mz de komple-
ment oldugunu gosterelim. K devirli ve p? K = 0 oldugundan K nin mertebesi
p? olur. Boylece K = Z/Zp? oldugundan K diizgiin modiildiir. K <, L < M
alahm. Buradan dimK = dimL oldugundan L de diizgiin modiildir. Mz sonlu
tiretilmis oldugundan L devirlidir. Béylece ¢, d € Z icin, L = Z(c + Zp, d + Zp?)
tiir. Buradan bir n € Z vardir ki, (1 + Zp,b + Zp®) = n(c + Zp,d + Zp?) olur.
Yani, 1 = nc(modp) ve b = nd(modp?®) dir. Eger p|n ise 1 = 0(modp) olur ki bu
geligkidir. O halde, p 1 n dir. Boylece (p,n) = 1 olup 1 = nc + sp olacak sekilde
bir s € Z vardir. Buradan (1 — nc)® = s’p® dir. (1 — 3nc + 3n?c® — 3n?c?) =
1 —nBc + 3nc? — 3n?c®) = 1 —nt = $p® olur. t(1 + Zp,b + Zp3) =
nt(c+Zp,d+Zp*) = (1 — $*p3)(c+ Zp,d + Zp*) = (c+ Zp,d + Zp?) olup L < K
elde edilir. O halde K = L dir. Boylece K, My nin komplement altmodiiliidiir.
N,M nin komplement altmodiilii ve N # 0, My, My, M olsun. Bu durumda N,
M de maksimal diizgiin altmodiildiir. N diizglin modiil oldugundan N # 0 ve
a & Zp, b ¢ Zp® olmak iizere (a + Zp,b + Zp*) € N vardir. a = 1 alahm. Bu
durumda Z(1 + Zp,b + Zp*) C N olur ve Z(1 + Zp,b + Zp*) <. N oldugundan
M nin biitiin komplementleri N = Z(1 + Zp, b + Zp*) seklindedir. Simdi p* { p
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olmak tizere N = Z(1+Zp, p+Zp?) olsun. N, M nin komplementidir ve |N| = p?
dir. Eger N, M de dik toplanan olsaydi M = N & N’ olacak gekilde N/ < M
olurdu ve |N’| = p? elde edilirdi. Buradan, p?M = p*(N & N’) = 0 olurdu. Bu
ise geligkidir. Ciinkii, |M| = p? diir. Boylece M nin komplement N altmodiilii
M de bir dik toplanan olamaz. Yani M, C'S-modil degildir. 0

Onceki Ornek 2.1.4 teki My, modiiliiniin Goldie boyutu 2 dir. Bu érnekten
hareketle, sonlu Goldie boyutlu C'S-modiillerin asagida verecegimiz kullanigh bir
ozelligi elde edilir. Oncelikle, M bir modiil ve U da M nin bir diizgiin altmodiili
olsun. O halde, Onerme 1.2.12 den U <. K <. M olacak bicimde bir K < M
vardir. Acgikca, K da diizglindiir. Yine, U, M nin bir altmodiilii olsun. U <. M
olmasi icin gerek ve yeter kogul U, M nin bir maksimal diizgiin altmodiiliidiir.

(Yani, U, M nin diizgiin altmodiiller ailesinde maksimaldir.)

Onteorem 2.1.5 M , her maksimal diizgun altmodilu bir dik toplanan olan bir
modul olsun. Bu durumda K <. M ve K mn Goldie boyutu sonlu ise K, M nin

bir dik toplananidar.

Ispat. U, K nmn bir maksimal diizgiin altmodiilii olsun. Onerme 1.2.14 den, U,
M nin bir maksimal diizgiin altmodiiliidiir. O halde, varsayimdan M = U & U’
olacak bicimde bir U’ < M vardir. Boylece K = U @ (K NU’) diir. Yine Onerme
1.2.14 den, K NU" <. M dir. K N U’ nin Goldie boyutunun K nin Goldie
boyutundan kiigiik oldugu aciktir. Timevarimla K N U’ altmodiilii M nin ve
boylecede U’ niin bir dik toplanamidir. Buradan K, M nin bir dik toplanamdir.
O

Sonug 2.1.6 M sonlu Goldie boyutlu bir modil olsun. Bu durumda M nin C'S-
modil olmasi icin gerekli ve yeterli kosul her maksimal dizgun altmodilin bir dik

toplanan olmasidir.

Ispat. Onerme 2.1.5 den elde edilir. 0
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Simdi C'S-modiillerin bir dik toplaminin C'S-modiil olmasi i¢in yeterli kosullar

verelim. Bu amacimiz i¢in gerek duyacagimiz tanimlari hatirlatarak baglayalim.

R bir halka ve M, X de R-modiiller olsun. Eger her N < M igin,

seklinde verilen R-modiil ve R-homomorfizmlerin her diyagraminda 6o = ¢ ola-
cak bicimde bir § : M — X, R-homomorfizmi varsa, X modiiliine M-injektif
'tir denir. M = M, ® My ®...® M, olsun. Eger 7 # j i¢in M, modulii M;-injektif
ise M; (1 <i < n) modiillerine géreceli injektif (relatively injective) modiiller

denir. [11],[22].

Onteorem 2.1.7 My ile My, CS-modiiller ve M = My ® M, olsun. Bu durumda
M nin C'S-modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin K N M; = 0 yada
K N My = 0 olacak bi¢imdeki her K komplementinin bir dik toplanan olmasidar.

Ispat. Gereklilik aciktir. Tersine K N M; = 0 yada K N M, = 0 olan her K
komplementi M de bir dik toplanan olsun. L <. M alalim. Bir H <, L vardir
ki, LN M, <. H dir. Onerme 1.2.14 den, H <, M dir. H N M; = 0 oldugu
agiktir. Varsayimdan M = H @ H' olacak bigimde bir H" < M vardir. Boylece
L =H& (LNH) dir. Onerme 1.2.14 den, L N H' <, M dir. Diger yandan
(LNH"YN My = 0 oldugu agiktir. Varsayimdan LNH’, M nin bir dik toplanamdir.
Buradan L N H', H' niin de bir dik toplanam olur. O halde L, M nin bir dik
toplanamidir. Yani M, C'S-modiildiir. U

Teorem 2.1.8 M; (1 < i < n) ler géreceli injektif modiiller olmak tizere M =
My My ® ... & M, olsun. Bu durumda M nin C'S-modil olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul her bir 1 < i <n i¢in M; modulinin CS-modil olmasidur.

fspat. Gereklilik Onteorem 2.1.2 den agiktir. Tersine her bir 1 < ¢ < n igin

M; bir C'S-modiil olsun. Tiimevarimla ispat1 tamamlayacagiz. Bunun i¢in n = 2
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durumunda M nin C'S-modiil oldugunu ispatlamak yetecektir. K NM; = 0 olacak
bigimde bir K <. M alalim. [11, Onteorem 7.5 den, M = My & M' ve K C M’
olacak bicimde bir M’ < M vardir. Acgktir ki, M’ = M, ve boylece de M’ bir
C'S-modiildir. K <, M’ oldugundan K, M’ niin bir dik toplanamdir. Buradan
K, M nin bir dik toplananidir. Benzer olarak X N My = 0 olacak bicimdeki
herhangi bir X <, M de bir dik toplanandir. Béylece Onerme 2.1.7 den, M bir
C'S-modiildiir. 0

Herhangi bir p asal tamsay1 i¢in Z-modiil Z/Zp @ Z/Zp? iin bir C'S-modiil
olmadigim biliyoruz.  Z/Zp* modiili Z/Zp-injektiftir ancak Z/Zp modiili
Z)Zp3-injektif degildir. Diger yandan, Z/Zp modiilii Z/Zp?-injektif olmadig
halde Z/Zp & 7] Zp* modiilii C'S-modildiir. (bakimz, [11])

Bir sonraki Teorem C'S-modiillerin karekterizasyonundaki en temel
sonuclardan birisidir. Bu teoremde ve ilgili kimi sonuglarda sikca kullanacagimiz

tanimlar1 vermemiz uygun olacaktir.

Tanim 2.1.9 R bir halka ve M bir R-modiil olsun. Bu durumda, Z(M) = {m €
M : bir E <. Rp i¢in mE = 0} kiimesi M nin bir altmodilidir ki, buna M
nin singular (tekil) altmodili denir. Z(M) = 0 ise M ye nonsingular (tekil
olmayan), Z(M) = M ise M ye singular (tekil) modil denildigini hatirlayalim.
Yine bir M modili i¢in Zo(M) = {m € M : bir E <. Rg i¢cin mE C Z(M)}
kiimesi M nin bir altmodilidir ki, buna M nin ikinci (second) singular
(ikinci tekil) altmodili denir. Agiktur ki, Z(M) < Zy(M) ve Zy(M) <. M dir.
Z(M) ve Zy(M) ye iliskin kapsamly sonug ve dzellikler [15], [9] de verilmistir.

Teorem 2.1.10 R bir halka olsun. Bu durumda bir R-modil M nin CS-modil
olmas igin gerek ve yeter kosul M' ve Zy(M), C'S-modiller ve Zy(M), M'-injektif
olacak bicimde bir M' < M vardwr ki, M = M' & Zy(M) dir.

Ispat. M, C'S-modiil olsun. Zy(M) <. M oldugundan M = Z,(M) @ M’ olacak
bicimde bir M’ < M vardir ki, M’ nonsingular ’dir. O halde Onteorem 2.1.2
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den Zy(M) ve M’ CS-modillerdir. Simdi X < M’ ve ¢ : X — Zy(M) bir
homomorfizm olsun. X’ = {z—p(z) : z € X} kiimesini olugturalm. X’ < M dir.
Varsayimdan X’ <. L olacak bi¢cimde M nin bir L dik toplanani vardir. Y < M
icin M = L®Y yazalhm. X' N Zy(M) =0 ve X' <. L oldugundan L nonsingular
‘dir ve Zo(M) = Zy(Y) dir. Boylece Zy(M), Y nin bir dik toplanamdir. Y =
Y' @ Zy(M) olarak yazalim. 7 : L@ Y' @ Zy(M) — Zy(M) kanonik projeksiyon
olsun. 7|x = ¢ oldugu agiktir. O halde Z(M), M'-injektiftir.

Tersine M = Zy(M) & M’', Zy(M) ile M', C'S-modiiller ve Zy(M), M'-injektif
olsun. A <. M olarak alalim. Z3(A) <. A oldugundan Zy(A) <. M dir. O
halde Zy(A) <. Zy(M) dir. Boylece Z3(A), Zo(M) nin bir dik toplanamdir ki,
buradan Z5(A), A min bir dik toplanam olarak bulunur. A = Z5(A) & B olarak
yazalim. Burada B nonsingular 'dir. B N Zy(M) = 0 ve Zy(M), M’-injektif
oldugundan bir 6 : M" — Zy(M) homomorfizmi vardir ki, m : M — Zy(M) ve
o 1 M — M’ projeksiyon doniigiimler olmak tizere 0my|p = m|p dir. O halde
BC N ={n+60(n):ne M} dir. NN = M ve M, CS-modiil oldugundan
N’ de C'S-modiildiir. Béylece B, N’ niin bir dik toplananidir. M = Zy(M) & N’
oldugu aciktir. Buradan A, M nin bir dik toplanamdir. 0

Tamim 2.1.11 M bir sag R-modil olsun. Herhangi birm € M i¢inr(m) = {r €
R:mr =0} ye M nin sag stfirlayicise denir. r(m) nin R de sag ideal oldugu

aciktr.
Simdi ispatsiz verecegimiz Teoremin 3. boliimde bir genellegtirmesi verilmigtir.

Teorem 2.1.12 R bir halka ve Mg de bir modiil olsun. R, r(m) lerde ACC yi
saglar ve Mg de C'S-modiil ise, My duzgin altmodillerin bir dik toplamadar.

Tanim 2.1.13 M bir sag R-modil olsun. Eger M min her altmoduli sonlu

uretilmis ise M ye yerel Noether denir.

Sonug 2.1.14 R bir halka, Mg de bir yerel Noether C'S-modil olsun. Bu du-

rumda M dizgun altmodullerin bir dik toplamadar.
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Ispat. My bir yerel Noether C'S-modiil olsun. m € M alahm. R/r(m) = mR
dir. M yerel Noether oldugundan sonlu iiretilmig her altmodiilii Noetherdir
ve Noetherlik izomorfizma altinda invariantdir. Bu durumda mR ve R/r(m)
Noether R-modiillerdir. Buradan z € M olmak tizere R, r(z) tizerinde ACC
yi saglar. Teorem 2.1.12 den de M nin diizglin altmodiillerin bir dik toplami

oldugunu elde ederiz. ([l

2.2 Nonsingular C'S-Modiiller

Bu kesimde Teorem 2.1.10 dan dolay1 nonsingular C'S-modiilleri ve matris hal-
kalarini inceleyecegiz. Nonsingular modiillerin en temel 6zelligini veren asagidaki

onteorem ile baglayalim.

Onteorem 2.2.1 1. Mg bir nonsingular modil olsun. Bu durumda M nin

her alt modulinin M deki kapanise tektir.

2. Mg modilinde her alt modilin kapamis: tek olsun. K, K',L,L' < M wve
K< K,L< L ise K+ L<,K + L dir.

Ispat. (1): N < M alahm. ¢(N) = {m € M : bir E <, Rp i¢in mE < N}
diyelim. O halde, ¢(N) < M ve N < ¢(N) dir. N <. K <. M olacak bi¢imde
K < M vardir. 0 # z € K alahm. N <., K oldugundan xRN N # 0 dir.
Buradan E = 27 !N = {r € R: zr € N} <. Rg olur. Boylece zE < N dir.
z € ¢(N) dir. Yani K < ¢(N) elde edilir. Simdi 0 # a € ¢(N) olsun. Buradan
al < N olacak bicimde I <, Rg vardir. Z(M) = 0 oldugundan al # 0 dir.
al < NNaR < KNaR oldugundan K NaR # 0 dir. O halde, K <, ¢(N)
dir. K <. M oldugundan K = ¢(N) bulunur. Béylece ¢(NN), N nin Mg deki tek
kapanigidir.

(2): K,L < M oldugundan K + L < M diir. Buradan Mg de her altmodiiliin
kapanisi tek oldugundan K + L <., H olacak sekilde bir H <. M vardir ve tektir.
Yine K <. J <. H olacak sekilde bir J < H vardir. H <. M oldugundan
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J <. M dir. K <, K’ oldugundan ise K’ < J < H dir. Benzer olarak L' < H
dir. O halde, K + L <, K’ + L’ bulunur. O

Onteorem 2.2.1 (1) den Ornegin nonsingular modiillerin sagladigi her alt-
modiiliin essential olarak kapsandigi komplementin tek olmasi 6zelligi yani her alt-
modiiliin kapaniginin tek oldugu modiiller sinifinin kendisi ilgingtir. Bu modiiller

UC-modiil adi altinda [26] de ayrintili olarak incelenmistir.

Onteorem 2.2.2 Mpg bir modil ve K < Mg olsun. Bu durumda M/K mn
nonsingular modil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul m € M ve E <, Rp i¢in

mE < K isem € K dur.

Ispat. M /K nonsingular modiil ve m € M ve E <, Rg igin mFE < K olsun.
Buradan (m + K)E = 0 dir. Ayrica N/K nonsingular oldugundan (m + K) =0
dir. Boylece m € K elde edilir.

Tersine mE < K ise m € K olsun. z € Z(M/K) alalim. O halde y € M olmak
tizere v = y + K dir ve bir F <, Rp i¢in (y + K)F = 0 olur. Bu durumda
yF 4+ K = 0 ise yF < K dir ve buradan y € K dir. Boylece x € K dir. Yani
M/K da x =0 dir. O halde M/K nonsingular modiildiir. U

Onteorem 2.2.3 Mg bir nonsingular modul ve K < Mg olsun. Bu durumda
K mn M de komplement olmas: igin gerek ve yeter kosul M/K nin nonsingular

modul olmasidar.

Ispat. M /K nonsingular modil ve K <, N < M olsun. O halde N/K =
Z(N/K) < Z(M/K) = 0 olur. Buradan N/K = 0 dir. Yani N = K elde
edilir. Boylece K, M de komplementtir.

Tersine K, M de komplement olsun. M /K nin nonsingular modiil olmadigimni
kabul edelim. O halde bir m € M ve m ¢ K elemam vardir ki, mE < K
ve B <, Rg dir. » € R ve k € K icin mr + k elemanim ele alalim.
F ={s € R:rs € E} kiimesini digiiniirsek, F' <, Rr ve (mr + k)F < K dir.
Eger (mr + k) # 0 alirsak, (mr + k)F # 0 olur ve buradan K N (mr + k)F # 0
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olur. Bu durumda K <, mR+ K olur. Bu ise K nin M de komplement olmasiyla

geligir. Dolaysiyla M /K nonsingular modiildiir. U

Simdi C'S 6zelliginin nonsingular kosulu ile birlikte olsa dahi dik toplamlara

taginmadigina iligkin iki temel 6rnek verelim.

Ornek 2.2.4 Ry = [%Z] modiili C'S-modiil degildir.

Ispat. Rg nin nonsingular modiil oldugu aciktir. M; = [ZZ] ve My = [J9]
olarak alirsak Rr = M; & M, olur. M; ve M,y diizgiin modiiller oldugundan
C'S-modiillerdir. Fakat Ry, C'S-modiil degildir. Gergekten, u = [ 1] € R alalim.
uR = [J3][2%2] = {[3&] : © € Z} olup uR, R nin diizgiin altmodiiludiir ve
boylece dim(uR) = 1 dir. dimR = 2 ve dim(uR) = 1 oldugundan uR <. R
dir. Diger yandan, eger R, C'S-modiil olsaydi uR <., eR olacak bicimde bir

e? = ¢ € R olurdu. Buradan u € R oldugundan u € eR dir. O halde, r € R

igin u = er ise eu = er = w olur. Yani [¢°][J3] = [§3] duwr ve [J932°] = [J3]
elde edilir. Buradan ¢ =1 ve a + 2b = 1 bulunur. Béylece [g¢][a%] =[&}] olur.

[“02 (a0 ] = [ab] olup, a = 0,1 elde edilir. a = 0ise b =1/2 ¢ Z dir. Eger a = 1
ise e = [§ 9] olur. Buradan eR = R bulunur. Fakat uR £, R oldugu i¢in bu bir

geligkidir. O halde Rg, C'S-modiil degildir. O

Ornek 2.2.5 My = (Z[z] ® Z[x])z modiili C'S-modiil degildir.

Ispat. Oncelikle My m nonsingular modiil oldugunu not edelim. L)z} dilzgiin
modiil oldugundan C'S-modiildiir. Simdi C' = {(zr,2r) : r € R} < Mg modiiliinii
ele alahm. Bu durumda Z(M/C) = 0 dir. Gergekten, (f,g) + C € Z(M/C)
olsun. O halde [(f,g) + C]E = C olacak sekilde bir £ <. Rp vardir. Yani
(fE,gF) € C dir. Boylece fE = xr ve gE = 2r dir. Buradan 2f = xg olur.
f=z(9/2) € Rve g/2 € R dir. Bu durumda (f,g) + C = (2(g/2),9) + C =
(2(9/2),2(g9/2)) + C = C olur. Yani (f,g) € C dir. (f,g) + C = 0 elde edilir.
Dolayisiyla Z(M/C) = 0 dir. Onteorem 2.2.3 den C' <, My dir. Farzedelim
ki, C', M de dik toplanan olsun. O halde M = C' & D olacak sekilde D < Mg
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vardir. 7 : M — C kanonik projeksiyon olsun. a € C, b € D olmak iizere
m(a,b) = a olarak tamimlansin. 7(1,0) = (ar,2r) ve w(0,1) = (xs,2s) olsun.
Boylece (z,2) € C i¢in (z,2) = 7(z,2) = 7(z,0) +7(0,2) = zw(1,0) +27(0,1) =
x(xr, 2r) + 2(xs, 2s) = (2*r + 2xs, 2zr + 4s) olur. Buradan 1 = zr + 2s dir. yani
R = xR + 2R dir. Bu ise ¢eligkidir. Dolayisiyla Mg, C'S-modiil degildir. 0

Tanim 2.2.6 R bir halka olsun. Eger her a € R i¢in a = axa olacak bicimde bir

xr € R varsa R ye (von Neumann) regular (dizenli) halka denir.

R diizenli bir halka ise R nin her sonlu tretilmig sag-ideali R nin bir dik
toplanamdir. Yani idempotentle iiretilmigtir [14]. Bu kullanigh sonucla birlikte

agsagidaki sonug, regular halkalarin en temel ozelliklerindendir.
Sonug 2.2.7 R bir dizenli halka ise Rr modili nonsingulardar.

Ispat. R diizenli halka oldugundan a € R i¢in aR, R de dik toplanandir. = € Z(R)
alalm. Bu durumda xR, R serbest modiiliiniin dik toplanani olacagindan xR

projektif modiildiir. Boylece;

f:cR

0 r(z) R

tam dizisi R projektif oldugunan Sonug 1.2.20 den R = r(z) @ xR olur. Buradan
r(x), R nin dik toplanamdir. Dolayisiyla r(x), R nin komplement altmodiiliidiir.
¢ € Z(R) oldugundan r(z) <. R dir. Onerme 1.2.13 den r(z) = R olur. Bu-
radan R = 0 olup # = 0 dir. Yani Z(R) = 0 bulunur. Bdylece Rr modiilii

nonsingulardir. 0

Yukarida verilen Ornek 2.2.4 ve Ornek 2.2.5 in sonuglar1 olarak C'S olma
ozelliginin polinom halkalarina taginip taginmayacagi ve C'S ozelliginin Morita
invariant bir oOzellik olup olmadigini arastirmak dogaldir ki, bundan sonraki

sonuclarimiz bu dogrultuda olacaktir.

Tanim 2.2.8 (P) bir halka dzelligi olsun. Eger bir R halkast igin asagidaki

kosullar saglanirsa (P) ozelligine Morita invariant denir.
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1. R halkasimn (P) yi saglamast M,(R) (n > 2) halkasinin da (P) yi

saglamasini gerektirir.

2. R = ReR yi saglayan her ¢* = e € R i¢in R halkast (P) yi saglarsa eRe
modilide (P) yi saglar.

Bu boliimiin sonuna kadar verecegimiz sonuclarimizda, aksi belirtilmedikce R
bir birimli halka ve bir e = ¢ € R icin R = ReR, S = eRe de R nin althalkas:
olarak alinacaktir. Eger M bir sag R-modiil ise Me de bir sag R-modiildiir.

Onteorem 2.2.9 M bir R-modiil K, K" < Mg ve N,N'" < (Me)g olsun. Bu

durumda, asagidaki kosullar saglanar.
1. K = KeR ve N = NRe dir.
2. KN K" =0 olmas: i¢in gerek ve yeter kosul Ke N K'e = 0 olmasidur.

3. NN N'" =0 olmasu i¢cin gerek ve yeter kosul NRN N'R =0 olmasidar.

Ispat. (1): K < M oldugundan K = KR = KReR = KeR dir. Benzer sekilde
N < (Me)s ve Ne = N oldugundan N = NS = NeRe = N Re elde edilir.

(2): Tlk olarak KNK' = 0 olsun. Bu durumda KenK'e < KNK' = 0 oldugundan
Ken K'e =0 olur.

Tersine KeN K'e = 0 olsun. x € K N K’ alahm. Boylece x € K ve z € K’
oldugundan xRe < KeN K'e = 0 olur. Yani zRe = 0 dir. Buradan zReR = 0
bulunur. O halde, xR = 0 olup R birimli oldugunda x = 0 elde edilir. Yani
KNK'"=0 olur.

(3): Bu denkligin ispat1 (1) ve (2) den agiktir. O

Sonug 2.2.10 Mpg bir modil ve L < Mg olsun. Bu durumda L <., Mg olmas:
icin gerek ve yeter kosul Le <, (Me)g olmasidur.

Ispat. L <. Mg olsun. 0 # N < (Me)g alahm. NR < M oldugundan LNNR # 0
olur. Buradan Le N NRe # 0 olup Le N N # 0 elde edilir. Boylece Le <. (Me)s
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dir.

Tersine Le <, (Me)g olsun. 0 # K < My alahm. Onteorem 2.2.9 (1) den
K = KeR dir. Boylece 0 # Ke < (Me)g dir. Kabuliimiizden Ke N Le # 0 olur.
Ken Le < KN L oldugundan K N L # 0 dir. Dolaywsiyla L <, Mg bulunur. [J

Onteorem 2.2.11 M bir R-modiil ve L, N < (Me)g olsun. Bu durumda L, N
nin (Me)s de bir komplementi olmast i¢in gerek yeter kosul LR, NR nin Mg de

bir komplementi olmasidar.

Ispat. 1k olarak L, N nin (Me)s de bir komplementi olsun. Bu durumda LNN =
0 olur. Boylece LRN NR =0 dir. Simdi LR < K < Mr ve KN NR = 0 olsun.
Onteorem 2.2.9 (1) den L = LRe < Ke < Me dir. Ken N < KNNR =0
olur. O halde L = Ke ve LR = KeR = K dir. Yani LR, NR nin Mpg de bir
komplementidir.

Tersine LR, NR nin Mg de bir komplementi olsun. Buradan LR N NR = 0 olur
ve LON =0dwr. L < H < (Me)sve HON = 0olsun. O halde LR < HR < Mg
ve HRNNR = 0 dir. Varsayimdan LR = HR olur. Boylece LRe = H Re olup
L = H elde edilir. Dolayisiyla L, N nin (Me)g de bir komplementidir. U

Sonug 2.2.12 Mpg bir modil ve L < Mg olsun. Bu durumda L <. Mg olmas:
icin gerek ve yeter kosul Le <. (Me)g olmasidur.

Ispat. Onteorem 2.2.11 deki gibi benzer sekilde yapilir. O
Onteorem 2.2.13 M bir R-modiil ve K < Mp olsun. Bu durumda K nin Mg

de dik toplanan olmasu i¢in gerek ve yeter kosul Ke nin (Me)s de dik toplanan

olmasaidar.

fspat. Onteorem 2.2.9 kullanilarak elde edilir. 0]

Teorem 2.2.14 M bir R-modil olsun. Mg nin bir C'S-modiil olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul (Me)s nin bir C'S-modil olmasidur.
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fspat. ispat Sonug 2.2.12 den ve Onteorem 2.2.13 aciktir. 0

Sonug 2.2.15 R bir halka olsun. R nin sag C'S-halka olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul Re nmin sag CS, eRe-modul olmasidar.

Ispat. Teorem 2.2.14 de M = R olarak alinarak ispatlanir. U

10..0
00 .0
Sonug 2.2.16 T birimli bir halka ve e = e;; = [;
00..0
M, (T) olsun. Bu durumda R nin sag CS-halka olmasu i¢in gerek ve yeter kosul

T" =@ T serbest modiliniin sag C'S, T-modil olmasidar.
i=1

] olmak vzere R =
nxn

fspat. R = Re1R ve e;1Req; & T dir. Ustelik 7" modiil olmak iizere Req; =
Tey1 +Tex + ...+ Te,y =T olup Sonug 2.2.15 den agiktir. O

Rg, CS-modiil olsun. Re = eRe @ (1 — e)Re seklinde yazilabileceginden
Sonug 2.2.15 den Re, C'S-modiildiir. Ote yandan eRe, Re nin dik toplanam
oldugundan eRe de C'S-modiildiir. Béylece Tanim 2.2.8 nin (2). kosulu saglanmag
olur. Ancak T = Z[z] ve R = My(T) = [ém %{iﬂ olarak alalim. Buradan
17 = (Z]z] ® Z[z])z) modiilit CS degildir. Sonug 2.2.16 dan R = M,(T'), C'S-
halka degildir. Boylece C'S ozelligi Morita invariant degildir.

Diger yandan, Z & Z modili CS, Z-modiil oldugundan Sonug¢ 2.2.16 dan
My(Z) halkasida C'S tir. Ancak My(Z)[x] = My(Z[z]) halkasi C'S degildir.
Boylece R bir sag C'S halka iken R[x] polinomlar halkas1 C'S olmayabilir.

2.3 (5 veya (5 Kosgullu Modiiller

2. Bolimiin son kesimi olarak bir modiiliin dik toplananlari tizerinde verilen
ve ozellikle C'S-modiiler ile birlikte diigiiniildiigiinde modiil teoride oldukca kul-
laniligh stirekli ve yari-stirekli modiil siniflarini tanimlayan kosullar: verecegiz. Bu

baglamda, bir M modiili i¢in agsagidaki kogullar ele alalim:

Cs5: M nin bir dik toplananina izomorf olan her alt modil M nin bir dik

toplananidir.
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Cs: My ve My, My N My = 0 olacak bicimde dik toplananlar ise M; & My de M
de dik toplanandir.

Tanim 2.3.1 M bir CS-modil olsun. Eger M, Cy ( Cs ) kosulunu saghyorsa

M ye siirekli (yari-sirekli) modil denir.

Yaribasit modiiller ve injektif modiiller siirekli, diizgin modiiller yari-
sireklidir. Asagidaki onermeden siirekli her modiil yari-stireklidir. Ancak tersi

dogru olmayabilir.

Ornek 2.3.2 My = Zy, olsun. M nin dik toplananlary 0 ve M dir. O halde M,
Cs 1 saglar. Mg nin C'S-modil olduju agiktir. Simdi K =nZ (n # 0,1, n € Z)
diyelim. ¢ : K — M, p(nz) = x dénisimi bir izomorfizmadir. Fakat K, Mg de
dik toplanan degildir. Yanit M, Cy yi saglamaz.

Onerme 2.3.3 M modiilii C kosulunu saglarsa, bu durumda Cs kosulunu da

saglar.

Ispat. K, L alt modiilleri M nin dik toplananlari ve KNL = 0 olsun. O halde bir
K <Mic¢n M =K®K dir. 7: M — K izdiisiim olsun. Yani 7(k + k') = k
(k € K, K € K') olarak tamimlansin. K N L = 0 oldugundan 7(L) = L ve
(L) < K' dir. Oy kogulundan, m(L), M nin bir dik toplanamdir. O halde
M = 7(L) @ L’ olacak bicimde bir L' < M vardir. Béylece K' = 7(L)® (K'NL")
ve M = K&n(L)® (K NL") diir. Buradan K @7(L), M nin bir dik toplananidir.
Oysa K@ L = K®n(L) dir. O halde K @ L, M nin bir dik toplanamdir. Boylece
M, C5 kosulunu saglar. ([l

Onerme 2.3.4 [22, Onerme 2.10] My & My modili yar-sirekli ise My ve My

modilleri goreceli injektiftir.

Onerme 2.3.4 ten hareketle Cy, C5 ve C'S 6zelliklerinin belirli alt modiillerden
modiile olan doniigiimlerin, modiiliin kendisine genisletilmesi bigimindeki karek-

terizasyonlar1 anlaml olacaktir.
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Onerme 2.3.5 M modiilii Cs i saglar ancak ve ancak her Ky, Ky dik toplanan-
lary i¢in, her ¢ : K1 & Ky — M homomorfizmi bir 0 : M — M homomorfizmine

genigletilebilir.

fspat. Gereklilik agiktir. Tersine her K = K ® K, (K3, Ko, M nin dik toplanan-
lar1) alt modiilii i¢in, her ¢ : K — M homomorfizmi bir 6 : M — M homomor-
fizmine genisletilebilsin. Ny, Ny alt modiilleri M nin N; N Ny = 0 olacak bi¢cimde
dik toplananlar1 olsun. O halde M = N; @& Ly = Ny & L, olacak bicimde L,
Ly < M vadir. ¢ : Ny & Ny — M, o(x +y) = x (x € Ny, y € Ny) homo-
morfizmi olsun. Varsayindan, 6(z +y) = = (x € Ny, y € N,) olacak bi¢imde
bir 8 : M — M homomorfizmi vardir. 7 : M — N; izdiisiim fonksiyonu olsun.
x = w6 : M — N; diyelim. O halde y bir homomorfizmdir ve x € N; icin
X(x) = m0(x) = w(x) = x dir. M = N; & (Ceky) ve Ny C Ceky oldugu agiktir.
Simdi Ceky = Ny @ (Ceky N Lg) ve boylece M = Ny @& Ny @ (Ceky N Lg) dir.
Buradan M, Cj i saglar. U

Onteorem 2.3.6 K, M de bir komplement olsun. K, M nin bir dik toplananidir
ancak ve ancak K nin M debir L komplementi vardir ki ¢ : K & L — M olan

her homomorfizm bir 0 : M — M homomorfizmine genisletilebilir.
Ispat. Onteorem 2.3.5 deki gibi ispatlanir. O
Sonug 2.3.7 M moduli CS tir ancak ve ancak M deki her K komplementi i¢in

herp: K® L — M donisimi bir 0 : M — M homomorfizmine genisletilebilecek
bicimde K nin M de bir L komplementi vardar.

Ispat. Onteorem 2.3.5 den elde edilir. 0
Onteorem 2.3.8 K, M nin bir dik toplananina izomorf olan alt modil olsun.

Bu durumda K, M nin bir dik toplananidir ancak ve ancak her ¢ : K — M

homomorfizmi bir 0 : M — M homomorfizmine genisletilebilir.
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fspat. Onteorem 2.3.5 deki gibi ispatlanir. 0

Sonug 2.3.9 M moduili Cs yi saglar ancak ve ancak M nin bir dik toplananina
izomorf olan her K alt modiili i¢in her ¢ : K — M homomorfizmi bir0 : M — M

homomorfizmine genisletilebilir.

Ispat. Onteorem 2.3.8 den elde edilir. ([l
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3 (CS-modiillerin Genellegtirmeleri

2.1 kesimde tanimi ve temel Ozellikleri verilmig olan C'S-modiillerin
genellegtirmeleri aragtirilmig ve halen bu yondeki ¢aligmalar farkl aragtirmacilar
tarafindan yiirtitiilmektedir. Bu bliimde, literatiirde C}yve Cio-modiiller adiyla

yer almig iki farkli genellegtirmeyi inceleyecegiz.

3.1 Cn—modiiller

Bu kesim C';-modiillerin temel ozelliklerini kapsayacak ve ornekler igerecektir.

Bu yondeki ayrintili sonuglar igin [28] 6nerilir.

Tanim 3.1.1 M bir sag R-modil olsun. Eger M nin her N alt modiluntin M
de dik toplanan olan bir komplementi varsa M ye bir (sag) Cq1-moddil denir.

YaniVN < M =3dD < M > M =D& S, NND =0 ve D maksimaldir.
C'S-modiiller i¢in asagidaki gerek ve yeter kosulu ispatlayalim.

Onteorem 3.1.2 M modiilii C'S tir ancak ve ancak her N, L<Mwve NNL=0
wein M nin bir dik toplanan alt modulu K vardwr oyle ki L < K ve NN K =0
dir. Bu durumda N © K alt modulu M de essentialdur.

fspat. Once M nin C'S-modiil oldugunu kabul edelim. N, L < M ve NNL =0
olsun. L < K olacak bicimde N nin M de bir komplementi vardir. (Onerme
1.2.7) Hipotezden K, M nin bir dik toplananidir. Tersine M nin verilen kogullar
sagladigin1 kabul edelim. L <. M alalim. O halde L nin komplementi oldugu
bir N < M vardir. Hipotezden, L < K ve K N N = 0 olacak bi¢cimde bir K
dik toplanami vardir. Boylece L = K dir. Buradan her komplement bir dik
toplanandir. Yani M, C'S-modiildiir. Onermenin ikinei kismi Onerme 1.2.8 den

elde edilir. 0

Onteorem 3.1.3 N < M ve K, M nin bir dik toplanant olsun. Bu durumda
K, N min M de bir komplementidir ancak ve ancak KN N =0ve K& N <, M
dir.
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Ispat. (=) Onerme 1.2.8 den elde edilir.

(<) K ve N belirtilen 6zellikleri saglasin. O halde bir X' < M icin M =
K@ K diir. K C K; ve K;NN = 0 olacak bicimde bir K; < M olsun. Bu
durumda K; = KiNM =K\N(K®K) =Ko (K,NK') diir. 04y € (K;NK)
alalim. Buradan 0 # yr = n + k olacak bicimde n € N, k € K, r € R vardir.
Boylece yr —k=ne€ K;NN =0olup yr =k € KN K = 0 celigkisi elde edilir.
O halde K;N K =0ve K = K, dir. K, N nin M deki bir komplementidir. [

Simdi ispatlayacagimiz énerme, C'S-modiiller icin verilen Onteorem 3.1.2 nin

C11-modiillerdeki kargiligimida kapsamaktadir.

Onerme 3.1.4 Bir M modiilii wein asaqrdaki kosullar denktir.
(i) M, Cyy-modildir.
(ii) L <.M i¢in L nin M deki komplementi olan bir K dik toplanani vardar.

(i11)) N <M i¢cin NN K =0ve N® K <. M olacak bi¢imde M nin bir K dik

toplanany vardar.

() L <.M i¢in LNK =0wve L® K <, M olacak bicimde M nin bir K dik

toplanany vardar.

Ispat. (i) = (ii), (i71) = (iv) agiktr.

(i) « (iii), (ii) < (iv) Onteorem 3.1.3 ten agiktir.

(i) = (i) A< M olsun. A <., B <. M olacak bi¢imde bir B < M vardir.
Hipotezden, BNK = 0 ve B& K <. M olacak bigimde bir K dik toplanani vardir.
Boylece, Onteorem 3.1.3 ten, K, B nin M deki bir komplementidir. KNA = 0 dur.
K' < M ve K C K kabul edelim. O halde K' N B # 0 ve béylece K’ "BNA # 0
dir. Buradan K'NA # 0 dir. Bu K nin M icinde A nin bir komplementi oldugunu

verir. [l

Onerme 3.1.4 ten bir C'S-modiiliin Cy;oldugu aciktir. Ozel olarak diizgiin
modiiller, yaribasit modiiller ve injektif modiiller C';kogulunu saglar. Diger yan-

dan,
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Sonug 3.1.5 M aynristirilamaz bir modil olsun. M, Cyq-modildir ancak ve an-

cak M dizgindiir.

Ispat. (<) Agiktir.

(=) 0 # N < M olsun. Cpyjvarsayimindan, N nin M deki komplementi
olacak bicimde bir K dik toplanani vardir. M ayrigtirilamaz oldugundan K =0
ve boylece N <, M dir. O halde M diizgiin modiildiir. 0

Teorem 3.1.6 [28, Teorem 2.4] Cyymodiillerin herhangi bir dik toplamada Ch; -

moduldir.

Ispat. X € A icin M,, bostan farkli Cj;-modiillerin bir ailesi olsun. M = P M,
diyelim. N, M nin herhangi bir altmodiilii olsun. Bu durumda, M) Cllj\r;/(\)diﬂ
ve N N My, M, nin bir altmodilidiir. Onerme 3.1.4 ten M, nmm bir K, dik
toplanam (N N M) N Ky, =0 ve (NN M,)® K, M, nin essential bir altmodiili
olacak bigimde vardir. Buradan, NN K, =0, (N ® K,) N M, = (NN M,) & K,
ve (N @ K,) N M), M, nin essential bir altmodiiliidiir. A’, A nin bostan farkl

A y1 iceren bir alt kiimesi, M" = @ M, nin bir K dik toplanam1 N N K = 0
YN
ve (N @ K')YN M', M de essential altmodiil olacak sekilde var olsun. A # A’

varsayalm. g € A, p ¢ A" alahm. Béylece, L = (N @ K') N M,,, M, niin
bir altmodiiliidiir ve dolayisiyla M, ntin bir K, dik toplanam L N K, = 0 ve
L@ K,, M, niin essential bir altmodiilii olacak sekilde vardir. A" = A" U {u} ve

M' = @ My=M @& M, diyelim. Buradan, K N K, =0dr. K" =K @ K,
AeA”
olsun. K", M" niin bir dik toplananidir ve N N K" = 0 olur.

N @ K" altmodiiliinii ele alalm. (N ® K')NM', (N @ K')N M’ nii icerir
ve dolayisiyla (N @ K') N M', M niin essential bir altmodiilii olur. Ayrica,
(NeK')YnM,=(NoeK eK,)NM,=[(NoeK)NM,)®K,=L&K, ve
(N®K")NM,, M, niin essential bir altmodiiliidiir. Buradan, (N&K )nM", M”
niin essential bir altmodiiliidir. Boyle devam ederek, M nin bir K dik toplananini
NNK =0ve N& K, M nin essential altmodiilii olacak sekilde buluruz. Onerme
3.1.4 ten, M, C;-modiildiir. O
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Teorem 3.1.6 dan ozellikle Z/Zp & Z./Zp* grubu C};-modiildiir. Bu modiiliin
C'S-modiil olmadigmi biliyoruz. ( Ornek 2.1.4 )

Sonug 3.1.7 C'S-modillerin herhangi dik toplami Ch1-modildiir.

fspat. Teorem 3.1.6 den elde edilir. ]

Sonug 3.1.8 Uniform modillerin herhangi dik toplami C'h1-modildir.

Ispat. Sonug 3.1.8 ten elde edilir. 0

Teorem 3.1.9 [28] My dizgiin modiillerin bir dik toplami olsun. Bu durumda

M nin her dik toplanamida dizgun alt modullerin bir dik toplamadar.

Genel olarak C}ikosulunu saglayan bir modiiliin dik toplananlar1 C};-modiil
olmak zorunda degildir [28]. Ancak Teorem 3.1.9 ve Teorem 3.1.6 dan M grubu
diizgiin alt modiillerin bir dik toplami ise M nin her dik toplananm da Cf;-

moduldiir.

3.2 (Cjs-modiller

Bu kesimde C};-modiiller siifin1 ( ve boylece C'S-modiilleri ) 6z olarak kapsayan

bir yeni modil sinifi ile ilgilenecegiz. Bu tiirden modiiliin tanimi ile baglayalim.

Tanmim 3.2.1 M modilinin her N alt modili i¢in o : N — K, a(N) <, K
olacak bigimde M nin bir K dik toplanant ve o monomorfizmast varsa M ye

Ci2-modil denir.

Tanmim 3.2.1 in her alt modiil yerine sadece komplement alt modiiller olarak ver-
ilebilecegini gosterecegiz. Boylece, C'S ve Ciomodiillerin arasindaki gerektirme

hemen belirlenmis olacaktir.

Onteorem 3.2.2 M modiilii Ciokosulunu saglar ancak ve ancak M mnin her N
komplement alt modili i¢in a(N) <. K olacak bi¢imde bir K dik toplanan ve

a: N — K monomorfizmas: vardar.
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Ispat. (=) Tamm 3.2.1 den aciktur.

(<) M, komplementler i¢in verilen 6zelligi saglasm. L < M olsun. O halde
L <. N <. M olacak bicimde N < M vardir. Hipotezden, a(N) <. K ola-
cak bicimde bir K dik toplanani ve o : N — K monomorfizmasi vardir. An-
cak a(L) <. a(N) ve a(N) <. K dan «(L) <. K bulunur. Béylece M, Cio-
modildiir. U

Onerme 3.2.3 Bir M modili Ch, ozelligini saglarsa, Choozelligini de saglar.

.fspat. N < M olsun. O halde NN K' = 0, NeK <. MveM=Ka&K
olacak bicimde K, K’ < M vardir. 7 : M — K izdiisiim doniigiimii olsun.
nin N ye kisitlanmigina o diyelim. Yani o = 7|y : N — K doniigiimii olsun. O
halde o bir monomorfizmadir. Simdi 0 # k € K alalim. Béylece 0 # kr = + k'
(x € N,k € K') olacak bicimde r € R vardir. Buradan, kr = 7(kr) = w(z+k') =
7(z) = a(z) dir. O halde her 0 # k € K i¢cin kRN «a(N) # 0 dir. Bua(N) <, K

oldugunu verir. Boylece M, Cio-modiildiir. U

Onerme 3.2.3 {in tersi genel olarak dogru degildir. Yani, Cs-modiiliin, C4;-
modiil olmasi gerekmez. Ornegin Mi = [1;2, Z Specker grup olarak almp, My =
M @M, M" = E(M") denirse Mz, Ciy-modiil olup, Cj;-modiil degildir [28].

Burada hem M, nin hem de My nin sonlu olmayan gruplar oldugunu not edelim.
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4 Extending Kosullar:

Bu bolimde daha once tanimladigimiz C'S-extending modiillerin, {tizerinde
caligilmig ve bir sonraki boliimde kullanacagimiz, bir ¢ok genellestirmelerinden

bazilar: izerinde duracagiz.

4.1 Tanim ve Gosterimler

Bu boliim boyunca yine tiim halkalar birimli birlesmeli ve modiiller birimli sag

moduller olarak alinacaktir.

Tanim 4.1.1 [11] M bir modil olmak tizere, M nin herbir uniform altmodili, M

nin bir dik toplananinda essential oluyorsa M ye uniform extending denir.

Tanim 4.1.2 [1] M bir modil olmak tzere, M nin herbir fully invariant alt-
moduli, M nin bir dik toplananinda essential oluyorsa M ye FI-extending

denir.
S(M) ile M modiiliintin tiim alt modiillerinin kiimesini gosterelim.

Tamm 4.1.3 [1] M bir modil ve ) # C C S(M) olsun. Bu durumda her bir
X € C i¢in M main bir D dik toplanam, X, D de essential olacak sekilde varsa M

ye C-extending denir.

Gergekte, izomorfizmalar veya essential geniglemeler altinda ka-
pali olmayan c¢ok cesitli C kiimelerini diisiinebiliriz. (Ornegin, C =
{fully invariant altmodiiller}). O halde, ¢ = &(M) i¢in M extend-
ing, C = {X € S(M) | X,M de uniform} i¢in M uniform extending,
C={XeSM)| X, M de fully invariant} i¢cin M FI-extending elde edilir.

Tanim 4.1.4 [12] M bir modil olmak tizere, M nin bir X altmodili, her bir
e = e € End(Mpg) i¢in eX C X kosulunu saghyorsa projeksiyon dedismez

olarak adlandirilyr.
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Bu  tammdan, HX, M modilinin  {a(z) |z € X ve a € H}
kiimesi  tarafindan  iiretilmig  altmodili  olmak  fiizere, HT =
{X<M|HXCX,0+#HCEnd(Mg)} kiimesini tammlama gereksinimi
duyulmugtur. Bu durumda X € PIZ(M) (benzer sekilde, X € EyZ(M))
demekle , P = {e | e* = e € End(Mg)} ve £y = End(Mg) olmak iizere, X, M
nin projeksiyon degismez (benzer sekilde, fully invariant) altmodiilii olmasim
soylemek denktir. Buradan eger M, C = HZ(M) icin C-extending ise M,
HZ-extending dir. Junu da not edelim: H = {1} is M, extending; H = P ise M,
Pl-extending ; H = End(Mpg) ise M, FI-extending dir.

R bir halka ve M bir sag R-modil olsun. A;;, M nin otomorfizmalar: kiimesi,
Enr, M nin endomorfizmalar: halkasi ve Py;, M nin endomorfizmalar halkasinin

idempotent elemanlarinin kiimesi olsun.

Tanmim 4.1.5 [26] M bir modil olmak tzere, M nin her bir altmodilii i¢in M de

yalniz bir kapanis varsa, M ye UC-modiil denir.

Tanim 4.1.6 R bir halka ve M bir sag R-modiil olsun. M nin bir X altmoduli, M
nin 0 # a,b elemanlarina karsiik R nin bir r elemani, 0 # ar ve br € X olacak
sekilde vardir, kosulunu saghyorsa X e M de yogundur (yada rasyoneldir )

denir.

Tamim 4.1.7 [35] M bir modil olmak tzere, M nin her bir essential altmodiili

M de yogun (rasyonel) ise M ye polyform denir.

Tanim 4.1.8 [34] Bir M modiliniin herhangi iki dik toplananinin kesisimi de
bir dik toplanan oluyorsa, M ye toplanan arakesit (SIP) éozelligine sahiptir

denir.

R bir halka olmak tizere; R nin sol semicentral idempotentlerinin kiimesi
Si(R) ={e*=e € R| tim z € R igin, ze = exe} ve R nin sag semicentral idem-
potentlerinin kiimesi S,(R) = {¢?* =c€ R| tim x € R i¢in, cx = czc} olduk-
larim1 hatirlayalim. Ayrica bir halkanin tiim idempotentleri central oluyorsa bu

halkaya Abel deriz.
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4.2 Ozellikler

Bu kisimda, M nin H-degismez altmodiilleri hakkinda bir cok temel sonuclar
ve ornekler verecegiz. Bu sonuglar ve ornekler ozellikle Pl-extending ozelligini

iceren elde edilmisg sonuclar1 destekler.

Onerme 4.2.1
1. Eger M ayristirilamaz ise S(M) = PZ(M) dir.
2. M dagilmaly modiil ise S(M) = PZ(M) dir.

3. H, M nin ayristirilamaz bir altmodili olsun. Bu durumda, H € PZ(M) dir
ancak ve ancak M = L & N ise H C L veya H C N gerektirmest saglanar.

4. M =R ve R Abel ise S(M) = PZ(M) dir.

fspat.

1. {0,1} = P C &y oldugundan S(M) = PZ(M) dir.

2. X < Mveeé€ Polsun. Buradan, X = XNM =XN(eM&d(1—-e)M) =
(XNeM)®d (XN (1—-e)M) =eX & (1l —e)X bulunur. Yani eX C X dir.
S(M) ="PLZ(M) elde edilir.

3. H € PZ(M) oldugundan, H = (HN L) & (H N N) dir. H ayrigtirilamaz
oldugundan H = HN L veya H = HN N dir. Yani H C L veya H C N dir.
f2=fe&yolsun. M = fM® (1 — f)M yazanz. Hipotezden, H C fM veya
H C (1 — f)M bulunur. Eger, H C fM ise fH C H olup ispat tamamlanir. O
halde H C (1 — f)M kabul edelim, buradan fH = {0} C H, yani H € PZ(M)
elde edilir.

4. Aciktir. O

Bir sonraki ornegimiz, projektif degismez altmodulleri fully invariant olmayan

modiillere iligkindir.

Ornek 4.2.2
1. M = R bolim halkasi olmayan bir basit bolge (simple domain: yani karakter-

istigi sifur olan bir k cismi dzerinde A, (k), Weyl cebirleri [20, sf. 45]) olsun. Bu
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durumda {{0}, R} = EyZ(M) C PZ(M) = S(M) dir.

2. B, Bgp aynstinlamaz olan bir halka ve B, bir ) # X < B, B de
ideal olmayan X alt kimesini bulundursun. Yani B ki indeterminatel-

erde free halka wveya bir bolim halkasy olmayan basit bolgedir. I, B mnin

B B
X tarafindan dretilen ideali olsun. M = R = alalim. Bu du-
B B
1 =z 0y 10 X X
rumda P = <0, , , | z,y € B} oldugundan ve
0 0 0 1 01 0 O
X X
€ PZ(M) olur. Fakat, R nin idealleri olmadiklarindan ne ve
0 X 0 O
ne de fully invariant olmazlar.
0 X

3. B wve X ikinci siktaki gibi olsunlar ve M = R = B @& B alalim. Bu
durumda X ®0, 00 X € PZ(M) dir. Ancak herikiside fully invariant degillerdir.
Bu érnek Onerme 4.2.1(3) sikkwna gésterir.

4. R bir Abel halka olmak tizere M = R alalom. Bu durumda herhangi
bir X ideal olmayan sag ideali i¢in X € PI(M) fakat X & EyZIZ(M) (yani,
X 4 M) saglanar.

Onteorem 4.2.3 /35, sf. 88] Bir M modiilii polyform (yani, Z(M) = 0) ise bir
UC-modil olur.

Onerme 4.2.4 M bir polyform modiil ve 0 #H C &y olsun. Eger X € HI(M)
ve K, X in bir essential kapanisi ise K € HZ(M) olur.

Ispat. Onteorem 4.2.3 ten K, M de X in tek kapamsidir. Simdi tersine K ¢
HZ(M) oldugunu kabul edelim. Bu durumda « € H ve k € K, a(k) ¢ K
olacak sekilde vardir. L = k'X = {re R|kr € X} <. R olur. M polyform
oldugundan X, K da yogundur. O halde, 0 # a(k) dan 0 # «a(k)L C a(kL) C X
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elde edilir. Yani bir r € L, 0 # «a(k)r = a(kr) € X olacak sekilde vardir. K, X
in tek kapanigi oldugundan «a(k) € K dir ki bu geligkidir. O

4.3 Karaterizasyonlar

Bu boltimde herhangi bir modil igin oldugu gibi polyform modiiller icinde
C-extending kosulunun karakterizasyonlarini elde edecegiz. Bu sonuglar1 PI-
extending modiillerin karakterizasyonlarin1 elde etmede uygulayacagiz. Son
olarak, extending ve Pl-extending ozelliklerinin denkligini garantileyen kosullar:

verecegiz.

Teorem 4.3.1 C C S(M) olsun. Bu durumda asagidaki kosullar denktir;
1. M, C-extending dir,

2. Her bir X € Cigin X <. eE(M) veeM < M olacak bigimde ¢* = e € Exon

vardar,

3. Her bir X € C i¢in X <, K ve her f : K ® L — M homomorfizmi bir
g: M — M endomorfizmine yikseltgenebilecek sekilde M nin bir K kapal

altmodiili ve K nin bir L komplementi vardar.

fspat.

(1) = (2). M nin C-extending ve X € C oldugunu varsayalim. Buradan X <. D
olacak bicimde M nin bir D dik toplanam ve M = B & D olacak bicimde D
nin bir B komplementi vardir. Bu durumda E(M) = E(B) ® E(D) dir. e :
E(M) — E(D) bir projeksiyon olsun. Bir m € M i¢gin b € B ve d € D olmak
tizere m = b+ d ise e(m) = e(d) = d bulunur. O halde, X <., E(D) = eE(M) ve
eM C D C M olur.

(2) = (1). X € C olsun. Bu durumda bir €? = e € Epuy igin X <. eE(M) ve
eM C M olur. Boylece X <, MNeE(M) =eM dir. (1—e)M C M oldugundan
eM, M nin bir dik toplananidir. Yani, M, C-extending olur.

(1) < (3). Bu denklik [27, Onteorem 2] den saglamr. O
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Sonug 4.3.2 M bir modil olsun. Asagidaki ifadeler denktir,
1. M, PI-extending (benzer sekilde, FI-extending ) dir,

2. Her X € PZ(M) (benzer sekilde, EyZ(M)), M nin bir dik toplanans olan

komplemente sahiptir,

3. Her bir X € PIZ(M) (benzer sekilde, EyyZ(M)) i¢in X <. e(E(M)) ve

e(M) < M olacak bigimde bir e* = e € Epry vardar,

4. Her bir X € PIZ(M) (benzer sekilde, ExfZ(M)) i¢in X <. K wve her f :
L® K — M homomorfizmi bir g : M — M endomorfizmine yikseltgenecek
sekilde M nin bir K kapaly altmodili ve M de K mnin bir L komplementi

vardar.

Ispat. C =PI(M) (benzer sekilde C = £,Z(M)) almarak,

(1) & (3) & (4) denklikleri Teorem 4.3.1 den elde edilir.

(1) & (2). Once M nin Pl-extending ve X € PZ(M) oldugunu kabul edelim.
Buradan, X <. eM olacak sekilde bir e? = e € &y, vardir ve (1 — ¢)M aranan
komplementtir.

2 = ¢ € &y icin eM, X in bir komplementi olsun. x € X alalm. Bu

Tersine, ¢
durumda x = cx + (1 — ¢)x yazariz. X € PZ(M) oldugundan cx € X NeM =0
dir. O halde, X C (1 — ¢)M ve dolayisiyla X <. (1 — ¢)M bulunur. (FI-

extending durumunda ispat aynen tekrarlanir.) 0

Onerme 4.3.3 C essential kapanislar altinda kapale olmak tizere C C S(M) ol-
sun. Bu durumda, M nin C-extending olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul M nin

C i¢inde bulunan her bir kapaly altmodilinin M nin bir dik toplanant olmasidar.

Ispat. Aciktur. O

Sonug 4.3.4 Bir M modiili extending dir (benzer sekilde uniform extending dir)
ancak ve ancak her kapalr altmodili (benzer sekilde uniform altmodili) bir dik

toplanandar.
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Ispat. Onerme 433 te C = S(M) (benzer sekilde C =
{X € §(M) | X uniformdur }) alinirsa ispat tamamlanir. O

Sonug 4.3.5 M bir polyform modil ve ) # H C &y olsun. Bu durumda,
M, HI-extending dir ancak ve ancak HI(M) icerisindeki M mnin her kapals
altmodiilii bir dik toplanandwr. Ozel olarak, M, PI-extending (benzer sekilde,
FI-extending ) dir ancak ve ancak M nin PLZ(M) (benzer sekilde, EyyZ(M))

icerisinde kalan her bir kapaly altmodili bir dik toplanandar.

Ispat. Onerme 4.2.4 ve 4.3.3 ten elde edilir. U

Onerme 4.3.6 M bir modiil olmak tizere asaqidaki gerektirme saglanar,
M, extending = her bir O # H C & icin M, HI-extending = M, F1I-

extending dir.

Ispat. H = {1}, HI(M = S(M)) ve H = Ey iken HI(M) = {X < M}

olmasindan ispat agiktir. O

Onerme 4.3.7 M bir modiil olsun asagqidaki ifadeleri alalvm,
1. M, extending,
2. M, Cy1-modiil,
3. M, Pl-extending ,
4. M, FI-extending .
Bu durumda, (1)=(2)=(3)=(4) dir. Ancak (2)# (1) ve (4)7# (3) tiir.

Ispat. (1) = (2) ve (3) = (4) aciktir. Sonug 4.3.2 (2) = (3) gerektirmesini verir.

Simdi saglanmayan gerektirmelere bazi 6rnekler verelim.
. 7 7 a b
(2) # (1). Ornegin, R = = | a,b,c € Z p olsun. R nin
0 Z 0 ¢
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extending modiil olmadigimi biliyoruz. Ancak [6, Sonug 3.3] ten Rg bir Ci;-
modildiir.

(4) % (3). Ornegin, R sag Ore olmayan bir bolge olsun. R bir asal halka
oldugundan R de her bir sifirdan farkli ideal essential olur. Buradan, Rg, F'I-
extending dir. Rg uniform olmayip ayrigtirilamaz oldugundan Onerme 4.3.8(1)

den Rp nin Pl-extending olmadigl sonucunu elde ederiz.

Not (Acgik soru): Onerme 4.3.7 de (3) % (2) gerektirmesinin saglanmadigimi
varsayiyoruz ancak bunu destekleyecek herhangi bir ornegimiz hentiz bulunma-

maktadar.

Onerme 4.3.8
1. M ayristirilamaz bir modil olsun. Bu durumda asagqidakiler denktir,

(i) M, uniform dur,
(i) M, extending dir,

(11i) M, PI-extending dir.

2. M, Ey halkasy Abel olan ve X < M iken her bir h; € Eyp ig¢in X = > hy(M)
i€l

kosulunu saglayan bir modil olsun. Bu durumda, M extending dir ancak

ve ancak M, PI-extending dir. Ozel olarak, M = R Abel ise Rp extending

dir ancak ve ancak Rg, PI-extending dir.

3. M, dagilmaly modil olsun. Bu durumda M extending dir ancak ve ancak

M, Pl-extending dir.

Ispat. 1. (i) = (ii) ve (i) = (iii) oldugu aciktir. (i31) = (i) gerektirmesi icin
0 # X < M kabul edelim. Bu durumda, &,; yalnizca agikar idempotentlerden
olugtugu i¢in X € PZ(M) dir. Buradan, X <, M elde edilir ki, M uniform olur.

2. M extending iken PI-extending oldugu aciktir. Tersine X < M ve e? = e €
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Ey olsun. Bu durumda, eX = ¢ Z h; M = Z hieM C X dir. Yani, X € PZ(M)
dir. O halde, M extending dir. ]\}[E I: R k1s1tlle1[durumunu gormek i¢in X = > zR
ve hy : R — R, her r € R igin h,(r) = xr seklinde tamimh doniigiimiin II;I; R-
endomorfizm oldugunu diigiinmek yetecektir.

3. Bu gik Onerme 4.2.1(2) nin bir sonucudur. O

Teorem 4.3.9 7; ler kanonik projeksiyonlar olmak tizere C C S(M) kiimesi X €
C tken m;(X) C X, 7;(X) € C; kosulunu saglayan ve C; C S(M;) kiimeleri icin
M = @ M; olarak tanimlayalim. Eger her bir M;, C;-extending oluyorsa M,
C —extegziléng olur.

Ispat. X € C olsun. Buradan her bir j € J i¢in 7;(X) € X ve 7;(X) € C; olmak

iizere X = @ m;(X) dir. Oyleyse, €5 = e; € Ey elemam 7;(X) <, e;M; olacak

jed
sekilde vardir. X <. € e;M; ve @ e;M;, M nin bir dik toplanani oldugu igin,
jeJ jed
M, C-extending olur. 0

Sonug 4.3.10 7; ler kanonik projeksiyonlar olmak tzere her j € J icin m; € ‘H
olacak bi¢imde ) # H C Enp ve ) # H; C En; kiimeleriyle, her bir oy € H igin
aj|lyv; = aj olacak bigimdeki oy € H lar var olsun. M = @Mj diyelim. Bu
durumda, her bir j € J i¢in M;, H;Z-extending oluyorsa, MJ,E;}]-[I-extendmg dir.
Ispat. X € HI(M) olsun. Her bir j € J igin 7; € H oldugundan 7;(X) C X
dir. a; € H; olsun. Bu durumda, a; € H, a;(m;(X)) = a;(m;(X)) € X olacak
sekilde vardir. Ancak, o;(m;(X)) = 7,(a;(m;(X))) € m;(X) olur. Buradan,
7;(X) € H;Z(M) dir. Teorem 4.3.9 dan, M, HI-extending dir. O

Notasyon: Kisalik olmasi acisindan bir sonraki énermede, P, £y, nin idempo-
tentleri kiimesini; P;, £y, nin idempotentleri kiimesini; A, £y nin otomorfizmleri
kiimesini; Aj, &y, nin otomorfizmleri kiimesini gostersin.

Sonug 4.3.11 M = @ M; olsun.

jed



42

1. Eger her M;, PI-extending (benzer sekilde, FI-extending ) modil ise M de

PI-extending (benzer sekilde, FI-extending ) modildiir.

2. Her bir j € J igin H = PUA ve H; = P; UA, olsun. Eger her M,
HI-extending ise M de HI-extending olur.

Ispat. 1. H = P (benzer sekilde, H = &Ey) ve H; = P; (benzer gekilde,
H; = En;) alinarak Sonug 4.3.10 dan ispat elde edilir.
2. e; € P; iken e;m; € P oldugu aciktir. Her bir a; € A; icin @ a;m; € A dur.

jeJ
Bu durumda, Sonug 4.3.10 dan ispat tamamlanir. O

Onerme 4.3.12 Mg bir modiil ve f> = f € Ey olsun. Bu durumda, asagidaki

kosullar denktir,
1. fM, M nin bir fully invariant alt modilidir (yani, fM < M),
2. M, M nin P-invariant altmodilidir (yani, fM € PZ(M)),

3. f € Sl(gM) dir.

Ispat. (1) = (2), gerektirmesi aciktir.

(2) = (3). h € &y olsun. Bu durumda, (f + hf — fhf)?> = f + hf — fhf dir.
m € M alahm. fM, P-degismez oldugundan [f + hf — fhf](fm) = [f + hf —
Fhf)(m) € FM dir. Buradan, [f+hf — fAf)(m) = f(f +hf — FRfF(m)]) = f(m)
dir. Boylece, hf(m) = fhf(m) bulunur. Yani, hf = fhf dir ki f € S;(Ey) elde
edilir.

(3) = (1), gerektirmesi [4, Onteorem 1.9] dan elde edilir. O

Onteorem 4.3.13 /8, Onteorem 4.13] My € PZ(M) i¢in M = M, & M, olsun.
Eger, X € PI(Ms) (benzer sekilde, X < M) ise My & X € PLZ(M) (benzer
sekilde, My & X < M) dir.

Ispat. Onerme 4.3.12 den f € Sy(Ey) icin My = fM ve My, = (1 — f)M dir.
X € PZ(M,) olsun. e* = e € Eyy ve m+x € M; & X olsun. Buradan, e(m+z) =
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em + fex + (1 — f)ex olur. f € S;(Ey) oldugundan em = efm = fefm € fM
dir. Boylece, em + fex € fM olur. (1 — f) € S.(Ey) oldugundan (1 — f)e =
(1—fle(1—f) = [(1— f)e]? dir. Bundan dolay1, (1— f)e = [(1— f)e]® € &, elde
edilir ki, (1 — f)ex € X dir. Sonug olarak, M; & X € PZ(M) dir. Aym sekilde,
X < My nin My & X < M yi gerektirdigi gosterilir. U

Teorem 4.3.14 C C S(M) essential kapanislar altinda kapale olsun. Eger M,
C-extending ve D <4 M ise D, Cp-extending dir.

Ispat. X < D, X € Cve K <D, K, X in bir essential kapansgi olsun. Onerme
4.3.3 den K <4 M dir. Yani, D Cp-extending dir. O

Sonug 4.3.15 M poliform modil ve 0 # H C Ey (yani, H = P) olsun. Eger,
M, HZ-extending ve D <, M ise D, HZ(M )N S(D)-extending olur.

fspat. ispat Onerme 4.2.4 ve Teorem 4.3.14 in sonucudur. 0]

Bir sonraki 6rnegimiz, F'I-extending ancak Pl-extending olmayan bir D dik
toplananina sahip PI-extending bir modiili verecektir. Dolayisiyla, bu 6rnegimiz
vasitasiyla Pl-extending modiiller sinifinin dik toplananlar altinda kapali olmay-

acagini soyleriz.

Ornek 4.3.16 [8, Ornek 5.5]n > 3 bir tek tamsay olsun. R reel say. cismi ve S,
Rlxy, z9, . .., x,] polinom halkast olsun. Bu durumda, s = (Zn: 22) —1 olmak 1izere
R = 5/sS degismeli Noether bir bélgedir. Mr = R™ bir 77;:02’&[ olsun. Buradan,
Mg, Pl-extending olmayan ancak F'I-extending olan bir dik toplanani bulunan
P1I-extending bir moddildiir.

Bunu gérmek i¢in M Sonu¢ 4.3.11(1) den Pl-extending oldugunu
gozlemlemek gerekir. v M — R, her ajas,...,a, € S i¢cin
olay + sS,as + sS,...,a, + sS) = axy + -+ + apx, bigiminde taniml
homomorfizm olsun. ¢ nin epimorfizm ve dolayisiyla Y = R iken M = (Cekp @Y
olacagr agiktir. D = (Ceky diyelim. Dg nin uniform boyutu n—1 > 2 oldugundan
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Dpgr uniform degildir. Fakat Dy ayristirilamazdar. Onerme 4.3.8(1) den Dg,
PI-extending degildir. Dolayisiyla, Sonug 4.53.15 ten PZ(M) N S(M) # PZ(D)
olur. Z(Mg) = 0 oldugundan [5, Onerme 1.5 ve Teorem 2.4] ten Dg, FI-
extending dir. Ayni zamanda, Dgr, Dgr nin n — 1 adet uniform altmodulinin
dik toplanans olan bir K, PI-extending modulunin bir essential genislemesidir.

Dolayisiyla, PI-extending modiller simifi essential genislemeler altinda kapals

degildir.
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5 Asikar Olmayan Karmasgik Demetler ve Abel
Endomorfizm Halkalar: Yoluyla P/-extending
Modiiller

Bu bolimde Pl-extending modillerin dik toplananlar1 ve ayrigtirilamaz
ayrisgimlarini ele alacagiz. Bu amacgla, 5 veya daha biiyiilk boyutlu karmasik
kiirelerin teget demetlerinin ve karmasik sayilar tizerinde tanimli projektif uza-
ylarda bazi1 hiper yiizeylerin bulundugu bir ¢ok ters 6rnek temin edecegiz ve
Pl-extending ozelligi dik toplananlara aktarildiginda sonuclar elde edecegiz. Ek
olarak, Abel endomorfizm halkasina sahip PIl-extending modiillerin baz1 modiil
teorisi kogullari altinda ayrigtirilamaz ayrigimlara sahip oldugunu gosterecegiz.
Onceki sonuclarimizi uyguladigimizda sonlu degigim ozelliginin tam  degigim

ozelligini gerektirdigini elde ederiz.

5.1 Dik Toplananlar ve Pl-extending Modiiller

Pl-extending modiillerin dik toplananlarinin Pl-extending olma ozelligini
tasiyip tagimadigl agik bir problemdir [7, sf.528]. Bu kesimde belirli kogullar
altinda s6z konusu probleme ¢oziim verilecektir. Ayrica cebirsel topoloji ile
ilgili kavramlar kullanilarak ters ornekler elde edilecektir. Tersine bir PI-
extending modiiliin dik toplananlarinin da ne zaman Pl-extending olacagi ispat-

lanacaktir. Oncelikle asagidaki tanimlar1 hatirlatalim.

Tanim 5.1.1 [22] M, N iki modiil, {A;}icr modiillerin herhangi bir ailesi ve M &
N =@ A; olsun. Eqger,
iel
MeN=Me (P B)
icl
olacak sekilde B; < A;, {Bi}ticr altmodiller ailesi varsa, M ye degigim
ozelligine sahiptir denir. Eqger I indeks kiimesi sonlu ise M ye sonlu degisim

ozelligine sahiptir denir.
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Tanim 5.1.2 [11] M bir modil ve {N;}icr ailesi M modilinin ayrik alt-

modillerinin bir ailesi olsun. Eger her J C I sonlu alt kiimesi i¢in @ N;, M
il

nin bir dik toplanani oluyorsa {N;}ier ailesine M modilinin bir yerel (dik)

toplanant denir.

Onteorem 5.1.3 [8, Sonu¢ 3.2] Bir M modili PI-extending dir ancak ve ancak
M nin her bir N projektif degismez alt modiili i¢in M nin NNK =0 ve NOK <,
M olacak sekilde bir K dik toplanani vardar.

Onteorem 5.1.4 [8, Sonu¢ 4.11] PI-extending modillerin herhangi bir dik
toplama da bir PI-extending modildir. Ozel olarak, uniform modillerin herhangi

dik toplama bir PI-extending modildiir.

Onerme 5.1.5 Ry modiili P1I-extending modil olacak sekilde bir R halkasin:
gozonine alalim. Bir Pl-extending modulin her dik toplanany bir PI-
extending modildir. Bu durumda her ayristirilamaz projektif sag R-modil uni-

formdur.

fspat. P aynistirilamaz projektif bir R-modiil olsun. Bu durumda F nin bir P alt
modiilii icin F = P @® P’ olacak sekilde bir F serbest R-modiil vardir. Onteorem
5.1.4 den F', Pl-extending modiildir ve hipotezden P de PI-extending olur.

Yani, P uniformdur. O

Ornek 4.3.16 de Krull boyutu 2 olan bir degismeli Noether bolge érnegini
ele aldik. P uniform olmayan sonlu iiretilmis ayrigtirilamaz projektif sag R-
modildir. Aslinda P modili agikar olmayan koordinat halkasi tizerinde tek
boyutlu bir gercek kiirenin teget demetine karsilik gelir. Asikar olmayan karmasik
demetler vasitasiyla bir cok ters ornek elde edilebilir. Bu maksatla agagidaki iki

sonucu verebiliriz.

Teorem 5.1.6 C karmasik cisim ve S yi n € Z, n > 2 olmak dzere

Clzo, 215 - - -y Zn, Wo, W1, . . ., Wy polinom halkasy olarak alalim. R, s = () zjw;)—1
J
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2n+-2

olmak tizere S/Ss halkasi olsun. Bu durumda M = @ R sag R-modili bir PI-
i=1

extending moduldir ve M, PI-extending olmayan bir K dik toplananiniy bulun-

durur.

Ispat. Onteorem 5.1.4 den My, PI-extending dir. [17, sf.125 5.4.9] dan
Sl — {(zo, ey Zy) ECTTE S 2z = 1} kiiresinin teget demeti bir K agikar
J

olmayan vektor demetidir ve K ">~ Riken Mp = K @ K olur. Kp uniform

olmadigindan Kg nin Pl-extending olmayacag: kolayca goriiliir. U

Buna ek olarak, karmasik sayilar cismi tizerinde, IP’?C‘Jrl projektif uzayinda bazi
hiper ytlzeyler tizerinde kurulu daha ¢ok sayida ornekler saglayabiliriz.
Teorem 5.1.7 X, z7" +---+ a7 | = 0 esitligiyle tanimh IP’E“ de bir hiper yizey
n+1
olsun. R=Clxy,...,xp1]/(>] 2"+ 1), n > 2 olacak sekildeki koordinat halkas
i=1

olsun. Bu durumda, m > n—|—§ wein PI-extending olmayan dik toplananlar iceren

P1l-extending R-modiiller vardir.

Ispat. [23] den R iizerinde ranki n olan ayrigtirilamaz projektif R-modiillerin
varligini soyleriz. Buradan, Fr bir free modiil ve K ranki n olan ayristirilamaz
projektif R-modiil olmak tizere Fr = K @W seklinde yazilir. Onteorem 5.1.4 den,
Fgr, Pl-extending dir. K uniform degildir. Boylece K, Pl-extending degildir.
O

Yukaridaki ifadelere zit olarak, bir sonraki sonucumuz ne zaman bir PI-
extending modiilin bir dik toplaminin P/-extending modiil olacag: hakkinda ola-

caktir.

Onerme 5.1.8 M = My @& My olsun. Bu durumda My in PI-extending olmast
1cin gerekli ve yeterli kosul My in her bir projeksiyon degismez N altmodili i¢in
M nin My C K, KNN =0 ve K& N, M nin bir essential altmodilii olacak
sekilde bir K dik toplanany vardar.
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fspat. My, Pl-extending olsun. N, M; in herhangi bir projeksiyon degismez
altmodiilii olsun. Onteorem 5.1.3 den M in bir L dik toplanam1 NN L = 0 ve
N& L, M, de essential olacak bicimde vardir. Bu durumda M, in bir L altmodiilii
icin My = L& L' diir. Yani L ® M5, M nin bir dik toplanamidir. My C K & Mo,
(L& My)NN =0ve (L& My) @ N nin M de essential olacag: agiktir. Tersine,
M; onermede belirtilen ozelligi saglasin. H, M; in bir projeksiyon degismez
altmodiilii olsun. Hipotezden My C K, KN H = 0 ve K & H, M nin bir
essential altmodiilii olacak sekilde M nin bir K dik toplanani vardir. O halde
K = Kn (M & M,) = M, ® (K N M) dir, buradan K N M;, M nin bir dik
toplanami ve dolayisiyla K N My, M; inde bir dik toplanani olur. Ek olarak,
HNn(KNM)=0ve H® (KNM) = Mn(H® K), M in bir essential
altmodiiliidiir. Onteorem 5.1.3 den M;, PI-extending bulunur. U

Teorem 5.1.9 M = M, & My, My, M nin bir projeksiyon degismez altmoduli
ve M nin her K N My = 0 kosulunu saglayan K dik toplanani i¢in K & My, M

nin bir dik toplanani olsun. Bu durumda M, PI-extending bir moduldir.

Ispat. N, M, in bir projeksiyon degismez alt modiilii olsun. Onteorem 4.3.13
ten N & Ms, M nin bir projeksiyon degismez altmodiiliidiir. Onteorem 5.1.3 den
M nin bir K dik toplanani (N @ M) N K =0 ve N & My @ K M nin bir essential
altmodiilii olacak sekilde vardir. K N M, C KN (N & My) = 0 oldugundan
hipotezimiz geregi K & Ms, M nin bir dik toplanani olur. Boylece sonug Onerme

5.1.8 den soylenir. ([l

Sonug 5.1.10 M = M; & M,, C5 kosulunu saglayan bir PI-extending modul
olsun. Eger My, M nin projeksiyon degismez bir altmodili ise My, PI-

extending bir moduldir.

Ispat. Teorem 5.1.9 nin acik bir sonucudur. 0
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Sonug 5.1.11 M = M; & M,, Cs kosulunu saglayan bir PI-extending modiil
olsun. Eger Ms, M nin projeksiyon degismez bir altmoduli ise My, PI-

extending bir moduldiir.

Ispat. Cs , Cs kosulunu gerektirdiginden Sonug 5.1.10 ispat1 verir. 0J

5.2 Ayristirilamaz Altmodiillere Ayrisimlar

Bu kesim boyunca modiillerimizin Abel endomorfizm halkali olduklarini varsay-
acagiz. Herhangi bir M modiili i¢in, S, End(Mg) halkasini gésterecektir. Ana
odak noktamiz projeksiyon degigsmez dik toplananlar oldugundan, S Abel ise
her bir dik toplananin projeksiyon degismez oldugu gercegini vurgulamaliyiz.
Ancak, Ornek 4.2.2(3) den bu gergegin tersi dogru degildir. Dikkatimizi,
C3 (Cy ) kogullu, Abel endomorfizm halkasina sahip bir Pl-extending modiilii
ayrigtirilamaz (ve dolayisiyla uniform) altmodiillere ayrigtirmak tizerine toplay-
acagiz. Ozel olarak, sonlu degisim 6zelliginin tam degisim 6zelligini gerektirdigini
elde edecegiz. Cs kosulunun S nin Abel olmasin gerektirmedigini [19, Ornek 2.10]
ile hatirlayalim. Bir sonraki kolay 6rnegimiz, S nin Abel olmasi ile C3 kogulunun
birbirinden bagimsiz olduklarini gosterir.

Ornek 5.2.1 M = @ Z olsun. Bu durumda End(My) = [[ Z Abeldir. Ancak,

=1 =1

[27, Ornek 9] dan My, Cs3 dzelligini saglamaz.

Burada [19, Teorem 2.12] de yakin zamanda elde edilmig bir sonucu is-
patsiz olarak verelim. Ilk olarak A, S nin {f € S | Cekf M de essential} idealini

gostersin.

Teorem 5.2.2 My, Cs kosullu bir PI-extending modil ve S Abel olsun. Bu du-

rumda S/A bir (von Neumann) dizenli halkadur.

PI-extending Cj (Cy ) kosullu modiillerin aragtirmasina devam edelim. Teo-

rem 5.2.2 nin tersinin dogru olmadigini gosteren agagidaki ornegi ele alalim.
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Ornek 5.2.3 V bir D béliim halkasy iizerinde sonsuz boyutlu bir vektor uzay: ve
S = Endp(V) olsun. {x1,z2,...}, V nin bir tabani olsun. Vp nin Cy kosullu
bir PI-extending modil oldugu aciktir. A = 0 oldugundan, S bir von Neumann
dizenli halkadwr. Ancak, S bir Abel halka degildir. Bunu gormek i¢ini = 1,2, ...
icin o(x;) = w1 seklinde taromly o : V. — V' dondisimini ve i # j igin m(x;) =
0; m(z;) = z; bigiminde tanwml © : V. — x;D donisimini alalim. Bdylece

om(x;) = o(x;) = xip1, fakat mo(x;) = m(xi41) = 0 bulunur.

Onerme 5.2.4 M, Cs kosullu bir PI-extending modiil olsu. Eger S Abel ise M

nin her dik toplanant PI-extending olur.

Ispat. N, M nin bir dik toplanam olsun. Bu durumda M nin bir N altmodiilii
icin M = N @ N’ yazilir. 7 : M — N kanonik projeksiyon olsun. Buradan N’ =
Cekr dir. f?> = f € S olsun. O halde f(N') = f(Cekn) dir. S, Abel oldugundan
F(N') = f(Cekn) C Cekmr = N', yani N', M nin projeksiyon degismez bir
altmodiilii olur. K, N nin herhangi bir projeksiyon degismez altmodiilii olsun.
8, Onteorem 4.13] den K @ N', M nin bir projeksiyon degismez altmodiiliidiir.
Onteorem 5.1.3 den N nin bir L dik toplanam (K @ N')NL=0ve K& N & L,
M de essential olacak sekilde vardir. M, Cs kosullu oldugundan N’ @ L, M nin
bir dik toplanamdir. Buradan N' & L = N’ @ 7(L) ve béylece 7(L), N nin bir
dik toplanamdir. Ek olarak, K ® N @ L = K ® (L) ® N', M de essentialdir ve
K @ 7m(L) nin N de essential olmasini verir. O halde N, Pl-extending dir. U

Bir sonraki onerme ve onun sonucu PIl-extending bir modilin bir dik
toplananinin da Pl-extending oldugunu veren relatif injektiflif kavrami tizerine

kurulmustur.

Onerme 5.2.5 M, S halkasy Abel olan bir PI-extending modil olsun. K, M nin
M/K, K-injektif olacak sekildeki herhangi bir dik toplanani olsun. Bu durumda
K, Pl-extending dir.

Ispat. M = K @ K’ olacak sekilde M nin bir K altmodiilii vardir. Hipotezden,
K', K-injektiftir. L, M nin L N K = 0 olacak sekildeki bir dik toplanan olsun.
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[11, Onteorem 7.5] ten M nin bir H altmodiili H N K =0, M = H & K’
ve L C H olacak bigimde vardir. S Abel oldugundan L, M nin projeksiyon
degismez bir altmodiiliidiir. Bu durumda bir L' < M icin M = L & L’ olup
H=HN(L®L)=L&® (HNL") bulunur ki bu da L nin H m bir dik toplanam
oldugunu verir. Boylece L @ K', M nin bir dik toplanamdir. Teorem 5.1.9 den
K, Pl-extending dir. ([l

Bir sonraki 6rnegimiz Onerme 5.2.5 in tersinin dogru olmayacagini gosterir.

Ornek 5.2.6 [19, Ornek 2.10] R = Ly, p asabnda Z tamsaylar kimesinin

lokalizasyonu olsun. Mp = Zgy ® Z(p™) diyelim. Bu durumda Mp bir PI-

extending modil ve Z(p>), M nin ayni zamanda PI-extending olan injektif bir

dik toplanamdir. h : Zgy — Z(p™), h(1) = % seklinde tanimly doniigimi igin
0 0 0

0
f= ve g = olsun. Buradan f,g € S ve f? = f elde edilir.
h 1 01

Ayrica fg # gf oldugu agiktir, boylece S halkasinin Abel olmadigr elde edilmis

olur.

Onerme 5.2.7 M = My & My seklinde bir My altmodili ile bir My injektif
altmodiiliinin dik toplamy olsun. S Abel olsun. Bu durumda M, PI-extending dir

ancak ve ancak My PI-extending dir.

Ispat. M nin PI -extending oldugunu varsayalim. Onerme 5.2.5 ten M, PI-
extending dir. Tersine, M;, Pl-extending modil ve M, injektif altmodiil ise M,
Onteorem 5.1.4 den PI-extending dir. 0

Simdi bir Pl-extending modiiliin bir ayrigtirilamaz ayrigimini elde edecegiz.

Daha otesi degisim 0zelligini elde etmek i¢in sonuglarimizi kullanacagiz.

Teorem 5.2.8 R, bir halka ve M, m € M i¢in r(m) formundaki sag annihi-
latorlar tizerinde R nin ACC kosulunu sagladigr bir R-modil olsun. Eger M,
Cs kosullu bir PI-extending modiil ve S Abel ise M bir ayristirilamaz ayrisima
sahiptir.
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Ispat. {X\| A € I}, M nin altmodiillerinin bagimsiz bie ailesi ve X = @ X,
Ael
M nin bir yerel toplanan olsun. 7, : X — € X, tammlayalim. Buradan
kel k#A

f2=feSign f(X) = f<,\GBIX)\) = @f(XA) = /\Q}If(gelmm) yazilir. S, Abel
oldugundan f(Cekm,) C my dell‘. Bijylecee7 f(X) = @ef((;ekm) C P Cekmy =X

xel rel
elde edilir. O halde X, M nin bir projeksiyon degismez altmodiiliidiir. Onteorem

5.1.3 den M nin bir K dik toplanani, X N K = 0 ve X & K, M de essential
olacak sekilde vardir. Simdi X & K y1 gozontine alalim. Herhangi A C I sonlu

altklimesi i¢in Y = @ X, M nin bir dik toplanamdir. Buradan X & K, M nin
A€A

bir yerel toplanani olur. [28, Onteorem 4.5] ten, X & K, M de bir komplementtir.
Ancak X & K, M de bir essential altmodiildiir ve dolayisiyla M = X & K dir.

[22, Teorem 2.17] den M nin ayrigtirilamaz ayrigimimin oldugunu soyleriz. U

Sonug 5.2.9 R bir halka ve M, m € M i¢in r(m) formundaki sag annihilatorlar
tzerinde R nin ACC kosulunu sagladigr bir R-modil olsun. Eger M, C3 kosullu
bir PI-extending modil ve S Abel ise M uniform altmodillerin bir dik toplamadar.

Ispat. Bir ayristinlamaz Pl-extending modiil uniform oldugundan Teorem 5.2.8

ve Onerme 5.2.4 ten ispat elde edilir. O

Sonug 5.2.10 R bir sag Noether halka, M, Cs kosullu bir sag R-modul ve S,
Abel olsun. Bu durumda M, Pl-extending dir ancak ve ancak M, uniform alt-

modillerin bir dik toplamadar.

Ispat. Sonug 5.2.9 ve Onteorem 5.1.4 den ispat elde edilir. 0

Onerme 5.2.11 R bir halka ve M, m € M igin r(m) dzerinde R nin ACC
kosulunu sagladige bir R-modil olsun. FEger Mg, Cs3 kosulunu saglayan PI-
extending modul ve S, Abel ise sonlu degisim ozelligi, tam degisim ézelligini gerek-

tirir.

Ispat. Ispat Teorem 5.2.8 ve [36, Sonuc 6] dan elde edilir. W
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Ornek 5.2.12 P asal saylarmn bir kimesi olsun. R = 1 Z/Zp cisimlerin
peEP

carprme olsun. Bu durumda Rg sonlu degisim ozelligini saglar. Daha otest,

Rp ingektiftir ancak [24, Ornek 1 3] ten ayristirilamaz modillerin bir dik toplama

degildir.

Teorem 5.2.13 Asagqidaki kosullar Cs kosullu bir M, PI-extending modiliu ve

S nin Abel olmasy durumunda denktirler:
(i) M nin bir ayristirilamaz ayrisime vardar,
(i) M nin her bir sonlu dretilmis altmodili sonlu uniform boyutludur,
(11i) M nin her bir devirli altmodili sonlu uniform boyutludur,
(iv) R, m € M igin r(m) uzerinde ACC kosulunu saglar.

Ispat. (i) = (#). Bir I indeks kiimesi ve M nin (i € I) M; ayngtirilamaz
altmodiilleri vardir 6yleki M = @ M, olacak sekilde yazilir. Onerme 5.2.4 ten
M; ler aynmi zamanda Pl —extendiné dir. Buradan M; ler uniform dur. Eger L, M
nin sonlu iiretilmig bir altmodiilii ise I nin sonlu bir J altkiimesi i¢in L C €D M;
ve dolayisiyla L sonlu uniform boyutludur. e

(17) = (dii). Agiktar.

(17i) = (iv). m € M olsun. r(m), R nin bir A sag idealinde essential olsun.
a € A alalim. Bu durumda Rg nin bir essential F sag ideali aF C r(m) olacak
sekilde vardir. Buradan maFE = 0 ve dolayisiyla ma = 0, yani a € r(m) bulunur.
Bu ise r(m) = A demektir. Boylece her bir m € M igin r(m), R, R-modiiliinde
bir komplementtir. Daha 6tesi, R/r(m) = mR olup, R/r(m), R-modiili sonlu
uniform boyutludur. (iv) [11, Teorem 5.10] dan elde edilir.

(1v) = (i). Bu gerektirme Teorem 5.2.7 den elde edilir. O

Sonug 5.2.14 M, her bir m € M i¢in mR nin sonlu uniform boyutlu oldugu bir
nonsingular modil olsun. Eger M, C3 kosullu bir PI-extending modil ve S, Abel

1se sonlu degisim ozelligi tam degisim ozelligini gerektirir.
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Ispat. Teorem 5.2.13 ve [36, Sonug 6] dan elde edilir. O

Sonug 5.2.15 R sonlu uniform boyutlu bir halka, M, Cs kosullu bir nonsingular
Pl-extending modil ve S, Abel olsun. Bu durumda sonlu degisim ozelligi tam

degisim ozelligini gerektirir.

Ispat. R ve M yi sonucta ifade edildikleri gibi alahm. m € M olsun. Buradan
r(m), R sag R-modiiliinde bir komplementtir. O halde R/r(m), R-modiilii sonlu
uniform boyutludur. mR = R/r(m) oldugunda, Sonug 5.2.14 ten ispat elde edilir.
U
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