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OZET
DEDEKIND ASAL HALKALAR VE GENELLESTIRMELERI

Gozde KOGCAK
Yiiksek Lisans, Matematik Boliimii
Tez Danismani: Dog. Dr. Evrim AKALAN
Haziran 2015, 60 sayfa

Literatiirde Dedekind tamlik bolgelerinin degismeli halkalar icin oldukca iyi gelistirilmis
bir teorisi olmasinin yaninda, ideallerin aritmetigi ve Dedekind tamlik bolgeleri {izerin-
deki modiillerin yapist hakkinda da pek c¢ok gey bilinmektedir. Gecen yiizyilin ortalarin-
dan itibaren degismeli halkalarin Dedekind tamlik bolgesi diigiincesinin degismeli olmayan
halkalara genellestirilmesi konusu iizerinde siklikla calisilmistir. Bu tezin amaci, degismeli
olmayan halkalarda bu genellemenin dogurdugu Dedekind asal halkalar, Asano sag diizen
halkalari, kalitsal halkalar ve G-Dedekind asal halka siniflar1 ile Asano sag diizen halka-
larda yerellegtirme probleminin incelenmesidir. Girig boliimii, tez konusunun tarihsel geli-
simi ve 6nemi ile ilgili bilgilerden olugmaktadir. Ikinci boliim, sonraki boliimlerde gerekli
olan temel tanmm ve teoremleri icermektedir. Uciincii bsliimde, Dedekind asal halkalar ve
genellestirmesi olan Asano sag diizen halkalar1 incelenmis, dérdiincii boliimde Asano sag
diizen halkalarinda yerellegtirme problemi ele alinmigtir. Son boliimde, hem Dedekind asal
halkalar1 hem de Noether tek tiirlii carpanlarina ayirma halkalarim (TCH) kapsayan G-
Dedekind asal halka sinifinin tanim ve karakterizasyonlari verilmistir. Ayrica bu boliimde

konuya iligkin ilerideki ¢aligmalarimiza yon verebilecek problemlere yer verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Dedekind asal halka, Asano sag diizen halkasi, kalitsal halka, mak-

simal sag diizen halkasi, yerellegtirme, G-Dedekind asal halka.



ABSTRACT

DEDEKIND PRIME RINGS AND THEIR
GENERALIZATIONS

Gozde KOCAK
Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Doc¢. Dr. Evrim AKALAN
June 2015, 60 pages

The commutative theory of Dedekind domains is well developed in literature and much is
known about the arithmetic of ideals and also the structure of modules over a Dedekind
domain. There have been many studies on the generalization of the commutative idea of
a Dedekind domain to noncommutative rings. The aim of this thesis is to investigate the
class of rings which arose from this idea of generalization namely; Dedekind prime rings,
Asano right orders, hereditary rings and G-Dedekind prime rings and to investigate the
localization problem on the ring of Asano right orders. The introductory chapter consists of
informations about the significance and the historical improvement of the subject. Second
chapter contains the definitions and theorems needed in the third, fourth and the fifth
chapters. In the third chapter, the class of Dedekind prime rings and the class of Asano
right orders which is a generalization of the class of Dedekind prime rings are investigated,
and in the fourth chapter the problem of localization on the ring of Asano right orders
is studied. In the last chapter, definition and the characterizations of G-Dedekind prime
rings which contain both the class of Dedekind prime rings and the class of Noetherian
unique factorization rings is introduced. Moreover, open problems on the subject are given

in this chapter.

Keywords: Dedekind prime ring, Asano right order, hereditary ring, maximal right order,

localization, G-Dedekind prime ring.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZINi

r(5)

1(S)

R birimli halka

M birimli sag R-modiil

R’nin sag boliim halkasi

R’nin kismi sag boliim halkasi

M; modiillerinin dik toplami

M; modiillerinin dik carpimi

M; modiillerinin arakesiti

M; modiillerinin birlegimi

{z € R| Sx =0}, S kiimesinin sag sifirlayicist
{z € R | mz = 0}, sag sifirlayic1

{z € R| xS =0}, S kiimesinin sol sifirlayicisi
{z € R | xm = 0}, sol sifirlayic1

I R’nin ideali

A M’nin altkiimesi

A M’nin altkiimesi ve A # M

A M’nin altmodiilii

A M’nin altmodiili ve A # M

A M’nin genig altmodiilii

A M’nin dik toplanam

R halkasiin Jacobson Radikali

R halkasinin tiim asal ideallerinin kiimesi
N | N <. M} =&{L| L Mnin basit altmodiilii}
{m e M | r(m) <. R}

Z(Rr)

M’den N’ye R-modiil homomorfizmalarinin kiimesi
M’den N’ye sag R-modiil homomorfizmalarinin kiimesi
f homomorfizmasinin cekirdegi

Tamsayilar kiimesi

Rasyonel sayilar kiimesi

Z/nZ devirli grubu

Priifer p—grup



1 GIRIS

Literatiirde Dedekind tamlik bolgelerinin degismeli halkalar icin oldukca iyi gelistirilmis
bir teorisi olmasinin yaninda, ideallerin aritmetigi ve Dedekind tamhk bdlgeleri iizerin-
deki modiillerin yapis1 hakkinda da pek ¢ok gey bilinmektedir. Gegen yiizyilin ortalarindan
itibaren degigmeli halkalarin Dedekind tamlik bolgesi diigiincesinin degigmeli olmayan hal-
kalara genellesgtirilmesi konusu iizerinde siklikla ¢ahgilmigtir. Ortaya konulan caligmalar-
dan bu genellemenin, bakis agisina gore, bir tek yolla olmasi gerekmedigi anlagilmaktadir.
Bir degismeli Dedekind tamlik bolgesi, sifirdan farkh idealleri carpma iglemine gore grup
olugturan bir Noether tamlik bolgesidir. Denk olarak bir Dedekind tamlik bolgesi, sifir-
dan farkh tiim idealleri projektif olan bir tamlik boélgesidir. Cahsmalar gostermistir ki

degismeli olmayan halkalar i¢in farkli olasiliklar ortaya ¢ikmaktadar:
(1) Sifirdan farkl her idealin "tersinir" olmasi
(2) Sifirdan farkl her idealin (sag ideal olarak) "projektif" olmasi ve
(3) Yukaridaki (1) ve (2) siklarinin birlegimi.

Asal ve yariasal halkalar iizerindeki Goldie Teoremlerinden, bu genellemeler i¢in en
uygun zeminin kesirler halkasi bir basit Artin halka olan asal halkalar oldugu séylene-
bilir. Bilindigi gibi bu halkalar asal Goldie halkalardir. Noether halkalarin, sagladiklar
birgok 6nemli 6zelligin yaninda, GGoldie halka olmalarindan dolayi, yukarida bahsedilen
genellemelerin asal Noether halkalar i¢in ele alinmig olmasi hi¢ de sasirtici degildir.

Tiim sag idealleri projektif olan halkaya sag kalitsal (hereditary) halka denmektedir.
Sol kalitsal halka kavrami da benzer gekilde tanimlanabilir. Eger bir halka hem sag hem de
sol kalitsal ise o zaman bu halkaya kalitsal (hereditary) halka denilmektedir. Yukaridaki
(1) ozelligini saglayan bir diizen halkasina bir Asano sag dizeni denir. Asano sag diizen
halkalar1 tam olarak yukardaki (1) 6zelligini saglayan maksimal diizen halkalaridir. Asal
kalitsal Noether olan bir Asano sag diizen halkasina Dedekind asal halka adi verilir. Bir
asal halkanin Dedekind olmasi kalitsal ve maksimal diizen halkasi olmasi ile karakterize
edilebilir. Degismeli halka teorisinde cakigiyor olmalarina karsin degismeli olmayan halka-
larda Asano sag diizen halkalarinin sinifi Dedekind asal halkalarin sinifindan, Dedekind
asal halkalarin sinifi da kalitsal Noether asal halkalarin sinifindan ¢ok daha genistir.

Eger maksimal diizen olan bir asal halkanin her refleksif ideali tersinir ise bu halkaya

bir genellestirilmis Dedekind asal halka ya da kisaca G-Dedekind asal halka denir. G-



Dedekind asal halkalarin sinifi hem Dedekind asal halkalar1 hem de Noether tek tiirli
carpanlarina ayirma halkalarii (TCH) kapsayan ¢ok genis bir halka smifidir.

Bu tezde Dedekind asal, Asano sag diizen ve G-Dedekind asal halka simiflari incele-
necek, aralarindaki iligkiler érneklerle ortaya konacak ve Asano diizen halkalarinda yerel-
lestirme problemi ele alinacaktir.

Bu tez boyunca her halkanin birimli halka oldugu kabul edilmistir.

2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Zincir Kosullari

Bu béliimdeki tanim ve teoremler i¢in [11] ve [3] kaynak alinmgtar.

Tanim 2.1.1 A bir R—modiil ve {A,}ae; A'min altmodiillerinin bogtan farkh bir ailesi

olsun.

e Eger A'nin altmodiillerinin her bogtan farkl ailesi bir maksimal (minimal) elemana
sahipse A’ya altmodiilleri tizerinde maksimum (minimum) kogulunu (mazimum (mi-

nimum) condition) saglar denir.

e Eger A'min altmodiillerinin A; < Ay < Aj--- sgeklindeki her artan dizisi sonlu
adimda duruyorsa yani, her ¢ > n icin A; = A,, olacak sekilde bir n tamsayisi varsa

A’ya artan zincir kosulunu (ascending chain condition) saglar denir.

e Eger A’nin altmodiillerinin A; > Ay > As--- seklindeki her azalan zinciri sonlu
adimda duruyorsa yani, her ¢ > m icin A; = A,, olacak sekilde bir m tamsayisi

varsa A'ya azalan zincir kosulunu (descending chain condititon) saglar denir.
Onerme 2.1.2 Bir A modiilii icin asaqidaki ifadeler denktir.

(1) A, altmodilleri izerinde artan zincir kosulunu saglar.
(2) A’man altmodiillerinin bogtan farkly her ailesi bir maksimal elemana sahiptir.

(3) A’man her altmodili; sonlu tretilmigtir yani B, A’nin bir altmodilii ise

olacak sekilde x1, x4, -+ ,x, € A vardr.



ispat:

(1) = (2): A altmodiilleri ile artan zincir kogulunu saglasin ve A, A'nin altmodiillerinin
bogtan farkli bir ailesi olsun. A'min maksimal elemaninin olmadigini kabul edelim. Bir
A; € A alalm. A; € A maksimal olmadigindan A, > A; olacak sekilde bir Ay € A
vardir. Bu isleme devam edilirse A'nin altmodiillerinin A; < Ay < A3z < --- seklinde
sonsuz artan zincirini elde ederiz. Bu da kabuliimiizle ¢eligir.

(2) = (3): B, A'nin bir altmodiilii ve B, B’nin tiim sonlu {iretilmig altmodiillerinin
ailesi olsun. B sifir1 igerdiginden bogtan farklhdir. (2)’den B bir maksimal eleman igerir. Bu
elemana C diyelim. C' # B ise bir € B/C eleman1 vardir. C’', B'nin C' ve z ile iiretilen
bir altmodiilii olsun. C* € B ve C" > C olugu C’nin secimi ile celisir. Boylece C' = B olur.
B sonlu iiretilmigtir.

(3) = (1): By < By < ---  A’nin altmodiillerinin bir artan zinciri olsun. B = | J B,
diyelim. (3)’den B sonlu iiretilmistir. X, B’nin sonlu bir iirete¢ kiimesi olsun. X sonlu
oldugundan bir B, kiimesinde kapsanir. Boylece B = B,, dir. Dolayisla her m > n icin

B,, = B, dir. Istenen elde edilir. ]

Onerme 2.1.3 [12, Teorem 1.4] Bir A modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir.
(1) A, altmodilleri izerinde azalan zincir kosulunu saglar.

(2) A’man altmodillerinin bostan farkly her ailesi bir minimal elemana sahiptir.

Onerme 2.1.2’nin denk kosullarmi saglayan A modiiliine Noether modiil, Onerme 2.1.3’{in
denk kosullarini saglayan bir A modiiliine Artin modil denir.

Rpr Noether (Artin) modiil ise R’ye sag (sol) Noether halka denir. Sol Noether (Artin)
halka da benzer sekilde tanimlanir.

Hem sag hem de sol Noether (Artin) olan halkaya Noether (Artin) halka denir.

Ornekler 2.1.4 1) Z tamsayilar halkas1 Z—modiil olarak Noetherdir fakat Artin degildir.
2) Her cisim, her boliimlii halka ve sonlu sayida ideale (ya da sonlu sayida elemana)
sahip halka hem Noether hem Artindir.
3) Zyee Priifer p-grubu Z-modiil olarak Artindir fakat Noether degildir.
4) Her degismeli temel ideal halkasi Noetherdir.

Onerme 2.1.5 A bir modiil ve B, A’nin bir altmodiilii olsun. Bu durumda;

A Noetherdir < B ve A/B Noetherdir



ispat: A Noether olsun. B’nin altmodiillerinin her artan zinciri aym zamanda A’da bir
artan zincirdir. Buradan B'nin Noether oldugu aciktir.

Cy < Cy <---  A/B’nin altmodiillerinin bir artan zinciri olsun. A/B’nin her altmo-
dilii, B € A; € A olmak iizere A;/B formundadir. Dolayisiyla A; < Ay < --- zinciri
elde edilir. A Noether oldugundan, her ¢« > n icin A; = A, olacak sekilde bir n pozitif
tamsayisi vardir. Boylece her i > n i¢in C; = C), olur. A/B Noetherdir.

Tersine, B ve A/B Noether olsun. A’nin altmodiillerinin A; < Ay < --- geklinde bir

artan zincirini alalim. Sirasiyla B'nin ve A/B’nin altmodiillerinin;
AANB<ANB<--- ve (Ay+B)/B<(Ay+B)/B<---

seklinde birer artan zincirini elde ederiz. Buradan her i > n icin A, N B = A, N B ve
(A; + B)/B = (A, + B)/B olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi vardir. Ikinci egitlikten
(A; + B) = (A, + B) elde edilir. Boylece;

Ai=AN(A+B)=AN(A,+B)=A4,+(ANB)=A,+ (A, NB) =4,

elde ederiz. O halde A Noetherdir. O

Sonug 2.1.6 Noether modillerin sonlu dik toplams da Noetherdir.

ispat: Ispat1 iki modiil icin yapmak yeterlidir. A; ve Ay Noether olsun. A = A; @& A,
diyelim. B = A; & 0, A'nin altmodiiliidiir. Ayrica B = A; ve A/B = Ay’dir. B ve A/B
Noether oldugundan, Onerme 2.1.5’ten A Noetherdir. Istenen elde edilir. 0

Sonug 2.1.7 R bir sag Noether halka ve A bir sonlu tiretilmis sag R—modiil olsun. Bu

durumda A modili Noetherdir.

Ispat: Her modiil bir serbest modiiliin homomorfik gériintiisii oldugundan, A = F/K
olacak sekilde bir serbest R-modiil F' ve bir K < F' altmodiili vardir. F', bir Noether
modiil olan Rgz’nin kopyalarinin sonlu dik toplamina izomorf oldugundan Noetherdir.

Dolayisiyla Onerme 2.1.5’ten A modiilii Noetherdir. 0

Onerme 2.1.8 [3, Onerme 4.5] A bir modiil ve B, A’nin bir altmodiili olsun. Bu du-

rumda;

A Artindir < B ve A/B Artindir.



Onerme 2.1.9 |3, Onerme 4.6] Artin modiillerin dik carpima Artindir.

Onerme 2.1.10 Sa§ Artin halka tzerindeki sonlu dretilmis sag modiller de Artindir.

Teorem 2.1.11 (Hopkins, Levitzki) Her sag Artin halka bir sag Noether halkadur.

Ispat: [11, Teorem 4.15| O
Noether halkalarla ilgili bir diger 6nemli sonug ise Hilbert Taban Teoremidir:

Teorem 2.1.12 (Hilbert Taban Teoremi) R bir saj (sol) Noether halka ise R|x]

polinomlar halkast da sag (sol) Noetherdir.

Ispat: R sag Noether ve I, R[z] = S’de bir ideal olsun. I = 0 ise sonu¢ agikardir. O
halde I # 0 olsun.

1.Adim: J, I’daki polinomlarin bagkatsayilarinin olugturdugu kiime olsun. Yani,
J={reR | ra®+rq2® '+ +ro €1, rqg1, - ,10 € R}

olsun. J, R’nin bir sag idealidir.

2.Adim: R sag Noether oldugundan J sonlu tiretilmigtir. J'nin tiretecleri ry, 79, -+ , 7
olsun. Her + = 1---k igin r; # 0 kabul edebiliriz. Her ¢ = 1--- k i¢in r;, derecesi n; olan
bir p; € I polinomunun bagkatsayisidir.

n—mn;

n = maks{ny,ny, -+ ,ng} olsun. p; polinomunu, derecesi n olan p;x polinomu ile
degigtirebiliriz. Buradan, genelligi bozmadan p; polinomlarini ayni derecede kabul edebi-
liriz.

3Adm: N = R+aR+---+2" 'R= R+ Ra+---+Ra" !, S’nin derecesi n’den kiiciik
olan elemanlarinin bir kiimesi olsun. NV kiimesi S’nin bir ideali degildir. Fakat N hem sag
hem de sol R—modiildiir. N'yi bir sag R-modiil olarak goriirsek N sonlu iiretilmigtir. Rp
Noether ve N sonlu {iretilmig sag R-modiil oldugundan, N sag R-modiil olarak Noet-
herdir. Yani Np Noetherdir. O halde I N N, N’nin sag R-altmodiili oldugundan sonlu
iiretilmig olmahdir. ¢y, go, - - - , ¢; sag R-—modiil olan I N N'nin iireteglerinin kiimesi olsun.

4.Adim:

Iddia: q1 -~ ,q,p1,- -, pr I’'mn iiretecleridir.

S’nin bu polinomlarla iiretilen sag idealini /; ile gosterelim. Buradan [y C [’dir. Simdi
I C I oldugunu gosterelim. I'nin, derecesi n’den kii¢iik olan polinomlari i¢in ispat oldukga
kolaydir. derp < n olsun. O halde p € INN ve p = qia1 + - - - + q;a; olacak sekilde a; € R

vardir. Buradan p € [ olur.



5.Adim: p € I’'nin derecesi m > n olsun ve Iy, I'nin derecesi m’den kiiciik olan her
polinomunu igersin. r, p'nin bagkatsayisi olsun. Buradan » € J olur ve r = rya;+- - - +rpay
olacak gekilde a; € R vardir. ¢ = (p1aj + - - - + prag)x™ " olsun. ¢ € Iy, ¢'nun derecesi m
ve bagkatsayis1 r’dir. Buradan p — ¢, I'nin derecesi m’den kiic¢iik olan bir polinomudur.
Varsayimdan p — g € Iy’ dir. O halde p € I olur. Sonu¢ olarak I = Iy’dir ve I sonlu

iiretilmigtir. O

2.2  Asal ve Yariasal Halkalar ve Idealler

Bu boliimde [11] kaynak olarak kullanmilmigtir.

Tanim 2.2.1 R bir halka ve I, R’de bir ideal olsun. Agagidaki denk kosgullar saglayan I

idealine yariasal ideal (semiprime ideal) denir.
(1) Birae RiginaRa C I =a€l.
(2) R'min bir A ideali igin A2C T = ACI.
(3) R'min bir A sag ideali igin A2 C T = ACI.

Tanim 2.2.2 R bir halka ve I, R’de bir ideal olsun. Asagidaki denk kosullar1 saglayan [

idealine asal ideal (prime ideal) denir.
(1) a,be RicinaRbC I =a€cl V bel.
(2) R'min herhangi A ve B idealleri icin ABCI=ACI Vv BCI.

(3) R’nin herhangi A ve B sag idealleri igin ABC I =ACI VvV BCI.

Eger R'nin 0 ideali yariasal ise R’ye yariasal halka (semiprime ring), 0 ideali asalsa
R’ye asal halka (prime ring) denir. R’nin tiim asal ideallerinin kiimesine R’nin spektrumu

denir ve Spec(R) ile gosterilir.

Tanim 2.2.3 R'nin diger asal ideallerini 6z olarak kapsamayan asal idealine R 'nin mini-

mal asal ideali denir.
Ornegin; R bir asal halka ise, 0 ideali R’nin minimal asal idealidir ve tektir.

Tamim 2.2.4 P, P, P,,---, P, R'nin asal idealleri olsun. P 2 P, 2 --- 2 P, seklin-
deki tiim sonlu zincirlerinin uzunluklarimin supremumuna (eger varsa) P asal idealinin

yliksekligi (height) denir.



Tanim 2.2.5 R bir halka ve .S, R’nin bir altkiimesi olsun.

r(S)={reR:Sx =0}
[(S)={zr€eR:25=0}

seklinde tanimlanan r(.S) kiimesine S nin sag sifirlayicisy (right annihilator), [(S) kiime-

sine de S’nin sol sifirlayicisy (left annihilator) denir.

Eger S tek bir a elemanindan oluguyorsa, r({a})’y1 r(a) seklinde gosterecegiz. R'nin
bir sag sifirlayicisi, S, R'nin bir altkiimesi olmak iizere r(S) formundaki bir sag ideali-
dir. Benzer sekilde R’nin bir sol sifirlayicisi, 7, R’nin bir altkiimesi olmak {izere I(7T)
formundaki bir sol idealidir.

Sag ve sol sifirlayicilar icin ispati kolaylikla yapilabilecek bazi ifadeler verelim:
e S CTiken r(T) Cr(S) ve l(T) CI(S)dir.

e (I(r(S))) = r(S)dir.

o [(r(l(9))) = (9) dir.

Tanim 2.2.6 Eger R'nin bir ¢ eleman i¢in r(c) = 0 oluyorsa c’ye sa§ regiler eleman
(right reqular element), 1(c) = 0 oluyorsa c’ye sol regiiler eleman (left reqular element)
denir. Eger ¢ hem sag hem sol regiiler ise, c’'ye regiiler eleman denir. Eger I, R’nin bir
ideali ise C([I) kiimesi, goriintiisii R/I halkasinda regiiler olan elemanlarin olugturdugu

kiimedir.

C(I)={r € R:r+I, R/I'da regiiler}

Yukaridaki gosterimle C(0) R’nin tiim regiiler elemanlarindan olusur.

2.3 Jacobson Radikali ve Nakayama Onteoremi

Bu boliimde [11] kaynak olarak kullanmilmigtir.

Tanim 2.3.1 R’nin tiim maksimal sag (sol) ideallerinin arakesitine R'nin Jacobson radi-

kali denir ve J = J(R) ile gosterilir.

Onteorem 2.3.2 R bir halka M, R’nin bir maksimal saj ideali ve a € R olsun.
K ={z € R|ax € M} kimesini tanimlayalim. Bu durumda K, R’nin bir sag idealidir.

Ayrica;



(i) a € M ise K = R’dir.
(1) a ¢ M ise K da R’nin bir maksimal sag idealidir.

Ispat: K’nin, R'nin bir sag ideali oldugu kolayca gosterilebilir.
(i) a € M ise 1 € K olur. O halde K = R'dir.

(ii) @ ¢ M olsun. O halde M + aR = R’dir. Her r € R i¢in 0(r) = ar + M olacak
sekilde bir  : R — R/M  R-modiil homomorfizmas: tanimlayahm. M + aR = R

oldugundan # déniigiimii 6rtendir. Boylece 1.1zomorfizma Teoreminden;
R/M = R/Cekf = R/K

elde edilir. Buradan K, R’nin bir maksimal sag idealidir.

Onerme 2.3.3 J, R’nin bir ¢ift yonli idealidir.

Ispat: .J’nin, R’nin bir sag ideali oldugu aciktir.

Tersine; bir j € J ve a € R alalim. aj ¢ J oldugunu kabul edelim. Buradan R’nin
aj ¢ M olacak sekilde en az bir M maksimal sag ideali vardir. O halde a ¢ M’dir.
Onteorem 2.3.2’deki K = {z € R | ax € M} kiimesini ele alalim. K, Rnin bir maksimal
sag idealidir. aj ¢ M oldugundan j ¢ K ve buradan da j ¢ J olur ki bu bir celigkidir. O
halde her a € R ve j € J igin aj € J olmalhdir. O

Tanim 2.3.4 P, R’nin bir ideali olsun. Eger P = r(A) olacak sekilde bir A basit sag

(sol) R—modiilii varsa P’ye sag (sol) ilkel ideal (right primitive ideal) denir.

Onerme 2.3.5 R bir halka olsun. Bu durumda;

J(R) = {R’nin tim maksimal sag idealleri}
= () {R’nin tim maksimal sol idealleri}
= (N {R’nin tim ilkel sag idealleri}
= () { R nin tim ilkel sol idealleri}

Ispat: |11, Onerme 3.16] O

Simdi bir R halkasinin Jacobson radikali ile ilgili birkac¢ 6nemli 6zellik verelim.



Onteorem 2.3.6 R bir halka ve I, R’nin bir tek yonli ideali olsun. Bu durumda;

I, J(R) tarafindan kapsanir < Her x € I i¢in 1 —x R’de tersinirdir.

Ispat: Bir z € [ i¢in 1—a’in sag tersi olmasim. O halde (1—2z)R # R'dir. (1—z)R, R'nin
bir 6z sag ideali oldugundan R'nin bir maksimal sag idealinde kapsanir. Bu maksimal
sag ideale M diyelim. Yani (1 — z)R C M’dir. Ayrica J'nin tammindan = € M’dir.
1 = (1 — ) + z esitliginden 1 € M ve buradan M = R elde ederiz. Bu durum M’nin
maksimal ideal olusu ile geligir. 1 —z’in sol tersinin var oldugu da benzer sekilde gosterilir.

Tersine; I, R'nin bir sag ideali ve M, R’nin bir maksimal sag ideali olsun. Eger I & M
ise I + M = R’dir. O halde z +m = 1 olacak sekilde bir x € I ve m € M vardir. Buradan
1—x =m € M olur. 1 — z tersinir oldugundan, (1 — z)y = 1 olacak sekilde bir y € R
vardir. Dolayisiyla my = 1 € M ve bdylece M = R olur. O halde I C M olmalhidir. R'nin

keyfi bir maksimal sag ideali i¢in dogru oldugundan I C J elde edilir. 0J

Onteorem 2.3.7 (Nakayama Onteoremi) R bir halka, A bir sonlu diretilmis sag R
modil ve AJ = A olsun. Bu durumda A = 0 dar.

Ispat: A'nin n tane iireteci oldugunu kabul edelim. Ispat1 n iizerinde tiimevarimla ya-
pacagiz.

n =1 yani A devirli bir sag R—modiil olsun. Bu durumda bir a € A i¢in A = aR’dir.
Boylece A = AJ(R) = aJ(R) ve buradan da bir z € J(R) i¢in a = ax olur. Onteorem
2.3.6’dan 1 — z tersinir oldugundan a = 0 olur. A’nin keyfi bir a elemani i¢cin a = 0
oldugundan A = 0 elde ederiz.

n — 1 tane iiretec icin teoremin saglandigini kabul edelim ve n tane iiretec icin goste-

relim.
A=aR+aR+---+a,R;a, €A

olsun. (A/a;R)J(R) = A/a1 R ve A/a; R, n—1 iiretegli oldugundan tiimevarim kabiiliinden
A/a; R = 0’dir. Buradan A = a1 R elde ederiz. A'nin devirli oldugu durumdan A = 0’dur.
O

2.4 Genis ve Tekil Altmodiiller

Bu boliimde [4] kaynak olarak kullanilmgtur.



Tanim 2.4.1 M bir sag R-modiil ve K, M’nin bir altmodiilii olsun. M’ nin sifirdan
farkli herhangi bir A altmodiilii icin A N K # 0 oluyorsa, K’ya M 'nin genis (essential)
altmodiilii veya M ’de genistir denir ve K <., M ile gosterilir. Bu durumda M’ye, K 'nin

genis geniglemesi (essential extension) denir.

e M’nin sonlu sayida genis altmodiiliin arakesiti M’de genistir.

e M’nin genis bir altmodiiliinii iceren her altmodiilii M’de genigtir.

Tanim 2.4.2 Eger R'nin bir sag ideali sag R—modiil olarak genigse yani, R’nin sifirdan

farkl her sag ideali ile arakesiti sifirdan farkh oluyorsa bu sag ideale genis sag ideal denir.

Ornegin; Z halkasinda sifirdan fakl her ideal genistir. Ciinkii Z’deki sifirdan farkli her
ideal cifti sifirdan farkh bir arakesite sahiptir.

Genig altmodiil olmanin bir bagka denk kogulunu verelim.

Onerme 2.4.3 M bir sag R-modiil olsun.
K <. M olmas i¢in gerek ve yeter kosul her 0 £ m € M i¢in mRN K # 0 olmasidir.

Onteorem 2.4.4 M bir saj R—-modiil, 0 #a € M ve K, M’nin genis altmodilii olsun.

Bu durumda R'nin, al. # 0 ve aL C K olacak sekilde R’nin bir genis sag ideali L vardur.

Ispat: L = {r € R: ar € K} kiimesini tammlayalim. L, R’'nin bir sag idealidir ve
al, C K’dir. K, M’de genis oldugundan Onerme 2.4.3'ten aR N K # 0’dir. O halde bir
r € Ricin ar, K'nmin sifirdan farkh bir elemanidir. Buradan aL # 0 elde ederiz.

Simdi L'nin R’de bir genis sag ideal oldugunu gosterelim. I, R'nin sifirdan farkh bir sag
ideali olsun. Amacimiz I N L # 0 oldugunu gostermektir. al = 0 ise bu durum gergeklesir.
al # 0 olsun. al, M’nin sifirdan farkli bir altmodiilii ve K <., M oldugundan al N K # (/
dir. Buradan bir z € [ i¢in ax, K’'mn sifirdan farkli bir elemanidir ve = € L olur. Boylece

INL#0 elde edilir. OJ

Asagida verecegimiz Onerme, bir modiiliin genig altmodiillerini elde etmekte onemli

bir yoldur.

Tanim 2.4.5 A, M’nin bir altmodiilii olsun. M’nin herhangi bir C' altmodiilii, ANC =0

ozelligine gore maksimal ise C’ye, A’nin M ’deki dik tamlayany (direct complement) denir.

Zorn Onteoreminden her A < M altmodiiliiniin M’de bir dik tamlayan1 vardir.

Gergekten; A ve B R'nin AN B = 0 olacak gekilde iki altmodiilii olsun.
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S={K<M:ANK=0, BC K}

kiimesine Zorn Onteoremini uygularsak, M'nin ANC = 0 ve B C C olacak sekilde bir C

maksimal altmodiiliinii elde ederiz. C';, A'min M’deki dik tamlayandir.
Onerme 2.4.6 A < M olsun. C, A’nain M ’deki dik tamlayany ise A ® C <, M ’dir.

Ispat: M’nin sifirdan farkli her T altmodiilii i¢in (A @& C)NT # 0 oldugunu gosterelim.
Aksini kabul edelim. C'NT" = 0’dur.
Iddia: AN (C®T) = 0'dur.

ac€c AN(CaT)alalm. Birc € C vet € T i¢in a = ¢+t seklindedir ve t = a — ¢ €
(A® C)NT = 0 oldugundan ¢ = 0’dir. Boylece a = ¢ € AN C = 0 olur ki buradan
a = 0’dir. Iddia gerceklenmis olur. Fakat C', ANC = 0 olacak sekildeki maksimal altmodiil
oldugundan C' = C@® T olmahdir. Yani 7" C C' ve boylece CNT =T = 0 olur ki bu T # 0
olmasi ile ¢eligir. Her 0 # T < M igin (A C)NT # 0dir. Ad C <, M elde edilir. O

R bir asal halka ise, R’nin sifirdan farkh her ideali sag ideal olarak genistir. Gergekten;
I, R asal halkasinin sifirdan farkli bir ideali ve R’ nin sifirdan farkli bir J sag ideali igin
INJ =0ise JI =0 olur. 0 ideali R’de asal ideal oldugundan I = 0 veya J = 0 elde
ederiz ki bu bir celigkidir. Yani / sag ideal olarak genigtir.

Tanim 2.4.7 R bir halka olmak iizere e? = e olacak sekildeki e € R elemanina eskare
(idempotent) eleman denir. Buna ek olarak her r € R icin er = re oluyorsa e’ye merkez

eskare (central idempotent) eleman denir. Bir halkada 0 ve 1 her zaman egkare elemandir.

Onerme 2.4.8 I, R’nin siferdan farkl bir sag ideali olsun.

I, R’nin bir dik toplananidir < I = eR olacak sekilde bir e € I eskare elemant vardur.

Ispat: I <g R yani, R’'nin R = I & J olacak sekilde bir J ideali var olsun. Bu durumda
1 = e; + ey olacak sekilde e; € I ve e; € J vardir. Herhangi bir a € [ i¢in a = eja + esa
yvazariz. Buradan a — eja = esa € I N J = 0 olur. Yani a = eja’dir. Buradan [ = e1 R
oldugu kolayca gosterilebilir.
Simdi e; € I'nin bir egkare eleman oldugunu gosterelim. 1 = e; + e; oldugundan
e1 = ejeq + eger’dir. Buradan e; — e? = eqe; € I N J = 0 oldugundan e; = ¢? elde ederiz.
Tersine; e € R egkare eleman ve I = eR olsun.

Iddia: R = eR @ (1 — ) R'dir.
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Oncelikle eR N (1 —e)R = 0 oldugunu gosterelim. Bir z € eRN (1 —e) alalim. = € eR
ve z € (1 —e)R olur. O halde z = et ve x = (1 — e)k olacak sekilde ¢,k € R vardir.
Buradan;

et=k—ek=e(t+k)=k=e*(t+k)=ck=et+ek=ck=et=0= x=0olur.

Ayrica her r € R igin r = er + (1 — e)r oldugundan R = eR + (1 — e)R elde edilir. O

Tanmim 2.4.9 I, bir R halkasinin (sag) ideali olmak iizere her x € I igin 2™ = 0 olacak
sekilde bir n € N bulunabiliyorsa I’ya nil (sag) ideal denir. Eger I = 0 olacak gekilde
bir n € N bulunabiliyorsa I’ya tstel sifir (nilpotent) (sag) ideal denir.

Tanim 2.4.10 M herhangi bir sag R-modiil olsun.
Z(M)={m e M | mI =0 olacak gekilde I <., Rp vardir}
seklinde tanimh kiimeye tekil altmodiili (singular submodule) denir.

Tanim 2.4.11 Z(M) = M ise M’ye tekil (singular) modil, Z(M) = 0 ise M’ye tekil

olmayan (non-singular) modil denir.
Tanim 2.4.12 R bir halka olmak {izere;
Z(R) ={r € R|rK = 0 olacak sekilde R’nin bir genig ideali K vardir}

seklinde tammh kiimeye R’nin sag tekil ideali (right singular ideal) denir. Sol tekil ideal
de benzer gekilde tanimlanir. Eger Z(R) = 0 ise R’ye sag (sol) tekil olmayan halka denir.

Bagka bir ifadeyle; bir z € R i¢in x € Z(R) olmas i¢in gerek ve yeter kosul r(x)’in
R’nin bir genig ideali olmasidir. Ayrica, Z(R) sag (sol) tekil ideali R’'nin bir ¢ift yonli
idealidir.

Agagida ispatlayacagimiz birkag teorem ve sonug, ileride verecegimiz Goldie teoremleri

ve baz1 yararh sonuglari i¢in gerekmektedir.

Teorem 2.4.13 (Mewborn and Winton) R sag sifirlayicilary dzerinde artan zincir

kosulunu saglayan bir halka ise R’nin saqg tekil ideali tistel sifirdur.

ispat: Ispat boyunca kolaylik saglamasi acisindan R’nin sag tekil ideali Z(R)’yi Z ile
gosterecegiz. Z O Z% D --- oldugundan r(Z) C 7(Z?) C --- olur. Teoremin hipotezinden
r(Z™) = r(Z"*1) olacak gekilde bir n pozitif tamsayis1 vardir. Z"*! # 0 oldugunu kabul
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edelim. O halde Z™a # 0 olacak gekilde bir a € Z vardir. a elemanini r(a) maksimal
olacak sekilde secelim. Bir b € Z alirsak r(b), R'nin bir genis sag ideali olur. Dolayisiyla
aRNr(b) # 0’dir. Buradan ar # 0 ve ar € r(b) olacak sekilde bir r € R vardir ve bar =0
elde edilir. Ayrica ba € Z ve r(a) C r(ba) oldugunu biliyoruz. ar # 0 ve bar = 0 olusu
r(a) G r(ba) olmasmi gerektirir. a’nin se¢iminden bu bir ¢eligkidir. Boylece yine a’nin
seciminden Z"ba = 0 olur. b € Z keyfi bir eleman oldugundan Z"*'a = 0 ve dolayisiyla
Z"a = 0 elde ederiz. 0J

2.5 Yaribasit Halka ve Modiiller

Bu béliimdeki tanim ve teoremler icin [11] kaynak alinmigtir.

Tanim 2.5.1 Bir 0 # A modiiliiniin agikar olmayan hicbir altmodiilii yoksa A’ya basit

modil (simple module) denir.

Tanim 2.5.2 A modiiliiniin sokulu A'nin tiim basit altmodiillerin (dik) toplami, ayni
zamanda tiim genis altmodiillerinin arakesitidir ve Soc(A) ile gosterilir. (Soc(A) = 0

olmasi i¢in gerek ve yeter kogul A’min hig basit altmodiiliiniin olmamasidir.)

Tanmim 2.5.3 Bir A modiilii i¢in Soc(A) = A oluyorsa yani, {7, }aer, A modiiliiniin basit

altmodiillerinin ailesi olmak iizere, A = @ __, T, yazihim varsa A’ye yaribasit modiil

aEA

(semisimple module) denir.
Bu tanimdan her basit modiiliin yaribasit modiil oldugu agikardir.

Onteorem 2.5.4 (Modiiler Kurali) A bir R-modil ve B,CveD A modiliniin birer

altmoduld olsun.
B<D = (B+C)nD=B+(CnD)dir.

Ispat: |3, Teorem 2.1.12] O

Tanmim 2.5.5 A bir R—modiil, {4; | i € I} A modiiliiniin altmodiillerinin bir ailesi olsun.

Eger A;’lerin toplami bir dik toplamsa yani, A; N (D> Ax) = 0 ise {A4; | i € I} ailesine
ik

bagimsiz aile (independent family) denir.

Onerme 2.5.6 Bir A modilinin yaribasit olmasi icin gerek ve yeter kosul A’min her

altmodiiliiniin A'nin bir dik toplanant olmasidar.
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Ispat: A modiilii yaribasit ve B, A'nin bir altmodiilii olsun. Zorn Onteoreminden A’nin,
oyle bir C' altmodiilii vardir ki C, BN C = 0 ozelligi ile maksimaldir. (C, B’nin A’daki
dik tamlayamdir.)

Iddia: A = B & C’dir.

B@® C < A olsun. Bu durumda A'nin bir basit altmodiilii S vardir ki S £ B @ C’dir.
Buradan S N (B @& C) # S olur. S basit altmodiil oldugundan S N (B & C) = 0'dur.
Dolayisiyla S+ (B @ C') bir dik toplamdir. Yani {S, B, C'} bagimsizdir. Buradan BN (C' @
S) = 0 elde edilir. Fakat bu durum C’nin maksimal olusuyla gelisir.

Tersine, A'nin her altmodiilii A'nin bir dik toplanani olsun. Ozel olarak A’nin bir B
altmodiilii igin A = Soc(A)@® B yazilabilir. B # 0 oldugunu kabul edelim. C, B’'nin sifirdan
farkli bir devirli altmodiilii ve ¢, C'nin bir fireteci olsun. {X | X C cR, ¢ ¢ X} kiimesine
Zorn Onteoremini uygularsak C’nin Gyle bir M altmodiilii vardir ki M, ¢ ¢ M ozelligi
ile maksimaldir. Bu durumda M, C’nin bir maksimal 6z altmodiilii olur. Kabulden A’nin
bir N altmodiilii icin A = M @ N’dir. Buradan M < C oldugundan Onteorem 2.4.4’den
C=CN(M&N)=Ma& (CnNN) elde ederiz. Ayrica C N N = C/M’dir ki buradan
C'N N, A'nin bir basit altmodiiliidiir. Yani C NN < Soc(A)’dir. CN'N < B oldugundan,

bu durum miimkiin degildir. B = 0 olmalidir. 0J

Sonug 2.5.7 Yaribasit bir modiilin her alt modiili yaribasittir.

ispat: A bir yaribasit modiil C, A’nin bir altmodiilii ve B de C’nin bir altmodiilii olsun.
Bu durumda B, A’nin bir dik toplananidir. A’nin bir D altmodiili icin A = B & D
yazilabilir. Buradan Onteorem 2.5.4'den C' = C'N (B @ D) = B@ (CN D) elde ederiz. B,
C'nin bir dik toplanani olur. Onerme 2.5.6’dan C' yaribasittir. U

Teorem 2.5.8 |11, Teorem 4.4]| Bir R halkas i¢in asagrdaki ifadeler denktir.

(1) Tim sag R-modiller yaribasittir.
(2) Tiim sol R—modiiller yaribasittir.
(3) Rpg yaribasittir.
(4) rR yaribasittir.

(5) R =0°dwr ya da her i = 1---k i¢in D; bir bolimli halka ve n; bir pozitif tamsay:

olmak tizere,
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R = M, (D) x M,,(Dy) x --- x M,, (Dy)

seklindedir. (Burada M, (Dy), Dy bolimli halkasi izerinde taniml olan ny x ny lik mat-

rislerin halkasidar.)

Tanim 2.5.9 Yukaridaki teoremin kogullarini saglayan bir halkaya yaribasit halka (semisimple

ring) denir.

Teorem 2.5.10 (Wedderburn Artin Teoremi) Bir R halkast i¢in asagidaki ifadeler
denktur.

(1) R sag Artindir ve J(R) = 0’dur.
(2) R sol Artindir ve J(R) = 0’dur.

(3) R yaribasittir.

Ispat: (1) = (3): B={I | I R'de sag ideal ve R/I bir yaribasit modiil } olsun. R € B
oldugundan B # (’dir. R sag Artin oldugundan B’nin bir minimal elemam vardir. Bu
elemana K diyelim. K # 0 ise J(R) = 0 oldugundan R'nin, K ¢« M olacak sekilde bir M

maksimal sag ideali vardir. M maksimal oldugundan K + M = R ve boylece
R/(KNM) = (R/K) & (R/M)

olur. Buradan R/(K N M) yaribasittir. Bu durum K’nin B’de minimal oluguyla geligir.
Yani K = 0 olmalidir. O halde Ry yaribasittir.

(3) = (1): Rg yaribasit oldugundan, her 7 i¢in S; bir basit sag R—modiil olmak iizere
Rr =518 S @®--- @S, olacak sekilde yazilir. (Rg sonlu tiretilmig oldugundan bu dik
toplam sonlu olmak zorundadir.) Her 7 icin S; Artin oldugundan Onerme 2.1.11'den R
sag Artindir. Her bir r(S;) sag sifirlayicist R’nin bir sag ilkel ideali oldugundan J(R)’yi
icerir. Dolayisiyla her i i¢in S;J(R) = 0’dwr. Buradan J(R) = 0 elde ederiz.

(2) & (3): Sag i¢in yapilan ispat sol i¢in de uygulanabilir. O

Teorem 2.5.11 [11, Sonug 4.17] (Noether) Bir R halkasi i¢in asaqudaki ifadeler
denktur.

(1) R sag Artin ve yarasaldir.

(2) R sol Artin ve yariasaldur.
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(3) R yaribasittir.

Sonug 2.5.12 |11, Sonug 4.18] Bir R halkas i¢in asagidaki ifadeler denktir.
(1) R asal ve sag Artindir.
(2) R asal ve sol Artindir.
(3) R basit ve sag Artindir.
(4) R basit ve sol Artindir.
(5) R basit ve yaribasittir.
(6) Bir D bilimli halkast ve n pozitif tamsayisi icin R = M, (D) dir.

Tanim 2.5.13 Yukaridaki sonucun kogullarini saglayan halkaya basit Artin halka (simple

Artinian ring) denir.

2.6 Bolum Halkalar:

Bu boéliimde [4] ve [16] kaynak olarak kullanilmigtar.

Tanim 2.6.1 R bir halka olsun. Agagidaki kogullari saglayan @) halkasina (eger varsa)

R’nin bir sag bolim halkasy (right quotient ring) denir.

(1) R, @nun bir althalkasidur.
(2) R'nin her regiiler eleman1 ()’da tersinirdir.

(3) @Q’'nun her elemani a,c € R ve ¢, R'de regiiler olmak iizere ac™! formundadir. (Yani

bir regiiler ¢ € R i¢in gc € R'dir.)

Sol boliim halkasi da benzer gekilde tammlanir. (ac™! yerine ca™!)

R’nin sag boliim halkasi, eger varsa, izomorfizma farkiyla tektir. (R'nin herhangi iki sag
boliim halkasi, R iizerine kisitlandiginda birim fonksiyon olan bir homomorfizma altinda
izomorftur.) Ayrica R’nin hem sag hem sol boliim halkasi varsa bunlar egittir. Bunu ileride

ispatlayacagiz.

16



Tanim 2.6.2 @Q’'nun her regiiler elemaninin Q)’da tersi varsa QQ’ya bolim halkasi ( quotient
ring) denir.

R bir halka ve ), R'nin sag boliim halkasi olsun. O halde @ bir béliim halkasidir:
a,c € R ve ¢, R de regiiler olmak iizere ¢ = ac™! € (), @Q’nun bir regiiler eleman1 olsun.
¢’'nun @ da tersinir oldugunu goéstermek icin a’'nin R’'nin bir regiiler elemani oldugunu
gostermek yeterlidir. z € R i¢in xa = 0 olsun. Bu durumda xq = 0 olur. ¢, (Q’da regiiler
oldugundan x = 0’dir. Yani a, R’de sol regiilerdir. Simdi ay = 0 olacak gekilde bir y € R
alalim.

a=qc=qcy =20
=cy=20
=y=0

olur. a, R’de sag regiilerdir.

Tanim 2.6.3 Asagidaki kogullar: saglayan R halkasina, bir ) boliim halkasinda sag diizen
halkasy (right order) denir.

(1) RCQ

(2) @nun her elemam a, c € R ve ¢, R'de regiiler olmak iizere ac™! formundadir. Burada

¢!, ¢ € R regiiler elemaninin Q’daki tersidir.

R, @Q’da bir sag diizen halkas1 ve T, R C T C (@) olacak sekilde bir halka olsun. 7"nin
de Q’da bir sag diizen halkasi oldugu kolayca gosterilebilir.
Diizen halkas1 ve boliim halkas: tamimlarini kiyaslayacak olursak asagidaki durumlar:

elde ederiz.

(1) R’nin sag boliim halkas1 ) ise R, @)’da bir sag diizen halkasidir.

(2) R, @’da bir sag diizen halkasi olsun. @Q'nun, R’nin sag boliim halkasi olmasi i¢in
gerek ve yeter kogul R’nin regiiler elemanlarinin ()’nun elemanlar: olarak da regiiler

olmasidur.

Ornegin; R, Q’da ayni zamanda bir sol diizen halkas: ya da @ Artinse ikinci kosul saglanir.

(Asagidaki dnteoremden sonra bu durumu inceleyecegiz.)
Onteorem 2.6.4 R bir sag Artin halka olsun. Her ¢ € R icin asaqidaki ifadeler denktir.

(1) R’de r(c) = 0’dur.
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(2) ¢, R’nin bir regiler elemanidar.
(3) ¢, R’de tersinirdir.

Ispat: (3) = (2) ve (2) = (1) aciktur.
(1) = (3): r(c) =0

olsun. R'nin sag ideallerinin
cRODAPARDARD ---

seklindeki azalan zincirini ele alalim. R Artin halka oldugundan ¢"R = c¢"™'R olacak
sekilde bir n tamsayis1 vardir. Buradan bir z € R icin ¢ = "'z yazlabilir. Yani;
"(cx — 1) = 0 olur. Ayrica r(c) = 0 olmasi r(¢") = 0 olmasim gerektirir. Boylece cz = 1
olur. O halde c'nin sag tersi vardir.

Simdi 1 = cx ifadesinin her iki tarafin1 sagdan c ile carpalim. ¢ = cxc ve buradan

c(1 —zc) = 0 olur. zc = 1 yani, ¢'nin sol tersi vardir. O halde ¢, R'de tersinir olur. [

Onerme 2.6.4’ten Artin halkalar boliim halkasidir.

Simdi R’nin, ()’da bir sag diizen halkasi oldugunu kabul edelim. ¢, R’nin bir regiiler
eleman1 ve bir ¢ € @ icin c¢ = 0 olsun. a,b € R ve b regiiler olmak iizere ¢ = ab™!
oldugundan;

ca=cgb=0=a=0
=qg=0
elde edilir. Boylece ¢, ()’da sag regiiler olur.

Eger R ayni zamanda ()’da bir sol diizen halkasi ise benzer gekilde c¢'nin sol regiiler
oldugunu gosterebiliriz. Yani ¢, (Q’da regiiler olur.

Eger @ bir Artin halkaysa o zaman Onteorem 2.6.4'ten ¢, Q’da sag regiiler iken regiiler

olur. Boylece her iki durumda da @), R’nin sag boliim halkasidir.

Onteorem 2.6.5 R bir saj Artin halka ve a,b € R olmak iizere ¢ = ab olsun.

c’nin regiler olmasy i¢in gerek ve yeter kosul a ve b’nin regiiler olmasuidur.

Ispat: a ve b regiiler iken ¢’nin regiiler oldugu aciktir.

Tersine; c regiiler olsun. Bu durumda r(b) = 0’dir. Onteorem 2.6.4’ten b, R’de regiiler-
dir. Ayrica b~! € Q ve b™!, R’de regiiler olur. Béylece a = (ab)b™! oldugundan a regiiler
olur. 0J

Asagida tanimlayacagimiz Ore kosulu bir halkanin béliim halkasinin var olup olmadi-

g belirlememizi saglar.
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Tanim 2.6.6 R bir halka ve S, R’ nin bir altkiimesi olsun.
1.0¢S.
2. a,be Siken ab e S.

kogullarini saglayan S’ye carpimsal kapaly kiime (multiplicatively closed set) denir.

Tanim 2.6.7 R bir halka ve S, R’nin bir carpimsal kapali altkiimesi olsun.Verilen x € R
ve a € S igin xb = ay olacak gekilde y € R ve b € S varsa R'ye S kimesi ile sag Ore

kosulunu saglar (right Ore condition) denir. Sol Ore kogulu da benzer gekilde tanimlanir.

Onteorem 2.6.8 R bir halka, S, R’nin bir carpimsal kapaly kiimesi ve I, R’nin S’de
kapsanan bir ideali olsun. Bu durumda,
R halkasi S kiimesti ile (sag) Ore kosulunu saghyorsa R/I halkasy S/1 kiimesi ile (sag)

Ore kosulunu saglar.

Teorem 2.6.9 |6, Syf. 66] R bir halka olsun. Q’nun, R’nin bir sag bolim halkast olmass
icin gerek ve yeter kosul R’nin, C(0) kiimesi ile sag Ore kosulunu saglamasidir yani;

verilen a,c € R ve ¢ € C(0) i¢in ad = cb olacak sekilde b,d € R ve d € C(0) vardur.

Eger sag ve sol boliim halkasi varsa egittir ve kisaca R'nin béliim halkasidir denir.
Gercekten, R bir halka ve ), R'nin sag boliim halkasi olsun. Kabul edelim ki R sol Ore
kogulunu saglasin, (yani R’nin bir sol boliim halkas: var olsun). Q’'nun ayni zamanda R’nin

sol béliim halkasi oldugunu gosterelim. g € ) olsun. O halde,
1

a,c € R ve c € C(0) olmak {izere ¢ = ac™

olur. R sol Ore kogulunu sagladigindan, da = be olacak gekilde b € R ve d € C(0) vardur.
Buradan ¢ = ac™! = d~'b olur.
Simdi @), R'nin bir sag boliim halkas1 ve I, (Q’nun bir sag ideali olsun. ¢ € [ ise R’nin

bir regiiler elemani c icin qc € R’dir. Buradan;
g=qgcct, gqceINR ve cleq
olur. I C (I N R)Q elde edilir. Ayrica (I N R)Q C I oldugu kolayca gosterilebilir. Yani,

(INR)Q=1I
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elde edilir. Bu egitlik R’nin bazi 6zelliklerini ()’ya aktarmamiz1 saglayacaktir.

Ornegin; R yariasal, asal, basit, sag Noether, sag Artin veya sonlu Goldie boyutuna
sahipse (bir sonraki boliimde verilecek) @ halkasimin da aym ozelliklere sahip oldugunu
soyleyebiliriz.

R’nin sag boliim halkasinin herhangi sonlu alt kiimesinin elemanlarini ayni payda ile
kesir seklinde yazabiliriz: ¢1,q € @ olsun. O halde R'nin Oyle ¢, ¢y regiiler elemanlar:
vardir ki q1cq € R ve qaco € R'dir. ¢ ve ¢2’yi ortak bir ¢ paydasi ile kesir olarak yazmak
icin ¢;¢ € R ve goc € R olacak sekilde R’nin bir ¢ regiiler elemanini bulmaliyiz. Bunun
icin de ¢y R N coR'nin bir ¢ regiiler elemanini igerdigini gostermek yeterlidir. R sag Ore
kosulunu sagladigindan ve ¢y regiiler oldugundan, c;xy = coxs olacak sekilde z1, 29 € R
ve x1 € C(0) vardir. ¢ = ¢z alirsak, ¢ regiiler ve ¢ € ¢y RN ¢y R olur.

Bu durumu @’nun elemanlarinin sonlu bir altkiimesine genisletebiliriz.

Sonug 2.6.10 [16, Sonug 1.1.9] R, Q nun bir sag dizen halkasi ve I, R’nin bir sag ideali
olsun.

IQ={ac'| a€l,ce R vec, Rde regiiler}

Teorem 2.6.11 R bir halka, Q R’nin sag Noether bir sag bélim halkasy ve I, R’nin bir

ideali olsun. Bu durumda 1Q, Q’nun bir idealidir.

Ispat: Amacimiz QIQ C IQ oldugunu gostermektir. Q’'nun her elemani, r,c € R ve c,
R de regiiler olmak iizere rc¢=! formundadr.
Dolayisiyla R’nin her ¢ regiiler elemani icin ¢ 11Q) C IQ oldugunu gostermek yeterlidir.

cI C I oldugundan I C ¢~ 'I olur. Béylece;
IQC e IQCe?QC PIQC -

seklinde artan zincir elde ederiz. @ sag Noether oldugundan ¢ "IQ = ¢~ ™tV IQ olacak
sekilde bir n pozitif tamsayis1 vardir. Her iki tarafi soldan ¢” ile carparsak IQ = ¢ '1Q
elde ederiz. 0J

2.7 Goldie Teoremleri
Bu boéliimde [4] ve [16] kaynak olarak kullanilmigtar.

Tanim 2.7.1 e U sifirdan farkli bir R—modiil olsun. Eger U’'nun herhangi iki sifir-
dan farkli altmodiiliiniin arakesiti sifirdan farkliysa, yani U’'nun sifirdan farkli her

altmodiilii U’da genigse U'’ya diizgiin modiil (uniform module) denir.

20



e M bir R-—modiil olsun. Eger M, sifirdan farkh altmodiillerinin sonsuz dik toplamini
icermiyorsa M’ye sonlu Goldie boyutuna sahiptir (finite Goldie dimension) denir.

M modiilii Noether veya Artinse, sonlu Goldie boyutuna sahiptir.

e Bir R halkasi, R—modiil olarak sonlu Goldie boyutuna sahipse R’ye sonlu Goldie

boyutuna sahiptir denir.

e Eger R sonlu sag Goldie boyutuna sahip ve sag sifirlayicilar: {izerinde artan zincir
kogulunu saghyorsa, R'ye saj Goldie halkasi (Goldie ring) denir. Bir sag Noether
halka, sag Goldie halkasidir. Fakat herhangi degismeli tamlik bolgesi bir Goldie

halkas! oldugundan tersi her zaman dogru degildir.

M sonlu Goldie boyutuna sahip bir modiil olsun. M’nin her altmodiilii sonlu Goldie
boyutuna sahiptir. Fakat bu durum M’nin herhangi boliim modiilii i¢in dogru degildir.
Ornegin; Q'nun bir Z-modiil olarak Goldie boyutu 1°dir. Fakat Q/Z sonlu Goldie boyutuna
sahip degildir.

Agagidaki 6nteorem Goldie teoremlerinin ispati i¢in gerekli olmasa da sonlu Goldie

boyutuna sahip modiillerin temel 6zelliklerini ifade etmektedir.

Onteorem 2.7.2 4, Onteorem 1.9] M ssfirdan farkle bir sag R— modil olsun.

(1) M sonlu Goldie boyutuna sahipse M 'nin sifirdan farkly her altmodili bir dizgin
altmodiil icerir. Ayrica M 'nin, toplamlar: dik ve M ’de genis olan sonlu tane diizgin

altmoduld vardsr.

(2) Uy, - ,U,, Mnin, Uy + --- + U, toplamu dik ve M 'nin genis altmodili olacak
sekilde dizgin altmodiiller: olsun. Bu durumda M sonlu Goldie boyutuna sahiptir

ve n sayist U 'lerin seciminden bagimsizdar.

Tanim 2.7.3 Onteorem 2.7.2°'de belirtilen n sayisina M'nin Goldie boyutu (Goldie di-

mension) denir ve dimM ile gosterilir.

Onerme 2.7.4 R sonlu saj Goldie boyutuna sahip bir halka ve ¢, R’nin bir saj regiiler

elemant olsun. Bu durumda cR, R’nin bir genis sag idealidir.

Ispat: I, R'nin bir sag ideali ve cR N I = 0 olsun. Bu durumda,

I+cl+cA1+--
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toplam1 diktir. R sonlu Goldie boyutuna sahip oldugundan ¢"I = 0 olacak sekilde bir n

pozitif tamsayisi vardir. ¢ sag regiiler oldugundan;
M =0,"2=0--,cl =

olur. Sonug olarak I = 0’dir. U

Onteorem 2.7.5 R sonlu sag Goldie boyutuna sahip bir sag tekil olmayan halka olsun.

Bu durumda R’nin sag regiiler elemanlary regilerdir.

Ispat: c € R sag regiiler olsun. Onerme 2.7.4’ten cR, R’'nin genis sag idealidir. Ayrica
l(¢) = l(cR) oldugu kolayca gosterilebilir. y € [(c) alalim. ycR = 0 ve cR, R'nin genig
sag ideali oldugundan y € Z(R)’dir. R sag tekil olmayan halka oldugundan y = 0 olur.
Istenen elde edilir. O

Sonug 2.7.6 R bir yarasal sag Goldie halkasy olsun. Bu durumda R’nin sag regiiler

elemanlary regiilerdir.

Ispat: Teorem 2.4.13'ten R'nin sag tekil ideali iistel sifirdir. O halde (Z(R))" = 0 olacak
sekilde bir n pozitif tamsayis1 vardir. R yariasal oldugundan Z(R) = 0 olur. O halde R

sag tekil olmayan halkadir. Onteorem 2.7.5’ten, R'nin sag regiiler elemanlar regiiler olur.

OJ

Teorem 2.7.7 R sag sifirlayicilar: ile artan zincir kosulunu saglayan bir yariasal halka

olsun. Bu durumda R’nin sifirdan farkl nil tek yonli ideali yoktur.

Ispat: I, R'nin sifirdan farkl bir tek yonlii ideali ve 0 # a € I, r(a) maksimal olacak
sekilde bir eleman olsun. R yariasal oldugundan axa # 0 olacak gekilde bir x € R vardur.
Dolayisiyla axa, I'nin sifirdan farkli bir elemanidir ve r(a) C r(axa)’dir. a’nin se¢iminden
dolay1 r(a) = r(azxa) olmahdir. Ayrica ax # 0 yani, z ¢ r(a) dwr. Boylece = ¢ r(aza) ve
(ax)? # 0’dir. Buradan zaz ¢ r(a) yani (ax)® # 0’dir. Boyle devam edersek; I'nin elemani
olan az’in (benzer gekilde za) iistel sifir eleman olmadigim goriiriiz. O halde I nil ideal

olamaz. ]

Teorem 2.7.8 R bir yariasal sa§ Goldie halkast ve I, R’nin bir genis sag ideali olsun.

Bu durumda I, R’nin bir regiiler elemanins i¢cerir.
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Ispat: R'nin bir sag regiiler eleman icerdigini gosterirsek Sonug 2.7.6’dan bir regiiler
eleman igerdigini gostermis oluruz. Teorem 2.7.7°den [ nil ideal degildir. a;, I'nin 7(a;)
maksimal olacak gekilde iistel sifir olmayan bir elemani olsun. r(a;) C r(a?) ve a? € [
iistel sifir degildir. a,’in se¢iminden r(a;) = r(a?) olmahdir.

r(a;) = 0 ise istenen elde edilir. 7(a;) # 0 olsun. O zaman r(a;) N1 # 0°dir. as,
r(ay) N I'min distel sifir olmayan bir elemani olsun. as’yi 7(ag) maksimal olacak gekilde
secelim. Benzer sekilde r(az) = r(a3) olmahdir.

1.1ddia: a1 R + asR toplam diktir.

r1,7e € R i¢in a;r; = agre olsun. as € r(a;) oldugundan ajas = 0’dir. O halde
a%rl = 0’dir. Buradan da a;7; = 0 elde ederiz. a1 RNasR = 0’dir. Yani a; R+ as R toplami
diktir.

Buradan r(a; + ag) = r(a1) N r(ag) oldugu gosterilebilir.

Eger r(ay + ay) = 0 ise istenen elde edilir. r(a; + ag) # 0 olsun. as, r(a; + az) N I'nin
tistel sifir olmayan bir elemani olsun. a3’i r(a3) maksimal olacak sekilde secelim. Benzer
sekilde r(a3) = r(a3) olmahdir.

2.1ddia: a1 R + asR + asR toplam diktir.

1,79, € Rigin azx = ajr; + agry olsun. ag € r(a; + az) = r(ay) Nr(ag) oldugundan
aras = ayaz = asaz = 0’dir. Boylece ayr; = aore = 0 elde edilir. asxz = 0 ve buradan da

(a1 R + ayR) NagR = 0'dir. Istenen elde edilir. Bu bilgiden,
r(a; + as + az) = r(a;) Nr(az) Nr(asz)

oldugu gosterilebilir. R sonlu Goldie boyutuna sahip oldugundan bu iglem sonlu adimda

durmalidir. Yani I'nin 6yle aq,--- , a, elemanlarini buluruz ki
r(ap+---+a,) =0
olur. Sonug 2.7.6’dan bu eleman ayni zamanda regiilerdir. 0
R bir yariasal halka, A ve B, R'nin AB = 0 olacak sekilde iki sag ideali olsun.
(BA? =0 ve (ANB)?>=0

oldugundan BA =0 ve AN B = 0 elde ederiz.
Simdi I, R'nin bir ideali olsun. I.r(I) = 0’dir. Yukaridaki bilgiden r(7).I = 0 olur.
Benzer gekilde 1.[(I) = 0’dir. Béylece r(1) = I(I) elde edilir.

Simdi Goldie’nin yariasal ve asal halkalar iizerindeki 6nemli teoremlerini ispatlayalim.
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Teorem 2.7.9 (Goldie) R bir halka olsun. R’nin yaribasit Artin bir sag bolim halkasina

sahip olmast icin gerek ve yeter kosul R’nin yarwasal sa§ Goldie halkast olmasuidar.

ispat: R yanasal sag Goldie halkasi, a, ¢ € R ve ¢, R’de regiiler olsun. Onteorem 2.7.4’ten
cR, R'nin bir genis sag idealidir. O halde Onteorem 2.4.4ten 0 # a € R icin aL C cR
olacak gekilde bir L genig sag ideali vardir. Ayrica K = {r € R | ar € cR} kiimesi de
R’nin bir genis sag idealidir.

Boylece Teorem 2.7.8’den K, R’nin bir regiiler elemanini icerir. Bu elemana d diyelim.
Yani ad € cR olacak gekilde bir d € R regiiler elemani vardir. O halde R halkas1 regiiler
elemanlariyla sag Ore kogsulunu saglar ve boylece bir sag boliim halkasina sahiptir. R'nin
sag boliim halkasini @) ile gosterelim.

(Q’nun yariasal oldugunu biliyoruz. A ve B, ’'nun B C A olacak sekilde iki sag ideali
ve BN R, AN R’nin genig sag R-altmodiilii olsun. A = B oldugunu gosterelim. Bir
r € AN R alahm. BN R <. AN R oldugundan Onteorem 2.4.4’ten R'nin, xtK C BN R
olacak sekilde bir genis sag ideali K vardir. Ayrica Teorem 2.7.8’den K, R’nin bir regiiler

elemanini icerir. Bu elemana c diyelim. Boylece;
rc€ BNR ve x=xcc ' €(BNR)Q=DB
olur. AN R C B ve buradan da A = (AN R)Q C B elde ederiz.

A12A22A32

@’nun sag ideallerinin kesin azalan bir zinciri olsun. Her ¢ i¢in R’nin
Xi Q RﬂAZ ve sz (RﬂAerl) =0

olacak gekilde sifirdan farkli X; idealleri mevcuttur. Gergekten, X; C R N A; olan her
sifirdan farkh X; ideali i¢in X; N (RN A;41) # 0 olsaydi, A;.1 N R <. A;N R olurdu. Ayrica
Aiy1 € A; oldugundan bir onceki paragraftan A;;.; = A; olurdu. Bu durum A;’lerin
birbirinden farkli olmasiyla celigir.

Ayrica Xy + Xo + - -+ toplam diktir ve R sag Goldie halkasi oldugundan bu toplam
sonludur. Dolayisiyla her X; idealine karsihik bir A; ideali var oldugundan sonlu tane
A; ideali olmalidir. Boylece @ sag Artindir. () yariasal ve sag Artin halka oldugundan
yaribasit Artindir.

Tersine (), R'nin yaribasit Artin olan bir béliim halkasi olsun. @) sol sifirlayicilar:

ile azalan zincir kogulunu (DCC) sagladigindan buna denk olarak, sag sifirlayicilar ile
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artan zincir kogulununu (ACC) saglar. Dolayisiyla R de sag sifirlayicilan ile artan zincir
kogulunu saglar. Ayrica A ile B, R’'nin A N B = 0 olacak gekilde iki sag ideali iken
AQ N BQ = 0’dir. Bunu kullanarak R’'nin sonlu sag Goldie boyutuna sahip oldugunu
gosterelim. Her 7 icin B;’ler R’nin sifirdan farkl idealleri ve By @ By @ --- C R olsun. Her
t # j i¢in B; N B; = 0’dir. Buradan B;Q N B;Q = 0’dir. Yani;

BiQ + BoQ + BsQ - --

toplamu diktir. @ sag Artin oldugundan Teorem 2.1.11°den sag Noetherdir. O halde sonlu
Goldie boyutuna sahiptir. Dolayisiyla B;’lerin sayisi sonlu olmalidir.

Simdi R’nin yariasal oldugunu gosterelim. N, R'nin N? = 0 olacak sekilde bir ide-
ali olsun. Oncelikle Q'nun, QNQ = eQ olacak gekilde bir e merkez egkare elemaninim
var oldugunu gosterelim. Onerme 2.4.8’den @ yaribasit ve QNQ, Q’nun bir sag ideali
oldugundan @Q'nun QNQ = eQ olacak sekilde bir e eskare elemani vardir. QNQ ayni
zamanda @'nun sol ideali oldugundan, Onerme 2.4.8’in sol versiyonundan QNQ = Qf

olacak sekilde bir f egkare elemani vardir. Hatta e = f ve e merkez egkaredir.

Gergekten;
c€QNQ=Qf=e=qf, qel
=ef =qf*=qf
=e=cf

olur. Benzer sekilde;
fEQNQ=eQ= f=¢eq, ¢ €Q
=ef =e%¢ =eq
=ef=Ff

olur. Yani, e = f ve eQ) = Qe elde ederiz. Sonuc olarak e € () merkez eskare elemandir.
e=zymy +- -t Tmye ; Ty €Q , i €N

olacak gekilde yazilir. Her 7 igin y;’ler ayn1 payda ile kesir olarak yazilabildiginden, R’nin

bir ¢ regiiler eleman1 ve a; € R icin y; = a;c~V’dir. Boylece ec € QN olur. O halde,
ecN € QN?=0=0=ecN =ceN = eN =0

olur. N C QNQ yani, N C e oldugundan N = eN = 0 elde edilir.
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Teorem 2.7.10 (Goldie) R bir halka olsun. R’nin basit Artin bir sag bolim halkasina

sahip olmast icin gerek ve yeter kosul R’nin asal sa§ Goldie halkast olmasidar.

Ispat: R bir asal sag Goldie halkasi olsun. O halde R yariasaldir ve Teorem 2.7.9’dan
R’nin bir yaribasit Artin boliim halkasi mevcuttur. R’nin boliim halkasina @) diyelim ve
(Q’nun basit oldugunu gosterelim.

I, Q)’nin sifirdan farklh bir ideali olsun. O halde I N R, R’nin sifirdan farkh bir idealidir.
Bir asal halkanin sifirdan farkl her ideali tek yonlii ideal olarak, genig oldugundan INR bir
sag ideal olarak genigtir. O halde Teorem 2.7.8’den bir regiiler eleman igerir. Bu elemana c
diyelim. Fakat ¢, Q’da tersinirdir. I ideali tersinir eleman icerdiginden I = Q olur. Istenen
elde edilir.

Tersine; (), R'nin basit Artin olan bir sag boliim halkasi olsun. O zaman () yaribasit
Artindir. Yani, R'nun asal halka oldugunu gostermek yeterlidir. Ispat1 Teorem 2.7.9’a
benzer gekilde gerceklestirecegiz. A ve B, R'nin iki ideali, AB =0 ve A # 0 olsun. B =0
oldugunu gosterelim.

QRAQ = eQ olacak sekilde bir e € () merkez egkare eleman bulabiliriz.
e=zimyr+ -t Taye ;5 T,y €Q ve a; €A

olacak gekilde yazilir. ec € QA olacak sekilde bir ¢ € R regiiler eleman1 vardir. AB = 0
oldugundan ecB = 0’dir. e € ) merkez eskare eleman oldugundan ce B = 0 olur. c regiiler

oldugundan eB = 0 elde edilir.
BCQBQ=eQQ= B CeB
olur. eB = 0 oldugundan istenen elde edilir. 0

Simdi zincir kogullar1 béliimiinde Noether halkada herhangi idealler icin vermis ol-
dugumuz Onerme 2.1.2'nin, asal Goldie halkasinda genis idealler icin dogru oldugunu
gosterecegiz. Bu teorem Asano diizen halkalarinin yerellegtirilmesi konusunda kullanila-

caktir.

Teorem 2.7.11 R bir asal sag Goldie halkast olsun. Asagqidaki ifadeler denktir.
(a) R genis sag idealleri ile artan zincir kogsulunu saglar.
(b) R’nin genis sag ideallerin bostan farkl bir ailesinin bir maksimal elemany vardar.
(¢c) R’nin genis sag idealleri sonlu tretilmistir.
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Ispat: (a) = (b): R genis sag idealleri ile artan zincir kosulunu saglasm ve A, R’nin
genig sag ideallerinin bogtan farkl bir ailesi olsun. Amin maksimal elemani olmasin. Bir
A; € Aalalim. A; € A maksimal olmadigindan A, > A; olacak sekilde bir Ay € A vardir.

Bu igleme devam edilirse R'nin genis sag ideallerinin,
Al <Ay <Az < ---

seklinde sonsuz artan zincirini elde ederiz. Bu da kabuliimiizle ¢eligir.
(b) = (¢): B, R’nin bir genis sag ideali ve B, R'nin B’de genis olan tiim sonlu iiretilmis
ideallerinin ailesi olsun. R asal sag Goldie halkasi oldugundan B bir regiiler eleman igerir.

Bu elemana c diyelim. Ayrica,
cRCB ve cR<.R

olur. Bu durumda ¢R <, B ve cR sonlu iiretilmigtir. Dolayisiyla B # (’dir. (b)’den B bir
maksimal eleman icerir. Bu elemana C' diyelim. C' # B ise bir x € B/C eleman1 vardur.
C', R'nin, B’de kapsanan, C' ve z ie iiretilen bir ideali olsun. C € C' € B ve C <, B
oldugundan ¢’ <, B elde ederiz. C' € B ve ¢’ > C olmasi C’nin maksimal olusuyla
celisir. Boylece C' = B olur. B sonlu iiretilmigtir.

(¢) = (a): By < By < -+ R'nin genis sag ideallerinin bir artan zinciri olsun.
B =J B,, diyelim. (c¢)’den B sonlu iiretilmistir. X, B’nin sonlu bir iirete¢ kiimesi olsun.
X sonlu oldugundan bir B,, kiimesinde kapsanir. Boylece B = B,, dir. Dolayisla her m > n
icin B,, = B,,’dir. Istenen elde edilir. ]

2.8 Kismi Boliim Halkalar: ve Yerellestirme
Bu boéliimde [16] ve [4] kaynak olarak kullanilmigtar.

Onerme 2.8.1 S, R’nin bir carpumsal kapaly kiimesi ve R, S’nin elemanlars ile saj Ore

kosulunu saglasin. O zaman;

I'={x € R:birseSiginzrs=0}
R'nin bir ¢ift yonli idealidir.
ispat: x,y € I ve a € R alalim. O halde s1,s9 € S icin xs; = yso = 0 dir. s,h € S
icin $18 = s9h oldugunu kabul edelim. Bu durumda (x + y)s;s = 0 ve (z £ y) € I olur.

Simdi bir s* € S igin as* = sja* olsun. Buradan (za)s* = 0 olur. Yani, xa € I'dir. Ayrica

(ax)s; = 0 oldugundan ax € I olur. Boylece I, R'nin bir ¢ift yonlii idealidir. O

27



Onerme 2.8.2 R saj sifirlayicilars ile maksimum kosulunu ve bir ¢arpymsal kapale S
kiimesinin elemanlary ile sag Ore kosulunu saglayan bir halka olsun. Bu durumda, S nin

elemanlary sol regiiler ise ayni zamanda sag regiilerdir.

Ispat: S’nin elemanlan sol regiiler olsun. Kabulden bir s € S icin r(s*) = r(s**!) olacak
sekilde bir £ > 0 tamsayis1 vardir. Bir y € R icin sy = 0 olsun. R halkas1 S kiimesi ile sag

Ore kogulunu sagladigindan,
ys, = sFy; olacak sekilde s; € S, 11 € R
vardir. Bu durumda s*T'y; = 0 ve buradan da y = 0 olur. OJ

S, R'nin regiiler elemanlarindan olugan bir ¢carpimsal kapal kiime ise asagidaki tanim

verilebilir.

Tanim 2.8.3 Agagidaki kogullar saglayan R’ye bir kismi sag bolim halkasina (Rg) sa-
hiptir (right partial quotient ring) denir.

(1) RC R
(2) S’nin her eleman1 Rg’de tersinirdir.

(3) Rg'nin her elemani a € R ve ¢ € S olmak iizere ac™! formundadar.

Kismi sol boliim halkasi da benzer sekilde tanimlanir. Ozel olarak S, R’nin tiim regiiler
elemanlarinin kiimesi ise Rg (eger varsa) daha énce tanimladigimiz sag boliim halkasmin
kendisidir. Bu sebeple ilerideki bir¢ok sonu¢ béliim halkalarinda verilen ispatlara benzer

sekilde yapilacaktir.

Onerme 2.8.4 [16, Onerme 1.2.5] S, R’nin regiler elemanlarindan olusan bir ¢arpimsal
kapaly kiime olsun. R’'nin kismi sag bolum halkasina sahip olmast icin gerek ve yeter kosul

R’nin S kiimesiyle sag Ore kosulunu saglamasidir.

Sonug 2.8.5 [16, Onteorem 1.2.7] I, R nin bir saj ideali ve Rg var olsun. Bu durumda;

IRs = {ic':iel,ce SYdir.
Onteorem 2.8.6 Rg var olsun.

(1) J, Rs’nin bir sag ideali olmak tizere J = (J N R)Rg dir.
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(2) R sag Noether ise Rg de saj Noetherdir.
ispat:

(1) (JNR)Rs C J oldugu agiktr.
Tersine, j € J alalm. Bir a € R ve ¢ € S i¢in j = ac™V’dir. Buradan,

je=a€JNR ve j=jcc ' € (JN R)Rg olur. O halde J = (J N R)Rg dir.

(2) R sag Noether ve J; C Jy C --- C Rg, Rg'nin sag ideallerinin bir artan zincirini

alalim. Bu durumda bir m pozitif tamsayisi i¢in J,, N R = J,,.1 N R olur. Béylece;
I = (I N R)Rs = (Jns1 NR)Rg = Jms1

elde ederiz.

O

R’yi asal sag Goldie halkasi ve S’yi R’nin elemanlarinin bir ¢arpimsal kapali kiimesi

olarak diigiinelim. R halkas1 S kiimesi ile sag Ore kogulunu saghyorsa;
I'={x € R:bir se€ Sicnzs =0}

kiimesi Onerme 2.8.1’den R’nin bir idealidir. Eger I # 0 ise bir regiiler eleman icerir. Bu
elemana d diyelim. I'nin tanimindan ds = 0 olacak gekilde bir s € S vardir. Buradan
s = 0 olur ki bu durum S’nin carpimsal kapali kiime oluguyla celigir. O halde I = 0
olmalidir. S’nin elemanlari sol regiiler olur. Onerme 2.8.2’den ayn1 zamanda sag regiilerdir.
Dolayisiyla Onerme 2.8.4’ten R’nin kismi sag boliim halkasi Rg vardir ve R’nin sag boliim
halkasi olan ()’da kapsanir.

R’yi sag Noether halka ve P’yi R’nin sifirdan farkl bir asal ideali olarak diisiinelim.
Biliyoruz ki C(P), R’nin elemanlarmin bir ¢arpimsal kapal kiimesidir. R'nin C(P) ile sag

Ore kosulunu sagladigini kabul edelim. Bu durumda Onerme 2.8.1’den
I ={x € R:bir s € C(P) i¢in zs = 0}

R’nin bir idealidir ve P’de kapsamir. Ayrica P/I, R/I halkasinda bir asal idealdir ve

C(P/I)nm elemanlar: C(P)’nin elemanlarinin dogal doniigiim altindaki goriintiileridir. Yani;

C(P/I) =C(P)/I
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olur. R halkas1 C(P) ile sag Ore kogulunu sagladigindan, R/ halkasi C(P)/I = C(P/I) ile

sag Ore kosulunu saglar. C(P/I) 'mn elemanlari sol regiiler oldugundan Onerme 2.8.2°den

regiiler olur.

I = 0 alirsak C(P) 'nin elemanlar1 R’de regiiler olur. Boylece Onerme 2.8.4’ten Re(p)

halkas1 vardir. Kolaylik saglamasi agisindan, Re(p) yerine Rp yazacagiz.

Asagidaki teorem Rp halkasinin yapisi hakkinda énemli bilgiler vermektedir.

Teorem 2.8.7 R bir sag Noether halka ve P, R’nin Rp var olacak sekilde bir asal ideals

olsun. Bu durumda PRp, Rp’nin tek maksimal ideali ve boylece Jacobson radikalidr.

Ayrica Rp/PRp bir basit Artin halkadir ve PRp N R = P ’dir.

Ispat: Ispati bes adinda gerceklestirecegiz.

1.Adim:

2. Adim:

PRp'nin Rp'nin bir ideali oldugunu gosterelim.

Bir ¢ € C(P) ve p € P alalim. pd = cr olacak gekilde r € R ve d € C(P) vardir.
Buradan Rp halkasinda ¢ !'p = rd™! esitligini elde ederiz. Fakat cr € P olmasi

r € P olmasini gerektirir. Boylece;

¢ 'pe PRp ve RpP C PRp

olur. Istenen elde edilir.

PRp’nin, Rp’'nin 6z ideali oldugunu gosterelim.

PRp = Rp oldugunu kabul edelim. Buradan;

1=%" psi ; p;eP , s;,€Rp

olacak gekilde yazilir. Her ¢ = 1,--- ,n i¢in s; € Rp oldugundan, s;d € R olacak
sekilde d € C(P) vardir. Boylece;

d=(Q_pis))d=p1sid+---+ppspd € P

olur. Bu da d € C(P) olusu ile ¢eligir. O halde PRp, Rp'nin 6z idealidir.
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3.Adim:

4. Adim:

5.Adim:

(PRp) N R = P oldugunu gosterelim.
P C (PRp) N R oldugu agiktir.

Tersine; (PRp) N R ¢ P oldugunu kabul edelim. O halde ¢ € (PRp) "R ve ¢ ¢ P

olacak sekilde bir ¢ eleman: vardir. ¢ € C(P) oldugundan
c=pdt ; peP , deC(P)

olacak gekilde yazilir. Buradan ¢d = p € P olur. d € C(P) oldugundan ¢ € P olur
ki bu bir celigkidir.

Bu bilgiden PRp’nin Rp halkasinda bir asal ideal oldugunu gostermek oldukcga ko-
laydir.

Rp/PRp'nin basit Artin halka oldugunu gosterelim.

Rp/PRp asal sag Goldie halkasi oldugundan Teorem 2.7.10’dan basit Artin olan
bir bélim halkasma sahiptir. Eger Rp/PRp’nin sag boliim halkasmin kendisi oldu-
gunu gosterirsek, Rp/PRp basit Artin olur. Bunun i¢in Rp/PRp’nin her regiiler

elemaninin kendisinde tersinir oldugunu gorelim.

ac™' + PRp, Rp/PRp’nin bir regiiler elemani olsun. Bir x € R i¢in ax € P ise

(ac™'+ PRp).(cx + PRp) = (0+ PRp)

olur. Buradan ac™! + PRp regiiler oldugundan cx € PRp N R = P olur. Boylece

a € C(P)dir ve a'min Rp’de bir tersi vardir. Bu terse a™! diyelim. Buradan;
(ac' + PRp).(ca™* + PRp) = (1 + PRp)
olur. Sonug olarak Rp/PRp bir basit Artin halkadir ve buradan da PRp, Rp’nin

bir maksimal idealidir.

PRp’nin, Rp’'nin tek maksimal ideali oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in PRp’'nin, Rp’deki tiim maksimal sag ideallerde kapsandigini gorelim.
Aksini kabul edelim. Rp’'nin herhangi bir M maksimal sag ideali i¢gin PRp ¢ M
olsun. Buradan M + PRp = Rp olur. O halde;
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l=m+pct; meM , peP ve ceC(P)

olacak sekilde vardir. Béylece mc = c—p € M N R ve buradan mc € C(P) olur. mc,
Rp’de tersinir oldugundan M = (M N R)Rp = Rp elde edilir ki bu M’nin 6z ideal
oluguyla celigir. Sonug olarak PRp, Rp’nin tek maksimal ideali ve bdylece Jacobson

radikalidir.
O

R, Jacobson radikali J tek maksimal ideali olan bir halka ve R/J halkasi Artin ise
R’ye yerel halka (local ring) denir. Bu sebeple yukarida inga edilen Rp halkasi bir yerel

halkadir. R halkasindan Rp halkasmin ingasi iglemine de yerellestirme (localisation) denir.
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3 Maksimal Diizen, Dedekind Asal ve Asano Diizen

Halkalari

3.1 Maksimal Diizen Halkalar:

Bu bdéliimde maksimal diizen halkalar: ve maksimal diizen halkalarinin énemli alt siniflar
olan Asano diizen halkalar ile Dedekind asal halkalar: inceleyecegiz. Genel olarak [16] ve

[4] kaynak olarak kullanilmigtir.
Tanim 3.1.1 Rile S, (J’da birer sag diizen halkas: olsun. Eger;
aSbC R ve cRdACS

olacak gekilde a, b, c,d € Q regiiler elemanlar1 varsa R ile S denktir (equivalent) denir ve
R ~ S ile gosterilir. ~ bir denklik bagintisidir.
Eger Q’da, R’yi kesin kapsayan ve R’ye denk olan bir sag diizen halkasi yoksa o zaman

R’ye maksimal sag diizen halkast (mazimal right order) denir.
Tanim 3.1.2 [, Q’nun bir toplamsal altgrubu olsun. Eger;
(1) I bir sag R-modiildiir.
(2) I bir regiiler eleman icerir.
(3) bI C R olacak gekilde bir b € @ regiiler elemani vardar.

kogullar1 saglaniyorsa I'ya (fractional) sag R—ideal denir. Eger I C R ise o zaman [’ya
integral sag R—ideal denir. Benzer sekilde sol R-idealleri ve ¢ift yonlii R-idealleri tanim-

layabiliriz.

Eger R asal sag Goldie halkasi ise R’nin genig sag idealleriyle integral sag R-idealleri
ayndir.

I bir sag R-ideal olsun. I’y1 Q’nun iki althalkasiyla iligkilendirelim.
O.(I)={x€Q: 1z C I}
O(I)={ze€Q 21 CI}

Bu durumda her biri Q'nun birer sag diizen halkasidir, R’ye denktir ve birimi icerir.

([14, syf. 120])
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Teorem 3.1.3 |18, Onerme 2.1.1] R, Q’da bir dizen halkast olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler denktir:

(1) R, Q’da maksimal dizen halkasidor.

(2) Her sol R-ideal I i¢in O)(I) = R ve her sag R-ideal J i¢in O.(J) = R’dir.

(3) Her R-ideal A i¢in O)(A) = R = O,(A) dur.

Ornekler 3.1.4 [17, syf. 133]
e Herhangi basit sag Goldie halkas1 maksimal sag diizen halkasidir.
e K bir cisim olmak iizere, A, (K) Weyl cebiri maksimal diizen halkasidir.

e K bir cisim, g sonlu boyutlu K-Lie cebiri olmak iizere, U(g) (universal enveloping

algebra) maksimal diizen halkasidir.

e Degismeli tamlik bolgesi maksimal diizen halkasidir ancak ve ancak tamamen integ-

ral kapalidir. (completely integrally closed)
I bir sag R-ideal olsun. I'nin tersi;
IT"'={qeQ:Iql C I}
ile tanimlanir. Ayrica;
IM'={qeQ:q/ CO()} ve I''={recQ:1¢CO()}
oldugu agiktir. =1, bir sag O;(I)-ideal ve bir sol O,(I)-idealdir. Son olarak,
I'={qeQ:qICR}vel ={qeQ:1IqC R}

kiimelerini tanimlayalim. I* sol R-idealdir. Eger I C J iki sag R-ideal ise J* C I*'dir.
Simdi diizen halkalari arasinda iki tane daha denklik bagintisi tanimlayacagiz ve bunu

~ ile iligkilendirecegiz.

Tanim 3.1.5 R ve S, Q’da birer sag diizen halkas1 olsun. Eger aR C S ve bS C R
olacak gekilde a,b € () regiiler elemanlar1 varsa R ile S’ye sag denktir denir ve R ~" S
ile gosterilir. Sol denklik de benzer gekilde tanimlanir. Eger R, kendisine sag denk ve
kendisinden kesin biiyiik hi¢bir sag diizen halkasinda kapsanmiyorsa R’ye maksimal sag

denk sag duzen halkas: denir.

Teorem 3.1.6 R C S, Q’da birer sag diizen halkast ve R ~ S olsun. Bu durumda;
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RCTCS wve RLTLS
RCTyCT ve RLTy A S
olacak sekilde QQ’da T ve T sag diizen halkalary vardar.
Ispat: xSy C R olacak gekilde z,y € Q regiiler elemanlar1 vardir. Buradan;
r=ablvey=cd' ; a,b,c,de€ R ve b,de C(0)

olacak gekilde yazariz. d € R olusu Rd C R olmasimi ve b € R olugu bS C S olmasin
gerektirir. Buradan S C b~1S olur. Boylece aSc C ab™1Sc C Rd C R elde edilir. Simdi
T, S’nin aS ve R ile iiretilen bir althalkasi olsun. Bu durumda 7' = R + aS + RaS olur.
aS C T ve Tc C R oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica R C T C S ve béylece R Lrls
olur. Benzer sekilde T} halkas1 da insa edilebilir. O

Onerme 3.1.7 R, Q’da bir sag diizen halkasy ve Iy, I, birer sag R—ideal olsun. Bu du-

rumda;
Homip(Iy, 1) 2 {q € Q| ¢ly C I}
olur.
Ispat: {¢ € Q| qly C L} CHom%(Iy, 1) oldugu kolayca gosterilebilir.

I; bir regiiler eleman icerdiginden ;) = @)’dur. Buradan herhangi ¢ € () elemani,

i € I ve ¢, R’de regiiler olmak iizere ¢ = ic™! geklinde yazihir.

f(q) = f(i)e" 5 f € Homy(ly, )

tanimlayalim. Ayrica ¢ = dyc;' oldugunu kabul edersek ¢~'d,c;'d € R olacak sekilde

d € R regiiler eleman1 vardir. Boylece;
fric™)d = flic™'d) = f(ircy 'd) = f*(ircy ' )d

ve d regiiler oldugundan f*(ic™') = f*(i1c;') olur. Yani f* iyi tammlidir. Ayrica f* €
Homg (1,Q, [,Q) = Q oldugunu gosterebiliriz. Bu durumda f*(1) = ¢ € @ oldugundan
her x € I,Q i¢in f*(x) = qx olur. Her i € I i¢in f*(i) = f(i) oldugundan f*|;, = f’dir.
Buradan f(i) = ¢qi € I5 elde ederiz. Boylece istenen elde edilir. O
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Onerme 3.1.8 R, Q’da bir saj dizen halkasy ve I, I, birer sa§ R—ideal olsun. Bu du-

rumda;
Homp(I1, I) = {q € Q| ¢l C I}

olur.

Ispat: {qe€ Q|ql, C I} CHomY(I1,I,) oldugu kolayca gosterilebilir.
I; bir regiiler eleman icerdiginden [;() = @Q’dur. Buradan herhangi ¢ € () elemani,

i € I ve ¢, R’de regiiler olmak iizere ¢ = ic™! geklinde yazilir.

f(@) = fi)e™" ;5 f € Homp(l, I2)

tanimlayalim. Ayrica ¢ = d;c;' oldugunu kabul edersek ¢~'d,c¢;'d € R olacak sekilde

d € R regiiler eleman1 vardir. Boylece;
fric™)d = f(ic™'d) = f(ircy 'd) = f*(ircy ' )d

ve d regiiler oldugundan f*(ic™') = f*(iyc;') olur. Yani f* iyi tanimhdir. Ayrica f* €
Hom%(1,Q, [,Q) = @ oldugunu gosterebiliriz. Bu durumda f*(1) = ¢ € @ oldugundan
her x € I,Q i¢in f*(x) = qx olur. Her i € I, i¢in f*(i) = f(i) oldugundan f*|;, = f’dir.
Buradan f(i) = qi € I5 elde ederiz. Boylece istenen elde edilir. O

Tanimm 3.1.9 P sag R-modiil, (x4)aer P’de ve (fo)acr Hompg(P,R)’de olmak {izere, her

x € P i¢in,
(1) Hemen hemen her a € [ i¢in f,(x) =0, ve

(2) © =2 falx)za

ael

kogullar saglamyorsa ((4)acr, (fa)acr) Giftine P'nin dual taban: (dual basis) denir.

Onteorem 3.1.10 (Dual Taban Onteoremi)

P projektif sag R—modildir ancak ve ancak P bir dual tabana sahiptir.

Ispat: Ispatmn her iki yoniinde de {z;: ¢ € I} kiimesini P’nin iirete¢ kiimesi, F’yi bir
serbest R—modiil ve {e;: i € I} kiimesini F’nin bir tabani olarak kabul edecegiz. F' bir

serbest R-modiil oldugundan,

T F—= R m(> rie)=r;

jEI
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doniisiimii vardir. Bu doniigsim her y € F i¢in
e Hemen hemen her 7 i¢in my = 0
oy =) mye;
i€l
kosullarimi saglar.
Her i € I'igin ¢ : FF — P ¢(e;) = z; tanimlayahm.
Simdi P projektif olsun. Bu durumda ¢y = 1p olacak gekilde ¢) : P — F' R-modiil

homomorfizmasi vardir. Her ¢ € [ icin f; = m;¢0 diyelim. Buradan her x € P igin T =

vz = (3 (mivw)e;) = o(Q(fir)e:) = 2o(fiw)ee: = 2o(fir)z:.
. iel iel iel iel
Istenen elde edilir.
Tersine; P’nin F'nin bir dik toplanani oldugunu gosterelim. Bunu ¥¢ = 1p olacak

sekilde bir ¢ : P — F R-modiill homomorfizmasi bularak yapalim. Her x € P igin

Y = (f;x)e; tammlayalim. Buradan;
iel

pvx =Y (fir)pr; =Y (fir)r; =2

el el

olur.

Onerme 3.1.11 R, Q’da bir saj dizen halkasi ve I bir saj R—ideal olsun. Bu durumda;
IT71 = O)(I) olmasi igin gerek ve yeter kosul I 'nin bir projektif sag O, (I)-ideal olma-

sudir. Buradan I bir sonlu tdretilmis sag O, (I)—ideal olur.

Ispat: I projektifsag O, (I)-ideal olsun. Onteorem 3.1.10’dan z,, € I ve f, € Hom'’y(I,0,(I))
olacak gekilde {x,} ve {f.} aileleri vardir. O,.(I), Q’da bir sag diizen halkas: oldugundan,
Q'nun her elemam a,b € O,(I) ve b, O,(I)da regiiler olmak iizere ab~! formundadir.
Ayrica [ bir regiiler eleman igerdiginden Q) = @’dur. Buradan Q'nun her elemani ¢ € [
ve ¢ € O,(I) olmak iizere ic™! geklinde yazilir. § : I — O,(I) seklindeki her O,(I)-
homomorfizmasini, Q'nun 6*(ic™') = 6(i)c™! bigiminde tamimh bir #* endomorfizmasina

genigletebiliriz. Yani 6*|; = @’dir. Boylece Onerme 3.1.8’den
Homp(1,0:(1)) = {q€Q gl CO(I)} ="

olur. Bu izomorfizma altinda f, — ¢, olsun. Bu durumda her x € [ icin sonlu « diginda

far = qox = 0. Eger x regiiler ise q, = 0 olur. x € [ yine keyfi bir eleman olsun. Buradan;
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T = Zxa(foﬂj) = Zxaqax = (ZxaQa)CB

olur. Boylece;

S xaGe=1€ I}

elde ederiz. O halde I7~* = O;(I) olur. I'nin sonlu iiretilmis oldugu agiktir.

Tersine; 17! = O;(I) oldugunu kabul edelim. Bu durumda ¢, € I"! ve z, € I olan
{qa} ve {x,} aileleri vardir ki > z,q, = 1’dir. Béylece her x € I i¢in Y x,q,x = x olur.
¢ € Hom%(1,0,.(1))'y1 her x ae I i¢in ¢, = g, ile tanimlarsak, Zaa:ac;ﬁax = x olur.
Onteorem 3.1.10’den I bir projektif O,.(I)-idealdir. I'nin sonlu iiretiln?i§ oldugu aciktar.

Ispatin bu yonii R bir sol diizen halkasi oldugunda da dogrudur. Buradan asagidaki

sonucu elde ederiz. O

Sonug 3.1.12 R, Q’da bir sol diizen halkasi ve I bir sag R—ideal olsun. Bu durumda;
IT71 = O)(I) ise I bir sonlu iretilmis projektif sag O, (I)—idealdir.

Sonug 3.1.13 R, Q’da bir sag dizen halkasy ve I bir sag R—ideal olsun. II* = Oy(1)
olmasy icin gerek ve yeter kosul I’min projektif sag R—ideal olmasidir. Bu durumda [

sonlu tretilmis R—idealdur.
Ispat: Onerme 3.1.11’de O,(I) yerine R ve I~' yerine I* yazarsak istenen elde edilir. [J

Eger R bir maksimal diizen halkasi ve I bir sag R-ideal ise
RCO.(I) ve R~ O,(I)

oldugundan R = O,(I) olur. Bu durumda;
gel*<ql CR
s Igl C 1
oldugundan I* = I! olur. Eger I aym zamanda bir sol R-idealse R = O;(I)’dir. O halde
gel < I¢CR
< Iql CR.
oldugundan I' = I~! olur.
Yani R bir maksimal diizen halkas1 ve I herhangi bir R-ideal ise I* = I' = I~* oldugu
soylenebilir.

Béylece Onerme 3.1.1171 kullanarak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.1.14 R, Q’da bir maksimal sag diizen halkast olsun.
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(1) I bir saj R-ideal olsun. Bu durumda; II7' = Oy(I) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
I’nan bir projektif sag R—ideal olmasidir. Buradan I bir sonlu tretilmis sag R—ideal

olur.

(2) T bir ¢ift yonlii R—ideal olsun. Bu durumda; TT~' = R olmas: i¢in gerek ve yeter
kosul T 'nin bir projektif sag R—ideal olmasidir. Buradan T" bir sonlu tretilmis sag

R—ideal olur.

Tamim 3.1.15 [ bir ¢ift yonlii R-ideal olsun. Eger [1' = I7'] = R ise I'ya tersinir

ideal (invertible ideal) denir.

Herhangi bir R-ideal tersinir ise I* = I' = I~"dir. Ayrica Sonuc 3.1.12’nin sol versi-

yonundan ve Sonug 3.1.14 (2)’den tersinir bir ideal sag ve sol R—ideal olarak projektiftir.

3.2 Dedekind Asal ve Asano Diizen Halkalar:
Tanim 3.2.1 R, ()’da bir sag diizen halkas1 olsun.

(1) Eger R’nin tiim ¢ift yonlii R-idealleri carpimsal bir grup olugturuyorsa R’ye Asano

sag diizen halkasy (right Asano order) denir.

(2) Eger R'nin tiim sag idealleri projektif ise R’ye sag kalitsal halka (right hereditary
ring) denir. Sol kalitsallik benzer gekilde tanimlanir. Hem sag hem sol kalitsal halka

kalitsaldar.

(3) Eger R asal, Noether Asano diizen halkasi ve R aymi zamanda kalitsal ise R’ye
Dedekind asal halka (Dedekind prime ring) denir.

Simdi J.C.Robson’in Asano diizen halkalari i¢in vermis oldugu 6nemli karakterizasyonu

ele alalim.

Teorem 3.2.2 R bir sag dizen halkasi olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(1) R bir Asano sag diizen halkasidor.

(2) R bir maksimal sag dizen halkasidir ve her ¢ift yonli integral R—ideal, sag ideal
olarak projektiftir.

(3) Her integral R—ideal T i¢in TT = T'T = R olacak sekilde bir T' R-ideali vardar.
(4) R—idealler ¢arpimsal abel grup olustururlar.
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Ispat: (1) = (2): I bir R-ideal olsun. RI = IR = I olur ve buradan R grup birimidir.
Oncelikle R’nin maksimal diizen halkasi oldugunu gosterelim. Aksini kabul edelim yani
R’den kesin biiyiik ve R’ye denk bir S sag diizen halkasi vardir. O halde Teorem 3.1.6’dan
bS C R veya Sb C R olacak sekilde bir b € @) regiiler eleman1 vardir. bS C R oldugunu
kabul edelim. Bu durumda RbS bir integral R-idealdir. Teoremin kabuliinden T.RbS = R
olacak gekilde bir T" R-ideali vardir. Buradan;

S=RS=T.RbS.S=T.RbS =R

olur. Bu da S # R oldugu kabuliiyle celigir. O halde R maksimal sag diizen halkasidir.

R maksimal sag diizen halkasi ise herhangi R-ideal I i¢in O,.(I) = O;(I) = R oldugunu
biliyoruz. Ayrica I~Vin tammmindan 11! C R ve I7'] C R’dir. Kabulden I.J = JI = R
olacak sekilde bir J R-ideali vardir. O halde J C I™! ve I7'] = II7' = R olur. Sonug
3.1.14’ten I projektif sag R-ideal olur.

(2) = (3): Sonug 3.1.14’ten integral R-ideallerin hepsi sonlu iiretilmigtir. Buradan
R, integral R-ideallerle artan zincir kogulunu (ACC) saglar. M bir maksimal integral R
ideal olsun. Yine Sonu¢ 3.1.14'ten MM~! = R'dir. R = M~! olsa R = M olur ki bu
bir ¢eligkidir. O halde R ¢ M~Vdir. Buradan M 'MM~' = MR # R’dir ve béylece
M=*M # M olur. Fakat M C M~'M C R ve M maksimal oldugundan R = MM
olmalidir. Yani MM = MM~ = Rdir.

Simdi 7" herhangi bir integral R-ideal ve bir M; maksimal integral R-ideali i¢in T' C
M olsun. Bu durumda T'C M;'T C R'dir. Eger T = M, 'T ise

R=TT"'=M'TT™' = M;{'R= M;*

olur ki bu ifade dogru olamaz. O halde T' G M, 'T olmahdir. Eger M;'T # R ise bu

sekilde devam edersek;
TG MI'T G M 'M{'T G ...

seklinde R-ideallerin bir artan zincirini elde ederiz. Buradan M;’ler maksimal integral R—
ideal olmak iizere M'...M;'T = R olacak sekilde bir n pozitif tamsayis1 vardir. Béylece
T = M,..M,olur. T" = M;*..M; " alwrsak TT = T'T = R olur.

(3) = (1): T herhangi bir R-ideal olsun. S = {z € R: 2T C R} kiimesini tanmla-
yalim. R-ideal tanimindan ¢7° C R olacak gekilde ¢ € @ regiiler eleman vardir. Ayrica
a,b € R ve b, R'de regiiler olmak iizere ¢ = ab~! formundadir. a'nin regiiler oldugu ko-
layca gosterilebilir. 7' C T ve buradan da a7 C ab~!'T C R olur, dolayisiyla a € S elde
ederiz. O halde S ve ST birer integral R-idealdir. Kabulden;
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T =RT=S.ST ve S'ST.(ST)' .S = (ST)'.5.5'.ST = R

vazilabilir. Boylece her R—ideal bir grup tersine sahiptir. (Burada R grup birimidir.)

(2) = (4): (2) = (3)’in ispatinda her integral R-idealin, maksimal integral R-
ideallerin carpimi olarak yazilabildigini gosterdik. M ve N keyfi maksimal integral R—
idealler olsun. M N = NM oldugunu gdosterirsek, integral R-ideallerin ¢arpiminin degis-
meli oldugunu gdstermis oluruz. N = M ise istenen elde edilir.

N # M olsun. Bu durumda N N M, N’de kapsanan bir R-idealdir. (2) = (3)’iin
ispatindan bir integral R—ideal A icin NNM = NA'diw. NA C M ve N € M oldugundan
A C M olur. Boylece;

NNMCNMCNNONMve NONM=NM

olur. Bu ispatin simetrigi ile birlikte M N = N M elde edilir.
Simdi T herhangi bir R—ideal ve S = {x € R : 2T C R} olsun. Daha dnce soyledigimiz
gibi S and ST birer integral R-idealdir. N;, M; maksimal integral R-idealler olmak iizere

S=N;---Nyand ST =M, --- M,

olsun. Bu durumda;

olur ve buradan da R-ideallerin ¢carpimi degismeli olur.

(4) = (1): Agiktir. O

Simdi bu 6nemli teoremi kullanarak bir R Asano diizen halkasinin R—ideallerinin 6zel-

liklerini verelim.

Sonug 3.2.3 R bir Asano dizen halkasi olsun. Asagidaki 6zellikler saglanar.
1. R, integral R—ideallerle artan zincir kosulunu (ACC) saglar.
2. Asal integral R—idealler maksimaldir.
3. Her integral R—ideal, asal integral R—ideallerin ¢arpwmu olarak tek turli yazilur.

4. R, belli bir integral R—ideali kapsayan integral R—ideallerle azalan zincir kosulunu

(DCC) saglar.

5. Her T R—ideali i¢in TT~' =TT = R’dir.
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6. Her R—ideal sonlu tiretilmistir ve hem sad hem de sol ideal olarak projektiftir.

Ornekler 3.2.4 F karakteristigi sifer olan bir cisim ve R = Flz,y | xy — yxr = 1] iki
degiskenli polinom halkasi olsun. [10]’dan R halkasinan basit kalitsal Noether halka oldugu
bilinmektedir. R halkasi basit oldugundan Asano diizen halkasidir ve dolayisiyla Dedekind
asal halkadur.

Ornekler 3.2.5 A,(K), K cismi iizerindeki Weyl cebiri olsun. [11]’den A, (K) Noether,
basit bir halkadwr ve dolayisiyla Asano diizen halkasidir. gl — dimA,, (K) = n oldugundan
[18] den kalitsal degildir ve dolayisiyla Dedekind asal halka degildir.
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4 Asano Diizen Halkalarinda Yerellestirme

Bu béliimde C. R. Hajarnavis ve T. H. Lenagan’in "Journal of Algebra" dergisinde
vaymladiklar makaleyi (Bkz. [13]) inceleyecegiz.

R basit olmayan, sag ve sol Noether olan bir asal halka ve ), R'nin basit Artin olan
bir boliim halkasi olarak gdsterilecektir. R halkasinin genig tek yonlii idealleri bir sifirdan
farkh ¢ift yonlii ideal kapsiyor ise R’ye sinurly halka (bounded ring) denir. Eger Noether
ve asal olan R halkasinin ¢ift yonli R-idealleri bir carpimsal grup olugturuyor ise R’ye
Asano dizen halkas: denir. Eger Noether ve asal olan bir Asano diizen halkasinin tiim
tek yonlii idealleri projektif ise R’ye Dedekind asal halka denir.

Bir sinirlh Asano diizen halkasi, Dedekind asal halkadir. [9, Teorem 3.5]

4.1 Temel Sonuclar

Onerme 4.1.1 R asal, Noether halka ve Q, R’nin bir blim halkass olsun. Asaigidaki
ifadeler denktir:

1. R Asano dizen halkasidur.

2. R'nin siferdan fakly her T ideali icin TT = T'T = R olacak sekilde bir T R—ideali

vardar.

3. R—idealler ¢carpimsal abel grup olusturur.

Onteorem 4.1.2 I, R’nin bir genis saj ideali olsun.

I’nan bir projektif sag R-modil olmast i¢in gerek ve yeter kosul 1 € II* olmasidur.
R’nin bir yerel halka olmasi durumunda agagidaki 6nermeyi verebiliriz.
Onerme 4.1.3 R yerel, Noether ve asal halka olsun. Asaqidaki ifadeler denktir.
1. R’nin Jacobson radikali J tersinirdir.
2. R kalitsaldur.
3. R sag ve sol temel ideal halkasidar.

Eger bu kosullardan biri (dolayisiyla hepsi) saglaniyorsa R bir sumrle Asano dizen

halkast olur.
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Ispat: (1) = (2): M, R’nin bir maksimal sag ideal olsun. R/J basit Artin halka ol-
dugundan, M "N = J ve M + N = R olacak sekilde R'nin bir N sag ideali vardir.
0:M®N — R, §(m,n) =m —n doniigiimiinii tanimlayalim. Bu déniigiimiin ¢ekirdegi

M N N = J’ye izomorftur. Bu durumda;
O—=J—->M&N-—-R—0

dizisi bir kisa tam dizidir. Béylece M & N = J & R olur. Kabulden J tersinir oldugundan,
Onteorem 4.1.2’den J projektiftir. Dolayisiyla M de projektif olur.

Simdi R'nin bir kalitsal halka olmadigini kabul edelim. Bu durumda R halkasinin
projektif olmayan en az bir tek yonlii ideali vardir. Ayrica her genis olmayan sag ideal
bir genig sag idealin bir dik toplanani oldugundan, R’nin bir K genis sag ideali vardir ki

R’nin projektif olmayan sag idealleri icinde maksimaldir. Eger
RO, DL 2..2K

R’nin ideallerinin bir azalan zinciri ise bu zincir ya sonludur; yani [,, = K olacak gekilde
bir n > 0 tamsayis1 vardir ya da zincir sonsuzdur. Gercekten, K genig sag ideal oldugundan

bir regiiler eleman icgerir. Bu elemana c diyelim. O halde
RCI;}CI;C---CRct?

olur. R Noether oldugundan ) da Noetherdir. Boylece Iy = I, olacak sekilde bir n > 0
tamsayist vardir. Onteorem 4.1.2°den I, = ne1 Olur. Yani I, = K olacak gekilde bir
n > 0 tamsayist vardir. Dolayisiyla I,,_; /K bir basit modiildiir. I,,_1/K = R/M; olacak
sekilde bir M; maksimal sag ideali vardir ve M; ilk paragraftan projektiftir. Shanuel

Onteoreminden;
0—-M - R—-R/M; —-0ve0—>K—>1, 14— 1, 1/K—0

kisa tam dizileri i¢in I,,_1/K = R/M; oldugundan, I, ; ® M; = K @ R elde ederiz. K
projektif olur ki bu bir celigkidir.

(2) = (3): |7, Teorem 4.10] , [9, Teorem 3.4]

(3) = (1): Agik

R'nin Asano diizen halkas1 olusu ise [9, Onerme 2.3]’den elde edilir. O

Teorem 4.1.4 R bir Noether halka J, R’nin tek maksimal ideali ve R’de tersinir olsun.

Bu durumda R’nin sifirdan farkly her ideali J 'nin bir kuvveti seklindedir.
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ispat: Y, R’nin sifirdan ve J’den farkli bir ideali olsun. Hipotezin aksini kabul edelim.
Yani, her s pozitif tamsayisi icin Y # J° olsun. Ayrica J, R’nin tek maksimal ideali
oldugundan Y C J’dir. O halde Y'J~! C R olmalidir. Y # J*® oldugundan Y (J~')* & R

dir. Buradan R’nin
YJ'CYJ?2CYyJ3cC...

seklinde artan bir zincirini elde ederiz. R Noether oldugundan Y (J~')" = Y (J~1)n+!
olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi vardir. Her iki tarafi J"™! ile carpacak olursak
YJ =Y elde ederiz. Onteorem 2.3.7°den Y = 0 olmalidir. Bu da Y’nin sifirdan farkh

olmasiyla celigir.

e Aile B @’nun sag R-modiilleri ve P, R’nin bir tersinir ideali olsun. Bu durumda

(AN B)P = AP N BP'dir.
e ¢, R'nin bir regiiler eleman: ise (AN B)c = Ac N Be olur.

Simetrik kogullar: kabul ettigimizden sag i¢in yapilan tiim ispatlar sol i¢in de gegerlidir.
Simdi Asano diizen halkalari icin bir karakterizasyon verecegiz. Ilk 6nce R bir Asano
diizen halkas1 ve M, R’nin bir maksimal ideali iken R,; kismi boéliim halkasiin var ol-
dugunu gosterecegiz. Bunu R halkasinin Artin-Rees 6zelligini sagladigini ispatlayarak ve
ardindan Goldie metodunu kullanarak, yani R'nin C(M) ile Ore kogulunu sagladigini gos-

tererek yapacagiz.

4.2 Yerellestirme

Simdi Asano diizen halkalar icin bir karakterizasyon verecegiz. Ilk énce R bir Asano diizen
halkast ve M, R’nin bir maksimal ideali iken R,; kismi boliim halkasinin var oldugunu
gosterecegiz. Bunu R halkasinin agagida tanimi verilen Artin-Rees 6zelligini sagladigini
ispatlayarak ve ardindan Goldie metodunu kullanarak, yani R'nin C(M) ile Ore kogulunu

sagladigin gostererek yapacagiz.

Tanim 4.2.1 R bir halka ve I, R’nin bir ideali olsun. E/, R’nin bir sag ideali olmak iizere
E NI C EI olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi var ise [ idealine Artin-Rees dzelliging

saglar (Artin-Rees property) denir.
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Onteorem 4.2.2 R Noether, asal bir halka ve I, R’nin tersinir bir ideali olsun. Bu du-

rumda I Artin-Rees ozelligini saglar.

Ispat: Her j > 1 tamsayisi icin (E N I7) 177 C R oldugu aciktir. R Noether oldugundan

Oyle bir k > 1 tamsayisi vardir ki

k o0
Y (END)I Z ENI)HI
i=1 i=1
Buradan,
(EnIFHF1C(ENDIT +- -+ (ENIFIF ve
(EnIYc(EnDI*+---+(ENI®ICEI
elde edilir. Benzer ispat sol versiyonu i¢in de uygulanabilir. 0

Sonug 4.2.3 R asal ve Noether halka olsun. I # R, R’nin bir tersinir ideali ise
N I" = 0’dwr.

n=1

Ispat: K = () ™ diyelim. K # 0 ise K bir regiiler eleman kapsar. Bu elemana ¢ diyelim.
n=1
O halde bir m pozitif tamsayis1 i¢cin cR C ¢cRNI™ C ¢RI = c¢I’dir. Buradan cR = cl

olur. c regiiler oldugundan I = R elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. 0

Yukarida verilen Onteorem 4.2.2 ve Sonuc 4.2.3’iin ifadeleri bir R Asano diizen halkas
icin de dogrudur. Ciinkii Asano diizen halkasinda sifirdan farkli her ideal tersinirdir.
Simdi bir R Asano diizenindeki bir P maksimal ideali i¢in C(P) kiimesinin elemanlarini

inceleyelim.

Onteorem 4.2.4 1. Hern > 1 tamsayisi icin C(P) = C(P™) dur.

2. P, R Asano diizen halkasinda bir maksimal ideal olmak tizere C(P) C C(0) ‘dir.
ispat:

1. ¢ € C(P) alahm. Bir z € R igin cx € P? olsun. Buradan = € P olur. O halde
P71 C R ve ctP~' C P elde edilir. Boylece zP~t C P ve x € P? olur. Yani

c € C(P?)'dir. Benzer gekilde her n > 1 tamsayisi igin ¢ € C(P") oldugu gosterilir.

Bir # € R i¢in cx € P oldugunu kabul edelim. Buradan czP*~ ! C P" olur. Boylece
P 1 C P” olur ki x € Pdir.
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2. ¢ € C(P) alalim. Bir z € R i¢in cx = 0 olsun. (1)’den ¢ € C(P") olur. Buradan
x € PVdir. x € (| P" = 0'drr.

n=1

OJ

Onerme 4.2.6’n1n ispat1 icin Goldie metodunu kullanacagiz ve R/P™ halkasina Small

teoremini uygulayacagiz.

Teorem 4.2.5 (Small teoremi) R sag Noether halka olsun. R’nin Artin olan bir sag

boliim halkasinin olmast i¢in gerek ve yeter kosul N, R’nin istel sifir radikali olmak tizere

C(N) =C(O) olmasidar.

Onerme 4.2.6 R bir Asano diizen halkasi ve P, R’nin bir maksimal ideali olsun. Bu

durumda R, C(P) kiimesi ile Ore kosulunu saglar.

Ispat: Her n > 1 tamsayisi icin C(P) = C(P™) oldugunu biliyoruz. Ayrica her n > 1
tamsayisi i¢in R/ P™ halkasinin iistel sifir radikali P/P™’dir. Boylece Small Teoremi'nden
R/P™ halkasinin Artin olan bir boliim halkasi vardir. Dolayisiyla her ¢ > 1 tamsayisi igin
R/P" halkast R/P"nin regiiler elemanlaryla (sag) Ore kogulunu saglar. Yani; her a € R
ve ¢ € C(P) igin ac; — ca; = p; € P? olacak sekilde a; € R ve ¢; € C(P?) vardir.

E =p R+ poR+ --- olsun. E, R'nin bir sag idealidir ve R Noether oldugundan F

sonlu iiretilmistir. Yani; bir n > 1 tamsayist i¢in
E=p R+p R+ -+ p, R

olur. P Artin-Rees 6zelligine sahip oldugundan F N P™ C EP olacak gekilde bir m > 1
tamsaysit vardir. r > maks{n, m} segersek, ac, — ca, = p, € EN P™ C EP olur. Boylece

her 7 i¢in b; € P olmak iizere;

ac, —ca, = piby+ -+ puby

= (ac; —cay)by + -+ - + (ac, — cay,)by,
olur. Sonug olarak;
a(c, —c1by — -+ — epby) = cla, —arby — -+ — ayby)

¢y € C(P) ve ciby + - -+ + ¢ub, € P oldugundan ¢ = ¢, — ¢1by — - -+ — ¢,by, € C(P) olur.
Boylece R, C(P) ile sag Ore kogulunu saglar. Sol Ore kogulunu sagladigi da benzer gekilde
gosterilebilir. 0
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Yukarida ispatladigimiz énerme sayesinde bir R Asano diizen halkasinin kismi boliim
halkas1 Rp’yi inga edebiliriz. C(P) C C(0) oldugundan R C Rp C @’dur. Daha 6nceki
boliimde Rp’nin, Jacobson radikali PRp olan bir yerel halka oldugunu gostermistik. Ay-
rica PRp tersinirdir ve PRp’nin tersinin P~'Rp oldugu da kolayca gosteribilir. Rp'nin
Jacobson radikali tersinir oldugundan Onerme 4.1.3'ten Rp halkasi kalitsaldir.

Temel teoremdeki karakterizasyonu elde edebilmek icin agagidaki onteoremi ispatlaya-

Lim.

Onteorem 4.2.7 R asal Noether halka ve P, R’nin, Rp var ve kalitsal olacak sekilde bir
maksimal ideali olsun. Bu durumda; ¢P C R ve ¢P ¢ P olacak sekilde bir q € Q vardur.

ispat: Onerme 4.1.3'ten PRp = aRp olacak sekilde bir « € PRp vardir. Bir ¢ € P ve
d € C(P) igin a = cd™! oldugundan PRp = cRp yazabiliriz. [(P) = 0 oldugundan ¢ R’nin
bir regiiler elemanidir. Ayrica P C ¢Rp ve R Noether oldugundan P bir R—modiil olarak

sonlu iiretilmigtir. Béylece her ¢ icin b; € Rp olmak iizere
P:Cb1R+C62R++0bnR

olur. Buradan bir d € C(P) ve k; € R igin;
P= Cdil(lﬁR + sz + -+ k’nR)

olur. Dolaysiyla de=!P C R’dir.

Eger de™'P C P ise, dc"'PRp C PRp olur. Onerme 4.1.3’ten PRp, Rp'nin tersinir
idealidir. Dolayisiyla de'Rp C Rp ve buradan da ¢! € d"'Rp = Rp olur. Fakat bu
durumda 1 = cc™' € PRp elde ederiz ki bu bir celiskidir. Oyleyse ¢ = de¢™' aranilan

elemandir. m

Teorem 4.2.8 R Noether ve asal halka olsun. R’nin Asano diizen halkasiy olmasy i¢in
gerek ve yeter kosul R’nin her P maksimal ideali i¢in Rp halkasiman var ve kalitsal olma-

sadar.

Ispat: Eger R Asano diizeni ise Onerme 4.2.6’dan R’nin her P maksimal ideali icin Rp
halkas: var ve kalitsaldir.

Tersini ispatlamak icin 6nce R'nin her maksimal idealinin tersinir oldugunu gosterelim.
P, R’nin bir maksimal ideali olsun. Onteorem 4.2.7’den P*P # P’dir. Ayrica P*P, R’nin
P’yi kapsayan bir idealidir. P maksimal oldugundan P*P = R olmalidir. Benzer gekilde
P' = {q € Q: PqC R} kiimesi icin PP = R olur. Buradan;
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P* = P*R=P*PP = RP = P

elde edilir. Yani P*, P idealinin tersidir.

Simdi R’nin Asano diizen halkasi olmadigini kabul edelim ve tersinir olmama 6zelligine
gore maksimal olan bir A ideali segelim. A & P olacak sekilde bir P maksimal ideali vardir.
Bu durumda A € AP~ C PP~! = R ve AP~! R'nin bir idealidir. Eger AP™1 = A ise
A= AP = AP? = --- ve Sonug 4.2.3’ten A C ﬂP”—O olur. Boylece AP~ 2 A olur
ve buradan AP~! tersinirdir. O halde A = (AP )P oldugundan A da tersinir olur ki bu
bir ¢eligkidir. Sonug olarak R bir Asano diizen halkasidir. 0

Simdi R Asano diizen halkasi i¢in Asano iist halka tanimlayacagiz.
S={q€@Q: Rnin ¢B C R olacak gekilde 0 # B ideali vardir.}

kiimesini tamimlayalim. R C S oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica B, R’nin sifirdan

farkh tiim ideallerini taramak iizere S = | J B~Vdir. Boylece;
S ={q€@Q: Rnin Bq C R olacak gekilde 0 # B ideali vardir.}

oldugu sdylenebilir.

I, S'nin bir sag ideali olsun. Bu durumda (I N R)S = I olur:

(INR)S C I oldugu agiktur.

Tersine; bir x € [ alalim. R’nin, xB C I N R olacak sgekilde 0 # B ideali vardur.
B~ C S oldugundan z € (xB)B~! C (IN R)S olur.

Sonug olarak R Noether oldugundan S de Noetherdir.

Simdi 7, S’nin sifirdan farkh bir ¢ift yonlii ideali olsun. Buradan (I N R)~! C S olur.
Boylece 1 € (INR)(INR)™' C IS = I elde edilir. Bu durumda I = S olmahdir. S basit
halkadir.

Bu boliimden itibaren R bir Asano diizen halkasini temsil edecektir.

Teorem 4.2.9 P, R’nin tim maksimal ideallerini taramak tizere;
= (" Rp) N S’dir.

Ispat: R C ((\Rp)N S oldugu agiktur.

Tersine; ¢ € ([ Rp)NS alalim. ¢ € S oldugundan R'nin, ¢B C R olacak gekilde 0 # B
ideali vardir. B’yi bu 6zellikteki ideallerin maksimali secelim. Eger B = R ise ¢ € R olur.
B # R ise, R'nin B C P olacak gekilde bir P maksimal ideali vardir. Bu durumda R’nin,
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B’yi kesin kapsayan bir B ideali vardir ki B = B P’dir. Boylece ¢B'P C R ve buradan
gB' C P~! olur. Ayrica ¢ € Rp oldugundan ¢B" C Rp olur. Yani ¢B' C Rp N P! elde
edilir. Fakat;

RpNP'=P'P(RpNPY)C P PRpNR)=P'P=R

olur. ¢B" C R olur ki bu da B’nin maksimal olusuyla celisir. B = R ve ¢ € R'dir. O

Sonug 4.2.10 I, R'nin projektif genis bir sag ideali olsun. Bu durumda;
I =(NIRp)N IS dir.

Ispat: I C ((IRp)NIS oldugu aciktir. I** = {q € Q : I*q C R} olmak iizere I** = |

oldugunu gostermek kolaydir. Buradan;
I'[(NIRp)NCIS|C (NI IRp)NI*ISC (NRp)NS=R
olur. Boylece; (N IRp) N IS C I** = I elde edilir. O

Simdi 7" = () Rp halkasini ele alacagiz. T bir asal Goldie halkasidir ve Tnin boliim
halkast da Q’dur. Ayrica T’nin (’da bir sinirh Asano diizen halkasi oldugunu ve bura-
dan da bir Dedekind asal halka oldugunu gosterecegiz. Bunun icin 6ncelikle agagidaki iki

Oonteoremi ispatlayalim.

Onteorem 4.2.11 (a) Py, P,,--- , P, R’nin farkh maksimal idealleri ise
Pl oy P = (P P Vi,
(b) A ile B, R’nin birer ideali ve A+ B = R olsun. Bu durumda A~' N B~! = R’dir.

ispat:

(a) (Py 4 +P )P - P)=(Py---P)++(P - PPy P+ (P Py_y)

Esitligin sag tarafi R'nin higbir maksimal idealinde kapsanmayan bir ideali olur.

Dolayisiyla R’ye egit olmahdir. Béylece Pt + -+ Pt = (P, --- P,)™" elde edilir.

(b) (A'NnB 1 (A+ B) C Rdir. A+ B = R oldugundan A~' N B~! C R olur.

A 1N B! = R elde edilir.
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Onteorem 4.2.12 ¢, R ’nin bir regiiler elemani ise R’nin sonlu tanesi disindaki tiim mak-

simal P idealleri i¢in ¢ € C(P) olur.

ispat: R Noether oldugundan sol taraftaki toplam R’nin tiim maksimal ideallerini tara-

mak tizere;
S (PhnR= (PN R
olur. Buradan R’'nin herhangi bir P maksimal ideali igin;
(PO NRC TP NRIC 3 (P € [P e

elde ederiz. Onteorem 4.2.11'in (a) sikkindan (P~'c)N R C (P, - -+ P,)~'c olur. Boylece;
(P'e)NRC (P P)'enPte=[(P--P) ' NP e

olur. Eger 1 < j < k olacak sekildeki herhangi j sayisi icin P # P ise, (P, ---P;)+P =R
oldugundan, Onteorem 4.2.11'in (b) sikkindan (P;---P,)~' N P~' = R olur. Béylece
P~l¢cN R C Rc ve buradan da ReN P C Pc elde edilir. Herhangi bir # € R i¢in zc € P

ise zc € Pc olur. ¢ regiiler oldugundan z € P’dir. Buradan ¢ € C(P) elde edilir. O

Teorem 4.2.13 T =\ Rp halkasi Q’da bir sinarly Asano dizen halkasidur.
ispat: ispatl ii¢ agsamada yapacagiz.
(a) T sirhdir.

(b) T Noetherdir.

(¢) T’nin sifirdan farkli her ideali tersinirdir.

(a) Onceden de belirtildigi iizere T, Q’da bir diizen halkasidir. Simdi X, T"nin bir ge-
nis sag ideali olsun. Amacimiz X’in, 7"de bir sifirdan farkl ideal kapsadigim gostermektir.
x € X Tde regiiler olsun. O zaman a,c € R ve ¢, R'de regiiler olmak iizere x = ac™!'dir.
Ayrica a da R’de regiilerdir. Bu durumda a = xc € X olur. Béylece T'nin her genisg sag ide-
ali R'nin bir regiiler elemanini igerir. a regiiler oldugundan X D a7 = a([\Rp) = aRp
olur. Bir 6nceki dnteoremden R’nin sonlu tanesi digindaki her maksimal P ideali icin
aRp = Rp’dir. R'nin geriye kalan maksimal ideallerinin Py, --- , P, oldugunu kabul ede-
lim. Onerme 4.1.3’ten her i = 1,--- ,n icin Rp, sinirh oldugundan, aRp, Rp, 'nin sifirdan
farkl bir idealini kapsar. Bu ideali A(F;) ile gosterelim.

T=NRp=RpN---NRp,N( () Rp)=Rp,N---NRp,N( [ aRp)

i#1l,..n i#1,..n
Simdi her iki taraftan A(Py) N A(FP2)--- N A(P,) ile arakesite gegersek,
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AP)NAP) - NAP)NT = AP)NAR) - NAL) N ( () aRp,)

k2
i#l.n

elde edilir. Ayrica, A(Py) C aRp,, -, A(P,) C aRp, oldugundan

olur. Her iki taraftan ( () aRp,) ile arakesite gegilirse, A(P)) N A(FP)---NA(P,)NT C
i#l.n
(N aRp, olur. Bu durumda;

XDONaRp D AP)NA(PR)---NAP,)NT

olur. A(P)) N A(P)---NA(P,) NT, T'nin sifirdan farkh bir ideali oldugundan istenen
elde edilir.

(b) X, T'nin bir genig sag ideali olsun. x € X alalim. R'nin her P maksimal ideali
icin z € Rp oldugundan z¢; € X N R olacak sekilde ¢; € C(P;) vardir. Boylece @ R'nin
tiim maksimal ideallerini tararken, Y zc, T C (X N R)T olur.

Iddia: ¢, T, R'nin P,’da kapsanmaayan bir idealini igerir.

{P.}, R’'nin tiim maksimal ideallerinin kiimesi ve her « i¢in ¢, € C(P,) olsun. Her « i¢in
C(P,) C C(0) oldugundan c, R’de regiilerdir. Bu durumda Onteorem 4.2.12’den sonlu tane
maksimal ideal Py, ---, P, icin ¢, ¢ C(Py),--- ,C(P,) dir. O halde ¢,, Rp,, - -+ , Rp, de ter-
sinir degildir. Boylece her i = 1---n i¢in ¢, Rp, # Rp, dir. Ayrica P, ¢ {Py,--- , P, } dir.

Rp, siirh oldugundan Rp 'nin, A(P;) C c¢,Rp, olacak sekilde 0 # A(P;) ideallerinin
varhgini (a) sikkinda séylemistik. Yine (a) sikkindakine benzer olarak;

AP)NA(P)---NAP,)NRCe,T

oldugu gosterilebilir.

Onerme 4.1.3’ten Rp, Noether, yerel, tek maksimal ideali ve Jacobson radikali P;Rp,
olan halka oldugundan Rp 'nin sifirdan farkh her ideali P;Rp, ’nin bir kuvvetidir. Yani;
A(P;) = (P,Rp)™ = P™ Rp, olacak sekilde bir m; > 0 tamsayisi vardir. Buradan P/ C
A(P;) N R olur. Dolayisiyla;

P P CAP)N - NAP)NRC e, T

elde edilir. P/ - - - P, R’nin her « i¢in P,’da kapsanmayan bir idealidir. Ayrica P;"* - - - P/
ideallerinin toplami R’dir ve 1'i igerir. Buradan x € ) ¢, T ve X C (XN R)T olur. Sonug
olarak X = (X N R)T olur. Yani T"de genis sag ideallerin artan zinciri sonlu adimda du-

rur. Asal Goldie halkasinda bu ifadeye denk olarak her genig sag ideal sonlu iiretilmigtir.
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Dolayisiyla T"nin her genis sag ideali sonlu iiretilmigtir. Buradan 7"nin her sag ideali sonlu
iiretilmis olur. 7' sag Noetherdir. Benzer sekilde sol Noether oldugu da gosterilebilir.
(c) I, T’nin sifirdan farkh bir ideali olsun. (b) sikkindan I = (I N R)T7dir.

(INR'UINRT=RT=T

oldugundan ['nin sol tersi vardir. Benzer gekilde sag tersinin varhigi da gosterilir. Yani

tersinirdir. 0

Sonug 4.2.14 R’nin bir stnurly Asano dizen halkasy olmast i¢in gerek ve yeter kosul R =

(N Rp olmasidar.

Ispat: R smirh Asano diizeni olsun. Bir ¢ € Q alahm. a,c¢ € R ve ¢, R'de regiiler olmak
iizere ¢ = ac™! olarak yazilir. Buradan gcR C R olur. R sinirh oldugundan, R'nin B C cR
olacak sekilde sifirdan farkh bir B ideali vardir. O halde ¢B C R ve g € S olur. Boylece
@ = S elde ederiz. Teorem 4.2.10’dan,

R=(NRp)NS=(NRp)NQ=Rp

olur. Tersi Teorem 4.2.13’den aciktir. Istenen elde edilir. O
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5 G-Dedekind Asal Halkalar

Anderson ve Kang [2]| ve Zafrullaf [20], R halkasi degigsmeli tamhk bolgesi iken R’nin

sifirdan farkhh her A ve B fractional ideallerinin
(AB)_1 =A"1B! (1)

esitligini hangi durumlarda sagladigi problemini aragtirmiglar ve (1) esitligini saglayan
degismeli tamlik bolgelerine G-Dedekind bilge (G-Dedekind domain) adim vermislerdir.
Akalan [1] bu problemi degigsmeli olmayan maksimal diizen halkalarimda incelemigtir.

R (degigmeli olmasi gerekmeyen) maksimal diizen halkasi ve A, B R-idealler olsun. Bu
durumda, (AB)* O B*A* her zaman saglanir ve R halkasi Dedekind asal halka oldugunda
esitlik vardir yani; (AB)* = B*A* esitligi saglanir. Fakat bu egitlik genelde dogru degildir.
Akalan, |1] makalesinde

her A, B R-ideali icin (AB)* = B*A”

esitliginin saglandigi maksimal diizen halkalarimi karakterize etmisg, bu esitligi saglayan
asal Noether maksimal diizen halkalarimi G-Dedekind asal halka (G-Dedekind prime ring)
olarak adlandirmigtir.

G-Dedekind asal halkalarin sinifi hem Dedekind asal halkalart hem de Noether tek
tiirlii carpanlarina ayirma halkalarim (TCH) kapsayan ¢ok genis bir halka simifidir. Ayrica
G-Dedekind asal olup Dedekind asal olmayan ve Noether TCH olmayan pek ¢ok &rnek

bulunmaktadir.

Tanim 5.0.15 R bir maksimal diizen halkas1 ve I bir R-ideal olsun. I = I** egitligini
saghyorsa I'ya refleksif R—ideal (reflerive R—ideal) denir. Tersinir R—ideallerin refleksif
oldugu aciktir.

Asgagidaki teorem G-Dedekind asal halkalarin cesitli karakterizasyonlarini vermektedir.

Teorem 5.0.16 R bir diizen halkasy olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(1) Her A R-ideali i¢in, A**A* = R ve A’A" = R saglanar.
(2) R bir maksimal diizen halkast ve her A, B R—idealleri i¢in (AB)* = B*A* dur.

(3) R bir maksimal diizen halkast ve refieksif R—ideallerin ¢arpima refieksifdir.
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(4) R bir maksimal dizen halkast ve D(R)={ refleksif R—idealler } carpma islemine

gore gruptur.
(5) R bir maksimal diizen halkast ve her refleksif R—ideal tersinirdir.

Ispat: (1) = (2): Her A R-ideali icin A**A* = R ve A’A” = R olsun. R'nin maksimal
diizen halkasi oldugunu gostermek i¢in R’nin herhangi bir I R-ideali i¢in O,.(I) = Oy(I) =
R oldugunu gostermeliyiz. Bir I R-ideali ve x € Oy(I) alalhm. Yani I C [ olsun. Bu
durumda I*zI C R ve I*x C I* olur ki buradan I™I*x C I*™I* elde edilir. Kabulden
x € R olur. Benzer gekilde O,.(I) C R oldugu gosterilebilir. Boylece R bir maksimal diizen
halkasidir.

Simdi A, B iki R-ideal olsun. B*A*AB C R oldugundan, B*A* C (AB)* kapsa-
mast her zaman vardir. (AB)(AB)*A C A ve R bir maksimal diizen halkas: oldugun-
dan B(AB)*A C R olur ki buradan (AB)*A C B* elde edilir. Ayrica ((AB)*A)™ =
((AB)*A™)** oldugu kolayca gosterilebilir. Boylece (AB)*A* C ((AB)*A)** C B* olur.
Kabulden (AB)* C B*A*dur.

(2) = (3): C ve D iki refleksif R—-ideal olsun. C'D’nin refleksif oldugunu ispatlamak
yeterlidir. Kabulden (CD)* = ((CD)*)* = (D*C*)*’dir. Bu esitlige kabuliimiizii tekrar
uygulayacak olursak, C' ve D refleksif oldugundan (D*C*)* = C**D** = CD esitligini
elde ederiz. Buradan (C'D)** = CD olur.

(3) = (4): R bir maksimal diizen halkas1 ve refleksif R-ideallerin ¢arpimi refleksif
olsun. R maksimal diizen halkasi oldugundan, D(R) kiimesi Ao B = (AB)** iglemi ile bir
gruptur. Kabulden Ao B = (AB)*™ = AB ve boylece D(R) ¢arpma iglemiyle de bir grup
olugturur.

(4) = (5): (4) numaral ifadenin sagladigini kabul edelim. O halde her refleksif R-
idealin bir tersi vardir yani her refleksif R—ideal tersinirdir.

(5) = (1): R maksimal diizen halkasi oldugundan A**A* = R oldugunu gostermek
yeterlidir. A** bir refleksif R—ideal oldugundan bu esitlik agiktir. 0J

[1] ve [8] makalelerinde G-Dedekind asal halka tizerindeki polinom halkalari, Rees hal-
kalar1, Ore genislemeleri caligilmigtir. G-Dedekind asal halka iizerindeki grup halkalarinin
yapist ve bu halka sinifinin &zelliklerinin maksimal diizen olmasi gerekmeyen halkalarda

incelenmesi problemleri ileride calismay: planladigimiz agik problemlerdir.
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