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OZET

BAZI SINGULAR GENELLESTIRILMIS
FONKSIYONLARIN NEUTRIX KOMPOZISYONLARI

INCI AKTURK
Yiiksek Lisans, Matematik Bolumii
Tez Danigsmani: Prof. Dr. Emin ()ZQAG
Haziran 2014, 61 sayfa

Bu tezde neutrix kalkiiliis kullanilarak bazi 6zel genellestirilmis fonksiyonlarin neutrix

kompozisyonlar: tanimlanmaigtir.
Tez beg boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde, teze girig yapilmigtir.

Ikinci boliimde, genellestirilmig fonksiyonlarin tanimi ve ozellikleri ile neutrix, neut-
rix limit tanimlari ve ornekleri, ayrica genellestirilmig fonksiyonlarin kompozisyonu ve

neutrix kompozisyonun tanimlar: verilmistir.

U(;iincii boliimde, z7° ile 27, genellestirilmis fonksiyonlarinin (a:’jr)fs neutrix kompozis-

yonu tanimlanmisgtir..

Dordiincii boliimde, Heaviside genellestirilmis fonksiyonunun negatif kuvvetlerine an-

lam verilmistir. Ayrica bu boliimde, [H(z)]"" ve [H(z)] +S neutrix kompozisyonlari

tanimlanmigtir.
Son béliimde, tigiincii béliimde verilen (:ci)_s genellestirilmig fonksiyonu icgin, r yerine
peRT gercel sayist alimarak, m = 1,2, ... , umeZ* i¢in (/)" neutrix kompozisyonu

tanimlanmigtar.

Anahtar Kelimeler: Neutrix, neutrix limit, genellestirilmis fonksiyonlar, genellegtiril-

mis fonksiyonlarin kompozisyonu, test fonksiyonlari, delta fonksiyonu.



ABSTRACT

NEUTRIX COMPOSITIONS OF SOME SINGULAR
GENERALIZED FUNCTIONS

INCI AKTURK
Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Emin OZQAG
June 2014, 61 pages

In this thesis by using the neutrix calculus, the neutrix compositions of some special

generalized functions are defined.
The thesis consists of five chapters.
The first chapter is an introduction to the thesis.

In the second chapter, the definitions of generalized function with their some pro-
perties and the concepts of neutrix, neutrix limit with examples, also the concept of

compositions of generalized functions are given.

‘s

In the third chapter, the neutrix composition (:)3 +)7S of the generalized functions z7°

and 2, is defined.

In the fourth chapter, the meaning was given to the negative powers of Heaviside gene-
—S8

ralized function H(z) . Also, at the end of chapter the neutrix compositions [H(z)]_
and [H (:E)]:rS are defined.

In the last chapter, let ueR*, m = 1,2, ... such that umeZ*. Then the neutrix compo-

sition (xi)_m of 2% and z~™ is defined.

Keywords: Neutrix, neutrix limit, generalized functions, composition of generalized

functions, test functions, delta function.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI
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1 GIRIS

Yakinsak olmayan integrallerden, uygun olarak tanimlanmig iraksak parcanin atilarak
sonlu parcanin elde edilmesi metodu ilk defa Hadamard tarafindan verilmistir. Elde
edilen sonlu deger Hadamard sonlu toplami olarak adlandirihr [5]. Hadamard metodu
Van Der Corput [3] tarafindan geligtirilen Neutrix Calculus’un bir uygulamas: seklinde

diisiiniilebilir.

Asimptotik agilimlardan (geniglemelerden) istenmeyen sonsuz parganin atilmasimin ge-
nel prensibi, Fisher tarafindan [6] neutrix ve neutrix limit kavramlar1 kullanilarak ve-

rilmig ve genellestirilmis fonksiyonlara uygulanmistir.

Bu tezde, Van Der Corput [3] tarafindan verilen neutrix ve neutrix limit kavram-
lar1 kullanilarak genellestirilmig fonksiyonlarin neurtix kopozisyonlarinin tanimlari ve-
rilecek, daha sonra neutrix kompozisyonlara oérnek olarak, tigiincii boltimde (:ci)_s ve

dordiincti boliimde H (x) Heaviside fonksiyonunun negatif kuvvetleri tamimlanacaktir.

En son bolimde daha 6nce yapilmayan, z/} ve 27™ genellestirilmis fonksiyonlarmn

kompozisyonu tanimlanacaktir.



2 TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIKLER

Bu boliimde genellestirilmis fonksiyonlar uzay: ve bazi ozellikleri, neutrix ve neutrix li-
mit tanimlar1 ve neutrix kavraminin genellestirilmis fonksiyonlarin kompozisyonlarinin

tanimlanmasinda nasil uygulandigini érnekleriyle birlikte verecegiz.

2.1  Genellestirilmis Fonksiyonlar Uzay1

Genellegtirilmig fonksiyonlar1 tanimlamadan once genellestirilmis fonksiyonlarin iize-
rinde tanimli oldugu test fonksiyonlarini ve baz1 temel ozelliklerini kisaca verelim. Biz

test fonksiyonlarini sadece gergel eksen tizerinde alacagiz.

¢(x), tamim kiimesi gercel eksen tizerinde olan gercel degerli bir fonksiyon olsun.

{ zeR : p(z) # 0} kiimesine p(x) ’in destegi denir ve supp ¢ ile gosterilir.

Her mertebeden tiirevlenebilir ve destegi kompakt olan fonksiyona test fonksiyonu
denir [14]. Test fonksiyonlar kiimesi, iizerindeki bilinen toplama ve skalerle garpma

islemi ile bir vektor uzayidir ve D ile gosterilir.

2.1.1 Ornek:

1 1
ex—b z—a

, a<zxr<b
p(z) =
0 , r<a,x>0b

olarak tanmmmlansin. ¢ (x) her mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyondur ve

supp ¢ (x) = { zeR : p(z) # 0} = (a,b) = [a,b] *dir [15].

f her mertebeden tiirevli bir fonksiyon ve ¢ herhangi bir test fonksiyonu ise, bu fonk-

siyonlarin ¢arpimi fp ’de bir test fonksiyonudur.

Test fonksiyonlarinin D dogrusal uzayi tlizerindeki topolojisi, m pozitif bir tamsayi

ve K, ) acik alt kiimesinin kompakt bir alt kiimesi olmak iizere,

Flmse = sup { sup|(9/0,)"f(x)| }

[p|<m * zeK

yarmormlar ailesi ile verilir [30].



Genellegtirilmig fonksiyon tanimini vermeden 6nce D uzayinda yakinsama tanimini

verecegiz.

{¢n} C D test fonksiyonlarimin R gergel sayilar kiimesi {izerinde tanimh bir dizisi olsun.
Her n i¢in supp ¢, C [a, b] olsun. Eger her reN igin {905{)} — 0 diizglin yakinsiyorsa,

o zaman {p,(z)} dizisi sifira yakinsiyor denir [14].

2.1.2 Ornek : Her mertebeden tiirevlenebilen ¢(z, ) fonksiyonu

2

—a

el g<x<b
p(r,a) =
0 , r<a,x>0b
olarak tammlansin. Bu durumda ¢, (z) = {%gp(m,a)} dizisi D uzay: ic¢inde sifira

yakinsaktir, ancak ¢, (z) = {%gp(%, a) } dizisi D i¢inde sifira yakinsamaz. Ciinkii biitiin

fonksiyonlar icin ortak sinirli bir bolge yoktur.
D {izerinde tanimh dogrusal f fonksiyonunun ¢ ’deki degerini (f, ) ile gosterecegiz.

2.1.3 Tanmim: f, test fonksiyonlar uzayr D {izerinde tanimli bir fonksiyonel olsun.

Eger f fonksiyoneli,
(1) her ay, ay gergel sayilar1 ve her 1, poeD igin
(fsa11 + aapa) = ar(f, 1) + aa(f, pa),
(ii) D iginde sifira yakinsayan her {gpn} dizisi igin {( f, gpn>} dizisi sifira yakinsar,

kogullarimi saghyorsa, f ’ye bir genellegtirilmisg fonksiyon denir [14].

D test fonksiyonlar: tizerinde tammmh biitiin genellestirilmis fonksiyonlar uzaymi D’

ile gosterecegiz.

f, R 'nin her sinirh alt kiimesi tizerinde taniml yerel integrallenebilir bir fonksiyon

olsun. O zaman her weD igin

(o) = / " f@)p(a) de 1)



integrali sonludur ve integralin 6zelliklerinden 2.1.3 Tanim’daki kosullar saglanir. Boylece

her yerel integrallenebilir fonksiyona bir genellegtirilmis fonksiyon karsilik gelir.

(1) esitligi D uzay: iizerinde tammmh olan 6zel dogrusal ve siirekli bir genellegtirilmis
fonksiyonu gosterir. Her ¢(z) test fonksiyonu ile eglegtirilen bir genellestirilmig f fonk-
siyonunun xy = 0 noktasindaki degeri dogrusal ve siireklidir ama bu genellestirilmig
fonksiyon (1) esitliginde verilen sekilde ifade edilemez. (1) esitligi ile ifade edilebilen
genellestirilmis fonksiyonlara diizgiin (regiiler) ve digerlerine de diizgiin olmayan

(singiiler) genellegtirilmis fonksiyon adi verilir.

U C R, zp ' bir komgulugu olmak {tizere, supp ¢ C U olan her ¢ icin (f,¢) = 0
ise, o zaman f genellestirilmig fonksiyonuna zy 'in U komsulugunda sifirdir denir.
Bir f(x) fonksiyonu zy ' bir U komsgulugunda sifirlamyor ise f(z) ’e kargihk gelen f

genellegtirilmis fonksiyonu da bu komsulukta sifirlanir.

f genellegtirilmis fonksiyonu xg 'in bir komsulugunda sifir olmuyorsa, zy noktasina
f genellestirilmis fonksiyonunun esas noktasi1 denir.

Buna bir ornek olarak, ro = 0 noktasmin f(x) = x? fonksiyonuna kargihk gelen ge-
nellegtirilmig fonksiyon i¢in bir esas nokta oldugu verilebilir. Bundan dolay1 gercel eksen

tizerindeki her bir nokta f genellestirilmig fonksiyonu i¢in bir esas nokta olur.

f 'nin esas noktalarimin kiimesine, f genellegtirilmis fonksiyonunun destegi de-

nir ve supp (f) ile gosterilir [14].

Dirac-delta fonksiyonu

0 , z#0
§(x) = 7
oo , =0
ile tanimhdar.

Bu fonksiyona karsilik gelen genellestirilmis fonksiyon

esitligi ile ifade edilir. Agiktir ki, bu genellestirilmis fonksiyon (1) esitligi ile tanimlana-
maz. Dolayisiyla bu genellestirilmig fonksiyon singiilerdir ve xy # 0 olan noktalarin
4



keyfi komgulugunda sifirlanir.

Herhangi bir genellestirilmis f fonksiyonu « gercel sayisi i¢in

(f(z—a),p(x)) = (f(2), ¢z +a))

olarak tamimlanir.

f genellestirilmis fonksiyonu ve her peD igin,

<f(x)7<ﬂ(13)> = <f(37), <p(—x)> oluyorsa, f’ye cift
(f(x),0(x)) =—(f(x),p(—x)) oluyorsa, f’ye tek

denir.

2.1.4 Tanim: { fn} genellestirilmig fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Her weD icin
< fn,<,0> — < f,<p> oluyorsa, { fn} dizisi f genellegtirilmis fonksiyonuna yakinsiyor

denir.

Yukarida tanimlanan yakmsamaya gore D’ uzay1 tam uzay olur, bu da D’ uzaymin en
onemli ozelliklerinden biridir [17, 18, 29]. Diger bir ifade ile, eger { fn} genellestirilmis
fonksiyonlarin dizisi, her weD ic¢in < fs g0> sayilar dizisinin limiti var olacak gekilde ise

bu limit yine D uzay1 iizerinde tanimli siirekli ve dogrusal bir fonksiyoneldir [4].

Diger bir ozellik ise, keyfi bir genellestirilmis fonksiyona test fonksiyonlarinin dizisi
ile yaklagilabilmesidir [2, 14]. Ciinkii D test fonksiyonlar1 uzayi, D’ genellestirilmig

fonksiyonlari uzay: i¢inde yogundur.

2.1.5 Ornek: { fn} fonksiyon dizisi

n o, |z[ <

fn(x) =

1
2n
0, |z|> 4

olarak tanimlansin.
O halde { fn} fonksiyon dizisi Dirac-delta §(z) genellegtirilmig fonksiyonuna yakinsar
[15].



f, g genellestirilmis fonksiyonlar1 ve herhangi bir « skaleri i¢in f + g 'nin toplami

(f+g,0) =(f,0)+ {99

ve ag carpimi da
(ag, ) = afg, ¢)

bicimde tanimlidir. Boylelikle D" dogrusal bir uzay olur.

Genellestirilmig fonksiyon tiirevinin tanimini verebilmek icin, oncelikle tek degiskenli,
birinci mertebeden siirekli tiirevlenebilen bir f fonksiyonunu ele alalim. f bu ge-

nellegtirilmig fonksiyonun tiirevi olsun. O zaman her peD igin
r) = | F@ee)d

- [aw@)[ - [ @i
= —(f,¥)
esitligi elde edilir.

Boylece agagidaki tanimi verebiliriz.

2.1.6 Tanim: Keyfi bir f genellegtirilmig fonksiyonu ve her weD igin

(9,0) = —(f.¢)

esitligi ile taniml ¢ fonksiyoneline f ’nin tiirevi denir ve f' ile gésterilir. Burada
f" tiirevinin de genellestirilmis fonksiyon oldugu kolayca gériilebilir. Dolayisiyla bir
genellegtirilmis fonksiyonun tiirevi, yine bir genellestirilmis fonksiyon oldugundan ge-
nellestirilmig fonksiyonlar her mertebeden tiireve sahiptir. Bu da genellestirilmis fonk-
siyonlar1, fonksiyonlardan ayiran énemli bir ¢zelliktir.

Genel olarak f'nin r ’inci tiirevi £, her weD icin

(FO(x), p(x)) = (~1)"(f(2), " (2))

egitligi ile tanmimlanir.

Yerel integrallenebilir H Heaviside fonksiyonu

1, x>0

0, z<0



esitligi ile tanimlhidir.

Bu fonksiyona kargilik gelen genellestirilmig fonksiyonu H ile gosterirsek, o zaman her

weD igin H genellestirilmis fonksiyonunun tiirevi

’

(H'(2),0(x)) = —(H(2),¢(2))

= —/Oooapl(:v)dx

Dirac-delta genellestirilmig fonksiyonu olur.

Ozel olarak, Dirac-delta & (z) genellestirilmis fonksiyonunun r. mertebeden tiirevi §()

her eD icin

esitligi ile tanmimlanir.

2 yerel integrallenebilir fonksiyonu,

A
N zt , x>0

0 , z<0
esitligi ile tamimhdir. A > —1 degerleri i¢in %} fonksiyonu yerel integrallenebilir oldugundan,

bu fonksiyona kargilik gelen genellestirilmis fonksiyon her peD icin

<a:i,<,0(x)> = /000 xAgo(x) dx

ile tanimhdir.

:1:3\r yerel integrallenebilir fonksiyonunun tiirevini bulalim. A > 0 degerleri icin, xﬁ‘r

fonksiyonunun tiirevi )\xf‘;l fonksiyonudur. Boylelikle A > 0 oldugunda %xi ge-

nellestirilmig fonksiyonu )\xj\r_l ile tamimlanir. Fakat —1 < A < 0 degerleri igin, xj\r_l

7



fonksiyonu yerel integrallenebilir olmadigindan raksak

/0 N Ao*to(z) da (2)

integralinin diizenlenmesi gerekir.

Tiirevin tamiminindan

/

((@}), o(@)) = —(al,e(2))
= —/0 o (x) da

= —lim o () dx

e— 0

yazip kismi integral alirsak

, [e.o]

((z}), p(z)) = — lim {:c’\ [o(z) + C]

e— 0

— /Eoo A ep(z) + C] dx}

€

esitligi elde edilir. Eger C' = —(0) alimirsa

lim € [p(e) + C] =0

olacagmdan
(@) o@) = tim [ 2 pla) - 9(0)] do
= [ ete) - ot0)] ds Q
bulunur.

Burada (3) esitligi ile verilen genellegtirilmig fonksiyon )\a:f‘fl ile gosterilecektir.

Boylece —2 < A < —1 degerleri igin xi‘r fonksiyonuna kargilik gelen genellegtirilmis

fonksiyon N
(@) = [ o) - 0] da

esitligi ile tanmimlanir.

Gel'fand ve Shilov [14], —=n — 1 < A < —n , n = 1,2,3,... igin 2%} fonksiyonuna
karsilik gelen genellestirilmis fonksiyonu

n—1

(@hpta)) = [ o) - o0 -~

e O] o (4)



esitligi ile tanimlamiglardir.

n—1

Burada (4) esitligi A > —n — 1 ve A # —1,—2, ..., —n igin
T

[Tae@ar = [ 2ot - o0 -5 0) - - 2

o o (0)
+/1 ;p/\gp(x)dijZ (k—DIA+k)

k=1

I go("’l)(())] dx

seklinde yazilabilir.

Bu integralde seriyi acarak

00 1 n—1
A _ A ! z (n—1)
dr = —(0) — 0) — ... — 0)|d
| e = [ 2 fe@) =00 - ap0) = . - g0 ds
e8] n—2
A _ N (n—2) ]
+ /1 z [gp(:c) P(0) =29/ (0) = . = e (0)| do
()
(n—DN(A+n)
elde ederiz. Burada A = —n degeri i¢in esitligin sagindaki son terim iraksak olacagindan

bu integral iraksak olur. Esitligin sagindaki son terim ihmal edildiginde kalan integral
yakinsak olacaktir. Gel’fand ve Shilov A = —n degeri i¢in x" fonksiyonuna karsilik

gelen genellegtirilmig fonksiyonu F'(z,, —n) ile gosterip, bu fonksiyoneli

<F($+, _n)a ¢<x>> = <xjrnv 90(1')>
- / v p(x) — 9(0) — . -

esitligi ile tanmimlamiglardir.

e LTI P

Burada F(z,, —n) genellestirilmis fonksiyonu % genellestirilmis fonksiyonunun
+ 3 y + g 3 3 Yy

A = —n noktasindaki degeri degildir.
(5) esitligi 27" fonksiyonuna karsilik gelen genellestirilmis fonksiyonu gosterir.

zy (A # —1, -2, ...) genellegtirilmis fonksiyonu i¢in

d _
Tt = A (6)
bilinen esitligi saglanir. Ama F(x,,—n) genellestirilmig fonksiyonu icin (6) esitligi

saglanmaz.



Gergekten her weD igin

(Fl(wy,—n), p(@) = —(a3"¢'(2))
_ —/0 (gl (@) ¢ (0) — . - (nx_ e 0)H(1 - )] da
= —/0 z " [gol (z) — ¢ (0) — ... — (nxn_1>!g0(”)(())] dx
_ /1 o [¢’ (@) — ¢ (0) — ... — (nxn_;)!w(”‘”(())] dz
elde edilir ve burada kismi integral kullanirsak
/ 00 " (n)
(F (), —n), p(x)) = — / () = o(0) .- D O H (1~ )] e 2O
bulunur.
Buradan

%F(m, —n) = -—nF(ry,—n—1)+ ﬂé(n)(ip)

esitligi elde edilir [14].

(6) esitliginin F(x,, —n) genellestirilmis fonksiyonu i¢in saglanmadigi goriiliir.

Yerel integrallenebilir In x, fonksiyonu

Inx , >0
Inx, =
0 , <0

esitligi ile tanimlhidir.

Fisher [12], 23! fonksiyonuna kargilik gelen genellestirilmis fonksiyonu

d
-1 _
v, =—lInxy

dx

esitligi ile tanimlamistir. Daha genel olarak z, ™ fonksiyonuna karsilik gelen genellestiril-

mis fonksiyonu ise n = 2,3, ... i¢in
-n __ 1 -1 d —n+1 7
"= (—n+1) drr (7)
esitligi ile tanimlamigtir. Bu tanim ile basit tiirev esitliginin
A (y+ 1)t d In M1
Ty = ( + ) % nry

10



her A gergel sayisi i¢in saglandigi goriiliir.

x;l genellegtirilmis fonksiyonunun tanimindan

(#7h 0(@) = —(Inzy, 0 (2))

elde edilir.
Buradan

‘T-T-l = F(ZE+7 _1)

elde edilir.

Bu esitligin tiirevini alirsak
7yt = Flas,—2)+ 0 (2)

esitligi ve tiimevarim metodu kullanilirsa

r" = F(xy,—n) + (=1" 'gb(n — )6V (x)

esitligi bulunur.

Burada,
ile tanmimhdir.
Boylece Fisher’in z1" fonksiyonuna karsilik gelen ve (7) esitligi ile tanimlanan " ge-

nellegtirilmis fonksiyonu ile Gel'fand ve Shilov’un tanimladigi F'(z,, —n) genellestirilmis

fonksiyonu arasindaki iligkinin

"= F(zy,—n)+ (=1 ‘gb(n — 1)6 Y (x)

seklinde oldugu goriiliir [12].
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2.1.7 Tamim: [29] f ile g fonksiyonlar i¢in f ve g 'nin konviiliisyon ¢arpim
(Fe9)@) = [ rgte-1ar

seklinde tammlanir. Integral var iken konviiliisyon carpimmin oldugu acktir, yani
konviiliisyon ¢arpiminin varligi integralin var olmasina baghdir.
Eger f % g konviillisyon ¢arpimi var ise, o zaman ¢ * f konviiliisyon ¢arpimi da vardir

ve bu ¢arpimlar igin
(f xg)(x) = (g% f)(x)

esitligi saglanir.

2.1.8 Tanim :Fonksiyonlarin bir { fn} dizisi i¢in
(i) f. fonksiyonlarinin her biri sonsuz mertebeden tiirevlenebilir,
(ii) her weD icin {f,,¢) yakmsaktir ve yakinsadiga limit L(e) ile gosterilirse,

(iii) L(p) , ¢ 'ye gore siireklidir, yani D uzaynda sifira yakmsayan her {¢,} dizisi
icin L(¢,) — 0 dir,

kogullar1 saglaniyorsa, { fn} dizisine regiilerdir denir.

Bu tanim ile verilen regiiler dizi olusturmanin bircok yolu vardir. Bu ¢aligma boyunca

kullanacagimiz regiiler fonksiyonlar dizisini olugturalim.
Oncelikle Dirac-delta ¢(x) fonksiyonuna yakmsayan dizisiyi olusturalim.

p(x) fonksiyonu, her mertebeden siirekli tiirevi olan ve agagidaki ozellikleri saglayan

bir fonksiyon olsun :
(i) |z] > 1, p(z) =0,
(ii) p(z) =0,

(iii) p(z) = p(—2),

(iv) fjl p(x)dx = 1.
12



Ornegin;
ke_(ﬁ) , —l<zx<l1
0 : lz] > 1

fonksiyonu yukaridaki kosullar1 saglar, burada

1
k1 :/ e~ (1= g
~1

bi¢iminde tanimhdir.

Burada n = 1,2, ... i¢in 6, (z) fonksiyonu

tanimlanirsa, {4, ()} dizisi her mertebeden tiirevi olan fonksiyonlarmn bir dizisi olur ve
dizi regiilerdir. supp 9,, C [’71, %] seklindedir ve bu dizi Dirac-delta §(z) fonksiyonuna

yakinsar.

feD' genellestirilmig fonksiyonu verilsin. £, fonksiyonlar,

= (flz—1),0.(1))
= " e 08 de

—1/n

bigiminde tanimlansin. O zaman { fn}, f genellestirilmis fonksiyonuna yakinsayan son-

suz mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlarin regiiler bir dizisi olur.

13



2.2 Neutrix , Neutrix Limit ve Ozellikleri

Bu kisimda, genellestirilmis fonksiyonlarin kompozisyonunu tanimlamada kullanacagi-

miz neutrix ve neutrix limit kavramlarini ornekleri ile birlikte verecegiz.

Hadamard sonlu toplami olarak bilinen, degeri sonsuz olan bir integralden iraksak
parcalarin ihmal edilmesi ile sonlu degerlerin elde edilmesi ilk olarak Hadamard ta-
rafindan ortaya konulmustur [16]. Hadamard sonlu parcasinin elde edilmesinde kul-
lanilan metodun, neutrix calculusun [3] bir uygulamasi oldugu B.Fisher tarafindan
verilmis ve genellestirilmis fonksiyonlarin ¢carpiminin, konviiliisyon ¢arpiminin ve kom-

pozisyonunun tammlanmasinda kullanilmigtir [12].
Burada verecegimiz tanimlar Van Der Corput [3] tarafindan verilmistir.

2.2.1 Tanim: [3] N’ bostan farkh bir kiime ve N toplamsal degismeli bir grup olsun.
f: N — N" olan fonksiyonlarin olusturdugu toplamsal degismeli grup N ile gésteril-
sin. Eger N icindeki tek sabit fonbksiyon sifir ise N’ ye neutrix denir ve N ’ye ait

her bir fonksiyona da ihmal edilebilir fonksiyon adi verilir.
O halde feN ve VzeN' icin f(z) = c ise ¢ = 0 olur.

2.2.2 Ornek : N kiimesi, tanim kiimesi [0, 1] arahg) olan ve aeR olmak fizere N iize-
rinde tamimh a sin 27z seklindeki fonksiyonlardan olusan toplamsal degismeli bir grup
olsun. O zaman N bir neutrixtir [4].
Gercekten, VzeN' icin

asin 2rx = ¢ (sabit) = a = 0 ve buradan ¢ = 0 olur.
N’ =10,1) ve M neutrixi a sin 27z fonksiyonlarinin toplamsal grubu olarak alimirsa, M

neutrixi, N 7 den farkl olur.Ciinkii tanim kiimeleri ayn1 degildir.

2.2.3 Ornek: N kiimesi; tamm kiimesi N' = [0,1] = {x 0<z< 1} kapali araligi,

14



deger kiimesi gercel sayilar kiimesi olan ve a, b keyfi gercel sayilar olmak tizere
asinz + ba?

seklindeki fonksiyonlarin olugturdugu toplamsal degismeli grup olsun. O zaman N bir

neutrixtir.

Gercekten VzeN' icin

asinx + br? = ¢ (sabit) = a = b= ¢ = 0 olur.

2.2.4 Ornek: N kiimesi; tanim kiimesi N = [0, 1] kapal arahg), deger kiimesi gercel

sayilar kiimesi olan ve a, b keyfi gercel sayilar olmak tizere
2
ax V% + b{ log [log(l/w)]} + O(x), (O(z) » 0,2 — 0)

seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu toplamsal degismeli grup olsun. O zaman N bir

neutrixtir.

Gercekten VzeN' icin

2
a2+ b{ log [log(1/2)] } +Ox) = ¢ (sabit) = a = b= ¢ = 0 olur

2.2.5 Ornek: X topolojik uzay, N' C X ve y ¢ N  noktasi bu kiimenin bir limit
noktasi olsun. N deger kiimesi gercel sayilar kiimesi, N kiimesi de f : N' — N olan

ve 7 f(z)eN i¢in lim,_, , f(x) = ¢ oluyorsa ¢ = 0”7 Ozelligini saglayan fonksiyonlarin

olugturdugu toplamsal degismeli bir grup olsun. O zaman N bir neutrixtir.

Gercekten feN ve VzeN' icin

f(z) = c¢=lim,, , f(z) = ¢ olur ve dolayisiyla ¢ = 0 elde edilir.

2.2.6 Tanim : [3] Eger f(z) fonksiyonu N kiimesi iizerinde tanimli gercel (komplex)
degerli bir fonksiyon ve f(z) — aeN olacak sekilde bir « sabit sayis1 bulunabiliyorsa, o
zaman « sayisina f(x) fonksiyonunun neutrix limiti denir ve

N—-lim f(z) = «

T— Y

15



seklinde gosterilir.

Bir f(z) fonksiyonunun neutrix limiti varsa tektir. Gergekten, f(z) — ayeN ve

f(x) — azeN olsun. O zaman N ’nin toplamsal grup olmasindan dolay1

[f(m) - 051] - [f(x) - 052] = a; — oeN

olur. N’deki sabit fonksiyon sadece sifir oldugundan a; —as = 0 ve buradan da a; = as

elde edilir.

2.2.7 Ornek: [15] N’ bogtan farkl bir kiime ve N de bu kiime iizerinde tanml,
lim,_, , f(z) = 0 kosulunu saglayan fonksiyonlarin bir kiimesi olsun. O zaman N bir

neutrix olur ve x — ¥ i¢in neutrix limit, normal limitin aynisidir.

Bir neutrixe gore eger bir fonksiyonun normal anlamda limiti varsa, bu limit neut-

rix limit ile aynidir.

2.2.8 Ornek :Tanim kiimesi N' = (0,1) = {e 1 0 < e < 1} agk kiimesi, deger
kiimesi N gercel sayilar kiimesi, a,b keyfi gercel sayilar ve O(e), lim._, cO(¢) = 0

ozelligini saglayan fonksiyonlar olmak iizere, N : N' — N kiimesi de
alne +be™t + O(e)
bigimindeki fonksiyonlarin kiimesi olsun. O zaman
f(e) =Ine+2e' —cose —1
fonksiyonunun neutrix limiti

N—lim f(e) = =2’ dur.

e— 0
Gercekten
f(e) =Ine+2e"" — (cose — 1) — 2

f(e)+2=1Ine+ 2" — (cose — 1)

ihmal edilebilirdir.
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2.2.9 Ornek :Tamm kiimesi N = (0,1) acik kiimesi, deger kiimesi N gercel sayilar
kiimesi, a, b keyfi gercel sayilar ve O(¢), lim._, ¢ O(e) = 0 dzelligini saglayan fonksiyon-
lar olmak tizere,

aln’c™ +blne™' + O(e)

ile tanimlanan N neutrixini gézontine alalim.

fle)=e+ (lne '+ 1)2

fonksiyonunun neutrix limiti

N—lim f(e) =1 dur.

e—= 0
Gercekten
fle)—1l=c+mn?c +2Ine!

ithmal edilebilirdir.

Eger 2.2.9 rnekteki N neutrixini (alne™" + 1)2 + O(e) ihmal edilebilir fonksiyon-

larindan olustugunu diisiiniirsek, o zaman
fle)=e+ (alne™ +1)° + 0e)
fonksiyonu i¢in neutrix limit

N—lim f(e) = 0" dur.

e— 0

2.2.10 Ornek : Tamm kiimesi N = (0,1) acik kiimesi, deger kiimesi N gercel sayilar
kiimesi, a, b keyfi gercel sayilar ve O(¢), lim._, ¢ O(e) = 0 dzelligini saglayan fonksiyon-
lar olmak tizere,

as™V? 4 b(Inln 5’1)2 + O(e)

ile tanimlanan N kiimesini gozoniine alalim. O zaman N bir neutrixtir.

Gergekten, Vee N ' i¢in
acV? 4 b(ln hms‘l)2 + O(e) = ¢ (sabit) = a=b=c=0d.

O zaman

fle) =32+ (e + 9)1/2 + 2(1n1n<€_1)2

fonksiyonu igin
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N—lim f(e) = 3’ olur.
e— 0
Asagidaki 6rnekler neutrix limitin genellestirilmisg fonksiyonlara nasil uygulanabildigini

gosteren orneklerdir.

2.2.11 Ornek :N neutrixi, tamm kiimesi N = (0,00) = {5 0 < e < oo} acgik
kiimesi, deger kiimesi N gercel sayilar kiimesi ve O(g), lim._, ¢ O(¢) = 0 &zelligini

saglayan fonksiyonlar olmak tizere,
fln" e In"e,06) AN<0,r=1,2,..)

fonksiyonlarinin sonlu lineer toplamlarindan olusan fonksiyonlarin kiimesi olsun.
O zaman \ # —1, -2, ... ve her peD igin
(z},¢) = N—lim 2 () da
e— 0

£

esitligi ile tanimhdir [6].

Gergekten A > —n — 1, A # —1, =2, ..., —n ve her peD icin

n—-1 n (i—-1)
“3_ (i) ] @
(2}, ) = / 2 Z,SO (0)| dz + 1 .7590 da:—i—z i) )
ile tanimhidir. Bu esitligi kullanarak,
00 1 n—1 .flfi ‘
| Pe@ar = [ o) - Y 5e00)] o
€ € i=0
= 5220 [
—1—/ 2rp(x) dr + 5 / T dx
1 =0 v €
1 nol i
= / z [go(x)— Fgo(z)(O)] dx
€ =0

00 1 n—1 i
— i A - A A N0
NE_>hOrn i xp(x) dz /0 x [gp(az) ; ¢ (0)} dx
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olur. O halde A > —n—1, A # —1,-2,...,—n i¢in
(z},0(z)) = N—lim/ v p(x) do
e—= 0 c
elde edilir. Bu da istenilendir.

Not: Bundan sonraki bolimlerde N neutrixi olarak 2.2.11 ornekteki neutrix alinacaktir.

2.2.12 Ornek : Bir énceki érnekteki N neutrixini alalm. O zaman her weD ve
n=1,2,..1icin
(z", ) = N—lim/ x "p(x)dx
e—= 0 c

olur [6].

ispat : x" fonksiyonuna karsilik gelen genellestirilmis fonksiyon

@io) = [ [oto) - > 50 - SO )] de
esitligi ile tanimlandi.Buradan
0 o0 2, !
[ e = [ afon - 25600 - (et on0 -
D D L R L
00 - n2 i 1
- / v [ple) - > 0~ e O - )] do

n—2 i n—
_ Z ! )(O gimntl pl Y(0) Ine
— i —n+1) (n—1)!

yazilir ve egitligin her iki tarafinin neutrix limiti alinirsa

o0 00 n-2 ; n—1
A x
N—1i -n dr = -n _ o),V OVH(1—2)| d
Sl [ p(z) dx /O x [90(56) ;:0 #7(0) M (0OH(1—2)| dx

olur. O halde neN icin

o

(z7", o(x)) = N—lim x "p(r)dx

e— 0 €

elde edilir.
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2.3 Genellestirilmis Fonksiyonlarin Neutrix Kompozisyonu

{5n(x)} dizisi, burada ve diger boliimlerde, 2.1 boliim i¢inde tanimladigimiz, sonsuz

tirevli fonksiyonlarin regiiler bir dizisi olarak alinacaktir.

2.3.1 Tanim : f herhangi bir genellestirilmis fonksiyon ve g sonsuz mertebeden tiirev-

lenebilir fonksiyon olsun. O zaman f ile g fonksiyonlarinin ¢arpimi, her peD i¢in

(f9,0) = (f.99)

seklinde tanimlanir [14, 28].
Burada keyfi peD icin gpeD oldugundan bu esitlik anlamhdir.

2.3.2 Tanum: f ve g herhangi iki genellestirilmis fonksiyonlar1 verilsin. f , FeL”(a,b)
integrallenebilir fonksiyonunun r. tiirevi, g"eL9(a,b) ve % + 5 = 1 olsun. O zaman

(a,b) agik araligi tizerinde fg carpimi vardir ve

olmak tlizere

esitligi ile verilir [13, 17, 28].

2.3.3 Tanim: f ve g herhangi iki genellestirilmis fonksiyon ve g, = ¢ % J,, olsun.
O zaman f ile g genellestirilmig fonksiyonlarimin f.g ¢arpiminin var ve (a, b) araliginda
h genellegtirilmig fonksiyonuna egit olmas i¢in gerek ve yeter kogul , (a,b) araligindaki
her peD igin

Jim (fgn @) = lim (f, gnp) = (h, )

limitinin var olmasidir.

Bu carpimin tanimi simetrik olmadigindan, f.g carpimi genelde degismeli degildir. An-

cak agagidaki teoremde oldugu gibi, bir¢ok ¢arpim degismelidir [10].

2.3.4 Teorem: [ ve g herhangi iki genellestirilmig fonksiyon olsun. Eger (a,b) acik
20



araligr tizerinde 2.3.2 tammmdaki fg carpimi varsa, o zaman f.g ve ¢g.f carpimlari da

vardir ve bu agik aralik tizerinde

f9=9.f=1fyg

dir.
Degismeli carpim tanimi asagidaki gibidir.

2.3.5 Tanim :f ve g herhangi iki genellestirilmig fonksiyonlar1 icin,

fn:f*éna gn:g*én

seklinde tamimlansin. O zaman f ile g carpiminin (a, b) araliginda var ve h genellegtirilmis
fonksiyonuna esit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul { fn gn} regiiler dizisinin h "ye yakinsa-

masidir.

2.3.6 Tanmim :f ve g herhangi iki genellestirilmis fonksiyon, f, = f % d, ,g, = g * 0,
fonksiyon dizileri ve N, 2.2.11 6rnek iginde tanimlanan neutrix olsun. Eger destegi (a, b)

araliginda olan VpeD igin,

n— oo

oluyorsa, f ve g genellestirilmis fonksiyonlarinin neutrix limiti vardir ve h ’ye esittir,

denir.

2.3.7 Tanim:f ve g herhangi iki genellegtirilmis fonksiyon ve g, = ¢ * d,, olsun.
Eger destegi (a,b) araliginda olan VpeD igin,

N—lim (fan @) = N;lgnﬁ, gnp) = (h, p)

oluyorsa, f ve g genellegtirilmig fonksiyonlarimin fog neutrix ¢arpimi vardir ve (a,b)

lizerinde h 'ye esittir, denir [18, 28].
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f(z) sonsuz mertebeden tiirevlenebilir ve kokleri xq, xo, ..., z,, noktalar olan bir fonksi-
yon olsun. Ayrica bu noktalarda f > 0 olsun. O zaman bu f fonksiyonu ile Dirac-delta

fonksiyonunun kompozisyonu,

esitligi ile verilir [14].

Bu esitligin tiirevi alinarak §*) ( f (x)) genellestirilmis fonksiyonu

. 1 1 d\*
W) =X e (Faa) o)

n

seklinde tanimlanabilir .

2.3.8 Tanim :f yerel integrallenebilir fonksiyon olsun. Eger VpeD i¢in,

oo

N—lim [ §7(f(2))p(z) dr = (h(z), p(2))

n— oo —00

limiti (a,b) iizerinde var ve h(z) genellestirilmis fonksiyonuna esit ise, §*)(f(x)) ge-

nellegtirilmig fonksiyonu tanmimhidir ve yukaridaki esitlik ile verilir [7, 28].
Bu tanimin daha genel formu agagida verilmistir [11, 28].

2.3.9 Tanim :F herhangi bir genellegtirilmis fonksiyon, f yerel integrallenebilir fonk-
siyon ve F,,(z) = F * §,(x) olsun. O zaman YpeD i¢in,

N—lim [ F(f(z))p(z) dz = (h(z), p(z))

n— oo —00

limiti varsa, F'(f(x)) genellestirilmis fonksiyonu tammhdir ve (a,b) lizerinde h(x) ge-

nellestirilmig fonksiyonuna esittir.

Burada verilen tanimlarin kullanihigi ile ilgili 6rnekler iigiincii, dordiincii ve beginci

boliimlerde verilecektir.
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3 x°ve x! GENELLESTIRILMIS
FONKSIYONLARININ NEUTRIX
KOMPOZISYONU

Bir genellestirilmis fonksiyon ile tiirevi sifirdan farkli sonsuz mertebeden tiirevlenebi-
lir fonksiyonun kompozisyonu Antosik tarafindan verilmistir [2]. Fisher bu tanimi, ilk
olarak bir F' genellegtirilmig fonksiyonu ile (a,b) agik araliginda tek basit koke sahip f
yerel integrallenebilir fonksiyon olmasi durumuna, daha sonra da f 'nin genellestirilmis
fonksiyon olmasi durumuna genellemistir [7, 11, 20]. Bu tanim ayni1 zamanda Antosik
tarafindan verilen tanimin bir genellesmesidir [1].

Schwartz klasik genellegtirilmig fonksiyonlar teorisinde H ((5(5)(56)), &F, 67%, Ind , 6% ve
benzeri formlarin gosterimlerinin anlami yoktur. Ancak v/6 = 0, v02+1 = 1 + 6,
log(1+4d) =0,sind =0, cosd =1 ve (6+1)"" = 1 kompozisyonlar1 Antosik tarafindan
tanimlanmusgtir [1]. Koh ve Li belirli bir 6— dizisi kullanarak 6* ve (8')* (k = 2,3,...)
kompozisyonlarina anlam vermiglerdir [21]. Dirac- delta fonksiyonunun [55(:17)] ’ genel
formunu Kou ve Fisher tanimlamigtir [20]. Dirac-delta fonksiyonunun negatif kuvvet-

leri Ozcag tarafindan elde edilmistir [26].

Bu boliimde x~° ve 27, genellestirilmis fonksiyonlarmim neutrix kompozisyonu tanimla-
nacaktir. Bu boliimde ve diger béliimlerde, p(t) fonksiyonu 2.1 béliim i¢inde tanimlanan

fonksiyon olarak alinacaktir.
Agagidaki iki teorem B.Fisher tarafindan verilmistir [8, 9].

3.1 Teorem: [22] (z"})_" neutrix kompozisyonu vardir ve

c(p):/o Intp(t) dt

olmak tizere r,s = 1,2, ... i¢in

($1):s _ <;(12;sisi§)‘0) 6(r571)(x)

dir.
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-1 : . -
3.2 Teorem: (ZL‘:_) neutrix kompozisyonu reN icin vardir ve

T2C<p) _ T¢(T — 1)5(r—1)(x)

(3) " =2+ (1) H

esitligi ile tanimlhidir.

Temel sonug teoremini vermeden once, kullanacagimiz kolayca goriilebilecek yardimer

teoremleri verelim.

3.3 Yardimci Teorem: Her s =0,1,2, ... i¢in

- 0 , i=0,1,.,s—1
/vp (v)dv = _
-1 (—=1)°s! | i=s

olur ve ayrica v*p®)(v) cift fonksiyon oldugundan

0 1
1
/ v pt (v) dv —/ v p®) (v) dv = 5(—1)53!
0

-1

esitligi elde edilir.

3.4 Yardimci Teorem: Her s = 0,1,2, ... i¢in

0 1 1
/ v In |v|p®) (v) dv = / v* In |v[p® (v) dv = 5(—1)88!¢(S) + (—1)%sle(p)
0

-1

dar.

(s)
—1)s71(1
r® = Y (S(&u) genellestirilmis fonksiyonu icin agagidaki yardimci teorem ko-

layca goriilebilir.

3.5 Yardimci1 Teorem: [23] ¢, D[—1, 1] kapah aralig i¢inde keyfi bir fonksiyon ise,

o zaman SeN icin

(@ple)) = [ o [@(1')—4
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dir.
3.2 teoremin daha genel formunu ispatlayalim.

3.6 Teorem : [24] (xi)_s genellestirilmig fonksiyonu vardir ve r;s = 1,2, ... i¢in

(=1)%s![2c(p) + (s — 1)] + rso(rs

(rs)! - 07 (x) (8)

(ili’:_)is _ ZL’_T_TS . (_1)7"3

dir.

ispat :

@07, = 25 bt = s

—1/n

(1M s = D! ()] = f1{7nln\”f“t\5(s) y #20
o S fe]s (o) L2 <0

bicimindedir.
Simdi v = nt ve y = na” degisken degistirmeleri yapilirsa,

(1) (s = 1)! /1 -Tk[(lﬁr)is} dz

/ / ln|x t}(S(S t)dt dx
—1/n
/ / In [¢[6$)(t) dt da
-1/n
(k+1)/

:7/ p(s)(v)/ y Ik /Tln‘y—v|dydv
-1 0

nsf(k+l)/r 1 n
—i——/ p(s)(v)/ y D /’"ln‘y—v|dydv

r -1 1

5—(k+1)/r1 1 n

n nn _ ,
T hn / P (0) do / L/ g
r -1 0
(_1)k+1ns 1 .
_k——|—1 _lln|v/n‘p( )(v)dv
=L+L+ 13+ (10)

elde edilir.
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k=0,1,...,rs — 2 degerleri icin

N—lim/l; =0 (11)
n— oo
ve k=0,1,2,... degerleri i¢in
N—-lim/3 =N-limI, =0 (12)
n— oo n— oo

oldugu kolayca goriilebilir.

Ayrica

/n y71+(k+1 /r In |y . 'U‘ d'y _ /n y,1+(k+1 /r In ‘y‘ dy
1 1

" v
+/ y—1+(k+1)/r In }1 _ _| dy
1 Yy

= L+1, (13)

elde edilir ve burada k£ = 0,1, ...,7s — 2 degerleri i¢in

rn(k—i—l)/r Inn 7“2 (n(k+1)/r o 1)

_ _ 14
2 k+1 (k+ 1) (14)
ve
oo 7 n 7 —i+(k+1)/r
i : i(k+1—ri)
i=1 =1
bulunur.

3.3 yardimc teorem ve (13), (14) ve (15) esitlikleri kullaniirsa £ = 0,1,...,rs — 2

degerleri ic¢in

N—lim I, = M (16)

n— 0o rs —k—1

neutrix limiti elde edilir.

(10), (11), (12) ve (16) esitliklerinden k = 0,1, ...,7s — 2 degerleri igin

1

n— oo -1



esitligi elde edilir.

Simdi £ = rs — 1 alinirsa,

1 /! 1
L = —/ p(s)(v)/ ysflln‘y—v|dydv
0

rJ-1

1 1 v 1
= —/ P (v) {/ +/ y31ln‘y—v‘dy} dv
rJo 0 v
1 0 —v 1
+—/ P (v) [/ +/ yi! ln|y—v‘dy] dv
rJ-o1 0 —v

I _
= —:/ M”@)/jy81h4y—vhwdv
0

r 0
1 1 1
+—/ p(s)(v)/ ys_lln|y—v‘dydv
T Jo v
1 0 —v
-I—;/ p(s)(v)/ ys_lln‘y—v|dydv
0
1 0 1
+—/ p(s)(v)/ ys_lln‘y—v|dydv

rJ-o1 v

= Si+Jo+Js+ s (18)

elde edilir.

Buradan y = uv degisken degistirmesi yapilirsa

1 1
Jp = —/ vsp(s)(v)/ u ! [lnv +In(1- u)} du dv (19)
0 0

r

ve 3.4 yardimc1 teoremi kullanilirsa

1 1 1 1
/ v® lnvp(s)(v)/ wdudy = —/ v Invp'® (v) dv
0 0 0

= (G -D[n) + 506 (0)

bulunur.

Ardindan 3.3 yardimci teoremi kullanilirsa,

/0 vsp(s)(v)/o v 'n(1—u)dudv = %(—1)8(3 — 1)!/ In(1—u)d(u —1)

0

1,5
= %(—1)8(8 —1)! i Ui — ul du
= LD s 1o (21)
esitligi ve (19), (20) ve (21) esitliklerinden
N—tlim j, = W=D ) (22)
n— oo T
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sonucunu elde ederiz.

Js ' bulmak i¢in y = wv degisken degistirmesi yapilirsa

1[0 ’
Js = __/ Usp(s)(v)/ u5_1[1n|v|+ln(1—u)}dudv
-1

rJ-
1 0 0
= ——/ vsp(s)(v)/ w* ' n |v| du dv
rJ- -1
1 0 0
—;/lvsp(s)(v)/lus_lln (1 —u)dudv (23)

bulunur.

Burada 3.4 yardimci teoremi kullanilirsa

0 0 (_1)371 0
/vsln|v|p(s)(v)/ uldudy = /v51n|v|p(s)(v)dv

-1 —1 S —1

= —(s—1)! [C(p) + %qﬁ(s)} (24)

ve 3.3 yardimei teoremi kullanilirsa

0 0
/ v p®) (v) / ' (1—u)dudv

-1 -1

1 0
— 5(—1)5(3—1)!/ In(1—u)d(u®—1)
-1
1 1 Ous—1
= _{(=1)% — — 1! — —(=1)%(s — 1!
2[( 1)* = 1](s —1)!In2 2( 1)%(s 1)./1u_1du
1 1 L (—1)
= _|(=1)° — —1)! —(—=1)%(s — 1!
2[( 1) —1](s D2+ o (=1)%(s 1).1‘21 Z, (25)
esitligi elde edilir.
(23) , (24) ve (25) esitlikleri kullanilir ve neutrix limit alinirsa
, [1—(=1)%](s—1)! (s —1)!
Nt = B e Bt
(s =D (=170 (s—1)!
— 2
L) (26)

oldugu gortlir.
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Jo icin 3.3 yardimci teorem kullanilirsa

1 1 1
Jo = —/ p(s)(v)/ [lny%—ln(l——)} dy dv
0 v )

r

1 1 1
— [0 [ v gy
r 0 v

I =1 [, o
i / v (v) / Y dy do
re= v Jo v

2rs rs?
1 & 1 /1 . (®)

—= vt — %) p¥(v) dv
Tz:lzgész(s_l> 0 ( )

2rs rs? 2r
1 G 1 ! 7 (s
o Z z(s—i)/ o' w)dv
i=1,i#s 0
A0, (D D26 - )
- 2
TS 2r
1 — 1 L
i=1,its 0

bulunur ¢iinki,

dir.

Son olarak Jy i¢in 3.3 ve 3.4 yardimci teoremleri kullanilirsa |
0 1
/ p(s)(v)/ [lny—irln (1——)] dy dv
1 —v )
0 1
= / ) (v)/ v nydydv
-1 —v
Ie1 2, b
. Z - / ,Uzp(s) (’U) / ys—z—l dy dv
it v
1 0 ) —1 5]
_ _/ l( ) ( ) H|U|:| ,O(S)<U)d’l}

—/ v*In |v[p® (v) dv

Ji =

S|l 3|

[vi - (—1)8_ivs] P (v) dv

(27)
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27‘3 7“82 2r
0 —1)8 -1 |
zp(s) (U) dv — ( ) (S )
2rs
i=1,i#s
(s —1)! Zl i [1—(—1)8](3—1)!1 )
— 1 2r .
elde edilir ¢linki
o] ; s—1
_1 1 s 1 s+z 1 _ 1
= 1 Y
i(s — Z) s s
i=1,i#s i=1

dir.

15 icin 3.3 yardimc teoremi kullanilirsa,

I, = 1/1 p(s)(v)/ln [lny—kln(l—&)}dydv

rJ-1

_ l/lp@(v)/n - 11n(1——)dydv

r

- _ - Z / i (s / s—i—1 dy dv

1)*(s — 1)1 1
_ _( ) (S nn nst 1),Uzp(s)(v) dv
r 1= s+1

elde edilir.
Buradan

N—lim I, = — i ! /1 v'p®) (v) dv

n— oo 2T r imat1 Z(’L — S) 1 p
olur.

O halde (10), (12), (18), (22) ve (26) - (29) esitliklerinden,

N—lim [ 2" '[(a"))"*] dx= w 2¢(p) + (s — 1)

n— oo -1

oldugu goriiliir.

(28)

(29)

(30)

Son olarak, k& = rs olmasi durumunu inceleyelim. Eger x < 0 ve ¢ keyfi stirekli fonksiyon

30



ise, o zaman v = nt degigsken degistirmesinden

(—1)%(s — 1)!/ xrs[(azﬁr)_s]nw(x) dx

-1

0 1/n
:/ xrsw(x)/ In [t6) () dt dz:
-1 _

1/n
1 .
= ns/ W(x) dac/ In ‘—|p(s)(v) dv
0 —1 n
bulunur ve boylece
N—lim [ 2" [(x:_)_s}nw(x) dr =0 (31)

elde edilir.

I; iginde k = rs olmas1 durumunda ,

n—1/r n_l/r 1 1
/0 2 [(@)7], de = / P (v) /O y Iy — vl dydo

r 1

olur, buradan keyfi ¢ fonksiyonu icin

n—1/r
lim 2" [(«",) "] W(x)dz =0 (32)

n— oo 0

bulunur.

x> % ise, o zaman v = nt degisken degistirmesi yapilir ve 3.3 yardimci teoremi

kullanilirsa

1/n
(—1)(s — D7), _/_ In o — ¢35 (1) dt

1/n

1 Y1)
= n/_lln‘x —ﬁ‘p (v) dv

1 o
_ s 1 ro_ i (s) d
n / [ nzx Z i | P (v) dv

1

= — E / ) (v) dv
P _1 /an—s‘rrl

oldugu goriiliir.

s=1,2,... icin K, = f_ll |p!9)(v)| dv olmak iizere,

o 1 ‘U‘l © 00 K,
S Z /1 Z'nifsxri |p (?))| dU S Z Z'nifsl.ri
i=s ¥ 1=5

(s = @),
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esitsizligi elde edilir.

n~Y" < n < 1 olmas durumunda ise,

—l/r
us~ i+1/r—1
_K§jm / du

Al r\s—1 r
KZ@ 5 i H_l/r)[(nn) +1/ _1] , r#1

s—1i n~1ln(n
Ks Zi:s,i;ﬁs—&—l m |:(’)’I,TI) +1 __ 1:| + K ( 77) , T = 1

olur. Buradan her r,s = 1,2, ... icin

Jim | [2)7],

olur. O halde 1 siirekli bir fonksiyon ise, r,s = 1,2, ... i¢in

U
B | 0@ ), 0w de| = O) (3)

elde edilir.

Simdi [—1, 1] kapali aralig) {izerinde tanmimli ve destegi kompakt olan bir ¢(x) fonk-

siyonu, Taylor teoreminden 0 < £ < 1 igin,

(rs)! Jo-

1
n 1 /$TS[($:_)_S]71S0(TS)(§1’)(1$
tYm
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olur.

{[(xi)_ﬂn} regiiler dizisinin [, 1] araliginda diizgiin yakinsamasindan ve (17), (30) -

(33) esitliklerinden,

N=tim ([(#2) ], ()

n— oo

— (zrls);s‘ [ (5) + 6(s — 1)] o1 (0)
rs—2 ©(0) o9 ()
z‘zz'(m_i_l) +O(n)+/n (rs)! du

elde edilir.

n yeterince kiigiik alindiginda ve 3.5 yardimei teoremi kullanildiginda neN igin

N—1im<[(x1)*5]n,so(:v)>

= S [ + o5 - ] 0

0, e
_Zi!(rs—i—l) +/0 (rs)! de

= / [w(w) - Z T <o>] dz
rs—2 (1
a Z ! r(sp— i—1)
n (E}S);S’ [20(p) + 0(s — 1] ¢ (0)

= (21", o(x))
(—1)%s! [QC(p) + ¢(s — 1)} +rso(rs — 1)
(rs)!

sonucu elde edilir.

Bu ise (8) egitliginin [—1, 1] arahig1 lizerinde kanitidir. Ancak (8) esitligi orijini icermeyen

her aralik i¢in dogrudur.

Bu da teoremin kanitini tamamlar.
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4 HEAVISIDE GENELLESTIRILMIS
FONKSIYONUNUN NEGATIF
KUVVETLERI

Bu béliimde, 2.3.9 tanimi kullanarak Heaviside genellestirilmis H(x) fonksiyonunun k.

negatif kuvvetlerini tanimlayacagiz.

4.1 Teorem : [27] Gergel eksen iizerinde [H(z)] " neutrix kompozisyonu her seN icin

vardir ve

esitligi ile tanimhdir.

Ispat: (27%), = 27 % 6,(x) yazlrsa

), =2 %0, (1) = (=t n |z —t|6(
(@7 =2 wba) = /_1/n1 & — 0% t) dt (34)

dir.

(34) egitliginde x yerine H(x) yazlirsa,

_1)s—1 1/n
[(H(:c))_s] = [H(z)] " % 0u(z) = ES 1_>1)! / In |H(z) — t‘dff)(t) dt

n —1/n

bulunur.

Keyfi bir peD igin,

(|(HE)] w@) = o /_Zw(x) /_l/n In|H(x) — t|60)(¢) dt da

" (S - 1)' 1/n
- 28—1_)1—; / N p(z) / j//T;ln‘H(x)_t‘(;r(f)(t) dt dr

+Es_l——)sl_;! /ooo #lz) /_11// In |H () — t|65(t) dt da
_1)s—1 0 1/n
B (i—)l)'/ W)/ In| —t[83(t) dt da

(S 1/n
—1)51 00 1/n .
+Es—)1)! /0 () /_l/nln|1—t‘5fl)(t)dtdx (35)
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elde edilir.

(35) esitligindeki ilk integral igin u = nt degisken degistirmesi yapilirsa,

1/n 1
/ In| - t‘dﬁf)(t) dt = nS/ [ln lu| — lnn} P (u)du
- -1

1/n

elde edilir ve buradan neutrix limite gecilirse,

0 1/n
Netim [ (@) / In | — 4[5 (¢) dt de

n— 0 J_co 1/n
0 1
= / o(x) dx {N—lim ns/ [ln lu| — lnn} P (u)du}
—00 n— oo 1
— 0 (36)

bulunur.

(35) esitliginin ikinci integrali i¢inde u = nt degisken degistirmesi yapilirsa,

1/n 0 1 1/n
/ In|L—t[5 () dt = =) —,/ 6 (t) dt
_ 1

1/n i=1 —1/n

elde edilir.

Simdi 3.3 yardimer teoremi kullanildiginda,

Z e /1 w'p® (u) du = (=1)*(s — 1)!

7

bulunur ve ayrica her ¢ > s igin

ns—i 1 )
lim — / u' p® (u) du = 0

n— oo 1 1

elde edilir.

Boylece
1/

N—lim nln\l—t}&fj)(t)dt: (—1)%(s — 1)! (37)

n— oo 71/’!1
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bulunur.

(36) ve (37) esitlikleri kullanilirsa, VeD igin

N—lim < [(H(m))_s}

n— oo

,go(x)> = N-lim Es_i)sl_)' /00 In {H(x) — t{éﬁf)(t) dt

ve dolayisiyla

esitligi bulunur.

Boylece istenen elde edilir.

4.2 Teorem: [27] [H(x)}_

ve
[H(z)] " = 0 (38)
[A(2)] " = H(x) (39)
dir.
Ispat: (27%), = 27° % 0,(z) = —ﬁ Inz_ % 65 (x) yazilirsa, her seN icin
fj{?n In(t — x)&(f) t)dt , z<—=
~(5=DE@) =4 [P dt , fo] <1 (40)
0 , x> %
dir.

(40) esitliginde x yerine H (z) yazilirsa her seN igin

1/n (s)

L Intdy,’(t)dt , =<0

—(s—l)![H(m)f }n: 0 . .
L x>
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elde edilir.

Burada u = nt degisken degistirmesi yapilarak, integralin neutrix limiti alinirsa

1/n

1
N—lim Ints(¥(t) dt = N—lim ns/ [lnu —1In n} P (u) du = 0
0

n— oo 0 n— oo

bulunur ve boylece weD icin

N —lim < [(H(x)):s}n, gp(x)> =0

n— oo

elde edilir.
Dolayisiyla esitlik (38) goriiliir.

Simdi (z7°), = 27° * 0,(x) = ((_81_);)_,1 Inz, * 65 (x) yazilirsa, her seN i¢in

[ (@ =05 @) dt o] <k
(=) (s = DI = ¢ [ n(z — )6 (1) dt x> 1
<

0 , T

olur.

(41) egitliginde yine x yerine H(x) yazilirsa, her seN igin

SO (=000 (1 dt z <0

S (=08 (tydt x>0

(1) = (H@),] =

dir.

u = nt degisken degistirmesi yapilirsa,

0 1

/ In(— )50 (8) dt = (—1)*n® / [~ ] ) () du = O(n)

—1/n 0

esitligi ve 3.3 yardimei teoremi kullanilirsa

1/n o 1 /n

/ In(1— )0 () dt = =) —,/ 0@ () dt = O(1/n) + (—1)* (s — 1)!
—1/n i—1 tJ_1/n

elde edilir.

(42)

(43)

(44)
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Boylece @eD igin

()] o) = S5 [ et [ mnapoa
+_ES‘1_)1; /0 " (@) /_ 11//1111(1—15)5”@(15) dat
bulunur.

(42) - (44) esitliklerini kullanip neutrix limite gegilirse

N=tim ([(H(@)"] @) = [ plo)do = (1) 0(0)

n— oo

(39) esitligi elde edilir.
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5 (x}) " NEUTRIX KOMPOZISYONU

Nicholas ve Fisher, ii¢iincii béliimde verilen, r, s = 1,2, ... i¢in (27, )~ kompozisyonunu

{ [(xfr)*s}n} regiiler dizisinin limiti olarak tanimlamiglardir [24]. Ozcag ve digerleri

r = 0 olmasi durumu igin, dordiincii boliimde verilen, [H (x)}_ kompozisyonunu
-4

tammlamslardir [27]. Ayrica (J2|"%/2) 7 ve (|z[*) " gibi baz1 kompozisyonlara anlam

verilmigtir.

Bu béliimde 7™ ve z/} genellestirilmis fonksiyonlarmin neutrix kompozisyonu tanimla-

nacaktar.

5.1 Teorem: [25] (a:i)fm genellesgtirilmis fonksiyonu, > 0, m = 1,2,... ve um = s

(s€Z™) i¢in vardir ve

(—=1)™m![2c(p) + ¢p(m — 1)] + sd(s — 1)

() " = 2yt = (-1 50 (x)  (45)

s!
dir.
Ozel olarak, her reN i¢in
1
(zp) " =2t = (=1)"r! [20(/)) + o(r — 1)}5(3:) (46)
olur.
ispat :

[(m’fr)_m] = (_1—)m1 /1/" In |2/ — t|51(1m) (t)dt

yazilirsa, o zaman

1/n (m)
In |xH — t|on ' (t)dt x>0
(1™ = 1)), = { (47)
f_l/n In|t|on(t)dt , x<0

bi¢imindedir.
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Simdi v = nt ve y = na” degisken degistirmeleri yapilirsa,

(—1)™ " (m — 1) / ()™, de

/ / ln‘x“ t‘é(m t)dtdx
—1/n

+/ xk/ In [¢[69™) (t) dt dx
-1 —1/n

1/p

1/n n-
= / 5§Lm)(t)/ 2¥In |2 — t| dx dt
—1/n 0
1/n 1
—i—/ 5,({")(25)/ o¥In |2 — t| dx dt

1/n —1/n
/ / In [¢69™)(t) da dt
—1/n
—(k+1)/p
A / o) (0) / y R Jy o] dy do
H -1 0
m—(k+1)/u 1 n
+n—/ p(m)(v)/ y DN |y — | dy do
H -1 1
m—(k+1)/p 1 n
TR — lnn/ p™ (v) dv/ y D/ gy
H -1 0
(_1)k+1nm /1
~ 7 7 1 (M) () d
+ F 1 » n|v/n|p"™(v) dv
:[1+[2+I3+I4 (48)
elde edilir.
k=0,1,... degerleri icin
N—lim/I3 =0 ve N—lim/l, =0 (49)
n—oo n—oo
k=0,1,...,s — 2 degerleri i¢in
N—-lim/; =0 (50)
n—oo

oldugu kolayca goriilebilir.

Ayrica

/ y71+(k+1 /1 In ’y o 'U‘ dy — / y71+(k+1)/,u, lnydy
1 1

—I—/ y—1+(k+1)/u 1n|1 _ v/y|dy

1

= L+1 (51)
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elde edilir ve burada £k = 0,1, ..., s — 2 degerleri i¢in
,u/n(k'"l)/l‘ lnn u2[1 _ n(k'i'l)/N]

I = E R CEE (52
ve
vt " ,
fé' _ _27/ y—l—z+(k+1)u dy
- _Z““ R — 1] (53)
(k+1— pi)
bulunur.

3.3 yardimei teorem ve (51), (52) ve (53) esitlikleri kullanilirsa k = 0, 1, ..., s—2 degerleri

icin

: (=1)™(m — 1)!
N—-lim /I, =

neutrix limiti elde edilir.

(48), (49), (50) ve (54) esitliklerinden k = 0,1, ..., s — 2 degerleri igin

N —lim 1 " [(a:i)—m} o= —— (55)

n— 00 1 n s—k—1

esitligi elde edilir.

Simdi £k = s — 1 alinirsa,

I, = plm ™ n |y — v| dy dv

[ [
/Op / /m11n|y—v|dy]
o

1
7
1
7

+— P (v / / me 1ln\y—v|dy} v

/ ptm m’lln|y—v‘dydv
0

1
+—/ Pl )/ ym_lln’y—v‘dydv
0 v
1

==

o
0 —v
+—/ p(m)(v)/ ym_lln}y—v{dydv
0

HJ-1
1 0 1
+—/ p(m)(v)/ ym_lln‘y—v|dydv
HJ—1 —v
= h+L+J5+ 4 (56)



elde edilir.

Buradan y = uv degisken degigtirmesi yapilirsa
1

1 1
wed [ [ ol
K Jo 0

ve 3.4 yardimer teoremi kullanilirsa

/Olvmp(m)(v)lnv/olumldudv = m/ o™ Invp™ (v) dv
= (-1 —D!elp) + 5 Z6(m )] (58)

bulunur.

Ardindan 3.3 yardimci teoremi kullanilirsa,

1 1 1 1
/ vmp(m)(v)/ u" 'In(l —w)dudv = =(—1 ‘/ In(1 —w)d(u™ —1)
0 0 2 0
- 1( 1)! -
2 0
1
= ()" = 1)l6Gm (59)
esitligi ve (57), (58) ve (59) esitliklerinden
—1)™(m —1)!
N—tim J, = D7 = Dlelp) (60)
n—00 2
sonucunu elde ederiz.
Js 1t bulmak i¢in y = uwv degisken degistirmesi yapilirsa
1 0 0
Jy = ——/ vmp(m)(v)/ u™ I fv] + In(1 — w)] dudv
HJ—1 —1

1 0 0
= ——/ vmp(m)(v)/ ™ In |v| du dv
| -1

1 /O 0™ p™ (v) /0 u" M n (1 — u) dudv (61)

wJ—1 -1

bulunur.

Burada 3.4 yardimci teoremi kullanilirsa

’ m _(m) ‘ m—1 (_1)m71 ° m _(m)
"™ (V) Infv| [ w"THdudv = ————— [ 0"p"™(v)In|v|dv
-1 -1



ve 3.3 yardimc1 teoremi kullanilirsa

0 0
/ vmp(m)(v)/ ™ In(1 — w) du dv

-1 -1

= 1(—1)"‘(m - 1)!/ In(1 —w)d(u™ —1)

2 -1
1 m 1 m
= 5[(—1) —1](m—=1)!ln2 — 5(—1) (m—1)!
1 m | 1 m |
= 5[(—1) —1](m —1)!'In2+ 5(—1) (m —1)!
esitligi elde edilir.
(61) , (62) ve (63) esitlikleri kullanihir ve neutrix limit alinirsa
—(=1)™ —1)! — 1)
Notimg, = EZEUm= D, oL
— DI~ (1) —1)!
IR (1
2u —~ 1 7
oldugu goriilir.
Jo icin 3.3 yardimer teorem kullanilirsa
1 1 1
Jo = ;/ p(m)(v)/ y" Iny 4+ In(1 —v/y)] dy dv
0 v

1 1 1
= [ [ty
ILL 0 v

11 [' . 1 .
S5 [ [y aya
—1)™(m —1)! 1 1
0

2um um
1 < 1 L
B P / (v — ™)™ () dv
Hy m i(m =) Jo
(=D"™m -1 p"D0)  (=1)"(m—1)!
= + 5— T
2um wm 21
1 — 1 L
Sy LR
wo i, m=1) Jo
(m—1) —1D)™(m — 1)!
pm0) (=DM (m = 1!
= -1
1 < 1 L
Y s [
M i1, itm i(m —1i) Jo

/
>

=1

u

m_1

u —

(-1

]

du

(63)

(64)



bulunur c¢iinkii,

dir.

Son olarak Jy icin 3.3 ve 3.4 yardimc1 teoremleri kullanilirsa ,
1 0 1
Jy = —/ p(m)(v)/ y" Iny + In(1 — v/y)] dy dv

1 0 1
= [ o) [y tmyaya

-1

I1x1 [0 . ! .
2 / v'p™ (v) / y" T dy dv
2 i=1 t 1 —v

1 /0 [(_v)m -1 (-v)"In |U|}pm)(v) do

| m? m

1 0
—|——/ o™ In |v]p™ (v) dv
prmeJ_q

_l S ; 0 o — (1YY ] o () do
Mi—émﬂm_i) /_1[ (=1) )}p (v)d
m —1)! (r=1) (1)

— <2ml>'_pm2(o)_[1 (2:> o)+ 2]
_l = 1 Ovi (") () do — (=1)™(m — 1)!

“i:%;mi(m—i) /1 p"™(v)d 2
+(m— 1)! m—1 ( 1)m+i - 1= (—1)™)(m — 1)/ n2

21 i=1 U 2/
elde edilir ¢linkii

o 1 _1)ym 1m—1 [ym+i L (_]ym

Z Z(m_i):_(mQ +EZI( Z) = En)]ln2

dir.

15 icin 3.3 yardimc1 teoremi kullanilirsa,

1! !
I, = ;/ p(m)(v)/ y" Iny +In(1 — v/y)] dy dv
—-1 1

1 [t O
= [ o) [ tm - o dydo
mJ 1

(66)
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_ _;Z / i /ym—i—ldydu
(=)™(m —1'lnn 2

1
1 uz

1
/ (n™" — D)ot pt™ (v) dv

-1

elde edilir.

Buradan

IRT _ - i (m)
Nn_)lgom I = . E =) / v'p"™ (v) dv (67)

i=m-+1 -1

olur.

O halde (48), (49), (56), (60) ve (64) - (67) esitliklerinden,

N—lim [ 2*7! [(xi)_m} de = (=)"(m = 1) [2¢(p) + ¢p(m —1)]

n—oo J_q n H
_ % [2¢(p) + ¢(m — 1)] (68)

oldugu goriiliir.

Son olarak, £ = s olmas1 durumunu inceleyelim. Eger = < 0 ve ¢ keyfi siirekli fonksiyon

ise, o zaman v = nt degigken degistirmesinden

(—1)"™ " (m — 1) / 2 [(24) ] (x) da

-1

0 1/n
:/ xsw(x)/ In |60 (t) dt da

-1 1/n
0 1
:nm/ () dw/ In|v/n|p(m)(v) dv
-1 -1
bulunur ve boylece
N—lim [ 2°[(2%)™™] (z)dr =0 (69)

elde edilir.

I; i¢inde k = s olmasi durumunda ,

n=1/m —1/p gl 1
[ wanm] ae =" [ o) [y e - o/l dydo
0 —1 0

n 1t
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olur, buradan keyfi ¢ fonksiyonu icin
n_l/N

lim z® [(xi)_m} Y(z)dr =0 (70)

n—o0 0

bulunur.

x> % ise, o zaman v = nt degisken degistirmesi yapilir ve 3.3 yardimci teoremi
kullanilirsa

(—1)m—1(m —1)! [(:E"fr)_m]n = /1/" In |z# — t|d,(m)(t) dt

1/n

1
= nm/ In|z* — v/n|p™ (v) dv

1

1 .,
S NI i TR
! / [n\:c ;mzxwp (v) dv

-1

0 1 ’Ui (m)

oldugu gortlir.

m=1,2,...icin K,, = f_ll |,0(m) (v)| dv olmak tizere,

|U| m)
< Z / o ) o
Zznzfmx;n

=m

(= 1)1 )]

n

esitsizligi elde edilir.

n~Y" < n < 1 olmasi durumunda ise,

[(=5)™"],,

Y/ m—1i
K Zz =m ;u(m z—:l/u) [(nn#) Tk 1] » M 7é 1
m—i Kmn!In(n
Koy Y00 i1 gy L) 7 — 1] 4 Fm iy —
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olur.

Buradan her m = 1,2, ... i¢in

lim [(;pi)—m}

olur.

O halde 9 siirekli bir fonksiyon ise, m = 1,2, ... i¢in

im | [ [t@t) ] teyaa] = 0 (1)

n—oo

elde edilir.

Simdi [—1, 1] kapal aralig) tizerinde tammh ve destegi kompakt olan bir ¢(x) fonk-

siyonu, Taylor teoreminden 0 < £ < 1 igin,

pla) =Y Tt 4 SeE) (0<g<)

biciminde yazilabilir.

O halde
] et = SEO [t fitye]
—l—% Oxs[(aj’i)_mh ) (€x)
11 n1/m
g el P
—1—1 1/u$ [ m]ngp 8) (éx)d
o] e
olur.
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(68) - (71) egitliklerinden,

N—tim([ ()] (@)

n—o0 n

= U o) + 6m — )] o (0)
2 ) i
S eyt e on

elde edilir.

n yeterince kiiclik alindiginda ve 3.5 yardimer teoremi kullanildiginda neN igin

N —lim{ [(xi)*m] ()

n—oo

_ % [2¢(p) + 6(m — 1)] o1 (0)

s—2 (k) 1

> k!(;@_ /E;O— 5 +/77 P (€x) dz + O(n)

1 sz (k)
:/ x~° [gp(m) — d kl(o)a:k] dz

0 k=0

S )

Z El(s —k—1)

A (o0(0) 4 60m — 1)] e (0)
= (z7°, ()

,(=1)™m! [20(,0) + ¢(m — 1)} +sp(s — 1)
s!

—(=1)
x (007D (2), p())

sonucu elde edilir.

Bu ise (45) esitliginin [—1,1] araligi tlizerindeki kanmitidir. Ancak (45) esitligi orijini
icermeyen her aralik i¢in dogrudur.

Bu da teoremin kanitini tamamlar.

5.2 Sonug: [25] (z")™™ genellestirilmig fonksiyonu p > 0, m = 1,2,... ve um = s
(seZ™) igin vardir ve

(=1)™m![2c(p) + ¢p(m — 1)] + sd(s — 1)

s!

(a*) ™" =27+ 66V (2) (72)

48



dir.

Ispat : (72) esitligi, (45) esitligi icinde = yerine —z yazlarak takip edilir.
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