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Bu tezin amaci; asimetrik topolojik uzaylar ve bu uzaylarin daha iyi topolojik 6zel-
liklere sahip olmalarini saglamak amaciyla tanimlanan dual uzaylar tizerine bir derleme
yapmaktir.

Tez beg boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris boliimiidiir. Ikinei boliim, tezin
sonraki boliimlerinde kullanilacak temel bilgileri icermektedir.

Uciineii boliimde asimetrik topolojik uzaylar ve topolojik dualiteden bahsedilmistir.
Ayrica verilen bir topoloji i¢in, zayif, Alexandroff ve de Groot duallerin tanimlar: ve-
rilmig ve ikili topolojik uzaylar yardimiyla, bir topoloji ile duali arasindaki iligkiler
incelenmigtir.

Dordiincii boliimde ikili topolojik uzaylarda kompaktlik kavramina yer verilmistir.
Bunun yani sira kompakt Hausdorff uzaylarin ikili topolojik uzaylardaki olusumlari
olan ortak kompakt uzaylar ve asimetrik topolojik uzaylardaki olusumlar: olan skew
kompakt uzaylar incelenmistir.

Beginci boliimde, Nachbin’in sirali topolojik uzaylar: incelenmis ve skew kompakt
uzaylar, sirali topolojik uzaylar yardimiyla karakterize edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Asimetrik topolojik uzay, zayif simetri, Alexandroff 6zellendirme
siralamasi, Urysohn aile, topolojik dual, doymus kiime, zayif dual, Alexandroff dual, de
Groot dual, dengeli ikili topolojik uzay, ortak kompakt ikili topolojik uzay, skew kom-
pakt uzay, indirgenemez kiime, sober uzay, kuvvetli sober uzay, dengeli yerel kompakt
uzay, sirali topolojik uzay
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ASYMMETRIC TOPOLOGICAL SPACES
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ABSTRACT

The aim of this thesis is to make a compilation about asymmetric topological spaces
and dual spaces which are defined in order to provide asymmetric spaces to have
better topological properties. This work consists of five chapters. The first chapter is
an introduction. The second chapter contains the fundamental information which will
be used in posterior chapters of the thesis.

In the third chapter, asymmetric topological spaces and topological duality are
mentioned. In addition, for a given topology, weak, Alexandroff and de Groot duals are
defined and with the help of bitopological spaces, relations between a topology and its
dual are investigated.

In the forth chapter, the notion of compactness in bitopological spaces are given.
Moreover, bitopological and asymmetric versions of compact Hausdorff spaces which
are, respectively, join compact and skew compact spaces are investigated.

Finally in the fifth chapter, Nachbin’s ordered topological spaces are given and skew
compact spaces are characterized by means of ordered topological spaces.
Keywords: Asymmetric topological space, weak symmetry, Alexandroff specialization
order, Urysohn collection, topological dual, saturated set, weak dual, Alexandroff dual,
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI
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: Standart topoloji

: x noktasinin 7 topolosine gore komguluklar sistemi
: Siireklilik uzay1

. X siireklilik uzayi ile tiretilen topoloji

: U (quasi) diizgiinliigii ile tiretilen topoloji

: yakinimsi baginti

- Ikili topolojik uzay

: A kiimesinin T topolojisine gore kapanis

. A kiimesinin T topolojisine gore ici

: T topolojisine gore Alexandroff 6zellendirme
. zayif simetri

: pseudo Hausdorff

: X’den Y'ye ikiger stirekli fonksiyon

: T'nin zayif duali

: T'nin Alexandroff duali

: T'nin de Groot duali

: Sirali topolojik uzay



1 GIRIS

Bu tezde; asimetrik topolojik uzaylar, bu asimetri durumunu ortadan kaldirmak ama-
ciyla tanimlanan dual uzaylar, bu dual uzaylarin asimetrik topolojik uzaylar ile iligkileri
ve ayni kiime iizerinde tanimlanan bu iki topolojiyi birlikte g6z 6niine alarak tanimlanan
ikili topolojik uzaylarin ozelliklerini kapsayan bir derleme caligmasi sunmak amaclan-
maktadir.

Bircok matematiksel yapinin simetrik ve asimetrik yapilari vardir. Ornegin degismeli
ve degigmeli olmayan cebirsel yapilar, simetrik onsiralamalar (denklik bagimtilari) ve
asimetrik onsiralamalar (kismi siralama bagintilar), metrik ve quasi-metrik uzaylar,
diizglinliikler ve quasi-diizgiinliikler bu konuda bilinen bazi1 orneklerdir.

Asimetrik uzaklk fonksiyonlar: ilk kez 1914 yilinda, F. Hausdorff tarafindan [3]
tanimlanmistir. Yazar bu ¢caligmasinda, kiimeler teorisi iizerine yazdig: kitapta, bir met-
rik uzayin herhangi iki alt kiimesinin birbirine olan uzakliklarini olgen ve simetri 6zelligi
tagimayan bir uzaklik tanimlayarak literatiire asimetri kavramini kazandirmigtir. Asi-
metri konusunda yukaridaki caligmay1 izleyen onemli geligmelerden bazilar1 da, 1931
yilinda W.A. Wilson tarafindan [16] quasi-metrik kavramimim tanimlanmasi; L. Nach-
bin’in [11] 1948 yilinda diizgiin 6nsirali uzaylar iizerine yaptigi ¢caligmalardan esinleni-
lerek quasi-diizgiin uzaylarin caligilmaya baglanmig olmasidir.

Genel yapilardaki asimetrik topoloji kavramu, ilk kez R. Kopperman tarafindan [6],
bir (X, T) uzays, “her xz,y € X icin x € kap(y) = y € kap(x)” ozelligini saghyorsa
bu uzaya zayf simetrik ya da Ry uzay ve zayf simetri ozelligini saglamayan uzaylara
astmetrik topolojik uzay denilerek, tanimlanmigtir. Herhangi bir 7} topolojik uzay1 zayif
simetri 6zelligini sagladigindan, uzun bir siire asimetrik topolojik uzaylarin genel 6zel-
liklerini aragtirma ve inceleme galigmalari yapilmamigtir. Genelde, Hausdorff (73) gibi
kuvvetli bir ayirma aksiyomunu saglayan klasik topolojik uzaylarda, “kompakt her alt
kiimenin kapali olmasi, yakinsak dizi ve stizgeclerin tek limitlerinin var olmasi” gibi,
bu uzaylarin incelenmesini basitlegtiren ozelliklerin var olmasi nedeniyle, uzun siire
Hausdorff uzaylar calisilmistir. Fakat bilgisayar teknolojilerindeki ilerleme, asimetrik
topolojik uzaylar teorisi tizerine yapilan caligmalar: hizlandirmigtir. Ciinkii,

e 7 tamsayilar kiimesi iizerinde {2n — 1,2n,2n + 1} (n € N) kiimeleri ile iiretilen
topolojiden olugan Khalimsky dogrusu,

e Dijital k-uzaylar gibi, goriintii igleme teknolojisinde kullanilan bazi topolojik uzaylar
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asimetriktir.

Herhangi bir X kiimesi iizerinde tanimlanan metrikler ve diizgiinliikler gibi bir¢ok
simetrik yapi, tirettikleri topolojiler ile elde edilen (X, 7)) topolojik uzaylarimn 6zel-
liklerini biiyiik dlciide belirler. Ornegin bir topolojik uzay metriklenebiliyorsa ya da
diizgiinlestirilebiliyorsa regiiler ve tamamen regiilerdir. Fakat bu simetrili yapilar yerine,
simetri 6zelliginin olmadigi quasi-metrikler ve quasi-diizgiinliikler ile iiretilen topolojik
uzaylarda bu ozelliklerin saglanmasi beklenemez. Bunun igin, verilen simetrisiz yapi
icin bir dual tanimlanip kaybedilen ozellikler yeniden elde edilebilir. Duallere birgok
matematiksel yapida rastlamak miimkiindiir. Ornegin,

e R = (R, +,x) halkasi i¢in, a,b € R, a * b = bxa olmak tizere, R* = (R, +, ) halkasi,
e § = (5, <) kismi siral kiimesi i¢in §* = (.5, >) kismi sirali kiimesi,

e (M,d) quasi-metrik uzayi igin x,y € X, d*(z,y) = d(y, z) olmak iizere (M, d*) quasi-
metrik uzay1 birer dualdir.

Asimetrik topolojik uzaylar i¢in de bircok dual tanimlanip, bu dualler yardimiyla
uzay daha iyi ozelliklere sahip bir hale getirilebilir.

Beg boltimden olugan bu ¢aligmanin birinci boliimii girig boltimiidiir.

Ikinci boliimde, tez igerisinde kullanilacak olan temel yapilar, bu yapilarin temel
kavram ve ozellikleri ve ayrica birbirleriyle olan iligkileri verilmistir.

Uciineii boliimde, tezin asil amact olan asimetrik topolojik uzaylara iliskin bilgiler
verilmigtir. Bunun yam sira topolojik dual kavrami tanimlamp, verilen bir (X, 7)) to-
polojik uzayimdan elde edilen zayif, Alexandroff ve de Groot duallerden bahsedilmigtir.
Topolojik dualiteyi anlamak i¢in ikili topolojik uzaylardan faydalanmak gerekmektedir.
Ciinki, herhangi bir X kiimesi iizerinde verilen 7 topolojisinin duali olan topolojiyi
tanmimak ve T topolojisi ile arasindaki iligkileri incelemek i¢in iki topoloji ile ayni1 anda
caligtlmahdir ki, bu ikili topolojik uzaylar teorisinde miimkiindiir. Bu nedenle dualite
ve ikili topolojik uzaylar arasindaki iligkiler incelenmigtir.

Dérdiincit boliimde ikili topolojik uzaylar icin kompakthk calisilmgtir. Ikili topo-
lojik uzaylarda kompaktlik, topolojilerden sadece biriyle iligkili iken, dengelilik iki to-
polojik uzay1 birbirine baglayan ozellik olacaktir. Bu nedenle, dengelilik ile ayirma
aksiyomlar1 arasindaki iligkiler incelenmistir. Ayrica kompakt Hausdorff uzaylarin ikili
topolojik uzay olusumlar: olan ortak kompakt uzaylarin bazi 6zellikleri verilmistir. Bu

boltimiin son kisimlarinda, skew kompakt uzay tanimi verilmig, bu uzaylarin kompakt



Hausdorff uzaylarin asimetrik olugumlar: olarak ifade edilebilecegi gosterilmis ve skew
kompakt uzaylar icin baz karakterizasyonlar aragtirilmigtir.

Besginci boliimde, ikili topolojik uzaylar temelli dualite teorisi ile Nachbin’in [10]
sirali topolojik uzaylar1 arasindaki iligkiler incelenmis ve son olarak da skew kompakt

uzaylar, sirali topolojik uzaylar yardimiyla karakterize edilmistir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim tez konusu i¢in gerekli olan temel bilgileri icermektedir.

2.1 SUZGECLER

Bu kesimde [1] nolu kaynaktan yararlamlarak, siizgeglerle ilgili baz1 temel tanim ve

teoremler verilecektir.

Tamim 2.1.1. (a) X # ) bir kiime olmak tizere asagidaki kosullar1 saglayan bir
) £ F C P(X) ailesine X iizerinde bir sizge¢ denir.

(s1) 0 ¢ F dir.
(s2) Fy, Fy € Fise, F1 N Fy € Fdir.
(s3) Fy € F ve Fy C I, ise, Fy € Fdir.
(b) F, X fizerinde bir sitizge¢ ve B C F olsun. Eger her F' € F i¢in B C F olacak

sekilde bir B € B varsa, B ailesine F’nin bir taban: denir.

Onerme 2.1.2. Bir X kiimesinin bostan farkli bazi alt kiimelerinden olusan ve bos

olmayan bir B ailesinin X iizerinde bir siizge¢ tabani olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
VBl,BQ S Bl(}lnaBg S B; 33 Q BlﬂBg
ozelliginin saglanmasidir.

Ornek 2.1.3. (a) (X,7) bir topolojik uzay ve 2 € X olsun. 2 noktasimn bu uzay-
daki biitiin komsuluklarinin U7 (x) ailesi X iizerinde bir slizgectir. Bu siizgece x

noktasinin komsuluk stizgeci denir.
(b) X bir kilme ve ) # A C X ise,
F={FCX:ACF}
ailesi X tizerinde bir siizgegtir ve B = {A} bu siizgecin bir tabamdir.

Tamim 2.1.4. X # () bir kiime olsun.

(a) Fi ve Fu, X iizerinde iki siizge¢ olsunlar. Eger F; C F, ise Fj, Fy'den daha
kabadir ya da Fu, F’den daha incedir denir.

Eger F| C F; ise Fy, Fi'den kesin olarak daha incedir denir.
4



(b) F, X {izerinde bir siizgeg olsun. Eger X {izerinde F’den kesin olarak daha ince

olan bagka bir stizge¢ yoksa, F stlizgecine bir ultrasiizge¢ denir.
Teorem 2.1.5. Her siizgeg bir ultrasiizgeg tarafindan kapsanir.

Teorem 2.1.6. X # () bir kiime ve F, X {lizerinde bir siizge¢ olsun. Bu durumda F’nin
bir ultrasiizge¢ olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her A C X icin A € F yada X—A e F

olmasidir.

Onerme 2.1.7. F, X iizerinde bir ultrastizgeg olsun. Eger Fy U FL U ... UF,, € F ise,
Fy € F olacak gekilde bir k € {1,2,...,n} vardir.

Kanit: F' = J,_, Fj olsun. Bu durumda, F' € F ve F bir ultrasiizge¢ oldugundan
X - F =} (X — F) ¢ Fdir. Oyleyse (s2)’den X — F, ¢ F olacak sekilde bir
ke {l1,2,...,n} vardir. O halde, Teorem 2.1.6’dan F} € F olmahdir. m

Tanmim 2.1.8. (X, 7T) bir topolojik uzay, F, X tzerinde bir stizgeg, x € X ve Ur(z)
x'in T topolojisine gore komsguluk sistemi olsun. Eger Ur(z) C F ise, F siizgeci z
noktasina yakinsar denir ve F — =z ile gosterilir. Bu x noktasina F stizgecinin bir

limiti ada verilir.

Teorem 2.1.9. (X, 7)) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda, (X, 7') uzaymin kompakt
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu uzay tlizerinde tamiml her ultrasiizgecin yakinsak

olmasidir.

Kanit: (=) F, X itizerinde bir ultrasiizgeg olsun ve tersine F yakimsak olmasim. Bu
durumda her z € X i¢in Ur(z) € F oldugundan U ¢ F olacak sekilde bir U € Ur(z)
komsulugu vardir. Ayrica U € Up(z) oldugundan, x € G, C U olacak sekilde bir
G, € T vardir ve Vr € X i¢in G, ¢ F’dir. Gergekten G, € F olsaydi, X — G, ¢ F
olurdu ancak F bir ultrastizgec oldugundan X —U € F ve X —U C X —(G, oldugundan
X — G, € F elde edilirdi ki, bu bir geligkidir. Bu durumda, {G, : z € X, G, ¢ F}
ailesi X’in bir acik ortustidiir. X uzay1 kompakt oldugundan X = J_, G,, € F olacak
sekilde 1, 2o, . .., 2, € X vardir. Oyleyse Onerme 2.1.7'den G, € F olacak sekilde bir
ke {1,2,...,n} olmahdir ki, bu bir geligkidir.

(<) X tizerinde tanimh her ultrasiizgecin yakinsak oldugunu ancak X’in kompakt

olmadigim kabul edelim. O halde X’in, hicbir sonlu alt ortiisii olmayan bir (Gy)aeca



acik ortiisi vardir. Bu durumda, her sonlu S C A igin

As=X-JG.#0

acs
dir. Bu sekilde elde edilen {Ag : S C A, S sonlu} ailesi X {izerinde bir siizgeg tabamdir.
Oyleyse Teorem 2.1.5’den, bu aile ile iiretilen siizgeg, bir G ultrasiizgeci tarafindan
kapsanir. Varsayimdan, bu G stizgeci bir x noktasina yakinsar. Diger yandan, (G,)aca,
X’in bir acitk ortiisii oldugundan = € G, olacak sekilde bir ¢ € A vardir. G, agik
oldugundan z’in bir komsulugudur ve § — z oldugundan G, € G'dir. Fakat G'nin
ingas1 goz oniine alinirsa, X — G, € G olmahdir. Béylece, G, € G ve X — G, € G elde

edilir ki, bu G'nin (ultra)siizgeg olmasi ile geligir. O halde X uzay1 kompakttir. m

Teorem 2.1.10. (X, 7)) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda (X, 7") uzaymin Haus-
dorff olmas: i¢in gerek ve yeter kogul bu uzay iizerinde taniml her yakinsak siizgecin

tek limit noktasina sahip olmasidir.

Kanit:

(=) F, X iizerinde bir yakinsak siizgeg ve tersine z,y € X, x # y i¢in F — x ve
F — y olsun. Bu durumda (X, 7") Hausdorff oldugundan z € G,y € H,GNH =0
olacak sekilde G,H € T kiimeleri vardir. Oyleyse, G 2’in, H y’nin komsuluklar
oldugundan G, H € F olmaldir. Fakat G N H = () oldugundan, bu durum F’nin
siizgec olmasi ile celigir.

(<) (X, T) uzaymin Hausdorff olmadigini kabul edelim. Bu durumda, dyle 2,y € X,
x %y vardir ki, € G, y € H bicimindeki her G, H € T icin G N H # (" dir. Oyleyse,

S={GNH:z€G, ye H,GHeT}

ailesi X iizerinde bir F siizgecinin tabamidir. Bu F siizgeci i¢cin F — = ve F — ¥y

olur ki, bu bir geligkidir. O halde (X, 7) uzay: Hausdorff olmalidir. m

2.2 SUREKLILIK UZAYLARI

Bu kesimde, Kopperman [7] tarafindan tanimlanan genellegtirilmig metrikler yardim
ile tiretilen siireklilik uzaylar1 ve bu uzaylarin topolojik uzaylarla olan iligkileri incele-

necektir.



Tanim 2.2.1. A # () bir kiime ve * : A X A — A bu kiime {izerinde bir ikili iglem
olmak iizere, eger Va,b,c € A igin a * (b* c) = (a xb) * ¢ oluyorsa (A, x*) ikilisine bir

yari-grup denir.

NOT 2.2.2. Eger (A, +), 0 birim elemanina sahip bir toplamsal yari-grup ise, A {ize-
rinde bir < bagmtis1 “a < b < dr € A; b = a + 2”7 biciminde tanmimlanabilir. Agikga

gosterilebilir ki, bu bagint1 yansimali ve gegismelidir.

Tanim 2.2.3. 0 birim elemanina ve oo # 0 yutan elemanina sahip, agagidaki ozellikleri

saglayan toplamsal degismeli (A, +) yari-grubuna bir deger yari-grup denir.
(vl) Va,b € Aigin a = b+ x ve b = a + y olacak sekilde x,y € A varsa a = b’dir.

(v2) VYa € Aigin b+ b = a olacak sekilde tek bir b € A vardir ve bu b elemani §

bigiminde gosterilir.
(v3) Va,b e Aigin a Ab (aile b'nin infimumu) vardir ve a A b € A dir.
(v4) Ya,b,c € Aigin (a Ab)+c= (a+c) A (b+ c)dir.

NOT 2.2.4. Yukaridaki tanimda verilen (v1) 6zelligi ile birlikte, Not 2.2.2’de tamimlanan

< bagitisinin bir kismi siralama bagintisi oldugu soylenebilir.

Ornek 2.2.5. Negatif olmayan genisletilmig gercel sayilar kiimesi R* = [0, 0o] bilinen
toplama islemi ile bir deger yari-gruptur. Fakat tam sayilar kiimesi bilinen toplama

iglemi ile bir deger yari-grup degildir ¢iinkii (v2) kogulunu saglamaz.

Onerme 2.2.6. Vi € [ icin (Aj, +4,05,00;) birer deger yari-grup ise, A = [[,.; 4

a

olmak iizere, (A, +,0,00) bir deger yari-gruptur. (Burada +, 0, inf ve Va € A icin §

koordinatsal olarak tanimlanmigtir.)

Kanit: a € A igin a = (a;);es olarak gosterilsin ve Vi € I i¢in (a; +; b;) = (a + b);
olsun. Bu durumda (A, +) bir degismeli yari-gruptur. Simdi (4, 4, 0, oo)’min bir deger
yari-grup oldugunu gostermek i¢in (v1), (v2), (v3) ve (v4) ozelliklerinin saglandigini

gosterelim:

(vl) a,b € A olmak iizere a = b+ x ve b = a + y olacak sekilde x,y € A olsun. Bu
durumda Vi € I i¢in a; = b; +; 4, b; = a; +; y; ve (A, +4, 04, 00;) deger yari-grup
oldugundan Vi € I icin a; = b; olur. Boylece a = b elde edilir.
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(v2) a € Aolsun. Vi € [ i¢in (A;, +4, 0;, 00;) deger yari-grup oldugundan a; = % olacak
sekilde tek bir b; € A; vardir. O halde b = (b;);c; olmak tizere a = % vebube A

tektir.

(v3) a,b € Aolsun. Vi € [ i¢in (A;, +;,0;,00;) deger yari-grup oldugundan Vi € I igin
a; N\; b; € A; ve boylece a N b € A'dir.

(V4) a,b,c € A olsun. (a/\ b)+c= (@i Ni bi)ie[ +; (Cz’)iel = (ai +i Ci)ie[ Ni (bi+iCi)ier =
(a+c)A(b+c) dir. m

Bilindigi gibi, R* = [0, oco]’da “pozitif olma” kavram, sifirdan farkh olmayla ¢akigir.
Fakat ornegin R¥deki (0,1) ve (1,0) noktalar, infimumu 0 olan iki pozitif elemandir.
Bir¢ok metrik uzayda, ispat yaparken iki pozitif sayimmin infimumunun pozitif oldugu
gercegi kullanilir. Gercekten pozitif sayilarin yukarida bahsedilen bu o6zelligi, onlarin
sifira yakinlhklarimdan daha kullamshdir. Oyleyse, bir deger yari-grup icin kullanigh

olacak olan bir “pozitifler kiimesi”nin tanimlanmasi gerekir.

Tanim 2.2.7. A bir deger yari-grup olsun. Eger P C A kiimesi agagidaki 6zellikleri

sagliyorsa, P’ye A'nin pozitifier kiimesi denir.

(al) r,s € Pise, r A s € Pdir.

(a2) re Pveac Aiginr <a € Aise, a € Pdir.

(a3) r € Pise, 5 € Pdir.

(a4) a,b € A olmak iizere, eger Vr € P i¢in a < b+ 7 ise, a < b'dir.

NOT 2.2.8. (ad)’den P # () oldugu soylenebilir. Gergekten, oo = 0+ x olacak gekilde
bir x = co € A oldugundan 0 < oo’dir. Ayrica, co # 0 ve < bagintisi kismi siralama
bagmtist oldugundan oo £ 0 dir. Oyleyse (ad)’den oo £ 0+ p olacak sekilde bir p € P
vardir. Burada p # oo’dir, ¢linkii p = oo olsaydi oo £ 0+ 0o = oo geligkisi elde edilirdi.

Dolayisiyla P kiimesinde (oo’dan farkli olan) bir p elemani vardir.
Ornek 2.2.9. P = (0, 0], R* = [0, 00] deger yari-grubunun pozitifler kiimesidir.

Onerme 2.2.10. Vi € I icin (A;, +4,0;, 00;) birer deger-yar1 grup, P; C A; pozitifler
kiimesi ve (A, +,0,00) A;'lerin ¢arpim deger yari-grubu olsun. Bu durumda P;’lerin

toplami



P ={r:Vieligin r(i) € P; ve sonlu tane i € I diginda (i) = 00;}

kiimesi A'nin pozitifler kiimesidir.
Kanait:

(al) r,s € P alalim. I = {iy,42,...9,}, J = {j1,J2, .. Jm} olmak lizere, i ¢ I igin

r(i) = oo; ve i ¢ J igin s(i) = oo; olsun.

i€ IUJigin r(i) # oo; ve s(i) # oo; oldugundan r(i) A; s(i) € P,
i€l —Jicin r(i) # oo; ve s(i) = oo; oldugundan r(i) A; (i) = r(i) €
i€ J—11ign r(i) = oo; ve s(i) # oo; oldugundan (i) A; s(i) = s(i
A\

oo; € Pdir.

i ¢ ITUJigin r(i) = oo; ve s(i) = oo; oldugundan r(i) A; s(7)

(a2) r € Pver < a € A olsun. r € P oldugundan Vi € I igin r(i) € P; ve sonlu
tane ¢ € [ disinda r(i) = oo, dir. r(i) < a(i) ve P; pozitifler kiimesi oldugundan
sonlu tane ¢ € I diginda (i) = oo; < a(i) ve bdylece a; = oo; € P; oldugundan

a € Pdir.

(a3) r € Pise Vi € I igin (i) € P; ve sonlu tane i € I diginda r(i) = oo; dir. Bu

durumda, Vi € I icin 7"(2—1) = (i) € PF; ve sonlu tane i € I disinda (i) = oo;

oldugundan $ € P’dir.

(ad) a £ bise a(i) £ b(i) olacak sekilde bir ¢ € I vardir. Boylece, P; pozitifler kiimesi

oldugundan a(i) % b() +; s; olacak sekilde bir s; € P; vardir. Bu durumda,

. S J =1 1ise
r(j) = L
oo; JF#£1T ise
bi¢iminde tamimlanan 7 € P igin a £ b+ r saglanir. m

Tanmim 2.2.11. X # () bir kiime, A bir deger yari-grup, P, A'min pozitifler kiimesi ve
d: X x X — A fonksiyonu Vz,y, z € X ic¢in,

(ml) d(z,z) =0
(m2) d(z,2) <d(x,y)+d(y, 2)

kogullarimi sagliyorsa d’ye bir sireklilik fonksiyonu, 2" = (X, d, A, P) dortliisiine de bir
sureklilik uzayr denir.

Eger d fonksiyonu (m1) ve (m2) kogullarina ek olarak,
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(m3) d(z,y) =0=x=y
kogulunu saghyorsa 2 e ayrilmas,

(m4) d(z,y) = d(y,z)
kosulunu saghyorsa 2 ’e simetriktir denir.

NOT 2.2.12. Her simetrisiz yari-metrik (quasi-pseudo metrik) bir siireklilik fonsiyonu
degildir. Clinkii, bir d quasi-pseudo metrigi d : X x X — [0, 00) seklinde tanimhidir

ve [0, 00) kiimesinin yutan eleman: yoktur.

Ornek 2.2.13 (Yap: Uzaylar1). [4] R # 0 bir kiime, A = Z(R), R’nin kuv-
vet kiimesi ve <:=C olmak tizere, (A, U, ), R) bir deger yari-gruptur. Anm pozitifler
kiimesi
P ={R— F: F sonlu} bi¢gimindedir. Y C Avel,J € Yigind : Y x Y — A doniigimii
d(I,J) = J — I bi¢iminde taniml olmak tizere (), d, A, P) bir siireklilik uzayidir. Bu
uzaya yapr uzayr denir.
Kanit: Oncelikle A'nin bir deger yari-grup oldugunu gosterelim:
(vl) Ry, Ry € Aicin Ry = Ry U A ve Ry = Ry U B olacak gekilde A, B € A olsun. Bu
durumda, Ry C R; ve Ry C Ry oldugundan R; = R, dir.
(v2) Ry € A olsun. Ry := R; olarak segilirse, Ry U Ry = R olacak sekilde tek bir
Ry € A bulunmus olur.
(v3) Ry, Ry € Aigin inf{ Ry, Ro}=R1N R, € A’dir. Gergekten, <:=C bi¢iminde tanimh
oldugundan ve R N Ry C Ry, R1 N Ry C Ry saglandigindan, Ry N Ry, Ry ve Ry i¢in bir
alt simirdir. Ayrica, R3 € Ry ve Ry C Ry olacak sekildeki Rz € A i¢in R3 C Ry N Ry
oldugundan Ry N Ry, Ry ve Ry'nin infimumudur.
(v4) Ry, Ry, R € A olmak tizere (Ry N Ry) U Ry = (R U R3) N (Re U R3) saglanir.

O halde A bir deger yar1 gruptur.

Simdi P’nin, A'nin pozitifler kiimesi oldugunu gosterelim:
(al) P, P, € Polsun. O halde, P, = R— F} ve P, = R— F; olacak sekilde sonlu F}, F}
kiimeleri vardir. R — P, = F; ve R — P, = F, kiimeleri sonlu oldugundan F; U F, =
(R—P)U(R—P,) = R— (P, N P,) sonludur ve boylece inf{ P, P,} = PN P, € P’dir.
(a2) P, € Pve P, C P, € Aolsun. R — P; sonlu ve R — P, C R — P; oldugundan
R — P, de kiimesi de sonludur. Buradan P, € P oldugu goriilebilir.
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(a3) P, € P olmak tizere P, U P, = P; saglanacak sekilde P, := P; vardur.
(a4) Ry, Ry € A, her P € P igin Ry C Ry U P ve Ry € Ry olsun. Bu durumda, r € Ry
ve 1 ¢ Ry olacak sekilde bir r € R vardir ve r € R; oldugundan r € Ry U P dir. Ayrica,
r ¢ Ry oldugundan her P € P igin r € P olmalhdir. Fakat R — (R — {r}) = {r} sonlu
ve boylece R — {r} € P oldugundan bu bir celigkidir.
Son olarak d fonksiyonunun bir siireklilik fonksiyonu oldugunu gosterelim:
(ml) I € YVicind(I,I)=1—1=0 dir.
(m2) I,JJKeYignd(l,J])=J—-1IC(K-NHU(J—-K)=d(I,K)Ud(K,J)dir.
O halde (), d, A, P) bir siireklilik uzayidir. m

Tanim 2.2.14. 2 = (X,d, A, P) siireklilik uzay: olsun. d*(z,y) = d(y,z) olmak
lizere 27 = (X,d*, A, P)e Z"in duali ; d*(z,y) = d(x,y) + d*(x,y) olmak lizere
2= (X,d*, A, P)’e Z"in simetriklesmesi ad1 verilir.

NOT 2.2.15. Kolayca gosterilebilir ki, 2™ bir stireklilik uzay1 ve 2°° bir simetrik

siireklilik uzayidir.

Tanim 2.2.16. 27 = (X1,dy, Ay, Py) ve 25 = (Xo,dy, Ag, P) birer siireklilik uzay:
ve [ 27 — %5 bir fonksiyon olsun. Eger her r € P, i¢in dy(z,y) < s iken
do(f(x), f(y)) < r olacak sekilde bir s € P, varsa f fonksiyonuna siireklilik uzaylar

arasinda quasi dizgun stureklidir denir.

Tanim 2.2.17. 2" = (X, d, A, P) bir stireklilik uzayi, x € X ve b € P olmak iizere,

Ny(z) = A{y : d(z,y) < b}
kiimesine = civarindaki b yaricaply bir yuvar denir.

Onerme 2.2.18. A bir deger yari-grup ve P, A’nin pozitifler kiimesi olsun. a € A ve
r,t € P igin

a<rvea<tsa<(rAt)

saglanir.

Kanit: a < r ve a <t olsun. Bu durumda 3ry,t; € Aicinr =a+r; ve t = a + t; dir.

rAt=(a+r)A(a+1t1)=a+ (ri Aty) oldugundan a < (r A t) dir. m
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Onerme 2.2.19. 2 = (X,d, A, P) bir siireklilik uzay1 olmak {izere
To(Z)={GCX:x2e€G=3IreP; N(x) CG}
ailesi X tizerinde bir topolojidir.

Kanait:
(i) “2 € 0 = Ir € P; N.(z) C 0 ifadesi dogru oldugundan () € To(Z") dir ve
Vr € P ve Vo € X igin N,(x) C X oldugundan X € 75(Z2") dir.
(ii) G1, Gy € To(Z7) ve x € G1NG5 olsun. Bu durumda, = € Gy ve x € G5 oldugundan,
N,(z) C Gy ve Ni(z) C Go olacak sekilde r,t € P vardir. O halde Onerme 2.2.18'den
her y € X igin
d(z,y) <r ve d(z,y) <ted(z,y) <(rAt)

oldugundan

Nr/\t(x) = NT(.Z') N Nt(CC) g G1 N G2

elde edilir. Oyleyse Gy N Gy € To(Z) dir.
(iii) Vi € I igin G; € To(Z") olsun.
Eger Vi € I i¢in G; = 0 ise, ;,c; Gi = 0 € To(2) saglanur.
O halde 3i € I i¢in G; # 0 olsun. z € J,; Gi ise, v € G;, € To(Z") olacak sekilde
bir ig € I ve boylece N,.(x) C G;, € U
Uies Gi € To(Z) dir.

O halde 75(Z"), X iizerinde bir topolojidir. m

G; olacak sekilde bir € P vardir. Oyleyse

el

Tanim 2.2.20. 7o(Z) ={G C X :2 € G = 3Ir € P; N.(x) C G} topolojisine 2~

sureklilik uzayr ile tiretilen topoloji denir.

Onerme 2.2.21. X # () bir kiime ve G C X olsun. Bu durumda, ¢ > 0 gercel sayisi

icin, dg : X x X — [0, o0,

0 “CeG@=yed
dG (LU, y) = .
q diger durumda

bigiminde tanimlanan dg fonksiyonu bir stireklilik fonksiyonudur.

Kanait:

(m1) Her z € X i¢in “z € G = x € G” oldugundan dg(x,x) = 0’dur.
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(m2) e di(x,2) = 0vedg(z,y) = 0 olsun. Budurumda “z € G = 2 € G” ve “2 € G =
y € G” oldugundan “r € G = y € G dir. Oyleyse 0 = dg(z,y) < dg(z, 2) + da(z, y)
saglanir.

e dg(x,z) =qyadadg(z,y) = qolsun. Budurumda dg(z,y) = O yada dg(x,y) = ¢

olacagindan dg(z,y) < dg(x, 2) + de(z,y) saglanir. m

Onerme 2.2.22. X # () bir kiime, G C X ve dg fonksiyonu yukaridaki gibi tanimli ol-
mak iizere 2°¢ = (X, dg, [0, 00], (0, 00]) siireklilik uzay1 ile iiretilen topoloji To(2 ) =
{0, G, X }'dir.

Kanit: p € (0, 00] olmak tizere;

o p < qise,

G zed

Ny(z) ={y € X :dg(z,y) <p} ={y € X : dg(z,y) =0} =
0 z¢G

e p>qise, Ny(x)= X'dir.
Oyleyse To(2) = {0, G, X} dir. m
Teorem 2.2.23. Her topoloji bir siireklilik uzay1 tarafindan iiretilir.

Kanit: (X, T) bir topolojik uzay ve g € (0, 00} kanit boyunca sabit olsun. Her G € T
icin dg : X x X — [0, o<
0 “ceG@=yed

dG (':E ) y) =
q diger durumda

bi¢ciminde tanimlanan dg'nin bir stireklilik fonksiyonu oldugunu biliyoruz.
Simdi Ag = [0,00], Ps = (0,00] olmak tizere A, Ag’lerin garpimi, P ise Pg’lerin
toplami olsun. Onerme 2.2.6’dan A bir deger yar1 grup ve Onerme 2.2.10’dan P, A'nin

pozitifler kiimesidir. Ayrica dg bir siireklilik fonksiyonu oldugundan,
d: X xX — Au d(l],y) = (dG(fE,y»GET

bigiminde tanmimlanan d fonksiyonu da bir stireklilik fonksiyonudur. Boylece 2 =
(X,d, A, P) bir siireklilik uzayidir.
Simdi 75(Z") = T oldugunu gésterelim:
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G € T olsun. p € (0, 00| i¢in (G, p) pozitifi

oo HeT wve H#(Gise
p H=C_Gise

r(G,p)(H) =

biciminde tanimlansin.

z € G ve p < g segilirse Onerme 2.2.22'den N,(g ) (z) = G dir. O halde G € To(Z)
yani T C To(Z") dir.

Ters yonii i¢in; x € G € To(Z") olsun. Bu durumda, N, (z) C G olacak sekilde bir
r, € P vardir ve r, € P oldugundan H = {H € T : r,(H) < oo;} kiimesi sonludur.
H ={Hy,...H,} olarak alinsin ve

. H,eH
)y =4 "0
oo; diger durumda

olarak tanimlansin. Bu durumda,

p; H=H, 1ise
o4 H 7é Hz 15€

r(Hi, pi)(H) =
bi¢iminde taniml olmak tizere,
re = 1(Hi,p1) Ar(Hy,p2) Ao Ar(Hp, pr)
ve boylece
Ny, () = Nptay p) (@) 0 Ni(t po) (2) O oo O Noga,, poy () dir.

Ayrica Onerme 2.2.22°den Ny, ) (2)'ler X’e ya da H,'ye esit olacagimdan N, (z) € T
dir. Boylece G € T ve To(Z") C T elde edilir. m

Teorem 2.2.24. [7] Bir topolojik uzayin tamamen regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul bu topolojinin bir simetrik siireklilik uzay tarafindan iiretilmesidir.

Kanit: Teoremin ispatinda, [7] nolu makalenin genel bilgi ve sonuglar1 kullanildig: igin,

¢ok yer tutacagi diigiincesiyle ispata yer verilmemistir.

NOT 2.2.25. 2 = (X,d, A, P) bir siireklilik uzay1 olmak iizere, bu uzaym Ty olmasi
trettigi (X, 7o(Z")) topolojik uzaymin Ty olmasi anlamindadir.

Onerme 2.2.26. 2" = (X,d, A, P) siireklilik uzaymin T olmasi igin gerek ve yeter

kosul her z,y € X, x # y icin d(x,y) + d(y, x) # 0 olmasidir.
14



Kanit: (=) 2 uzay1 Tp, z,y € X ve z # y olsun. Bu durumda x € G, y ¢ G ya da
y € G, x ¢ G olacak sekilde bir G € Ty(Z") vardr.

excG,y¢ Gise N.(z) C G olacak sekilde bir r € P vardir ve y ¢ N,.(x)dir. Bu
durumda d(x,y) > r oldugundan d(z,y) # 0’dr.

eyc G,z ¢ Gise N.(y) C G olacak gekilde bir r € P vardir ve = ¢ N,(y)’dir. Bu
durumda d(y, z) > r oldugundan d(y, z) # 0’dur.

O halde, d(z,y) # 0 ya da d(y, z) # 0 oldugundan d(z,y) + d(y, x) # 0 elde edilir.

(<) z,y € X ve x # y olsun. Varsaymm geregi d(z,y) + d(y,z) # 0 oldugundan
d(xz,y) # 0 ya da d(y,z) # 0 olmalidir. O halde d(x,y) > r ya da d(y,z) > r olacak
sekilde bir r € P vardir. Buradan, x € N,(z), y ¢ N,(x) yada y € N,(y), v ¢ N,(y)
saglandigindan ve N, (z), N.(y) € To(Z") oldugundan 2 siireklilik uzayr 7o’ dir. m

Tamim 2.2.27. (a) 2 = (X,d, A, P) bir simetrik siireklilik uzay ve V, X tizerinde

Y

bir siizgeg olsun. Eger her r € P igin “ z,y € V ise d(z,y) < r 7 olacak sekilde

bir V € V varsa, V'ye Cauchy siizgeci denir.

(b) Bir simetrik stireklilik uzayda her Cauchy siizgeci yakinsaksa bu uzay tamdur

denir.

(c) 2 =(X,d, A, P) bir simetrik siireklilik uzay olsun. Eger ¥Vr € P i¢in “z € X =
dy € F; d(z,y) < r” kosulu saglanacak sekilde sonlu bir F' C X kiimesi varsa,

bu uzaya tamamen simrhdir denir.

2.3 QUASI DUZGUN UZAYLAR

Bu kesimde [1] ve [15] nolu kaynaklardan yararlanilarak, quasi metrik uzaylardan daha
genig, fakat topolojik uzaylardan daha dar bir uzay siifi olan “quasi diizgiin uzaylar” ile
ilgili baz1 temel ozellikler verilecektir. Ayrica bu uzaylarin topolojik uzaylar ve siireklilik

uzaylarla olan iligkileri incelenecektir.

Tamim 2.3.1. (a) X # () bir kiime olmak tizere A = {(z,z) : © € X} kiimesine X’in

késegeni denir.

(b) A C X x X olmak iizere A™' = {(z,y) : (y,x) € A} olarak tammhdir. Eger

A = A7 ise, A'ya simetriktir denir.
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(c) ABC X xXise, AoB ={(z,y) : 3z € X ; (x,2) € B,(z,y) € A} bi¢iminde

tanimlidir.

NOT 2.3.2. A, B C X x X olsun. Bu durumda,

(a) ACBise, A1 C B ' ve VO C X x X igin Ao C C BoC dir.

(b) (Ao B)oC = Ao (BoC)dir.
Tamim 2.3.3. X # () bir kiime olmak tizere () # U C P (X x X) alt ailesi
(ul) VU € U i¢in A C U’dur.
(u2) YU,V €U icin UNV e Udir.
(u3) VU €U igin VoV =V?2 C U olacak sekilde bir V € U vardur.
(v4) UelUveUCV e XX x X)ise, V eldir.

kogullarim saghyorsa U’ya X tizerinde bir quasi dizginlik ve (X,U) ikilisine quasi

diizgiin uzay denir. Eger U ailesi (ul),(u2),(u3),(ud) kogullarina ek olarak,
(us) YU € U igin V! C U olacak sekilde bir V' € U vardir.
kosulunu sagliyorsa U’ya bir dizginlik, (X,U)’ya bir dizgin uzay denir.

NOT 2.3.4. (a) (ub) ozelliginin “VU € U igin U~ € Y’dir” ifadesi ile denk oldugu
kolayca gosterilebilir.

(b) (u3) ve (ub) kosullar birlikte, “VU € U i¢in V o V=1 C U olacak sekilde bir
V e U vardir” koguluna denktir:

(u3) ve (ub) kogullar1 saglansin ve U € U olsun. Bu durumda (u3)’den V; oV} C U
olacak sekilde bir V; € U ve boylece (u5)’den V, ' C V; olacak sekilde bir V, € U vardir.
V = V1NV, olarak secilirse, VoV =1 C U elde edilir. Gergekten, (z,y) € VoV ! alinirsa,
(r,2) € V71 ve (2,y) € V olacak sekilde bir z € X vardir. Bu durumda, (z,z) € V
ve V = Vi NV, oldugundan (z,z) € V5! C V; ve (2,9) € Vi elde edilir. O halde,
(z,y) € V1 o Vi C U ve boylece V o V=1 C U'dir.

Diger taraftan eger “vU € U icin V o V™1 C U olacak sekilde bir V' € U vardir”
kosulu saglaniyorsa, verilen her U € U icin V o V=1 C U olacak sekilde bir V € U
vardir. Buradan, V! CUve W = VoV~ € Y icin W o W C U oldugu kolayca

gosterilebilir. Boylece (u3) ve (ub) kogullar: saglanir.
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Tamim 2.3.5. X # () bir kiime ve U, X flizerinde bir quasi diizginliikk olsun. Bu
durumda Y~! = {U™! : U € U} ailesi de bir quasi diizgiinliiktiir ve U’'nun duali

(eslenigi) olarak adlandirilir.

Tanim 2.3.6. (X,U) bir diizgiin uzay olsun. Eger (\{U : U € U} = A oluyorsa
(X,U)’'ya ayrilmas dizgin uzay denir.

Tanim 2.3.7. (X,U) bir quasi diizgiin uzay, ¥V C U bir alt aile olsun. Eger her U € U
icin V' C U olacak sekilde bir V' € V varsa V’ye U quasi diizgiinliigiiniin bir taban:

denir.

Teorem 2.3.8. X # ) bir kiime ve V C Z(X x X) verilsin. Eger V ailesi,
(vl) VV € Vigin A C V'dir.

(v2) VVi, Vo € Vigin V3 C Vi N V4, olacak gekilde bir V3 € V vardur.

(v3) VV € Vigin WoW C V olacak gekilde bir W € V vardur.

kosullarini saghyorsa bu aile X iizerinde bir U quasi diizgiinliigiiniin tabanidir.

Kamit: V C Z(X x X) ailesi (v1), (v2) ve (v3) Ozelliklerini saglamak {izere,
U={UC X xX:3V e€V;V C U} ailesinin X iizerinde bir quasi diizgiinliik
oldugunu gosterelim:
(ul) U € U ise, V C U olacak sekilde bir V' € V vardir ve (vl)’den A CV C U dir.
(u2) Uy,U; € U ise, Vi C U; ve Vy C U, olacak gekilde Vi, Vo € V vardir ve boylece
(v2)'den V3 C Vi NV, CU; NU, dir. O halde, Uy NU; € U dir.
(u3) U € U ise, V C U olacak sekilde bir V € V vardir. Oyleyse, (v3)’den W o W C
V' C U olacak sekilde W € V bulunabilir. ¥V C U oldugundan, W e Ud ve W oW C U
dir.
(w4) UecelUveDe (X xX)icinU C D ise, VCUC D olacak gekilde bir V€ V
vardir. Boylece D € U dir.

Oyleyse U, X iizerinde bir quasi diizgiinliiktiir ve ¢’nun tammindan, V'nin U i¢in

bir taban oldugu aciktir. m

Tanmim 2.3.9. (X, U) bir quasi diizgiin uzay ve S C U olsun. Eger S’nin tiim sonlu
arakesitlerinin kiimesi U i¢in bir taban oluyorsa, S’ye U quasi diizgiinliigiiniin bir alt

tabans denir.
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Onerme 2.3.10. [9] X # ( bir kilme ve ® C Z2(X x X) olsun. ®'nin X iizerinde
bir quasi diizgiinliigiin alt tabani olmasi i¢in gerek ve yeter kogul agagidaki kogullarin

saglanmasidir:
(i) VB € @ igin A C B’dir.
(ii) VA € @ igin (BN ByN...N B,)? C A olacak sekilde By, By ... B,, € ® vardur.

Kanit: ® ailesi (i) ve (ii) kogullarim saglasin.

B ={ic; Bi : Bi € ®, I sonlu} ailesinin X {izerinde bir quasi diizgiinliigiin tabani
oldugunu gosterelim:
(vl) C € B olsun. Bu durumda C' = (),
kiimesi vardir. Oyleyse (i)’den Vi € I i¢in A C B; yani A C Nie; Bi = C dir.
(v2) C1,Cs € Bise, Cy = (;c; Bi ve Co = ﬂjeJ B; olacak sekilde B;, B; € ® ve I ve

B; olacak sekilde B; € ® ve I sonlu indeks

J sonlu indeks kiimeleri vardir. C5 = ﬂke 1us Br olarak tanimlanirsa, C3 € C7 N Cy ve
1 U J sonlu oldugundan C3 € B dir.

(v3) C € B olsun. Bu durumda C' =,
kiimesi vardir. Oyleyse (ii)’den Vi € [ i¢in (D1; N Dy;N...ND;;)* C B, olacak sekilde

B; olacak sekilde B; € ® ve [ sonlu indeks

D;; € ® vardir. Boylece,
(miel ﬂi:l Dk,i>2 € Mier (ﬂizl Dk,i>2 C Nies Bi = C oldugundan D = ¢, ﬂizl Dy
icin D? = Do D C C elde edilir.

Simdi ¢ ; X tizerinde bir U quasi diizgiinliigiiniin alt tabam olmak tizere ®'nin (i)
ve (ii) kogullarim sagladigini gosterelim:

B ={c; Bi: Bi € ®, I sonlu} ailesi ® ile iiretilen taban olsun.
(i) B € ® igin B € B ve B bir taban oldugundan A C B dir.
(ii) B € @ ise, B € B ve B bir taban oldugundan, C* C B olacak sekilde bir C' € B
vardir. Oyleyse, A1 N AsN...N A, = C olacak sekilde A;, As, ..., A, € ® bulunabilir.
Buradan Ay, As, ..., A, € ® ic¢in,

(AiNA;N...NA)=C*CB
elde edilir. m

Tanmim 2.3.11. (a) (X,U) bir quasi diizgiin uzay olmak iizere her x € X ve her
UeliginUlz] ={y € X : (z,y) € U} bigiminde tammlanir.
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(b) AC XveU € U olmak iizere, UA] = 4, Ulz] ={y € X : Jx € A; (2,y) € U}

biciminde tanimlanir.

NOT 2.3.12. z € X ve U € U olmak iizere, kolaylik i¢in, U[z| yerine U(x) gosterimi

kullanilacaktir.

Onerme 2.3.13. (X,U) bir diizgiin uzay olsun. Bu durumda, her U € U icin V2 C U

olacak sekilde simetrik bir V' € U vardir.

Teorem 2.3.14. (X,U) bir quasi diizgiin uzay olmak iizere,
Tu={GCX:2eG=3UclU; U(x) CG}

ailesi X tzerinde bir topolojidir ve U, = {U(z) : U € U} ailesi bu topolojinin =

noktasinda komsguluk sistemidir.

Kamit: 7y = {G C X : 2 € G = U € U; U(x) C G} ailesinin X iizerinde bir
topoloji oldugunu gosterelim:
(i)e “x € 0= 3U e U ; U(x) €0 dogru oldugundan () € T, dir.
eVre XveVU €U igin U(x) C X oldugundan X € T,/ dir.
(ii) G1,G2 € Ty, x € G1 NGy ise Uy () C Gy ve Uy(z) C Go olacak sekilde Uy, Uy € U
vardir. Bu durumda (u2)’den Uy NUy € U dir ve (U1NUs)(x) = Uy (z)NU(z) € G1NGy
saglanir. Oyleyse G, N Gy € Ty dir.
(iii) Vi € I igin G; € Ty olsun.
Eger Vi € I i¢in G; = () ise, U;¢;
O halde 3 € I i¢in G; # 0 olsun. = € J,,
ig € I vardir. Bu durumda U(x) C Gy, C |J,; Gi olacak sekilde bir U € U bulunabilir.

G; = 0 € Ty saglanir.
G, ise, x € G;, € Ty olacak sekilde bir

Oyleyse T bir topolojidir ve Tz/'nun tammindan U,’in 2 noktasmn bu topolojiye

gore komguluk sistemi oldugu agiktir. m

Tamim 2.3.15. T, ={G C X :2x € G = 3U € U; U(x) C G} topolojisine U quasi

duzgunligi ile uretilen topoloji denir.

NOT 2.3.16. (X,U) bir (quasi) diizgiin uzay ve T; (i = 0,1,2,3,31,4) ayirma ak-
siyomlar1 olmak tizere, (X,U) uzaymn T; olmasi iirettigi T, topolojisinin 7; olmasi

anlamindadir.
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Onerme 2.3.17. Bir (X,U) (quasi) diizgiin uzaymimn Ty olmas: igin gerek ve yeter
kosul her z,y € X, x # y igin (x,y) ¢ U ya da (y,x) ¢ U olacak sekilde bir U € U

olmasidir.

Kanit: (=) (X,U) uzay1 Ty ve z,y € X, x # y olsun. Bu durumda = € G, y ¢ G ya
day € G, x ¢ G olacak sekilde bir G € Ty, vardir.

e c G,y ¢ Gise, Ulx) C G olacak sekilde bir U € U vardir ve y ¢ U(z)'dir.
Buradan (z,y) ¢ U elde edilir.

ey e G, x ¢ Gise, Uly) C G olacak sekilde bir U € U vardir ve = ¢ U(y)’dir.
Buradan (y,x) ¢ U elde edilir.

(<) z,y € X, x # yolsun. Bu durumda varsayim geregi, (x,y) ¢ U yada (y,z) ¢ U
olacak sekilde bir U € U vardir. Buradan, x € U(z), y ¢ U(z) yaday € U(y), z ¢ U(y)
saglandigindan ve U(z),U(y) € Ty oldugundan (X,U) uzay1 Ty’dir. m

Onerme 2.3.18. Bir (X,U{) diizgiin uzaymm ayrilmis olmas: i¢in gerek ve yeter kogul

(X, Tyy) topolojik uzaymin Hausdorff olmasidir.

Tamim 2.3.19. (X,U), (Y, V) birer quasi diizglin uzay ve f : X — Y bir fonksiyon
olsun. Eger “VV € V ic¢in 3U € U ; VY(z,y) € U igin (f(z), f(y)) € V7 kosulu

saglaniyorsa f’ye quasi duzgin sturekli fonksiyon denir.

Teorem 2.3.20. Verilen bir 2" = (X, d, A, P) siireklilik uzay1 ve r € P igin,
N, = {(x,y) : d(x,y) < r} olmak iizere,

UZ)={UCX xX:TIre P; N.CU}
ailesi X tizerinde bir quasi diizgiinliiktiir.

Kanit:

(ul) Vz € X igin d(x,x) = 0 oldugundan VU € U(Z") i¢in A C U dir.

(u2) U,V e U(Z) ise, N, C U ve Ny C V olacak sekilde r,t € P vardir. Onerme
2.2.18'den N,py = N, NN, CUNV ve boylece UNV € U(Z") dir.

(W) U eU(Z)veU CV € Z(X x X) olsun. Bu durumda N, C U C V olacak
sekilde bir r € P vardir, yani U € U(Z") dir.

(u4) U e U(X) ise, N, C U olacak sekilde bir r € P vardir. r € P ve P pozitifler
kiimesi oldugundan 5 € P dir. V' := N: olarak tammlanwsa V' € U (Z7) dir. Ayrica
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VoV C U saglanir. Gergekten, (z,y) € VoV ise (z,2),(z,y) € V olacak sekilde bir

z € X vardir. Buradan d(z,y) < § + § = r dir. O halde (z,y) € N, C U ve dolayisiyla

V2=V oV CU dir ve boylece U(Z") ailesi X iizerinde bir quasi diizgiinliik olur. m

NOT 2.3.21. (a) Eger 2" = (X,d, A, P) bir simetrik siireklilik uzay olsaydi, U (Z")
ailesi bir diizgiinlik olurdu. Gergekten, U € U(Z") ise, N, C U olacak sekilde
r € P vardir. 2 simetrik oldugundan N, C U~! olur. O halde U~ € U(2") dir
ve boylece U(Z") bir diizgiinliiktiir.

(b) & bir (simetrik) siireklilik uzay1 ve U (Z") bu uzay ile iiretilen (diizgiinliik) quasi
diizgiinliik olmak tizere, T2y = To(Z") oldugu kolayca gosterilebilir.

Tamim 2.3.22. [14] (a) (X,U) bir (quasi) diizgiin uzay ve V, X iizerinde bir siizgeg
olsun. Eger VU € U icin U(x) € V olacak sekilde bir z € X varsa, bu V siizgecine
Cauchy stizgeci denir.

(b) Bir (X,U) (quasi) diizgiin uzayindaki her Cauchy siizgeci yakinsak ise, (X,U)’ya
tam (quasi) diizgin uzay denir.

(c) (X,U) bir (quasi) diizgiin uzay olsun. Eger VU € U igin U[F] = X olacak
sekilde bir sonlu F' C X alt kiimesi varsa, (X,U) (quasi) diizglin uzaymna tamamen

swnarlidyr denir.

Teorem 2.3.23. [14] Bir (X,U) quasi diizgin uzaymin tamamen smirh olmasi igin

gerek ve yeter kosul bu uzaydaki her ultrasiizgecin bir Cauchy siizgeci olmasidir.

Kanit: (=) (X,U) tamamen sinirh bir quasi diizgiin uzay ve V, X fiizerinde bir ult-
rasiizgeg olsun. Simdi V’nin bir Cauchy siizgeci oldugunu gostermek icin U € U alinsin.
(X,U) tamamen simrh oldugundan U[F] = U(xy) U U(xe) U ... UU(z,) = X ola-
cak sekilde bir sonlu F' = {zy,x9,...,x,} kiimesi vardir. Ayrica V bir ultrasiizgeg
oldugundan Onerme 2.1.7°den U (x;) € V olacak gekilde bir x; € F vardir ve boylece V
bir Cauchy stizgecidir.

(<) X ftizerindeki her ultrasiizgecin bir Cauchy siizgeci oldugunu ve iddianin ak-
sine (X,U) uzaymin tamamen sinirl olmadigini kabul edelim. Bu durumda, her sonlu

F C X alt kiimesi igin U[F] # X olacak sekilde bir U € U vardir ve boylece,
B={X—-U[F]; F C X sonlu}

ailesi X tlizerinde bir siizge¢ tabamidir. F, B ailesi ile tretilen siizge¢ olmak iizere,

Teorem 2.1.5’den F C V olacak sekilde bir V ultrasiizgeci vardir. O halde varsayim
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geregi V bir Cauchy siizgeci oldugundan U(x) € V olacak gekilde bir z € X bulunabilir.
Diger taraftan B’nin tanim geregi X — U(z) € BC F C V oldugu igin X —U(z) € V
elde edilir ki bu bir celigkidir. Oyleyse (X,U) tamamen simrhdir. m

Sonug 2.3.24. (X,U) bir quasi diizgiin uzay olmak iizere, (X, Ty) topolojik uzay:

kompakt ise, (X,U) uzay1 tamamen sinirhdir.

Kanit: (X, Ty) uzayr kompakt ve V, X {izerinde bir ultrasiizgeg olsun ve de U € U
verilsin. (X, T) kompakt oldugundan Teorem 2.1.9’”dan V — x olacak sekilde bir

x € X vardir. Buradan, U(z) € V ve boylece (X,U) uzay: tamamen smnirhdir. m

Teorem 2.3.25. [14] (X,U) bir quasi diizgiin uzay olmak tizere, (X, Ty) topolojik
uzay1 kompakt ise, (X,U) uzayindaki her Cauchy siizgeci yakinsaktur.

Kanit: (X, 7T;) uzayr kompakt ve V, (X,U) uzaymda yakinsak olmayan bir Cauchy
siizgeci olsun. Bu durumda, V bir limit noktasina sahip olmadigindan, her x € X
icin U,(z) ¢ V olacak sekilde bir U, € U vardir. (X,U) uzaymn bir quasi diizgiin
uzay olmasi nedeniyle, V, oV, C U, olacak sekilde bir V,, € U vardir ve V,(z) € Uy, (z)
oldugundan x € G, C V,(z) olacak sekilde bir G, € T, bulunabilir. {G, ; = € X} ailesi
X’in bir agik ortiisii ve (X, Ty) uzay: kompakt oldugundan, X = (J!_; Go, € U, Vi, ()
olacak sekilde xy,x9,...,2, € X (i € I) vardwr. Simdi, V = V,, UV, U... UV,
olarak tamimlansin. U bir quasi diizgiinliik oldugundan V' € U’dir ve V bir Cauchy
stizgeci oldugundan V' (p) € V olacak sekilde bir p € X vardir. Ayrica X =V, (z1) U
Vi (x2)U. ..UV, (x,) oldugundan p € V,, (x;) olacak sekilde bir i € I vardir ve boylece
V(p) C Uy, (z;) saglanir. Gergekten, y € V(p) almursa, (p,y) € V =V, UV, U...UV,,
oldugu bilindiginden (p,y) € V,,’dir. Ayrica, p € V,,(z;) oldugundan (z;,p) € V,, ve
boylece (x;,y) € V., o V,, C U,, dir. Buradan, (z;,y) € U,, yani y € U, (x;) elde edilir.
V(p) C Uy, (z;) ve V(p) € V oldugundan, U,,(z;) € V olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde
(X,U) uzayida her Cauchy siizgeci yakisaktir. m

Teorem 2.3.26. [14] (X,U) bir quasi diizgiin uzay olsun. Bu durumda (X, 7,) uzayimn
kompakt olmasi igin gerek ve yeter kosul (X,U) uzaymin tam ve tamamen simirh ol-

masidir.

Kanit: (=) Teorem 2.3.25 ve Sonug 2.3.24’den kolayca goriilebilir.
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(<) (X,U) uzayr tam tamamen sinirli ve ¥V, X {izerinde bir ultrasiizge¢ olsun. Bu
durumda, Teorem 2.3.23’den V bir Cauchy siizgecidir ve (X,U) uzay1 tam oldugundan
yakinsaktir. Boylece Teorem 2.1.9’dan (X, T/) uzay1r kompakttir. m

Onerme 2.3.27. Bir simetrik siireklilik uzayin tam ve tamamen sinirli olmasi icin

gerek ve yeter kogul bu uzayin iirettigi diizgiinliigiin tam ve tamamen sinirli olmasidir.

Kanit: 2" = (X,d, A, P) bir simetrik siireklilik uzay olsun. “.2" tamdir < U(Z")
tamdir.” oldugunu gostermek igin “V, 27 de bir Cauchy siizgecidir < V, U(Z") de bir
Cauchy stizgecidir” oldugunu gostermemiz yeterlidir.

(=) V, Z uzayinda bir Cauchy siizgeci ve U € U(Z") olsun. Bu durumda N, C U
olacak gekilde bir r € P vardir. Oyleyse V bir Cauchy siizgeci oldugundan z,y € V =
d(z,y) < r olacak sekilde bir V' € V vardir ve her x € V i¢in V' C N,(z) C U(x)
olup U(z) € V saglamir. Gergekten, y € V almirsa x € V oldugundan d(z,y) < r ve
boylece y € N,(x) dir. Ayrica, N, C U saglandigindan N, (z) C U(x) oldugu kolayca
gosterilebilir. O halde V, U(Z") uzayinda bir Cauchy siizgecidir.

(<) V,U(Z") uzaymda bir Cauchy siizgeci ve r € P olsun. O halde, Nx € U(2")'dir
ve V bir Cauchy siizgeci oldugundan N:(x) € V olacak sekilde bir z € X vardur.
Yy, 2 € Nx(z) olmak iizere d(z,y) = d(y,z) < § ve d(z,z) < § ve boylelikle d(y, z) <
d(y,z)+d(z,z) < 5+5 = rdir. O halde keyfi r € P igin, y, 2z € Vise d(y, ) < r olacak
sekilde bir V' = N (x) € V bulundugundan, V, 2" uzaymda bir Cauchy stizgecidir.

)

Son olarak “2" tamamen siirhdir < U(2") tamamen simirhdir.” oldugunu goste-
relim:

(=) 2 tamamen siurh ve U € U(Z) olsun. Bu durumda Onerme 2.3.13’den
V2 C U veV =V~ olacak sekilde bir V' € U(Z") vardir. Buradan, N, C V olacak
sekilde bir » € P ve boylece “z € X = Jy € F; d(z,y) < r” kogulu saglanacak
sekilde sonlu bir F' C X kiimesi vardir. F' = {xy,x9,...2,} olmak iizere V[F] = X
saglanir. Gergekten, x € X ise d(z,x;) < r olacak sekilde bir z; € F' vardir. Buradan,
(x,z;) € N, CV ve V simetrik oldugundan (z;,z) € V ve boylece x € V|[F] dir. O
halde, U(Z") tamamen simirhdir.

(<) U(Z) tamamen sirhi ve 7 € P olsun. Bu durumda r € P igin N, € U(Z")
oldugundan N, [F] = X olacak gekilde sonlu bir F' C X alt kiimesi vardir. Simdi, x € X
alimirsa « € N, [F] oldugundan (y,x) € N, olacak sekilde bir y € F vardir. O halde 2~

simetrik bir siireklilik uzay1 oldugundan d(y, z) = d(x,y) < r olacak sekilde bir y € F
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vardir ve boylece 2" tamamen smirhdir. m

Onerme 2.3.28. Bir T} diizgiinliikten ( Ty simetrik siireklilik uzaymdan) elde edilen
topolojik uzayin kompakt Hausdorff olmasi i¢in gerek ve yeter kogul bu diizgiinliigiin

(simetrik siireklilik uzayinin) tam ve tamamen sinirh olmasidir.

Kanit: (=) Teorem 2.3.26’den agiktir.

(<) (X,U) diizgiin uzay1 Ty ve ayrica tam ve tamamen smirh olsun. Oncelikle,
Teorem 2.3.26’den (X, 7y) uzayr kompakt olur. Simdi eger (X,U) uzaymn ayrilmisg
oldugu gosterilirse Onerme 2.3.18’den 77, nun Hausdorff oldugu séylenebilir.

Bunun igin, tersine (X, ) uzayinin ayrilmig olmadigim kabul edelim. Bu durumda
her U € U igin (z,y) € U olacak gekilde x,y € X, z # y vardir. O halde bu z # y
olan (z,y) € X x X noktasi i¢in (z,y) ¢ U ya da (y,z) ¢ U olacak sekilde bir U € U
bulunamaz ki bu durum (X, ) uzaymin Tj olmasi ile gelisir.

O halde (X, Ty) uzay1 kompakt Hausdorff’tur. m

2.4 YAKINIMSI UZAYLAR

Bu kesimde yakinims: uzaylar ile ilgili baz temel ozellikler verilerek bu uzaylarin quasi
diizglin uzaylar ve topolojik uzaylarla olan iligkileri incelenecektir. Bu kesimde verilen

ozellikler ve sonuglar [12] nolu kaynaktan alinmigtir.

Tamim 2.4.1. X # () bir kiime, A, B,C C X ve §, Z(X) lizerinde agagidaki 6zellikleri
saglayan bir ikili bagimmt1 olmak tizere §’ya bir yakimims: bagints, (X, ) uzayma bir

yakinimst uzay denir.

(p1) (AU B)SC < AdC veya B6C

(p2) A0(BUC) < AdB veya AdC

(p3) AOB=A#0Dve B#0

(p4) ANB#0= AéB

(p5) AgB=3CCX; AFC ve (X —C)¢§ B dir.
Eger (X, d) uzay1 yukaridaki kogullara ek olarak,

(p6) {z}i{y} =z =1y
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kogulunu sagliyorsa bu uzaya ayrilmis (Hausdorff) yakinims: uzay,
(p7) A0B = BJ/A
kosulunu sagliyorsa yakinlik uzay: denir.

NOT 2.4.2. (a) Yukardaki tanimda AéB “A, B'ye yakin” ; A § B ise “A, B’den

uzak” anlamina gelir.

(b) 4 bir yakimims1 baginti olsun. Bu durumda “Ad~!'B < BJA” bigiminde tanimlanan
67! bagintis1 da bir yakimmsi bagmtidir ve §’'min duali (eglenigi) olarak ad-

landirilir.

(c) “fz}o{y}” kisaca “xdy” olarak gosterilebilir.

Sonug 2.4.3. (X,0) bir yakimms1 uzay olmak iizere her C' C X i¢in ) § C ve C § )
dir.

Onerme 2.4 4. (X, 6) bir yakimmsi uzay A, B,C, D C X olsun.

(a) AéB, AC C ve B C D ise, CéD dir. Béylece X, bogtan farkh her alt kiimesine
yakindir.

(b) Herhangi bir z € X i¢in Adx ve xdB oluyorsa, AdB dir.

Kanit:
(a) A0B, A C C ve B C D olsun. AéB oldugundan (pl)’den (A U C)éB’dir. Ayrica,
A C C oldugundan AUC = C ve boylece CdB’dir. Buradan, (p2) kogulu ile Co(BUD)
elde edilir. O halde, BU D = D oldugundan C'¢D’dir.

Ispatim ikinci kismi icin , § # A € X olsun. (p4)’den AA’dir. ASA, A C X ve
A C A oldugundan ispatin ilk kismindan XJA’dir. Boylece X, A’ya yakindir.
(b) A # B olsun. Bu durumda, A § E ve (X — E) #§ B olacak sekilde bir £ C X vardir.
Simdi herhangi bir z € X alinirsa, z € E veya x € (X — E) olacaktir.

xr € Eise A§ F oldugundan (a)'dan A § x elde edilir.

r € (X — E)ise (X — E) § B oldugundan (a)'dan = § B elde edilir. Dolayisiyla
AF BiseVr € X icin AJ x yada z § B dir, yani (b) saglanir. m

Tanmim 2.4.5. (X, ) bir yakinimsi uzay, A, B C X olmak iizere, bir < bagintisi
ALK B& A§ (X - B)

bi¢ciminde tanmimhdir.
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Teorem 2.4.6. (X, 0) bir yakinimsi uzay olmak iizere yukaridaki gibi tanimlanan <

bagintis1 agagidaki ozellikleri saglar.

(k1) X <« X ve § < 0 dir.

(k2) A< Bise, AC B dir.

(k83) ACB< CCDise, A< D dir.

(k4) A By ve ALK By & A< BN By dir.
(k5) Ay < Bve Ay < B & A3 UA; < B dir.
(k6) A< Bise, ICC X ; A (C K B dir.
Eger (X, ¢) ayrilmug ise,

(k7) 2 < X — {y} & = # y saglanir.

Kanit:
(k1) Sonug 2.4.3’den X § 0 ve @ § X oldugundan X < X ve () < () dir.
(k2) A < Bise A § (X — B) dir. Boylece (p4)’den AN (X — B) =), yani A C B dir.
(k3) A C B < C C D ve tersine A € D olsun. O halde, A6(X — D), A C B ve
X — D C X — C oldugundan Onerme 2.4.4’den B§(X — C) dir ki bu B < C ile celisir.
O halde, A < D olmaldir.
(kd) A Bive A By & AJ (X — By) ve AJ (X — By)
& AF[(X = B)U[(X = By)]
< AF[X — (BN By
S ALK B NBy
(k5) A; < Bve Ay < B A, §(X — B) ve Ay § (X — B)
< AjUA, §(X —B)
& AlUA < B
(k6) A < Bise A § (X — B) dir. Oyleyse (p5)’den A § (X —C) ve C § (X — B) olacak
sekilde bir C' C X vardir. Buradan, A < C' < B elde edilir.
(k7) Simdi, (X, ) ayrilmig olsun. x # y ise = § y ve boylece © < X — {y}'dir.
Tersi i¢in, + < X — {y} ise x § y dir. Boylece (p4)’den {z} N{y} =0 yani z # y

dir. m
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Teorem 2.4.7. X # () bir kime, A, B C X ve <, #(X) iizerinde tamml, (k1),(k2),(k3),
(k4) (k5),(k6) kosullarin saglayan bir ikili baginti olsun. Bu durumda,

AJB & A< (X -DB)
bi¢iminde tanimlanan ¢ ikili bagintis1 X tizerinde bir yakinims: bagintidir.

Kanit:
(pl) (AUB) § Cise AUB <« X — C dir. Bu durumda (k5)'den A < X — C ve
B« X —C,yani A§ C ve B § C elde edilir.

Ters yonii igin, A § C' ve B § C' oldugunu kabul edelim. Bu durumda A < X — C
ve B < X — C oldugundan (k5)’den (AU B) < X — C' ve boylece (AU B) § C elde
edilir. Oyleyse (AU B) § C dir & A § C ve B § C dir.

(p2) (pl) ile benzer sekilde gosterilebilir.
(p3) AdB ise A € X — B dir. Bu durumda;

X < X oldugundan A # X ve X — B # X, yani B # () dir.

0 < 0 oldugundan A # () ve X — B # () dir.

(p4) AJ Bise A< X — B dir. Bu durumda (k2)’den A C X — B yani AN B = (’dir.
(p5) A § Bise A < X — B dir. Boylece A < X — C < X — B olacak sekilde bir
C' C X vardir. O halde, bu C C X i¢in A§ C ve (X — C) § B saglanir. m

Sonug 2.4.8. Bir § yakimms: bagintis1 Tanim 2.4.5’deki < ikili bagintisi ile de ifade
edilebilir.

Teorem 2.4.9. (X,U) bir quasi diizgiin uzay olmak tizere, &(X) iizerinde
AOB <= VU elU igin (Ax BYNU # 10

bigiminde tanimlanan ¢ ikili bagintisi bir yakinimsi bagintidir. Yani her quasi diizgiinliik

bir yakinims1 baginti tiretir.

Kanit: (pl) (AUB)JC =3U €l ; [(AUB)xCINU =10
=3V eld; [(AxC)U(BxC)NU=10
=3IV eld ; (AxC)NU=0 ve (BxC)NU=19
= AF§C ve BJC
Ters yonii i¢in, A § C ve B § C oldugunu kabul edelim. Bu durumda, (AxC)NU =0

ve (B x C)NV = () olacak sekilde U,V € U vardir. U bir quasi diizgiinliik oldugundan
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UNV eldir ve ayrica [AUB) x CIN(UNV)=[(AxCYUBxO)NUNV)=10
saglanir. Buradan (AU B) # C' elde edilir.

(p2) (pl) ile benzer sekilde gosterilebilir.

(p3) AdB ise, VU € U i¢in (A x B)NU # () dir. Bu durumda A x B # (), dolayisiyla
A # () ve B # () dir.

(p4) AN B # 0 ise, x € AN B olacak sekilde bir z € X vardir. Boylece (z,2) € Ax B
dir. Ayrica VU € U i¢in A C U oldugundan (z,z) € U’dur. Dolaywsiyla, VU € U igin
(A x B)NU # 0 ve boylece AdB dir.

(p5) A § B ise, (A x B) N U = () olacak sekilde bir U € U vardir. Oyleyse (u3)’den
VoV C U olacak sekilde bir V' € U bulunabilir.

E=V 1 Bl={yeX:3becB; (y,b)cV}

olarak tanimlanirsa (A x E)NV =0 ve (X — E) x B)NV = () dir. Buradan, A J E
ve (X — E) § B elde edilir. m

Teorem 2.4.10. (X,U) bir quasi diizgiin uzay olsun. Bu durumda A < B olmast igin
gerek ve yeter kogul U[A] C B olacak gekilde bir U € U olmasidir.

Kanit: A< B AJ (X —B)
sIVel ; (Ax(X-B)NU =1
<3JU el ; UACB u
Her quasi diizgiinliigiin bir yakinimsi baginti iirettigini gosterdik. Simdi de her

yakinimsi bagitinin bir quasi diizgiinliik tirettigini gosterelim.

Onerme 2.4.11. (X, 9) bir yakinimsi uzay ve A, B C X igin,
T(A,B) =X x X — (A x B) bi¢iminde taniml olsun. Bu durumda

C={T(A,B): A§ B}
ailesi X tzerinde bir quasi diizgiinliigiin alt tabanidir.

Kanit: C ailesinin Onerme 2.3.10’daki (i) ve (ii) kogullarini sagladigii gosterelim:

(i) T(A,B) € C ise, A § B oldugundan (p4)'den AN B = () ve bu nedenle Vz € X
icin (z,z) ¢ A x B dir. Buradan (z,2) € X x X — (A x B) = T(A, B) ve dolayisiyla
A C T(A, B dir.

28



(i) T(A, B) € C ise A § B dir. Oyleyse (p5)’den A § (X — C) ve C' § B olacak sekilde
bir C C X vardir.

Eger [T(A,X — C)NT(C,B)]*> C T(A, B) oldugu gosterilirse ispat tamamlanmig
olur. Bunun igin, bir (z,y) € X x X noktasi i¢in, (z,y) € [T(4,X — C)NT(C, B))? ve
tersine (z,y) ¢ T(A, B) olsun. Buradan (z,y) € A x B yani z € A, y € B elde edilir.

Ayrica (z,2),(z,y) € T(A, X — C)NT(C, B) olacak sekilde bir z € X oldugu
soylenebilir. (z,2) € T(A, X —-C)NT(C, B) oldugundan (x, z) € T(A, X —C) ve béylece
(x,2) ¢ Ax (X —C)dir. (z,y) € T(A, X —C)NT(C, B) oldugundan (z,y) € T(C, B)
ve boylece (z,y) ¢ C x B’dir.

Son elde edilen iki durum, x € A ve y € B oldugundan z ¢ X — C ve z ¢ C

geligkisini verir. O halde
olmalhdir. Boylece C, X iizerinde bir quasi diizgiinliigiin alt tabanidir. m

Teorem 2.4.12. (X, ) bir yakinmimsi uzay olsun. Bu durumda,
TFO)={AC X : “a0A=x € A"}
ailesi, X tzerinde bir topolojinin kapali kiimeler ailesidir.

Kamit: 7%(0) = {A C X : “20A = z € A"} ailesinin kapali kiimeler aksiyomlarim
sagladigimi gosterelim:
(i)  Sonug 2.4.3’den VA C X icin A § § oldugundan “z ¢ ) = = § (” saglamr. Oyleyse
0 e T") dir.

o “26X = x € X7 ifadesi dogru oldugundan X € T%(¢) dir.
(ii) A = {4, : A € T*(9),i € I} ve 26(,o; A; olsun. Bu durumda Onerme 2.4.4’den
Vi € I icin 26 A; ve Vi € I icin A; € T*(§) oldugundan x € A; (Vi € I) dir. Dolayisiyla
x € (e Ai, yani z € (o, A € TH(6) dir.
(iii) Ay, Ay € T*(0) ve 26(A; U Ay) olsun. Bu durumda (p2)’den z6A; veya xdA, dir.
Boylece x € Ay veya x € Ay, yani x € (A1 U Ay) dir.

Oyleyse T*%(0) , X tizerinde bir topolojinin kapali kiimeler ailesidir. m

Tanim 2.4.13. (X, ) bir yakinimsi uzay olmak iizere, kapal kiimeler ailesi

TFO)={AC X : “a0A=xc A"}
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ailesi olan topolojiye, 0 yakinims: bagintisy ile tretilen topoloji denir ve bu topoloji

T () ile gosterilir.

NOT 2.4.14. Bir yakinimsi uzay ile ¢alisirken, d bagintisi yerine < bagintisini kullana-
bilecegimizi soylemistik. Bu durumda bir yakimmsi uzayi (X, P) bi¢iminde gisterecegiz

ve “A < B” yerine “(A, B) € P” yazacagiz.

Teorem 2.4.15. (X, P) bir yakinims: uzay olmak {izere bu yakimmsi bagmtu ile iire-

tilen topoloji,
Tp={TCX:2e€T=3AB) eP;ze€A BCT}
bi¢imindedir.

Kanit: A, B C X olmak iizere “(A,B) € P & A § (X — B)” oldugunu biliyoruz.
Simdi, Tp = T (d) oldugunu gosterelim.

T € Tp olsun ve z € X i¢in x ¢ X — T verilsin. Bu durumda z € T ve T' € Tp
oldugundan © € A ve B C T olacak sekilde bir (A,B) € P vardwr. (A,B) € P
oldugundan A § (X — B) dir. Ayrica {z} € Ave X —T C X — B oldugundan Onerme
2.4.4den z § X — T dir. Boylece X — T € T*(6), yani T € T (9) elde edilir.

Ters kapsama igin, x € T've T € T(§) olsun. # ¢ X — T ve X — T € T*(9)
oldugundan = § X — T dir. Bu durumda = € {z}, T C T ve ({z},7) € P oldugu igin
T e Tp dir. m

Tanim 2.4.16. (X, P) bir yakimimsi uzay ve A, B C X olsun. Eger (A, B) € P olu-

yorsa, B kiimesine A'nin bir _ komsulugu denir.

Onerme 2.4.17. (X, P) bir yakinims1 uzay ve L C X olmak {izere,
G(L)={reX:3(A,B)eP;x€ A BCL}
kiimesi 7p topolojisine gore agiktir.

Kanit: x € G(L) olsun. Bu durumda, x € A, B C L olacak sekilde bir (A, B) € P
vardir. O halde (k6)'dan (A, C),(C,B) € P olacak sekilde bir C' C X bulunabilir.
Simdi eger C' C G(L) oldugunu gosterebilirsek, x € A ve C' C G(L) olacak gekilde bir
(A, C) € P oldugundan G(L) € Tp elde ederiz.
Gergekten, y € C ise, (C,B) € Pi¢iny € C ve B C L oldugundan y € G(L) ve
boylece C' C G(L)'dir. m
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NOT 2.4.18. (X,P) bir yakimmsi uzay olmak iizere, bu uzaymn 7T, olmasi iirettigi

(X, Tp) topolojik uzayimn Ty olmasi anlamindadir.

Onerme 2.4.19. (X, P) bir yakimmsi uzay olsun. Bu durumda, (X, P) uzaymm T,
olmas i¢in gerek ve yeter kosul her z,y € X, v #yiginz € A,y ¢ Byaday € A,
x ¢ B olacak sekilde bir (A, B) € P olmasidir.

Kanit: (=) (X, P) uzay1 Ty, z,y € X ve x # y olsun. Bu durumda z € T, y ¢ T ya
day e T, x ¢ T olacak sekilde bir T' € Tp vardir.
ez cT,y¢Tise,x € A, B C T olacak sekilde bir (A, B) € P vardir ve y ¢ B'dir.
eycT x¢Tise,ye A, B CT olacak sekilde bir (A, B) € P vardir ve x ¢ B’dir.
(<) z,y € X ve x # y olsun. Bu durumda z € A,y ¢ Byaday € A,z ¢ B
olacak sekilde bir (A4, B) € P vardir. Buradan, x € G(B), y ¢ G(B) ya da y € G(B),
r ¢ G(B) saglandigindan ve G(B) € Tp oldugundan (X, P) uzay1 Ty’'dir. m

Tanim 2.4.20. (X, P) bir yakinims: uzay olmak {iizere,
P*={(A,B): (X—B,X—A) € P} Pnin duali ve P* = PVP*, P'nin simetriklesmesi
olarak adlandirilir.

Agikga, P* bir yakimmsi bagint1 ve P? bir yakinlik bagintisidir.

2.5 IKILI TOPOLOJIK UZAYLAR

Bu kesimde ikili topolojik uzaylar ile ilgili bazi temel kavramlara yer verilecektir. Ayrica
bu uzaylarda ayirma aksiyomlari tanimlanacak ve ikiger tamamen regiiler ikili topolojik
uzaylar ile siireklilik uzaylar1 arasindaki iliskiden bahsedilecektir. Bu kesimde verilen

bilgiler [6] nolu kaynaktan alinmigtir.

Tamim 2.5.1. X # () bir kiime olsun. 7 ve T* bu kiime itizerinde tamimh iki keyfi

topoloji olmak tizere X = (X, 7T, 7") uzayma ikili topolojik uzay denir.

Ornek 2.5.2. R gergel sayilar kiimesi iizerinde 7o,z = {R,0} U {(a,00) : a € R} ve
Teor = {R,0} U{(—o00,a) : a € R} topolojileri sirasiyla sag topoloji ve sol topoloji
olarak adlandirilir [1]. U = {(a,1] : a > 0,a € R} U{I, 0} ve
L={[0,a):a<1aecR}U{L D} srasiyla, Tes ve Te topolojilerinin I = [0,1] C R
alt kiimesi tizerinde {iirettikleri alt uzay topolojileri olsun. Bu durumda, I = (I,U, L)
bir ikili topolojik uzaydir.
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NOT 2.5.3. X # () bir kiime ve (7T4)aea, X tizerinde bir topoloji ailesi olmak {izere,

bu ailenin supremumu, (J, ., 7o ailesi ile iiretilen topolojidir ve \/ ., 7o bi¢iminde

a€EA

gosterilir.
Tanim 2.5.4. X = (X, T, 7T*) bir ikili topolojik uzay olsun. Bu durumda,
(a) X*=(X,T* T) uwzayma X uzaymn duali denir.

(b) 7° = T V T* olmak iizere X* = (X,T?) uzayma X uzaymin simetriklesmesi

denir.

(c) X = (X,7,7T%) ikili topolojik uzay1 i¢in T = T* ise, bu uzaya simetrik ikili

topolojik uzay denir.

Ornek 2.5.5. I = (I,U, £) uzaymm duali I* = (I, £,U) ikili topolojik uzay1; simet-

riklesmesi ise, 75 standart topoloji olmak tizere, (I, 7;) uzayidir.

NOT 2.5.6. Herhangi bir (X, T) topolojik uzayi, bir (X, 7, T) simetrik ikili topolojik
uzayina kargilik gelir. O halde simetrik ikili topolojik uzaylar teorisi, topolojik uzaylar

teorisi ile gakigir.

Tanim 2.5.7. X = (X, T,7T*) bir ikili topolojik uzay ve Y C X olsun.
Ty ={TNY T eT}tveTy ={T*"NY : T* € T*} olmak tizere, (Y, Ty, Ty) ikili

topolojik uzayma X uzaymin bir alt uzay: denir.

Tamim 2.5.8. X = (X, 7,7T*) ve X' = (X', T',T") ikili topolojik uzaylar ve
f: X — X' bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu 7 — T’ ve T* — T'* siirekli ise,
fye X’den X"ye ikiser sireklidir denir ve f : X — X’ bigiminde gosterilir.

Onerme 2.5.9. X = (X, T,7T*), X' = (X', T, T") ikili topolojik uzaylar ve
f : X — X'’ fonksiyonu ikiser siirekli olsun. Bu durumda f fonksiyonu 7% — 7'°

streklidir.

Kanit: 7° € 7" ve z € f~1(T"%) olsun. Bu durumda f(z) € 7" dir ve
T =T'VT" oldugundan f(z) € T"NT"™ C T" olacak sekilde 7" € T', T"" € T"
vardir. Buradan, z € f~1(T'NT"™) = f~Y(T")Nf~1(T"") C f~(17"°) dir. Ayrica f ikiger
siirekli oldugundan f~Y(7") € T, f~(T"") € T* dir. O halde, f~Y(T")N f~YT") e T*
oldugundan f~1(T"%) € T* ve boylece f fonksiyonu 7° — T'* siireklidir. m
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Ornek 2.5.10. Onerme 2.5.9'daki ifadenin tersi genelde dogru degildir.
I =0, 1] olmak tizere f: (I,U,L) — (I,L,U), f(x) = x birim fonksiyonu T — T
siireklidir fakat ikiger siirekli degildir.

NOT 2.5.11. Birden c¢ok topolojiyle caligmak kavram karmasas1 yaratabilir. Bu du-
rumu ¢ozmek icin, elimizde birden ¢ok topoloji var ve hangisinden soz edildigi ifade
edilmiyorsa, bu topoloji 7 olarak anlasiimalidir. Ornegin, (X, 7, 7*) bir ikili topolojik
uzay ve A C X olmak iizere kap(A), Amin T topolojisine gore kapanmgim kap*(A)
ise A'nin T topolojisine gore kapanigini gosterecektir. A kiimesi 7* topolojisine gore

kapali ise, bu kiimeden *-kapali olarak bahsedilecektir.

Tamm 2.5.12. (Ikili topolojik uzaylar i¢in ayirma aksiyomlar) X = (X, 7, 7*) bir

ikili topolojik uzay olsun.
(a) Eger X = (X, T?*) simetriklesme uzay1 Ty oluyorsa, X uzayma Ty denir.

(b) Eger her z,y € X, z ¢ kap(y) i¢cin z € T, y € T* ve TNT* = () olacak sekilde
T €T veT* € T* kiimeleri varsa, X uzayma pseudo-Hausdorff (pH) denir.

(c) X uzay1 Ty ve pH ise, bu uzaya Hausdorff (T5) denir.

(d) Eger her T € T ve x € T igin f : X — I fonksiyonu, f(z) =1 ve her y ¢ T igin

f(y) = 0 olacak gekilde bulunabiliyorsa X uzayma tamamen regiler denir.
(e) X uzay1 Ty ve tamamen regiiler ise, bu uzaya Ty, ( Tychonoff) denir.

(f) Eger her T € T ve x € T igin x € U C D* C T olacak sekilde U € T ve D*

*_kapali kiimeleri varsa, X’ uzayma regiiler denir.
(g) X uzay1 T ve regiiler ise, bu uzaya T3 denir.

(h) C* C T olacak sekilde C* *-kapali ve T' € T kiimeleri i¢in, C* CU C D* C T

saglanacak gekilde U € T ve D* *-kapal kiimeleri varsa, X uzayma normal denir.

Tanim 2.5.13. X = (X, 7,7") ikili topolojik uzay ve Q ikili topolojik uzaylarin bir
ozelligi olsun. Eger X* = (X, 7*,T) uzay1 Q ozelligine sahipse, X dual @Q’dur denir.
Eger hem X hem de X* Q ozelligine sahipse X' uzay1 ikiser () ’dur denir.
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NOT 2.5.14. X = (X,7,7") ikili topolojik uzay ve Q ikili topolojik uzaylarmn bir
ozelligi olmak tizere, X* uzayimin Q ozelligine sahip olmasi, “X uzaymin Q* ozelligine

sahip olmas1” bi¢iminde de ifade edilebilir.

Onerme 2.5.15. [5] 2" bir siireklilik uzay: olmak iizere, (X, 75(2Z"), To(2™*)) ikili
topolojik uzay: ikigser tamamen regiilerdir. Tersine, tiim ikigser tamamen regiiler ikili

topolojik uzaylar siireklilik uzaylarindan elde edilir.

Kamt: X = (X, 7T,7T7") ikiser tamamen regiiler ikili topolojik uzay olsun ve
F=A{f|f:X — I} bigiminde tanimlansin.

A=10,00" ={a|a: F —[0,00]} bir deger yar1 grup ve
P={reA:VfeF iginr(f) € (0,00] ve sonlu f diginda r(f) = oo} kiimesi A'nmin
pozitifler kiimesidir. Ayrica, dy : X x X — [0,00], df(x,y) = (f(y) — f(x)) vV 0 bir
stireklilik fonksiyonudur. Boylece, d(z,y) = (ds(z,y))rer fonksiyonu da bir siireklilik
fonksiyonudur ve 2" = (X, d, A, P) uzay1 bir siireklilik uzayidir.

Simdi, T = To(Z") oldugunu gosterelim:

r € G e To(Z) ise, N.(z) C G olacak gekilde bir r € P vardur.

r(@) fe{fi, fo,. .., [n}ise
oo  fE{fi fa, ..., fu)ise

olsun. Simdi eger N, f7 '((fi(z) — r(i), fi(x) + r(i))) € G oldugu gosterilirse her bir
fi, T — U stirekli oldugundan,

(fi(a) = 7(0), £i(2) + 1) = Upen(hl@) — 700, £i@) + 7(5) — 1] € U ve biylece
Ny 71 (fi(x) = (i), fi(z) +7(i))) € T oldugundan G € T elde edilir.

Bunun icin, y € (i, fi ' ((fi(x) — (i), fi(x) +r(i))) almsimn ve tersine y ¢ G oldugu
kabul edilsin. Bu durumda, Vi € I i¢in fi(z) — r(i) < fi(y) < fi(z) + r(i) saglan.
Ayrica, y ¢ G oldugundan y ¢ N, (z) olacaktir. Buradan, d(x,y) > r ve boylece Vi € T
icin
ds,(z,y) = (fily) = fi(z)) v 0 > r(z) dir.

o fily)—fi(x) < Oisedy,(x,y) = (fily)—fi(xz))V0 = 0 > r(i) olur ki bu r(¢) € (0, o0]
olmasi ile geligir.

o fi(y) — fi(z) > 0ise fi(y) — fi(z) < r(i) olmasi ile celisir.

Oyleyse y € G ve boylece G € T dir.
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Ters kapsamay1 gostermek i¢in, z € G € T alinsin. X uzayi ikiser tamamen regiiler
oldugundan f(xz) = 1 ve her y ¢ G icin f(y) = 0 olacak gekilde bir f € F vardir. Simdi,
0.5 g= fise

r(g) = ‘
00; g # fise

bi¢giminde tanimlanan r € P i¢in N,(x) C G saglandigim gosterelim:

y € N.(z) ve y ¢ G ise, d(z,y) < r oldugundan d¢(x,y) < r(f) = 0.5 elde edilir.
Fakat, df(x,y) = (f(y) — f(z)) VO = (1—-0) V0 =1 oldugundan bu bir geligkidir. O
halde y € G ve boylece G € To(Z) dir.

Her siireklilik uzaydan elde edilen (X, 7o(2"), To(Z), To(Z*)) ikili topolojik uzayinin

ikiser tamamen regiiler oldugu da benzer gekilde gosterilebilir. m
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3 TOPOLOJIDE ASIMETRI VE DUALITE

3.1 TOPOLOJIDE ASIMETRI KAVRAMI

Bu kesimde, topolojik uzaylar icin “asimetri” kavramindan bahsedilecek ve sonraki
boliimlerde de sik sik kullanilacak bir onsiralama bagintisi tanimlanacaktir. Bu kesimde

verilen bilgiler [6] nolu kaynaktan alinmigtir.

Tamim 3.1.1. (a) X # ) bir kiime ve (X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger her
z,y € X ic¢in “z € kap(y) = y € kap(x)” Ozelligi saglaniyorsa bu uzaya zayuf

simetrik (zs) denir.
(b) Zayif simetrik olmayan bir uzaya asimetrik uzay denir.
Ornek 3.1.2. (I,U) uzay: asimetriktir.

NOT 3.1.3. (X, 7T) bir topolojik uzay olmak {izere zayif simetri 6zelligi

“r € G €T = kap(x) C G” bigiminde de ifade edilebilir. Bu 6zellik Ry 6zelligi olarak
da bilinir.

Kanit: Zayif simetri ézelliginin “c € G € T = kap(xz) C G” ifadesine denk oldugunu
gosterelim:

(X, T) zayif simetrik ve x € G € T iken y € kap(x) olsun. Bu durumda zayif
simetriden x € kap(y) ve boylece y € G'dir.

Ters yonii i¢in, “z € G € T = kap(x) C G” saglansin ve iddianin aksine (X, 7T)
zaylf simetrik olmasim. Bu durumda, x € kap(y) ancak y ¢ kap(x) olacak sekilde
z,y € X vardir. Buradan, y € G ve x ¢ G olacak sekilde bir G € T bulunabilir ve
varsayimdan kap(y) C G’dir. O halde, z ¢ G ve kap(y) C G oldugundan x ¢ kap(y)
elde edilir ki, bu bir celigkidir. Oyleyse (X, T) zayif simetriktir. m

Onerme 3.1.4. Her T uzay1 ve her regiiler uzay zayif simetriktir.

Kanit: (X,7) bir 77 uzayi, z,y € X ve x € kap(y) olsun. T} uzaylarinda tek nokta
kiimeleri kapali oldugundan, =z € kap(y) = {y} ise y € kap(z) = {z} dir. O halde
(X, T) uzay: zayif simetriktir.

Simdi, (X,7) bir regiiler uzay, z,y € X, x € kap(y) ancak y ¢ kap(z) olsun. X
uzay1 regiiler oldugundan y € G, kap(z) C H ve G N H = () olacak sekilde G, H € T
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vardir. Ayrica, x € kap(y) ve H € T oldugundan y € H olmahdir ki, bu GNH =0
olmasi ile geligir. O halde y € kap(x) olmalidir ve boylece (X, T') uzay: zayif simetriktir.

]
Sonug 3.1.5. T} uzaylar ve regiiler uzaylar asimetrik degildir.

Tanim 3.1.6. X # () bir kiime ve (X, T) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda,
“o <ry < = € kap(y)” bigiminde tamimlanan <; bagmtisina Alexandroff ézellen-

dirme siralamast ya da kisaca ozellendirme siralamas: denir.

NOT 3.1.7. Bundan sonra bir topolojik uzay iizerinde bir siralamadan bahsedildiginde,

bu siralama ozellendirme siralamasina gore olacaktir.
Onerme 3.1.8. Ozellendirme siralamasi bir onsiralamadir.

Kanit: (X, 7) bir topolojik uzay ve <7 Ozellendirme siralamasi olsun. Simdi, bu
bagitinin yansima ve gecisme ozelliklerini sagladigini gosterelim:

e Vx € X i¢in x € kap(x) oldugundan x <7 z dir, yani <7 yansima Ozelligini
saglar.

ex,y,z€ Xolsun. z <y y ANy <7z =z € kap(y) \y € kap(z)
=z € kap(y) C kap(kap(z)) = kap(z) = = <7 2’dir. Boylece <7 gegisme Ozelligini

saglar. m
Onerme 3.1.9. (X, T) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda,

(a) <7 bagmtisimin bir kismi siralama olmast igin gerek ve yeter kogul (X, 7) uzayinin

To olmasidir.

(b) <7 bagmtisinin bir agikar (ayrik) siralama olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (X, 7))

uzayimin 7 olmasidir.

Kanit:
(a) (=) <7 bir kismi siralama ve xz,y € X, © # y olsun. Bu durumda < bir
kismi siralama oldugundan, <7 y veya y «£7 2’dir. Buradan, = ¢ kap(y) veya
y ¢ kap(z)’dir ve boylece x € G, y ¢ G veya y € G, x ¢ G olacak sekilde bir G € T
vardir. O halde (X, T) uzay1 Ty'dir.

x,y € X, x #yvardir ki her G € T icinx € Gisey € G ve y € G ise x € G'dir.

Buradan x € kap(y) ve y € kap(zx) yani x <7 y ve y <7 x elde edilir. Bu durumda <7
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bagmtisi ters simetrik oldugundan x = y olmahdir ki, bu bir geligkidir. O halde (X, 7T)
Ty dar.

(<) (X,T) uzayr Ty olsun. <7 bagmtisimin yansimalh ve gecigmeli oldugu bi-
lindiginden, ters simetrik oldugunu gostermek yeterlidir. z,y € X igin z <7y, y <r =z
ancak x # y oldugunu kabul edelim. Bu durumda (X, 7") uzay1 Ty oldugundan z € G,
y¢ Gyaday€ G, z¢ G olacak sekilde bir G € T vardur.

re€G,y¢G=ux¢kaply) = v £1 y celiskidir.

ye G, x¢G=y¢ kap(x) =y 7 = geliskidir.

O halde x = y’dir ve boylece <7 ters simetriktir.

(b) (=) <7 bir asikar siralama olsun. (X,7) uzaymmn 77 oldugunu gostermek icin
her tek nokta kiimesinin kapal oldugunu, yani Vo € X igin kap(z) = {x} oldugunu
gostermek yeterlidir.

{z} C kap(x) oldugu agiktir. Ters kapsama i¢in, y € kap(x) ise y <7 z dir. Bu
durumda, <7 bir agikar siralama oldugundan y = z olmadir. Oyleyse (X, T) uzayr
Ty dir.

(<) X uzay1 77 ve x <7 y olsun. Buradan, z € kap(y) = {y} yani = = g dir.

Boylece <7 bir asgikar siralamadir. m

Onerme 3.1.10. (X, T) ve (X*,T*) topolojik uzaylar ve f : X — X* bir fonksiyon

olsun. Eger f fonksiyonu stirekli ise 6zellendirme siralamasimi korur.

Kamt: z,y € X ve ¢ <7 y ise, x € kap(y) ve buradan f(z) € f(kap(y))dir. f
fonksiyonu siirekli oldugundan f(kap(y)) C kap*(f(y)) ve boylece f(z) <7 f(y)'dir.

O halde f 6zellendirme siralamasini korur. m

Onerme 3.1.11. (X, 7)) bir topolojik uzay olsun. (X, 7") uzaymn zs ve Tj olmasi icin

gerek ve yeter kogul bu uzayin 77 olmasidir.

Kanit: (=) (X, 7T) uzay1 zs ve T olsun. Bu uzaym 77 oldugunu gostermek icin <
bagintisinin bir agikar siralama oldugunu gosterelim:

r <7y ise x € kap(y)’dir. Buradan, (X, T) zs oldugundan y € kap(x) yani y <7 x
elde edilir. x <7 y, y <7 x ve <7 bir kismi siralama oldugundan x = y olmaldir.
Oyleyse, <7 bir agikar siralamadur.

(<) (X, T) uzay1 Ty olsun. Oncelikle her T} uzay1 Ty’dir. Ayrica Onerme 3.1.4’den
(X, T) uzay: zs'dir. m
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Sonug 3.1.12. Asimetrik topolojik uzaylar T; degildir.

3.2 IKILI TOPOLOJIK UZAYLAR VE ASIMETRI

Bu kesimde, [6] nolu kaynaktan yararlanilarak, ikili topolojik uzaylarda ayirma aksi-
yomlari ile ilgili baz1 ozellikler verilecek ve bu ayirma aksiyomlar: arasindaki iligkileri

incelemek icin gerekli olan “Urysohn aile” kavramindan bahsedilecektir.
Tanim 3.2.1. X = (X, T, 7T*) bir ikili topolojik uzay olsun.

(a) Eger her z,y € X igin “z ¢ kap(y) = y ¢ kap*(x)” Ozelligi saglaniyorsa, X

uzayma zayif simetrik (zs) denir.
(b) X uzay1 Tj ve zs ise, bu uzaya T) denir.
(c) X uzay1 T ve normal ise, bu uzaya T, denir.

Tanim 3.2.2. X = (X, 7,7*) ikili topolojik uzay ve Q ikili topolojik uzaylarmm bir
ozelligi olsun. Eger “X uzay1 Q'dur < X uzay1 dual Q’dur” saglaniyorsa Q ozelligi

kend: kendine dualdir denir.
Onerme 3.2.3. To ve normal olma ozellikleri kendi kendine dualdir.

Kanit: X = (X, 7,7%) ikili topolojik uzay olsun.

X uzay1 Ty'dir. & X*° Ty'dir. & X* Ty’dir. O halde T kendi kendine dualdir.

X uzay1 normal, T* € T*, C C X kapali ve C C T* olsun. X — T* *-kapali,
X—-CeT,X—-T*CX —C ve X uzay1 normal oldugundan,
X —-T*CUC D*C X — C olacak sekilde U € T ve D* *kapal kiimeleri vardir.
Buradan C C X —D*C X —-UCT*, X — D* € T* ve X — U kapali oldugundan X*
uzay1 normaldir.

X* uzay1 normal ise, X uzayinin da normal olacagi benzer sekilde gosterilebilir.

O halde normallik kendi kendine dualdir. m

Ornek 3.2.4. Bir (X, T,T*) ikili topolojik uzay1 igin zs, pH, regiiler ve tamamen
regiiler olma 6zellikleri kendi kendine dual degildir. Ornegin, X sonsuz elemanh bir
kiime, 7, X tlzerindeki ayrik olmayan topoloji ve 7* ayrik topoloji olmak lizere, X
uzay1 zs, pH, regiiler ve tamamen regiiler olmasina regmen, X* uzay1 zs, pH, regiiler

ve tamamen regiiler degildir.
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Ornek 3.2.5. I ve I* ikili topolojik uzaylari biitiin ayirma aksiyomlarini saglarlar.

Onerme 3.2.6. X = (X, T, T*) ikili topolojik uzay ve Q ézelligi bu uzay icin zs, pH,
regiiler ve tamamen regiiler ¢zelliklerinden biri olsun. Eger X uzay1 Q ve 7* C T ise,

(X,T,T") uzay1 da Q'dur.

Kanit: Q=zs olsun. = ¢ kap(y) ise, X zs oldugundan y ¢ kap*(z)’dir. Bu durumda
T* N {z} = 0 olacak sekilde bir y € T* € T* vardir. Ayrica 7* C T oldugundan
T* € T* dir. O halde y ¢ kap™(x) ve boylece (X, T, T ) uzay: zs'dir.

Q=tamamen regiiler olsun. x € T' € T ise, X tamamen regiiler oldugundan f(x) = 1
ve her y ¢ T icin f(y) = 0 olacak sekilde bir f : X — T fonksiyonu vardir.
g: (X, T, TT) — (I,U, L) fonksiyonu g(z) = f(z) (Vx € X) olarak tammlansin. f,
T — U stirekli oldugundan g de 7 — U siireklidir. Ayrica f, T* — L stirekli ve T* C T
oldugundan ¢ fonksiyonu da 7+ — £ siireklidir. Oyleyse (X,7,7%) uzay1 tamamen
regilerdir.

Q=pH ve Q=regiiler olmas1 durumlar1 da benzer gekilde gosterilebilir. m

Sonug 3.2.7. X = (X, T,7T*) ikili topolojik uzay ve Q ozelligi bu uzay igin zs, pH,
regiiler ve tamamen regiiler 6zelliklerinden biri olsun. Eger X' uzay1 Q ise, (X, 7T,7T%)

uzay1 da Q’dur.
Kamt: 7* C T7* oldugundan Onerme 3.2.6’dan aciktir. m
Onerme 3.2.8. X = (X, T,T%) ikili topolojik uzay olsun.
(a) Asagidakiler denktir:
(i) <~C >7,
(ii) = & kap(y) = kap*(z) S X — kap(y),
(iii) 2 €T €T = kap*(xz) C T,

(iv) X uzay1 zs'dir.
(b) X pH ve X* zs ise, X* pH'dir ve boylece X ikiger pH'dir.
(c) X* zs olsun. Bu durumda, 7 Ty’dir & X Ty dur.

(d) Asagidakiler denktir:
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(i) & uzayr Ty’dir.
(ii) z # y ise, x ve y’den sadece birini igeren bir T € T U T vardir.

(i) 2 <7y, y <7z, < yvey <y x ise, x = y'dir.

(e) X uzaymin pH olmasi igin gerek ve yeter kogul X {izerindeki her V siizgeci igin
2, V'nin bir limiti ve y, V'nin bir *-limiti (7* topolojisine gore limiti) ise, z <7 y

olmasidir.

Kanait:
(a) (i) = (ii) <+C >7, = ¢ kap(y) ve iddianm tersine kap*(z) € X — kap(y) olsun.
Bu durumda z € kap*(z) ve z ¢ X — kap(y) olacak sekilde bir z € X vardir ve
z € kap*(x) oldugundan z <7+ z’dir. Ayrica, <7~C >7 oldugundan z >7 x saglanir.
Diger taraftan z ¢ X — kap(y) oldugundan z € kap(y) ve boylece z <7 y’dir. O halde,
r <7 z, z <7y ve <7 bagmtisi gecismeli oldugundan =z <7 y’dir ki, bu = ¢ kap(y)
olmasi ile geligir.

Oyleyse kap*(z) € X — kap(y) olmahdur.

(ii) = (iii) (ii) kogulu saglansin ve iddianin tersine kap*(z) € T olsun. Bu durumda,
y € kap*(z) ve y ¢ T olacak sekilde bir y € X vardir. z € T, y ¢ T ve T € T
oldugundan x ¢ kap(y)’dir. Boylece varsayimdan kap*(z) C X — kap(y) elde edilir ki
bu, y € kap*(x) olmast ile geligir.

(iii) = (iv) = ¢ kap(y) olsun. x € X —kap(y) € T oldugundan kap*(z) C X — kap(y)
ve buradan y ¢ kap*(x)'dir. Oyleyse X uzay1 zs'dir.

(iv) = (i) X zs ve x <7« y olsun. Bu durumda, x € kap*(y) ve X zs oldugundan
y € kap(z)’dir. Buradan y <7 x , yani x > y elde edilir. O halde <~ C > dir.
(b) X pH, X* zs ve = ¢ kap*(y) olsun. X* zs oldugundan y ¢ kap(z)’dir. Oyleyse X
pH oldugundan y € T, z € T* ve T N T* = () olacak sekilde T € T ve T* € T* vardir
ve boylece X'* uzay1 pH’dir.
(c) X uzay zs olsun.

(=) T, Ty ve x,y € X, v # y olsun. Bu durumda z € G, y ¢ G (yada y € G,
xr ¢ @) olacak sekilde bir G € T vardir. T C T* oldugundan G € T* ve boylece X
uzay1 Ty dir.

(<) X, Ty ve x,y € X, x # y olsun. Bu durumda x € G*, y ¢ G* (ya da y € G*,
r ¢ G*®) olacak gekilde bir G* € T*° vardir. x € G®* € T° ve T*nin tanimindan,
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r € GNG* C G olacak sekilde G € T ve G* € T* vardir ve y ¢ G N G*’dir. Buradan
iki durum elde edilir:

e Eger y ¢ G ise, ispat tamamlanir.

o Eger y ¢ G* ise, x ¢ kap*(y) ve X* zs oldugundan y ¢ kap(z)’dir. Buradan,
y € H, x ¢ H olacak gekilde bir H € T bulunabilir.

Oyleyse T, Ty dur.
(d) (i) = (ii) X uzay1 Tp, x,y € X ve  # y olsun. Bu durumda z € 7%, y ¢ T° ya da
y € T°, = ¢ T*° olacak sgekilde bir T° € T* vardr.

ex c T y¢ T ise, TUT™ ailesi T* igin bir alt taban oldugundan z € TNT* C T*
olacak sekilde T' € T ve T* € T* vardir. Buradan, x € T, y ¢ T ve T € T UT* veya
reT* y¢gT veT* €T UT" elde edilir.

o ycT° x¢T*° olmast durumu da benzer sekilde yapilabilir.

(ii) = (iil) 2 <7y, y <7z, * <7+ y, y <7+ x ve tersine x # y olsun. Bu durumda
(ii)y)denz € T,y ¢ T yaday € T, x ¢ T olacak sekilde bir T € T U T* vardur.

excT , y¢dTveT e T"ise, x ¢ kap*(y)'dir ki bu, z <7« y ile gelisir.

eycT, ¢ TveT € T"ise, y¢ kap*(x)dir ki bu, y <7« x ile geligir.

excT, y¢TveT T ise, x ¢ kap(y)'dir ki bu, x <7y ile geligir.

eycT x¢TveTeT ise, y¢ kap(y)'dir ki bu, y <7 z ile gelisir.

O halde z = y olmalidir.

(iii) = (i) z,y € X, x # y olsun. Bu durumda (iii)’den « €7 y yada y <7 = ya da
x £y ya da y £+ = olmahdr.

o v L1y =ua¢kap(y) = x €T, y¢T olacak sekilde bir ' € T C T* vardur.

eydrae=yé¢kap(x)=yeT, x¢T olacak sekilde bir T' € T C T* vardur.

Diger durumlar da benzer sekilde incelenerek, X uzaymin 7y oldugu sonucuna
ulasilabilir.
(e) (=) & uzay1 pH, V, X iizerinde bir stizgeg, x, V'nin bir limiti ve y, V'nin bir *-limiti
ancak tersine x €7 y olsun. Bu durumda z ¢ kap(y)'dir ve X uzay1 pH oldugundan
reT,yeT* TNT*=0olacak sekilde T' € T ve T* € T* kuimeleri vardir. Buradan
T eV, T* €V ve boylece TNT* = () € V olur ki, bu bir celigkidir.

(<) X uzaymn pH olmadigimi kabul edelim. Bu durumda 6yle z,y € X noktalar

vardir ki, © ¢ kap(y) olmak tizere, z € T ve y € T* olacak sekildeki her T € T ve
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T* € T* icin T NT* # (’dir. O halde
G={TNT :2e€TeT, yeT eT"}

ailesi X tizerinde bir siizgec tabanidir. Bu durumda V), G ailesi ile iiretilen siizgec olmak
tizere, Ur(z) C G CV ve Ur-(y) € G C V oldugundan, z, V’nin bir limiti ve y, V'nin
bir *-limitidir. Boylece varsayimdan x < y olur ki bu = ¢ kap(y) olmas ile geligir. O

halde X uzay1 pH'dir. m

Tanmim 3.2.9. X # ) bir kiime olsun. Eger P C 2(X) x Z(X) ailesi agagidaki
kogullar1 saghyorsa P’ye bir Urysohn aile ve (X,P) ikilisine de bir Urysohn uzay:

denir.
(p1*) (A, B) € Pise, A C B'dir.
(p2*) (A,B) € Pise, (A, E),(E,B) € P olacak sekilde bir £ C X vardir.
(p3*) (A,B)eP, EC Ave BC Fise (E,F) e Pdir.

Tanim 3.2.10. X # () bir kiime ve P, X iizerinde bir Urysohn aile olsun. Bu durumda,
P ={(X —-B,X —A): (A, B) € P} ailesi P ailesinin duali olarak adlandirilir.

Onerme 3.2.11. X # ( bir kilme ve (X,P) bir yakimms uzay ise, P asagidaki

szellikleri saglayan bir Urysohn ailedir.

(i) (0,0),(X,X)eP

(i) (A4,B),(A,B)eP = (A,BNB)eP
(iii) (A, B),(A',B)eP = (AUA ,B) P

Kanit: Teorem 2.4.6’dan kolayca goriilebilir. m

NOT 3.2.12. [6] § # X kiimesi ve bu X kiimesi tizerinde verilen bir P Urysohn ailesi

icin,

Tp={TCX:2eT=3(A,B),(A,B),.... (A, B,) €P;z e )A, (B CT}
=1 =1

ailesi X tizerinde bir topolojidir. P bir Urysohn aile oldugundan,

UP ={(C,D):3(A,B),(A,B)eP; CCAUA, BUB C D}
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ve

P ={(C,D):3(A,B),(A,B)eP; CCAnA, BNB C D}

ailelerinin de birer Urysohn aile oldugu kolayca gosterilebilir.

UP,, n cift ise
Po={(0,0),(X, X)} UP ve Ppyq = biciminde tanimli olmak
NP, n tek ise

tizere PP = |J,,cny Pn, P Urysohn ailesini kapsayan en kiiciik yakinimsi bagntidir ve
P ile dretilen yakinimsi baginti olarak adlandirilir. Bir P Urysohn ailesi ile tiretilen

topoloji PP yakinimsi uzayi ile tiiretilen topoloji ile aynidir.

Tanim 3.2.13. X # () bir kiime ve P, X tizerinde bir Urysohn aile ise, yukarida bir

topoloji oldugu ifade edilen 7p ailesine P Urysohn ailesinin tirettigi topoloji adi verilir.

Tanim 3.2.14. (X, P), (Y,P’) birer Urysohn uzay1 ve f : X — Y bir fonksiyon
olsun. Eger her (A, B) € P’ icin (f~'(A), f~1(B)) € P oluyorsa, f fonksiyonuna bir

Urysohn dontisimai denir.

Onerme 3.2.15. (X, P), (Y,P') birer Urysohn uzay1 ve f : (X,P) — (Y,P’') bir
Urysohn dontiglimii olsun. Bu durumda f : (X, P*) — (Y, P"") fonksiyonu da bir
Urysohn dontigimiidir. Ayrica f : (X, Tp, Tp«) —> (Y, Tps, Tp+) fonksiyonu ikiger

stireklidir.

Kamt: (A*, B*) € P olsun. Bu durumda (Y — B*)Y — A*) € P’ dir ve f bir Urysohn
doniigiimii oldugundan (f~1(Y — B*), f~1(Y — A*)) € P saglanir.
(fFYUY = BY), f 1Y — A") = (X — f7YB"),X — f1(4*)) € P oldugundan,
(f~YA*), f71(B*)) € P* ve boylece f : (X, P*) — (Y, P”") bir Urysohn déniigiimiidiir.
Simdi f'nin ikiger siirekli oldugunu gosterelim:
T € Tpr ve z € f~1(T) olsun. Bu durumda f(z) € T € Tpr oldugundan
flx) e N, A e, Bi C T olacak sekilde (A4;, B;) € P’ (1 <i <n) vardwr. Ayrica, f
bir Urysohn doniigiimii oldugundan (f~1(4;), f~1(B;)) € P dir. Boylece,

n

x € f_l(ﬂ A))

i=1 i=1 i=1 i=1
ve V(1 <4 < n) igin (f1(4), f1(B;) € P oldugundan f~(T) € Tp'dir. Yani f,
Tp — Tpr streklidir.

I
D=
~
=
~
D
S

I
D
~
E
N
~
5

Benzer sekilde fmnin Tp- — Tpr siirekli oldugu da gosterilebilir. Oyleyse f ikiger
sireklidir. m
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Onerme 3.2.16. [0,1] C R aralig1 iizerinde tanmmly,
S={(A,B):3IrseRr<s; AC[s,00)N[0,1] ve (r,00)N[0,1] C B}

ailesi bir yakinimsi bagintidir.

Kanit: S'nin bir yakinimsi baginti oldugunu géstermek igin, Teorem 2.4.6’daki (k1),(k2),
(k3),(k4) (k5),(k6) kosullarinin saglandigini gésterelim:

(k1) (0,0) € S ve (]0,1],[0,1]) € S oldugu tamimdan kolayca gosterilebilir.

(k2) (A, B) € S verilmek iizere, A C [s,00) N[0, 1] ve (r,00) N[0, 1] C B olacak sekilde
r,s € R, r < s vardir. Buradan, A C [s,00) N [0,1] C (r,00) N[0, 1] € B oldugundan
A C B elde edilir.

(k3) (B,C) € S, A C B ve C C D olsun. Bu durumda A C B C [s,00) N[0, 1] ve
(r,o00)N[0,1] € C C D olacak sekilde r, s € R, r < s vardir ve boylece (A, D) € S’dir.
(k4) (A, By), (A, By) € S verilsin. Bu durumda, A C [s1,00)N[0, 1] ve (r1,00) N [0,1] C By
olacak sekilde 71,51 € R, rp < 51 ve A C [s9,00) N[0, 1] ve (rg,00) N[0,1] C By ola-
cak gekilde 79,80 € R, 1y < 89 vardir. r = maks{r{,m} ve s = maks{sy, s3} olarak
segilirse, r,s € R, r < s, A C [s,00) N [0,1] ve (r,00) N[0,1] C B; N By oldugundan,
(A, By N By) € S elde edilir.

Tersi igin, (A, BiNBy) € S olmak tizere, A C [s,00)N[0, 1] ve (r,00)N[0, 1] C BiNBy
olacak gekilde r, s € R, r < s vardir. Buradan, (r,00)N[0, 1] C By ve (r,00)N[0,1] C By
oldugundan (A, By), (A, Bs) € S elde edilir.

(k5) (k4) ile benzer gekilde gosterilebilir.

(k6) (A, B) € S verilmek iizere, A C [s,00) N[0, 1] ve (r,00) N[0, 1] C B olacak sekilde
r,s € R, r < s vardir. 1 < p < s olmak tizere, C' = (p,00) N [0, 1] olarak secilirse,
A C [s,00)N[0,1], (p,00) N]0,1] C C oldugundan (A,C) € S ve C' C [p,00) N[0, 1],
(r,o0) N [0,1] € B oldugundan (C,B) € S elde edilir. Boylelikle S bir yakinimsi
bagintidir.

Tamim 3.2.17. [0, 1] C R aralig: tizerinde taniml,
S={(A,B):3IrseRr<s; AC[s,00)N[0,1] ve (r,00)N[0,1] C B}

bagintist standart yakinimsi baginte ve I = ([0,1],S) uzayr standart yakinimsy uzay

olarak adlandirilir.

Ornek 3.2.18. I = ([0,1],S) standart yakmims: uzay icin Tg = U ve Tg- = L'dir.
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Kanit: 7s = U oldugunu gosterelim:

reTeTsise, x €, A, N, Bi €T olacak sekilde (4;, B;) € S (1 <i < n)
vardir. Ayrica her ¢ = 1,...n igin (A4;, B;) € S oldugundan A; C [s;,00) N [0,1] ve
(ri,00) N ]0,1] € B; olacak sekilde r;,s; € R, r; < s; vardir. r; = maks{ry,72,...,7r,}
olmak tizere (rj,00) N [0,1] C (-, B; C T ve r; ile aym indeksli s; igin = € [s;,00) N
0,1] C (rj,00) N[0,1] € T oldugundan 7" € U’dir.

Ters kapsama igin, x € T € U olsun. Bu durumda z € (a,1] C T olacak sekilde
bir a € [0,1) vardwr. Oyleyse, z € [z,1], (a,1] C T ve ([z,1],(a,1]) € S oldugundan
T € Tg'dir.

Benzer sekilde Ts+ = L oldugu da gosterilebilir. m

Tamim 3.2.19. X ## () bir kiime, P, X {izerinde bir Urysohn aile ve X = (X, 7T, T%)
bir ikili topolojik uzay olsun. Eger her (A, B) € P igin kap*(A) C i¢(B) saglaniyorsa,

P ailesi X uzay ile uyumludur denir.

Onerme 3.2.20. (a) [Urysohn] X # () bir kiime ve P, X iizerinde bir Urysohn aile
olsun. Bu durumda her (A,B) € P i¢in f : (X,P) — (I,S), f(A) =1 ve
f(X — B) = 0 olacak gekilde bir f Urysohn doniigiimii vardir.

(b) & = (X, 7T,7T*) bir ikili topolojik uzay olsun. Bu durumda X’in normal olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul {(A, B) : kap*(A) C i¢(B)} ailesinin bir Urysohn aile

olmasidir.

(c) X = (X, T,T") bir ikili topolojik uzay ve P, X iizerinde bir Urysohn aile olsun.
P’nin X ile uyumlu olmas: icin gerek ve yeter kosul 7p C T ve Tp« C T*
olmasidir. Bu durumda her f: (X, P) — (I, S) Urysohn doniigiimii igin
f:(X,T,T*) — ([0,1],U, L) ikiger siireklidir. Son olarak Y C X olmak {izere,

i(;TPY = {ZE . E'(Al, Bl), (A27 BQ), cey (An,Bn) ep S ﬂAZ, m Bz g Y}
i=1 =1

biciminde tanmimhdir.

(d) A, X kiimesinden [0, 1] araligina, 0,1 sabitlerini (yani, f(z) = 1 ve f(x) = 0 sabit
fonksiyonlarii) de igeren bir fonksiyonlar ailesi ve Vf, g € Aigin fVg, fAge A

olsun. Bu durumda,

Pa={(A4,B):3a,b 0<a<b<1,feA; AC f'b1], f (a1 C B}
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X tizerinde bir yakinimsi1 bagintidir. Ters olarak, P bir yakinimsi1 baginti,
Ap = {f|f : (X,P) — (]0,1],S) Urysohn doniigiimii} ve X4, f € A fonk-
siyonlarimi ikiger siirekli yapan en zayif topolojilerin olusturdugu ikili topolojik

uzay olmak tizere, P = Pa,, A C Ap, ve X4 = X, dir.

(e) X = (X,T,T*) ikili topolojik uzaymm (ikigser) tamamen regtiler olmasi i¢in gerek
ve yeter kogul X tizerinde 7p =T ve Tp« C T* (Tp- = T*) olacak sekilde bir P

Urysohn ailesinin olmasidir.

Kanit: (a) P, X iizerinde bir Urysohn aile, (A, B) € P, A; = A ve Ag = B olsun. n
{izerinden tiimevarimla her v = £+ € [0, 1] i¢in A, kiimesi her 8 < v icin (A,, Ag) € P
olacak sekilde secilsin.

n=0 i¢in v = m = 1’dir. Bu durum igin (A4, Ag) € P olacak sekilde A; se¢imi
ispatin baginda yapilmigti.

Simdi, n—1 igin bu se¢imin miimkiin oldugunu varsayalim ve n i¢in bu sec¢imin
yapilabilecegini gosterelim:

e Eger m ¢ift ise, m = 2m/ olacak sekilde bir m’ € N vardir. Bu durumda,

m 2m’ m/

Y = 5r = S = zaor oldugundan tiimevarim hipotezinden uygun bir segim yapilabilir.

o Eger m tek ise, m — 1 ve m + 1 ¢ift oldugundan istenilen 6zellige sahip A%
ve An;i# kiimeleri secilebilir. Ayrica (A%,A%) € P’dir clinkii A% kiimesi her
0 < mQ—ng igin (A% , As) olacak sekilde segilmisti.

P bir Urysohn aile oldugundan (A% VAL, (A, Ams ) € P olacak sekilde bir A, C X

m-+p
n 9

vardir. Simdi, v <  i¢in, § = 2" —m > p > 0 olmak {izere Tanmim 3.2.9 (p1*) ve
(p3*)’dan (Ag, Ay) € P elde edilir, ki bu n igin de uygun bir se¢imin yapilabilecegini
gosterir.

Simdi, z € X icin f(z) = sup({y:z € A,} U{0}) olsun. Bu durumda,
f s, 1) =n{A, :s>9} ve fi(r, 1] =U{A, 1y >r}

dir. Boylece eger r < sise, {3x : n € N;m =1,2,...,2"} kiimesi [0, 1] arahginda yogun
oldugundan r < 8 < v < s olacak sekilde (3, v secilebilir. O halde,

(A,,Ag) € P, fls,1] C A, ve Asg C f~'(r,1] oldugundan (f~'[s,1], f~1(r,1]) € P
elde edilir. Dolayisiyla f : (X,P) — (I,S) bir Urysohn déniigiimidiir ve agikga
F(A4) = f(A) =1, f(X = B) = f(X — Ay) = 0 saglamr.
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(b) (=) X uzay1 normal olmak iizere, P = {(A4, B) : kap*(A) C i¢g(B)} ailesinin bir
Urysohn aile oldugunu gosterelim:

(p1*) (A, B) € P ise, A C kap*(A) Ci¢(B) C B oldugundan A C B'dir.

(p2*) (A, B) € P olsun. Bu durumda, kap*(A) C i¢(B), kap*(A) *-kapaly, i¢(B) € T
ve X uzay1 normal oldugundan kap*(A) C U C D* C i¢(B) olacak sekilde U € T ve
D* *_kapal kiimeleri vardir.

Simdi, £ = U N D* olarak segilirse, i¢(E£) = i¢(U N D*) = i¢(U) = U oldugundan
kap*(A) Ci¢(E)’dir. Ayrica, U N D* C D* ve D* kiimesi *-kapali oldugundan
kap*(E) = kap*(U N D*) C D* Ci¢(B)’dir. O halde, (A, E), (E, B) € P elde edilir.
(p3*) (A,B) € P, E C A ve B C F olsun. Buradan,
kap*(E) C kap*(A) Cig(B) C ig(F) oldugundan (F, F') € P’dir.

Boylece, P bir Urysohn ailedir.

(<) P={(A,B) : kap*(A) C i¢(B)} bir Urysohn aile ve C* C T, C* *-kapal1 ve
T € T olsun. Bu durumda, kap*(C*) = C* C T = ig(T) oldugundan (C*,T) € P’dir
ve P bir Urysohn aile oldugundan (C*,U), (U,T') € P olacak gekilde bir U C X vardur.
Buradan, C* = kap*(C*) Ci¢(U) C U C kap*(U) C T ve boylece X uzay1 normaldir.
(c) P, X {izerinde bir Urysohn aile, X = (X, T,7T*) bir ikili topolojik uzay ve P, X
ile uyumlu olsun. z € T € Tp ise, x € (., Ai, (=, B; C T olacak sekilde
(Ai,B;)) € P(1 < i < n) vardir. P, & ile uyumlu oldugundan V1 < i < n igin

kap*(A;) C i¢(B;) saglanir ve buradan

n n

=1 =1

i=1 i=1
elde edilir. O halde = € (;_, i¢(B;) C T oldugundan T € T ve dolayisiyla Tp C 7 dir.

Benzer sekilde Tp« C T* oldugu da gosterilebilir.

Ters yonii i¢in, Tp C T, Tp« C T* ve (A,B) € P olsun. Bu durumda (a)’dan
f(A) = 1ve f(X—B) = 0olacak sekilde bir f : (X,P) — (L, S) Urysohn déniigiimii bu-
lunabilir. Ayrica Onerme 3.2.15'den f : (X, Tp, Tp-) — ([0,1],U, L) ikiger siirekli
oldugundan ve Tp C T, Tp+ C T* saglandigindan f : (X, 7,7*) — ([0,1],U, L)
fonksiyonu da ikiger stireklidir. Boylece, kap*(A) C f~'[{1}] € f7(0,1] C ig(B)
oldugundan P, X ile uyumludur.

Ispatin son kismui i¢in, Y C X ve

Y ={z:3(A, B)), (A2, Bs),... . (Ay, B,) €P; x € ﬁAi, ﬁBi cY}

=1 =1
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olsun. Y = ic’”Y oldugunu gosterelim:

zeYise, x €, A, Ni, B; CY olacak sekilde (A;, B;) € P (1 < i < n) vardur
ve P bir Urysohn aile oldugundan Vi € [ i¢in A; C B;’dir. Buradan,
e A €Ny B: €Y ve boylece Y CY elde edilir.

Simdi, Y'nmn acik oldugu gosterilirse, ic’”Y", Y'yi iceren en genis acik kiime oldugundan
Y Cic"™Y oldugu séylenebilir.

zeY ise, x € Mz Ai, Ny B; C Y olacak sekilde (A;, B;) € P (1 < i < n) vardir.
Ayrica P bir Urysohn aile oldugundan her 1 <1i < n i¢in (4;, E;), (E;, B;) € P olacak
sekilde bir E; C X vardir. y € (., Ei ise, (E;,B;)) € P (1 <i<n)iciny e N, E;
ve N, B; C Y oldugundan y € Y dir.

z €Y icnx € Moy A Ny BEi € Y olacak sckilde (A, E;) € P (1 < i < n)
oldugundan 17, Tp topolojisine gore acgiktir.

Simdi de, i¢’?Y C Y oldugunu gostererek ispat1 tamamlayalim. z € i¢’?Y ise,
x € T C Y olacak sekilde bir T’ € Tp vardir. Budurumda, z € (;_; 4;, (., BiCT CY
olacak sekilde (A;, B;) € P (1 < i < n) vardir. Oyleyse 2 € Y dir.
(d) Oncelikle P 4'nin X iizerinde bir yakimms: bagmti oldugunu gosterelim:
(k1) g,h : X — [0, 1], g(x) = 0 ve h(z) = 1 olmak tizere h, g € A oldugu biliniyor. O
halde,

D Cg'3,1] ve g7'(0,1] C 0 oldugundan (,0) € P4 'dur.

X C h'[3,1] ve h(0,1] € X oldugundan (X, X) € P dur.
(k2) (A,B) € Pyise, Ja,b 0<a<b<1,feAign AC f~1p1] C fa,1] C B ve
buradan A C B’dir.
(k3) (A,B) € P4, E C A ve B C F olsun. Bu durumda, 3a,0 0 <a<b<1,fe A
icin ECAC f'b,1], fa,1] € B C F oldugundan (E,F) € P, dur.
(k4) (A, B), (A, B') € P4 olsun. Bu durumda,
Ja,b 0<a<b<1l,feA; ACf'b1], fa, 1] C Bve
Je,d 0<c<d<l,ge A ; ACg'd1], g 1] CB dir.
m = min{b,d} ve n = maks{a, c} olarak segilirse,
AC b ng™td, 1] C fHm, 1] ng~Hm, 1] = (f A g)~![m, 1],
(fAg)'n, 1) = f (n,1)Nng ' (n,1] € fa,1]Ng(c,1] CBNB ve fAge A
oldugundan (A, BN B') € P4 elde edilir.
(k5) (k4) ile benzer sekilde gosterilebilir.
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(k6) (A,B) € Pyise, Ja,b 0<a<b<1,feA; AC f 1], f'(a 1] C Bdir.
c € (a,b) olmak iizere C' = f~![c, 1] secelim. Bu durumda,
AC 7, 1) C fYe, 1) C C = f7e, 1) € f7Y(a, 1] C Boldugundan (A, C), (C, B) € P4
dir. Boylece Py, X iizerinde bir yakinimsi bagintidir.
Simdi, P, X iizerinde bir yakinimsi baginti,

Ap ={f1|f: (X,P) — ([0,1],S) Urysohn dontigiimii}

Pa, ={(A,B):Ja,b 0<a<b< 1, feAp; AC fib1], f'(a, 1] C B}

olmak tizere P = P4, oldugunu gosterelim:

(A, B) € P ise, bu 6nermenin (a) sitkkindan f(A) = 1, f(X — B) = 0 olacak sekilde
bir f € Ap vardir ve A C 7[5, 1], f7(0,1] C B saglandigimdan (A4, B) € Py, clde
edilir. Oyleyse P C P4, dir.

Ters kapsama i¢in, (A, B) € P4, olsun. Bu durumda, Ja,b 0 <a <b<1,f € Ap
icin A C f71[b,1], f~(a,1] € B’dir. Ayrica S'nin tammindan ([b, 1], (a,1]) € S ve
f:(X,P) — ([0,1],8) bir Urysohn doniigiimii oldugundan (f~'[b, 1], f~*(a,1]) € P
olmaldir. Oyleyse (4, B) € P, boylece P, C P ve dolayisiyla Py, = P’dir.

Simdi de,

Ap, ={f|f:(X,Pa) — ([0,1],S) Urysohn doniisiimii}

olmak tizere A C Ap, oldugunu gosterelim:

f e Aolsun. (A, B) € Sise, A C [s,1], (r,1] C B olacak sekilde birer r, s € [0, 1],
r < s vardir. Buradan, f~Y(A) C f~l[s, 1], f~'(r,1] € f~Y(B) oldugundan P, nmn
tammindan (f~1(A), f71(B)) € P4 elde edilir. O halde, f : (X,P4) — ([0,1],S) bir
Urysohn déniisiimii ve boylece f € Ap, 'dir.

Son olarak X4 = (X,7,7T7) ve Xa, = (X,V,V"), swasiyla, f € Ave f € Ap,
fonksiyonlarini ikiger stirekli yapan en zayif topolojilerin olusturdugu ikili topolojik
uzaylar olmak tizere X4 = X Ap oldugunu gosterelim:

Oncelikle, A C Ap , oldugundan 7 C V ve T* C V* oldugu agiktir.

Ters kapsama i¢in, f € Ap, almsm. f : (X,P4) — ([0,1],8) bir Urysohn
dontigimi
oldugundan Onerme 3.2.15 ve Ornek 3.2.18'dan f : (X, T Tipa-) — ((0,1,U, L)
fonksiyonu ikiser stireklidir. O halde, X Ap, zay1 [ € Ap, fonksiyonlarmi stirekli ya-

pan en zayif topolojilerin olusturdugu ikili topolojik uzay oldugundan V C Tp, ve
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V* C Tep - 'dir. Simdi eger Tp, € T ve Tp,y« C T* oldugu gosterilirse V C T ve
V* C T* elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. Bunu gostermek i¢in, bu 6nermenin
(c) sikkindan P 4'nin X4 ile uyumlu oldugunu gostermek yeterlidir.
(A,B) € Pqise, Ja,b 0 < a<b<1fe Aicin A C f 1], f(a,1] C Bdir.
Ayrica, [b, 1] araligr £ topolojisine gore kapali, (a, 1] araligi U topolojisine gore agik ve
f ikiser siirekli oldugundan, kap” f~1[b,1] = f~'[b,1] ve i¢” f~(a,1] = f~(a, 1]'dir.
O halde,
kap” (A) C kap” f~'b,1] = f[b,1] C f'(a,1] = i¢” f(a,1] C i¢” (B) saglanir ve
boylece P4, X4 uzayi ile uyumludur.
(e) (<) X = (X, T,T*) ikili topolojik uzay ve P, X {izerinde bir Urysohn aile olsun
ve Tp =T , Tp- C T* saglansin.

r €T eT = Tpolsun. Bu durumda = € (), 4;, (-, Bi C T olacak sekilde
(A, B)) € P(1 < i < n) vardir. Oyleyse (a)’dan V(1 < i < n) icin fi(4;) = 1,
fi(X — B;) = 0 olacak sekilde f; : (X,P) — ([0,1],S) Urysohn dontigiimleri vardir.

l

Ayrica (c)’den, P Urysohn ailesi X ile uyumludur ve boylece Onerme 3.2.15’den her
(1<i<n)igin f;: (X, 7T,7T*) — ([0,1],U, L) doniigiimleri ikiger siireklidir.
g=N{/fi :i=12....n}: (X, 7T,7T") — ([0,1],U, £) bi¢iminde tanimlansm. Bu
durumda, ¢ fonksiyonu ikiger siireklidir ve g(z) = 1, (X T) = 0 saglanir. O halde
X uzay1 tamamen regiilerdir.

Tp« = T* olmasi durumunda X uzaymin ikiser tamamen regiiler olacagi benzer
sekilde gosterilebilir.

(=) X uzay1 tamamen regiiler ve A = {f | f : X — [} olsun. X tamamen regiiler
oldugundan A # (I’dir. Simdi, P4 'nin istenilen ozellige sahip bir yakimims: bagint
oldugunu yani, 7p, = T ve Tip,)- C T saglandigini gosterelim:

P4 'nin bir Urysohn aile oldugu (d)’den yararlanilarak gosterilebilir, ¢iinki acikca
A kiimesi 0,1 sabitlerini icerir ve Vf,g € Aicin fV g, f A g € A'dir.

r € G e Tp, ise, v € (A ve N, Bi C G olacak sekilde (A4;, B;) € Pa
(1 <i < n) vardr. Oyleyse Vi < nigin Ja;,b; 0<a; <b;<1,fe A ; A C fbi, 1],
f~Ya4, 1] € Bydir. Buradan,

n n

ve(NA<C()f b1l C (n] (a;, 1 gﬁBgG
i=1 i=1 i=1 i=1

dir. Ayrica f : X — T oldugundan (O, f~(a;, 1] € T ve boylece G € T dir. Oyleyse
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Tp, C T saglanir.

Ters kapsama i¢in, x € G € T ise X tamamen regiiler oldugundan f(x) =1 ve her
y ¢ G icin f(y) = 0 olacak sekilde bir f € A vardir. Buradan, € > 0 igin
x € fﬁl[%%—e, 1], ffl(%, 1] C Gve (ffl[%%—e, 1],f*1(%, 1]) € P4 oldugundan G € Tp ,'dur.
Oyleyse T C Tp ., saglanir.

Son olarak, 7(p ) € 7" oldugunu gosterelim. Fakat bunun icin 6nce,
A*={1— f: f e A} olmak iizere (P4)* = Py~ esitliginin saglandigin1 gosterelim:
(A,B) € (Pa)*< (X —B,X—A)ePy
& dab 0<a<b<l1, feA; X-BC f1p1], [ o, 1] C X - A
& da,b 0<a<b<l1, feA; AC f710,a], f710,b) C B
s3-al-b0<l-b<l-a<l, 1-feA;AC1-f)1l—-al]
1-f)"Y1-b1CB
& (A, B) € Pas

€ G* € Tipy =Tp,. ise, €, Ai ve i, Bi € G* olacak sekilde

(A;, B;) € Py (1 <@ <n) vardir. Buradan,
V1 <i<niginJa;, b 0<a; <b;<1l,geA*; A C g '[bi,1], g (a;, 1] C B;

dir. Ayrica, g € A* oldugundan 1 — f = ¢ olacak sekilde bir f € A vardir. Oyleyse,

n

T € ﬁAigﬁf—l[m—b,} C ﬂf‘l[o,l—ai) C ﬁlBi cG*

i=1
ve f: X — Toldugundan (._, f7[0,1—a;) € T*dwr. O halde G* € T* dir ve boylece
Tipay» © T saglanir.

Ikiser tamamen regiiler olma durumunda Tipy- = T* olacagr da benzer sekilde

gosterilebilir. m
Teorem 3.2.21. X = (X, 7T, 7T") ikili topolojik uzay olsun.
(a) X uzayi, normal ve zs = tamamen regiiler = regiiler = pH = zs ’dir.
(b) (X, T) uzaymin normal olmasi igin gerek ve yeter kosul (X, 7T, 7) ikili topolojik
uzayimin normal olmasidir.

Q=Ty, T}, Ty,regiiler, tamamen regiiler 6zelliklerinden biri olsun. (X, 7T") uzayimn
Q olmast igin gerek ve yeter kogul (X, 7, T) uzaymin Q olmasidir. Ayrica X ikiger
Q ise, X* = (X, T*) uzay1 Q'dur.
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Kanit: (a)

e X uzay1 normal ve zs olsun. Bu durumda Onerme 3.2.20 (b)’den
P ={(C*T):C* CT,C**kapal, T € T} ailesi X ile uyumlu bir Urysohn ailedir.
Simdi eger T = Tp ve Tp+ € T* oldugu gosterilirse Onerme 3.2.20 (e)’den X uzaymn
tamamen regiiler oldugu soylenebilir.

z €T e T olsun. C* = kap*(z) olmak iizere, X zs oldugundan Onerme 3.2.8
(a)’dan C* C T'dir. O halde, x € C*, T C T ve (C*,T) € P oldugundan 7" € Tp ve
boylece T C Tp'dir.

reT e Tpise, v € D*, G C T olacak gekilde bir (D*,G) € P yani G € T ve
D* *-kapali kiimeleri vardir. O halde, x € D* C G C T oldugundan T € T ve bdylece
Tp C T dir.

Son olarak, © € G* € Tp« ise, x € C, T* C G* olacak sekilde bir (C,T*) € P*
yani 7% € T* ve C kapali kiimeleri vardir. Buradan, x € C' C T* C G* ve boylece
G* € T*dir. Oyleyse Tp- C T*dur.

e X uzay: tamamen regiiler ve € T € T olsun. Bu durumda f(x) = 1 ve her
y ¢ T icin f(y) = 0 olacak sekilde bir f : X — I vardir. (5,1] € U, [3,1] L-kapal ve
f ikiser stirekli oldugundan f~'((3,1]) € T ve f~*([3,1]) *-kapahdir. Buradan,

e f7H(3,1]) C fH([3,1]) C T ve boylece X regiilerdir.

e X uzay regiiler ve z ¢ kap(y) olsun. Bu durumda, =z € G, y ¢ G olacak sekilde
bir G € T vardir. X regiiler oldugundan z € U C D* C G olacak sekilde U € T ve D*
*_kapali kiimeleri bulunabilir. Buradan, r € U,y €e X —D*, U e T, X —D* € T* ve
UN (X — D*) =0 ve boylece X uzay1 pH'dir.

e X uzayi pH ve x ¢ kap(y) olsun. Bu durumda =z € T, y € T*, TNT* = 0

olacak gekilde T" € T ve T* € T* kiimeleri vardir. x ¢ T* ve y € T* oldugundan
y ¢ kap*(z)dir. Oyleyse X uzay1 zs'dir.
(b) (X,7T) uzay1 normal C C T, C' C X kapal ve T' C X agik olsun. Bu durumda, C
ve X — T kiimeleri ayrik kapal kiimeler oldugundan C C U, X —T CV, UNV =0
olacak sekilde U,V € T kiimeleri vardir. O halde, U € T ve X — V kapali kiimeleri
icin C CU C X —V C T saglanir ve boylece (X, 7, 7T) uzay: normaldir.

Ters yonii i¢in, (X, 7,7) uzay1 normal, C; D C X kapal kiimeler ve C N D = )
olsun. C' C X — D, C kiimesi kapali X — D kiimesi agik ve (X,7,7) uzay: normal
oldugundan C' C U C V C X — D olacak sekilde U agik ve V kapali kiimeleri vardir.
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Ohalde, CCU,DC X -V, UNX -V = 0 olacak sekilde U, X —V € T kiimeleri
oldugundan (X, 7) uzay1 normaldir.

“X,T) uzay1 Q'dur < (X, T,T) uzayr Q’dur.” kismi tanimlardan agiktir.

Simdi, X = (X,7,7T") uzay: ikiser tamamen regiiler olmak {izere X®* uzaynin
tamamen regiiler oldugunu gosterelim:

x €T e Tsise, x € TNT* C T* olacak sekilde T € T ve T* € T* kuimeleri
vardir. x € T € T, x € T* € T* ve X ikiger tamamen regiiler oldugundan, f(z) = 1,
her y ¢ T i¢in f(y) = 0 olacak gekilde bir f : X — [ ve f*(z) = 1, her y ¢ T*
icin f*(y) = 0 olacak gekilde bir f* : X* — I fonksiyonu vardir. Ayrica 7 C T° ve
T* C T° oldugundan f, f*: (X,7°) — ([0, 1], 75) fonksiyonlar siireklidir. Buradan,
A (X, T?%) — ([0, 1],U;) stirekli, (fAf*)(z) = 1vehery ¢ T%icin (fAf*)(y) =0
oldugundan X tamamen regiilerdir.

Q=regiiler,T5, T}, Ty olmasi durumlar1 da benzer sekilde gosterilebilir. m

3.3 TOPOLOJIDE DUALITE

Bu kesimde amag, verilen bir (X, 7) topolojik uzay1 i¢in, bu uzaydan daha iyi 6zellik-
lere sahip olan bir ikili topolojik uzay elde etmektir. Bunun i¢in ise, topolojik uzaylarin
bir sinifi iizerinde dual kavramindan bahsedilecek ve (X, 7) uzaymin dualiyle birlikte
olugturdugu ikili topolojik uzay, en azindan ikiser zayif simetrik olacak sekilde, bazi
topolojik dualler tanimlanacaktir. Ayrica bu duallerin 7 topolojisi ile iligkileri incele-

necektir. Bu kesimde verilen tanim, teorem ve sonuglar [6] nolu kaynaktan alimmigtir.

Tanim 3.3.1. D topolojik uzaylarin bir sinifi olmak iizere, D : D — D doniisimi asa-

gidaki ozellikleri saghiyorsa D’ye D tizerinde bir topolojik dualdir denir.
(d1) Her X = (X, 7) i¢in X ile D(X) aym kiime tizerinde tanimhdir.
(d2) D*=Do Do D = Ddir.

NOT 3.3.2. X = (X, T) olmak tizere D(X) = (X, T") bigimindedir. Ayrica,
TP =TVTP BD(X) = (X,T,T?)ve BD = {BD(X) : X € D} bigiminde tammlidir.

Tanim 3.3.3. X = (X, T) bir topolojik uzay olmak iizere eger D*(X) = X oluyorsa X

uzayima D-yansimalidir denir.

Tanim 3.3.4. D, topolojik uzaylarin bir siifi olsun. Bu durumda;
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(a) Q ikili topolojik uzaylarin bir 6zelligi olmak iizere, eger her X € D i¢in BD(X)
ikili topolojik uzay1 Q ise, D topolojik duali Q’dur denir.

(b) Q ikili topolojik uzaylarm bir 6zelligi olmak tizere, eger Vn € N i¢in BD(D"(X))
ikili topolojik uzayr Q oluyorsa, X uzayr D(@)’dur denir. D@ uzaylarin simifi D

bi¢iminde gosterilir.

Onerme 3.3.5. D, topolojik uzaylarin bir sinifi ve D : D — D doniigtimii D iizerinde

bir topolojik dual olsun. Bu durumda;

(a) Bir topolojik uzaym D-yansimali olmasi igin gerek ve yeter kosul bu uzaym D

dontigiimiiniin goriintii kiimesinde olmasidir.

(b) n > 0 igin n tek ise D™ = D, n ¢ift ise D" = D?'dir. Boylece
BD(D™(X)) = (X, TP", TP""") = BD(D"*'(X))* saglanir.

(c) Asagidaki ifadelerin her biri X = (X, 7) uzaymmn D@ olmasi ile denktir:

(i) Vn <2 igin BD(D™(%¥)) Q'dur.

(ii) BD(X) Q ve BD(D(X)) ikigser Q’dur.
(d) D, Dg smufi iizerinde bir Q topolojik dualdir.
(e) X € Dy D-yansimal ise, BD(X) uzay: ikiser Q’dur.

Kanit: (a) (=) X = (X, T) uzay1 D-yansimali ise, X = D(D(X)) oldugundan X uzay1
D’nin gorintii kiimesindedir.

(<) X uzayr D’nin goriintii kiimesinde olsun. Bu durumda D(Y) = X olacak
sekilde bir Y € D vardir. Buradan, D3*()) = D?*(X)’dir. Ayrica, D bir topolojik
dual oldugundan D?*(Y) = D(Y) olmahdir. O halde, D*(X) = D3()) = D(Y) = X
oldugundan X uzay: D-yansimalidir.

(b) Bir topolojik dual igin D* = D oldugundan teoremin ilk kismi aciktir.
BD(D™X)) = (X, TP", TP"™) ve BD(D"(%))* = (X, TP"" 7P"") bicimindedir.
n cift ise n + 2 ¢ift oldugundan 7P" = 7P""* = 7D*,
n tek ise n + 2 tek oldugundan 7P" = TP = TP egitlik saglanir.
(¢) Oncelikle n = 0 icin BD(D™(X)) = BD(X) ve (b)’den

(X, TP, TP) ncift ven # 0 ise

(X, TP, TP*) ntek ise
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oldugu soylenebilir.
(i) X uzay1 DQ'dur. & Vn € N igin BD(D"(X)) Q'dur.
& (X, T,TP), (X, TP, TP) ve (X, T2, T"") Qdur.
& BD(X), BD(D(X)) ve BD(D?*(X)) Q'dur.
& Vn < 2i¢gin BD(D™(X¥)) Qdur.
(ii) BD(D(X))’in ikiser Q olmasi, BD(D(X)) = (X, T2, TP*) ve
BD(D(X))* = (X, T"*,TP) uzaylarmmn Q olmasi anlamma geldiginden, (i)’den ko-
layca goriilebilir.
(d) Oncelikle D, D iizerinde bir topolojik dual oldugundan (d1) ve (d2) ézelliklerini
saglar. O halde her X € Dy, i¢in D(X) € D oldugu gosterilmelidir. Bunun igin, (c)’den
BD(D(X))in Q ve BD(D?*(X))’in ikiger Q oldugunu gostermek yeterlidir.
X € Dy & BD(X) Q'dur ve BD(D(X)) ikiger Q'dur.
& BD(D(X)), BD(D?*(X)) = BD(D(X))* ve BD(D*(X))* = BD(D(X))
Q’dur.
< BD(D(X)) Q ve BD(D?*(X)) ikiger Q’dur.
(e) X € Dy ise, (c)'den BD(D(%)) = (X, TP, T"*) ikiser Q'dur. Ayrica X
D-yansimal oldugundan 7P°° = T'dir. Oyleyse (X, T2, T) ve dolaysiyla BD(X) ikiser
Q’dur. m
Yukarida, dualler yardimi ile bir BD(X) ikili topolojik uzay1 tanimlandi. Simdi de,
X uzaymdan daha iyi 6zelliklere sahip bir BD(X) uzay1 elde etmek amaglanmaktadir.
Yani en azindan, X zayif simetrik olmasa bile BD(X) uzaymin ikiger zayif simetrik
olmas1 istenmektedir. Bunun igin de Onerme 3.2.8 (a)’dan, elde edilecek ikili topolojik
uzayin <7«= > ozelligini saglamas1 gerektigi biliniyor. Bu kogul onsiralamalar ile
ilgili oldugundan, bir X kiimesi tizerindeki keyfi bir < onsiralama bagintisi i¢in bazi

kavramlar tamimlanacaktir.

Tanim 3.3.6. X # () bir kiime, < ikili bagintis1 X tizerinde bir énsiralama ve S C X
olmak fizere,

=[Sl={yeX:3IseS;s<y}
b [S]={yeX:3s€S5;y<s}

kiimeleri tanimlansin. Bu durumda,

(a) 1= [S] kiimesine S’nin <-doyumu denir.
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(b) Eger S =1= [5] oluyorsa, S kiimesi <-doymustur yada <-yukar: kiimedir denir.
(c) Eger S =12 [5] oluyorsa, S kiimesi >-doymustur denir.

(d) Eger S =< [S] oluyorsa S kiimesi <-asag: kimedir denir.

NOT 3.3.7. (a) z € X olmak iizere kolaylik i¢in | < [{z}] =|< (z) ve 1= [{z}] =1= (z)

biciminde gosterilecektir.

(b) (X, T) bir topolojik uzay ve <7 bagimntis1 7 nun 6zellendirme siralamasi olmak

lizere, kolaylik igin < [S] =7 [S] ve 1=7 [S] =17 [S] bigiminde de kullanilabilir.

(c) < bagmtis1 bir 6nsiralama oldugundan yansima oOzelligini saglar. Boylece yu-

karidaki tamimlarda S Cl< [S] ve S C1= [S] kapsamalar her zaman saglanir.
Onerme 3.3.8. (X, <) bir 6nsirali kiime ve S C X olsun. Bu durumda;
(a) <-doymus kiimelerin keyfi birlegimleri ve keyfi arakesitleri <-doymustur.

(b) S kiimesinin <-doymus olmasi i¢in gerek ve yeter kogul X — S’nin >-doymus

olmasidir.
(c) 1= [S] =|> [S]dir.
(d) S kiimesini kapsayan en kiigiikk <-doymus kiime 1= [S]'dir.

(e) Bir topolojinin agik (kapali) kiimeleri <-doymug kiimeler tarafindan tiretilmisse,

bu topolojinin tiim agik (kapali) kiimeleri <-doymustur.

(f) <-doymus kiimelerin sira koruyan fonksiyonlar altindaki ters goriintiileri de <-

doymustur.

Kamt: (a) {A; :i € I}, <-doymus kiimelerin bir ailesi olsun.
€S U Al = Jae Ui, Ais a <z
=digel;acA, N a<lzx
= Jig € [ ; x €= [A;] C A,
=z € U;es Ai
O halde (J,.; Ai <-doymustur. Benzer sekilde (,.; A;'nin de <-doymus oldugu
gosterilebilir.
(b) (=) S kiimesi <-doymus, €1 [X — 5] ancak z ¢ X — S olsun. Bu durumda

y > x olacak sekilde bir y € X — S vardir. Oyleyse, z < y ve & € S oldugundan
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y €1 [S]'dir. Ayrica S kiimesi <-doymug oldugundan 1= [S] C S’dir. Buradan y € S
olur ki bu bir geligkidir. O halde z € X — S ve boylece X — S kiimesi >-doymustur.
(<) X — S kiimesi >-doymus, x €1 [S] ve tersine z ¢ S olsun. Bu durumda
y < x olacak sekilde bir y € S vardir. Oyleyse, z > y ve z € X — S oldugundan
y €12 [X — S]'dir. Ayrica X — S kiimesi >-doymus oldugundan 1= [X —S] C X — S’dir.
Buradan, y € X — S olur ki bu bir geligkidir. O halde x € S ve boylece S kiimesi <-
doymustur.
(c) x €= [9] ise, s < z olacak sekilde bir s € S vardir. Buradan, z > s oldugundan
x €l> [S] elde edilir. Ters kapsamas: da benzer sekilde gosterilebilir.
(d) Oncelikle, 1= [S] kiimesinin <-doymus oldugunu gésterelim:
x €S [1= [S]] ise, y < x olacak sekilde bir y €1= [S] vardir. y €= [S] oldugundan
z < y olacak gekilde bir z € S bulunabilir. O halde , z < y < x ve < bagintisi gecigsmeli
oldugundan z < z ve boylece z €1= [S]'dir. Oyleyse 1= [S] kiimesi <-doymustur.
Simdi, S C D ve D kiimesi <-doymusg olsun. Eger 1= [S] C1= [D] oldugu gosterilirse
1= [S] 1= [D] € D oldugundan 1= [S]'nin S’yi kapsayan en kiigiik <-doymus kiime
oldugu soylenebilir. Bunun igin, z €1= [S] olsun. Bu durumda s < z olacak sekilde bir
s € S vardir ve S C D oldugundan s € D’dir. Oyleyse buradan z €1= [D] elde edilir.
(e) (a)'dan kolayca goriilebilir.
(f) (X, <), (Y, <) birer 6nsirali kiime, f : X — Y sira koruyan bir fonksiyon ve S C'Y
kiimesi <-doymus olsun. z €1= [f~1(S)] ise, y < x olacak sekilde bir y € f~1(S) vardur.
Buradan, f sira koruyan bir fonksiyon oldugundan f(y) < f(z)'dir. Oyleyse f(y) € S
oldugundan f(z) €t [S] C S’dir ve boylece z € f1[S] elde edilir. O halde f~![9]

<-doymusg bir kiimedir. m

Onerme 3.3.9. (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere bu uzaydaki kapali kiimeler

>-doymustur.

Kanit: C C X kiimesi kapali ve z €127 [C] olsun. Bu durumda, ¢ >+ z olacak sekilde
bir ¢ € C vardir. Buradan, z € kap” (¢) C kap” C' = C oldugundan x € C ve bdylece

C' kiimesi >7-doymustur. =

Sonug 3.3.10. (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere bu uzaydaki acgik kiimeler

<s-doymustur.

Kanit: Onerme 3.3.8 (b) ve Onerme 3.3.9’den kolayca goriilebilir. m
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Onerme 3.3.11. (X, T) bir T} uzay1 olmak iizere her A C X kiimesi <r-doymustur.

Kanit: x €157 [A] ise, y <7 z olacak sekilde bir y € A vardir. Buradan, y € kap” (z) =
{z} oldugundan xz € A’dir. O halde A kiimesi <7-doymustur. m

Simdi bir X kiimesi tizerindeki bir < onsiralama ile iki yeni topoloji tanimlanarak
bu topolojiler yardimiyla BD(X) ikili topolojik uzay: ikiger zayif simetrik olacak sekilde
iki topolojik dual elde edilebilecegi gosterilecektir.

Tanim 3.3.12. X # () bir kime ve < ikili bagintis1 X {izerinde bir 6nsiralama olsun.

Bu durumda,;

(a) Kapali kilmeleri § = {l< (z) rx € X} ={{y € X 1y <z} : 2 € X} ailesi

tarafindan tiretilen topoloji W (<) bigiminde gosterilecektir.

(b) {SC X :S < -doymustur} ailesi, Onerme 3.3.8 ile X fizerinde bir topolojidir

ve bu topoloji A(<) bigiminde gosterilecektir.

Onerme 3.3.13. Ozellendirme siralamasi < olan en zayif topoloji W(<), en ince

topoloji A(<)’dir.

Kanait:

e W(<)in tammmindan Vo € X igin kap™' &) (z) = N{l< (v) : 7 €l< ()} =< (2)
oldugu agiktir. §imdi bu bilgiyi kullanarak W (<)’in 6zellendirme siralamasinin <
oldugunu gostermek icin x,y € X alinsin. Bu durumda,

T <w<)y &z € kapV S (y) & z €l (y) & x <y oldugundan <y <)=<'dir.

T, X iizerinde ozellendirmesi < olan, W(<)’den daha zayif bir topoloji olsun. Bu
durumda < (z), T topolojisine gore kapali olmayacak sekilde bir z € X vardir. O
halde, kap” (1< (7)) #l< (x)'dir ve boylece y € kap” (1< (7)) ve y ¢l< (v) olacak
sekilde bir y € X bulunabilir. Buradan, her s €< (z) igin y € kap’ (s) dir ve <7=<
oldugundan y < s elde edilir. y < s < z ve < bagintis1 gecisme 0zelligini sagladigindan
y < x dir ancak bu, y ¢]< (z) olmasi ile ¢eligir. O halde 6zellendirmesi < olan en zayif
topoloji W (<)dir.

e Oncelikle Vz € X icin 1= (z) kiimesi A(<) topolojisine gére aciktir ve Onerme
3.3.8 (d)’den z’i kapsayan en kiiciikk agik kiimedir. Simdi bunu kullanarak A(<)’in
ozellendirme siralamasinin < oldugunu gostermek igin x,y € X alinsin. Bu durumda,

<)y &z € kap’S(y) & y €15 (2) & 2 < y oldugundan <, <)=<'dir.
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Simdi 7, X iizerinde 6zellendirmesi < olan, A(<)’den daha ince bir topoloji olsun.
Bu durumda 1= (z) € T olacak sekilde bir x € T' € T vardir. y €1= (z) — T alursa,
v <yvex ¢ kap’(y) yani, z < y ve x £7 y elde edilir. Fakat bu durum 7 nun
ozellendirmesinin < olmast ile ¢eligir. O halde 6zellendirmesi < olan en ince topoloji

A(<)dir. m

Onerme 3.3.14. (X, 7T) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda 7W = W (>7) ve
T4 = A(>7) olmak iizere W(X,T) = (X,TV) ve A(X,T) = (X,T*) topolojik

uzaylar1 T igin birer topolojik dualdir.

Kanit: (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere, (X, 7") ve (X, T?) uzaylarmin 7T igin
birer dual olduklarini gostermek i¢in, Tanim 3.3.1’deki kosullar sagladiklarini gostere-
lim:

Oncelikle 7, T4 ve TV topolojileri aymi kiime iizerinde tammbh olduklarindan (d1)
kosulu saglanir. Onerme 3.3.13’den S(raya=>1a ve Spwyw=gw esitlikleri vardir.
Boylelikle <(rayaya=2aja=<7a ve < gwywyw=2>wyw==<gw saglanr. Oyleyse,
Tamim 3.3.12°den ((T4)M)A = T4 ve (TV)")W = T"dir ki bu, (d2) kosulunun

saglandig1 anlamina gelir. m

Tamim 3.3.15. (X, T) bir topolojik uzay olmak iizere, (X, T") ve (X, T4) uzaylar,

sirasiyla, zayif dual ve Alezandroff dual olarak adlandirilirlar.

Onerme 3.3.16. X = (X, T) bir topolojik uzay olmak iizere, BA(X) = (X,T,T*) ve
BW(X) = (X, T,T") uzaylan ikiser zs'dir.

Kanit: e Oncelikle T4 = A(>7) = {S C X : § > -doymustur} oldugundan Vz € X
igin 127 (z) =)<, (z) kiimesi A(>7)’ya gore agiktir ve ayrica 2’i bulunduran en kiigiik
acik kiimedir. O halde,
z € kap’(y) & x<ryexele, (y) SyeE kap”” (z) oldugundan BA(X) uzay
ikiger zs'dir.

ez ckap’(y) &z <ryeyet<T (z) = kap” (z) oldugundan BW (X) uzay

ikiger zs'dir. m

Onerme 3.3.17. (X, 7) bir T} uzay: olmak iizere W (>7), X iizerinde sonlu tiimle-

yenler topolojisidir.
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Kanit: (X, 7) bir T} uzay1 ve T, X iizerinde sonlu tiimleyenler topolojisi olsun. Once-
likle, (X, T") uzay1 ve X iizerinde sonlu tiimleyenler topolojisi T} oldugundan bu uzayda
tek nokta kiimeleri kapalidir ve boylece, Vo € X igin kap” (z) = {z} = kap” (x) dir.

Buradan,
r<ryesrcke y)={yyey=cssycky @) ={lecy<rrer>ry

ve bdylece T* topolojisinin 6zellendirmesi >7 yani, <7=>7'dir. O halde, W (>7)
topolojisi 6zellendirmesi >+ olan en zayif topoloji oldugundan W (>7) C T elde edilir.
Diger taraftan kapV G7)(z) =l (z) =57 (z) = {y e X; 2 <7y} ={ye X;z €
kap” (y) = {y}} = {2} oldugundan W (>7) uzay1 T;'dir. Bir X kiimesi iizerindeki T}
olan en zayif topoloji sonlu tiimleyenler topolojisi oldugundan 7* C W (>7) saglanir,

yani 7* = W(>7)'dir. Oyleyse, W(>7), X iizerinde sonlu tiimleyenler topolojisidir. m

Onerme 3.3.18. (X, T) bir topolojik uzay olmak iizere, A(>7) topolojisi T-kapali

kiimeler tarafindan iiretilen topolojidir.

Kanit: Oncelikle, Onerme 3.3.9’den kapali kiimelerin A(>7) topolojisinde oldugu
soylenebilir. Simdi, x € T € A(>7) olsun. 127 (), z’i igeren en kiigiik agik kiime
oldugundan 127 (z) C T"dir. Diger taraftan kap” (z) =)<, (z) =127 () oldugundan
kap” (x) € A(>7) ve x € kap” (z) C T’dir. O halde x € (| F C T olacak sekilde, kapali
kiimelerden olugan sonlu bir F ailesi bulunabilir ve béylece kapal kiimeler A(>7) igin

bir alt tabandir. m

Sonug 3.3.19. X = (X, 7T) bir topolojik uzay olmak iizere X {izerinde siirekli olan her
fonksiyon BA(X) uzay: tizerinde ikiger stireklidir.

Onerme 3.3.20. X = (X, T) bir topolojik uzay olmak tizere BA(X) uzay1 normaldir.

Kanit: C4 C X T4-kapal,, T € T ve C4 C T olsun. Bu durumda Onerme 3.3.18’den
Vk € Nvej=1,2,...,nicin D;, kiimeleri kapali olmak iizere X —C* = (J, .y Nj=1 Dk
bi¢giminde yazilabilir. O halde,

C4 = X—Uen M=t Dik = Nien X =M=y Die € X =Ny Djre = Uiy (X=Djx) € T
olur. Oyleyse U = U (X = D) NT ve D* = U olmak fizere CA CU C DA C T
saglanir. Ayrica, U € T ve Onerme 3.3.18’den U, T4-kapaldir. O halde BA(X) uzay1

normaldir. m
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Tanim 3.3.21. (X, 7) bir topolojik uzay ve K = {1=7 [S] : S C X kompakt} olsun.
Bu durumda, kapali kiimeleri K ailesi tarafindan iiretilen topolojiye, T 'nin de Groot

duali denir ve T¢ ile gosterilir.

Ornek 3.3.22. R gergel sayilar kiimesi, 7, standart topoloji ile géz Oniine alinsin.
Oncelikle bu uzay T; oldugundan Onerme 3.3.11°dan R’nin her alt kiimesi doymustur.
Ayrica, K C R alt kiimesinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu kiimenin
kapali ve sinirli olmasi oldugundan & = {K C R : K kiimesi kapali ve simirhdir} ailesi
T %-kapali kiimeler icin bir alt tabandir. Bu aile sonlu birlesim ve keyfi arakesit altinda

kapali oldugundan 7 “-kapal kiimeler ailesi S’ye esittir.
Onerme 3.3.23. (X, 7T) bir topolojik uzay olmak tizere

SK = {1=7 [K] : K C X kompakt}
ailesi T%-kapal1 kiimeler icin bir tabandr.

Kanit: Kompakt kiimelerin sonlu birlesimleri kompakt ve Onerme 3.3.8 (a)’dan
<7-doymus kiimelerin sonlu birlesimleri <;-doymus oldugundan SX sonlu birlegim

altinda kapalidir. O halde SK ailesi 7%-kapali kiimeler icin bir tabandir. m

NOT 3.3.24. (X, T) bir topolojik uzay olmak iizere, Sonug 3.3.10 geregi, agik kiimeler
<r-doymusg oldugundan, bu uzaydaki her K C X kompakt kiimesi i¢in $=7 [K] kiimesi
de kompakttir. Gergekten, {G, ; o € A} ailesi =7 [K]nim bir acik ortiisti olmak tizere,
K 157 [K] € U,ep Ga ve K kiimesi kompakt oldugundan bu 6rtiniin K C |J!; G,

olacak sekilde sonlu bir alt ortiisii vardir. Buradan,

n n n

157 (K] <157 [ Ga) = 157 [Ga) = G

i=1 i=1 i=1
elde edilir ve boylece 1=7 [K] kiimesi kompakttir. O halde 7%kapali kiimeler icin
taban olarak,

{K : K C X kompakt ve doymustur.}

ailesi de kullanilabilir.

Tanim 3.3.25. (X,7T) ve (Y,V) birer topolojik uzay ve f : X — Y siirekli bir

fonksiyon olsun. Eger her V-kompakt ve <y-doymug her K C Y kiimesi i¢in
FUE) =YL CSX: f(K)CL, L T-kompakt ve <7 -doymus}

oluyorsa f fonksiyonu de Groottur denir.
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Onerme 3.3.26. X = (X, T) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda;

(a) TW C T* C T4 olacak sekilde bir T* topolojisi icin, (X, 7T, 7T*) uzay1 ikiser

zs'dir.
(b) TV C TY C T4 saglamir ve boylece BG(X) = (X, T, TY) uzay: ikiger zs'dir.

Kanait:

(a) Oncelikle Onerme 3.3.8 (b) ve (d)’den =7 (z) kiimesi <;-doymus oldugundan
TA-kapaldir ve i kapsayan en kiiciik 74-kapal kiime oldugundan kap”" (x) =1=7 (2)
dir. O halde

157 () = kap"" (x) € hap” (2) € kap”" (2) =157 ()

saglanir ve boylece (X, 7T, T™) uzay1 da ikiger zs’dir.
(b) Oncelikle, 1=7 (z) kiimesi {z} kompakt kiimesinin <-doyumu oldugundan
T kapalidir ve Onerme 3.3.8’den 2’1 iceren en kiiciik 7¢-kapali kiime oldugundan

kap™® (z) =1=7 ()dir. Oyleyse,
r<jeysx€ kapTG(y) =T () ey<rrer>ry

saglandigindan 7 %nin 6zellendirmesinin > oldugu séylenebilir. O halde, ézellendir-
mesi >7 olan en kaba topoloji 7%, en ince topoloji 74 oldugundan 7W C 7¢ C T4

saglanir. Boylece, (a)’dan BG(X) uzay1 ikiser zs'dir. m

Onerme 3.3.27. X = (X, 7T) olsun.
(a) X uzay1 kompakt Hausdorff ise, 7¢ = T dir.
(b) T sonlu tiimleyenler topolojisi ise, 7, X iizerinde ayrik topolojidir.
(c) T ayrik topoloji ise, T, X iizerinde sonlu tiimleyenler topolojisidir.

Kanit: (a) Oncelikle, X uzay1 Hausdorff oldugundan 77 dir ve boylece Onerme 3.3.11’dan
X’in her alt kiimesi <7-doymustur. Simdi X iizerinde tanimli bu iki topolojinin birbi-
rine esit oldugunu gosterelim:

T € T¢ ise, her i € I icin Tjler kompakt kiimeler olmak iizere X — T = Nicr Ti
bi¢iminde yazilabilir. X uzay1 Hausdorff oldugundan her bir 7; kapalidir ve boylece
T=X—-Ne;Ti = Uie,(X = T3) € T elde edilir. Ters kapsama icin, 7" € T olmak
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tizere, kompakt bir uzayin kapali alt kiimeleri kompakt oldugundan X — 7" kompakttir.
X uzay1 T} oldugundan X — T kiimesi 7 %kapali ve boylece T' € T dir.

(b) A C X verilsin. T sonlu tiimleyenler topolojisi olmak tizere, bu topolojiye gore
A C X kompakttir. Ayrica X uzay1 T} oldugundan A C X <;-doymugtur. O halde her
A C X kiimesi T %kapali olur ki, bu 7%nin X iizerinde ayrik topoloji olmas: demektir.
(c) T ayrik topoloji olmak tizere, X uzayimn tiim sonlu alt kiimeleri kompakttir. Ayrica
X uzay1 T oldugundan X’in her alt kiimesi <7-doymustur. Oyleyse,

S ={A C X : Akiimesi sonludur}U{X} ailesi T%kapal kiimeler i¢in bir alt tabandur.
O halde bu aile sonlu birlesim ve keyfi arakesit altinda kapali oldugundan 7 “-kapali

kiimeler ailesi S’ye esittir ve boylece T7¢, X iizerinde sonlu tiimleyenler topolojisidir. m

Tanmim 3.3.28. X = (X, 7T) olmak tizere G ailesi
G ={X: BG(X) ve BG(G(X)) pH’dir}
bi¢iminde tanmimhdir.

Onerme 3.3.29. Gy, Tamm 3.3.4 (b)’deki DQ notasyonunun 6zel bir hali olmak iizere
G = G,y dir.

Kanmit: X € G,y olmak iizere, BG(X) pH ve BG(G(X)) ikiger pH oldugundan X € G'dir.
Ters kapsama icin, X € G ise, BG(X) ve BG(G(X)) pH’dir. Ayrica BG(G(X)) ikiger
zs oldugundan, Onerme 3.2.8 (b) ile ikiser pH ve boylece X € G,p’dir. m
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4 ORTAK VE SKEW KOMPAKT UZAYLAR

4.1 ORTAK KOMPAKT UZAYLAR

Bu kesimde [6] nolu kaynaktan yararlanilarak ikili topolojik uzaylarda kompaktlik ince-
lenecektir. Topolojik uzaylarin, “herhangi bir kompakt kiimenin her kapali alt kiimesi
kompakttir” ve “Hausdorff bir uzayin kompakt alt kiimeleri kapalhdir” gibi kullanish
ozellikleri vardir. Ikili topolojik uzaylarda, bu iki kullamsh 6zelligi inceleyebilmek icin,

kompakt, *-kompakt, kapali, *-kapali gibi ozellikler géz oniinde bulundurulacaktur.

Teorem 4.1.1. X = (X, T,T") ikili topolojik uzay olsun. Eger X pH ise, her K*

*_kompakt kiimesi icin,

kap(K*) = | J{kap(y) : y € K} =|7 [K7]

saglanir. Boylece X' pH ise, *-kompakt bir kiimenin kapali olmasi igin gerek ve yeter
kosul bu kiimenin <s-agag1 bir kiime olmasidir.

Ayrica, X ikiser pH ise, *-kompakt kiimelerin kapamiglar: da *-kompakttr.

Kanit: X uzay: pH, K* *-kompakt ve C' =] [K*] olsun. Oncelikle,
C = Hkap(y) : y € K*} oldugunu gosterelim:
z € Hkaply) 1y € K*} & Jy € K*; z € kap(y)
Sdye K 2 <7y
& zelr K =C
O halde kap(K*) 2 (H{kap(y) : y € K*} = C saglanir.
Ters kapsamay1 gostermek icin, ¢ C almwsa, Vy € K* i¢in z <7 vy, yani
x ¢ kap(y) olur. Oyleyse X pH oldugundan z € T,,y € T,7, T, N T, = 0 olacak
sekilde T, € T ve T, € T* kiimeleri vardir. {7,)* : y € K*} ailesi K* kiimesinin
bir *-acik ortiisit ve K* *-kompakt oldugundan, K* C T, *UT,,*U...UT, * olacak
sekilde y1, yo, . . ., Y, € K* vardir. Budurumda, z € (., Ty, € T ve (N, T, )NK* =0
olup = ¢ kap(K™*), yani kap(K*) C C"dir.
K* kapalhidir & K* = kap(K*) =l7 [K*] & K*, <7-asag bir kiimedir. Teoremin
son kismu igin, X uzay1 ikiger pH, K* *-kompakt ve S* ailesi kap(K*) kiimesinin bir

*_acik ortustudir ve K*

*_acik ortiisii olsun. &* aym zamanda K* kiimesinin de bir
*_kompakt oldugundan K* C T\*UTy* U...UT,” olacak sekilde 71", T5*,..., T, € S8*
vardir. Ayrica, X pH* oldugundan Teorem 3.2.21 (a)’dan X zs*’dir. O halde, her
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ye K*icmny € i UT,*U...UT,* € T* oldugundan Onerme 3.2.8 (a)’dan her
y € K*igin kap(y) CTY" Uy U...UT,"” € T* dir. Buradan,

kap(K*) = | J{kap(y) 1y e K'} CT* UL U...UT,"
oldugundan kap(K*) *-kompakttir. m

Sonug 4.1.2. X = (X, T,T") uzay1 pH* ve K kompakt bir kiime olsun. Bu durumda
K’nmin *-kapali olmasi icin gerek ve yeter kosul bu kiimenin <7.’a gore bir asag1 kiime

olmasidir.
Tanim 4.1.3. X = (X, T, 7T*) ikili topolojik uzay olsun.
(a) X kiimesinin *-kapah 6zalt kiimeleri kompaktsa X’ uzayma dengeli denir.

(b) X kiimesinin her noktasinin her komsgulugu, *-kapali ve kompakt bir komgulugu

igeriyorsa X' uzayina yerel dengeli denir.
(c) (X,T) uzayr kompaktsa X uzayma kompakt denir.
(d) (X, T%) uzay1 kompaktsa X uzayma *-kompakt denir.

(e) X kiimesinin her noktasimin her komsulugu, kompakt bir komgulugu igeriyorsa

X uzayina yerel kompakt denir.

Tanim 4.1.4. X = (X,7,7") ikili topolojik uzay: ikiger kompakt, ikiser dengeli ve

ikigser Ty ise, X' uzayina ortak kompakt denir.

Ornekler 4.1.5. (a) I = ([0,1],U, L) ikili topolojik uzay: ortak kompakttar.

o I* = ([0,1],75) uzay1 kompakt ve U, L C T, oldugundan ([0, 1],¢) ve ([0,1], L)
uzaylar1 da kompakttir. O halde I uzay1 ikiser kompakttir.

o K, L C I =10,1] kitmeleri sirasiyla U ve L topolojilerine gore kapal kiimeler
olsunlar. U, £ C 7T, oldugundan bu kiimeler 7, topolojisine gore de kapalidirlar.
Ayrica, ([0, 1], T5) uzay1 Hausdorff oldugundan bu kiimeler bu uzayda kompakttirlar.
O halde K ve L kiimeleri her bir alt uzayda kompakttirlar ve boylece I uzay1 ikiser
dengelidir.

e Ornek 3.2.5’den I uzay ikiger Ty dir.

(b) (X,7T) kompakt Hausdorff bir uzay ise, (X,7T,T) uzay1 ortak kompakttir.
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(c) X = (X,7T,7") uzayr zs ve Y C X olsun. Eger Y C kap*(x) olacak sekilde bir

x €Y varsa, Y kompakttir.

Gergekten, eger S ailesi Y 'nin bir agik ortiisii ise, x € Y oldugunda x € T olacak
sekilde bir T’ € S vardir. Bu durumda, Onerme 3.2.8 (a)’dan Y C kap*(z) C T’dir.
O halde {T'}, S’'nin Y’yi 6rten sonlu bir alt ortiisiidiir ve boylece Y C X kom-

pakttir.

Yardimci Teorem 4.1.6 (Alexander alt taban teoremi). [13] (X,7) bir topolojik
uzay ve § ailesi bu uzay i¢in bir alt taban olsun. Eger X uzayimin S’nin elemanlarindan

olusan her ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa, X uzay1 kompakttir.

Onerme 4.1.7. (a) X = (X,7,7*) ikili topolojik uzaymm dengeli (kompakt) ol-
mast i¢cin gerek ve yeter kogul S C T — {0} bostan farkli, S* C 7* — {0} bostan
farkli (bog) ve X = J{SUS*} ise, X = [J{F US*} olacak gekilde sonlu bir

F C S alt ailesinin olmasidir.
(b) X uzay: i¢in agagidakiler denktir:

(i) X ikiser dengeli ve ikiger kompakttir.
(ii) X kiimesi 7 U 7 *-kompakttur.

(iii) AX° kompakttir.
(¢) X uzayidengeli, T DT ve T* D T* ise, (X,T', T*) uzay1 da dengelidir.

(d) X uzay1 dengeli, zs* ve (X, T, T ") uzayr pH ise, T* C T "'dir. Boylece verilen
bir (X, 7T) uzay: i¢in (X, 7T, 7T*) ortak kompakt olacak sekilde bir 7* topolojisi
varsa, bu topoloji tektir ve bu durumda *-kapali kiimeler kompakt, <s-yukar:

kiimeler olur.

Kamt: (a) (=) X uzayi dengeli, S €T — {0}, S* C T* — {0} aileleri bostan farkh
ve X = J{S US*} olsun. K* = X — JS* = |JS olmak iizere, X' uzay1 dengeli ve K*
*_kapali bir 6zalt kiime oldugundan K* kompakttir. O halde K* = X —|JS*=JF
olacak sekilde F C S sonlu alt ailesi vardir. Oyleyse buradan X = (J{F U S*} elde
edilir.

X uzayr kompakt, S C T — {0}, §* C T* — {0} bog ve X = [J{S U S*} olmasi
durumu, kompakthgin tanimindan agiktir.
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(<) K* C X kiimesi *-kapali ve S bu kiimenin bir agik értiisii olsun. §* = { X —K*}
ise acikga, S* C T* — {@}’dir. Ayrica, X = K* U (X — K*) C [J{S US*} oldugundan,
varsayimdan X = [J{F U S*} olacak sekilde F C S sonlu alt ailesi vardir ve boylece
K* kompakttir.

(b) (i) = (ii) G ailesi, X'in 7 U T* ailesinin elemanlarindan olusan bir 6rtiisii olsun.
Bu durumda G = S U S* olacak sekilde S C T ve §* C T* alt aileleri vardir.

e S = () ise, X *-kompakt oldugundan, X = JF* olacak sekilde F* C S* sonlu alt
ailesi vardir.

e S* = () ise, X kompakt oldugundan, X = [JF olacak sekilde F C S sonlu alt
ailesi vardir.

e S # () ve §* # () ise, X ikiser dengeli oldugundan, (a) geregi X = [J{F U F*}
olacak sekilde F C S ve F* C 8* sonlu alt aileleri vardir.

O halde X uzay1 7 U T*- kompakttir.

(ii) = (iii) 7 U T* ailesi X'® uzay1 igin bir alt taban oldugundan Yardimc: Teorem
4.1.6’den X® kompakttir.

(iii) = (i) &® uzayr kompakt olsun. Oncelikle 7,7* C T* oldugundan X uzay:
kompakt ve *-kompakt, dolaysiyla ikiser kompakttir.

X uzaymm dengeli oldugunu gostermek icin K* C X *-kapal kiimesi alinsin.
T* C 77 oldugundan K* kiimesi 7 topolojisine gore kapalidir. O halde A* kompakt
oldugundan K* kiimesi 7° topolojisine gore kompakttir. Ayrica, 7 C 7* oldugundan
K* kompakttir.

X uzaymm *-dengeli oldugu da benzer sekilde gosterilebilir. Oyleyse X ikiger den-
gelidir.

(¢) X uzayrdengeli, T D T've T* D T* ve K’ C X kiimesi T* topolojisine gore kapal
olsun. 7* O T* oldugundan K’ *-kapahdir ve X dengeli oldugundan K’ kompakttir.
Ayrica, T O T’ oldugundan K’ kiimesi 7' topolojisine gore de kompakttir. O halde
(X, T, T*) uzayr dengelidir.

(d) X uzay1 dengeli, zs* ve (X, 7,7 ") uzay1 pH olsun. Oncelikle 7* C 7+ oldugunu
gosterelim:

€T e T*ise, X zs* oldugundan Onerme 3.2.8 geregi kap(x) C T*'dr.

y € X — T* olmak tizere y ¢ kap(z) ve (X, T,T") pH oldugundan z € T,*, y € T,
T,NT," = 0 olacak sekilde T, " € T+ ve T, € T kiimeleri vardir. X —7* C X alt kiimesi
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*-kapali ve X dengeli oldugundan X — 7™ kompakttir. Bu durumda, {7, : y € X —T*}
ailesi X — T™ kiimesinin bir agik ortiisii oldugundan X -7 C T, UT,, U...UT,,
olacak sekilde y1,vs,...,y, € X —T* vardir. O halde,

reT, n..nT,, €T ve(l,, n...0nT,, )N (T, U...UT,, ) = @dir ve buradan,
v €T, N...nT, "+ CT*elde edilir. Oyleyse T* € T+ 'dur.

Simdi, (X, T,7T*) ve (X, T,TT) uzaylar ortak kompakt olsun. Bu durumda (X, 7, 7*)
dengeli, zs* ve (X,7,7T7) pH oldugundan 7* C 7 ’dir. Ayrica, (X, 7,7 ") dengeli,
zst ve (X, T,T*) pH oldugundan 7+ C T* ve dolaywsiyla 7* = T "’dur.

O halde (X, T, T*) ortak kompakt olacak sekilde bir 7* topolojisi varsa, tektir.

Son olarak, X ortak kompakt uzaymda *-kapal kiimelerin kompakt <;-yukar:
kiimeler oldugunu gosterelim: K* C X kiimesi *-kapal olsun. K* = X ise, X ortak
kompakt oldugundan K* kompakttir. K* # X ise, X dengeli oldugundan K* kom-
pakttir. Ayrica, X zs* oldugundan K*, <s-yukar:1 kiimedir. Gergekten;
yet” [K*] = 3exe K*; v <7y

= Jdv € K*; x € kap(y)
= Jov € K*; y € kap*(x) C kap*(K*) = K*
oldugundan 17 [K*] C K* dir. m

Onerme 4.1.8. (a) X uzay1 zs* olsun. Bu durumda, X’in yerel dengeli olmasi icin

gerek ve yeter kogul A’in regiiler ve yerel kompakt olmasidir.

(b) Her regiiler dengeli uzay yerel dengelidir.

Kanit: (a) X uzay1 zs* olsun.

(=) X yerel dengeli ise tanimlardan yerel kompakt oldugu agiktir. X’in regiiler
oldugunu gostermek i¢in € T € T olsun. X yerel dengeli oldugundan x noktasinin
D* C T olacak sekilde kompakt,*-kapali bir D* komsulugu vardir. Ayrica D* x’in bir
komgulugu oldugundan x € U C D* C T olacak sekilde U € T vardir. O halde X
regiilerdir.

(<) X uzayr yerel kompakt, regiler ve x € T € T olsun. X yerel kompakt
oldugundan =z € U C K C T olacak gekilde U € T ve K kompakt kiimeleri vardir.
Ayrica, & regiiler oldugundan Teorem 3.2.21 (a)’dan pH ve pH+zs* oldugundan Onerme
3.2.8 (b)’den pH* dir. Boylece Teorem 4.1.1°'den kap*(K) = |J{kap*(z) : € K} kom-
pakttir. Ayrica, X pH oldugundan zs oldugu icin Onerme 3.2.8 (a)’dan her z € K icin
kap*(x) C T olup, x € U C kap*(K) C T saglanir. O halde X uzay1 yerel dengelidir.
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(b) X regiiler, dengeli ve V' # X 2’in bir a¢ik komsgulugu olsun. z € T' € T ise, X
regiiler oldugundan x € U C C* C VN T olacak sekilde U € T ve C* *-kapali kiimeleri
vardir. Ayrica, C* # X ve X dengeli oldugundan C* kompakttir. Oyleyse, C* C T' ve
C* kompakt oldugundan X yerel dengelidir.

Simdi, z noktasinin tek komgulugunun X kiimesi olmasi durumunda da X’in yerel
dengeli oldugunu gosterelim. Oncelikle X'in *-kapali oldugunu biliyoruz. O halde X’in
kompakt oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in, S ailesi X'in bir acik ortiisii olsun.
Bu durumda, x € T olacak gekilde bir 7" € § vardir ve agikca 7' = X olmalidir. Yani
{T}, &’nin X'i 6rten sonlu bir alt ortiistdiir ve boylece X kompakttir. m

Ikili topolojik uzaylardaki iki topolojiyi birbirine baglayan ozellik dengeliliktir. O
halde ayirma aksiyomlar: ile dengelilik arasinda da iligkiler olmalidir. Simdi bu iligkiler

incelenecektir.

Teorem 4.1.9. X = (X, 7,7*) ve Y = (Y, V,V*) ikili topolojik uzaylar olsun. Bu

durumda,
(a) X *-dengeli ve pH ise, regiilerdir.
(b) X uzay: yerel dengeli ise,
By = {(A, B) : kap™(A) kompakt ve kap*(A) C i¢(B)}

ailesi X ile uyumlu bir Urysohn ailedir. Boylece X dengeli ve regiiler ise, normal-

dir ve X yerel dengeli ise, tamamen regiilerdir.
(c) X ikiger dengeli, pH (ya da 6zel olarak ortak kompakt) ise, normaldir.

(d) X *-dengeli (ya da 6zel olarak ortak kompakt) )} Hausdorff ve f : X — Y
birebir orten bir fonksiyon olsun. Bu durumda f’nin bir homeomorfizma olmasi

i¢in gerek ve yeter kogul her € X i¢in f(kap(x)) 2 kap(f(x)) olmasidir.

Kanit: (a) X *-dengeli, pH ve z € T € T olsun. Her y € X — T i¢in = ¢ kap(y) ve
X pH oldugundan z € U, y € U,*, U, N U," = ) olacak sekilde U, € T ve U," € T*
kiimeleri vardir. Ayrica, X *-dengeli oldugundan X — T kiimesi *-kompakttir. O halde,
{U," 1y € X =T} ailesi X — T"nin bir *-agik ortiisii oldugundan X — 7" C {J, - U,"
olacak sekilde bir F' C X —T sonlu alt kiimesi vardir. Bu durumda, U = ("{U, : y € F'},

70



V=WU, : y € F} olmak tizere z € U € T,V € T* ve UNV = (’dir. Buradan,
xelUCX —V CT elde edilir ve boylece X uzay regiilerdir.

(b) X uzay1 yerel dengeli olsun. Oncelikle By’in bir Urysohn aile oldugunu gésterelim:
(p1*) (A, B) € By ise, A C kap*(A) C ig(B) C B'dir yani A C B saglanur.

(p2*) (A, B) € By ise kap*(A) C ig(B)’dir ve kap*(A) kompakttir. Simdi eger
kap*(A) C U, D* C ig(B) ve U C D* olacak gekilde U € T , D* *-kapali, kompakt
kiimeleri bulunabilirse (A, D*), (D*, B) € By olacak sekilde bir D* C X elde edilmig
olur.

y € kap*(A)isey € i¢(B) € T dir. X yerel dengeli oldugundany € U, C T* C i¢(B)
olacak sekilde U, € T ve *-kapali, kompakt bir 7* kiimesi vardir. Buradan, kap*(U,) C
kap*(T*) = T* C i¢(B) elde edilir. Ayrica, T* kiimesi kompakt oldugundan, kap*(U,)
de kompakttir. Bu durumda, {U, : y € kap*(A)} ailesi kap*(A)'nin bir acik értiistidiir
ve kap*(A) kompakt oldugundan kap*(A) C U;_, U, olacak sekilde y1,92,...,yn €
kap*(A) vardir.

Simdi, U = U, U...UU,, ve D* = kap*(U) olarak secilirse, U C D*, U € T ve D*
*_kapali, kompakttir. O halde, (A, D*), (D*, B) € By dir.

(p3*) (A, B) € By, E C A ve B C F olsun. Bu durumda,
kap*(E) C kap*(A) C ig(B) C i¢(F) ve kap*(A) kompakt oldugundan kap*(E) kom-
pakt olacaktir ve dolayisiyla (E, F') € By dir.

O halde By bir Urysohn ailedir ve By’in tanimindan X ile uyumlu oldugu agiktir.

Simdi, X dengeli ve regiiler ise, Onerme 4.1.8 (b)’den X yerel dengelidir. Dolayisiyla
By, X ile uyumlu bir Urysohn ailedir ve béylece Onerme 3.2.20 (b)’den X normaldir.

Son olarak, X yerel dengeli olsun. By, X ile uyumlu oldugundan Onerme 3.2.20
(c)’den Tp, €T ve Ty~ € T* dir. Simdi eger, T C T, oldugu gosterilirse Onerme
3.2.20 (e)’den X’in tamamen regiiler oldugu soylenebilir. Bunun igin, x € G € T
almirsa, X yerel dengeli oldugundan x € K* C G olacak sekilde bir K* *-kapall,
kompakt kiimesi vardir. Ayrica, (K*,G) € Bx’dir ¢linkii K* kompakt oldugundan
kap*(K*) kompakttir ve kap*(K*) = K* C G = i¢(G) saglanir. Buradan, z € K*,
G C G ve (K*,G) € By oldugundan G € Tg,, 'dir.

(c) X uzay1 pH ve ikiger dengeli ise, (a)’dan bu uzay regiilerdir. O halde X dengeli ve
regiiler oldugundan (b)’den bu uzay normaldir.

(d) X = (X, T,T*) *~dengeli, Y = (Y, V,V*) Hausdorff ve f : X — ) birebir orten
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bir fonksiyon olsun.

(=) f bir homeomorfizma ise, f fonksiyonu kapali bir fonksiyon oldugundan
{z} C kap(z) = f(x) C f(kap(x)) = kap(f(x)) C kap(f(kap(x))) = f(kap(z))”
saglanir.

(<) f: & — Y birebir ve orten oldugundan f’in bir homeomorfizma oldugunu
gostermek ic¢in f’in kapali bir fonksiyon oldugunu gostermek yeterlidir.

Oncelikle, f 6rten oldugundan f(X) = Y’dir ve boylece f(X) kapaldr.

C' C X kiimesi kapali ise, X *-dengeli oldugundan C' *-kompakt, agag1 bir kiimedir.
Bu durumda f *-siirekli oldugundan f(C') kiimesi de *-kompakttir. Jimdi eger f(C')’nin
bir asagi kiime oldugu gosterilirse, Y Hausdorff, dolayisiyla pH oldugundan Teorem
4.1.1’den f(C')’'nin kapal oldugu soylenebilir.

y €ly [f(C)] olsun. Bu durumda y <y, f(c) olacak gekilde bir f(c) € f(C) ve ayrica,
f orten oldugundan, f(x) = y olacak sekilde bir z € X vardir.

Fw) v £(0) = f(x) € kap(f(c)) ve kap(f(c)) C f(kap(c)) oldugundan
F(@) € Fkap(e)) = & € F-(f (kap(c))) = kap(c)
= v <7cC
=z elr[C]=C
=y = [f(z) € f(C)
elde edilir. O halde f(C) Cly [f(C)] her zaman var oldugundan f(C') agag: bir kiimedir.

]
Onerme 4.1.10. Her ortak kompakt uzay bir siireklilik uzaydan elde edilir.

Kanit: X uzay1 ortak kompakt olsun. Bu durumda Teorem 4.1.9 (c¢)’den X normaldir.
Ayrica bu uzay ikiser T oldugundan ikigser pH ve boylece ikiger zs'dir. O halde Teorem
3.2.21 (a)’dan X uzay! ikiser tamamen regiilerdir ve boylece Onerme 2.5.15'den bir

siireklilik uzaydan elde edilebilir. m

Teorem 4.1.11. Bir siireklilik uzaydan elde edilen ikili topolojik uzay ortak kompakt
ise, tizerindeki her ikiger siirekli fonksiyon siireklilik uzaylar1 arasinda quasi diizgiin

stireklidir.

Kanit: X uzay: bir siireklilik uzaydan elde edilen ortak kompakt ikili topolojik uzay
ve f bu uzay ilizerinde tanimh ikiger siirekli fakat quasi diizgiin siirekli olmayan bir

fonksiyon olmak tizere, her ¢ pozitifi icin d(xy,y,) < t fakat d(f(z¢), f(y:)) £ t olacak
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sekilde z, y; € X bulunabilir. X uzay1 ortak kompakt oldugundan Onerme 4.1.7(b)’den
X* = (X, T?) uzay1 kompakttir. Bu durumda, (X x X, 7% x T°) ¢arpim uzay1 kompakt
oldugundan, bu yolla elde edilen agin yakinsak bir alt ag1 olacaktir. Bu bilgileri ve f'nin
ikiger siirekli bir fonksiyon olmasimi kullanarak bir geliski elde edilir. (Teoremin ispat1
“aglar” konusuyla ilgili detaylar icerdiginden kisaca bahsedilmigtir. Ayrintilar: igin [6]

nolu kaynaktan yararlanilabilir.)

4.2 SKEW KOMPAKT UZAYLAR

Bu kesimde, kompakt Hausdorff uzaylarin asimetrik versiyonlar1 olan “skew kompakt”
uzaylardan bahsedilecek ve bu uzaylarin bazi karakterizasyonlar: verilecektir. Bu kisimda

verilen bilgiler [6] nolu kaynaktan alinmigtir.

Tanim 4.2.1. X = (X, T) bir topolojik uzay olmak iizere eger (X, 7, 7*) ikili topolojik
uzay1 ortak kompakt olacak gekilde bir 7 topolojisi varsa, X uzayna skew kompakt

(asimetrik olarak kompakt Hausdor(f) denir.

NOT 4.2.2. Yukaridaki tanimda s6z edilen 7* topolojisi varsa, Onerme 4.1.7 (d)’den

bu topoloji tektir.

Ornek 4.2.3. ([0,1],U) uzay: skew kompakttir, ciinkii Ornek 4.1.5’den ([0, 1],U, £)

uzay1 ortak kompakttir.
Onerme 4.2.4. X = (X,7), Y = (Y, V) birer topolojik uzay olsunlar. Bu durumda;

a) (i) X = (X, T, T*) uzay1 ortak kompakt ise, 7* = T dir.
(a) (i) (X, T, y p :

(ii) X uzaymin skew kompakt olmasi icin gerek ve yeter kosul BG(X) = (X, T, TY)

uzayimin ortak kompakt olmasidir.

(iii) X uzaymin skew kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 7, olmasi ve

asagidaki kosullar1 saglamasidir:

(1) = ¢ kap(y) ise, x € T C K, K Nkap(y) = () olacak sekilde T' € T ve K

kompakt kiimeleri vardir.

(2) S, elemanlar1 kapali ya da kompakt, <7-doymug kiimeler olan bir aile ve

NS =0 ise, | F = 0 olacak sekilde bir F C S sonlu alt ailesi vardir.
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( (1) kogulu BG(X) uzaymmn pH olmas: ile, (2) kogulu ise (X, 7°%)'nin kompakt

olmasi ile denktir.)

(iv) X skew kompakt ise yerel kompakttir ve X yerel kompakt ise, BG(X) tama-

men regiilerdir.

(b) (1) T C T’ ve <y=<7 ise, T'“ C T dir.
(ii) BG(X) uzay1 pH ise, (T¢)¢ C T dir.

(iii) BG(X) ve BG(G(X)) uzaylart pH ise, ((T¢)%)¢ = T%dir. Boylece G, G

tizerinde bir topolojik dualdir.

(c) f:X — Y doniisiimiintin de Groot olmast igin gerek ve yeter kogul

f: BG(X) — BG(Y) doniistimiiniin ikiger siirekli olmasidir.

(d) BG(X) pH olmak iizere, X uzaymin de Groot yansimal olmasi igin gerek ve
yeter kosul her kapal kiimenin 7%-kompakt, <7-asag1 kiimelerin keyfi arakesiti

bi¢iminde yazilabilmesidir.

Kamit: (a) (i) X uzay1 ortak kompakt olmak iizere 7* = T¢ oldugunu gosterelim:
T € T*ise X — T kiimesi, Onerme 4.1.7 (d)’den kompakt, <;-yukar1 yani T%-kapah
bir kiime ve béylece T' € T dir. Ters kapsama icin, z € T € T¢ alinrsaz € X—K C T
olacak gekilde kompakt, <;-yukar1 bir K kiimesi vardir. X ikiger zs oldugundan Onerme
3.2.8(a) geregi <j+=>7 ve boylece K kiimesi <7+-agag1 bir kiimedir. O halde Sonug
4.1.2’den K kiimesi *-kapali ve boylece T € T* dir.

(ii) X skew kompakt ise, (X,7,7") ortak kompakt olacak sekilde bir 7* topolojisi
vardir ve (i)’den T¢ = T* oldugundan BG(X) ortak kompakttir. Ters yonii skew
kompaktligin tanimindan agiktir.

(iii) Oncelikle (1) kogulunun BG(%X) uzaymmn pH olmas ile, (2) kosulunun ise (X, 7°¢) nin
kompakt olmasi ile denk oldugunu gosterelim:

BG(X) pH ve z ¢ kap(y) olsun. Bu durumda z € T, y € T, T NT¢ = () olacak
sekilde T € T ve T € TC kiimeleri vardir. T¢ € T¢ oldugundan y € X — K C T¢
olacak sekilde bir K kompakt, <7-doymus kiimesi vardir. Boylece, T C X — T¢ C K
ve K <7-doymus oldugundan y ¢1=7 [K]'dir. Buradan, kap(y) N K =l<, (y)NK =0

elde edilir ve boylece (1) saglanir.
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Ters yonii igin, (1) saglansin ve = ¢ kap(y) olsun. Bu durumda =z € T C K,
K Nkap(y) = 0 olacak sekilde T' € T ve K kompakt kiimeleri vardir. Ayrica, Sonug
3.3.10’dan =7 [T] = T ve boylece y € X— 157 [K] C X— 1=7 [T] = X — T"dir. O
halde T ve X — 1=7 [K] aranilan ayrik agik komsuluklar olup, BG(X) pH'dir.

Diger taraftan, (2) kosulunun 7°%nin kompakt olmasi ile denk oldugu Onerme
4.1.7 (b)’den agiktir.

X skew kompakt ise, BG(X) ortak kompakttir. Bu durumda, BG(X) ikiser T5
oldugundan ikiger pH ve Ty’dir. O halde BG(X) pH* oldugundan zs* olacag: i¢in
Onerme 3.2.8 (c¢)’den X uzay1 Ty’dir. Ayrica BG(¥) ikigser kompakt ve ikiser dengeli
oldugundan Onerme 4.1.7 (b)’den (X, 7°%) kompakttar.

Ters yonii i¢in, X uzay1 T olsun ve (1) ve (2) kosullar1 saglansin.

o 7 C T5¢ oldugundan BG(X) uzay1 da Ty’dir.

e BG(%) ikiger zs ve pH oldugundan Onerme 3.2.8 (b)’den ikiser pH’dir. O halde
ikiser pH ve Ty oldugundan ikiger 75’dir.

o (X,75%) kompakt oldugundan Onerme 4.1.7 (b)’den BG(X) ikiser dengeli ve
ikiser kompakttir.

O halde, BG(X) uzay1 ortak kompakt ve boylece X skew kompakttir.

(iv) X skew kompakt ise, BG(X) uzay1 ortak kompakt ve Teorem 4.1.9 (a)’dan regiiler-
dir. O halde Onerme 4.1.8 (b)’den yerel dengeli ve boylece yerel kompakttir.

X yerel kompakt ve z € T' € T olsun. Bu durumda z € U C K C T olacak sekilde
U e T ve K kompakt kiimeleri vardir. Oyleyse Sonug 3.3.10’dan z € U €157 [K|ICT
olup 1=7 [K], T kapahdir ve kompakt bir kiimenin <7-doyumu oldugundan kom-
pakttir. O halde BG(X) yerel dengeli ve boylece Teorem 4.1.9 (b)’den tamamen regiiler-
dir.

(b) (i) z €T € T'“ ise, z € X — K C T" olacak sekilde T’-kompakt, <;-doymusg bir
K kiimesi vardir. 7 C 77 oldugundan K kiimesi 7 topolojisine gore de kompakttir ve
<7=<7 oldugundan K <;-doymustur. O halde T’ € TC ve boylece T'“ C T dir.
(ii) BG(X) pH olsun. Onerme 3.3.26(b)’den BG(X) ikiser zs ve boylece Onerme 3.2.8
(b)’den ikiser pH'dir. O halde Teorem 4.1.1°den her 7 “-kompakt kiimenin <;-doyumu
kapali oldugundan, (7¢)% topolojisinin kapali kiimelerinin tabanina ait her kiime ka-
palidir. Béylece (T¢)% C T elde edilir.

(iii) BG(X) ve BG(G(X)) uzaylar: pH olsun. Oncelikle BG(G(%)) pH oldugundan,
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(ii)’den ((T¢)¥)¢ C TY dir. Ters kapsama igin, BG(X) pH oldugundan, (ii)’den
(T9)E C T dir. Eger <(7aye=<7 oldugu gosterilirse (i)’den T¢ C ((T“)¢)% elde edi-
lir. Onerme 3.3.26 ile BG(G(X)) ve BG(X) ikiser zs oldugundan Onerme 3.2.8(a)’dan
<reye=27e ve <re=2>7'dir. Boylece, <(7eje=>7c¢=<7 ve bu sayede (TEHE =
TE elde edilmis olur.

Simdi, G'nin G iizerinde bir topolojik dual oldugunu gosterelim. G® = G ve G ile
G(X)’in ayni kiime tizerinde tamiml oldugu biliniyor. O halde G : G — G olmak tizere,
X € G ise G(X) € G oldugunu gostermek yeterlidir.

X € G ise, Onerme 3.3.29'dan G = G,y ve boylece BG(X) = (X, T,7T¢) pH ve

BG(G(X)) = (X, TC,(T)C) ikiser pH'dir. Oyleyse BG(G(X)) ve BG(G(G((X)))) =
(X, (TEE, (T4 = (X, (T, T¢) pH oldugundan G(X) € G'dir.
(c) f fonksiyonu de Groot ise f, T — V siireklidir. f'nin 7¢ — V¢ siirekli oldugunu
gostermek icin, K C Y, V% nin kapali kiimeler ailesinin tabanima ait bir kiime ise Tanim
3.3.25’den f~!(K), onu iceren T%kapal kiimelerin arakesitine esittir ve boylece T ¢-
kapalidir. Oyleyse f, T¢ — V@ siireklidir.

Ters yonii i¢in f : BG(X) — BG(Y) ikiser siirekli ise, f:(X,7T)— (Y, V)

déniigiimiiniin siirekli oldugu aciktir. K C Y, V-kompakt ve <y-doymus ise, V°-
kapalidir. Oyleyse, f ikiser siirekli oldugundan f~'(K), 7¢-kapahdir. Buradan, f~*(K)
= kap(f~Y(K)) oldugundan kapanmsgin tanimmdan f~!(K), onu iceren T “-kapali, do-
layisiyla kompakt, <7-doymus kiimelerin arakesitine esittir. O halde f doniisiimi de
Groottur.
(d) X uzay1 de Groot yansimali, yani (7%)¢ = T olsun. K C X, T-kapal bir kiime
ise, K ayni zamanda (7¢)%kapali olacagindan Onerme 3.3.23’den 7 ¢-kompakt, <7a-
doymus kiimelerin keyfi arakesiti bi¢iminde yazilabilir. Simdi eger <;c¢-doymusg kiime-
lerin <7-agag1 kiimeler olduklar1 gosterilirse ispatin bu yonii tamamlanmig olur. Bunun
icin, L kiimesi <7e-doymus olsun. Bu durumda Onerme 3.3.26 geregi BG(X) ikiser zs
oldugundan <;e¢=>7'dir. Buradan, L =1=7¢ [L] =127 [L] =], [L] elde edilir ve
boylece L bir <-agagi kiimedir.

Ters yonii icin, K kiimesi T-kapal ise, 7%kompakt ve <;c-doymus kiimelerin
arakesiti bigciminde yazilabildigi igin (7%)%kapahdir. Béylece T C (7¢)¢ dir. Ayrica
BG(X) pH oldugundan (b)’den (7%)% C T ve boylece (T%)% = T elde edilir.

Teorem 4.2.5. (a) Her skew kompakt uzay, simetriklegmesi tam ve tamamen simirh
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olan (mecburen Tj) bir siireklilik uzayindan elde edilir.

(b) Bir Ty topolojik uzay simetriklegsmesi tam ve tamamen sinirh olan bir siireklilik
uzaymdan (ya da quasi diizglinliikten) elde edilmigse, bu uzay tizerindeki her de

Groot doniigiimii quasi diizgiin siireklidir.

Kanit: (a) (X,7) uzay1 skew kompakt olsun. Bu durumda Onerme 4.2.4 (a)dan
(X, T,TC) ikili topolojik uzay1 ortak kompakttir ve boylece Onerme 4.1.10’den bir
siireklilik uzaymdan elde edilebilir. Ayrica, kompakt Hausdorff olan (X, 7°%) uzayn,
bu stireklilik uzayin simetriklesmesinden elde edilir ve Onerme 2.3.28’den bu uzay tam
ve tamamen sinirhdir.

(b) (X, 7) simetriklesmesi tam ve tamamen siirh olan bir siireklilik uzayindan elde
edilmig bir 7T, topolojik uzay ve f bu uzay iizerinde bir de Groot doniigimii olsun.
Onerme 2.5.15’den, bu siireklilik uzaydan elde edilen X = (X, 7, 7*) ikili topolojik
uzay1 ikigser tamamen regiilerdir. Simdi, X’in ortak kompakt bir uzay oldugunu goste-
relim:

Oncelikle, Onerme 2.3.28'den X* kompakt ve boylece Onerme 4.1.7’dan X ikiger
kompakt ve ikiser dengelidir. Teorem 3.2.21 (a)’dan X ikiger zs ve boylece Onerme
3.2.8’den ikiser Ty'dir. Yine Onerme 3.2.8’den X ikiser pH oldugundan, X’in ikiser Tb
oldugu soylenebilir. Oyleyse X ortak kompakt bir uzaydir. Bu durumda, Onerme 4.2.4
(a)dan T* = T elde edilir. O halde, Onerme 4.2.4 (c)’den f: BG(%X) — BG(X)

ikiser stirekli ve boylelikle Teorem 4.1.11’den f doniisiimii quasi diizgiin siireklidir. m
Tanim 4.2.6. (X, 7) bir topolojik uzay olsun.

(a) A C X kapal kiimesi, iki kapali 6zalt kiimesinin birlegimi olarak yazilamiyorsa,

A kiimesi indirgenemezdir denir.

(b) (X, T) uzay1 Ty ve bu uzayda her indirgenemez A C X kiimesi i¢in A = kap” (z)

olacak sekilde bir z € X varsa, X uzayma sober denir.

(c) (X, T) uzayr Ty ve bu uzayda her ultrasiizgecin limit noktalarimim kiimesi bir

noktanin kapanigi ise, X uzayima kuvvetli sober denir.

NOT 4.2.7. Genelde “sober” ve “kuvvetli sober” tanimlarinda T; kosulu acik ola-

rak yazilmaz. Bunun yerine ilgili noktanin tek oldugu soylenir. Gercekten, uzay Ty ise
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Va,y € X, x # y icin kap” (x) # kap” (y)'dir [1]. Boylelikle, sozii edilen kiime birbirin-
den farkli iki noktanin kapanigina egit olamaz. Tersine ilgili nokta tek ise, Vz,y € X,

x # y icin kap” (x) # kap” (y) olacag icin uzay Ty olur.

Tamim 4.2.8. [8] (X, T) bir topolojik uzay olsun. X uzay1 sober, kompakt, yerel kom-
pakt ve bu uzayda herhangi iki kompakt, <;-doymus kiimenin arakesiti kompakt ise,

bu uzaya dengeli yerel kompakt denir.

Yardimci Teorem 4.2.9. (X, 7)) bir topolojik uzay ve V, X tizerinde bir ultrasiizgeg
olsun. Bu durumda V’nin limit noktalar1 kiimesi, V'nin tiim 7-kapali elemanlarinin

arakesitine egittir.

Kamit: V, X iizerinde bir ultrastizgec ve F bu stizgecin tiim kapali elemanlarinin ailesi
olsun.

z € () F ancak z, V'nin bir limit noktasi olmasm. Bu durumda z € G ve G ¢ V
olacak sekilde bir G € T vardir. Bu durumda, V bir ultrasiizgec oldugundan X —G € V
ve X — G kapali oldugundan X — G € F olacaktir. Oyleyse z € () F oldugundan
z € X — G olur ki bu bir celigkidir. O halde z, V'nin bir limit noktasi olmalidir.

Ters kapsama i¢in, z, V’nin bir limit noktas: ve aksine z ¢ (] F olsun. Bu durumda
z ¢ F olacak sekilde kapali bir ' C X kiimesi vardir. z € X — F € T ve z bir limit
noktasi oldugundan X — F' € V olur ki bu bir geligkidir. O halde z € (| F olmalidir. m

Teorem 4.2.10. (X, 7) topolojik uzay1 Ty olmak tizere agagidakiler denktir:
(a) (X, 7T) uzay1 skew kompakttir.
(b) (X,T) yerel kompakttir. Ayrica,
S ={K C X : K kiimesi kapal ya da kompakt, < -doymustur}
ve (1S = 0 olmak tizere (| F = 0 olacak sekilde sonlu bir F C § alt ailesi vardir.
(c) (X,T) kuvvetli sober ve yerel kompakttir.

(d) (X, T) uzayi, simetriklesmesi tam ve tamamen sinirh olan bir siireklilik uzaydan

elde edilir.
Kanit: (a) = (b) Onerme 4.2.4 (a)’dan aciktir.
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(b) = (a) (X, T) uzay1 yerel kompakt ise Onerme 4.2.4’deki (1) kogulunun saglanacagin
gosterilirse, ayni 6nermeden (X, 7)) uzaymin skew kompakt oldugu soylenebilir.

Bunun icin, ¢ kap” (y) olsun. Bu durumda z € G, y ¢ G olacak sekilde bir G € T

vardir. Ayrica X yerel kompakt oldugundan x € T' C K C G olacak sekilde T € T
ve K kompakt kiimeleri bulunabilir. Ayrica, Sonug 3.3.10’dan z € T C1=7 [K] C G
oldugundan, y ¢1=7 [K]'dir. Boylece, KN < (y) = K Nkap” (y) = 0 elde edilir.
(b) = (c) (b) kosulu saglansin. Bu durumda (a) kogulu da saglanacaktir. O halde
(X, T, TE) ortak kompakttir. Boylece (X, 75¢) uzay1 Hausdorff ve Onerme 4.1.7 (b)’den
kompakttir. Simdi F, X iizerinde bir ultrasiizgeg olsun. (X, 7°¢) kompakt Hausdorff
oldugundan Teorem 2.1.10 ve Teorem 2.1.9’dan F'nin bu uzayda limiti vardir ve tek-
tir. Bu limite  diyelim. Her C' € F kapal kiimesi icin, C' ayn1 zamanda 7°%-kapali
oldugundan Yardimci Teorem 4.2.9’dan = € C' oldugu soylenebilir. Simdi eger F'nin T
topolojisine gore limit noktalar: kiimesinin x noktasinin kapanigina esit oldugu goste-
rilirse, ispat tamamlanmig olur.

y € kap”(x) ve y € G € T olsun. Bu durumda z € G olmahdwr. z ¢ X — G
oldugundan ve F’nin tiim kapali elemanlar z’i igerdiginden X — G ¢ F’dir. O halde
F bir ultrasiizge¢ oldugundan G € F ve boylece y, F'nin bir limit noktasidir.

Ters yonii icin y ¢ kap(z) olsun. Bu durumda (X,7,7%) uzay1 pH oldugundan
yeT,zeT% TNTY =0 olacak sekilde T' € T ve T¢ € T kiimeleri vardir.
noktast F'nin bir 7°%limiti ve T¢ € 79 oldugundan T¢ € F'dir. O halde T ¢ F ve
boylece y, F'nin bir limit noktasi degildir.

(c) = (b) X uzay1 kuvvetli sober,

S ={K C X : K kiimesi kapali ya da kompakt, <7 —doymustur}

ve S ailesinin her sonlu alt ailesinin arakesiti bogtan farkli olmak tizere, (S # 0
oldugunu gosterelim:
S ailesinin her sonlu alt ailesinin arakesiti bogtan farkli oldugundan,

H={FCX| ﬂ S C F olacak gekilde F C S sonlu alt ailesi vardir}
SeF

ailesi S’yi kapsayan bir siizgectir ve Teorem 2.1.5’den S C H C V olacak sekilde bir V
ultrasiizgeci vardir. V siizgecinin tiim kapali kiimelerinin ailesini G ile gosterelim. Bu
durumda S ailesi,

e Sadece kapali kiimelerden olusuyorsa, G # (°dir.
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e Kapali ve kompakt, <7-doymus kiimelerden olusuyorsa, G # (’dir.

e Sadece kompakt, <7-doymus kiimelerden olusuyorsa, G # ()’dir. Ger¢ekten, K € S
kompakt, <7-doymus bir kiime olmak iizere K C kap” (K ) oldugundan kap” (K) € V'dir.
Oyleyse kap” (K) kiimesi kapal oldugundan kap’ (K) € G elde edilir.

X kuvvetli sober oldugundan Yardimci teorem 4.2.9'dan (G = kap” (z) olacak
sekilde bir x € X vardir.

K € § ve K kiimesi kapali ise, K € G oldugundan x € K olur.

K € S ve K kiimesi kompakt, <7-doymus ise, sonlu bir 7' C G alt ailesi icin
Y bir stizge¢ oldugundan K N (ﬂ}"’) £ @’dir. Oyleyse K kompakt oldugundan
Kn (mg) £ () olmahdir. O halde y € K N (ng) — K N kap”(z) olacak sekilde
bir y € X vardir. Buradan, y <7 x ve K kiimesi <7-doymug oldugundan x € K’dir.

O halde, z € (S ve boylece (S # (’dir.

(a) = (d) Teorem 4.2.5 (a)’dan agiktir.

(d) = (a) (X,T) uzay1 Ty olsun ve simetriklesmesi tam ve tamamen sinirl olan
bir siireklilik uzaymdan elde edilsin. Onerme 4.2.5(b)’de (X,7,7¢) uzaymm ortak
kompakt oldugu gosterilmistir. Béylece Onerme 4.2.4 (a)’dan (X, 7) uzay: skew kom-
pakttir. m

Onerme 4.2.11. (X, T) uzaymin skew kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kogul dengeli

yerel kompakt olmasidir.

Kanit: (=) (X, T) skew kompakt ise, Onerme 4.2.4 ve Teorem 4.2.10’dan bu uzay kom-
pakt, yerel kompakt ve kuvvetli sober ve kuvvetli sober uzaylar sober olduklarindan [2]
soberdir. Ayrica, kompakt, <7-doymus kiimeler 7 %-kapali olduklarindan, bu kiimelerin
keyfi arakesitleri de 7C¢-kapali ve boylece Onerme 4.1.7 (d)’den kompakt <7-doymus
kiimelerdir. Oyleyse (X, 7)) uzay: dengeli yerel kompakttar.

(<) (X,T) uzay1 dengeli yerel kompakt olsun. Eger X’in kuvvetli sober oldugu
gosterilirse, Teorem 4.2.10’dan bu uzayin skew kompakt oldugu séylenebilir.

Bunun igin, V bir ultrasiizge¢ ve A kiimesi V siizgecinin limit kiimesi olsun. Bu
durumda F, Vnin tim kapall elemanlarinin ailesi olmak tizere Onerme 4.2.9’dan
A = Fdir.

e A # ("dir: V bir siizge¢ oldugundan, V’nin sonlu alt ailelerinin arakesiti bostan
farklidir. O halde, X uzay1 kompakt oldugundan (| F = A # (dir.

e A kiimesi kapalidir.
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e A kiimesi indirgenemezdir: Tersine, A = B U C' olacak sekilde B,C C A kapali
kiimeler olsun. x € B — C ve y € C' — B alalim. Bu durumda, X uzay1 yerel kom-
pakt oldugundan x ve y noktalarinin sirasiyla, M C X — C ve N C X — B olacak
sekilde kompakt, <7-doymus M ve N komsuluklar: vardir. z,y € A oldugundan z ve
y noktalart V’nin limit noktalaridir. O halde M, N € V ve buradan M N N € V’dir.
X dengeli yerel kompakt oldugundan M N N kompakttir ve boylece V'nin bir limit
noktasini igerir. Bu durumda, ANM NN # () olur ki bu, AN (X —C)N(X —B) =10
olmas ile gelisir.

Sonug olarak, A indirgenemez ve X uzay1 sober oldugundan A = kap” (x) olacak

sekilde bir x € X vardir ve boylece X kuvvetli soberdir. m
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5 TOPOLOJI VE SIRA

5.1 SIRALI TOPOLOJIK UZAYLAR

Bu kesimde, sirali topolojik uzaylar ve onlarin bazi 6zelliklerine deginilecek ve bu uzay-
lardan yararlanilarak skew kompakt uzaylar icin bir bagka karakterizasyon verilecektir.

Burada verilen bilgiler, [6] ve [10] nolu kaynaklardan alinmgtar.

Tanmim 5.1.1. (X, 7T) bir topolojik uzay ve <, X iizerinde taniml bir kismi siralama

bagintist olmak tizere, (X, 7, <) uzayma swrale topolojik uzay denir.
Tamim 5.1.2. X # () bir kiime ve (X, 7, <) siral topolojik uzay verilsin. Bu durumda;
(a) G< ={(z,y) : * < y} kilmesine < bagmntisimin grafigi denir.

(b) Eger G< kiimesi X x X ¢arpim uzayinda kapaliysa, < bagmtis1 X x X uzaymda

kapalidir denir.
Tanim 5.1.3. (X, 7, <) bir sirali topolojik uzay olsun. Bu durumda;

(a) Q bir topolojik 6zellik olmak {izere, eger (X,7) uzay1 Q ise, (X, 7, <) uzayi
Q’dur denir.

(b) Eger < bagintist X x X carpim uzayinda kapali ise, (X, 7T, <) uzayma surali-
Hausdorff uzay denir.

Tanim 5.1.4. (X, T, <) bir sirali-Hausdorff uzay olsun. Eger verilen kapali ve <-yukar1
C' ile kapali ve <-asag1 D ayrik kiimeleri icin C C T, D C U, TNU = () olacak sekilde
agik ve <-yukar1 T ile acik ve <-agag1 U kiimeleri bulunabiliyorsa (X, 7, <) uzayina

swrali-normal uzay denir.
Onerme 5.1.5. Her sirali-Hausdorff uzay Hausdorff’tur.

Kanit: (X, 7, <) bir sirali-Hausdorff uzay ve xz,y € X, # # y olsun. Bu durumda,
< bir kismi sirama oldugundan = £ y ya da y £ 2 olmahdir. Genelligi bozmadan,
x £ y oldugunu varsayalim. (X x X) — G< kiimesi X x X ¢arpim uzayinda agk ve
(z,y) € (X x X) — G< oldugundan (z,y) € T, x T, C (X x X) — G< olacak sekilde
T,,T, € T kiimeleri vardir. O halde z € T,, y € T, ve T, N T, = () oldugundan,
(X, T, <) uzay1 Hausdorfftur. m
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Onerme 5.1.6. (X, T, <) bir sirali topolojik uzay olmak iizere,
T=={T C X : T agik ve < -yukanidir}

ve

T2 ={T C X : T agk ve > -yukanidir}

aileleri, X tizerinde birer topolojidir.
Kanit: Onerme 3.3.8 (a)’dan kolayca goriilebilir. m

Sonug 5.1.7. (a) (X,T<) ve (X, T=) uzaylarinda kapali kiimeler sirasiyla kapall,

<-agag1 ve kapali, >-agag1 kiimelerdir.
(b) T=C T veT= C T dir.
Onerme 5.1.8. (X, T, <) bir sirali topolojik uzay olmak iizere agagidakiler saglanir:
(a) < C <5< ve>C <pdir

(b) <7< = < olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her z € X i¢in | < (z) kiimesinin

<-kapali olmasidir.

(c) <7 = > olmas: i¢in gerek ve yeter kogul her x € X i¢in 1= () kiimesinin

Z-kapali olmasidir.

Kanait:

(a) + < yvex € G € TS olsun. Buradan, y €< (z) ve G <-yukar bir kiime
oldugundan y €1 (z) C1= [G] = @ elde edilir. O halde z € kap”~(y) ve béoylece
x <7< y'dir. Diger kapsama da benzer sekilde gosterilebilir.

(b) (=) <7< = < olsun. |< () kiimesinin =-kapal oldugunu gostermek i¢in, X — |« ()
kiimesinin S-acik oldugunu gosterelim:

y € X— |< (z) olsun. Bu durumda, y £ = ve <= <7< oldugundan y <7< 2’dir.
Oyleysey € G vex ¢ G olacak sekilde bir G € 7= vardir. Simdi, egery € G C X — l< (x)
oldugu gosterilirse ispat tamamlanmig olur. Bunu gostermek icin, tersine z € G ve
z ¢ X— |< (z) olacak sekilde bir z € X oldugunu varsayalim. Buradan, z < =z
ve G <-yukar1 bir kiime oldugundan z € G elde edilir ki, bu bir celigkidir. Oyleyse
G C X— |< () olmaldir.
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(<) Her x € X igin J< () kiimesi S-kapali ve z <7< y olsun. Buradan,
x € kap” ™ (y)'dir. O halde, |< (y) kapah oldugundan = €|< (y) ve boylece z < y/'dir.
(c) (b) ile benzer sekilde gosterilebilir. m

NOT 5.1.9. |« (z) kiimesi <-agag1 ve 1= (z) =/ (z) kiimesi >-agag1 birer kiime
olduklarmdan Sonug 5.1.7 (a)’dan, yukaridaki énermenin (b) sikkinda <7< = < olmasi
i¢in, J< (x) kiimesinin, (c) sikkinda ise <;> = > olmast i¢in, 1= () kiimesinin kapali
oldugunu soylemek yeterli olacaktir.

Lawson [8], her z € X i¢in |< (x) ve 1= (z) kiimelerinin kapali oldugu kismi

siralamaya yarikapal, demistir.
Onerme 5.1.10. (X, T, <) bir sirali-Hausdorff uzay ise, <;< = < ve <;> = > olur.

Kamt: (X, 7, <) swali-Hausdorff uzay olmak tizere, <;< = < oldugunu géstermek
icin her z € X i¢in |< (z)’in kapali oldugunu gosterilsin. Bunun i¢in y € X— |< ()
almsm. Bu durumda, y £ z’dir ve sirali-Hausdorffluk geregi (X x X) — G< kiimesi
X x X garpim uzaymnda acik oldugundan, (y,z) € T, x T,, C (X x X) — G< olacak
sekilde T, T, € T kiimeleri vardir. Buradan, T, x {z} C (X x X) — G< oldugundan
yeT, C X— |< (z)dir. Bu durumda X— |< (x) acik ve boylece |< (x) kapaldir.
C)yleyse Onerme 5.1.8 (b)'den < = <s<’dir.

<7> = > oldugu da benzer sekilde gosterilebilir. m

Onerme 5.1.11. (X, T, <) sirah-Hausdorff uzay ise, (X, 7=, 72) ikili topolojik uzay
ikiger 77 dir.

Kamit: (X, T, <) sirali-Hausdorff oldugundan Onerme 5.1.10 geregi < = <;< ve <7> =

dir. Oyleyse,
azek‘apTZ(y)(:)xSTz yer>ysylresy < < x@yek‘apTS(x)

oldugundan (X, 7=, T =) ikiger zs’dir. Ayrica, < bir kismi siralama bagintisi oldugundan
Onerme 3.1.9 (a) ve Onerme 3.2.8 (c)’den (X, 7=, TZ) uzay1 Ty'dir. Boylece bu uzay

ikigser 77 ’dir. m

Onerme 5.1.12. (X, T<,72) ikili topolojik uzay1 pH ve < = << ise, (X, 7T, <) uzay

sirali-HausdorfTtur.
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Kamt: (z,y) € (X x X) — G< olsun. Bu durumda, < = <7< oldugundan = <7< y
ve boylece z ¢ kap” y'dir. Oyleyse (X, T<,72) pH oldugundan = € T}, y € T,
T, NT, = 0 olacak sekilde T}, € T= ve T, € T= kuimeleri vardir. Ayrica, Sonug 5.1.7
(b)'den T,,T, € T dir. Buradan, (z,y) € T, x T, € (X x X) — G< oldugundan <
bagintist X x X uzaymda kapal ve boylece (X, T, <) sirali-Hausdorfftur. m

Onerme 5.1.13. (X, T, <) siwal topolojik uzay olsun. Bu durumda, (X, 7, <)nin
sirali-normal olmasi igin gerek ve yeter kosul (X, 7=, 72) uzaymn normal, <;< = <

ve <> = > olmasidir.

Kanit: (=) (X, T, <) sirali-normal olsun ve C' C T bic¢imindeki =-kapal C, S-acik T
kiimeleri verilsin. Onerme 3.3.8 (c) ve Sonug 5.1.7 (a)’dan C kapali ve <-yukari, X —T
kapali ve <-agag1 ve de C'N (X —T) = @dir. Oyleyse C CU , X —T CV,UNV =0
olacak sekilde acik ve <-yukar1 U ile acik ve <-agag1 V kiimeleri vardir. Buradan,

C CU C X —V C T olacak sekilde =-acik U ve Z-kapali X —V kiimeleri elde edildiginden
(X, T<,T2) uzay: normaldir. Ayrica (X, T, <) swral-Hausdorff oldugundan Onerme
5.1.10'dan <7< =< ve <> = > dir.

(<) (X, T=,T2) uzayi normal, <;< = < ve <7> = > olsun. <;»>=>=>,< oldugundan
Onerme 3.2.8(a)’dan (X, 7=, T=) uzay1 zs ve normal, zs bir uzay olarak Teorem 3.2.21(a)’
dan pH’dir. (X, 7<,72) uzay1 pH ve <7< = < oldugundan, Onerme 5.1.12’den (X, T, <)
sirali-Hausdorfftur. Simdi, C' kapal ve <-yukari, D kapali ve <-agag1 ve de CND = ()
bicimindeki kiimeler verilsin. Bu durumda C' =-kapali, X — D S-actk ve C C X — D
oldugundan C C U C V C X — D olacak sekilde U =-acik ve V =-kapal kiimeleri
vardir. Buradan, C CU, D C X -V, UN(X —V) =0, agk ve <-yukan1 U ile agik ve

<-agaglr X — V kiimeleri var oldugundan (X, 7, <) sirali-normaldir. m
Teorem 5.1.14. (X, 7T) bir topolojik uzay olmak iizere agagidakiler denktir:
(a) (X,T) skew kompakttir.
(b) (X, T5Y) uzay1 kompakt Hausdorfftur.

(c) X iizerinde, (X, 77, <) siwrah-Hausdorff ve T = (7°)= olacak sekilde kompakt
Hausdorff 7° topolojisi ve < kismi siralamasi vardir. (Bu topoloji ve kismi

siralama 7 tarafindan teklikle belirlidir: 7* = T¢, T* = TV T ve < = <, dir.)
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Kanait:

(a) = (b) Onerme 4.2.4 (a) ve Onerme 4.1.7 (b)’den aciktar.

(b) = (c) Oncelikle, (X, 7, T%) uzay1 Ty ve Onerme 3.3.26’den ikiser zs oldugundan,
Onerme 3.2.8'den (X, T) uzay1 Ty ve boylece <7 bir kismi siralama bagimtisidir. Simdi,
X = (X, 7T5Y) kompakt Hausdorff uzayr ve <; kismi siralamasi igin, 7 = (7°¢)=7
esitliginin saglandigim ve (X, 7°¢, <7) uzaymm sirali-Hausdorff oldugunu gésterelim:

G € T ise, Sonuc 3.3.10’dan G kiimesi <7-yukaridir. Ayrica 7 C T°¢ oldugundan
G € T5¢ ve boylece G € (TY)=7’dir. Ters kapsamay1 gostermek icin 7% € (T5¢)=7
alalm. 7% € T5¢ ve T* <g-yukar bir kiimedir. Bu durumda, € TN7T¢ C T*
olacak sekilde T € T ve T¢ € T¢ kiimeleri vardir. O halde € T¢ oldugundan
v € X — K C T olacak sekilde kompakt ve doymus (<7-yukar1) bir K kiimesi vardur.
Bu durumda her y € K igin = # y ve T°¢ Hausdorff oldugundan z € U,*, y € V,,* ve
U,° NV,* = 0 olacak sekilde U,*, V,* € T°¢ kiimeleri vardir. Béylece,

(y €V, = yeV,nV,% CV? olacak sekilde V, € T, V,° € T kiimeleri ve
(x €U, = xe€U,NUSY CU,S) olacak sekilde U, € T, U,“ € T kiimeleri vardir.
Bu durumda K C |J,cx V; ve K kompakt oldugundan K C |Ji_, V,, =V € T olacak
sekilde V,,,V,,,...,V,, € T kiimeleri ve paralelinde U,,,U,,,...,U,, € T kiimeleri
bulunur. Yani, € N, U, = U € Tve K CV = ., V,, € T kiimeleri i¢in
UNV =0olupzreclUCX -V CX — K elde edilir. Dolayisiyla,

s e€TNUCTN(X-K)CTNTY CT*vexr € TNU € T oldugundan T° € T elde
edilmis olur ki, bu (75%)<7 C T olmasi demektir.

x £ yise, v & kap” (y) =l<, (y)dir ve ayrica kap” (y) kiimesi T°%-kapahdr.
Simdi, z € ic”" " (K) ve KN l<, (y) = 0 olacak sekilde T°%-kompakt bir K kiimesinin
var oldugunu gosterelim:

X = (X, 75Y) uzay1 kompakt Hausdorff oldugundan Onerme 3.3.27 (a)’dan 7% nin
de Groot duali kendisidir. Buradan, BG(X) = (X, T°¢, T5%) ve X Hausdorff oldugundan
BG(%) pHdir. O halde Onerme 4.2.4 (a)'dan z € T C K, K N kap” (y) = 0 ola-
cak sekilde T € T5C¢ ve T5%kompakt K kiimeleri vardir. Oyleyse KN <, (y) =
K N kap” (y) = 0 oldugundan istenilen elde edilmis olur.

Elde edilen K kiimesi 7°%-kompakt oldugundan 7-kompakttir. O halde 1=7 [K]
kiimesi 7%kapali ve boylece T5%kapalidir. Ayrica, KN l<, (y) = 0 oldugundan
157 (KN ley (5) = Odin. Boylece, (2,9) € (™ 157 [K]) x (X— 157 [K])
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C (X x X) — Geve (icT™ =7 [K])x (X — 1=7 [K]) kiimesi T5¢x T5%-acik oldugundan
(X, T5Y <) uzay1 sirali-Hausdorfftur.

(c) = (a) Kompakt Hausdorff uzaylar normaldir [1] ve boylece (X, T, <) siral-
normaldir [10]. O halde, Onerme 5.1.11 ve 5.1.13’den (X, (7%)<, (7%)2) ézellendirmesi
< olan, ikiger pH bir uzaydir. Simdi, 7% = (7%)S V (T*)= oldugunu gosterelim:

(T*)= VvV (T*)2 C T° oldugu agiktir. Ters kapsama igin, z € T € T* olsun. Bu
durumda, y € X — T i¢in y # z ve < bir kismi siralama oldugundan z £ y ya da
y £ x’dir. Genelligi bozmadan, x £ y oldugunu kabul edelim. |< (y)N 1= (z) = 0,
1= (x) kapali, <-yukari ve < (y) kapali, <-agag kiimeler ve (X, 7, <) sirali-normal
oldugundan 1= (z) C U, € (T*)=, l< (y) € V, € (T*)= olacak sekilde ayrik U,,V,
kiimeleri vardir. Ayrica, {V, : y € X — T} ailesi X — T"nin bir agk ortiisit ve X — T
kompakt oldugundan X — T C |J;, V,, olacak sekilde ¢ = 1,2,...,n vardir. O halde
v €Ny Uy CT ve i, Uy, € (T5)=V (T#)= oldugundan T € (T%)= V (T%)="dir.

O halde, Onerme 4.1.7 (b)’den (X, T, (7%)%) = (X, (T*)%,(T*)%) ortak kompakt
ve boylece (X, T) skew kompakttir.

Son olarak, (X, T, (7*)2) uzaymmn, simetriklesmesi 7° ve 6zellendirmesi < olan tek
ortak kompakt uzay oldugunu gosterelim:

Bunun igin, (X, 77, 7"") bu ozellige sahip diger bir uzay olmak iizere, 7' = (T*)=
oldugunu gostermeliyiz. C' kiimesi (7*)S-kapali ise, T*-kapal ve <-agag bir kiimedir.
Buradan, C' T 5-kompakt ve >-yukar1 bir kiimedir. 7* topolojisi kompakt ve 7" C T*
oldugundan C kiimesi 7"*-kompakttir. Ayrica, 7'*'nin 6zellendirmesi > oldugundan C'
T"* topolojisine gore yukar1 bir kiimedir. Oyleyse Teorem 4.1.1’den C' T”-kapalidur.

Ters kapsama icin, C' T'-kapali olsun. 77 C T oldugundan C' kiimesi 7 kapalidir.
Ayrica, T"'nin 6zellendirmesi < oldugundan C' <-agag1 bir kiimedir. O halde C kiimesi

(T*)=-kapahdir. m
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