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OZET

BIR SINIF DOGRUSAL OLMAYAN DIiFUZYON-REAKSIYON
DENKLEMLERININ INCELENMESI

Eylem OZTURK
Doktora, Matematik Bolimu
Tez Danigsmani: Prof. Dr. Kamal SOLTANOV
Ocak 2014, 77 sayfa

Bu tez caligmasinda, lineer olmayan yapisi keyfi mertebeden polinom biiytime hizina
sahip reaksiyon difiizyon denleminin Robin sinir kogulu altinda, ¢oziilebilirligi ve ¢oziimiiniin
uzun zaman davranigi aragtirilmigtir. Tezimizin birinci boliimiinde inceleyecegimiz prob-
lem tanitilmigtir. Ayrica reaksiyon difiizyon denklemlerinden ve ¢zellikle Robin sinir
kosulu altinda incelenmig lineer olmayan parabolik denklemler ile ilgili yapilmig ¢aligmalardan
bahsedilmigtir.

Tezimizin ikinci boéliimiinde, calismamizda ihtiya¢ duyacagimiz baz temel kavram-
lar, teoremler, lemmalar ve esitsizlikler verilmigtir.

Uciineii boliimde, problem baglangic kogulu sifir iken, lineer olmayan yapisina bagh
olarak alt lineer, lineer ve iist lineer durumlarda incelenmistir. Ayrica tist lineer durum,
sifirdan farkli baglangic kosulu altinda gozoniine alinmigtir. Problem’in genellesmis
¢oziimiiniin varhigr ve tekligi i¢in katsay1 fonksiyonlar1 {izerine yeterli kogullar bu-
lunmugtur. Bu kogullar altinda [29]’daki genel bir teorem kullanilarak genellegmis ¢oziimiin
varligi ve bazi durumlarda tekligi ispatlanmigtar.

Dérdiincii boliimde, ilk olarak, ¢oziimiin Lo(€2)’da yutan kiimeye sahip oldugu is-
patlanmigtir. Dahasi h ve ¢ (problemin sag tarafindaki fonksiyonlar) fonksiyonlar:
yalmzca z’e bagh oldugunda Wy (2) N L,19(92)’da yutan kiimenin varlig: ispatlanmigtir.
Ayrica h ve ¢ fonksiyonlarimin yam sira katsayi fonksiyonlarimin da yalmzca z’e bagh
oldugu durumda ¢oztimlerin asimptotik diizenliligi ve W3 (Q) N L,.5(2)’da yerel ol-

mayan c¢ekicicnin varhgi ispatlanmigtir.

Anahtar Kelimeler : Reaksiyon-Diftizyon denklemi, Robin siir kogulu, Yutan kiime,
Asimptotik kompaktlik, Yerel olmayan ¢ekici, Varlik ve teklik.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF A CLASS OF NONLINEAR
DIFFUSION-REACTION EQUATIONS

Eylem OZTURK
Doctor of Philosophy, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Kamal SOLTANOV
January 2014, 77 pages

In this dissertation, the study of long-time behavior and solvability of the reaction-
diffusion equation, which has a polynomial growth nonlinearity of arbitrary order, with
Robin boundary condition on the bounded domain have been investigated. The disser-
tation is organized as follows. In the first part (Chapter 1), we introduce the problem to
be studied. Additionally, the works which are related to the reaction-diffusion equations
and especially with Robin boundary condition have been outlined.

In the second chapter of dissertation, we give the definitions of some basic notions,
theorems, lemmas and inequalities.

In the third chapter, We investigate the problem in sublinear, linear and super linear
cases, by depending on nonlinear part when the initial condition is zero. Additionally
we investigate with nonzero initial condition in super linear case. For the existence and
uniqueness of the generalized solution of problem , we obtain sufficient conditions for
coefficient functions and under these conditions we show the existence of generalized
solution of problem and the uniqueness of the solution in corresponding spaces, by
applying a general existence theorem from [29].

In the fourth chapter, firstly we prove that the solution has an absorbing set in
Ly(€2). Secondly assuming that functions h and ¢(in the right side of the problem)
do not depend on the variable ¢, we prove the existence of absorbing set in W3 (Q) N
L,15(€). Also when the coefficients functions depend only on z as well as h and o,
we prove some asymptotic regularity and the existence of global attractor in Wy (£2) N
Lyea(Q).

Keywords: Reaction-Diffusion equation, Robin boundary condition, Absorbing set,

Asymptotic compactness, Global attractor, Existence and uniqueness.
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1 GIRIS

Difiizyon-Reaksiyon iki veya daha fazla kimyasal maddenin bir yiizey iizerinde
dagilmas1 ve bu maddelerin birbirleri ile tepkimeye girmesi stirecidir.

Difiizyon-Reaksiyon denklemlerinin biyoloji, fizik, kimya ve ekoloji gibi alanlarda
fiziksel olaylarin modellenmesindeki 6nemi bircok bilim adami tarafindan kanitlanmigtir.
1960 yilindan bu yana, bu tip denklemler iizerine yapilan caligmalar matematiksel ve
fiziksel anlamda ilging sonuglarin ortaya ¢ikmasini saglamigtir.

Bu tezin esas amaci bir sinif difiizyon-reaksiyon denklemi i¢in konulmus Robin sinir
deger probleminin ¢6ziimiiniin varhgini, tekligini aragtirmak ve yar1 akig araciligiyla
¢oziimin uzun zaman davramgini incelemektir. Bu tezde agagidaki problemi gozoniine

alacagiz:

uta— Au+ a(x, t)|ulPu — bz, t)|ul/"u = h(z,t), (z,t) € Qr (1)
(5 M D)lon = o(e',1), (&',1) € B 2)

u(z,0) = ug(x), € Q (3)

e () C R™ n > 3, olmak iizere sinir1 0 yeterince diizgiin sinirli bolgedir;

T>0, Qr=Qx(0,T) ve Xp =002 x [0, T]dir.

p,v > —1 olarak verilen sayilardir;

n 92
A= Zw olmak tizere n boyutlu Laplace operatorii;

a:Qr —RYb:Qr — R ve k: ¥p — R! verilen fonksiyonlardir;

h ve ¢ verilen genellesmis fonksiyonlardir;

Uzaysal-zamansal olgular1 agiklamak i¢in kullanilan diftizyon-reaksiyon denkleminin

genel formu agagidaki gibidir:
up — dAu = f(z,t,u)

Burada u(z,t) sicaklhigi, popiilasyon yogunlugunu, ya da genel olarak bir madde

miktarini temsil edebilir; d > 0 difiizyon katsayisidir; Au, u'nun x degigkenine gore
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Laplace’dir; f(z,u) ise heterojen ortama bagh reaksiyon terimidir. Bu tipteki den-
klemlerin teorisi ve uygulamalar1 Fife (1979), Smoller (1983), Britton (1986), Murray
(1993) ve Volpert (1994) yaymlarinda kapsaml bir gekilde incelenmistir.

Literatiire baktigimizda, genel olarak diftizyon-reaksiyon denklemlerinin Drichlet

g—z = 0; 092) sir kogullar altinda incelendigini ve Robin

(u(z) = 0;09) veya Neumann (
sinir kosuluna ¢ok az yer verildigini gormekteyiz. Bu nedenle bu tipteki denklemlerin
Robin sinir kogulu altinda incelenmesi son derece onemlidir.

Bu tezde, problem (1)-(3)’lin genellegmis ¢oziimiiniin varhgimi ve tekligini gosterdik-
ten sonra ¢oziimiin uzun zaman davranigini inceleyecegiz. Yani bu problemin ¢oziimii ile
belirli siirekli yar1 akigin yerel olmayan ¢ekicisinin varligini arastiracagiz.

Difiizyon-reaksiyon denklemlerinin yerel olmayan gekicilerinin varligi Drichlet sinir
kogulu altinda 1980°li yillardan bu yana birgok bilim adami tarafindan kapsamli bir
sekilde incelenmigtir.

Bu tip denklemler Robin sinir kogulu altinda ilk olarak 1987 yilinda Hale ve Rocha

([11]) tarafindan incelenmistir. Hale ve Rocha

uy — DAu = f(u)
D?TZ + BE(x)u =0

u(z,0) = up(x), v €

burada Q C R™(n < 3), st 052 yeterince diizgiin sinirh bir bolge, D > 0 bir sabit,
E . 09 — R™ stirekli ve porzitif bir fonksiyon, § > 0 bir sabit, f’in tiirevi Lipschitz
siirekli olmak iizere, kompakt cekicinin varligini gostermislerdir.

1991 yilinda Peter Hess ([12]) periyodik difiizyon reaksiyon denklemini Robin sinir

kosulu ile incelemistir:

u — k(t)Au = m(z,t)h(u)

Z—;‘ + B(z)u=0
burada Q@ C R"(n > 1), st 09 yeterince diizgiin smirh bir bolge ve k(t) pozitif,
Holder stirekli, T-periyotlu (7" > 0) bir fonksiyon, m Holder siirekli ve T-periyotlu
(T > 0) bir fonksiyon, h € C?(R, R)’dir. Bu ¢alismada ¢t — oo iken ¢oziimiin davranig
incelenmigtir. Her ¢oziimiin ¢ — oo oldugunda T-periyotlu ¢oziime yaklagtigl goster-

ilmigtir.



2008 yilinda Payne ve Schaefer ([22]) agsagidaki problemi incelemigtir:

uy — Au = f(u)
2—;; + Bu=0
u(z,0) = up(x), v €

burada Q@ C R™(n > 1), simr1 9N yeterince diizgiin siirh bir bolgedir. Bu galismada
birinci mertebeden difirensiyel esitsizlikler kullanilarak ¢oziimiin sonlu zamanda patl-
masi i¢in f ve ug lizerine yeterli kogullar bulunmustur.

2008 yilinda Abdalaziz Saleem ([1]) doktora tezinde agagidaki problemi gozoniine

almigtir:

uy — dAu + g(u) =0

3—;" +pfu=0

u(z,0) = ug(x), z € Q
burada Q C R™(n < 3), smir1 99 yeterince diizgtin smurl bir bolge ve g € CY(R, R) ve
B pozitif bir sabittir. a,p € R olmak {izere
lg(u)| < alulP +C
kogulunu saglamaktadir. Tezinde, A = —A + [ operatoriinii Robin sinir kogulu ile
gozontine almig ve Lo(£2) uzayi i¢in bu operatoriin 6z fonksiyonlarim igeren ortanormal
bir baz oldugunu, W.}(€) igin ise ortogonal bir baz oldgunu ispatlamigtir. Ayrica Faedo-
Galerkin yontemi ile zayif ¢oztimiin varlik ve tekligini ispatlamistir.

2011 yihnda Jean-Frangois Rault ([24]) makalesinde asagidaki problemi gozoniine

almigir:

uy = Au + uP

B 4 k(2 t)u =0

u(z,0) = uo(x), z €
burada 2 C R™ exterior bolge, p > 1, k negatif olmayan siirekli bir fonksiyon, ug €
C(Q)’dur.
0 < |Juo]lee < o0, Hxllégoouo(x) = 0 kosgullar saglandiginda:
epe(l,1+ %) i¢in agikar olmayan tiim pozitif ¢oziimlerin sonlu zamanda patladigini
gostermigtir. Dahasi eger n > 3ise p = 1—1—% i¢in de bunun dogru oldugunu gostermistir.

°op > 1+% oldugunda uy’1n yeterince kii¢iik degerleri i¢in agikar olmayan global pozitif

3



¢oziimiin varligini gostermistir.
e k fonksiyonu i¢in ek olarak k£ > ¢ kosulu saglandiginda, ug'in yeterince kii¢lik degerleri
i¢in global pozitif ¢oziimiin varligini gostermistir.

2012 yilinda Lu Yang ([35]), © C R"(n > 3), smir1 0N yeterince diizgiin sl bir
bolge ve f,g € C'(R, R) olmak iizere agagidaki problemi incelemistir:

u — Au+ f(u) = h(z,t)
Z—Z +g(u)=0
u(z,0) = up(x), x €

Bu makalede, p > 1 ve ¢ > 1 olmak tizere lsﬁiﬁ)ﬂ@é‘(,% = Cf ve ‘Sl‘igloél(% = C,,
p+1>2q¢veC; >0,C; <0 oldugunda problem otonom iken ¢oziimiin asimptotik
diizenliligi, problem otonom olmadiginda ise W3 () uzaymda global ¢ekicinin varhg
ispatlanmigtir.

Bu tezde problem(1)-(3)’iin baglangic kogulu sifir oldugunda genellegmis ¢oziimiiniin
varhigini ispatladik. Ayrica baglangic kogulu sifirdan farkl oldugunda genellegmis ¢oziimiin
varligr ve tekligi ispatlandiktan sonra yari akiglar araciligi ile ¢oziimiin uzun zaman
davramgmi inceledik. Ilk olarak, h ve ¢ fonksiyonlar t’ye bagh olmadigimda W) N
L,12(9) uzaymda yutan kiimenin varhgi gésterilmistir. Dahasi h ve ¢ fonksiyonlarinin

yani sira katsay1 fonksiyonlar: da t’ye bagh olmadiginda ¢oziimiin asimptotik diizenliligi

aragtirlimg ve Wy () N L,42(€) uzaymmda yerel olmayan ¢ekicinin varhigr gosterilmigtir.



2 ON BILGILER

Bu boliimde ilerideki boliimlerde kullanilacak bazi tanimlar, teoremler, goste-
rimler ve egitsizlikler verilecektir.
LINEER UZAYLAR

X, bir reel lineer uzay olsun.

Tamim 2.1 ([7]) ||.]| : X — [0, 00) asagidaki kosullar: saglayan bir doniisim olsun:
(i) ||z|| = 0 ancak ve ancak x = 0 dar.

(ii) Vo € X ve YA € R icin ||\x| = |\|||z|| ‘dir.

(i) Y,y € X igin ||z +yl| < [le]| + |y “dir.

Bu durumda X ’e normlu lineer uzay, ||.|| dénisimine norm denir.

Tamim 2.2 ([7]) X normlu lineer uzay {x,} C X vex € X olsun. Eger lim ||x,—z| =
n—roo

0 ise o zaman x, dizisi x’e yakinswor denir ve x, — x ile gosterilir.

Tamim 2.3 ([7])X normlu lineer uzay {x,} C X olsun. Eger Ye > 0 i¢in
|xn — x| < &,Yn,m > N

olacak sekilde bir N > 0 varsa {z,} dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.4 ([7])X normlu lineer uzay olsun. X’den alinan her Cauchy dizisi bu uzayda

bir elemana yakinsak i1se X e tam uzay denir.
Tanim 2.5 ([7])Tam, normlu bir lineer uzaya Banach uzay: denir.

Tanim 2.6 (/2]) X normlu lineer uzay: sayilabilir yogun alt kiimeye sahipse X uzayina

ayrilabilir uzay denir.

Tanim 2.7 ([2]) X reel lineer uzay olsun. X dzerindeki i¢ ¢arpuman drettigi norma

gore Banach uzay ise X 'e Hilbert uzayr denir.

Tanim 2.8 ([9]) X normlu lineer uzay olsun. X fizerindeki tim dogrusal ve sinirl
fonksiyoneller uzayina X uzaymman duali denir ve X* ile gdosterilir. ' € X* olmak

uzere X* uzerindeki norm:

(', z)
.= sup
X z€X, T£0 HxHX

2]

biciminde tanimlanar.



Tamim 2.9 ([7]) X Banach uzay olsun. Eger (X*)" = X ise X' e yansimaly uzay

denir. Daha agik olarak her u** € (X*)* igin
(u™, u*) = (u*, u), Yu* € X*
esitligini saglayan v € X varsa X yansvmaly uzaydir denir.

Tanim 2.10 (/8/) X Banach uzay ve {x,,} C X olsun. Eger her f € X* icin
lim (f,z,) = (f, ) ise {z,} dizisi x € X e zayf yakinsaktur denir ve
n—a~oo

Tn ? x bigiminde gosterilir.
Tanim 2.11 (/8]) X, Y normlu lineer uzaylar ve X CY olsun. Her u € X i¢in
[ull y <c Jlull x

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayist varsa X uzayr Y uzayna sturekli gomalir denar.

Tanim 2.12 (/8/) X Banach uzay: olmak tizere X CY olsun. Ejer X uzayinda
up € X e zayf yakinsayan keyfi {u,} C X dizisi Y uzayinda uy’ a gli¢li yakinsiyorsa
X wzayp Y uzayma kompakt gomilir denar.

Ayrica X yansimaly Banach uzay ve'Y keyfi Banach uzay ise X in'Y " ye kompakt

gomilmesi asaqidaki kosullarin saglanmasina denktir.
(a) X CY
(b) X’den alman keyfi sinarl bir alt kime Y ’de kompakt bir alt kiime tarafindan
kapsanar.

Teorem 2.13 (/8]) Banach uzayinda zayf yakinsak bir dizi sinarlidar.

Teorem 2.14 ([36]) X yansimali Banach uzayr ve {x,} bu uzayda sinarl bir dizi

olsun. O zaman bu diziden 6yle bir alt dizi secebiliriz ki bu uzayda zayif yakinsar.

Teorem 2.15 ([19]) X ve Y normlu lineer uzaylar ve A : X — Y lineer operator ise

A operatorinin sinarbilgr ve strekliligi denktir.

Teorem 2.16 ([19/) X ve Y Banach uzaylar ve A : X — Y lineer stirekli operatér

olsun. O zaman A : X —Y zaypf sureklidir.
6



OLCULEBILIR FONKSIYONLAR

Tamim 2.17 (/14]) (%, n) 6l¢ti uzay, {fn.} ve f Q tzerinde tanwml, gercel degerli
Y- olciilebilir fonksiyonlar olmak tzere;

Ve > 0 icin Vn > N i¢in

ple:[f (@) = fu(@)] 2 e} <e

olacak sekilde AN > 0 sayist bulunabiliyorsa {f,} dizisi f fonksiyonuna édlgiime gore

yakinsiyor denir ve
fo = f

olarak gosterilir.

Onerme 2.18 ([14]) (Q, %, 1) 6l¢ii uzay, p(Q) < oo, {fo} ve f gercel degerli dlgiilebilir
fonksiyonlar, f, [ fonksiyonuna élgiime gére yakinswyor olsun. O zaman {fn,} < {fn}

alt dizisi vardwr ki f,, iy f saglanar.

LEBESGUE UZAYLARI

Tanim 2.19 (/2]) Q C R"™ bir bolge ve p > 1 pozitif bir gercel sayr olmak tzere

tuzerinde tanimlanmas

Q/ lu (2)|P dz < o0

kosulunu saglayan, ol¢ilebilir u fonksiyonlar simifina, L, (2) uzaye denir. Bu lineer

uzay uzerindeki norm
fullsyo = | [ lu@P s
Q
biciminde tanimlanar.

Tanim 2.20 (/2]) Q C R" bélgesinde hemen hemen heryerde sinurly dl¢iilebilir fonksiy-

onlar wzayma La (Q) uzays denir. Uzerindeki norm:
HUHLOO(Q) = ess sup |u ()|
zeQ
seklindedir.

Teorem 2.21 ([2]) Eger 1 <p < oo ise L, () Banach uzayidur.
7



Teorem 2.22 ([2]) Eger 1 <p < oo ise L, (Q) ayrilabilir uzaydor.
Teorem 2.23 ([2]) 1 <p < oo < L, () yansumalr uzaydr.

Tamim 2.24 (/7])X bir Banach uzayr 1 < p < 0o ve —00 < a < b < 0o olmak tizere

b
/M@hﬁ<w

kosulunu saglayan 6l¢ilebilir u : (a,b) — X fonksiyonlardan olusan uzaya Ly(a,b; X)

uzayr denir. Ly(a,b; X) bir lineer normlu uzaydur ve dzerindeki norm

b
1
MMMMfﬁ/mwﬁﬁw

biciminde tanimlidar.

Tamim 2.25 (/7)) X bir Banach uzays p = 0o ve —oo < a < b < oo olmak tizere
olgilebilir ve hemen hemen her yerde sinarle w : (a,b) — X fonksiyonlardan olusan
uzaya Loo(a,b; X) uzayr denir. Loo(a,b; X) bir lineer normlu uzaydir ve dzerindeki

norm

[l 2 (aix) = €55 sup ||u(t)||x
te(a,b)

biciminde tanimlidar.

Teorem 2.26 ([14]) {f.}. L, ()’ da fonksiyonlar dizisi olsun ve f, L—(E) f olsun. O

P
zaman { fn} fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna dlgiime gére yakinsar.

Teorem 2.27 ([7]) X ve Y Banach uzaylar olsunlar. Ly(a,b; X) asaqidaki ozellikleri

saglar:

(i) p € [1,00] igin L,(a,b; X) bir Banach uzayidar.

(i1) p € [1,00) igin Ly(a,b; X) ayriabilir uzaydur ancak ve ancak X ayridabilir uzaydor.
(117) p € (1,00) i¢in X yansimaly uzay ise L,(a,b; X) bir yansimale uzayder.

(w) 1 < p<qg<oowveX CY sirekli ggmilmesi varsa Ly(a,b; X) C Ly(a,b;Y)

surekli gomulmest vardur.

Teorem 2.28 ([18]) By, B, By asagidaki kosullar saglayan Banach uzaylary olsunlar:
8



(i) By C B C By, By ve By yansimali uzaylar olsunlar.
(ii) By — B kompakt gémiilsiin.
Bu durumda 0 < T < 0o, 1 < pg,p1 olmak tzere
{v:velL,(0,T;By), % € L, (0,T;By)} — L,,(0,T; B)
kompakt gomilmesi vardar.
Lemma 2.29 (/16/) Q C R™ (n > 1) sunarle bolge p > 1, ¢ > 1 olmak iizere
FiLy (@) = L,()

swnarl bir dontstim ve

f(t.): R - R

stirekli fonksiyon olsun. Ayrica {u,} C L, (2) ve ug € L, (2) igin

ve

olsun. O zaman I{Up,} C {un} vardur ki

f(xaumk) ?2) f(.I',UO)

q

saglanar.

SOBOLEV UZAYLARI

Tamim 2.30 (/2/) Q C R" bélge, m > 0 bir tamsayr ve

1 <p < oo olsun.

W (Q)={ueL,(Q): D% € L,(Q),¥]|a|] <m }

p

biciminde tanimlanan uzaya Sobolev uzayr denir. Burada

ve

B 0%u (x)

N o
9

D% (z)




dir. Bu dogrusal uzay tzerindeki norm, 1 < p < oo i¢in;

3 =

lhpior = (o £, 1 D7l o )
ve p = 00 1¢in;
||U||Wg(ﬂ) = 0§H|13|}§m I DauHLoo(Q)
seklindedir. m = 0 igin W) (Q) = L, (Q) dur.
p =2 ise W3 () uzayr bir Hilbert uzayidir. Bu uzay tzerindeki i¢ ¢arpim

<%vxn:1émgmzrm¢@ D% (2) dx

biciminde tanimlanar.

Teorem 2.31 ([2]) W (Q2) Banach uzaydar.

Teorem 2.32 ([2]) Eger 1 < p < oo ise W (Q) ayrilabilir uzayidir
Teorem 2.33 (/2]) Eger 1 < p < oo ise W] (Q) yansimals uzaydar.

Teorem 2.34 ([13]) Q = R ya da C* sumfina ait a¢ik siarl kime olsun. Bu  du-

rumda asaqidaki gomilmeler siureklidir.

(i) Eger 1 < p<nise Wy() C Ly (Q), g€ [1, %]
(i) Eger p=n ise W, () C Ly (), q € [1,00)
(#13) Eger p > n ise W, (Q) C Lo ()

Teorem 2.35 (/2]) Q R™’ de uniform C™-regularity ozelligine sahip olsun. Eger

mp<nvep§q§wise

W™ (Q) C L, (09)

p

surekli gomulmesi vardir. Eger mp = n ise p < g < 0o i¢in bu gomilme vardar.

(Uniform C™-regularity ozelligi: Eger 02 sinirmin yerel bir sonlu acik ortiisit {U;} ve
ona karsilik gelen birebir, m-smooth doniigiimlerin bir ailesi {®,} varsa 6yle ki ®;, U;’yi

B ={y € R": |y| < 1} kiimesine gotiiriiyor ve gu ozellikler saglaniyor:

10



(i) Baz 6 > 0 igin, U2, W;({y e R" : |y[ < $}) D Qs, ¥, = q)j_l.

(ii) Bazi sonlu R i¢in, U; kiimelerinin her R + 1 koleksiyonu bog arakesite sahiptir.
(iii) Her j i¢in, ®;(U; N Q) ={y € B:y, > 0}.

(iv) (®j1,..,P;.) ve (V;1,..,¥;,), ®; ve ¥; nin bilegenlerini temsil etmek iizere, Gyle
bir sonlu M sayis1 vardir ki, her « igin |a| < m, her i i¢gin 1 <4 < n ve her j igin,

|Daq)J7Z($)| S M, T € U] ve |Da\I/]71<y)| S M, Yy < B’dir.
o zaman €, uniform C™-regularity ozelligine sahiptir.)

Teorem 2.36 ([13]) Q C' simfina ait agik, sinarl bir kiime olsun. Bu durumda asagidaki

gomalmeler kompakttur:

(i) Eger p <n ise W}(Q) C Ly(Q), q € [1,%)
(i) Eger p=n ise W, (Q) C Ly (), p=n, q € [1,00)
(iii) Eger p > n ise W} (Q) C C (Q)

Teorem 2.37 ([7]) Q suurn C1 e ait suarly bélge olsun. Oyle bir dogrusal sinarly

T:WHQ) — L, (09Q)

p

operatori vardwr ki asagqidakiler saglanar.

(ii) | Tull,, o0) < cllullyq) Yo € WiQ). e = c(p.9)

m—1
p

Teorem 2.38 ([2]) Eger u € W] (Q) ise v = ulyq, Wy *(09Q) uzayina aittir ve

19l gy < 50 Tl

1
saglanar ve tersine ejer v € W, ? (9S2) ise 0 zaman 3 u € Wi () vardir ki v = ul g

ve
oy < Kool g

saglanar.
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Tanim 2.39 (/7]) X bir Banach uzayr 1 < p < 0o ve —oo < a < b < oo olmak tizere
W (a,b; X) = {u € Ly(a,b; X) : v’ € Ly(a,b; X)}

biciminde tanimlanan uzaya Wpl(a, b; X) wzayr denir. Bu uzay bir normlu lineer uzaydur

ve bu uzay uzerindeki norm

b 1
(S lu@dt + ' (@Ol%)7,  1<p<oo
HfHWI}(a,b;X) = @ /
ess 8%)(\|U(t)HX + W ®)lx), p=oc
te(a,

biciminde tanimlidr.

Tanim 2.40 (/8/)(Coercive Operator) X Banach uzay, X* onun dual uzayr olmak

tzere f: X — X* operatori u € X i¢in

{f (u) ,u)

|ul|y = 00 iken ~“——— — 00
lullx

ise [ operatorine coercive dir denir.

Teorem 2.41 (Varlik Teoremi, [29]) X wve Y Banach uzaylari, X* ve Y*'da
siraswyla dual uzaylar olsun, My C X zayif tam “reflexive "pn-uzay , Xg € Mo NY

ayrilabilir topolojik vektor uzayr olsun. Asagidaki kosullar saglansin:
(1) f:Py— L,(0,T;Y) zayf stirekli bir donisimdir, burada
Py =L, (0, T; Mo) N W, (0, T;Y)n{x(t)]| 2(0) =0}
1 <max{q,¢} <p<oo, ¢ = q%l;

(II) s > 0, m > 1 olmak tzere A : W2 (0,T;Xo) — W2 (0,T;Y") lineer strekli

operatori vardir ki, A 2 ile degismelidir ve ker(A*) = {0} dur;

(III) f ve A operatorleri, genellesmis anlamda, L, (0,T; Xo) uzayr tzerinde coercive
tkile olusturur, yani oyle bir r > 0 sayist ve ¥ : R}r — R}r fonksiyonu vardwr ki
T — 00 tken V(T)/T — o0 we her x € L, (0,T; Xy) igin [x]r,(mq) = T kosulu

altinda asaqidaki esitsizlik saglanir:

/ 2 (1)), Az ()t > U (], o)

12



(I1V) oyle Cy > 0, C1,Cy > 0, v > 1 sabitleri vardur ki her x € I/Vp1 (0,T; Xo) wve
€€ L,(0,T; Xy) icin asagudaki egitsizlikler saglanar:

T

Jiew . acwnar > ol o~ o

0
t

d
[ az@iar = Cilaly (0~ Co acctedT
0

(1) - (IV) kosullar saglansin. Bu taktirde asagudaki esitlik her y € M C Ly (0,T;Y)

1cin Py ’da cozilebilirdir,

/<Ccil_f+f(t,:c(t))ay* (t)>dt=/<y(t),y* () dt, Vy" € Ly (0,T;Y™),

T
burada M = {yELq(O,T;Y):sup{ﬁf(y(t),/lx(t» dt | xELp(O,T;XO)} <oo}

0,T;Mgq) 0
biciminde tanimlanmastur.
Lemma 2.42 ([7])(Gronwall Lemma)
n(.), [0, T] aralgu tizerinde mutlak sirekli, negatif olmayan fonksiyon olsun ve ¢,
Y fonksiyonlar [0,T] dzerinde negatif olmayan toplanabilir fonksiyonlar olmak tizere

hemen hemen her t icin asagidaki diferensiyel esitsizlik saglansin:

n'(t) < o(t)n(t) + (1)

O zaman her 0 <t < T i¢cin asaqidaki esitsizlik saglanar:

t

[mm+/w@wJ

Diizgiin Gronwall Lemma:
g,h vey (ty,00) uzerinde yerel olarak integrallenebilir pozitif fonksiyonlar olsunlar
oyle ki % (to,00) tzerinde yerel olarak integrallenebilir olsun ve ay,as,az > 0, r > 0

olmak tizere ¥t > tog asaqidaki egitsizlikler saglansin:

d t+r t+r t+r

W< g +n0), [ ois<an [ 1ds <aa [ y(s)as <
t t t

O zaman YVt > tg i¢in

a
y(t+7) < (5 + az)e”

esitsizligi saglanar.
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Lemma 2.43 ([7]) (Kwsmi Integrasyon Formiili) Q C R" suurh, acik bir alt
kiime ve 9 smar CY'den olsun, ' siarn birim normal vektorinin (m = (', n?,

..m™)) i. bileseni olmak 1tizere u, v € C* (ﬁ) olsun o zaman;

/uxivdx = — /uvzidx + /uvnidS

Q Q )
dir (i =1...n).

Teorem 2.44 ([7]) (Green Formdili) Q@ C R™ sinuwrl, acgik bir alt kiime olsun, ve
O sinary Cden olsun. u,v € C? (ﬁ), v 02’man dis birim normal vektori olmak tizere

asagidaks esitlikler vardor.
(i) [Audx = [9“dS
Q o0
(ii) [Dv.Dudz = — [uAvdz+ [ FudS
Q Q o0
(iii) é(uAv —vAu)dr = ak[z (e —ve)dsS

Tanim 2.45 (/31])(Test Fonksiyonu) ¢, kompakt support’a sahip gercel degerli ve
her mertebeden sirekli tirevi olan bir fonksiyon ise (p € C°(2)) ¢ 'ye test fonksiyonu

denair.

Bilinen toplama ve skalerle ¢carpma iglemi ile test fonksiyonlar kiimesi bir vektor uzayidir

(bu uzay1 D ile gosterecegiz).

Tanim 2.46 (/31])(Genellestirilmis Fonksiyon)f, D dzerinde tanvmle bir fonk-

siyonel olsun. Asagqidaki kosullar: saglayan f’e genellestirilmis fonksiyon denir:
(a) Her cy ve ag gercel (veya kompleks) saylar ve her 1, po € D igin
(fya1p1 + aapa) = ar (f, 1) + aa (f, pa)

Yukaridaki tanimdan ¢ikar ki, integrallenebilir bir f fonksiyonu D tizerinde genellestirilmis

fonksiyondur. Gergekten, her ¢ € D i¢in
(o) = [ Fa)otayis

integrali sonludur ve integralin ozelliklerinden yukaridaki tanimin kosullar1 saglanir.
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Tanim 2.47 ([7])(Zaysf Tiirev) Q2 C R" agik bir bolge ve u,v € L}, .(Q)

loc

(L) ={u:Q— Rl her V CC Q i¢inu € LY(V)}), a multiindex olmak iizere ejer

loc
/uDagodas = (—1)'“/1}90(1:5

Q Q

her test fonksiyonu o i¢cin

esitligi saglanirsa v’ye u’nun |o|. zayif kismi tirevi denir (D*u = v).

Lemma 2.48 ([7])(Hélder Egitsizligi) 1 < py,...,pm < 00, pi1+...+}% =1 olsun.

up € Ly, (), k=1,....,m ise

m
/|u1um| dr < H ”uk’”ka(Q)
A k=1

olur.

Lemma 2.49 ([7])(Young Egitsizligi) 1 < p, ¢ < oo, 1/p+ 1/q = 1 olsun. Bu

durumda
alP b
ab< —+—, (a, b>0)
p q
veya
ab <ed’+ C(e)b?, (¢ >0)
olur.

Lemma 2.50 (/33])(Interpolasyon Esitsizligi) Q C R" sinwrl bir bolge olmak
tzere, p,r € [1,00] ve p < r olsun A € [0,1] olmak tzere q € [p,r| asagidaki gibi

tanimlansin:

Eger f € L,(Q) N L,(Q2) ise f € L,(Y) dur ve asagudaki esitsizligi saglar.

1 2oy < A, @11 0
Lemma 2.51 (/2]) Eger 1 <p < oo vea>0,b>0 ise o zaman

(a+b)P <2071 (aP +bF) (2.1)

esitsizligi saglanar.
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Teorem 2.52 (/32]) Her w € W3 (Q) igin en az bir ¢ = ¢(Q) sabiti vardwr éyle ki,

/|u|2da:Sc(/|Du|2dm+/|u|2daz')
0 0 £

esitsizligi saglanar.

Bu teoremden asagidaki sonug elde edilir:

~

Sonug 2.53 Her u € W3 (Q) icin en az bir ¢ = ¢(c(Q)) sabiti vardwr yle ki,

2 ~ 2 2
||u||W21(Q) §0(||DU||L2(Q) + ||u||L2(6Q)) (2.2)
esitsizligi saglanar.

Sonug 2.54 Her u € Wy (Q) N Loy1(Q) (o > 1) igin en az bir ¢ = ¢(Q) sabiti vardr
oyle ki,
lully ey < lullzr @ + IDullzyq + ¢ (2.3)

Lat1(Q

esitsizligi saglanar.

Ispat. HUH%2 (o) Dormuna asagidaki sekilde Young Esitsizligi'ni uygularsak,

2 atl —1
/|u\2d3:§—/]u|2 gldx%—a—/dx
a+1 a+1
Q 0 Q

yani,

) < lullf @) + mes()
esitsizligini aliriz (0%1, g—j& < 1). Bu esitsizlikte her iki tarafa || Dul|7 Io(q) terimini
eklersek,

2 2 a+1 2
lullZyqy + I1Dullzy) < Iullzl), @ + IDullz,q) +mes(Q)

La+ 1
esitsizligini dolayisiyla,

2 a+1 2
ullwr) < HUHL;LH(Q) + [ Dull ) + ¢

esitsizligini elde ederiz (¢ = mes(Q2); mes(€2), Qmn Slglimidiir). m
Sonug 2.55 Her u € Wy (Q) N Lay1(Q) (o > 1) igin

a+1 a+1
||u||W1(Q + ul N (HDUHL2 @ T .t )+C,

La+1 La+1

esitsizligi saglanar.
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Teorem 2.56 (/35]) Her uw € W3 () ve her e > 0 saysi igin oyle bir C. pozitif sabiti

vardwr ki asaqidaki esitsizlik saglanr:

/qum’ < 5/|Vu\2dx + CE/UQdQE (2.4)
Q

o0 Q
YARI AKIS TEORISI
Bu béliimde yer alan tiim tanim ve sonuclar Temam ([33])’ten alinmigtir.

X bir Banach uzayr olmak tzere, B X “in tim sinwrl alt kiimelerinin ailesini gostersin:

Tanim 2.57 {S(t)}i>0, X dzerinde tanimle operatérler ailesi olmak tzere asagqidaki

kosullary saglasin:
i) S(0) =1,
it) S(t+s)=S(t)S(s), Vit,s€ R,
iii)S(t) : X — X dondisimi Yt > 0 i¢in streklidir.
O zaman {S(t)}+>o ailesine sirekli yar:y akug denir.
Tanim 2.58 (Degismez kiime) S(t) : X — X, t € R, bir yar akis olmak tizere
B C X olsun. Eger ¥Vt € R, i¢in
S(t)B=RB
oluyorsa B kimesine degismez kiime denir.
Tanim 2.59 S(t): X — X, t € R, bir yart akis ve By C X olsun. ¥ B € B igin
S(t)B C By, YVt > Ty(B)
olacak sekilde 3 T1(B) > 0 saysi varsa By kiimesine yutan kime denir.
Tanim 2.60 S(t): X — X, t € R, bir yar akis olmak tiizere A C X, B € B i¢in
t — oo iken distx(S(t)B,A)—0
kosulunu saghyor ise A kiimesi B kiimesini ceker denir.

Tanim 2.61 (Yerel olmayan cekici) S(t) : X — X t € Ry yar akis olsun.
A € B asaqidaki kosullar saglasin:

(i) A kompakttir.

(1i)A kiimesi VB € B’ yi ¢eker.

(i1i) A degismez bir kiimedir.

Bu durumda A kiimesine {S(t)}+>0 yart akisinin yerel olmayan cekicisi denir.
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Tanim 2.62 (Asimptotik Kompaktlik) S(t): X — X, t € R, bir yar akis ve ¥V
B € B i¢in ¢ € B olmak tzere t, — oo iken {S(tx)(pr) i, dizisi relatif kompakt
oluyorsa {S(t) }+>0 yart akisina asimptotik kompakt yary akis denir.

Teorem 2.63 S(t) : X — X, t € Ry sirekli yar akis olsun. Eger {S(t)}>0 yar
akist yutan kumeye sahip ve asimptotik kompakt ise bu yary akis yerel olmayan cekiciye

sahiptir.
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Calismamizda kullanacagimiz diger sabitler agsagidaki esitsizliklerden gelmek-
tedir:

Teorem 2.34°e gore Yu € W3 () i¢in Je; > 0 ve Jep > 0 sabitleri vardir ki

July o) < ey (25)
0 < 2 g (26)

Teorem 2.35’e gore Yu € Wy () igin ez > 0 sabiti vardir ki

[ullzao0) < esllullwie) (2.7)

Teorem 2.35’e gore Yu € Wy (2) igin Jeq > 0 sabiti vardir ki
HUHL%((?Q) < e ||l q) (2.8)

Teorem 2.38’e gore Yu € W3 () i¢in Jes > 0 sabiti vardir ki

lull 4

whom < sl (29)

Teorem 2.38’e gore Yu € Wy () igin Jeg > 0 sabiti vardir ki

[ullwy (@) < co llul (2.10)

1
w2 (69)

esitsizlikleri saglanir.
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3 BIR SINIF DIFUZYON-REAKSIYON DENKLEMI
ICIN ROBIN SINIR DEGER PROBLEMININ
GENELLESMIS COZUMUNUN VARLIGI

3.1 Problem (1)-(3)’iin Formiiliize Edilmesi ve Ana Kosullar

Bu béliimde 2. Boliimde yer alan Varlik Teoremini (Teorem 2.41) kullanarak problem

(1)-(3)’tin genellegmis ¢Ooziimiintin varligini ispatlayacagiz:
— Au+ a(z, t)|ulfu — b(z, t)|ulu = h(z,t), (z,t) € Qr (1)
<§—j7‘ + R Ol = 9@ 1), (10) € S ©)
u(z,0) = up(x), x € (3)
Problem (1)-(3) igin 7" > 0 olmak iizere h € Ly(0,T; (W3(Q))*) + L%(QT) ve

1

¢ € Ly(0,T; W, 2(09)) oldugunu kabul edelim.

Asagidaki kosgullar saglansin;

() a ve b negatif olmayan fonksiyonlardir 6yle ki a € Ly, (0,T; L,,(2)),
b € L. (0,T;L.,(Q))(burada pi, r1, p2, 2 > 1 olmak iizere bu sayilar p ve v

parametrelerine bagh olarak ileride tanimlanacaktir).
(42) k € Loo(0,T5 L, (02)) dur.

Py uzay1 asagida oldugu gibi tanimlansin;

Po := Ly(0, T; W3 (Q)) N Ly2(Qr) N W (0, T; (WHQ)*) N {u : u(z,0) = ug(z)}

Tamm 3.1 Asagidaki esitligi keyfi v € Wy (0, T; (W3 (Q))*)NL2(0, T; Wy (2))NL,+2(Qr)

icin saglayan u € Py fonksiyonuna problem (1)-(3)’iin genellesmis ¢6ziimii denir:

T T
—//u%dmdtjt/ (x,T)v(:c,T)dx—/u(m,O)v(w,O)dm—i—//Du.Dvdxdt—l—
0

Q 0

T T
//a(m,t) |ul” vodxdt — //b x,t) |u|” vodzdt + // 2 tuvdx'dt =
0 o 0

0 9Q

T T
//hvda:dt + //(pvd:c'dt
0 ‘0 0 B0
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Simdi Py uzayini karakterize edelim. (1) denklemine baktigimizda agiktir ki dogrusal
olmayan terimler arasinda a(zx, t)|u|’u terimi diger terimlere gére daha giiglii bir dogrusal
olmayan yapiya sahiptir. Bu yiizden Fy'in karakterizasyonu p terimine gore yapilmigtir.
Py'in taniminda gecen ilk iki uzay arasindaki baglantilara bakalim:
e -1 <p<O0ise
p+2 < 2 oldugundan Ly(0,7;W5(2)) C L,12(Qr) olacaktir. Dolayisiyla burada
h € Ly(0,T; (W} (Q))*) olacaktir.

Buradan agiktir ki problem (1)-(3)’ii agagidaki {ig alt boliimde incelemeliyiz:

(1) Ust Lineer Durum (p > 0)
(2) Alt Lineer Durum (—1 < p <0)
(3) Lineer Durum (p = v = 0)

v paremetresi ise p’ya bagli olarak alinanacaktir. Bu ti¢ alt boliimde baslangi¢ kogulu
sifir (ug(x) = 0) oldugunda genellesmiy ¢éziimiin varhgim ispatlayacagiz. Bu durum-
larin diginda dordiincii alt boliimde ise baglangig kosulu sifirdan farkli (ug(x) # 0)
oldugunda, iist lineer durumda, yani p,v > 0 iken genellesmis ¢oziimiin varligini ve

tekligini ispatlayacagiz.

3.2 Ust Lineer Durumda Problem(1)-(3)’iin Coziilebilirligi

Bu boliimde problemimiz p > 0, —1 < v < p oldugunda incelenecektir. Burada tanim
3.1’de verilen Fj uzay1 asagidaki gibi alinacaktir;
Py = Ly(0,T; W5 () N Lyy2(Qr) N W5 (0, T (Wa(2))*) N {u : u(x,0) = 0}.

3.1 alt bolimiinde yer alan (2) kosulundaki pq, po, ri, o sabitleri asagidaki gibi

alimacaktir:
P1=p2 =0
pt2 5
_ _ v eger v < p
rL="re =
0, eger v =

Ust lineer durumda genellesmis ¢oztimiin varlik teoremini ifade edebiliriz,

Teorem 3.2 (i) ve (i) kosullar: saglansin. Ayrica p > 0, —1 < v < p olsun. Fk

olarak asagqidaki kosullarin saglandiginy kabul edelim:
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(iii) o Eger —1 < v < p ise oyle bir ag > 0 sayisy vardwr ki hemen hemen her
(x,t) € Qr i¢in a(x,t) > ag’dir .
e Eger v = p ise oyle bir by > 0 sayist vardir ki hemen hemen her (x,t) € Qr

icin a(x,t) — b(x,t) > by 'dar.

(iv) Oyle bir ko > 0 sayst vardur ki hemen hemen her (x',t) € Sy igin

k(x',t) > —ko esitsizligi saglanir, burada

min{a’,1}

. eger —l<v<p
ko <
min{b’,1} cier v —
C% ) g =p

O zaman V/(h, p) € [Lo(0,T; (W3 (Q))*) + LLﬁ(QT)] X Loy(0,T; W, 2(09)) igin problem
(1)-(3)%in Py’da genellesmis ¢ozimi vardir. (burada o', b saylar o’ < ag ve b < by

olacak sekilde pozitif saylardur.)

Teorem 3.2'nin ispati i¢in Teorem 2.41°i kullanacagiz. Bunun igin problem (1)-(3)’tin

yarattigl dontigiimleri ve uygun uzaylar: tanimlayalim.

£ o= {fi fo} t Py = [La(0, T (WAQ))) + Losa (Qr)] x La(0, T3 W; # (592))

1

fi(u) == —Au+ a(z, t)|ulfu— bz, t)|ul"u

Gerekli uzaylar1 ve dontgiimleri belirledik. Simdi bu doniigtimlerin Teorem 2.41’in
kosullarini sagladigini gormek igin bu dontigiimler iizerine gerekli lemmalar: ispatlay-

acagiz.

Lemma 3.3 Teorem 3.2'nin kosullar saglansin. O zaman f donusumi Py uzayindan

[Lo(0,T; (W3 (2))*) + L%(QT)] x Ly (0, T WQ_%((?Q)) uzayina swnarly bir déndisimdir.

ispat. Bu doniigiimiin sinirli oldugunu gormek igin f; ve fo'nin uygun uzaylarda sinirh

oldugunu tek tek gosterelim. Once

fr 1 Py € Lo(0, T Wy (Q)) N L2 (Qr) — La(0, T5 (Wy ())7) + Ltz (Qr)

1
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doniigtimiiniin sinirh oldugunu gorelim:

u,v € Py olmak tizere;

11 Lao.25W2 @)L pao (Qr) = sup [(f1 (u) ,v)] (3.1)
a vl 2y 00w @)L, @)=L
seklindedir.
T T T
|(f1(u),v)| = \// — Auvdzdt + //a(m,t)]u\”uvdxdt - //b(x,t)\u]”uvdxdt\
0 ‘o 0 ‘o 0 ‘o

Bu esitligin sag kismini tistten degerlendirelim. Bu egitligin 1. terimine sinir kogullarini

gozontine alarak kismi integrasyon uygular ve degerlendirirsek;
T
dx'dt + //a(x,t) |’ v] dedt

T T
(f1 (u),v)] g//|Du| ]Dv]d:cdtJr//‘%v
0 & 0 09 1 0 o

T
+//b(x,t) | v| dadt (3.2)
0 ‘o

esitsizligi elde edilir. Bu egitsizligin birinci terimine Holder esitsizligi uygularsak;

/ / \Dul | Do| dedt < / 1Dl e 1DVl 0 < / el oy Nl lt <
0 0

[wll £y o, w1Vl Lo, owi ) (3.3)

esitsizligi elde edilir.

oldugunu gozoniine alir ve W, 2 (89)

(3.2) esitsizliginin 2. terimi i(;in

dual uzayindaki norm tanimindan yararlamrsak;

// d:v’dt<//|Du| ]v|d:)3dt</||DuH lv]] 1
2o wi 89)

0
olur. Bu esitsizlikte keyfi u € VV2 (09Q2) igin HDuH bon) < Jul| whoa) oldugunu ve

(2.9) esitsizligini gozoniine alip Holder Esitsizligini uygularsak,

< HUHLZ(O,T;W;(Q)) HUHLZ(O,T;W;(Q)) (3.4)

esitsizligini elde ederiz.
(3.2) esitsizliginin 3. terimi igin a(x,t) € Ly(Qr) oldugunu gézoéniine alip Holder
esitsizligini uygularsak;
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T

1
[ ety ol dndt < ol g, / a7 ol ot <
0 Q

lall;m 127} o 1V o) (3.5)
esitsizligini elde ederiz.

3.2) esitsizliginin 4. terimine rq, ve p+2 sabitleri ile Holder esitsizligini uygularsak;
1/+1

T

v v+1
/ / (@l oldadt < [bGe, D, o [0 0 Iollser) (B6)
0

olur.

(3.3), (3.4), (3.5), (3.6) esitsizliklerinde Yu € Lo(0,T; W3 () N L,42(Qr) i¢in

||u||Lp+2(QT), [wll Ly0,mwa ) < Hu||L2(0,T;W21(Q))OL,,+2(QT) oldugunu gozoniine alir ve bu

esitsizlikleri (3.2)’de kullamirsak;
[(fr(w), )] < Nollorwi@)ng,,s @) 2N Lo rwi@nL, @)+

+1 v+1
||a||Loo(QT||u||/[)/2(0’T;W21(Q))QLP+2(QT) + ||b||Lr1 (QT)||u”L2(07T;W21(Q))QLP+2(QT))
olur. Son esitsizligin sag tarafindaki parantezli kismi v(||ull L, 00w @)L, .0000) il

gosterelim. O zaman

[(fi(u),v)| < 7(HUHLQ(O,T;WQ(Q))FWLM_Q(QT))HUHLz(O,T;Wg(Q))ﬁL,H_g(QT)

elde edilir. Bu esitsizlik keyfi u,v € Ly(0,T; W5 (2)) N L,42(Qr) igin var oldugundan
HvHLQ(O’T;Wl(Q))ﬁLﬁQ(QT) = 1 tizerinde supremum igin de gegerlidir. O zaman (3.1)" e
gore
||f1(u)||L2(0,T;(W21(Q))*)+L27ﬁ(QT) < Yl oo @)L psa@r))
v monoton artan, siirekli fonksiyon oldugundan Vu € B (0,7) C Lo(0,T; W3 (2)) N
Lyi2(Qr) igin
Hu‘|L2(0,T;W21(Q))OLP+2(QT) <

iken

Y (Hu||L2(0,T;W21(Q))OLP+Z(QT)> < v(r)
olur ve boylece

11 @llaoziovs @i iie g @n < 7()
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bulunur.

Py C Ly(0,T5 W3 (2))NLp42(Qr) oldugundan f; dontigiimiintin Py’dan Lo (0, T; (W3 (2))*)+
L ot2 (Qr)’ye simirli déntigiim oldugunu ispatladik.
Simdi fo : Py C Ly(0,T; W3 () — Lo(0,T5 WQ_% (0€2)) dontigiimiiniin sinirh oldugunu
gorelim. Ly(0,T; W3 () uzayma ait fonksiyonlarin sinir degeri Lo (0, T'; Wé (0Q2)) uzayna
ait oldugundan f5 déniigiimiintin simirhhigim L (0, 77 WQ% (0§2))’dan Ly(0, T} WQ_% (092))’ya
gosterelim. Bunun igin L (0, T WQ_% (0€2))" daki norm tammm kullanacagiz.

u,v € Py olmak iizere

u 1 = su u),v 3.7
O, gy = S 100 (37
Lo(0,T; W, (09))
seklindedir.
T T
[{fo (u),v)| = / /—vdm dt + / k (2") wodz'dt
0 0 00

Bu esitligin sag kismini iistten degerlendirelim:

I |<// da’ —i—/T/|k:(x’)uv|dx' (3.8)
0 0 o0

g" < |Du| |v| oldugunu gozoniine alir ve W, 2 (69)

(3.8) esitsizliginin 1. terimi i¢in

dual uzayimndaki norm tanimindan yararlanirsak;

// ma<//mMMMﬁ</Ww o 13

Bu esitsizlikte keyfi u € W% (092) igin || Dul|

< 1 .
v//p da'de ‘/nm%ﬂ@9n||28m (39)
0

esitsizligini elde ederiz. (3.8) esitsizliginin 2. terimine Holder esitsizligini uygularsak;

1 < ul|| 1 oldugunu gézéniine
W, 2(09) W2 (092)

alirsak;

T

//thuWMﬁ</mmmmwmewﬂwmmnww

0 0Q

Burada (2.8) ve (2.10) esitsizliklerini kullanirsak;

T

//wuwmmmw§&%/wmnwﬂmu; 1913

0 900



elde edilir.
Burada k € Loo(0,7T; L,—1(092)) oldugunu gozoniine alip Holder Esitsizligini uygu-

larsak;

/ / s (o, ) wol da'dt < 32 [kl o ztm 1000, 1]

L ord o 1 1
20T W2 (09) | La(0,TW2 (69))
0 20
(3.10)
esitsizligini elde ederiz.
(3.9), (3.10) esitsizliklerini (3.8) esitsizliginde gozoniine ahrsak;
<
002 000 = 0t (0, S8 I o Bt )

esitsizligi elde edilir.

Son egitsizlikte

)

N([lull b o) = Ulull + A6 1l e 0.7in 100 1

Lo (0,T5W.2 (59)) Lo(0,T; W%(an)) Lo(0,T; W%(BQ))

ile gosterirsek;

[{fo(w), )] < (el Mol

L2(0,T; W2 (69))

olur.

1
Son esitsizlik keyfi u,v € Ly(0,T; W3 (02)) icin var oldugundan ||v||L2(07T;W2% P 1
tizerinde supremum i¢in de gegerlidir. O zaman (3.7)’ ye gore

/2 ()l

Lo(0.15W; % (69)) =m (HUHLQ(O,T;WQ% (ag)))
olur.

71 monoton artan, siirekli fonksiyon oldugundan Yu € B (0,7) C Ly(0, T WQ% (09))
icin

1 <r
La(0,T;W.2 (69)) —

iken

<
(I =SNG

[f2 ()] 3o S ()

Lo (0,T;W, 2 (052))

olur ve boylece

bulunur.
Boylece fo doniigimiiniin Py uzaymdan Ls(0, T WQ_% (092))” ya smurh doniigiim
oldugunu ispatladik. m
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Lemma 3.4 [ doniisiimi Teorem 3.2'nin kosullar altinda Py uzayindan Ly(0,T; (W3 (2))*)+

L otz (Qr) uzaywna zayf sireklidir.
o¥

ispat. f ={f1, fo} oldugundan f; ve fy doniigiimlerinin zayif siirekliligine ayri ayri
bakacagiz. Once

f1: Py — Lo(0,T; (Wy (2))*) + L%(QT)

dontigiimiiniin zayif stirekli doniigiim oldugunu gorelim. Bu doniigtimiin dogrusal kisminin

ve dogrusal olmayan kisminin zayif siirekliligini sirasiyla gosterecegiz.

~

Ju: Py — La(0,T5 (WH(Q))") + Loss (@)

olmak fizere;
fi(u) = —Au
olsun. Lemma 3.3’den bu dontigiimiin smirli oldugu elde edilir. Doniigim dogrusal

oldugundan sinirlilig: siirekliligine denk gelir. Dolayisiyla doniigiim zayif stirekli olur.

Simdi dogrusal olmayan kismin zayif siirekliligini gosterelim. Bunun igin

¢1: Py C Lpy2(Qr) — L%(QT)
o1(z,u,t) == a(x, t)|u]’u — bz, t)|u]"u

dontigiimiiniin zayif siirekli oldugunu gosterecegiz. Burada zayif siireklilik tanimini kul-
lanacagiz.

uy € Py’a bu uzayda zayif yakinsayan keyfi {u,,} C Py dizisi (u,, = up) i¢in

0

T, U, , L — T, U, t
G1(, U, >L,)+2(QT) ¢1(, uo, 1)
sy

olacak sekilde 3 {u,,, } C {u,,} bulmak yeterlidir. Burada Lemma 2.29’u kullanacagiz.
Simdi ¢y doniigiimiiniin Lemma 2.29’un kogullarini sagladigini sirasiyla gorelim:
Bu déniisimiin L, o(Qr)'den Ly+2 (Qr)’ye siurh oldugunu gorelim:

1

Vu € L,io(Qr) icin agagidaki integrali degerlendirelim.

T T
//|¢1(x,u,t)|2ﬁdxdt://(a(x,t)yu|ﬂu—b(:c,t)yu\vu)ﬁﬁdxdz
0 Q 0 Q

Yukaridaki esitligin sag tarafi i¢in (2.1) esitsizligini gézoniine alirsak:

(p+2)(v+1)

< 258 / / (ale, 1)) 55 e, D + (b, £) 55 (e, ) S et
0 Q
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olur. Tlk terim icin a(z,t) € Loo(Qr) oldugunu gozoniine ahp ikinci terim icin agagidaki

sabitlerle Holder Esitsizligini uygularsak:

d % eger — 1 < v < pise;
1=
o0 eger v = p > 0 ise;
d % eger —1 < v < pise;
2 =
1 eger v = p > 0 ise;
T 2 1
f 16161 B dadt < 25 al {7 g 572 o) + 25 IO g il
1 Loo QT p+2 QT) QT) LP+2(QT)
0

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikten ¢; déniistimiiniin L, o(Qr)’den Lo+2 (Qr)’ye
Pt

sinirh dontigiim oldugu aciktir.

{um} C Py ve uy, = Uo olsun. Py C L,42(Qr) oldugundan w,, — g olur.

) Ly2(Qr)

Py C Ly (0, T; Wy () N W5 (0, T (W5 (Q))") = La(Qr)

kompakt gomiilmesini gozéniine alirsak 3 {u, } C {w,,} vardir ki Q7’de hemen hemen
her yerde w,,, — uo’dir

Oy (x,t,.) : Ry — Ry siirekli bir fonksiyondur.

Boylece Lemma 2.29'un tiim kosullarinin saglandigini kanitladik. O zaman Lemma

2.29'u uygularsak 3{u,, } C {u,,} vardir ki

(bl(xaumkut) — )¢1<$,U0,t)

Lpt2(Qr
p+I
olur.
Lot (Qr) C La(0, T; (WH())") + Loss (@)
oldugundan

o Z, t, U, ; — o Z, ta U
i J) Lg(o,T;(Wzl(Q))*)JrLLﬁ(QT) 1 o)
P

zaylf yakinsamasini elde ederiz.

O zaman ®; dontigimi Py’dan Ly (0, T; (W5 (2))*) 4+ Lp+2 (Qr)’ve zayif siirekli olur.

pt2
+

Boylece f1 : Py — Lo(0,T; (W3(Q))*) + L,%z(QT) doniigimiiniin zayif siirekli
p+1

oldugu ispatlanmig oldu.
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Simdi fo : Lo(0,T; W2 (09)) — Lo(0,T; W, 2 (99)) doniigiimiiniin zayif siirekli
oldugunu ispatlayalim:
Bu doniigtimiin sinirh oldugunu Lemma 3.3’de ispatlamigtik. Ayrica dogrusal oldugundan

sinirliligr siirekliligine denk gelir. Buradan zayif siirekliligi elde edilir. m

Lemma 3.5 f ve A doniisiimleri Teorem 3.2° nin kosullary altinda Lo (0,T; W3 (£2)) N

L,12(Qr) tzerinde coercive ikili olusturur.

ispat. A doniigiimii birim doniigiim olarak alindigindan coercive ikilik bize f doniigimiiniin

Ly(0,T; Wy (Q2)) N Ly2(Qr)'da adi coercive olmasimi verir. Simdi ( f (u),u ), dual

formuna bakalim.

T T T
= // —Au)udzdt + // a(x, t)|u|P2dzdt — //b(x,t) lul" " dadt
0 0 0 ‘o
T T
—l—//g—zud:c’dt + //k(x’,t)qu:c’dt
0 20 0 20

Bu esitligin 1.terimine siir kosullarini gozoniine alarak kismi integrasyon uygular ve

gerekli sadelegtirmeleri yaparsak;

O/T (P, w)adt = O/T / Vdwdt + O/T / o, t)|ul*2dudt — O/T é b, )|l 2ddt

Q

T
+ / k(2 t)u’dx' dt (3.11)
0 09

elde edilir.

Buradan sonra Lemma’nin ispatim (i) —1 < v < p oldugunda, (ii) p = v oldugunda

ayri ayri gosterecegiz.

(i) —1 < v < p oldugunda;

(3.11) esitsizliginde a(z,t) > ap oldugunu gézoniine alirsak;

T T T
/ u)odt > // (Du)*dxdt + a0||uHL 2(O7) //b(ac, t)|u|* 2 dwdt
0 0

0 Q
T
+ / / k(2 t)u’dx' dt
0 90
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p+2

£ sabitleri ile Holder esitsizligini uygularsak;

Bu esitsizligin 3. terimine 2£2,
p—v

T

T
2 v
Z// (Du) dxdt+a0|]u]|p+ @) ||b||Lp+2 @l ||L:r+22 @) +//k:(:c/,t)u2dx’dt
0 0 20

Bu esitsizligin 3. terimine ayni iislerle Young Esitsizligini uygularsak;

pt2
2
> DU gy oo I gy @I, el gyt | [ bl
0

elde edilir. Son egitsizlikten;

T
p+2
> minL a0} 1 DulE 0+ 105 )~ gyt | [ bt e
0

o0
(3.12)

olur.

k(«',t) fonksiyonu i¢in (iv) kogulunu gozontiine alirsak:

+2

2
> min{1, ao— <} (1 Dull} g + 101572, ) — NI~ @ry — Rl o 11000
p—v

Burada (2.7) esitsizligini gézoniine alirsak;

+2

2
> min{1, ag—e} (| DullL, gp +lull7), op) —cle )HbHLM on ko3 llull, o rwi o)

Burada son terim igin (2.3) esitsizligini gézoniine alirsak;

p+2

. 2
> min{1, ag — e} (| DullL, g, + lullf)7, o) — c@)b HL,,+2 (@r)

2
—koc3 (I Dull? 00 + Ilf}2, 0, + €T)

)
. 2
— (min{L,ap — <} — ko) (10Ul ) + 057, 000) — MBI Y, ) — hocieT
p—v
Ik terim icin (2.3) esitsizligini gozoniine alirsak;
1 p+2 P2
2 5(“1111{1 ag—e}— kOCg)(HU”LQ 0,T5W (2 )+HuHLp+2 QT)_CT) c(e )Hb||Lp+2 _k003CT
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p+2

> (min{Lao_e}_k()c§>(||u||%2(O,T;W21(Q))+||u||%p+2(QT) 1='T)—c(e)|[b ||L¢2 Qr)

N —

o2

L, .
= 5(111111{17 ap — e} — kOC%)(||“||%2(o,T;W;(Q)) + ||U||%p+2(QT)) c(e )Hb”LM(QT)
1
_é(min{l, ap — €} — koc3)(1 + T) — kocidT
Ik terim icin (2.1) esitsizligini gézoniine alirsak;

+2

P12
> —(min{1, ao — e} — Kocz) ([[ull 10w @) + lullL, pai@n)” — c(e)b HLM ©r)

e

1
—§(min{1, ap — e} — koc3)(1 + T — kocsdT

olur. Arakesit normunu kullanirsak;

o+2
. 2 2
(min{1l, a9 — e} — kUC?;)||u||L2(0,T;W21(Q))ﬂLp+2(QT) c(e )“b”Lp+2 (Qr)

o |

(f(u),u) =

1
_é(min{l, ap — €} — koc3)(1 + T) — kocidT (3.13)

esitsizligini elde ederiz.

(ii) v = p oldugunda;

—kocsdT

T T
/ u)odt > ||Du||L2(QT // a(x,t)—b(x,t)) ]u|p+2d:vdt+/ /k:(x',t)qux/dt
0 0

onN

Teoremin kogulunu goézoniine alirsak;

T
> || DullZ, 0. —i—b0||u||pp+2(QT +//k(x/,t)u2dx’dt
0 20

> min{1, bO}(HDuHL2 @ T Huugi Q) +//k($f,t)u2dx/dt
0

Benzer iglemleri yaptigimizda agagidaki esitsizligi elde ederiz:

N

(3.14)

olur.
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Teorem 3.2'nin kogullarim da gézoniine alirsak (3.13), (3.14) esitsizliklerinden agiktir
ki

||u||L2(0,T;Wg(9))mLp+z(QT) /o0

oldugunda

T
[t et 7 oc

||U||L2 0,T;W3 ())NLpy2(Qr) )

olur.

Boylece f doniigiimiiniin Teorem 3.2'nin kogullar1 altinda Lo (0, T; W3 (2))NL,+2(Qr)'da
coercive oldugunu ispatladik. m
Teorem 3.2’nin ispatl. A birim doniigiim olarak alindigindan Teorem 2.41’in (i7)

kogulunu saglamaktadir. Ayrica, keyfi u € Wi (Qr) igin agsagidaki esitsizlikler vardir;

L

T
/ u, U dt /||U||L2 dt > C7||U||L2 OT(Wl(Q)) V4L pr2 (QT)
0

h.h.h. t€[0,T] icin

t
ou 1, 9 1 9
[ (G} dr= gl ® = Geallfon- )
0

(c7,c8 > 0 Sobolev gomiilme egitsizliklerinden gelmektedir.) Lemma 3.3, Lemma 3.4,
Lemma 3.5 ten gortilmektedir ki tanimladigimiz f ve A dontistimleri Teorem 2.41’in
tiim kogullarini saglar. Boylece Teorem 2.41°i problem (1)-(3)’e uygulayabiliriz.

O halde problem(1)-(3) asagidaki esitsizligi saglayan keyfi (h, p) € [L2(0, T; (W3 (£2))*)+
Lowa (Qr)] % Lo(0,T: W, 2(9)) icin Py'da coziilebilirdir,

T

; / (hyu)g + (0, 1) 5o dt - u € Lo(0,T; Wy () N Lyya(Qr) p < 00
NLp+2(QT
0

1

HUHLQ(O,T;WQI [

sup

1
Burada [Ly(0,T; (W3 (2))*) + L%?(QT)] X L9(0,T; W, 2(092)) uzaymdan alinan
(h, @) genellegmis fonksiyonlarimin agagidaki norm tanimlarini gézontiine alahim;

(h, u)

[l La.rwp@)nt,e@r)

cu € Lo(0, T; WHQ))NL,12(Qr)}

12l a0, 73 @)1 s (@) = SUD{
pHT

(p, ) L
_1 = sup cu € Ly(0,T; W2 (092
MO T
Ly VVo
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O zaman her (h, ) € [Ly(0,T; (W5 (2))*) + LpTH(QT)] x Ly (0, T W;%(aQ)) i¢in prob-
p+1
lem (1)-(3) Py’da ¢oziilebilirdir. m
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3.3 Alt Lineer Durumda Problem (1)-(3)’iin Coziilebilirligi

Bu béliimde problem(1)-(3)i —1 < p <0, -1 <v <0veya—1<p<0,-1<v <0
oldugunda inceleceyiz.

Burada Ly(0,T; W3 (Q)) C L,12(Qr) oldugundan Tamm 3.1’deki Py uzay1 asagida
tanimlandigi gibi alinacaktir;

Py = Ly(0, T; W3 (2)) N W3 (0, T (W3 (2)*) N {u : u(z,0) = 0}.

Boliim 3.1°deki () kosulunda yer alan py, 1, pa, 7o sayilari agagidaki gibi alinacaktir;

2 > 2n v
=, eger —1<p<O0 1 eger — 1 <p<O0
pL = Il Dy = p(2—n)+4
00, eger p =10 5 eger p =10
. %, efer —1<v <0 B ﬁ, eger —1<v <0
1 9 1=
00, eger v =0 o eger v =10

Alt lineer durum i¢in varlik teoremini ifade edebiliriz:
Teorem 3.6 (i), (ii) kosullar: saglansin. Ek olarak asagidaki kosullar saglansin;

(iii) Oyle bir ko > 0 sayse varder ki hemen hemen her (¢',t) € Sy igin k(z',t) > kg

esitsizligi saglanar.
(iv) Eger v =0 ise ||b]|L, o,1:L.,@) < =zmin{l, ko} esitsizligi saglanar.
cey
1
Bu taktirde keyfi (h, @) € [Lo(0, T; (W3 (Q))*)] x La(0,T; Wy 2(99)) igin problem(1)-(3)
Py’da ¢ozulebilirdir.

Teorem 3.6'nin ispati i¢in Teorem 2.41°i kullanacagiz. Bunun igin problem (1)-(3)’tin

yarattigr dontigiimleri ve uygun uzaylar: tanimlayalim.
J =L i o Py = Lo(0.T5 (WA(Q)" x Ly(0, T3 W, 2 (99)
fi(u) == —Au+ a(z, t)|ulfu— bz, t)|u|"u
fa(u) == Ou + k(2 t)u

on
AI:]dIPO—>P0

Gerekli uzaylar1 ve dontsgiimleri belirledik. Simdi bu doniigtimlerin Teorem 2.41°in

kosullarini sagladigini gormek icin bu dontigiimler tizerine gerekli lemmalar: ispatlay-

acagiz.
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Lemma 3.7 f donisimi Teorem 3.6° nan kosullar: altinda Py uzayindan Lo (0, T; (W (Q))*)

uwzayina siarl bir donustumdiir.

ispat. Bu donitigiimiin sinirli oldugunu gérmek icin f; ve fo'nin uygun uzaylarda sinirh

oldugunu tek tek gosterelim. Once

fi: Py C La(0, T Wy (Q)) — Lo (0, T; (Wy (2)))
dontigimintin smirh oldugunu gorelim:
u,v € Py olmak tizere;

1) | za0.m0m3 @)) = sup [(f1 (w) ;0] (3.15)

||U||L2(0,T;W21(Q)):1

seklindedir. Ust lineer durumda asagidaki esitsizligi elde etmistik;

T

dx'dt + //a(x,t) |t v] dedt

0 Q

T

[(f1 (u), v)] g//|Du| ]Dv]d:cdtJr/T/‘g—:;v
0 Q 0N

0

T
+ / /b(x,t) lu|" ™ |v| dadt (3.16)
0 o

Bu esitsizligin ilk iki terimi icin st lineer durumda asagidaki esitsizlikleri elde etmistik;

T
/ / 1Dul [Do| dadt < a0zt @10 oo zavs (3.17)
0 Q
T
du , 9
d_nv drdt < ¢ ||u||L2(0,T;W21(Q)) ||U||L2(0,T;W21(Q)) (3.18)
0 o0

(3.16) esitsizliginin 3. terimine agagidaki sabitlerle Holder Esitsizligini uygularsak;

dl = p2
2n v . .
dy = { 20D eger — 1 < p <0 ise;
% eger p =0 ise;
2n
ds =
’ n— 2

T T
pt+1 p+1
[ ety ol dnat < [l o el ool g, o
0 Q 0
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olur. Burada W3 () C L 2n (Q2) gomiilmesini gozoniine alirsak;

T
2 1
< [ Yl ol oo
0
olur, agagidaki sabitlerle Holder Egitsizligini tekrar uygularsak;

d; =D

pi eger — 1 < p <0 ise;
2 eger p =0 ise;
d3 =2

T

1 2 1
[ [atatyal® ol dedt < 2l Wl g o 9l
0 Q

olur.

(3.16) esitsizliginin 4. terimine agagidaki sabitlerle Holder esitsizligini uygulayalim;

dl =Ty
2n v _ . .
dy = { 2D eger 1 <v <0 ise;
2n v . .
P eger v =0 ise;
2n
ds :=
ST =2

L
2n(Q)

T T
[ o tal oldsde < [ o0l ol ot
0o Q 0

olur. Burada W} (Q) C L n (Q) gémiilmesini gozoniine alirsak;

T
< [0l g0 Nalliey by ordt
0

olur, asagidaki terimlerle Holder Esitsizligini tekrar uygularsak;

d1 =T
—= eger — 1< v <0 ise;
2 eger v =0 ise;
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dg =2
v+1
< ||b($at)HLTl(o,T;LTQ(Q)) ||U||L2(0,T;W21(Q)) ||UHL2(0,T;W21(Q)) (3'20)

esitsizligi elde edilir.
(3.17), (3.18), (3.19), (3.20) esitsizliklerini (3.16) esitsizliginde gézoniine alirsak;

2 1
’<f1 (u)’ U>| < ((1 + C?)”“HLQ(O,T;W&(Q)) + CllH_ “aHLpl(O,T;LPQ(Q)) Hu| Z—L_(07T;W21(Q))+

v+1
HbHLT1 (0.T5Lry () HUHLZ(O,T;W;(Q)))HUHLQ(O,T;W;(Q))

olur. Son esitsizligin sag tarafindaki parantezli kismu y(||ul[ 1, 0,rw; ))) ile gosterelim.

O zaman
[(fi(u),v)| < ’Y(||U||L2(0,T;W21(Q)))||U||L2(0,T;W21(Q))

elde edilir. Bu esitsizlik keyfi u, v € Lo(0, T'; W3 (Q2)) igin var oldugundan 101l Lo mwi ) =

1 tizerinde supremum igin de gegerlidir. O zaman (3.15)’ ye gore

”fl(u)||L2(0,T;(W21(Q))*) < 7(HU||L2(0,T;W;(Q))>
v monoton artan, stirekli fonksiyon oldugundan Yu € B (0,7) C Lo(0,T; Wy ()) i¢in

||U||L2(0,T;W21(Q)) s

iken
7 (Nl yormgan) < 7(0)
olur ve boylece
11 (u)||L2(O,T;(W21(Q))*) < 7(r)
bulunur.
Py C Ly(0,T;W4(£2)) oldugundan f; déniigiimiiniin Py’dan Ly (0, T; (W (Q))*)’ye
sinirlh dontigiim oldugunu ispatladik.
fo dongtimiiniin Ly (0, T'; WQ% (092))'dan Ly (0, T W;Tl (012))’ya siurhi bir déntigiim oldugunu

Lemma 3.3’de ispatlamigtik. m

Lemma 3.8 [ dondisimi Teorem 3.6 man kosullar: altinda, Py uzaymdan Ly (0, T; (Wa (2))*)

uzayina zayif strekli bir donusimdir.
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ispat. f dontigimiiniin dogrusal kisimlarinin sinirli oldugunu lemma 3.7’den biliy-
oruz, o zaman dogrusal siirekli olur. Dolayisiyla da zayif siirekli olur. f doniigiimiiniin

dogrusal olmayan kisiminin zayif siirekliliginin gosterelim. Bunun icin asagidaki f

doniigimiini tanimlayalim.

flz, t,u) == a(z,t) |ul’u— bz, t)|ul’u

{um} C Py dizisi bu uzayda ug € P,’a zayif yakimsasin (u,, — ug). O zaman
0

~ ~

f(xyummt) — f({L‘,uo,t)

Lo (0,T5(Wy ()))*

olacak gekilde 3 {u,, } € {u,,} bulmak yeterlidir.
}dénﬁ@ﬁmﬁnﬁn Py C Ly(0,T; L%(Q))’dan Ly(0,T; L%(Q))’ya sinirh oldugunu gore-
lim:

Yu € Ly(0,T; L 2 (€2)) i¢in agagidaki normu degerlendirelim.
1 (@ w)llzarie g, @ = llate, Olul®u = b, Olul"ullLa0.1iL 4, @)
< Nla(z, Ol a1 oy ) + ||b(l’,t)|U|”+1||L2(o,T;L27n<Q)> (3.21)

+
T
/ / a(x,t)ul"t) n+2da: n dt 24 / / z, ) |ul"t) n+2dx) n dt)%
0 0

Bu esitsizligin 1.terimine

p [)(2”_% eger —1 < p <0 ise;
1=
00 eger p = 0 ise;
ve
. % eger —1 < p <0 ise;
2 1=
Z—fg eger p = 0 ise;

olacak gekilde Holder esitsizligini uygularsak;

T

1 2(p+1) 1
i / (e, ) ul7) Ha ) 2dt)} < / Jall o 30 a0}
0

esitsizligi elde edilir, sag taraf i¢in agagidaki sabitlerle Holder Esitsizligini uygularsak;
|—[1)‘ eger —1 < p <0 ise;

00 eger p = 0 ise;
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ve
—= eger —1 < p <0 ise;

So 1= pil
1 eger p = 0 ise;
+1)
la(z, Olul” M lraoris 4, @) < lall,, 01115, ll o 2 () (3.22)

esitsizligini elde ederiz. (3.21) esitsizliginin 2.terimine agagidaki sabitlerle Holder Esitsiligini

uygulayalim:
p V(Q”_—Jf)% eger —1 < v <0 ise;
1=
”TJFZ eger v = ( ise;
ve
—ni2__ eger —1 < v <0 ise;
4y = d =20FD S ;
2 1=
Z—Jjg eger v = () ise;

1 2(v+1) 1
/ / (e )l ) ) ) < / 181, 352 0

esitsizligi elde edilir, sag taraf i¢in agagidaki sabitlerle Holder Esitsizligini uygularsak;

1
v

eger —1 < v <0 ise;

S1 - —
00 eger v = ( ise;
ve
VLH eger — 1 < v <0 ise;
Sg =
1 eger v = 0 ise;
v+1
||b(‘757t)|u|p+1”L2(O,T;Ln27b(Q)) < ||b||L7-1(0,T;L7»2(Q))||u||(L2(07)T;L%(Q)) (3.23)

esitsizligini elde ederiz. (3.22),(3.23) esitsizliklerini(3.21) esitsizliginde g6zoniine alirsak

f icin asagidaki degerlendirmeyi elde ederiz:

7 +1) (v+1)
Hf(%u)HM(O,T;L%(Q)) < llallL,, 0,75L,,@ HUH(L[; 0.75L 2n (<) +Hb”Lr1(07T§Lr2 )HUHLQ(OTL@Z(Q))
Boylece, Py C Lo(0, T} L o (Q)) oldugundan f doniigimiintin Fy’dan Ly (0, T} L% (Q))’ya
sinirh bir dontigiim oldugunu elde ederiz.

{um} C Py ve upy o o oldugunu biliyoruz, Py C L(0, T} L% (Q2)) oldugundan

0

Um — ug olur.
L2(0,T5L 2n_(92))
2

Ly(0,T3 W5 () N W5 (0, T3 (W5 (2))) = La(Qr)

39



kompakt gomiilmesini gézéniine alirsak 3 {w, } C {w,,} vardir ki Q7’de hemen hemen
her yerde w,,, — uo’dir

}(m, t,+) : Ry — Ry siirekli bir fonksiyondur.
Boylece Lemma 2.29'un tiim kosullarimin saglandigini kanitladik. O zaman Lemma

2.29’a gore 3 {um,, } C {u,,} vardir ki

7 bl m 7t - f 7 7t
f@ tm, >L2(0TL2+(Q>) fla o, )
olur.
Ly(0, T L 20 () C La(0, T3 (W5 (2))7)
oldugundan

Nm,t,um. - Nx,t,u
A ) Loz O

zayif yakinsamasini elde ederiz. O zaman ;‘ dontigimit Py’dan Ly (0, T; (W5 (22))*)) a

zaylif stirekli olur. m

Lemma 3.9 [ ve A doniisiimleri Teorem 3.6 'min kosullar: altinda Lo(0,T; W1E(Q))

tuzerinde coercive ikili olusturur.

Ispat. A doniigtimi birim doniigtim olarak alindigindan coercive ikilik bize f dontisiimiiniin
Ly(0,T; W3 (Q))'da adi coercive olmasini verir.

(f(u),u)q, dual formunun asagidaki gibi oldugunu iist lineer durumda elde etmistik.

T T T
/(f(u), // VAdxdt + / (z,t)|ul"?dzdt — // o, ) |u|" P dxdt
0 0 0

Q
T
+ / k(2 t)u*dx’dt
0 00

Tt — 5

Burada a(z,t) > 0 ve k(2',t) > ko oldugunu goézoniine alirsak;

O\’ﬂ

T
wadt > [ Dul?,qn + Follul 0raom — /b(x,t)|u‘v+2dxdt
0

T
> min{L ko)1 Dl g + 0l o) — [ B Olul”dde
0
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Ik terim icin (2.2) esitsizligini gozoniine alirsak:

T
1 v
> L min{L, koHul, oz / b, £)|ul 2 dudt (3.24)
¢ 0
olur. Buradan sonra ispatin devamimi —1 < v < 0 ve v = 0 oldugunda ayr1 ayri

yapacagiz.

(i) —1 < v <0 oldugunda;

3.24) esitsizliginin 2.terimine —2%— ve —2" sabitleri ile Holder egitsizligini
v(2—n)+4 (n—2)(r+2)
uygularsak;
1 v+2
s min{ 1, ko HlullZ, 0w ) — IIbIILm(Q)IIUII o)t

olur. Son terimde (2.5) esitsizligini gozoniine alirsak;

1
> g min{1, kO}HUHLQ 0,T;W1H(Q) — VH/HbHme)HUH;;lQQ)

olur. Son terime 2 ve ﬁ sabitleri ile Holder esitsizligini uygularsak:

> 1 . k? 2 v+2 b v+2

> = min{L b}l o g = &Il 0o N5 o
olur. Son terime M ve — +2 tisleri ile Young esitsizligini uygularsak;

2

> = min{1, ko}|[ull],0 rawa ) — €Nl 0wy — €@ bl L., 0720 @) ™

a2

1 y 2
= (= min{l, ko} - Nl zaws iy = bz, 078, @)™

olur. Burada 0 < ¢ < £ min{1, ky} olacak sekilde secelim. O halde elde ettigimiz

son egitsizlikten goriilmektedir ki

f(”UHLQ(o,T;WQ(Q)))

oo

||u||L2(0,T;W21(Q)) /lOO iken
HUHLQ(O,T;WZ}(Q))

olur.
(ii) v =0 oldugunda;

(3.24) esitsizliginin 2.terimine § ve —"5 sabitleri ile Holder esitsizligini uygularsak;

1 .
> 2 min{1, ko Il o s Q/MhmﬂMh%Qﬂt

o
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olur. Son terimde (2.5) esitsizligini gdzoniine alirsak;

>

RN

T
min{L Ko}l 0 oy = 8 [ 10l gt
0

olur. Son terime Holder esitsizligini uygularsak;

r
2 g min{l, kO}”“Hi(O,T;W&(Q)) - C%”bHLrl (O,T;LQ(Q))Hu”iQ(o,T;Wg(Q))

1

=3 min{1, ko} oldugunu gozoniine alirsak
1

<f(u)7 u>QT

[wllLo0,mw ()

olur. Burada ||b”Lr1 (0.T5 Ly ()

oo

|’uHL2(O,T;W21(Q)) oo iken
oldugunu elde ederiz.

m Teorem 3.6’nin ispatl.
A birim doniigiim olarak alimdigindan Teorem 2.41’in (/1) kogulunu saglamaktadir.
Ayrica, keyfi u € WH(Qr) igin agagidaki esitsizlikler vardar;
T

T
/<U’U>Q dt = / ||U||%2(Q)dt > C7||u||%2(O,T;(W21(Q))*)
0 0

h.h.h. t€[0,T] icin

t

ou 1, 9 1 9
[ (G} dr= gl ® = Gelulfgan- )
0

(c; > 0 Sobolev gomiilme egitsizliginden gelmektedir.) Lemma 3.7, Lemma 3.8, Lemma
3.9’dan goriilmektedir ki f ve A dontigtimleri Teorem 2.41’in tiim kogullarimi saglar.
O halde problem(1)-(3) agagidaki esitsizligi saglayan keyfi (h, ©) € Lo(0,T; (W3 (Q))*) x
Lo(0, T; Wy 2 (99)) icin Py'da coziilebilirdir.

T

1
/(h,u)Q + {0, ) o dt : u € Lo(0,T; W5 (Q)) p < o0
||u||L2(0,T;W21(Q)) J

sup

1
Burada Ly(0,T; (W4 (2))*) x Lo(0,T; W, 2(052)) uzayindan alinan (h, ) genellesmig
fonksiyonlarinin asagidaki norm tanmimlarini gozoniine alirsak;
(h, u)

2(0,T5W3 (Q))

u € Ly(0,T; Wy (Q))}

HhHL2(o,T;(W21(Q))*) = Sup{
[ullz

(p,u)

leell = sup{ T tu € Ly(0,T5 W5 (09)) }

1
L2(0,T5W, 2(69)) 1
La(0,T;W5 (9))

her (h, ) € Ly(0,T; (W4 (2))*)x Ly(0, T} Wz_% (092)) i¢in problem (1)-(3) Py’da ¢oziilebilir
oldugu elde edilir. m
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3.4 Lineer Durumda Problem (1)-(3)’iin Coziilebilirligi ve Coziimiin

Tekligi

Bu boliimde p = v = 0 oldugunda problemi inceleyecegiz. Burada

Py = Ly(0, T; W3 (Q) N W0, T; (W5(2))*) N{u: u(x,0) = 0} olarak alinacaktir.

2. Boliimde yer alan (¢) kogulunda bulunan py, r1, pe, ro terimleri agagida oldugu gibi
alinacaktir:

n
pr=r1=o00 and p2=7“2:§

Teorem 3.10 (i) ve (ii) saglansin. p = v = 0 olsun. Ek olarak asagidaki kosullardan

biri saglansin;

(iii) Oyle ko > 0 sayst vardir ki hemen hemen her (2/,t) € Sp igin k(x',t) > ko dor.

Bu durumda asaqidaki kosullardan biri saglansin:

(a1) Oyle by > 0 sayuse vardwr ki hemen hemen her (z,t) € Qr icin (a(z,t) —

b(z,t)) > —by ve by < %5201} saglanar.
ce

min{ko,1}

o]
ccy

(01) lla = bllLworiLy @) <

(c1) Ibllniomsn g o) < 25
(iv) Oyle dy > 0 sayisy vardur ki hemen hemen her (z,t) € Qr igin (a(z,t) —b(z,t)) >
dy esitsizligi saglanar.

Bu durumda k fonksiyonu asagidaki kosullardan birini saglasin:

(az) Oyle ky > 0 sayise vardur ki hemen hemen her (2',t) € Xp igin k(2',t) > —k;

min{do,1} 5 ;-
—g dir.

saglanir ve ky <

min{dp,1}

2
Ca

(b2) ||K|| oo 0,700 (892)) <

Bu taktirde keyfi (h,¢) € [La(0,T; (W3(Q2))*)] x L2(0, T WQ_%(E?Q)) icin problem(1)-

(3)%in Py’da tek ¢ézimi vardar.

Teorem 2.41’i kullanacagiz. Bunun i¢in problem (1)-(3)’iin yarattigi doniigtimleri ve

uygun uzaylari tanimlayalim:
f={fi f2} : Po = Ls(0,T; (W5 ())")

fi(u) == —Au+a(x,t)u — bz, t)u
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Teorem 3.10’un ispatl. Alt lineer durumda, Lemma 3.8’in ispatinda p = 0, v = 0
alimdiginda, f doniigiimiiniin Teorem 3.10’un kosullar1 altinda Py’dan L (0, T'; (W3 (2))*)
uzayina siirli bir déniisim oldugu aciktir. Ayrica f lineer simirli oldugundan lineer
siirekliligi dolayisiyla da zayif siirekliligi elde edilir.

Simdi f doniigiimiiniin Ly (0, T; WH(€2)) tizerinde coercive oldugunu goserelim:

/T(f(u),u>dt:/T/(Du)Qd:Edt+/T/(a(x,t)—b(x,t))|u|2d:pdt+/T k(2 t)uda’dt
0 Q

0 0 Q 0 90

Teorem (3.10)’un (iii) kogulu saglansin:

T T
> / / (Du)2dzdt + / / (ala, 1) — bz, O)|ufPdudt + kollul, 0 rursomy  (3.25)
0 Q 0 Q

T

> min{1, ko}(1Dull} 0, + [l 0 7s0a00)) — / (ala,t) — b, ) [ul*dadt
0

Yukaridaki ifadenin ilk teriminde (2.2) esitsizligini gozoniine alirsak:

>

o =

T
mind1, Ko} ull2, o zavscay + / / (a(.8) — bz, 1)) uldedt
0 Q

olur.

Simdi (iii)-a; kogulunun saglandigim kabul edelim:

>

o

T
min{L, ko}ull3, o zavs oy — bo / luf2ddt
0

olur,

T
1. L
> = min{1, ko}ull7, OTWA@ —bocs | Nullfy o dt = (= min{1, ko}—boc3)|ull7, 0T (Q
p ( 2(92) 2 () = ( 2(9)
0

(3.26)
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elde edilir. Simdi (iii)-b; kogulunun saglandigini kabul edelim:

(3.25) esitsizliginin 2. terimine Holder Esitsizligini uygulayalim,

T T
1
[ttt = = min{t kol gy = [ o= bl el d
0 0
olur,
1
> =
c

min{1, kO}“uH%Q(O,T;WQI(Q)) — [la— b||Loo(0,T;L%(Q))C% / ||u||12/v§(sz)dt
0

r
= (= min{1 ko} = fla = DIl Loto.i g @) DL, 0 w2 ) (3.27)

elde edilir.
Simdi (iii)-¢; kogulunun saglandigimi kabul edelim:

(3.25) esitsizliginde a > 0 oldugunu gozoniine alirsak;

firo

QZI»—*

mind1, ko ul, vt o / 2 I,

olur,

v

T

I

= min{ L, ko}ull? om0y = 10l woziLy @€ / Il it
0

r
= (g min{l, ko} — ||b”Loo(07T§L%(Q))C%>||U||i2(O7T;W21(Q)) (3.28)

Teorem (3.10)'un (iv) kosulu saglansin:

T

T
2//Du dadt + dol|ul]2 0 rer00) +//kx O)uPda'dt

0 0 00

!

> min{L, do} (1Dull sy + Nelluoruon) + [ [He OluPdrar 320
0 909Q

elde edilir.

Simdi (iv)-as kogulunun saglandigini kabul edelim:

> min{l, do}(”DUH%Q(o,T;LQ(Q)) + HUH%Q(D,T;LQ(Q))> - leuH%Q(o,T;LQ(aﬂ))

> min{1, d0}<||Du||%2(O,T;L2(Q)) + ||u||%2(O,T;L2(Q))> - klc§||u||i2(o,T;W21(Q))
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= (min{l,do} — klcg)“uH%Q(O,T;WQl(Q))) (3.30)

elde edilir.

Simdi (iv)-by kogulunun saglandigimi kabul edelim:

T

> min{LdO}Hu|’%Q(O,T;W21(Q)) — [kl 2oc 07201 (002)) / "U\|%2(0,T;L2(n,l) (BQ))dt
n—2
0

> min{1, do}|ull7, o rway = 1Kl za©r:0-100) iUl T, 00w 0

T
= (min{1,do} — k|l (o2, (09))¢3) / 17, 0.0w2 62y A8 (3.31)
0

elde edilir.
Teorem kosullarin ve (3.26), (3.27), (3.28), (3.30), (3.31) esitsizliklerini birlikte
gozontine alirsak agiktir ki:

<f(u)> u>QT

|UHL2(O,T;W21(Q))

oo

[wll Ly0.7swi )y /00 iken |

olur. Boylece coercivelik elde edilir. Ilk iki alt bolitme benzer sekilde goriilmektedir ki, f

doniigiimii ile A doniigiimii Teorem 2.41’in tiim kogullarin saglar. O halde keyfi (h, ) €

Ly(0,T; (W3(Q))*) x La(0, T WQ_%((?Q)) i¢in problem (1)-(3) Fy’'da ¢oziilebilirdir.
Simdi ¢oziimiin tekligini gosterelim:

Kabul edelim ki u ve v problem (1)-(3)"iin Fy uzayindan iki farkl ¢6ztimi olsun. O

zaman asagidaki esitlikler vardir.

ou ov
i Au+ (a(z,t) = bz, t))u = i Av+ (a(x,t) — b(x,t))v

ve

ou , _Ov ,
an + k(2 thu = an + k(2 t)v

w :=u — v ile gosterirsek agagidaki problemi elde ederiz:

9 _ Aw + (a(a, 1) — b, ))w = 0

ot
ow ,
(8_7] + k(x ,t)w)

w(z,0) =0

=0
X
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w(z,t) asagidaki esitligi saglar:

(S~ Bt (ale, 1) — bl ), w)a, =0

Kismi integrasyon uygulayip gerekli sadelestirmeleri yaparsak:

T

T T
0= //aa—qfwd:rdt+ //\Dw|2dxdt + //(a(a:,t) — bz, t))wdzdt
0 Q 0 o 0

0

T
+//k:(x',t)w2dx'dt
0 20

T
esitligini elde ederiz. [ [Sewdrdt = L||lwl|?, ©(T) > 0 oldugunu yukarda gézoniine
00

alirsak:

T T T
0> //\Dw|2d:vdt + // a(z,t) — b(x,t)) 2dxdt+/ k(2 t)wde'dt
0 o 0 ‘o 0

oN

olur. Son esitsizlikte sirasiyla Teoremin kogullarii gozontine alalim.
Teoremin (iii) ve (iii)-a; kogulunun saglandigim kabul edelim:

1 .
0> (E min{1, ko} — bocg)Hw”%g(o,T;Wzl(ﬂ))

elde edilir.

Simdi Teoremin (iii) ve (iii)-b; kogulunun saglandigini kabul edelim:

r .
0> (= min{l, ko} = fla - bl Looto.iy @)D, 0,700 0)

elde edilir.

Simdi (iii) ve (iii)-¢; kogulunun saglandigin kabul edelim:

r
0> (E min{1, ko} = 10l aco.ri2y @) EDNWIT, 0w )

Teorem’in (vi) ve (iv)-as kogulu saglansin:

0> (min{l,do} — kvc3)|wl|7, 0. rm1 (0
elde edilir.

Simdi (iv)-by kogulunun saglandigimi kabul edelim:
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T
0> (min{L,da} = latoasom0)eD) [ 10l 030
0

elde edilir.
Teorem kosgullar1 ve yukarida elde ettigimiz esitsizliklerin sag taraflarimi birlikte
gozoniine alirsak acgiktir ki bu ifadelerin her biri pozitifdir. Sonug olarak 0 > 0 celigkisini

elde etmig oluruz. Buradan w = 0 dolayisiyla da v = v olur. m
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3.5 Baslangi¢ Kosulu Sifirdan farkli Oldugunda, Problem (1)-
(3)’tin Coziilebilirligi ve Coziimiin tekligi
Bu béliimde problem (1)-(3)’i sifirdan farkli bir baglangig kosulu (u(z,0) = wug(z))

altinda, tist lineer durumda inceleyecegiz. Problem i¢in agagidaki kogullarin saglandigini

kabul edelim:

(2) a € Loo(Qr), v < piken b € L%(QT) ve v =piken b € Ly (Qr) dir.
(i) k € Loo(0,T; Ly, (8))dur.
(#t3) p,v > 0 olarak verilen sayilardir ve ug € Wy (Q) N L,42(£2) dur.

Py uzay1 asagida oldugu gibi tanimlansin;
Po = Lo(0, T; Wy () 0 Lo (Qr) N [W3 (0, T35 (W3 (2))7) + W sz (0, T Lpz2 ()] N {w

o1
U(l’, O) = UO}

Teorem 3.11 Problem (1)-(3) i¢in (i)-(iii) kosullari saglansin ve v < p olsun. Ek

olarak asagidaki kosullarin saglandiginy kabul edelim:

(iv) ¢ 0 < v < p oldugunda dyle bir ay > 0 sayisy vardir ki hemen hemen her (z,t) €
Qr icin a(x,t) > ag dr,
e v = p oldugunda dyle bir by > 0 sayust vardur ki hemen hemen her (z,t) € Qr

icin a(x,t) — b(x,t) > by dir.

(v) Hemen hemen her (2',t) € Lr icin k(2',t) > —ko olacak sekilde bir ky > 0 sayist

vardir, burada

%‘?91}, eger Ov < p
ko <
in{b' 0 v
mm;{:g 1}7 ejer v=p

Bu kosullar saglandigi takdirde ¥(h, o) € [Ly(0, T} (Wg(Q))*)—I—L%?(QT)]XLQ(O,T; W;é(aQ))
p+1
icin problem (1)-(3)%in Py’da genellesmis ¢ézimi vardir(burada 6y, o' ve b’ pozitif

sabitlerdir oyle ki a' < ag, V' < by, 61 < 1).

Ispat. Bu Teoremin ispatinda ilk béliimde oldugu gibi, ayni genel teoremi kullanacagz.
Bu yiizden baslangi¢ kogulunu sifir yapacak sekilde bir 6teleme yapmaliyiz.

u(x,t) = u(z,t) —ug(z) olsun. Ozaman u(z,0) := 0 olur. Buradan u(z,t) := u -+ uo(x)
olur. Bunu problemde yazarsak asagidaki yeni problemi elde ederiz:
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.

O 0) A+ o) + a8 |G+ )| it ) — b)) Gt ) = et
(a(ua—;%) + k(2 t)(u+ uo)) s, = (1)
u(z,0) =0

bu problemin ¢oziimiiniin varligi i¢in genel teoremi kullanabiliriz. Problemin yarattig

dontigiimleri belirleyelim:

f=A{Nf}
fi(w) = —A(u+ug) + alz, )| (w4 up) | (u + uo) — b(x, )] (u + uo)|” (u + u)
folu) == %ﬂ;u") + k(2 t) (w4 up)
A(u) = u

Bu doniigtimler icin ilk boliimde st lineer durumda u yerine (ﬂ—l— up) aldigimmizda
siirhilik ve zayif siireklilik hemen elde edilir. f ve A doniisiimlerinin Lo (0, T W, (2)) N

L,12(Qr) tizerinde coercive ikili olusturdugunu gosterelim:

T

T T
/(f(ﬂ),ﬂ)gdt = //D u + ug Dudxdt—i—// a(z, t)|u + uo |’ (u + u)udwdt—
0 0

0

0 09
T

T T
//b z,t)|u + uol|” (1 + ug) ud:)sdt+//k(w’,t)(ﬂ%—u@ﬂdm’dt,
0

T

/ @), Gadt > (12, / 1Dt e —ele / | Duol2, @y dt--aolli + w52, o,
0

_||a||Loo(QT Hu"'_uOHp+1 (Qr) ||u0||Lp+2 Qr) — ||b||in—12/(QT)”u + UOHE—:EQ(QT) - ||b||L5_i3(QT)

ollZp12(Qr) oll7 12 (@) — Ko u+ ug %g(am -
[ o] yllu + o[ ko [ [lu+ uol| dt

T
JaL
0

son esitsizligin sagtarafinin 4, 5 ve 6. terimlerine Young esitsizligini uygularsak:

Lo 1@ |U0l| 2 4y @0 12+ w0 L, o0yl
nh—2 hn—2
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> (1= 1) [ 1D+ o) oy + (0o = 39) i+ wollf 2, g — 1) [ 1Dl o

p+2

p+2
—c(&)lall @ luoll L, o) =€) (Ibll2 i (@)~ =) Il L s (@ [0l 2, 201 7757 =
p—v

p—v

c(e2) (1R oot Lo 00 [W0l] oo, mwg ) —E2llutuolIZ, 0 2wy o k‘o/llﬂ+ﬂollL2 o dt

olur, burada gerekli diizenlemeleri yaptigimizda sirasiyla asagidaki esitsizlikleri elde

ederiz:

2
> min{l — e1,ap — 3 }(|| D (u + uO)HL2 @m T |+ u0|]'z++2 QT —c(e1) / HDuOH%Q(Q)dt

pt2 p+2

—c(@)(llall o @ tollz, 2@ =c(E) Il L 12 @) —e(E)IbNL iz @) 10 Ly a(@r)) 75T =

p—v p—v

c(e2) (CllEN ootz @) 100 /| Lo, rsw ) — (Rocs + &s)lu+ UOH%Q(O,T;W;(Q))

> (min{1—e1, a0—3c}—koci—e2) (1 D(utuo) |2 g+ +uoll7)7, 0 —0(61)/||Duolli(mdt

pt2 p+2

c(€)UPllz sz @) =) IBllz 1z (@ 10 ]l 2,20 7T =

p—v

(koc3 + £2)¢'T — c(e2) (AN kIl Lo :Los 00 [0l £y 0.7w2 (2)))

—c(&)(lallzai@n luollz, @)=

> —(min{l — ey, a0 — 3e} — kocs — 52)(||ﬂ~|—u0||%2(07T;W1 + |Ju + uo | @)~ dT)—

DN | —

T
p+2

0(61)/HDUoHi2(mdt = c(@)(lallw@n w0l a@n)™ = (€ IbllL a2 @)~ =
p—v

p+2
(@) (10l s @) 110l 2 pa (@) =T = (Roci+e)  T—c(e2) (11K || Lo (20 00 100 | Lo 07572 0))
p—v

burada €1 < 1, ¢ < % ve ¢ (2.3) esitsizliginden gelmektedir, o halde agagidaki

3
esitsizlik elde edilir:
T
~ 2
U@, @)adt = Kalfi-+ w0 gy + Killi+ ol g~ K
0

ol



burada K; = 3(min{l — ey, a9 — 3} — koc3 — &2),

p+2

T
K = —c(e1) Of [1Duoll7, ) dt — () (lall Lo @ 1ol yra@r))"** = ()b L i (@) 7
p—v

p+2
—0(5)(||b||Lp+2 o 1wl L,1a0r) 77 — cle2) (Al k| Loor¥s2as @) 1U0l| Lo, w2 (2))
—3(min{l — &1, a0 — 3¢} — ko — £2)T — (koc3 + €2)'T

buradan
= Kl(HaHLz(QT;WZ}(Q)) - HUOHLQ(O,T;WQI(Q)))Q +K1(”aHLp+2(QT) - HuOHLP+2(QT))2 —Ki— K

> K1(||?NL||%2(0,T;W21(Q)) = 2)|ull Ly 0w 1ol Lo, ) + ||u0||%2(0,T;W21(Q)))+
(Ul o) — 2lullz, a@plluollz, s@ + uollZ, 0p) — K1 — K
= Kl”77’”%2(0,T;W21(Q))_2K1€3HaHig(O,T;WQl(Q))_2K10(83)||u0H%2(O,T;W21(Q))+K1||UOH%2(O,T;W21(Q))
+Eull?, 00 — 2Kaesllull, . 0p — 2K1c(es) luoll? om + Killuoll? om — K1 — K

olur. Burada 3 < % olarak alinmistir. Son olarak elde ettigimiz esitsizlik agagidaki

gibidir:
T
/ u))dt > K1||U||L2(0TW2 @) T KlHaH%pw(QT) — K
0

burada

Ky = Ki|luoll7, o mawz ) — 2Eac(e)lwollZ, 00w 0y + Killuollz,.oin

—2K10<53)Hu0H%p+2(QT) o Kl K

buradan

T
/ th > Kl(HuHLz o,r;wi(e) T HaHLp+2(QT))2 — K
0

olur. Son esitsizlikten ceorcivelik elde edilir. v = p oldugunda a(z,t) fonksiyonunu
iceren terim tizerine yapilan benzer iglemler a(x,t) —b(x, t)’li terime uygulanarak sonug
elde edilir. O halde genel teoremin tiim kogullar saglanir.

Her (h, @) € [Lo(0,T; (W}(Q))*) + LM(QT)] x L(0,T W;%(aﬁ)) icin problemin u €

Py ¢oziimii vardir. Problem (1)-(3)’iin ¢oziimii ise u(x, t) = u(x, t) +uo(x) olacaktir. m

Teorem 3.12 Teorem 3.11%n kosullar: saglansin. 0 < v < p oldugunda, hemen hemen
her (z,t) € Qr i¢in b(z,t) < by olacak sekilde bir by < ay pozitif sayist varsa ¢ozim
tektir.
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Eger u ve v problem (1)-(3)%in baslangi¢ kosullari ug ve vy olan ¢ézimleri ise
asaqidaks esitsizlikler saglanar:
lulz, ) = v(z, 0)]|7,0) < lluo = voll 7)™ I v < p ise (3.32)

i, 1) = o, Dl < oo — wolldae™, v =p ise (3.33)

Ispat. Kabul edelim ki u ve v problem (1)-(3)"iin P, uzaymdan iki farkh ¢oziimii olsun.
O halde w :=u —v ve f(z,t,u) = a(x,t) |u]’ v — b(z,t) |u|” u ile gosterirsek agagidaki

problemi elde ederiz:

a—w—Auht(f(a:,t,u)—f(x,zf,v)) =0

ot
ow ,
(a—n + k(x ,t)w)

w(z,0)=0

=0

X

Tk denklemi w ile carpip Q) tizerinde integral alip kismi integrasyon yaparsak:

1d
3 g0 1Dwl e+ [bla pude+ [ (£Gato) = f(ot0))wdz =0 (330

o9 Q
Ispat1 v < p ve v = p oldugunda ayr1 ayr1 yapalim:

v < p olsun;
Of(x,t,u)
ou

teoremin kogullarindan asagidaki esitsizligi elde ederiz:

= (p+ Da(z,t) |u]” — (v+ 1)b(x, t) |u|”

Of (z,t,u)

5 = (P Daolul” = (v+1biful” 2 (p+ 1)(ao —ba) [ul” = (p + 1)y

O zZaman

(f(x,t,u) — f(z,t,0))w > —by(p+ 1)w? (3.35)
olur. Eger (3.35) esitsizligini (3.34)’de kullamrsak:

1d
5%”10”%2(9) + ||Dw||%2(9) —bi(p+ 1)||w||%2(9) + /k(ﬂc',t)w2dx’ <0
£

olur. Buradan

1d

5 70l za@ + (1= Focp)[wlliys @) = (balp + 1) + Dwllzyq) <0
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1
2
C3

ko < -5 oldugundan

1d
5 7 10 lZai) = (o + 1) + Dl ) <0
esitsizligini elde ederiz. Bu egitsizlige Gronwall Lemma’y1 uygularsak (3.32) esitsizligini
elde ederiz.
Eger v = p ise,
of (x,t,u
DL _ (4 1) (e, 1) — b)) [l > (o + 1)bo ul”
oldugundan (f(z,t,u) — f(x,t,v))w > 0 olur. Son esitsizligi (3.34)’de kullanirsak
sallwl? o < llwllf,q) olur, benzer sekilde Grobwall lemma’y1 kullanarak (3.33)
esitsizligini elde ederiz. Eger ug = vy alirsak (3.32) ve (3.33) esitsizliklinden u = v

elde edilir. m

(3.32) ve (3.33) esitsizliklerinden agagidaki sonug aciktir.

Sonug 3.13 Teorem 3.12'nin kosullar: altinda Problem (1)-(3) baslangic verilerine

surekli baghdar.
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4 COZUMUN UZUN ZAMAN DAVRANISININ
INCELENMESI

Bu boliimde baslangi¢ kosulu sifirdan farkli alindiginda ¢éziimiin uzun zaman davranigini
inceleyecegiz. Bu boliim boyunca Teorem 3.12'nin kogullarinin saglandigini kabul edecegiz.

Problem (1)-(3) bize asagidaki dinamik sistemi tanimlamaktadir:

up — Lu = f(z,t,u)
u(z,0) = ug(x)

Burada L lineer operatordiir. Bu dinamik sistemin her ug € W3 (Q) N L,2(Q) ve
her T' > 0 igin tek u € Py ¢oziimii vardir. O halde ug — u(t) déniigiimii vardir. Sonug
3.13’den agiktir ki bu doéniigiim Lo (§2)’da siirekli bir déniigiimdiir. Bu déniigimi S(t)
ile gosterelim. S(t) dontgimi f(x,t,u) = f(z,u) alindiginda yar1 akig kogullarini
saglamaktadir.

O zaman otonom durumda, problem (1)-(3)tin S(t)ug = wu(t) ile belirli ¢oziim
operatoril, W3 (2) N L,12(2) lizerinde siirekli bir {S(¢)}i>o yar1 akig ailesi {iretir. Bu
yar1 akig ailesi araciligiyla ¢oziimiin uzun zaman davranigini inceleyecegiz.

Buradan sonra problemi ii¢ alt boliimde inceleyecegiz. Ilk olarak S (t) dontigiimiiniin
Lo(£2)’da yutan kiimeye sahip oldugunu gosterecegiz. Ikinci alt boliimde, problemi h
ve ¢'nin yalmzca z’e bagh oldugu durumda gozoniine alacagiz. U(;i'mcii alt boliimde ise
h ve ¢’nin yan sira katsay1 fonksiyonlarimin da t’ye bagh almadigimizda bu durumun
¢oziimiin davranigini nasil etkiledigini gosterecegiz.

Bu boliim boyunca a(z,t) € Loo(RT; Loo(€2)),
L%(RJF;L%(Q)), v<p iken

Loo(RT; Leo(R2)), v =p iken
kabul edilecektir.

b(x,t) € Jk(2/,t) € Loo(RT; L,,—1(092)) oldugu

4.1 Yutan Kiimenin Varlig:

Tk olarak {S(t)}i>o doniigiimii igin Ly(€)’da yutan kiimenin varhigmi gosterelim:

Teorem 4.1 Kabul edelim ki Teorem 3.12°nin kosullary saglansin. O halde {S(t) }+>0
doniisimi her (h, ) € [Lao(RT; (W;(Q))*—i—LLﬁ(Q))] X Ly(RT; W;%(aQ)) icin Lo(Q2) 'da

%)



yutan kiimeye sahiptir, yani dyle bir simrle B,y C Lo(SY) kiimesi vardur ki;

1
By = A{u € La() : [ull 1y@) < (ro)2, 70 = TO(HhHLz(RJr;(WQl(Q))*—i-L%ﬁ(Q))7 ||S0||L @ o))’
b17 b07 aop, meS<Q)7 kOu Ps V)}
her sinarle B C W3 (Q)NL,12(Q) kiimesi ve her 6 € (0,00) sayis icin T = To(B, ) > 0
says bulabiliriz ki her t > T¢ i¢in
S(t)B C Br0+5

kapsamast saglanar.

ispat. B ¢ W}(Q) N L, »(Q) simurh kiimesi igin 4y € B olsun. (1) denklemini v ile

carpip {2 tizerinde integral alir ve kismi integrasyon yaparsak:

1d
5%“u\|%2(9)+/|Vu|2 / o' ) |u*d2’ +/ (x,t)]u|p+2dx—/b(m,t)|u|”+2d:c

Q Q

= /hudx + /goudx' (4.1)

Q BlY)
olur.

1d
5&““”%2(9) - _/IVUP _ /k(;p’,t>|u|2dl’/ — /CL(ZL’ t)|u]p+2dx + /b(l’ t)|U|V+2dx—i—
& o0

/hud:v—l— /gouda: < /\Vu\ + ko/lu\ da’ — /]u\p+2dx+b /]u\”“d:c—l—
/ hudz + / pudx’

Q o0

son 3 terime Holder ve Young esitsizliklerini uygularsak: !

1d

gl < = [1Vuldo -+ Grack + 260) ullag o) — (0 = 220) [ ul s
Q Q

ﬁ
(c(e1) + e(z2)) |l + c(e2)mes(Q)(br) o + c2ee) ||l + 22
burada e, := (min{l,a’} — koc}), €2 := “OT’“/ olacak gekilde secersek:

Ld 2 1 . / 2 2 / p+2

s lluliu@ < = [ [VuPde + S(min{1,a'} + ko) ullfyy ) — o [ lul?*do+
Q Q

YAl = 1Rl @+ e @ @) el = HcpH (t)

s . (69)
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2 ag — a'
(c(d’, ko) + c(ag, a"))||h||* + c(ao, a')ymes(Q) (by) 7= + cie(d’, ko)l ell* + OT

olur. Son esitsizlikte (2.3) esitsizligini kullanirsak:

1d 1 .
5@”“”%2(9) < 5(— min{1,a’} + kocg)HUH%v;(Q)JF

_ !
(c{a', o) +e(an, @ )[Rl >+e(ao, a')mes(2) (b) 75+ eBe(a’ o)) g+ +min{1, '}

olur. Ky := % (—min{1,a'} + koc3) dersek

d pt2
T lullZa) = KallulZy @) < 2((e(d’, ko) + e(ao, a))[BI(¢) + clao, a'ymes(Q) (br) 7=+

(IO—CLI
2

cze(d’ ko) |el? () + )+ 2min{1,a'}

olur. Burada Gronwall Lemma’sim1 kullanirsak:
t
|l ) < lluollz,@e™ + 2(c(d’, ko) + c(ao, a')) / IAlPe= 1T dr+
0
t

t
QCgc(a/’k(l)/||90||26_K1(T_t)d7+/2(C(a0,a/)mes(9)(bl)g+i +
0 0

ay — a'
2

+

min{1,a'})e K1V dr

olur. Ayrica

t t
h||2e K1 =D dr < ||h]? . . , / 2o~ K=t gr < 2
0/ Il < I ssoggon | 19 <1 o

oldugunu gozoniine alirsak

2(c(ay, a’)m&s(Q)(bQZ—i5 + G(’T—a, + min{1,d’})
K, +

lullfa0) < ol e +
2e(d’, ko) + clag, VA2 . ) +2c2c(d k 2
(c( 0) (ag,a’))|| ||L2(R+,(W21(Q)) +L%(Q)) 3¢ 0)||S0”L2(R+;W;%(69))

olur, ilk terim disinda kalan tiim terimleri rq ile gosterelim :
[l 2 (8) < lluollZy@)e™" + 1o

olur. Burada 7y sayist Teoremde belirtilen sayidir. O halde her § > 0 igin 6yle bir T¢

sayis1 vardir ki:
1 [[uoll7 Q)
1 2
X, n(—5 )
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her ¢t > TY icin ||u||%2(m(t) < 7o + 0 olur. Bu egitsizlik t’ye bagh diizgiindiir. Bu
esitsizlikten

Brys = {u s u € Ly(Q), ull iy < (ro +6)?}

kiimesinin teoremde verilen kiime oldugu ¢ikmaktadir. v = p oldugunda benzer iglemler
yapilarak yutan kiime elde edilir. m

Buradan sonra tezimiz boyunca, = 1 alindiginda Tg =Ty ve ro+ 1 = ry diyecegiz.

4.2 h(z,t) = h(zx), (2’ t) = p(2’) Durumu

Bu boliimde agagidaki kogullarin saglandigini kabul edelim:
(i) h(z,t) = h(z) ve p(a',t) = p(z').
(i) 2a(w,t) € Loo(R¥; Los(),

L2 (RY; Lpi2(92)),  egerv <p

Dpet) e d b
Loo(RT; Lo (S2)),  eger v =p

, 2k(2/,t) € Loo(RT; Ly—1(82)) ol-

sun.
Konulan bu ek kosullar altinda ¢oziimiin t’ye bagh tiirevinin daha diizgiin bir sinifta
oldugunu bekleyerek, {S(¢)}+>o dontisiimiinin W3 (2)NL,2(2)’da yutan kiimeye sahip

oldugunu gosterecegiz:

Teorem 4.2 Teorem 3.12°nin kosullar ve yukaridaki (i), (i1) kosullari saglansin. Ayrica
hemen hemen her (x,t) € Qr, (2',t) € >, i¢cin asagidaki kosullar saglansin:
o v < pise

0 0 0
il < - > — k(1) <
ata(x,t) <0, 6tb(m’t) >0, atk:(x 1) <0

ve dyle a1 > 0 saysy vardir ki a(z,t) < ay ’dir.
o UV =pise

0 0
Z _ <0, —k(z't) <
at(a(m,t) b(x,t)) <0, atk(m 1) <0

Bu durumda problem (1)-(3)%in drettigi {S(t)}i>0 dontisimi V(h,) € [(W3(Q))* +
L%(Q)] X WZ_%@Q) igin Wa(Q) N L,y42(Q) uzaynda yutan kimeye sahiptir.

Ispat. (1) denklemini Lu(t) ile carpip  iizerinde integral alir ve kismi integrasyon
yaparsak:

d 2 1d 2 d a(xat)‘u’p+2 b(xat)|u’1j+2 d1 / 27,/
IG5+ 5 3 IVl 7 [ (= =2 ydo+ 25 1! e

Q o0
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p+2) ot v+ 2

1 1 1
= /hutdx+/g0utdx'+— 2a(x,t)|u|p+2——/%b(x,75)|u|l’+2+§/%kz(ac’,75)qux’
Q 20 Q Q 20

olur. Burada teoremin kogulunu kullanirsak

a(z, Oul*? b, t)|ul"*

d 1 1
Jul oy + 5 IVl + [ e+ 5 [blal s

p+2 v+2 2
Q oQ
—/hud:c— /(pudx’} <0
0 B
olur. O zaman
d al, Ol b, D+
IVl [ MBI s [hiet putar
0 £

—/Qhudx — /2goudx’} <0 (4.2)

Q a0
elde edilir.

M = M(ry, a1, ||k|| oo r+;0,_1(00))) > 0 olmak iizere dyle bir 77 > 0 vardir ki her

t > T icin agagidaki egitsizlik saglanir:

t+1
p+2 b v+2
[ 0l 0+ [ D [ty [2hude-
t Q o0 Q
/Qgpuda:'}dT <M (4.3)
o0

Bu esitsizligin dogru oldugunu gosterelim:

Teorem kosullarini gézontine alirsak:
(ag — bo) ul* — by < al@, t)[ul”? — b(x, t)|ul""
elde ederiz. Bunu (4.1) esitliginde kullanirsak:

d
EHUH%Q(Q)—|—2{/|Vu]2da:—|—(ao—bl)/|u]p+2dx+/k(x’,t)|u|2dx’—/cpudx’—/hudx}
Q Q

o0N o0 Q

< 2bymes(Q) (4.4)

olur. 0 < A < 1 olmak iizere son ii¢ terim i¢in agagidaki iglemleri yapalim:
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d
EHuHQLQ(Q)—i-Q/|Vu\2+A/k(x’,t)]u\zdx’+2(ao—bl)/\u]p+2dx—2A/hudx—ZA/gpudx’+
0 20 0 Q 20

< 2bymes(Q) + 2(1 — A)/hudm +2(1 — A)/gpud:l:’ + (A — 2)/k(x’,t)\u]2dx’
o 20 20

Bu esitsizligin sag tarafindaki son ii¢ terime Holder ve Young egitizliklerini uygularsak:

< 20imes(Q) +4c(e2) (1= APllell? .y Ade(e)(t = AP Gwa@yir, @
Wy 2(69) zTI
c(er)ei(A = 2)*||kI2 +erlully + (2 + &) Jull?
1)%4 Ln-1(09) 1 W3 (Q)NLp42(Q) 2 1 W3 (Q)
< 2bymes(Q) +4c(e2) (1 — A)’c ||90||2 -} +de(e) (L = 2RI wr )1 1,00 @)
(0%) ot

c(en)cf(A =22 1klIZ, o0y + 251(”“”?4/21(9) +lull? @) + (62 + 51)”“”124/2}(9)

< ymes(@) +delea)(1 - APl Ae(e)(L= APy,
2

( T

cle1) (A = 2’k I1L, o0y + (Be1 + e2)llullfyyq) + 2e1llullf} ) + 261

= 2bymes(9) +e(er) (1 = APE el 4+ Aelen) (1= APy sz,
W, “(09) p+T

c(e1) i (A=22Kl[Z, ,a0) +(Berten) ulg, o)+ (Ber+ea) | Vul, o) + 261 ullf), o) +261

Sonug olarak agagidaki esitsizligi elde ettik:

d
EHU“%Q( +(2—3e; — & /|Vu|2 + A/ (2', t)|u*dz’ + 2(ag — by — &, /|u|p+2dx
o0
2A/hu — 2A/g0u < 2bymes(Q) + 4e(eg) (1 — A)2cp||? b +
Q
b 26 W, =(09)
217,112
de(e)(L = AP Gwy @y 4t e @F

p¥IT

c(e))ci(A = 2°|IKI1L, o0y + 261 + (321 + 22) ullL,0)
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Bu esitsizligi t > To+1 olmak tizere, t’den t41’e integre eder ve Teorem 4.1°1 kullanirsak:

t+1

/{ (2 —3e1 — &9 /]Vu]de +2(ap — by — & /]u\p”dx + A/ (2!, 7)|ul|?dx’ —

o0
24 / pudi’'—2A / hude}dr < AA=DP I oo, ome(er Heled 1=APElel?_, -+

de(er) (1 — A)?|\n|)? (W (@) 4L puo () T 261 F (3e1 + &9 + 1)1y + 2bymes(Q)

p+1

olur. Son esitsizligin sag tarafin1 M ile gosterelim ve a?éﬁé) < 1 olmasim kullanalim:

t41
— by — t)|ulPt?
/{(2 ey - 62)/\vu|2 + A/k(m’,t)|u|2dx/ YL 81)/6““7"’ M do—
a
¢ 0 20 ' P
2A/hudm — 2A/g0udx'} < M,
Q 20
olur. Buradan asagidaki esitsizligin saglandig1 aciktir:
t+1 2} +2
t P t)|ul”
/{ (2— 3g1—52)/|w| +A/ (2! )2’ +2( / a “”p f;' (x; M \do—
0 20 0

2A/huda: — 2A/g0udx’} < M,

Burada A := “072% ve £1 < min{ag — by, 3} oldugunda, Gyle bir 5 > 0 segebiliriz ki

A < 2 — 3e1 — &9 egitsizligi saglanir. O halde agagidaki esitsizligi elde ederiz:

t+1

p+2 b v+2
/{A/|vu|2+A/k(x',7)|u|2dx'+2A/(a(””’[2‘2’ - (x’;ﬂ@;‘ )d—
t Q oQ Q

QA/hudx — 2A/gpudw’}d7 < M,

Q a9
Buradan
0 P2y v42 M
[ [ 1wup+ [ oz [ (D HEDE sy [ [ouar < 20
) Ele) 0 0 Ele)
olur.

p+2 b v+2
y = {/]Vu]2d$+2/(a<x’7—3_‘g| - (x;j_):qg )d:v—i—/k(x’,T)|u\2dx’—2/g0udx—2/hudx}
Q Q P B 20 0
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ile gosterelim, (4.2), (4.3) esitsizliklerinden her ¢t > Ty + 1 igin agagidakilerin saglandig

aciktir:
t4+1

d
G0 <0 ve [ y(s)ds < v

t
burada, Ty + 1 <t < s < ¢+ 1 alisak ZLy(s) < 0 olur. Bu esitsizligi [z;¢ + 1]
(z:t <z <t+1) lizerinde s’ye gore integre edersek y(t+ 1) < y(z) olur. Son aldigimiz
esitsizligi de [t;t + 1] lizerinde z 'ye gore integre ettigimizde agagidakini elde ederiz:
t p+2 b t v+2
HVUH%Q(Q)vLQ/(a(x’ N _ bz, t)Jul )dx—f—/k(:c',t)uzdx’—Q/goudx'—Q/hudx <M

p+2 v+ 2
) o0 o0 )

(4.5)

Burada teoremin kosullarini kullanirsak,

2b

42 1 Y

5aollullz) —V+2/|u| +2dm—k’0/u2dx’_2/gpudx’_2/hudm <M
Q

o0 oN Q
(4.6)

olur, burada sol taraftaki son iki terime Holder ve Young esitsizliklerini uygularsak:

||VU||%2(Q)

2b

2 1 Y

IVull7, 0 + o|| ||’£J;r2 V+2/|u| dr — k‘o/qux' <
Q 50

M+ de(e) [P + 2e1([lulliyy o) + 1ullZ, o) +Acielea)loll® + e2llullfyy g

olur, gerekli diizenlemeleri yaptigimizda:

2&0
(1= koc3) I VullZ,0) + <p

p+2

) ull52, gy — e(e)(2b1)E Emes(@) <

Lpt2(

M +4c(e) |l +2e1([[ullfyy @ +Iulll, @) +4czelea)llo | +exllullfyy @ +kocs [ullL, )

olur, bu esitsizlikte (2.3)’t kullandigimizda:

1 ) 2@0 pt2
min{L = kocd, ~=00 =} (g oy + 572, oy) — ) (200) Fomes (@) <

M +4c(e)l|Al* +2e1 ([[ullfyy g + 1l )+405 (52)||90H2+52||UHW1 )+ kocs|[ullZ, o)

pt2(82

1
+2mzn{1 - koc3, P et
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esitsizligini elde ederiz. Buradan

1 . 2@0 1 . 2@0
(i(mm{l—kocga m—g})—zﬁl—gz)HU’|124/21(Q)+(§(mm{l—kocga m—g})—%l)ﬂuﬂﬁﬁg(m <

M + 4c(ey) ||R|]? + 4cie(e) ||l ¢l)? + kocar

1 2
e(e)(2b) e mes () + Smin{L = koc3, pT“OQ C )+ 2

Bu son egitsizlikten, agagidaki esitsizlikleri saglayacak sekilde bir M, sayisinin var oldgu
agiktir,

[ullwg @) (t) < M, lullz,..@(t) < Ma
Elde edilen bu esitsizlikler t'ye bagl dizgiindiir.
O halde M; = M;(||R]], ||¢]], b1, mes(2), 71, ag, ko, v, p) > 0 sabiti vardir ki ,
By = {u € W3(Q) N Ly2() = lullwi@)nr,,s@) < Ms} olmak iizere, Vt > Tp + 1 igin
ve her siurh B € W3 (Q) N L,42(9) i¢in S(¢)B C By olur.

4.3 Otonom Durum

Bu boliimde problem tamamiyla t’ye bagh olmadiginda eliptik kismin yardimi ile
¢oziimiin asimptotik diizenliligini ve Wy (Q)NL,+2(€2) da yerel olmayan gekicinin varhgin
gosterecegiz.

Kabul edelim ki agagidaki kosullar saglansin:

(i) h(z,1) = h(z) ve p(&/,1) = ().

(ii) Katsay1 fonksiyonlar1 yalnizca = ve z’ye baghdir: a(z,t) = a(x), b(x,t) = b(z),
k(x' t) = k(z').

Asgagidaki eliptik problemi gozontine alalim:

—Au+ a(z) |ul’ v — b(x) |u]” u = h(x) (4)

(2 i)

Teorem 3.12'nin kogullart altinda keyfi (h, ) € ((W3(2))* + LLf(Q)) x W, 2(09)
p+1

= () ()
o0

igin bu problemin W3 (2) N L,42(Q) uzaymnda tek bir ¢ (z) ¢oziimiine sahip oldugunu
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biliyoruz (Bakimiz [21]). O halde u(x,t) problem (1)-(3)’lin ¢oziimii olmak iizere w(z,t)

fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim:
u(z,t) = Y(x) + w(x,t)
O halde w(x,t) agagidaki problemin ¢6ziimi olacaktir:
we — Aw + a(z) [u” v = b(z) [u]” v — a(z) [P + b(z) [P]" =0, z€ @ (6)
=0, 2’ € 9Q (7)

(5 + et )

w(x,0) = up(z) —P(x), = € () (8)

Teorem 4.3 Teorem 3.12°nin kosullary ve (i), (ii) kosullar saglansin. v < p ise dyle
a; > 0 sayisy vardir ki hemen hemen her (x,t) € Qr i¢in a(x,t) < ay dir.
VB C W5 () N Lys2(Q) senarly kimesi igin ve V6 > 0 igin oyle bir T = T(B,d) > 0

sayst ve oyle bir sinarl, Bs
By :={u € Wy(Q) N Ly245() : lullwi@)nL, s < A < 00}
kumesi vardwr ki
S(t)BC Bs+v¢(z) Vt>T

saglanur, burada {S(t)}, problem(1)-(3) tarafindan iretilen yary akistur, w(zx,t) ve(z,t)
problem (6)-(8) ve problem (4)-(5)’in ¢ézimleridir, A = A(ry, a1, ||k L@+, (00))
|| o0y, 1, ) pozitif bir sabittir.

Bu teoremin ispati i¢in problem (4)-(6)'mn ¢oziimii olan w(x,t) iizerine agsagidaki

degerlendirmeleri ispatlayacagiz:

Lemma 4.4 Teorem 4.3%in kosullar: saglansin. Her simirly B C W3(Q2) N L,42(Q)
kiimesi i¢in ve Vk = 0, 1,2... i¢in dyle Ny, N}, ve Ty, pozitif sayilar: varder ki her t > Ty,

icin problem(4)-(6) nin ¢ézimi asaqudaki egitsizlikleri saglar:

/ lw(t) 262" de < N (Ey)
Q
t+1
[ lwtope s as < vy (F)
t Q

Burada Ny, N}, sabitleri ry ve ¢(x)’e bagh fakat B’ye bagl degildir.
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ispat. Timevarim yontemini kullanarak esitsizliklerin dogru oldugunu gosterecegiz.
(k = 0) igin dogru oldugunu gosterelim:

w(x,t) = u(x, t)—(x) ve burada ¥ () nin eliptik problemin belirli bir ¢éziimii oldugunu
biliyoruz. O zaman Teorem 4.1'i gbézoniine alirsak (FEj) esitsizliginin dogru oldugu
agiktir. (Fp)'mm dogru oldugunu gosterelim, bunun i¢in (6) denklemini w ile ¢arpar

Q) tizerinde integral alirsak agagidaki esitligi elde ederiz:

1d
33 [t [IVuPdes [a@lapu = be)lul) - (a@lwPe - bl s+
Q Q Q
/k:(x’, t)|w|*dx’ =0
50
Teorem 3.12'nin kosullarini kullanirsak:
1
5% w?dx + /|Vw|2dx —bi(p+ 1)/w2dx - k0/|w|2dx' <0
Q Q Q

olur, buradan

1d
57 | W+ (1= ko) IVoliyq < (balp+1) + kocd) ]|z, )

Q

olur. Bu esitsizligi ¢t > Ty + 1 olacak gekilde t’den ¢+ 1’e integre eder ve (Ey) esitsizligini

kullanirsak:
t+1

Ny 1
/ /|Vw|2dxds < (bl(p + 1) + koc + =)

t

olur. Elde ettigimiz son esitsizlikte W (Q) C LL:;(Q) Sobolev gomiilmesini kul-

lanirsak:

t+1 t+1 t+1

/(/|w|27?22dx)2?ds < c’f(/ /dexds—i— / /|Vw|2dxds) <
t o t o t o

1
)

?(No + (bl(P +1) + koc3 +

Ny
olur. Béylece (Fp)'in dogru oldugunu 1spat1ad1k.
Vk > 1i¢in (Ex) ve (F)'min dogru oldugunu kabul edelim. (Eji1) ve (Fi41)’in dogru

oldugunu gosterelim:

(6) denklemini |w|*"»= =

2 le carpip €2 tizerinde integral alirsak asagidaki egitligi

elde ederiz:

. ” yhe1 2225 g 2”_1 k1 1) TSkt [y )k+
561 dt/lw’ T+ Q0 —) =7 | wts

65



/[(“(x)IUIpudw — b(@)|ul"u) — (a(@) | ] — b(a) || )] w252 P wdet

/k(m',t)|w|2(“)k+ldx' =0
09
Teorem 3.12'nin kosullarini1 gozoniine alirsak:

n k+1 k+1 n—1 k+1 n—2 2(k+1) (nfl)lcwtl 2
- (L Ry (2 = <
o= dt/\ do+ () - (2 [ (g P <
Q
bl(p+1)/|w|2 dx+k;0/|w|2 By

Q o0
olur, son terim i¢in (2.4) gémiilme esitsizligini kullanirsak:

” 1 R n— 1l —2
= +(2(—=)F 1
2n—1 dt/| ((n—Z) )(

1)2(k+1 1 k C /|vw(n 1 k+1|2dl'
n_

< 6’/]11)] G=2)"" g (4.7)
Q
esitsizligini elde ederiz, burada 6’ = 6’ (ko,m, c3, b1, p) pozitif bir sabittir. Elde edilen son
esitsizligi, (Fy) esitsizligini ve Diizgiin Gronwall Lemma’sin1 gozoniine alirsak (Fj1)
elde edilir.
(Fyy1) icin (4.7) esitsizligini ¢ > Ty + 1 olacak sekilde [t, ¢ + 1] tizerinde integre edelim:

t+1 t+1

_ 1 _ 2 n— 1 ~ n— 1
(2= =1 ()" (1—koc)) / / V=" Pdads < C / / w26 dds+
n— n—
t Q t Q

1n k+1 | nlk)+l
n—l

ve (Ek41)1 kullanalim:
t+1

n=lyk+1 9 (N _(n )k+1)Nk+1
/Zvagﬂ fods < ey (Y

t

olur. Wi (Q) C L =2 (Q) gomiilmesinden agagidaki egitsizlik vardir:
t+1 t+1 t+1
/ /|w\2(z éHzalq,' iids < A // dxds+//|Vw k+1| dxds)
t

son esitsizlikte (4.8)’1 kullamirsak:

2(n=1yk+2 n—2 2 % *1)k+1>
/(/|w| 2/ Tdr)n=1ds < (1 + (2(2=L )T = 1) (B=2)204D) (1 — ko)

t Q - "
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olur. Boylece (Fi41)’in de dogru oldugunu ispatladik. m
Teorem 4.3’iin Ispati. Lemma 4.4’de elde ettigimiz (E},) esitsizliginden yola ¢ikacag1z.
n > 3 oldugundan Z—:; > 1 olur. O zaman

n—1

n—2

k— oo iken ( * = oo

olur. Dolayisiyla Vd € [0, 0o) igin Oyle bir k; > logn_1 %ﬂs vardir ki p+2+4 < 2(2=1)k
saglanir. O halde
lwllz,sars@) < Cllwllz, ey by @ < CNiy

bulunur. Ayrica w = u — ¢(z) oldugundan ||w|wz) < [lullwi@) + [[¥(@)[lw @) olur,

burada Teorem 4.2’yi gézontine alirsak her ¢ > Ty + 1 icin;

lwllwz@ne,ees@ < lwllwi) + CH@UHLQ(H)M(Q) < My + CNy,
olur. Boylece u € ¢(x) + Bs bulunur. m

Teorem 4.5 Teorem 4.3%in kosullar, saglansin. Problem (1)-(3)in direttigi {S(t)}+>o0

yare akist W3 (2) N L,12(Q) uzayinda yerel olmayan ¢ekiciye sahiptir.

Ispat. Teorem 4.2’den aciktir ki yar akig W3 () N L,12() uzaymda yutan kiimeye
sahiptir. {S(t)}+>0 yar akismn W3 (Q) N L,49(2)’da asimptotik kompakt oldugunu
gostermeliyiz. {S(¢)};>0 yart akiginn sirasiyla L,42(Q) ve W3 (Q) uzaylarinda asimp-
totik kompakt oldugunu gosterelim. Bunun igin, {02} dizisi W3 ()N L,.2(Q2)” da smurh
ise t,, = oo iken {S(¢,)v9}52; dizisinin Wy ()N L, 2(Q)’ da relative kompakt oldugunu
gormeliyiz.

B C W3(Q) N L,2(Q) siurh kiime olmak tizere 0 € B alalim. S(¢,)v)

n = Up Olsun.

{v, }22, dizisinin L,5(Q)’da Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Yar1 akigin Lo(£2)’da
asimptotik kompakt oldugunu biliyoruz. Genelligi bozmadan {v, }5° ; dizisinin Lo(2)’da
Cauchy dizisi oldugunu kabul edelim. {v,, }22 ; dizisinin L,;+(£2)’da Cauchy dizisi oldugunu
gosterelim:
Interpolasyon esitsizligini ve Teorem 4.3’ii kullanarak p+2<rvele(0,1) sayilar
bulabiliriz ki:

[vn = VmllLyya(0) < llvn — vm||22(9)\|vn - Um”}::()\fl)
olur. Bu egitsizlikte Ly(€2)’daki asimptotik kompakthigr ve Teorem 4.3’i kullanirsak
L,15(€)’daki asimptotik kompakthig: elde ederiz.
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Simdi W (2)’daki asimptotik kompakthg: gosterelim. Once her smrh
B C W) N L,42(Q) kiimesi igin:
s > Ty ve ug € B oldugunda
/ uldr < R (4.9)

Q
olacak sekilde bir T} = T1(B) > 0, ve R = R(ry, ay, [|k||L(r+;L._1(50))) > 0 sayilarinm

varligini gosterelim:

u; = v ile gosterelim ve (1),(2) denklemlerinin ¢’ye gore tiirevlerini alalim:

— Av+va(z)(p+ 1) Jul” —vb(z)(v + 1) |u|” =
ov N
an + k(zv=0

Tk denklemi v ile carpip € iizerinde integral alirsak:

1d
5 a0 v2dx+/|Vv]2dx+/v2a(a:)|u\p(p+1)dw—/v2b(a:)|u\”(u+1)dx+/k(x’)v2dx’ =0

Q Q Q Q [2/9]

olur, burada teorem 3.12'nin kogullarim kullanirsak agagidaki esitsizligi elde ederiz:

2dt/ 2dx+/|Vv| dx—k;o/ 24y —|—(p+1)(ao—bl)/v2|u]”dx—b1(p+1)/v2dx§O

o0 Q Q
Buradan
%/UQCZI <2(bi(p+1)+ kocg)/Ude (4.10)
Q Q

olur. Eger V¢ > T3 icin
t+1

//v2dx§M4 (4.11)
t Q

olacak sekilde bir 77 > 0 ve My > 0 sayilarinin varhgini gosterirsek diizgiin Gronwall
lemmadan sonucu soyleyebiliriz. (1) denklemini w, ile skaler ¢arptigimizda agagidaki
esitligi elde ederiz:

p)[ul”t?  bx)|ul"*

d 1 a( 1 , ,
ol oy + 55 51Vl + [ o+ 3 [kt )
Q

p+2 v+2
Ee)
= /h(x)utdx + /go(x’)utda:’
Q B
Bu esitligi ¢ > T + 1 olmak tizere t'den ¢ + 1’e integrallersek:
@ b2, 1
a(x)|ul? x)|ul” AN
/ el ds+/ TGVl + [ -2 ok 3 b s
Q a0
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—/h(.ﬁlz)uda: — /gp(x’)ud:z:'}ds =0

Q o0

olur. Buradan

t+1
1 a(@)[ul*? blz)lu*2 1
¢ s 29
1 2 a(x)[ul*?  bw)[ul"? 1 2
IVl + [ = P e+ 5 [k '}
0 )
—|—{/h(m)udx + /cp(x’)udx'ds}(t +1)— {/h(m)uda: - /go(x')udx’ds}(t)
29 Q 20
elde edilir, burada (4.5) esitsizligini kullanirsak, ¥t > Ty + 1 igin:
1 @Il bl 1
a(x)|u x)|u)”
29

Q
5+ (@uds + [eaudrasye+ )
Q

[2}9]

olur. Buradan,

t+1
a(@)[ul®  b(x)|u"*

/nutuLQ ds+</< - M o)t + 1) <

B0 g+ 1)+ / h(z)udz + / (' yuda) (£ 4 1)
Q o0

+

M
2

olur. Holder esitsizligini, Teorem 4.1 ve Teorem 4.2’ yi kullanirsak, Vi > Ty + 1 i¢in

asagidaki egitsizligi elde ederiz :

0 M K bymes(Q)  MET?b
003 1mes 3 1

/ e, ds < —+—7‘1+M3Hh”(wg(ﬂ)) o +M305||90|| 8Q)+ L2 12

p+1

Boylece (4.11) esitsizligini elde ettik. (4.10), (4.11) esitsizliklerini ve diizgiin Gronwall

lemmasini kullanirsak aradigimiz egitsizligi elde ederiz.

Simdi yar akigin W.}(Q) uzayinda asimptotik kompakt oldugunu gosterelim:
B Cc WHQ) N L, 5(9) siurl kiime olmak iizere v° € B alalim. S(t,,)v° = v,, olsun.

2 P+ n n
{v, oo, dizisinin W} (Q)’da Cauchy dizisi oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. Yar:

akigin Lo (£2)’da asimptotik kompakt oldugunu biliyoruz. Genelligi bozmadan {v,, }°° ;
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dizisinin Ly(€2)’da Cauchy dizisi oldugunu kabul edelim. {v,}5°, dizisinin W} (Q)’da

Cauchy dizisi oldugunu gosterelim:
an - Um”%/VQl(Q) = an - Um”%g(ﬂ) + van - VUmH%Q(Q) (4'12)
ikinci terim i¢in asagidaki degerlendirmelere bakalim:

”V’l}n - vUm||2L2(Q) = /(an - V'Um)(vvn - va)dili
Q

Burada kismi integrasyon yaparsak:

Vo = Vo1, = —/(Avn — Avy) (v, — v )dx — /k:(a:’)(vn — v )2da’

Q o0
olur. {v,,} problemin ¢éziimii oldugundan

— —/(vn—vm){%vn—%vm—ka(:ﬁ)|vn|pvn—b(x)|vn|”vn—a(x)|vm|pvm+b(x)|vm|”vm}dx—
Q

/l{(ﬂ:’)(vn R
o9
olur. Burada Teorem 3.12'nin kosularini kullanirsak:

d d
(1= ko) [V = Vol 0y < = [ (on ) (G tn= G0 )+ (01 (o 1)+ (0~
Q
olur, burada Holder esitsizligini kullanirsak,

d d
— —Um |l Ly@)+

(1 = koc3) |V, — VUmH%Q(Q) < |lon — Um”h(ﬂ)”%”n di

(ba(p + 1) + Kocs)llvn — vl L, @)

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligi (4.12) esitliginde kullanirsak:

d
[[vn — Um“?/vg(g) < 1_—]{/,00%(an - Um“Lz(Q)HE@n — Um) || L2@))

1— ]{?00:25

olur. Burada (4.9) esitsizligini ve yar1 akigin Ly(€2)’da asimptotik kompakt olmasim

+ D)lon — UmH%g(Q)

kullanirsak, onun W, (2)’da asimptotik kompakthgim elde ederiz. Sonugta problem
(1)-(3)in tirettigi yarn akigim Wy () N L,42(2)’da asimptotik kompakthgm elde ed-
eriz. Teorem 2.63’e gore {S(t) }1>o yart akist W3 () N L,12(2) uzaymda yerel olmayan
gekiciye sahiptir. m
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