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OZET

BIR SINIF DOGRUSAL OLMAYAN DIFUZYON DENKLEMLERININ
INCELENMESI

Fatma Gamze DUZGUN
Doktora, Matematik Bolimii
Tez Danismani: Prof. Dr. Kamal SOLTANOV
Mart 2014, 80 sayfa

Bu ¢alismada, lineer olmayan difiizyon tipli denklem i¢in konulmus 3. sinif baglangic-
sinir deger probleminin genellesmisg ¢oziimiiniin varhgi, tekligi gosterilmis ve ¢oziimiin
davranigi iizerine sonuclar elde edilmistir. Birinci boliimde, inceledigimiz problem tanitilmig
ve goz oniine alinan denklem tipinin tarihsel gelisiminin yani sira, ele aldigimiz prob-
leme benzer problemler icin daha 6nce yapilan bazi calismalardan bahsedilmistir. Tkinci
boliimde, bu calismada kullanilacak genel bilgiler ve yapilan ¢alismaya gerek olacak bazi
ozel bilgiler verilmistir. U(;ﬁncii boliimde, goz ontine alinan problem incelenmistir. Bu
boliim, problemin baslangic degeri sifir ve sifirdan farkl olmak tizere iki alt boliimden
olugsmaktadir. Her bir alt boliim ise problemin lineer olmayan kismina bagh olarak iig
ayr1 durumda incelenmistir. Uygun uzaylarda problemin genellegmis ¢oztimiintin varlig
ve tekligi icin yeterli kosullar elde edililerek ve bu kosullar altinda ¢oziimiin varhig
ve tekligi kanitlanmigtir. Dordiincii boliimde ise, ¢oziimiin davranigi tizerine sonuglar

alinmigtir.

Anahtar Kelimeler : Lineer olmayan difiizyon denklemleri, Robin kosullu baglangic-
sinir deger problemi, Alt lineer durum, Lineer durum, Stiper lineer durum, Varlik ve

teklik teoremleri, Coztimiin davranigi, Yutan Kiime



ABSTRACT

INVESTIGATION OF A CLASS OF NONLINEAR DIFFUSION
EQUATIONS

Fatma Gamze DUZGUN
Doctor of Philosophy, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Kamal SOLTANOV
March 2014, 80 pages

This work is devoted to the existence and uniqueness of the solution of 3. type
initial-boundary value problem for nonlinear diffusion type equation and also devoted
to the behavior of solution. In the first chapter, our problem is defined and not only the
historical development of the type of this equation but also some studies done on the
type of our problem are mentioned. In the second, general and special informations are
given for this work. In the third, the problem which is taken into account is analysed.
This chapter consists of two sub chapters related to the initial value of the problem.
These sub chapters are investigated in three different cases as depending on nonlinear
part of the problem. Sufficient conditions for the existence and uniqueness of generalized
solution of the problem are obtained and under these conditions the existence and
uniqueness of generalized solution of the problem is proved. In the forth, behavior of

the solution is investigated.

Keywords: Nonlinear diffusion equations, Initial-Boundary value problem with Robin
boundary condition, Sub linear case, Linear case, Super linear case, Existence and

uniqueness theorems, Behavior of solution, Absorbing set
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1 GiRis
Bu calismada, agagidaki ikinci mertebeden yari lineer parabolik denklem i¢in konulmus

3. siif basglangi¢-sinir deger problemi goz 6niine alinmigtir:

o At gl )+ el 1)l oy () = A1), (2,0) € Qr =% (0.7) (L1)

u(z,0) =up, x€QCR",n>3 (1.2)

=p(2',t), (2';t)e Bpr=9Qx[0,T],T >0 (1.3)

S

(55 +ate.on)

Q C R" (n > 3), s yeterince diizgiin simirh bélgedir. A, n boyutlu Laplace
Operatorii, yani A = ﬁ:% ile tanmimh ikinci dereceden diferensiyel bir operatordiir.
g:Qr xR — R e ?:QIT — R ve a : X7 — R! verilen fonksiyonlardir. h ve ¢ ise
verilen genellestirilmis fonksiyonlardir ve u bilinmeyen fonksiyondur. Bu problem, genel
olarak ¢ > 1 olmak iizere, h € Lo(0, T; (WA(Q))*) + Ly(Qr), ¢ € Lo(0,T; W, ()
ve ug € W3 () N Lay1() oldugu durumda incelenecektir.

(1.1) denklemi yar1 lineer difiizyon tipli denklem olarak adlandirilir. Is1, gaz, mo-
mentum, popiilasyon vs. gibi pek ¢ok niceligin yayilimi, difiizyon denklemleri ile ifade
edilebilir.

Difiizyon denklemi ilk olarak 1800’11 yillarda Fourier tarafindan incelenen ve lineer
bir denklem olan, 1s1 denklemi (u; = Au) olarak ortaya gikmigtir ve daha sonralarda
difiize olan bir¢ok olay, matematiksel olarak daha iyi ve genel bir bigimde ifade edilerek
incelenmigtir.

Difiizyon tipli denklemler igin konulmus problemler son yiiz yili agkin siiredir ve
daha karmagik bir model olan lineer olmayan difiizyon tipli denklemler ise yaklagik son
elli yildir yogun olarak ele alinmakta ve incelenmektedir.

(1.1) tipindeki difiizyon denklemleri, niikleer enerji, mekanik, popiilasyon dinamigi

ve biyoloji gibi pek ¢ok alandan dogmaktadir.



Ornegin denklemde yer alan g(x, ¢, u) terimi 6zel bir durumda 1s1 artigini temsil eder-
ken, lineer olmayan e(z,t) [[uf|;,q) () terimi ise toplam kiitleyi koruma amacl, sisteme
giren sogurucu katalitik maddeyi temsil edebilir. Yine bagka bir érnekte (popiilasyon di-
namiginde), g(z,t, ) terimi hiicre bilylimesindeki artigi gosterirken, e(z, ) [[ul| 1, q) (?)
terimi toplam kiitlenin korunmasin saglayan etkiyi gosterebilir. Bu nedenle e(z, ¢) [[u|| 1, q) (?)
terimi genellikle, modellenen fiziksel olay veya kimyasal reaksiyonda sisteme girerek,
sistemdeki niceligin miktarini etkileyen materyali temsil etmektedir. Yine bu tip denk-
lemler, 6zel durumda tiimorin biiytimesi ya da yer alti sularinin akisi gibi modellere
de denk gelmektedir.

(1.1)-(1.3)’e benzer problemler i¢in son yillarda yapilan ¢ahigmalara gozatalim:

A. Dall’Aglio, D. Giachetti, I. Peral, S. S. Leon [4] 2008 yilindaki ¢aligmalarinda p
sonlu Radon él¢iimii olmak tizere g(x,t,u) := f(u) — pu ve e(x,t) = 0 alarak homojen
(1.1) denklemini © x (0, 00) bélgesinde, baglangic ve homojen Dirichlet simir kogulu ile
g6z ontine almiglar ve bu problemin global ¢oziimiintin varligin1 gostermislerdir.

L. E. Payne, L. A. Philippin, S. V. Piro [22] 2010 yilindaki galigmalarinda, g(z, ¢, u) :=
f(u) ve e(x,t) = 0 alarak homojen (1.1) denklemini baglangig kogulu ve homojen ol-
mayan Neumann kosulu ile birlikte incelemis ve problemin global ¢oziimiiniin varligi
icin yeterli kogullar ortaya koymuslardir.

L. Ma [19] 2010 yilindaki ¢alhismasinda, g(x,t,u) := — ]u\p_lu ve e(x,t) = 0 ala-
rak homojen (1.1) denkleminin homojen Dirichlet kogullu baglagig-sinir deger prob-
lemini gz oniine almigtir. p’ nin 6zel durumlarina gore bu problemin, global pozitif
¢ozimiunin varligin incelemistir.

P. J. Martinez-Aparicio ile F. Petita [20] 2011 yihindaki ¢alismalarinda, g(x,t,u) :=
= ve e(x,t) = 0 alarak homojen (1.1) denkleminin, homojen Dirichlet kogullu baglangic-
sinir problemini goz oniine almiglardir. Bu problemin pozitif ¢oziimlerinin varligin
gostermigler ve ¢oziimlerin ¢ sonsuza giderken asimptotik davranigini incelemiglerdir.

C. Bandle, M. A. Pazio, A. Tesei [3] 2011 yilindaki galismalarinda g(x,t,u) =
— |ul’" u ve e(z,t) = 0 alarak homojen (1.1) denklemi icin Cauchy problemini R" x
(0, T') bolgesinde ele almiglardir. Bu problemin ¢oziimiiniin varlik ve yoklugu i¢in yeterli
kosullar elde etmislerdir.

J. Rault [25] 2011 yilimdaki galigmasinda 2 x (0, 00) bolgesinde, g(z,t,u) := —u?

ve e(z,t) = 0 alarak homojen (1.1) denklemini, baglangi¢ kosulu ve a(2’,t) fonksiyonu



negatif olmayan bir fonksiyon iken homojen (1.3) simr kosulu ile géz oniine alarak,
yeterli kosullar altinda global ¢oziimiin varhigini gostermigtir.

M. Lazzo, P. G. Schmidt [14] 2005 yilindaki ¢aligmasinda, Q x (0, 00) bolgesinde
g(z,t,u) == — |u["""u ve e(z,t) = 0 alarak homojen (1.1) denkleminin, homojen Di-
richlet kogullu baglagi¢g-sinir deger problemini goéz Oniine almiglardir. Bu problemin
¢oziiminiin davranigi lizerine caligma yaparak 0 ve oo stabil cekici kiimelerini ince-
lemislerdir.

A. L. Pereira ile M. C. Pereira [23] 2007 yilindaki ¢aligmalarinda, a pozitif bir say
olmak tizere g(x,t,u) := f(u) + au ve e(x,t) = 0 alarak © x (0, 00) bolgesi tizerinde
homojen (1.1) denklemini, homojen olmayan Neumann kosulu ile incelemigler ve bu
problemin ¢oziimi icin global kompakt cekicilerin, problemdeki parametrelere bagh
olarak surekli bir sekilde degistigini gostermislerdir.

M. Jazar ile R. Kiwan [11] 2008 yilndaki cahismasinda g(u) := —|u[f ve e(z,t) [lul[ ;o) (¢)
terimi yerine ﬁ [lulPdz alarak, W.Gao ile Y.Han [9] 2011 yilindaki gahigmasinda,
g(u) :== —]u\p_lu?/e e(@,t) [lull ) (t) terimi yerine ﬁg]u\p_ludx alarak ve C.P. Nicu-
lescu ile I. Roventa [21] 2011 yihndaki ¢ahsmasinda g(u) : —f([ul) ve e(z, 1) [[ul| 1, q) (¢)
terimi yerine ﬁ £ f(Ju|)dzx alarak homojen (1.1) denklemini, baglangi¢ kogulu ve ho-
mojen Neumann simir kosulu ile incelemiglerdir. Goriildiigii gibi bu calismalarda ¢
dontigiimi haricindeki lineer olmayan terimde yine g dontigiimiiniin etkisi kullanilmig
bu terim ortalama degerde ele alinmigtir. Bu caligmalarda ¢oziimiin davranisi ince-
lenmig ve yeterli kogullar altinda ¢oztimlerin sonlu zamanda patlama (blow-up) yaptig
gosterilmigtir.

X. Runzhang [26] 2009 yilindaki ¢cahgmasinda, g(z,t,u) := f(u) ve e(z,t) = 0 ala-
rak (1.1) denkleminin homojen Dirichlet sinir kogullu baglangi¢-sinir deger problemini
gbz Oniine almig ve ¢Ozlimiin ¢ sonsuza giderken azalarak sifira gitmesi icin ve sonlu
zamanda patlama yapmasi icin yeterli kogullar elde etmigtir.

X. Liile S. Ruan [15] 2011 yilindaki ¢alismasinda, g(z,t,u) := f(x,u) ve e(x,t) =0
alarak (1.1) denkleminin homojen Dirichlet sinir kogullu baglangi¢-sinir deger proble-
mini goz oniine almig ve uygun uzaylarda diizgiin cekicilerin varligini gostermistir.

L. Yang [32] 2012 yilindaki ¢aligmasinda, g(x,t,u) ;= f(u) ve
e(x,t) = 0 alarak (1.1) denklemini homojen ve lineer olmayan simir kogulu ile incelemis

ve ¢oziimlerin asimptotik diizgiinliigini kanitlamigtar.



Daha once yapilan calismalardan goriiliiyor ki, cogunlukla homojen formda alinan
(1.1) denklemi genellikle homojen Dirichlet ya da Neumann sinir kogulu ile ele alinmig
ve lineer olmayan ¢ dontisiimii 6zel durumlarda incelenmistir. Farkli olarak bu ¢aligmada
ise homojen olmayan (1.1) denklemi, homojen olmayan 3. sinif sinir degeri (Robin simir
kogulu) ile goz oniine almmigtir. Ayrica denklemin genellikle lineer olmayan kismim
temsil eden g doniigiimii, genel formda ele almmustir ve yine farkl olarak e(, ?) ||ull , g (¢)
terimi de yerel olmayan (global) anlamda denklemin lineer olmayan kismini temsil et-
mektedir.

Bu galigmanin 3. béliimiinde, (1.1)-(1.3) probleminin uygun uzaylarda ¢oziimiiniin
varligi (daha 6nceki galigmalarda yerel olarak incelenmesinin aksine, global olarak tiim
uzay lzerinde incelenerek) ve tekligi icin yeterli kogullar elde edilmis ve bu kogullar
altinda ¢oziimiin varhig ve tekligi ispatlanmigtir. 4. boliimde ise, 6zel durumlarda prob-

lemin ¢oziimiiniin davranisi iizerine sonuglar alinmigtir.



2 ON BILGILER

Bu béliimde ilerideki boliimlerde kullanilacak bazi tanmimlar, teoremler, gosterimler,

esitsizlikler ve sonuclar verilecektir.
Tanim 2.1 [7] Tam lineer normlu X uzayina Banach uzay denir.

Tanim 2.2 [1] X normlu uzay: sayabilir yogun alt kiimeye sahipse X ’e ayrilabilir

uzay denir.

Tanim 2.3 [1] X wzay, tzerindeki i¢ ¢arpymn drettigi norma gore Banach uzayu ise

X'’e Hilbert uzay: denir.

Tanim 2.4 [12] X bir lineer normlu uzay olsun. X dzerindeki tim lineer sinarly fonk-
siyoneller uzayina X uzaymin duale denir ve X* ile gosterilir. X* tzerindeki norm,

' € X* olmak “zere

/

veX o0 |7l x

biciminde tanimlanar.

Tanim 2.5 [7] X bir Banach uzaye olsun. Eger (X*)* = X ise X '’e refleksif uzay

denir.
Tanim 2.6 [1] Q, R"™’de bir bolge ve p > 1 gergel sayr olmak iizere, Q dizerinde

/|u(x)|palx<oo7 x € ()
Q

kosulunu saglayan u fonksiyonlar sinifina L, (2) uzayr denir.

Bu uzay tzerindeki norm

1
P

fully o= | [ lu@p s
Q

biciminde tanimlanar.

Tanim 2.7 [1] Q dzerinde hemen hemen sinirly fonksiyonlarn uzayina Lo, (2) uzay

denir ve bu uzay tzerindeki norm,

lull (@) = esssup |u(z)]
z€Q

seklindedir.



Teorem 2.8 [1] Eger 1 < p < oo ise L,(€2) Banach uzayidir.
Teorem 2.9 [1] Eger 1 < p < oo ise L,(2) ayriabilir uzaydur.
Teorem 2.10 [1] 1 < p < oo <= L,(Q) refleksif uzaydur.

Tanim 2.11 [7] X bir Banach uzay, 1 < p < 0o ve —00 < a < b < 0o olmak tzere

b
[ Il < oc

kosulunu saglayan 6l¢ilebilir w : (a,b) — X fonksiyonlardan olusan uzaya Ly(a,b; X)

uzayr denir. Ly(a,b; X) bir lineer normlu uzaydur ve tzerindeki norm

b
1
mmmmfafwwﬂmp

biciminde tanimlidar.

Tamim 2.12 [7] X bir Banach uzayr, p = o0 ve —0o < a < b < oo olmak tizere
ol¢tilebilir ve hemen hemen her yerde simrl u : (a,b) — X fonksiyonlardan olusan

uzaya Loo(a,b; X) uzayr denir. Lo(a,b; X) bir lineer normlu uzaydur ve tzerindeki

norm

]| oo (a i) = €85 sup [Ju(t)]x
te(a,b)

biciminde tanimlidar.

Teorem 2.13 [7] X ve Y Banach uzaylary olsunlar. Ly(a,b; X) asagidaki 6zellikleri

saglar:

(i) p € [1,00] i¢in L,(a,b; X) bir Banach uzayidar.

(11) p € [1,00) igin L,(a,b; X) ayridabilir uzaydir ancak ve ancak X ayriabilir uzaydur.
(111) p € (1,00) igin X refleksif uzay ise L,(a,b; X) refleksif uzaydar.

(w) 1 < p<qg<oowveX CY sirekli ggmilmesi varsa Ly(a,b; X) C Ly(a,b;Y)

surekli gomulmest vardur.

Teorem 2.14 By, B, B; asagidaki kosullar saglayan Banach uzaylar: olsunlar:

6



(i) By C B C By, By ve By yansimali uzaylar olsunlar.
(ii) By — B kompakt gomiilsiin.
Bu durumda 0 < T < 0o, 1 < pg,p1 olmak tuzere

d
{v:ve L, (0,T;B)

v
7% S Lpl(oaT; Bl)} — LPO(OvT; B)

kompakt gomilmesi vardar.

Tanim 2.15 [8] X bir Banach uzayr ve X* onun dual uzayr olmak tzere

f X — X* operatori

{f (u) ,u)

lullx

oo

|ully 7 o0 iken
saglarsa, f’e coercive’dir denir.

Tamim 2.16 [8] 2, R™'de bir bolge olmak tizere, h = h (x,§) fonksiyonu, hemen hemen
her x € Q wve her & € R™ i¢in taniml olsun. Eger asaqidaki kosullar saglanirsa, h

fonksiyonu Caratheodory ézelligine sahiptir denir:
1. her & € R™ igin he (x) = h(z,§) Q'da élgiilebilirdir.
2. hemen hemen her x € S i¢in h, (§) = h(x,&) R™ 'de sireklidir.

Tanim 2.17 [8] X bir Banach uzayr olmak tizere {x,} C X ve x € X olsun. Eger her
f e X* icin
lim (f z,) = (f z)

n——oo

ise {x,} dizisi x” e zayf yakinsaktir denir ve
Tp — X
biciminde gosterilir.
Teorem 2.18 [8] Banach uzaylarinda zayf yakinsak dizi sinarldar.

Teorem 2.19 [8] X refleksif bir Banach uzayi ve {x,} bu uzayda sinwrly bir dizi olsun.

O zaman bu diziden oyle bir alt dizi secebiliriz ki bu uzayda zayf yakinsar.



Tanim 2.20 [24] (2, X, ) dlgim uzayr, w(Q) < oo , {f.} dlgilebilir fonksiyonlar

dizisi ve f ol¢iilebilir fonksiyon olmak tuzere, Ve > 0 i¢in

im p{a [ (2) = fo (2)] 2 €} =0

ise { fn} dizisi f fonksiyonuna él¢iime gore yakinsiwyor denir ve f, s f olarak gésteri-

lir.

Lemma 2.21 [24] (Q, X, u) dl¢im uzayr olsun. {f,} dl¢ilebilir fonksiyonlar dizisi f
fonksiyonuna él¢iime gére yakinsarsa, oyle {fn, } C {fn} altdizisi vardur ki f,, % f

y
saglanar.

Lemma 2.22 [24] {f,}, L,(Q) da fonksiyonlar dizisi ve f, LT;) f olsun. O zaman

P
{fn} dizisi f’e él¢iime gore yakinsar.

Teorem 2.23 [33] X, Y lineer normlu uzaylar ve T : D(T) C X — Y lineer
operator olsun. O zaman, T operatori sureklidir ancak ve ancak oyle bir pozitif sabit 3

vardur ki,

IT(@)I| < Bl , Yz € D(T)

esitsizligi saglanar.

Teorem 2.24 [18] X, Y lineer normlu uzaylar ve A : X — Y lineer sinirle operator
olsun. Eger {x,} C X dizisi i¢in x, ? xo 1se Ax, ;\ Axq’dir. Yani, her sinarl lineer

operator sadece sturekli degil ayni zamanda zayf sureklidir.

Tanim 2.25 p > 1 sayise i¢in, %4—% =1 esithgine saglayan q > 1 sayisina p nin duali

denir.

Teorem 2.26 (Genel Hélder Egitsizligi) (7] 1 < pi,...,pm < 00, p% 4.+ =1

Pm

olsun. u € L, (), k=1,....m ise

m
/|u1...um| dx < H ||Uk||ka(Q)
Q k=1

saglanar.



Lemma 2.27 (Young Egitsizligi) [7] 1 < p, ¢ < oo, —1—5 =1 olsun. Bu durumda

1
p
P
ab< = += (a,b>0)
P q
veya

a.b<ea? +c(e)b? (¢ >0)

saglanar.

Lemma 2.28 (jnterpolasyon Esitsizligi) Q0 C R™ swmarl bir bolge olmak iizere,
A= Ap,q,r) € [0,1] vel <p < q <71 olsun. O zaman Vf € L.(Q) i¢in asagidaki
esitsizlik saglanar:

[l < ||f||2p(9)||f||1L:(AQ)

Lemma 2.29 (Kusmi Integrasyon Formiili) [7] Q, R"'de sinarh, agik bir bolge ve

O sumry Cden olsun. O zaman, u,v € C* (ﬁ) icin i = 1,...,n olmak tzere,

/uwivd:c = — /uvxidﬁc + /uvnidS

Q Q o0

1

saglanir. Burada 7', 92 siarmn dis yonli normal vektori (m = (n',..,n")) nin

1.bilesenidir.

Lemma 2.30 (Green Formdili) [7] Q, R"’de sinirl, agik bir bélge ve 02 sinart
C'den olmak tizere, u € C* (ﬁ) icin w’nun (dig) normal tirevi
g—z =1« Du (Du = (Uy,,..,uy,))olsun. O zaman u, v € C?(Q) i¢in asaqidakiler

saglanar:
(i) [Audz = fg—ZdS
Q 9

(ii) [Dv.Dudr = — [ uAvdz+ [ SPudS
0 0 00"

(iii) é(uAv —vAu)dz = é{)(ug—z — vg—Z)dS

Lemma 2.31 [1] Eger 1 <p < oo vea>0,b>0 ise o zaman

(a+b)P <2071 (aP +bP)

esitsizligi saglanar.



Lemma 2.32 [16] Q,R"(n > 1)’de sumarl bilge olmak tzere, p,q > 1 sayilar: igin,

f(z,T) fonksiyonu asaqidakileri saglasin:
(1)
[ Lp(Q) — Ly (2)

swnarl bir dontsim

(i)
f(z,.): R — R?

surekli bir fonksiyon olsun.

Ayrica {um} L, (Q) da bir dizi ve u € L, (Q) olmak iizere

Q
Uy — U VE Uy, —> U
Lp(9) hhy

olsun.

O zaman oyle {um, } C {un} altdizisi vardur ki

f@ ) = f (2, u)

Lq(92)

saglanar.
Tanim 2.33 [12] Q C R"™’de bir bdlge, m > 0 bir tamsayr ve 1 < p < oo olsun.

W (Q)={ueL,(Q): D e L,(), 0< |a| <m }

p

biciminde tanimlanan uzaya Sobolev uzayr denir. Burada

ve
0%u (x)

Ozt 022 oo oG

dir. Bu lineer uzay tuzerindeki norm, 1 < p < 0o i¢in;

D% (x)

B =

— a, ||P
lolhipion = (. 5,1 D4l )

ve P = 00 1¢iN;

m(Q) = D
HUHWOO(Q) Ognlljémn UHLOO(Q)
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seklindedir. Sobolev uzaylary Banach uzaylardir. m = 0 igin W) (Q) = Ly, (Q) dur. p = 2
ise Wi (Q) uzayr bir Hilbert uzayidir. Bu uzay tzerindeki i¢ ¢arpvm
(u,v),, = / Y D% (z) D% (z)dx

|a|<m
Q

biciminde tanimlanar.

Teorem 2.34 (Trace) [7] Q, st C sinafina ait sinwrh bir bolge olsun. Oyle bir
lineer sinarl

T :W,(Q) — L, (09)

operatori vardir ki asagidakiler saglanur:
1. Tu=u ‘39, (IS W]}(Q)QC(Q)

2. ||TU||L,,(aQ) <c ||U||W;(Q) , Vu € Wpl(Q)a c=c(p,Q)

m—1

Teorem 2.35 [1] Egeru € W) (Q) isev=u | (u'nun sinrdaki degeri), W, " (952)
o0

uzaymna aittir ve

19l gy < 50 Tl ()

1
saglanar ve tersine ejerv € Wy, * (0Q) ise 0 zaman 3 u € Wi (Q) vardwr ki, v=u |
o9
ve

(i)

oy < Kool g

saglanar.

Teorem 2.36 [8] Eger asagqidaki iki kosul saglanwrsa, X Banach uzayr Y Banach

uzayina kompakt gomauliur denir:

1. XCY

2. X Banach uzaymda vy € X' e zayif yakinsayan keyfi {u,} ~, dizisi (u, - uo ),

Y wzayinda ug’a gicli yakinsar (uy, 7 U ).
Tanim 2.37 [7] X bir Banach uzay, 1 < p < oo ve —00 < a < b < 0o olmak tzere

Wi(a,b; X) ={u € Ly(a,b; X) : v € Ly(a,b; X)}

11



biciminde tanimlanan uzaya Wpl(a, b; X) wzayr denir. Bu uzay bir normlu lineer uzaydur

ve bu uzay uzerindeki norm

b 1
(S lu@dt +[lw'(]%)7,  1<p<oo

1/ 1w (a.:)

ess sup ([[u(t)||x + W' (t)]x), p=oc
te(a,b)

biciminde tanimlidr.

Sonug 2.38 [8] X refleksif bir Banach uzay ve Y keyfi bir Banach uzay olmak iizere

X 7Y ye kompakt gomiilmesi asaqidaki ikt kosulun saglanmasina denktir:

1. XCY

2. X 'teki keyfi sinarly bir alt kime, Y 'deki kompakt bir alt kiime tarafindan kapsanar.
Tanim 2.39 [1] X, Y lineer normlu uzaylar ve X CY olsun. Her u € X i¢in
lully < ellullx
olacak sekilde bir ¢ > 0 sayist varsa, X uzayr Y uzayina surekli gomulir denir.

Teorem 2.40 [12] Q@ = R%?  ya da C' sumfina ait agik swarl bir bolge olsun. Bu

durumda asagidaki gomulmeler sureklidir.

(i) Bjer 1 <p<n ise, WH(Q) C L,(Q), g € |1,
(i) Eger p=mn ise, W;(2) C Ly (), q € [n,00)
(#4i) Eger p > n ise, W, () C L (Q).

Teorem 2.41 [12] , C' sinafina ait agik sinarl bir bolge olsun. Bu durumda asagidaki

gomulmeler kompakttur.

(i) Egerp <n ise, W)(Q) C Ly(Q), q € [1,71”—_12)

(i) Egerp=n ise, W, (Q) C Ly (Q), ¢ € [1,00)

(iii) Eger p>n ise, Wh(Q) C C (Q).

12



Teorem 2.42 [1] Q R"’de uniform C™-regularity ézelligine sahip olsun. Ejer mp < n

vep < q< @=LP oo

< —pm
W Q) € L, (99)
surekl gomilmest vardir. Eger mp = n ise p < q¢ < oo i¢in bu gomulme vardur.

(Uniform C™-reqularity ézelligi: Eger 02 suarmin yerel bir sonlu a¢ik ortisi {U;}
ve ona karsilik gelen birebir, m-smooth dondsimlerin bir dizisi {®;} varsa doyle ki ®;,

U;yi B={y € R": |y| < 1} kiimesine gotiriyor ve su ozellikler saglanwyor:

(i) Baz 6 >0 igin, U2, U;({y e R™: [y] < 3}) D Qs, ¥ = q)j_l.

(i1) Baz sonlu R icin, U; kimelerinin her R+ 1 koleksiyonu bos arakesite sahiptir.
(111) Her j igin, ®;(U;N Q) ={y e B:y, >0}.

() (Pj1,...,P5n) ve (Vjq,..,V;,), ®; ve ¥, nin bilesenlerini temsil etmek tzere, dyle
bir sonlu M sayst varder ki, her o igin |a] < m, her i igin 1 < i < n ve her j

icin, |D*®;,(x)| < M, x € U; ve |D*V,,(y)| < M, y € B’dir.
o zaman §Q, uniform C™-reqularity ézelligine sahiptir.)
Teorem 2.43 [1] Eger 1 <p < oo ise W[ (Q) ayriabilir uzaydor.
Teorem 2.44 [1] Eger 1 < p < oo ise W)™ (Q) refieksif uzaydur.

Teorem 2.45 [30] Her u € W3 (Q) igin oyle bir ¢ = ¢(Q) sabiti vardur ki,

/|u] da:<c/|Du] dm~|—/]u\ dx')

esitsizligi saglanar.
Bu teoremden asagidaki sonug elde edilir:

~

Sonug 2.46 [30] Her u € W} (Q) igin dyle bir ¢ = ¢(c(Q)) sabiti vardur ki,

2 ~ 2 2
lullwy @) < clllDullL,@) + llullz, o)

esitsizligi saglanar.
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Sonug 2.47 Heru € W3 ()N Lyi1(Q) (o > 1) igin oyle bir ¢ = ¢(Q) sabiti vardur ki,
2 a+1 2
lullwyy < ullzl), @ + IDulz,@ + ¢

esitsizligi saglanar.

Ispat. HuH%2 (o) Dormuna asagidaki sekilde Young Esitsizligi'ni uygularsak,

Q
yani,
lulzy) < IullZy) @) +mes(Q)
egitsizligini alinz (25, 25 < 1). Bu esitsizlikte her iki tarafa ]|Du||i2(m terimini
eklersek,

2 2 a+1 2
lullzy@) T 1Dullry@) < llul N ) T 1Dull},q) +mes()

Lat+1(22

esitsizligini dolayisiyla,
2 at1 2
el < Ilullz @ + I1Dull,@ + ¢
esitsizligini elde ederiz (¢ = mes(Q2); mes(2), Q'nin Sl¢iimidir). m
Sonug 2.48 Her u € W3 (Q) N La1(Q) (o > 1) idgin oyle bir ¢ = ¢(Q) ve ¢ = T

sabitleri vardwr ki,

2 +1 2
Hu”Lz(O,T;Wzl( < HUH%QH @n T I1Dull,0 + €

2 atl atl
lullivg oy + el o) < 201Dull, ) + ull5 ) @) + ¢
2 a+1 a+1 _
lullzy0rmwi@) T ullie@n < (||Du||L2(QT +lullzen) + €

esitsizlikleri saglanar.

Tanim 2.49 [10] ¢, kompakt support’a sahip gercel degerli ve her mertebeden sirekli
tirevi olan bir fonksiyon ise (p € C°(Q)) ¢ ye test fonksiyonu denir.
Bilinen toplama ve skalerle carpma islemi ile test fonksiyonlar kimesi bir vektor

wzayrdir (Bu uzayr D ile gosterecegiz).
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Tanim 2.50 [10] f, D dzerinde tanwmly bir fonksiyonel olsun. Asaqidaki kosullar

saglayan f’e genellestirilmis fonksiyon denir:
(a) Her cy ve a gercgel (veya kompleks) saylar ve her @1, po € D igin

(f, a1p1 + aspa) = oy (f, 1) + @z (f, p2)

(b) Her sifira yakinsayan {¢,} C D dizisi icin {(f, on)} dizisi sifira yakinsar.

Yukaridaki tanimdan ¢ikar ki, f integrallenebilir fonksiyonu D iizerinde genellestiril-

mis fonksiyondur. Gergekten, her ¢ € D igin
(o) = [ Fa)otayis

integrali sonludur ve integralin ozelliklerinden yukaridaki tanimin kogullar1 saglanir.

Tanim 2.51 (Zayif Tiirev) [7) Q C R" agik bir bolge, u,v € L, ()

loc

(L () = {u:Q — R|lher V.CC Q i¢ginv € L*(V)}) ve o multisndex olmak tzere

eger her test fonksiyonu o i¢in

/uDC“(pdx = (—1)|a/v<pdx

Q Q

esitligi saglanirsa, v'ye u’nun || . zayf kismi tirevi denir (D% = v).

Teorem 2.52 (Varlik Teoremsi) [28] X veY Banach uzaylar, X* ve Y* da sirasiyla
dual uzaylar, olsun, My C X zayf tam “reflexive” pn-uzay , Xo C Mo NY ayrilabilir

topolojik vektor uzayr olsun. Asagqidaki kosullar saglansin:
(I) f:Py— L,(0,T;Y) zayf stirekli bir donisimdir, burada
Py =L, (0, T; Mo) N W, (0, T;Y) N {x (t)]| 2(0) =0}
I <max{q,¢} <p<oo, ¢ = q%l;

(II) s > 0, m > 1 olmak tzere A : W2 (0,T;Xo) — W3 (0,T;Y") lineer strekli

operatort vardir ki, bu operator % ile degigmelidir ve ker(A*) = {0}’ dur;

15



(III) f and A genellesmis anlamda turevlenebilir operatorleri, L, (0,T; Xo) uzay tze-
rinde coercive ikili olusturur, yani oyle bir v > 0 sayist ve U : RL — RL
fonksiyonu vardvr ki, T oo iken V(r)/T /oo ve her v € L,(0,T;Xo) igin

[2]1,(Mmo) = 7 kosulu altinda asagidaki esitsizlik saglanar:

(f(t.z (1), Az (t))dt =V ([2]L,(m0)

o\ﬂ

(1V) Oyle Cy > 0, C1,Cy > 0, v > 1 sabitleri vardwr ki her © € I/Vp1 (0,75 Xo) we
€€ L,(0,T; Xy) icin asaqudaki egitsizlikler saglanar:

T

/ E(0), AE @)t > Coll€l. oz — Co

0

/<%,Ax(7)>dr > Cyllz|ly (1) — Gy, hhh t€[0,T].
0

(1) - (IV) kosullar: saglansin. O zaman

)=y, yeLO.TY) 2 (0)=0

Cauchy problemi, Py uzaynda asagidaki anlamda ¢ozulebilirdir:
T

! /(y(t),Ax(t)) dt | x € L,(0,T;Xp) p < o0.

supg —————
[x]Lp(O,T;MO) g

egitsizliging saglayan her y € Ly (0,T;Y) igin

T T
/< + f(t,z(t)),y > / ydt, Yy € Ly, (0,T;Y")
0 0

esitligi saglanar.

Tamim 2.53 (Yar: Grup) [2] H bir metrik uzay olsun. S(t) : H — H olmak tizere,

asagidaki 6zellikleri saglayan {S(t) }+>0 operator ailesine yary grup denir:
(i) S(t+s)=5(t).S(s), Vs,t >0

(i1) S(0) =1 (H’de birim operator).
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Tanim 2.54 (Yutan Kime) [31] H bir metrik uzay, B ise H'nin herhangi bir alt
kiimest ve U, B’yi iceren acgik kiume olsun. Asaqidaki ozelligi saglayan B kiimesine
U ’da yutan kume denir:

Her By C U swiarh kiimesi igin 3tog(By) vardir ki, her t > to igin S(t)By C B

saglanar.

Lemma 2.55 (Diizgin Gronwall) [31] f;, j=1,2,3 fonksiyonlar (0, 00) araliginda
negatif olmayan strekli fonksiyonlar olsun ve T, c; pozitif sabitleri i¢in

t+T

/ fi(s)ds <e¢;, 7=1,2,3, Vt>0
t
saglasin. Ayrica fi turevlenebilir olsun ve asagidaki esitsizligi saglasin:

d
%ﬁ < fifo+fs VE>0

O zaman,

FE+T) < (% +e)exp{e), VE>0

saglanar.

3. ve 4. Boliimlerde kullanacagimiz sabit sayilar agagidaki esitsizliklerinden

gelmektedir:
1.
L, @ < @ llullwq (2.1)
2 2
||uHL2(0,T;Lp0(Q)) <3 ||u||L2(O,T;W21(Q)) (2.2)
Burada ¢; = ¢3(Q) ve &3 = 3(cs) sabitleri, py = 2% (n > 3) olmak fizere

W3 () C Ly, (Q) siirekli gomiilmesinden gelen sabitlerdir.

2 2 2
C2HUHW21(Q) S(HDU’HLQ(Q) + HUHLQ(SQ)); (2.3)

2 2 2
C2 ||u||L2(O,T;W21(Q)) < (HDU”LQ(QT) + ||u||L2(ET)> (2.4)

Burada ¢y = ¢3(€2) sabiti, Sonug 2.46’dan gelmektedir.
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2 2
[l 00) < callullpy o (2.5)
2 2
||U||L2(2T) < ||u“L2(0,T;W21(Q)) (2.6)

Burada c; = ¢4(Q) sabiti, W3 (Q) C Ly(09) stirekli gomiilmesinden gelmektedir.

2 2
||u||L2(O,T;L2n_2 0) = Cs ”uHLQ(O,T;WQl(Q)) (2.7)
=2

Burada c; = ¢5(Q), Wy (Q) C Lons (002) stirekli gémiilmesinden gelen sabittir.

[l L) < o llullz,, @ (2.8)

Burada cg = ¢6(€2) sabiti, L,,(2) C Ly(2) siirekli gdmiilmesinden gelmektedir.

||U||L2(Q) <cr ||u||La+1(Q) (2.9)

Burada c; = ¢7(Q2) sabiti, L,11(£2) C Lo(€2) siirekli gémiilmesinden gelen sabittir.

2 2
el iz, 0m) < csllullz, o (2.10)

Burada cg = cg(T') sabiti, La1(0,T) C Lo(0,T) siirekli gémiilmesinden gelmek-

tedir.
||u||L(a_1) 20 () < ¢ HUHW21(9) (2.11)
Po—2
Burada ¢y = ¢o(€2) sabiti, pp = 2% (n > 3) ve o > 1 olmak fizere

Wi Q) C L, 1y 2n (§2) siirekli gomiilmesinden gelmektedir.
Po—2

2 2
€10 ||u||(W21(Q))* < ||u||L2(Q) (2.12)

Burada cjg = ¢19(Q) sabiti, Ly(Q) C (W3 (2))* stirekli gomiilmesinden gelmekte-
dir.
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10.

2 2
e l[ull g omswi @) )4 Lasr @) < NellLy00) (2.13)

Burada C11 = Cll(QT) sabiti, LQ(QT) C LQ(O,T, (W;(Q))*) + LLH(QT) surekli

gomiilmesinden, gelmektedir.
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3 BIR SINIF DOGRUSAL OLMAYAN DIFUZYON
DENKLEMLERI ICIN 3. SINIF BASLANGIC-
SINIR DEGER PROBLEMININ GENELLESMIS
COZUMUNUN VARLIGI VE TEKLIGI

Bu boliimde, (1.1)-(1.3) probleminin uygun uzaylarda genellesmig anlamda ¢oziimiiniin

varligi incelenecektir.

0
8—1; — Au+t gz, t,u) +e(z,?) ullp, g (&) = h(z,t), (2,t) € Qr=Qx(0,T) (1.1)
u(z,0) =up, x€QCR",n>3 (1.2)
au / / /
(8—n+a(x,t)u) =p(,t), (2\t)e Lpr=00x][0,T],T >0 (1.3)
S

Q C R" (n > 3), siun yeterince diizgiin siirh bolgedir. Bu problem, genel olarak
¢ > 1 olmak iizere, h € L(0,T; (WAQ))") + Lo(Qr), ¢ € La(0,T; W, 2(39)) ve
ug € WHQ) N Lay1(Q) oldugu durumda incelenecektir.

Asagidaki kogullar: kabul edelim:

(1) g(z,t,€), (Qr x R')'de Caratheodory fonksiyonu olmak iizere, dyle o > 0 sayisi
ve ¢1 € L, (0,T;L, (), co € Ls,(0,T; Ly, (S2)) fonksiyonlar: vardir ki, hemen
hemen her (z,t) € Qr ve her £ € R! i¢in

l9(x, 8, 6| < e, ) [€]" + co(x, 1)

esitsizligi saglanir. (ry, r9, s1, so > 1 sayilart « sayisina bagh olarak daha sonra

tanimlanacaktir).

(2) a € Loo(0,T; L,,—1(092))
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(3) e fonksiyonu agagidaki uzaya aittir:

qo, O[Sl

e c LOO(O,T; LQ(Q))a q:= 1 .
e’ a>

Burada, py := -2% olmak iizere gq := (py) ’dir ve a say1st (1) kosulundan gelmek-

tedir.

GoOzontine alinan problemin ¢oziimii agagidaki sekilde anlagilacaktir:

Py := Ly(0, T;WHQ)) N L1 (Qr) N W3 (0,T; (W(Q))*) N {u : u(z,0) = up} olsun.

Tamm 3.1 Keyfi v € Ly(0, T; W) 0 Loyt (Qr) N W3 (0, T: (WH(Q)) iin,

T

T
—//u%dxdt+/u(a:,T)v(:v,T)dx — /u(x,O)v(a:,O)dx—l— //Du.Dvdxdt
0 0 0 0 o

0

T T
—i—//ga:tuvdxdt—l—//e:ct ull Ly vda:dt+// a(z!, t)yuvdx'dt
0 ‘o 0 0
T
//hvdxdt+//govdx’dt
0 0 20

egitligini saglayan u € Py fonksiyonuna (1.1)-(1.3) probleminin genellesmis ¢ézimii de-

nar.

Bu boliimde (1.1)-(1.3) problemini, uy baslangig kogulu sifir ve sifirdan farkli iken
olmak tizere iki alt boliimde inceleyecegiz. GOz Ontline alinan problemin ¢oztimiiniin
varhigr aragtirildiginda, (1.1) denkleminin lineer olmayan kismina bagl olarak farkh
kosullar elde edildiginden, her iki alt boliim de ti¢ ayr1 durumda incelenecektir:

(i) @ < 1 Durumu,
(ii) @ = 1 Durumu,
(iii) @ > 1 Durumu.
Ly (0, T;W1(Q)) ile Loy1(Qr) uzaylar arasinda « sayisma bagh olarak iligki var

oldugundan, alt boltimlerde Py uzay1 buna gore tanimlanacaktir.
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3.1 Baslangic Kosulu Sifir iken (1.1)-(1.3) Probleminin

Incelenmesi

Bu boliimde (1.1)-(1.3) problemi, ug = 0 baslangic kosulu ile incelenecektir. Ilk iic alt
boliimde ¢oziimiin varligi, son alt boliimde ise 6zel durumda ¢oztimiin tekligi gosteri-

lecektir.

3.1.1 « <1 Durumunda (1.1)-(1.3) Probleminin incelenmesi

Bu durum ¢ donitigiimiine gore alt lineer durumdur ve (1) kogulu @ < 1 i¢in saglandigindan,
Sobolev’in Gomiilme Teoremi'nden Ly(0,T; W (Q)) C Lay1(Qr)’dir. Bu nedenle
Py = Ly (0, T; WHQ)) n WO, T; (WEH2)*) N {u : u(x,0) = 0} olur.

Asagidaki kogullarin saglandigini kabul edelim:

/ 2 .__ _DPogo
(1) S1 = T—a’ T = Po—0qo

saglansm (py := 2% ve qo == (po)")-

S9 = 2, 19 := g sayilar1 ve o < 1 olmak tizere (1) kogulu

(4) Hemen hemen her (2/,t) € X7 i¢in a(2',t) > ag > 0 olacak sekilde bir ag sayisi

vardir.

Ooc o . )
(5) He||Loo(0,T;LqO(Q)) <22, by = min{l, ap} dur.

(co, c3 Ve cg srasiyla, (2.4), (2.2), (2.8)’deki sabitlerdir.)

Teorem 3.2 (1), (2), (3), (4) ve (5) kosullar: saglansin. O zaman, keyfi (h, ) €
Ly(0,T; (W3 (2))*) x Ly(0, T W;%@Q)) icin (1.1)-(1.3) probleminin Py uzayinda

genellesmis coziumu vardar.

Bu teoremin kanit1 i¢in genel bir varlik teoremi olan Teorem 2.52’den yararlanacagiz.

Bunun igin 6nce (1.1)-(1.3) probleminin yarattigi doniigtimleri tamimlayalim:

f={fi o} Po— La(0,T; (WEQ)) x Ly(0, T; Wy 2(02)

oyle ki
fi(u) == —Au+g(z,t,u) +e(z, 1) [Jull 1, ) (©), (3.1)
ou
== ! ; 2
fo(u) an + a(z' t)u; (3.2)
A: PO — PO
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A=1d (3.3)

Simdi Teorem 3.2'nin ispat1 i¢in gerekli lemmalar1 verelim:
Lemma 3.3 f ve A dondisiimleri, Lo(0,T; W4(2)) uzaynda coercive ikili olusturur.

Ispat. A birim doniigiim olarak tanimlandigindan burada coercive ikililik, f doniigimiiniin
adi anlamda coercive’ligine denk gelir. f 'nin Ly(0,T; W3 (Q))'da coercive oldugunu
gormek igin once (f(u),u), dual formunu alttan degerlendirecegiz.

(3.1) ve (3.2)’yi kullanarak kismi integrasyon yaparsak,

T
() w)g, = 1Dull gy + [ [otastujuda
0 Q

T T
—l—/HuHLQ(Q) /e(:z:,t)uda:dt+//a(a:’,t)qua:/dt
0 0 0 20

esitsizligini elde ederiz. Simdi (1), (3) ve (4) kosullarim g6z 6niine alarak Holder

esitsizligini uygulayalim:

T T
(f(u),u)q, > HDuHi?(QT) + ag HuH;(ET //01 z,t) |u|” udxdt — //cg(aj,t)udxdt
0 0 o

T
= [l el s, o
0

0o := min {1, ap} dersek, (2.4), (2.8) ve Holder, Young esitsizlikleri ile,

2 a+1
<f(u)7u>QT > boco ||U||L2(0,T;W21(Q)) - / el poag () ||u||L::O () dt

Po—aqq

2 2 2
—¢€1 ||u||L2(0,T;Lp0(Q)) — c(e1) ||CO||L2(0,T;LqO(Q)) — Co ||€||LOO(O,T;LQO(Q)) ||u||L2(0,T;Lp0(Q))

yazabiliriz. Egitsizligin sag tarafindaki ikinci terime de Young esitsizligi uygularsak,

2
2 2
<f(u)7u>QT > 9002HUHL2(0,T;W21(Q)) — &2 HUHLQ(O,T;LPO(Q)) c(2) Hcl”L 2 (OT5L_posg_(9))
pPo—aqQ

2 2 2
—& HUHLQ(O,T;LPO(Q)) — c(e1) ”COHLQ(O,T;LQO(Q)) — Co ”e”LOO(O,T;LqO(Q)) HUHLQ(O,T;LPD(Q))

elde ederiz.

Burada (2.2)’yi kullanirsak,

2 2
(f(u), U’>QT > Gocs ||u||L2(D,T;W21(Q)) — €263 ||u||L2(0,T;W21(Q)) c(e2) ||Cl||L 2 (0T5L _sou ()

pPo—aqQ
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2 2 2
—&163 Hu||L2(0,T;W21(Q)) — c(e1) ”COHLQ(O,T;LQO(Q)) — CG6C3 ||6HLOO(O,T;LqO(Q)) ||u||L2(0,T;W21(Q))

degerlendirmesini aliriz.
2

2 o
Zy = c(e1) HCOHLQ(QT;L%(Q)) c(eq) ||clHL 2 OTSL () dersek son esitsizligi,
- pPo—aqQ

2
(f(u), U>QT > (9002 — EC3 — C6C3 ||€||LOO(O,T;LQO(Q))> ||u||L2(0,T;W21(Q)) — 2

olarak yazabiliriz.

(5) kogulundan ve ¢ pozitif sayisi yeterince kiigiik segilebileceginden, son esitsizlikteki
||UH3:2(0,T;W21(Q)) normunun katsayisi pozitif olarak alimir. O halde f doniisiimii, Ly (0, T; W (Q))
uzayinda coercive’dir.

_1
Lemma 3.4 f doniisimii, Py uzayimdan Ly (0,T; (WH(Q))*)x Lo (0, T; W, 2(99Q)) uzayima

zayf stireklidir.

Ispat. f dontistimiiniin lineer kisimlar: sinirli oldugundan zayif stireklidir. Bu durumda
lineer olmayan kisimlarin zayif stirekliligini incelemek yeterlidir.

gi(z,t,u) = e(z,t) ||ull o) (¢) dersek, g ve g; dontisiimlerini ayr1 ayr1 inceleyebiliriz.
Once g doniigiimiiniin Py uzaymdan Ly (0, T; (W3 (Q))*) uzayma zayif siirekli oldugunu
gorelim.

{um} C Py dizisi alalim 6yle ki @ € Py i¢in u,, = @ olsun. Lemma 2.32’den yarar-
0

lanarak, 3 {uy,} C {un} alt dizisi i¢in g(z,t, up, — x,t,u) oldugunu
{um,} € {um} Gin g tt) | s gl tn) oldug

gostermek istiyoruz. Bunun icin énce g : Py C Lo(0,T; Ly, () — Lo(0, T Ly, (2))
sinirli dontisiim oldugunu gorelim:
(1)’ kosulu ve Holder esitsizligi ile,

2

0

T
//\g 2t ] dt / /]cl(x,t)\qo fuje d:c+/|co(a:,t)]q° dx| dt
0 Q Q

2

T
<t [ [leall, ol ey + ol ]
0

1

T
1+—= 2
<4 [ Il o Il o + ool o]
0

..Q

esitsizligini aliriz.
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Buradan,

Yol HUHLQ(O,T;LPO (Q)))

1

2c 2

o 21+% [ 2 2
= ci Lsy (0,T5L,, () ||u||L2(O,T;LpO(Q)) + lco HLQ(O,T;LqO(Q))

dersek, elde ettigimiz son esitsizligi

lg(z,t, U)HLZ(O,T;LQO(Q)) < ’YO(HUHLZ(O,T;LPO(Q)))
olarak yazabiliriz.

Y(.) : RL — R} monoton artan, siirekli fonksiyon oldugundan,
g: L2(07T; LPO (Q)) — L2(07T; qu (Q))

sinirh dontistimdiir.

Simdi Lemma 2.32’den yararlanmak i¢in gerekli diger ozellikleri agagida siralayalim:

1. Py C Ly(0,T; W5 (2)) C La(0,T; Ly, (22)) oldugundan wu,, LQ(O,T;_L\po(Q)) u dir.

2. Lo(0,T; WHOQ))NW3(0,T; (W3 (2))*) O La(Qr) kompakt gémiilmesi var oldugundan,
Lemma 2.21 ve Lemma 2.22’den 6yle bir 3 {u,,, } C {u,,} alt dizisi vardir ki Q7’de

hemen hemen her yerde w,,, — @’dir.

3. (1)’ kosuluna gore g Caratheodory fonksiyonu oldugundan, hemen hemen her

(x,1) € Qr igin,
g(l‘,t, ') : IRl — IRl
siirekli fonksiyondur.

Yukaridaki ézelliklerden, Lemma 2.32°ye gore 3 {uy,, } C {un,} alt dizisi vardir ki
g(x,t, Up,;) L2(07T§q0(9)) g(z,t,u) dir. Ly(0,T; Ly, () C La(0,T; (W4 (2))*) oldugundan,

9(x,t, Upm,) — g(x,t,u) zayif yakinsakligin elde ederiz.
L (0,T5(W3 ())*)

O halde g doniigiimii, Py uzaymdan Lo (0, T; (W, (2))*) uzayma zayif siireklidir.

Simdi g; doniigiimiiniin Py uzaymdan Ly (0, T; (W (Q))*) uzayina zayif siirekli oldugunu
gorelim:

{um} C Py dizisi alalim 6yle ki @ € Py igin w,y, o olsun. Yine Lemma 2.32’den

0

ararlanarak, 4 {u,,.} C {u,} alt dizisi icin Tyt Uy, — T, t,u
y fim,} € {um} in e t) )
oldugunu gosterecegiz.
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Yukarida ¢ dontigiimii i¢in siraladigimiz 1. ve 2. ozellikler, g; doniigimi icin de
gecerli oldugundan ve g (z,t,.) : Ry — R; siirekli fonksiyon oldugundan, bu déniigiimiin
Py C Ly(0,T; Ly, () uzaymdan Lo(0,T; Ly, (2)) uzayma smirh déniigim oldugunu
gostermek yeterli olacaktir.

(2.6) ile Holder egitsizligi uygularsak,

2

q0

T
/ / et dafiar = [ { [leln® Julfyg do | at
0 Q
T = T
— [liyey | [l o) ae= [ lulle el d
0 Q 0

2 2 2 2
§||U||L2(QT) ||6||LOO(O,T;LqO(Q)) < C6 ||u||L2(0,T;Lp0(Q)) ||€||Loo(o,T;Lq0(Q))

yazabiliriz.

1
”Yl(HUHLQ(o,T;LPO(Q))) =4 HUHLQ(O,T;LPO(Q)) He“LOO(O,T;LqO(Q)) dersek,
||gl||L2(0,T;Lq0(Q)) < 71(HU||L2(0,T;LPO(Q)))

elde ederiz. 7;(.) : R} — R! monoton artan, siirekli fonksiyon oldugundan,

g1 La(0,T5 Ly, () — L2(0, T Ly, (2))

sinirhh dontigimdiir.

O halde Lemma 2.32’ye gore 3 {tm,} C {uy} alt dizisi vardir ki
Gz, t, Uy, — g1z, t,w) dir. Ly(0,T; Ly, () C Lo(0, T (W3 (22))*) oldugundan,
g1(,t, U, — g1(x, t,u) zayif yakinsakhigini elde ederiz. Yani, g; doniigiimii,

Lo (0,T5(W3 (2))*)

Py uzaymdan Ly (0, T; (W3 (2))*) uzayma zayif siireklidir.

u
Ispat. (Teorem 3.2) A birim doniisiim oldugundan, Teorem 2.52'nin (II) kogulu saglanir.
Ayrica (2.12) sayesinde, keyfi u € W3 (0, T; W3 (€)) igin (2.12) ve (2.13) ile asagidaki

esitsizlikler vardir:
T
/ u, u)q dt = /||U||L2 dt > crollull?, o1 (W2 ()%)

0
¢
Lo 1 2
y U dT = §||U||L2(Q)(t) > 5610||U||(W21(Q))*<t>7
0
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hhh tel0,7].

Lemma 3.3, Lemma 3.4 ve yukaridaki ozelliklerden, Teorem 2.52’nin tiim kogullari
saglanir. O halde agagidaki esitsizligi saglayan keyfi (h,@) € Lo(0,T; (W} (Q))*) x
Ly(0, T W;%@Q)) i¢in (1.1)-(1.3) probleminin Py uzayinda ¢éziimi vardir:

OfT<h, W + (9, ) dt

[ll Lo 0,mw3 )

sup cu € Ly(0,T; W3 () ¢ < oo.

Bu esitsizlikte (h, @) fonksiyonlarinin ait olduklar: uzaylardaki normlarin g6z 6niine
1
alirsak, (1.1)-(1.3) probleminin keyfi (h, @) € Ly(0,T; (W}(2))*) X Ly(0,T; W, 2(99))
icin Py uzayinda ¢oziimii oldugunu gostermis oluruz.

3.1.2 « =1 Durumunda (1.1)-(1.3) Probleminin Incelenmesi

Bu durum ¢ doniigiimiine gore lineer durumdur ve (1) kogulu a = 1 igin saglandigindan,
Sobolev’in Gomiilme Teoremi'nden Ly(0, T; W3 (Q)) C Lay1(Qr)’dir. Bu nedenle
Py = Ly (0, T; WH(Q)) n W0, T; (W3(2))*) N{u : u(x,0) = 0} olur.

Asagidaki kosullarin saglandigimi kabul edelim:

(1)" 51 1= 00, 1| 1= §, 59 1= 2, 1y 1= qp sayllan ve a = 1 olmak fiizere (1) kosulu

saglansin.
(6) Asagidaki kosullardan biri saglansin:
I. Hemen hemen her (2/,t) € X7 igin a(z’,t) > ag > 0 olacak sekilde bir aq
say1s1 vardir ve

9102

co llell o omry @) T letllow07:0n @)
0 2 C3

esitsizligi saglanir. Burada 0 := min{1, ao} dir.

II. Oyle ky > 0,k € R sayilar1 vardir ki, hemen hemen her (x,t) € Qr ve her
¢ € R igin,
g, £, )& > kol¢* — Ky
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esitsizligi ve
¢ lall L 0.1, 00)) T+ 3¢ el L 01114 ) < b2
esisizligi saglanir. Burada 0y := min{1, ko } dir.
(g, 3,5 Ve cg srasiyla,(2.4), (2.2), (2.7) ve (2.8)’deki sabitlerdir.)

Teorem 3.5 (1)", (2), (3) ve (6) kosullari saglansin. O zaman, keyfi (h, ) €
Ly(0,T; (W3 (2))*) x Ly(0,T; WQ_%@Q)) icin (1.1)-(1.3) probleminin Py uzayinda ge-

nellesmis ¢ozumi vardur.

Bu teoremin kaniti i¢in de Teorem 2.52’den yararlanacagiz. O halde (3.1)-(3.3)
donitigtimlerini gozoniine alarak, Teorem 3.5’in ispatinda gerekli olacak lemmalar: ve-

relim:
Lemma 3.6 f ve A dondisimleri, Ly(0,T; W3 (2)) uzaynda coercive ikili olusturur.

Ispat. A birim doniisiim olarak tammlandigindan, f nin Ly (0, T; W (Q))’da coercive

oldugunu gosterecegiz.

T
(), ), = DUl o + / / ola,t, w)udadt

0 Q

T T
—i—/HuHLQ(Q) /e(:z:,t)uda:dt—i—//a(:c’,t)zfdx’dt (3.4)
0 0 20

0
Burada ilk olarak (6)-I. kogulunu gézoniine alalim: (1)” ve (3) kogulu ile Hélder

esitsizligini kullanirsak,

T T
(f(u),u)g, > ||DuHiQ(QT)—I—a0|]u||i2(2T)—//cl(x,t)u2da:dt—//co(x,t)|u]da:dt
0 Q 0 Q

T
= [l el ol
0

esitsizligini elde ederiz.
0, := min{l,a0} diyelim. (2.4) ve (2.8) ile Holder ve Young esitsizliklerini kul-

lanirsak,

T
2 2
<f(u)»U>QT > bico ||u||L2(0,T;W21(Q)) - / 1] Ly (9) ||u||Lp0(Q) dt
0
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2 2 2
€1 HU’HLQ(O,T;LPO(Q)) —c(e1) ”COHLQ(O,T;LQO(Q)) —Ce ”e”LOO(O,T;LqO(Q)) HUHLQ(O,T;LPO(Q))

yazabiliriz. Buradan, (2.2)’yi kullanarak agagidaki degerlendirmeleri aliriz:

2 2
(f(u), U>QT > bhco ||u||L2(0,T;W21(Q)) - HclnLoo(O,T;L%(Q)) ||u||L2(0,T;LpO(Q))

2 2 2
—& HUHLQ(O,T;LPO(Q)) —c(e1) HCOHLQ(O,T;LqO(Q)) — CeC3 HeHLoo(o,T;LqO(Q)) HUHLQ(O,T;WQI(Q))

2
(f(u), U>QT > (9102 —C3 ||cl||Loo(0,T;L%(Q)) — C6C3 ”eHLOO(O,T;LqO(Q)) - C351> ||u||L2(O,T;W21(Q))

—c(e1) |’00Hi2(0,T;LqO(Q))
(6)-I. kosulu kullanmlarak ve &1 pozitif sayist yeterince kiigiik segilerek, son esitsizlikteki
||uH%2 (075w} () Rormunun katsayis1 pozitif ahnir ve buradan coercive’lik elde edilir.
Bu kez (3.4) esitliginde (1)” kogulunu goz 6niine alalim: (2) ve (3) kosulu ile Holder

esitsizligini de kullanirsak,

T
2 2 2
() w)gy = 1Dl a0 + o Nl siary = [ Nl om ulczion
0

T
[Vl Vel 0 = T
0

yazabiliriz.

Oy := min {1, ky} dersek, (2.8) ile

2 2
<f(u)7u>QT > 0 HUHLz(o,T;W;(Q)) - HaHLOO(O,T;Ln,l(aQ)) HUHLZ(O,T;Q:;; (69))

2
—Co HeHLoo(O,T;LqO(Q)) HU”LQ(O,T;LPO(Q)) — k1 Tmes2

elde ederiz. (2.2) ve (2.7)’yi kullanarak, agagidaki esitsizligi yazabiliriz:
2
(f(u), U>QT > (92 — G ||a|‘Loo(o,T;Ln,1(aQ)) — CeC3 H€HLOO(O,T;L(IO(Q))) ||u||L2(0,T;W21(Q))

—ki1Tmes?

Son esitsizlikten coercive’lik elde edilir.

1
Lemma 3.7 f dondisimii, Py uzayindan Ly (0, T; (W3 (Q))*)x Ly(0,T; W, 2(09)) uzayina
zayf streklidir.
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ispat.

Bu ispat Lemma 3.47in ispatina benzer sekilde yapilir. Farkli olarak @ = 1 du-
rumunda ¢ déniisimiiniin Py C L9(0, T Ly, (2)) uzaymdan Ly(0,T; Ly, (2)) uzayma
sinirli dontistim oldugunu gorelim:

(1)” kosulunu ve Holder esitsizligini kullamirsak,

2

T a0
//|g x, t,u)|" dqu / /]cl(x,t)]qo |u|* dw+/]co(x,t)\q° de| dt
0 Lo Q

2

<4 [ [llealls o Il oy + leoll, oy | ™

St~

T
+i 2 2 2
5[ [l o Nl + ol ] .
0

esitsizligini aliriz.
Buradan,

Ya( HUHLQ(O,T;LPO (Q)))

1
1+-L 2 2 2 2
=270 el 0.z, @) 120,212, @) Tl ”sz,T;LqO(m)]

dersek, elde ettigimiz son esitsizligi

lg(z,t, U)HLQ(O,T;LqO(Q)) < 72(HUHL2(0,T;LPO(Q)))

olarak yazabiliriz.

Y2(.) : RL — R} monoton artan, siirekli fonksiyon oldugundan,
g1 Ly(0,T; Ly, (2)) — Lo(0, T Ly, (22))

sinirli dontigtimdyiir.

[
Ispat. (Teorem 3.5) 3.1.1 durumuna benzer sekilde, A birim déniigiim oldugundan Te-
rorem 2.52'nin (1) kosulu saglanir. Ayrica, keyfi u € W} (0,T; W3 (2)) icin (2.12) ve
(2.13) ile agagidaki egitsizlikler vardir:

T
0
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t
ou 1. 9 1 9

J (G} dr =gl ® = Gl -0

0

h.hh. ¢t €[0,7]
Lemma 3.6, Lemma 3.7 ve yukaridaki ozelliklerden, Teorem 2.52’nin tiim kosgullar1
saglanir. O halde asagidaki esitsizligi saglayan keyfi (h,p) € Ly(0,T;(W5(2))*) x

Ly(0,T; W, 2(09)) igin (1.1)-(1.3) probleminin Py uzaymda ¢oziimii vardir:

T

f <h7 u>Q + <907 u>8Q dt
sup 0 tu e LQ(Oa T W;(Q)) < 00.
[l 20,220

Bu esitsizlikte (h, ¢) fonksiyonlarimin ait olduklar1 uzaylardaki normlarimi géz éniine
alirsak, (1.1)-(1.3) problemini keyfi (h, @) € Ly(0,T; (W5 (2))*) x Ly(0,T; W;%((‘?Q))

icin Py uzayinda ¢oziimi oldugunu gostermis oluruz. m

3.1.3 o> 1 Durumunda (1.1)-(1.3) Probleminin incelenmesi

Bu durum ¢ dontigiimiine gore siiper lineer durumdur ve (1) kosulu a > 1 igin
saglandigindan,
Py := Ly(0, T; WH)) N Loy (Qr) N WO, T; (WEH))*) N {u : u(x,0) = 0} olur.

Asagidaki kosullarin saglandigini kabul edelim:

a+1
a

ry = 2t sayilart ve a > 1 olmak iizere (1) kogulu

(1)” s1:=00, 11 1= 00, 59 := -

saglansin.

(7) Oyle ko > 0,k; € R sayilar1 vardir ki, hemen hemen her (z,t) € Qr ve her £ € R
i¢in,
g(:L‘,t, 5)5 > ]€0|€|a+1 - kl

esitsizligi saglanir.

(8) Hemen hemen her (2/,t) € X7 igin a(a’,t) > —ap olacak sekilde bir 0 < ag < Z—i
sayist vardir. Burada ko < ko olmak fizere 8y := min{1, ko}’dur.

(¢4, (2.6)’daki sabittir.)

Teorem 3.8 (1)", (2), (3), (7) ve (8) kosullar: saglansin. O zaman, keyfi (h, ) €
[Lg(o, T; (WHQ))") + LLH(QT)] % Lo(0,T; Wy 2(89)) icin (1.1)-(1.3) probleminin Py
uzayinda genellesmis ¢ozumau varder.
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Bu teoremin kaniti i¢in de Teorem 2.52’den yararlanacagiz.
= A{fifo s Py [ La(0, T3 (W3 (Q)) + Lo (Qr)| X La(0, T; W5 *(99)); A: Py — By

olmak iizere (3.1)-(3.3) doniigtimlerini gézoniine alalim ve ispat igin gerekli olacak lem-

malar: verelim:

Lemma 3.9 f ve A doniisiimleri, Lo(0,T; W2 (Q)) N Las1(Qr) uzayinda coercive ikili

olusturur.

Ispat. A birim déniigiim olarak tammlandigindan, f'nin Lo(0, T3 W2 (Q)) N Latt (Qr)

uzayinda coercive oldugunu gosterecegiz.

T
<ﬂwmmfﬂwwﬁ@ﬂ+//ﬂLaMWMt

0 e
T
/HuHL (Q)/ e(x,t) uda:dt+//a yulda'dt
Q 0 40

(3), (7), (8) kosullar1 ile Holder esitsizligini kullanirsak,

a+1 2
<f(u),u> > ||Du||L2 @r T ko ||u||Lj+1 Q) — @0 ||U||L2(2T) dt

[ Wil Vel Il = BT

yazabiliriz.

(2.6), (2.9) ve (2.10)’dan agagidaki esitsizlikler vardir:

a+1 2
(f(u),w) g, = [1DullT 00 + Ko llell ) o) — ocsllullT, 0 rams o)

2
el toraga o er [ Il oyt — ki Tmess

a+1 2
2
—C7C8 He”Loo(O’T;La+1 () HuHLaJrl(QT) — k1Tmes{

Burada Young esitsizligini kullanarak,

a+1 otl
(f(u), U> = ||D“HL2 @r T (ko —¢) ||U||L::+1 Qr) — c(e)(eres ”eHLOO 0,T;L at1 Q)))O"1
( at1(
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2
—aoCq [|ullL, 0 rawp ey — FiTmesS

degerlendirmesini aliriz.

0 < e < kg segerek 05 := min{1, ko — ¢} dersek ve Sonug 2.48’1 kullanirsak,

(), w)gy > (B = aoes) [IDull py + 03, 0] — 2

yazabiliriz. Burada Z1 := c(e)(eres el orp. ., (Q)))%1 + k1Tmes() + apeac’dir. Yine

Sonug 2.48’den,

(f(w),u)q, =

Burada Z, := 7Z; + £ (93 — agey)’dir. Son esitsizligi agagidaki sekilde yazabiliriz:

2 a+1
(8 = aves) [l oiravgiay + 15T on ) — 22

l\DI»—

1 2 2
(), udg, = 505 = aoea) el o zarsay + 1l o] = 25

Z3 = ZQ + %(93 — CL(]C4)’dII'. O halde,

2
)W), = 505 = aoea) [l yorasan + 1liion | — 25

»Jkl»—‘

1 2
= 1(93 — Cy) Hu”LQ(O,T;Wzl(Q))ﬂLaH(QT) —Z3

elde edilir. Buradan f dontigiimiiniin Ly (0, T; W3 () N Las1(Q7) uzaymda coercive
oldugu goriintir.

Lemma 3.10 f dondisimii, Py uzaymdan | Lo(0,T; (W3 (Q))*) + Lat1 (Q7)| X Lo (0, T; W,

uzayina zayif streklidir.

Ispat. Daha dnce de belirttigimiz gibi, f doniigtimiiniin lineer kisimlar: sinirli oldugundan
zaylf siireklidir. Bu nedenle lineer olmayan kisimlarin zayif stirekliligini incelemek ye-
terlidir.
gi(zt,u) = e(z,t)[[ull,,q) (t) dersek, g ve g1 doniigiimlerinin zayif siirekliligini ayr
ayr1 inceleyelim. Once g doniisiimiiniin Py uzaymdan Ly(0, T (W(Q))*) + L a1 (Qr)
uzayina zayif stirekli oldugunu gorelim:

{un} C Py dizisi alahm 0Oyle ki 4 € Py igin u,, ?0 @ olsun. Lemma 2.32’den ya-
rarlanarak, 3 {um;} C {um} alt dizisi i¢in g(z,t, U, ) — g(x,t,u)

L2(0,T5(W3 (Q))*)+LaT+1 Q1)
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oldugunu géstermek istiyoruz. Bunun i¢in énce g : Py C Loy1(Q1) — Lat1 (Qr) smirh
doniigim oldugunu gorelim:

(1) kosulu ve Holder esitsizliginden yararlanarak,

T
//\g(x,t,u)ﬂ“ dudt
0 (9]

le1(z, )] c || dm+/|co(x,t)|a:1 dx | dt

I/\
D\%

T
a+1 QTH
el g / Jall oyt + [ ol
0

% a+1
< 2% [l Il 0 + ol o
esitsizligini aliriz. Buradan,
a(llullz, .,y 0m)

o

2 el o 1+ w0llSF oy + ool s |
€1 Loof U U Lo+1(Qr) o La+1(QT)

dersek, elde ettigimiz son esgitsizligi

lgCe,t, Wl . @r < lullL,, @)

olarak yazabiliriz.

¥3(.) : RL — R} monoton artan, siirekli fonksiyon oldugundan,

9: Lay1(Qr) — L%H(QT)

sinirh dontistimdiir.

Simdi Lemma 2.32’den yararlanabilmek icin gerekli diger ozellikleri agagida siralayalim:

1. Py C Lot1(Qr) oldugundan w,, — @ 'dir.

La+1(Qr)
2. Ly(0,T; WHQ))NW3 (0, T; (W4 (2))*) O La(Q7) kompakt gomiilmesi var oldugundan,
oyle bir 3 {un,} C {un} alt dizisi vardir ki r’de hemen hemen her yerde

Uy, — W dir.
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3. (1)"” kosguluna gore g Caratheodory fonksiyonu oldugundan, hemen hemen her

(.1’7 t) € QT igil’l,
g(l’,t, ') : Rl — Rl
siirekli fonksiyondur.

Yukaridaki ézelliklerden, Lemma 2.32’ye gore 3 {um, } C {un} alt dizisi vardir ki
o tty) = gl ta) din Lows (Qr) € La(0. 3 (WH(®)))+ L (Qr) oldugundan,

aT-H(QT)

9(x,t, Upm,) — g(z,t,u) zayif yakinsakligin elde ederiz.
L2(0,T5(Wy (2))*)+L at1 (QT)

O halde g doniigiimii, Py uzaymdan Lo (0, T; (W} (Q))*) + LaT+1 (Qr) uzayma zayif
siireklidir.

Simdi g; doniigiimiiniin Py uzaymdan L (0, T; (W1 (Q))*) + L a1 (Qr) uzayma zayf
siirekli oldugunu gorelim:

{un} C Py dizisi alahm 06yle ki u € Py i¢in w,, — @ olsun. Lemma 2.32’den yarar-

Py

lanarak, 3 {u,,. } C {w,} alt dizisi i¢in gi(z,t, U, — r,t, U
fm, ) € {tn} 1 2 LaOTS(WH (@) Lass Q1) 91(.1,)

oldugunu gosterecegiz.

Yukarida ¢ doniigimii i¢in siraladigimiz 1. ve 2. ozellikler, ¢g; dontigimii i¢in de
gecerli oldugundan ve g (z,t,.) : Ry — R; siirekli fonksiyon oldugundan, bu déniigiimiin
Py C Loy1(Qr) uzaymdan L a1 (Qr) uzayma sinirh doniigiim oldugunu gostermek ye-
terlidir.

(3) kosulu, (2.9) ve Young esitsizliginden faydalamrsak,

T T
//|91 x,t,u) | g dx :/ /| (x,t)] ||u|| ) da | dt
0 0
/ lull ;e / e, 1) d | dt = / Jull ey el o
% I % a+1
< erllell om0 12y e o el s (£ gy + 7))
“ 0

yazabiliriz.

o

a+1 at+l
74(HU||LQ+1(QT)) —07+1 e ”LOOOTL 1(9)) ( ||UHL+le QT)+TC(5)> dersek,

191112 s @) < alllell s @)
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elde ederiz. v4(.) : R} — R monoton artan, siirekli fonksiyon oldugundan,

g1 Lay1(Qr) — L%(QT)

sinirh dontigimdiir.
O halde Lemma 2.32°ye gére 3 {uy,, } C {u} alt dizisi vardir ki
gzt um,) = : gi(x, t,u) dir. Lat1 (Qr) C Lo(0,T; (W3(Q))*)+ La+1 (Q7) oldugundan,

Lat1(Qr
«

g1(, 1, U, — g1(z, t,u) zayf yakinsakligim elde ederiz. Yani, g;
L2(07T;(W21(Q))*)+LQT+1 (@r)

doniisimii, Py uzaymdan Ly (0, T; (W3 (Q))*) + LaTH(QT) uzayina zayif stireklidir.
[
Ispat. (Teorem 3.8)
A birim doniigim oldugundan, Terorem 2.52'min (II) kogulu saglanir. Ayrica, keyfi

u € W0, T; W) igin (2.12) ve (2.13) ile agagidaki esitsizlikler vardir:

T

T
2 2
/(U, u)q dt = / ||“||L2(Q)dt = 011||“||L2(0,T;(W21(Q))*)+La+1 (Qr)
0 0

@

t

ou 1, 1 9
J (G} dr =gl ® = Geululfug -0

0
h.hh. tel0,7T]

Lemma 3.9, Lemma 3.10 ve yukaridaki 6zelliklerden, Teorem 2.52'nin tiim kosullar:
saglanir. O halde agagidaki esitsizligi saglayan keyfi (h, ¢) € |Lo(0,T; (W4 (2))*) + Lat1 (Q7)| X
_1
Ly(0,T; W, 2(09)) igin (1.1)-(1.3) probleminin Py uzayinda ¢oziimii vardir:

T

f <h> u)Q + <(10> u)&ﬂ dt
0 U € LQ(O,T, WQI(Q)) N La—l—l(QT) < Q.

sup
||U||L2(0,T;W;(Q))mLaH(QT)

Bu esitsizlikte (h, ¢) fonksiyonlarimin ait olduklar1 uzaylardaki normlarimi gz éniine
alirsak, (1.1)-(1.3) probleminin keyfi (h, @) € | Lo(0,T; (W3 (Q2))*) + Lat1 (Q7)

_1
X Ly(0,T; W, 2(0R2)) i¢in Py uzaymda ¢oziimii oldugunu géstermis oluruz. m

3.1.4 Ozel Durumda (1.1)-(1.3) Probleminin Céziimiiniin Tekligi

Bu béliimde, (1.1)-(1.3) probleminin ¢oztiminiin tekligi 6zel durumda ispatlanmigtir.

Genel durumda ¢oztimiin tekligi ise, baglangig kosulu sifirdan farkli iken 3.2.4 Boliimii'nde
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gosterilmigtir.
Simdi (1.1)-(1.3) probleminde v > 0 olmak iizere, g(z,t,u) := d(z,t)|u|"u +
b(x,t)u olsun. Buna gore bu problemi agagidaki sekilde yeniden yazarak, teklik teore-

mini verelim:

0
8_1; — Au+d(z, t)|u]” " u + bz, t)u + e(x, t) [ull ) (1) = h(z,1) (3.5)

u(:z:, 0) =0 (36)

(Z_Z + a2/, t)u>

Er

Teorem 3.11 Asagidaki kosullar saglansin:

(T\) Hemen hemen her (x,t) € Qr i¢in d(x,t) > 0 olmak tizere,

LOO(QT)? v>1
d € Loo(0,T;Ls(Q)), v=1
L%(O,T;L n(Q), v<l1

—v po—v—1

olsun.

(1) a € Loo(0,T; Ly,1(02)),b € Loo(0,T; L (82)) ve e € Loo(0,T5 Ly () olmak

tzere asagqidaki, kosullardan biri saglansin:

(i) Hemen hemen her (2',t) € Xp i¢in a(z’,t) > ap olacak sekilde ay pozitif

5a3181 var ise,

9402

Co HeHLOO(O,T;LqO(Q)) + ”bHLOO(O,T;L%(Q)) < o

esitsizligi saglanwr. Burada 04 :== min{1, ao} dor.

(it) Hemen hemen her (z,t) € Qr igin b(x,t) > by olacak sekilde by pozitif sayis

var ise,

csllally o1, 100y T C3C He“Loo(O,T;LqO(Q)) <05

egitsizligi saglanir. Burada 05 := min{1, by} 'dor.
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(ca, c3, c5 ve cg swraswyla, (2.4), (2.2), (2.7), (2.8) deki sabitlerdir.)

O zaman (4.1)-(4.3) probleminin Py := Lo(0, T; W3 ()N L, 11 (Qr)NW3 (0, T; (W3 (Q))*)N

{u: u(z,0) = 0} uzayinda ¢ézimi varsa tektir.

Ispat. ui, us € P, (3.5)-(3.7) probleminin iki farkli ¢éziimii olsun. w := u; — usy dersek,

bu problemden agagidaki problemi elde ederiz:

%_l:_Aw+d($ t)[|ul|y_lul_|U2|V_1U2]+b($at)w+€($at)(HUlHLQ(Q)_||U2||L2(Q))(t) =0
(3.8)

w(z,0) =0 (3.9)

((Z—n + a(2’, t)w ) . =0 (3.10)

(3.8) denklemini w ile garparak Q7 lzerinden integraline gegelim.

T

1 2 2 v— v—

0= 5wl () + D0z, o +// (@, )fJur["~ = Jua| " s (ur — uo)dadt
0

T T
+//b(:p,t)w2dxdt+/(||u1||L2(Q)—||u2||L2(Q )/ xtwdde—// oo tyutde'di
0 Q 0

0 20
(1) := |7|""'7 fonksiyonu artan ve (77) koguluna gore d(z,t) > 0 oldugundan,
T T
02 |Dull g + [ / s.tytdodt = [ [0 = el o] [ le(o.0)llwidzd
0 0 Q

T
+//a(m’,t)w2dx'dt
0 20

yazabiliriz. Buradan Hoélder esitsizligi ile,

T
2
0> [Dwlp,qpn + [ [ blatjwdedt — [ fur = ua]lpyq) el @1wllz,, @dt
) (
Q

0
T
+//a(w’,t)w2da:’dt
0 20
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esitsizligini yazabiliriz. (2.8)’den,

T
2
0> [|Dwl, g, + / / b, t)wdadt — collel]zo:riza @0,
0 Q

T
+//a(:c’,t)w2dx’dt (3.11)
0 00

elde ederiz.

(3.11) esitsizliginde (73)-(7) kogulunu goz 6ntine ahrsak,

2
0> [ Dwly,gp = Iblleworiey @nllwliZom, ) = cleliworizag@) lwliaorL,, @)
+a0\|w||%2(zT)
yazabiliriz. 0, := min{1, ag} dersek,
0> |16 — collbllicomry @) — scollelLatomitaton] 11 o ravzay > 0

elde ederiz ki bu da 0 > 0 geligkisidir.
Bu kez (3.11) esitsizliginde (73) — (i) kosulunu goz 6ntine alirsak,

2
0> [[Dwllz, g + bollwlL,igr) — Collellao.rize @)W L0 7L, @)

_HaHLoo(O,T;Ln—l(aQ))||w||%2(O,T;L%(BQ))
yazabiliriz. 05 := min{1,by} dersek, (2.7)'den
0= [95 — ¢sllall Lo riL, - 00) — C3C6||€||LOO(O,T;LqO(Q))] ||w||ig(0,T;W21(Q)) >0

elde ederiz ki bu da 0 > 0 celigkisidir.
O halde (3.5)-(3.7) probleminin ¢6ziimii varsa tektir.
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3.2 Baglangic Kosulu Sifirdan Farkl Iken (1.1)-(1.3)

Probleminin Incelenmesi

Bu boliimde, (1.1)-(1.3) problemi igin baglangi¢ kosulu sifirdan farkli kabul edilecektir.

Ik {i¢ alt boliimde ¢oziimiin varlgy, son alt boliimde ise ¢oziimiin tekligi gosterilecektir.

3.2.1 a <1 Durumunda (1.1)-(1.3) Probleminin Iincelenmesi

Bu durum ¢ dénitigiimiine gore alt lineer durumdur ve (1) kogulu a < 1 i¢in saglandigindan,
Sobolev’in Gomiilme Teoremi'nden Ly(0, T; W3 (Q)) C Lay1(Qr)’dir. Bu nedenle
Py = Ly(0, T; WH(Q)) N W0, T; (WH2)*) N {u : u(x,0) = up} olur.

Asagidaki kogullarin saglandigini kabul edelim:

(1) 1 1= 12,7y o= 200

1= BB, 59 1= 2, 15 1= qo saylar1 ve v < 1 olmak iizere (1) kosulu

saglansin (pg := % ve qo = (po) ).

(4) Hemen hemen her (z/,t) € X7 igin a(2’,t) > ap > 0 olacak sekilde bir ay sayis

vardir.

(5) ||e||Lw(O7T;Lq0(Q)) < zg—iz, burada by < 1 olmak fizere fg < min{by, ao}’dir.

(co, c3 ve cg sirasiyla, (2.4), (2.2) ve (2.8)’deki sabitlerdir.)

Teorem 3.12 (1), (2), (3), (4) ve (5) kosullar: saglansin. O zaman, keyfi (h, @) €
1
Ly(0,T; (WE(2))*) x Ly(0,T; Wy 2(9Q)) ve ug € Wa(Q) igin (1.1)-(1.3) probleminin

Py uzayinda genellesmis ¢ozumi varder.

Bu teoremin kaniti i¢in de onceki alt boliimlerde kullandigimiz yontem kullanilacaktir.
Bu nedenle, Teorem 2.52'nin goz oniine aldigimiz probleme uygulanabilmesi i¢in baglangic
degerinin sifir olmas1 gerekmektedir. Bu nedenle a(z, t) := u(z, t) —ugp(z) fonksiyonunu

tammlayarak (1.1)-(1.3) problemini agagidaki sekilde yeniden yazalim:

O(t + up)

) A+ o) + 9l 1+ ) + e, 1) [+ ol ) (1) = Bl t)  (3.12)

i(2,0) =0 (3.13)
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= (2, t) (3.14)

Teorem 2.52’yi (3.12)-(3.14) problemine uygulayabilmek i¢in énce bu probleminin

yarattigl dontigiimleri tanimlayalim:

f={fi o} Po— La(0,T; (WEQ))*) x Lo(0, T; Wy 2(02))

oyle ki
fi() == —A(a+uo) + gz, t, 4+ up) + ez, t) ||@ + uol| 1,0y (1), (3.15)
fo(u) == 8(&8—47—]110) + a2’ t)(@ + up); (3.16)
A: Py — B,
A=1Id (3.17)

Simdi Teorem 3.12'nin ispat1 i¢in gerekli olacak lemmalar1 verelim:
Lemma 3.13 f ve A dondigimleri, Ly(0,T; W3 (Q)) uzayinda coercive ikili olugturur.

ispat. A birim dontistim olarak tanimlandigindan burada coercive ikililik, f doniigiimiiniin
adi anlamda coerciveligine denk gelir. f 'nin Lo(0,T; W} (2))’da coercive oldugunu

gormek igin once (f (@), @), dual formunu alttan degerlendirecegiz.

(f(@),a)q, = (f(@), &+ uo)q, — (f(u),u0)q,

T
= ||D(u + uO)”iQ(QT) + //g(x, t, 0+ uo) (4 + ug)dxdt
0 o

T T
+ / i+ woll / (e, ) (it + wo)drdt + / / a(a? 1) (it + wp)2dadt
0

Q 0 99
T T

— / /D(ﬁ + ug) Dugdzdt — //g(x, t, U+ ug)updxdt
0 Q 0 o
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T T
- / |la + u0||L2(Q)/ (x, t)ugdzdt — //a(x',t)(ﬂ + wg)ugdx'dt.
0 0

Q

Q

(1), (2), (3), (4) kosullar: ile Holder ve Young esitsizliklerini kullanirsak,

(f(@), @), = (L —e1) [1D(@ + uo)ll7, o) — (e1) 1Duoll 7400

T T
//cl 2, t) |4+ uo|® (@ + uo)dxdt — //co(a:,t)(ﬂ—l—uo)da:dt
0 00

~ ~ ~ 2
—/Mu+uﬂhmﬂwuﬁmHu+wm%wnw+auw+uﬂhmﬂ

0
T T
//q 2, t) |4 + uo|™ uodzdt — //co x, V) ugdxdt
0 0

—llall 072,109 Hu+u0|lL20TL2n 2 ) llwoll ¢ 0.TiLon-»

(agz) (asz))

= [+ ol Vel 1l

elde ederiz. Yine Holder, Young esitsizlikleri ve (2.8)’den

o _ 5 _ 2 2
(f(a),a)g, = (1 —e1) |D(u+ w7, 0p + a0 ll@+ wll7, s, — cler) [Duollz,on

T

1
”ClHL _Poao Hu+u0|’a+

~ 2 2
dt — ez ||+ UUHLQ(O,T;LPO(Q)) — c(e2) HCOHLQ(O,T;L%(Q))
pO—OtQO

0
T

~ 2 ~ «@
—Ce HGHLOO(O,T;LqO(Q)) |+ UOHLQ(O,T;LPO(Q))_/ lellr ppe (@ @+ uOHLPO(Q) ||u0HLp0(Q) dt
Po—&qQ
0

- 2
- ”CO||L2(O,T;LqO(Q)) ||u0||L2(O,T;Lp0(Q)) —eza+ “OHLQ(O,T;LQ”,Z(aQ))

=2

2 2
—c(e3) ||a||Loo(O,T;Ln_1(BQ)) ||u0||L2(O,T;L2n_2(8Q))
n—2
—Cg ||€||Loo(o,T;Lq0(Q)) @+ UOHLQ(QT;LPO(Q)) ||u0||L2(O,T;LpO(Q)) :

yazabiliriz. £, pozitif sayis1 1’den kiigiik segilerek 6, := min {(1 — &1), ao} dersek, (2.2),
(2.4) ve (2.7)den,

- _ 2 _ 2
(f(a), @) g, = Orca ||t +uollT, 0 7wy — acs It + woll7, 0 rwi ()

~ 2 2
—clea) lleally 2 (0T5L_nosn () — 26 [[8 + ol 00w (@) — cle2) lleollyomir,, )

—a Po—aqQ
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~ 2
—C6C3 ||€HLOO(0,T;LQO(Q)) |+ UOHLQ(O,T;WZ}(Q))

- HQHL%(O,T;LP;@%O% o e+ uOH%2(O,T;LPO(Q)) HUOHLz(O,T;LPO(Q))

- 2
- HCUHLQ(O,T;LqO(Q)) HUOHLg(O,T;LPO(Q)) — e3¢5 ||+ u0||L2(0,T;W21(Q))
2 2 - 2
—c(e3) ||a||Loo(o,T;Ln,1(aQ)) ||U0||L2(0,T;L2L§(ag)) —ese3 ||+ u0||L2(O,T;W21(Q))

2 2 2
—c(es)cg HeHLOO(O,T;LqO(Q)) HUOHLQ(O,T;LPO(Q)) — c(er) HDUOHLQ(QT) :

elde ederiz. Buradan, ¢ = e4¢3 + €9¢3 + €305 + e5¢3 dersek
o~ - 2
<f(u)7U>QT > (9602 — C6C3 ||€HLOO(O,T;L(10(Q)) - 5) |+ u0||L2(O,T;W21(Q)) — 2,

Zy = Z1(C(e), HCOHLSQ(O,T;LW(Q)) g ||Cl||le(0,T;LT1(Q)) ) H€||LOO(O,T;LQO(Q)) J

||a||Loo(0,T;Ln_1(6Q)) ) ||u0||L2(0,T;LpO(Q)) J ||u0||L2(O,T;L%(BQ)) ) ||Du0||L2(QT))

degerlendirmesini aliriz. (5) kogsulu ve yeterince kiigiik segilen e pozitif sayisi ile
Co = (96c2 — CgC3 HGHLOO(O,T;L,;O(Q)) — 5) sayis1 pozitif alimir. 1 > £ > 0 olmak iizere

Cy == (1 — &)C, dersek,
(f(@),@)q, > Cy ||a||ig(0,T;W21(Q)) — %

Zy = Zy — (1= ¢(2)Co [uoll} 0.3 o)

egitsizligini yazabiliriz. O halde f doniigiimii, Lo (0, T; W, (Q)) uzaymda coercive’dir.

1
Lemma 3.14 f donisimi, Py uzayindan Ly(0,T; (W4(2))*) x Ly (0,T; W, 2(99))

uzayina zayf sureklidir.

Ispat. f doniigiimiiniin lineer kisimlar: simrh oldugundan zayif siireklidir. Bu durumda
lineer olmayan kisimlarin zayif stirekliligini incelemek yeterlidir.

gi(z, 1,0+ uo) = e(x,t) ||[u+uollp,q (t) dersek, g ve g; doniigiimlerini ayr1 ayr
inceleyebiliriz. Once g déniigiimiiniin Py uzaymdan L, (0, T; (W3 (Q))*) uzayma zay:if
siirekli oldugunu gorelim.

{u,} C Py dizisi alahm 0Oyle ki u € Py igin wu,, ? @ olsun. Lemma 2.32’den ya-
0

rarlanarak, 3 {u,,.} C {u,,} alt dizisi i¢in g(z,t,u,,. + u — z,t,u +
{iim,} € {tm} cin g, b)) g
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up) oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun i¢in 6nce g : Py C L9(0,T5 Ly, (2)) —

Ly(0, T Ly, (2)) siurh déniigiim oldugunu gérelim: (1)” kogulu ve Hélder esitsizliginden,

T
/[/ g, i+ )| da] dt
0 o

0

T
4/ /\cl(as O a4 ug|*® dx+/\co(9: O dx| dt
0

Q

2

T
2
= B N L e N P
0

T

1+ 2
<4 qo/[”ClHLT ||u+u0|| (Q)+||CO||LQ Q)] dt.
0

degerlendirmesini aliriz. Buradan,

Yol +woll 1, 01,1, 0)))

N[

2
=2'" 0 HC1 Ly (0,T5L, () HU+UUHL2 (0,T;Lp (2)) y T lco HLQ(O,T;LqO(Q))

dersek, elde ettigimiz son esitsizligi
lg(z,t, @+ uo) ||L2(0,T;Lq0(sz)) < (lla+ UOHLQ(O,T;LI,O(Q)))

olarak yazabiliriz.

Y(.) : RL — R} monoton artan, siirekli fonksiyon oldugundan,
g: La(0,T5 Ly, () — La(0,T; Ly, (2))

sinirh dontigimdiir.

Simdi Lemma 2.32’den yararlanabilmek icin gerekli diger ozellikleri agagida siralayalim:

1. Py C Ly(0, T; Wi(Q Ly(0,T; Ly, (€2)) oldug — u dir.
0 C 2(07 7W2( ))C 2(07 ) po( ))Odugundan U, LQ(O,T;LPO(Q))U dir

Ly (0,73 W5 () N W5 (0, T3 (W3(2))) O La(Qr) (3.18)

kompakt gomiilmesi var oldugundan, dyle bir 3 {u,,, } C {u,,} alt dizisi vardir ki

Qr’de hemen hemen her yerde u,,, — @’dir.
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3. (1)’ kosuluna gore g Caratheodory fonksiyonu oldugundan, hemen hemen her

(.1’7 t) € QT igil’l,
g(l’,t, ') : Rl — Rl
siirekli fonksiyondur.

Yukandaki ézelliklerden, Lemma 2.32’ye gore 3 {upm, } C {up} alt dizisi vardir ki
g(x, t, U, + o) — g(z,t, 0+ up) dir. Ly(0,T; Ly, (Q)) C La(0, T (Wy (Q))*)
L2(0,T5Lgy (2))
oldugundan, g(z, t, U, +uo) — g(x, t, u+up) zayif yakinsaklhigini elde ederiz.

L2(0,T5(W3 (2))7)
O halde g déniigiimii, Py uzaymdan Lo (0, T; (W) (2))*) uzayma zayif siireklidir.
Simdi ¢; dontigiimiiniin zayif stirekliligini inceleyelim. {u,,} C Py dizisi alahm 6yle
ki w e Py igin uy, s @ olsun. (3.18) kompakt gomiilmesinden, 3 {u,,, } C {u,,} vardr
ki w,, — @'dw. O zaman hemen hemen her ¢ € [0,7] i¢in w,,, (t) —> u(t) ve
L2(Qr) La(2)
buradan da ||tm, || L,@)(t) =8| L,)(t) elde ederiz. Buna gére,
2
r m
| 100 i, + tollaor(® = 11+ ey (0] do| -t
0 Le

T
_ 2
< He"QLOO(O,T;LqO(Q)) / | [ttm, + 1o Lo () — [T + ol ooy ()| dt
0
esitsizliginde limite gecildiginde, sag taraf sifira gideceginden,

e(@, )| tm, + vol|o() (t) LT @) ez, )| + uol| Lo ()
yakinsamasi vardir. Bu durumda ¢ (x, ¢, w,,, + uo) Lg(O,T;_L\qO(Q)) g1z, t,u + ug) zayif
yakinsamasi da meveuttur. Ly(0,T; Ly, () C Lo(0,T; (W3 (2))*) oldugundan, g
dontigiimi Py uzaymdan Ly (0, T; (Wy (22))*) uzayma zayif siireklidir.
[
Ispat. (Teorem 3.12) A birim déntigiim oldugundan, Terorem 2.52'nin (II) kogulu

saglanir. Ayrica, keyfia € Wy (0, T; W3(Q)) igin (2.12) den agagidaki esitsizlikler vardr:

\’ﬂ

T
(i 1)y i = / 12yt = caollall2, o2 vzcaye
0

o 1, 1
(55). dr = 3llo) > Geollliug - O

=)
~+~ O
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hhh. ¢€[0,7]

Lemma 3.13, Lemma 3.14 ve yukaridaki 6zelliklerden, Teorem 2.52'nin tiim kogullar1
saglanir. O halde agagidaki esitsizligi saglayan keyfi (h,@) € Lo(0,T; (W} (Q))*) x
Ls(0, T W;%@Q)) i¢in (3.12)-(3.14) probleminin Py uzayinda ¢ozimi vardir:

<h7 a>§2 + <90’ &>BQ dt

sup 11 € Ly(0, T; W3 () ¢ < o0.

]| L 0,mw3 ()

Bu esitsizlikte (h, @) fonksiyonlarinin ait olduklar: uzaylardaki normlarin g6z 6niine
alirsak, (3.12)-(3.14) probleminin keyfi (h, @) € Ly(0,T; (W3 (£2))*)x Ly (0, T} WQ_% (092))
i¢cin Py uzayinda ¢oziimi oldugunu gostermis oluruz. O halde u fonksiyonunun tanimindan,
(1.1)-(1.3) probleminin de Py uzaymda ¢oziimii vardir.

3.2.2 a =1 Durumunda (1.1)-(1.3) Probleminin Incelenmesi

Bu durum ¢ doniigiimiine gore lineer durumdur ve (1) kogulu a = 1 igin saglandigindan,
Sobolev’in Gomiilme Teoremi'nden Ly(0, T; W3 (Q)) C Lay1(Qr)’dir. Bu nedenle
Py = Ly(0, T; WHQ)) N WO, T; (WH2))*) N{u : u(x,0) = up} olur.

Asagidaki kosullarin saglandigini kabul edelim:

(1)" 81 := 00, 11 1= §, 83 1= 2, 1y := qp sayilan ve a = 1 olmak iizere (1) kosulu

saglansin.
(6) Asagidaki kogullardan biri saglansin:

I. Hemen hemen her (2/,t) € X7 igin a(z’,t) > ag > 0 olacak sekilde bir aq

sayis1 vardir ve

6702
Ce H€HLOO(O,T;L(10(Q)) + HclnLoo(O,T;L%(Q)) < o

esitsizligi saglanir. Burada by < 1 olmak tizere 67 < min{b}, ap}'dir.

II. Oyle ko > 0, k; € R sayilar1 vardir ki, hemen hemen her (x,t) € Qr ve her
¢ € R igin,
9(w, 1, )& > kol¢]* = ka
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esitsizligi ve
Cs HCLHLOO(O,T;Ln_l((?Q)) + ¢3¢ H‘eHLOO(O,T;LqO(Q)) < 0s
esisizligi saglanir. Burada by < 1 olmak iizere g < min{bo, ko}’dur.

(2, c3, C5 Ve cg sirasiyla, (2.4), (2.2), (2.7) ve (2.8)’deki sabitlerdir.)

Teorem 3.15 (1)", (2), (3) ve (6) kosullar: saglansin. O zaman, keyfi (h, @) €
1
Ly(0, T (W3 (2))*) x Lao(0,T; Wy, 2(09)) ve ug € WH(Q) igin (1.1)-(1.8) probleminin

Py uzayinda genellesmis ¢ozumi vardar.

Bu teoremin kamti i¢gin de Teorem 2.52’den yararlanacagiz. O halde (3.12)-(3.14)
problemi i¢in (3.15)-(3.17) doniigtimlerini goz 6niine alarak, Teorem 3.15’in ispati igin

gerekli olacak lemmalari verelim:
Lemma 3.16 f ve A doniisimleri, Ly(0,T; W}(Q)) uzaynda coercive ikili olusturur.

ispat. A birim donitigiim olarak tanimlandigindan burada coercive ikililik, f dontistimiiniin
adi anlamda coerciveligine denk gelir. f 'nin Lo(0,T; W3 (2))’da coercive oldugunu

gormek igin 6nce (f(a), ﬂ)QT dual formunu alttan degerlendirecegiz.

(f(a),@)q, = (f(@), 0+ uo)g, — (f(@),u0)q,

T
= ||D(& + up) HL2 (@r) —|—// 2, b, U+ up) (U + up)dxdt
0

T T
+/||ﬁ+u0||L2(Q) /e(x,t)(ﬂ+u0)dxdt+//a(x',t)(ﬂ+uo)2dm’dt
0 Q 0 20
//D @ + ug) Dugdzdt —
T
_/||a+u0||L2(Q)/ e(z, t)uodzdt —
0

Once (1)”,(2), (3) ve (6)-I. kosullarim gozoniine alalm: Holder ve Young esitsizlikleri

/g(x, t, U+ ug)updxdt
Q

a(z',t) (@ + ug)updz' dt. (3.19)

T
0/
T
o/aﬂ
ile,
(f(@), @), = (1 —e1) [1D(@ + uo)ll7,qp) — <(e1) 1Duol 7400
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/ (x,t) @+ uo| (T + up)dzdt —
Q

O\H

/ (x,t)(0 + up)dxdt
Q

N - 2
o+ UO||L2 ||€||LqO(Q) o+ UOHLPO(Q) dt +ag ||+ U0||L2(2T)

T
//01 x,t) |U 4 ug| updxdt —
0

- ||a||LOO 0,T;Ln_1(9)) ||U‘*'U0||L2 0.%L2n s

O\H O\H

/co(x, tugdzdt

Q

O\’ﬂ

|| 0||L2 OTLQn 2

(BQ) ((‘?Q))

- / 1+ ol oy el oy ol (o

esitsizligini yazabiliriz. Burada e; pozitif sayis1 1'den kiigiik secilerek, (2.2), (2.4), (2.7)
ve (2.8) ile 07 := min {(1 — &), a0} dersek,

~\ o~ ~ 2 ~ 2
(f(a), U>QT > O7co ||+ U0||L2(0,T;W21(Q)) - HClHLoo(O,T;L%(Q)) @+ u0||L2(O,T;Lp0(Q))

~ 2 2
—egcy ||t + UOHLQ(O,T;WQI(Q)) — c(&2) HCOHLQ(O,T;LQO Q)
~ 2 ~ 2
—C6C3 ||6||LOO(O,T;LqO(Q)) @+ U0||L2(0,T;W21(Q)) — e3¢5 ||+ u0||L2(O,T;W21(Q))
2 2
—c(e3) ||CLHLOO(0,T;L,L,1(8Q)) HUOHLQ(O,T;LL:QQ(aQ))
- HCIHLOO(O,T;L%(Q)) [+ UUHLQ(O,T;LPO(Q)) HUOHLQ(O,T;LPO(Q))
- ||CO||L2(0,T;LqO(Q)) ||u0||L2(O,T;LPO(Q))

~ 2
—Ce ”eHLoo(O,T;LqO(Q)) o+ UOHLQ(O,T;LPO(Q)) HUOHLQ(O,T;LPO(Q)) —c(e1) H‘DUOHLQ(QT)

elde ederiz. Yine Young esitsizligi ve (2.2)’den
- _ 2 . 2
(f(@), U>QT > 070 || + u0||L2(0,T;W21(Q)) -3 HclnLoo(O,T;L%(Q)) o+ u0||L2(0,T;W21(Q))

- 2 2
—&gcs||u+ u0||L2(O,T;W1(Q — c(e2) ||CO||L2 0,T; L, (2
5 () ( a0 ()

~ 2 ~ 2
—C6C3 ||6HLOQ(O,T;LQO(Q)) %+ u0||L2(0,T;W21(Q)) — e3¢5 ||t + u0||L2(0,T;W21(Q))

2 2
—c(es) H@HLOO(O,T;Ln_l(aQ)) Hu0|’L2(O,T;L2n_2(8§2))
n—2
~ 2 2 2
—eqc ||t + u0||L2(0,T;W21(Q)) — c(eq) HClHLOO(O,T;L%(Q)) ||u0||L2(O,T;Lp0(Q))
- 2
- HCUHLg(O,T;LqO(Q)) ||u0||L2(0,T;Lp0(Q)) — &5 ||a+ U0||L2(0,T;W21(Q))

2 2 2
—c(es)cg HeuLm(o,T;LqO(Q)) HUOHLQ(O,T;LPO(Q)) — c(e1) HDuOHLQ(QT) :
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yazabiliriz. Buradan € := e9c3 + 3¢5 + £4¢3 + €5¢3 igin

~\  ~ ~ 2
(f(a), U>QT > <9702 -3 HcluLw(o,T;L%(Q)) — C6C3 HeHLOO(O,T;LqO(Q)) - €> o+ UOHLQ(O,T;WQ(Q))

—Zs,  Zs = Z3(C(e), ||l

Lisy (0,T;Lry () 0 e Ly (0,T;Lr (Q)) HBHLOO(O,T;LqO(Q)) )

||aHLoo(O,T;Ln,1(8Q)) ) ||u0HL2(O,T;Lp0(Q)) J ||UOHL2(0,T;L2,L,2 (69)) » HDUOHLQ(QT))
n—2

degerlendirmesini aliriz. (6)-I. kogulu ve yeterince kiigiik secilen ¢ pozitif sayist ile

Cy = <9702 —c3 Hcl”Loo(O,T;Lﬂ(Q)) — C6C3 He[|LOO(O7T;LqO(Q)) — 5) say1s1 pozitif alinir.
2

1 > &> 0 olmak iizere Cy := (1 — &)C, dersek,
(f(@), 1), > Cs |’aHig(0,T;W21(Q)) — 2y,

Zy =25 — (1= () Cs woll T ,0 1w (o)

elde edilir. O halde f doniigiimii, Lo(0, T; W3 (€2)) uzaymda coercive’dir.
(3.19) esitliginde bu kez (1)”, (2), (3) ve (6)-I1. kosullarini gézoniine alirsak, Holder
ve Young esitsizlikleri ile (2.2), (2.7), (2.8)’den

o . 2 2 . 2
(f(@),w)q, = (1 =) [D(@+uo)lL,qn) = cler) 1DuollL, g + ko lld + uollL, o)

. 2
—k1Tmes() — cs ||a||Loo(o,T;Ln,1(aQ)) | + u0||L2(0,T;W21(Q))
- 2 . 2
—C6C3 ||6||LOO(O,T;LqO(Q)) o+ U0||L2(0,T;W21(Q)) — &365 ||+ u0||L2(O,T;W21(Q))

2 2
—c(e3) H@HLOO(O,T;Ln_l(aQ)) HUOHLQ(O,T;L%_Q(BQ))

n—2

~ 2 2 2
—eqcy |0+ u0||L2(0,T;W21(Q)) — c(eq) HclnLoo(O,T;L%(Q)) ||u0||L2(O,T;LpO(Q))
~ 2
- ||CU||L2(0,T;LqO(Q)) ||u0||L2(O,T;Lp0(Q)) —escz||a+ u0||L2(0,T;W21(Q))
2 2

—0(55)03 HeHLOO(O,T;LqO(Q)) HUUHLQ(O,T;LPO(Q))
esitsizligini elde ederiz. €1 pozitif sayis1 1’den kiigiik segilerek, 0g := min {(1 —&1), ko }
dersek, € := e3¢5 + 4¢3 + £5¢3 icin

- - 2

(f(a), U>QT > (98 —Cs ||a||Loo(o,T;Ln,1(aQ)) — C6C3 ||€||LOQ(O,T;LqO(Q)) - 5) o+ uOHLQ(O,T;WQl(Q))

—Zg7 Z5 = Z5(C(E), ||C()|

Lay0T:Lry@) » 11112, 0720, 2)) 5 “e“Loo(o,T;LqO ()’

HGHLOO(O,T;L"_1(BQ)) ) HUOHLQ(O,T;LPO(Q)) ’ HUOHLQ(O,T;LM(BQ)) ’ HDUOHLQ(QT) k1, T, mesQ)
n—2
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degerlendirmesini aliriz. (6)-I1. kogulu ve yeterince kiigiik segilen e pozitif sayisi ile

Cy = (98 —csllallp_ o, 100y — C6Cs HeHLm(&T;LqO(Q)) — 5) sayist pozitif almir ve

1>¢é>0icin C5 := (1 — &)Cy dersek,
~\ o~ A ~112
<f(“)>U>QT > Cj ||u||L2(O,T;W21(Q)) — Zs,

Ze = Zs — (1 —c(6))Cy ||U0||iz(o,T;W21(ﬂ))

elde edilir. O halde f doniigiimii, Ly (0, T; W} (Q)) uzaymda coercive’dir.

Lemma 3.17 [ dondsimi, Py uzayindan Lo(0,T; (W3 (Q))*) x Ly(0,T; W;%@Q))

uzayna zayf sureklidir.

ispat. f dontistimiiniin lineer kisimlar: sinirli oldugundan zayif stireklidir. Bu durumda
lineer olmayan kisimlarin zayif stirekliligini incelemek yeterlidir.

gi(@, t,t+uo) = e(z,t) |t + uol| 1, q) (¢) dersek, bu doniigiimiin zayif siirekliliginin
incelenmesi Lemma 3.14’teki gibidir. Oyleyse g déniigiimiiniin Py uzaymdan Ly (0, T; (W3 (Q))*)
uzayina zayif siirekli oldugunu gorelim:

{u,} C Py dizisi alahm Oyle ki 4 € Py igin wu,, ? @ olsun. Lemma 2.32’den ya-
0

rarlanarak, 3 {up, } C {u,} alt dizisi i¢in g(z,t, um,; + uo) — g(x,t,u +
Lz (0,T5(W3 (2))*)

up) oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun i¢in 6nce g : Py C L9(0,75 Ly, (2)) —

Ly(0,T; Ly, (£2)) sinrh déniigim oldugunu gorelim: (1)” kogulu ve Holder esitsizliginden,

T
[ lateti+ ) st
0 Q
T
S4/ /!a(ar,t)\‘“’ |+ uo|™ dx+/|c0(:c,t)yqo dr| dt
0 ¢

T
2
4/ |Cl||Lr @ |u—|—U0|| o) T llellz, (Q}qo dt
0

T

1+

<47 |01||LT )@+ wollz, o) + lleollz, @ | @t
0

esitsizligini aliriz. Buradan,

Y (@ + UOHLQ(O,T;LPO(Q)))
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N

. 21+qi 2 ~ 2 2
= o |[lex Loy (0.T5L, (o)) @+ UOHLQ(O,T;LPO(Q)) + [|o ||L2(0,T;LqO(Q))

dersek, elde ettigimiz son egitsizligi

lg(, ¢, @+ uo) HLQ(O,T;LqO(Q)) <m(lla+ u0||L2(0,T;Lp0(Q)))

olarak yazabiliriz.

7(.) : RL — R} monoton artan, siirekli fonksiyon oldugundan,

g: L2(07 T; LPO (Q)) — L2(07 T; qu (Q))

sinirh dontigtimdiir.

Simdi Lemma 2.32’den yararlanabilmek icin gerekli diger ozellikleri asagida siralayalim:

1. Py C Ly(0,T; W5 (2)) C La(0,T; Ly, () oldugundan w,, Lz(O,Tipo(Q)) a 'dir.

2. Lo(0, T; WHOQ))NWL(0, T; (WLH))*) O Lao(Qr) kompakt gémiilmesi var oldugundan,
oyle bir 3 {um,} C {un} alt dizisi vardir ki Qr’de hemen hemen her yerde

Uy, — Wdir.

3. (1)” kosuluna gore g Caratheodory fonksiyonu oldugundan, hemen hemen her

(.’I, t) € QT i(;in,
g(l‘,t, ') : IRl — IRl
siirekli fonksiyondur.

Yukaridaki ozelliklerden, Lemma 2.32"ye gore 3 {uy,, } C {uy,} alt dizisi vardir ki
9(, T, U, + uo) L0 @) 9@, 1,1+ ug)" dur. Ly(0, T Ly, () C L2(0, T (W5 (2))7)
oldugundan, g(z,t, tp,+uo) — g(x,t, utup) zayif yakinsaklhigini elde ederiz.

L (0,T5(W5 (92))*)

O halde g doéniigimii, Py uzaymdan Lo (0, T; (W3 (2))*) uzayma zayif stireklidir.

|
Ispat. (Teorem 3.15) A birim déntigiim oldugundan, Terorem 2.52'nin (II) kogulu

saglanir. Ayrica, keyfi u € Wy (0, T; W3 (Q)) igin (2.12)’den asagidaki esitsizlikler vardir:
T
[ @ aqar = / il ot = el ey
0

ol



1 ~ 112 1 ~112
5e1) = gl o) > Gonlileg -0,

c>\@F
S
|2
N

h.h.h. t€[0,T]

Lemma 3.16, Lemma 3.17 ve yukaridaki ozelliklerden, Teorem 2.52'nin tiim kosgullar:
saglanir. O halde, agsagidaki esitsizligi saglayan keyfi (h,p) € Lo(0,T; (W5(Q2))*) x
Ly(0, T W;%@Q)) i¢in (3.12)-(3.14) probleminin P, uzaymda ¢oziimi vardir:

T
f <h7 a>Q + <907 ﬂ>8Q dt
sup 0 — RTNS LQ(Oa T; W;(Q)) < 00.
12 20,220

Bu esitsizlikte (h, ¢) fonksiyonlarimin ait olduklar1 uzaylardaki normlarimi géz éniine
alirsak, (3.12)-(3.14) probleminin keyfi (h, ¢) € Lo(0,T; (W3 (Q))*)x Ly (0, T; W, 2(99))
i¢cin P, uzayinda ¢oztimi oldugunu gostermis oluruz. O halde @ fonksiyonunun tanimindan,

(1.1)-(1.3) probleminin de Py uzaymda ¢oziimii vardir. m

3.2.3 o > 1 Durumunda (1.1)-(1.3) Probleminin Incelenmesi

Bu durum g doéniigiimiine gore siiper lineer durumdur ve (1) kosulu o > 1 igin

saglandigindan,

Py := Ly(0,T; W3 (Q2)) N Lay1(Qr) NWHO,T; (W3 (Q2))*) N{u : u(x,0) = up} olur.
Asgagidaki kosullarin saglandigimi kabul edelim:

(1) 81 :=00, 1| = 00, 89 := %L ry 1= 2Ll sayilart ve a > 1 olmak fizere (1) kosulu
) ) a ) o 3

saglansin.

(7) Oyle ko > 0, k; € R sayilar1 vardir ki, hemen hemen her (z,t) € Qr ve her £ € R
icin,
g(xata 6)5 > k0‘5|a+1 - kl
esitsizligi saglanir.
(8) Hemen hemen her (2/,t) € 37 igin a(a’,t) > —ag olacak sekilde bir 0 < ag < z—i

sayst vardir. Burada by < 1, kg < ko olmak ftizere 0y < mz’n{b}], /50}’d1r.

(¢4, (2.6)’daki sabittir.)

Teorem 3.18 (1)", (2), (3), (7) ve (8) kosullar: saglansin. O zaman, keyfi (h, @) €
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[LQ(o, T; (WHQ))*) + LQTH(QT)] X (0, T; Wy 2 (89)) ve uo € W Q)N Las (Qr) icin

(1.1)-(1.3) probleminin Py uzayinda genellesmis ¢ozimi vardor.
Bu teoremin kanit1 i¢cin de Teorem 2.52’den yararlanacagiz.
1
[ =41 fo} s Py [La(0. T3 (W3 (Q))) + Lo (Qr)| X La(0, T; W5 *(09)); A: Py~ By

olmak iizere (3.12)-(3.14) problemi i¢in (3.15)-(3.17) dontigiimlerini gézoniine alalim.

Teorem 3.18’in ispat1 igin gerekli olacak lemmalar1 asagida verelim:

Lemma 3.19 f ve A dondisimleri, Ly(0,T; W3 (Q))N Loy1(Qr) uzayinda coercive ikili

olusturur.

Ispat. A birim dontigiim olarak tanimlandigindan burada coercive ikililik, f doniigtimiiniin
adi anlamda coercive’ligine denk gelir. f 'nin Ly(0,T; W3 (Q2)) N Lay1(Qr) da coercive

oldugunu gormek icin 6nce (f(a), @), dual formunu alttan degerlendirecegiz.

(f(@), @), = (f(),a+uo)q, — (f(@),u)q,

T
= ||D(t + uo) ||L2 (@r) +// x, U+ up) (U + up)dxdt
0

T T
+/||ﬂ+uo||L2(Q) /e(x,t)(ﬂ—l—uo)dxdt+//a(x’,t)(ﬂ+uo)2dx’dt
0 0 20
T
//D @ + ug) Dugdzdt — /
0
—/H&—l—u0|]L2(Q)/ e(x, t)updxdt —
0

(1), (2), (3), (7), (8) kosullari1 gz 6niine alarak Holder ve Young esitsizliklerini

/gxtu—l—uo Jupdxdt

Q

T

//ax ) (@ + ug)updz'dt.
0

[2}9]

uygularsak,

(F(@). B)q, > (1=e0) DG+ w02 gy —c(er) Dol gy oo 1+ w0512 g~ Trmes?

~ ~ ~ 2
- / i+ ol Ly el 1+ ol A — 0 i+ w0, 5

T T
// x, t) |4 + uo|” uodzdt — //co(x,t)uodxdt
0 0
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- ||aHLoo 0,T;Ln,—1(09)) H?H’W“L2 075 202 ” 0HL2 0.T5L 22

2 (50))

(39)

_ / I+ woll o Nell ., @ ol

elde ederiz. (2.6), (2.7) ve (2.9)’dan,

(f(@), @), > (1=e1) [ D(@ + wo) |17, gpy —(e1) 1Duol[7, (gm0 1T+ uoll5) ) oy —F1 Tmes

_ 2 _ 2
—aoCy ||+ uoll7, o rwi ) — ¢ el o rsrg) 18+ tolliy0rr0 @)

~ 2
—eg0s [|U + UOHLQ(O,T;WQI(Q)) c(&2) “aHLoo 0,T;Ln_1(09)) HU0HL2 0TiL 202 (56,)

lerll e N8+ wollz,,yior) 1uolle, @r) = 0l oy @) W0l 2.y s )

et el oo N00losuin [ 1+ ol oy
yazabiliriz. (2.10)’dan,
~\  ~ ~ 2 a+1
(@), 8)q, = (1=20) 1D+ w00 —€le0) 1Dl gy b0 5+ w5, g~ Trmes

- 2 - 2
—agcs [T+ u0||L2(0,T;W21(Q)) — CrG8 ||e||Loo(O,T;Lq~(Q)) |+ u0||La+1(QT)

~ 2
—&9C5 [T + u0||L2(O,T;W21(Q)) c(e2) ||CL||Loo 0,T;Ln_1(09)) ||U0||L2 0TiL 202 (56,)
—2

~ 1 1
—e3 ||a + UOHE;’—H(QT) — c(es) HCl”% (Qr) [l OH%::+1 (Qr) ||COHLL+1(QT) HuOHLa+1(QT)

1
—erllelly oy 1ol @ (4 N+ w0l572 g + Telen))

esitsizligini aliriz. Buradan,

(F(2), @) g, = (1=e2) [|D(@ + u0) 7, (g —c(e1) | Dtoll7, gy o 17 + woll7 )~k Tes

a-+1

—aocs [T+ u0||L2(0T W) — &5 o+ UOHLQ+1 Q1) — c(e5)(cres ||€||LOO(O,T;L5(Q)))°"

- 2
—eacs [|a+ U0||L2(0,T;W21(Q)) c(&2) ||a||Loo 0,T;Ln—1(9)) ||UO||L2 0Tl 2n—3

2 (o0))

~ 1 1
—e3 ||u+ UOHEZ—H(QT) — ¢(es) HCl”% (Qr) lu OH%Z—JA (Qr) ||COHLL+1(QT) HuOHLa+1(QT)

—erllelly oy 1ol e, @ (4 N+ w0l572 g + Telen))

yazabiliriz. eg := €3 + €5 + cacr |lell;_ o 7.0, () @0l 1,1 (@qp) Ve €7 i= €205 dersek,

(f(@), @), > (1 —e1) | D(@+uo)ll7,0p + (ko — €6) 15+ uollF (o)
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~ 2
—(aocs +€7) ||u + U0||L2(0,T;W1(Q)) — Zs,

Zs = k1 TmesQ + c(e1) ||Du0||L2(QT) + c(e2) ||a||Loo (0,T;Ln—1(89)) ||u0||L2 (0.T:Lon=2 50)
+1 a+1
+c(es)(cres |le ||Lo<, 0,T;L; (Q)))“ + c(e3) ||Cl||LOO(QT | 0||La+1(QT

+ HCOHLLH(QT) ||u0||La+1(QT) + T'e(ed)er H€HLOO(O,T;L¢;(Q)) ||u0||La+1(QT)

elde ederiz. 0 < g1 < 1 ve 0 < g < ko segerek, Oy := min{l — e, ky — €6} dersek,

(F(@), @), > 0 (1D + uo)lE g + i+ uoll5 o)

~ 2
—(apcs +7) ||t + UO”LQ(O,T;W%(Q)) — Ze-

elde ederiz. Sonug 2.48’den,

~\  ~ a+1
(f(@),1)q, > (0 — apcs — €7) <||D(U + )17 0m 1T+l 00 > — Zn,
Z7 = Zg + c(apcy + €7).
esitsizligini aliriz. Burada (8) kogulunu goz 6ntine alarak, 0 < e7 < 09—agcy segtigimizde,

(09 — agcq — e7) sayismin pozitif oldugunu goriiriiz. Yine Sonug 2.48’den,

- (99 apCyq — 67) -
(f(@), ), > 5 <H @+ uoll7, orswiey) T 118+ uolly +1(QT)> —Zs

6(09 — aApCq — 57)
5 .

elde ederiz. Son esitsizligi Cg := %(09 — agcy — €7) olmak tizere,

Zg = Z7+

~\ ~ ~ ~ 2 ~ 2
(f(@),1)q, > Cs (||“ +tll 0, mwy o) N7+ UOHLaH(QT)) = 2,
Zg = ZS + éﬁ

olarak yazabiliriz. Buradan,

(f(a),a)q, > 02 i + uol7, (OT:W2H Q)N Las1(Qr) — 295
Zy = Zs + Cs
esitsizligini ve 0 < & < 1 olmak tizere Cy := (1—5)% ve Zyg = Zg—(1—6<§))% ||u0||i2(07T;W21(Q))
dersek,
(f(@), 1), > Cr ||ﬁ“ig(omwg(Q))mLuH(QT) — Z1o
esitsizligini elde ederiz.
O halde f déniigiimii, Ly(0, T; W2 (Q)) N Loy 1(Qr) uzayinda coercive’dir.
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Lemma 3.20 [ dondsimi, Py uzaymmdan | Lo(0,T; (W4 (Q))*) + LLH(QT)]
x L9(0,T; W;%(QQ)) wzaywna zayif streklidir.

ispat. f dontistimiiniin lineer kisimlar: sinirli oldugundan zayif stireklidir. Bu durumda
lineer olmayan kisimlarin zayif siirekliligini incelemek yeterlidir.

gi(z, b, i+uo) = e(z,t) ||t + uol 1, q) (t) dersek, g ve g1 doniistimlerinin zayif siirek-
liligini ayr1 ayr1 inceleyelim. Once ¢ déniisiimiiniin Py uzaymdan Lo (0, T; (W (Q))*) +
L et (Qr) uzayma zayif siirekli oldugunu gorelim:

{u,} C Py dizisi alahm 6yle ki @ € Py igin w,, — @ olsun. Lemma 2.32’den yararla-

Py
narak, 3 {u,,.} C {u,,} alt dizisi i¢in g(x, t, w,, +uo — glz,t,u+
{ ]} {utm} ( ! ) La(0,T5(W3 (2))*)+ %(QT) (
up) oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun igin énce g : Py C Loy1(Qr) — Lot (Q7)

smirh doniigtim oldugunu gorelim: (1) kogulu ve Holder esitsizligi ile,

T

//]g(a:,t,ﬁ+uo)|a:1 dxdt
0

0

T
SQQZI/ /|01(:p t)| |u+u ot d:):+/|co(x,t)|aZl dx | dt
0

Q Q

atl QTH ~ a+1 [XTH
<2 lall2 g [ le+ulr, o dt+ ||CUHLL+1(Q)dt

atl otl a+1 aTH
<2 el om T+ uollz, om T lleoll 2, o)

degerlendirmesini aliriz. Buradan,
Yo(ll@+wollz .\ 0p)

1
1
[HcluLw N R Ry (QT)]

dersek, elde ettigimiz son esitsizligi

llg(x,t u—i-uo)HLw+1 @n < n2lla+uolly, )

olarak yazabiliriz.

Y2(.) : RL — R} monoton artan, siirekli fonksiyon oldugundan,

9: Loay1(Qr) — L%H(QT)
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sinirhi dontigtimdyiir.

Simdi Lemma 2.32’den yararlanabilmek i¢in gerekli diger 6zellikleri agagida siralayalim:

1. Py C Lot1(Qr) oldugundan u,, — @ ’dir.
La+1(Qr)

Ly (0,73 W5 (Q)) N W5 (0,73 (W2 (92))) O La(Qr) (3.20)

kompakt gomiilmesi var oldugundan, dyle bir 3 {u,,, } C {u,,} alt dizisi vardir ki

(Q7’de hemen hemen her yerde w,,, — @’dir.

3. (1)"” kosuluna gore g Caratheodory fonksiyonu oldugundan, hemen hemen her

(2,1) € Qricin,
g(l’,t, ') : RI — IRl
siirekli fonksiyondur.

Yukaridaki ézelliklerden, Lemma 2.32°ye gore 3 {uy,, } C {un,} alt dizisi vardir ki
g<x7t7umj +u0) - g(l’,t,ﬂ—f—UO)’ dir. LD‘TH(QT) - L2(07T7 (W;(Q))*)_’_LO‘TH(QT)

LaTJrl (QT)

oldugundan, g(x,t, t,, + uo) — g(x,t, 1+ ug) zayif yakisakligim
L2(07T;(W21(Q))*)+LaT+1 (Qr)

elde ederiz.

O halde g doniigiimii, Py uzaymdan Lo (0, T; (W4 (2))*) + LaTH(QT) uzayina zayif
siireklidir.

Simdi ¢; dontigiimiiniin zayif stirekliligini inceleyelim. {u,,} C Py dizisi alahm 6yle
ki u € Py igin u,, S @ olsun. (3.20) kompakt gomilmesinden, 3 {u,,, } C {un,} vardir
ki w,, — @'dw. O zaman hemen hemen her ¢ € [0,7] i¢in w,,, (t) —> u(t) ve

L2(Qr) L2(2)
buradan da ||t || £,) () — @[/ £, (t) elde ederiz. Buna gore,

T

atl _ atl
[ 166005 i, + ol (@) = 1+ vl ()] % dnat
0 Q

T
atl atl
sH%g@mhﬂmn/umm+umb@awﬁm+uﬂh@unadt
° 0

esitsizliginde limite gecildiginde, sag taraf sifira gideceginden,

(@, )llum, +uolla@(t) | —2 elz, Ol + uollzy@ (*)



yakinsamasi vardir. Bu durumda gy (2, £, t,, +uo) A(Q : g1(z, t, u+uyp) zayif yakinsamasi
Lot (Qr

da meveuttur. Loz (Qr) C Lo(0, T (W;(Q))*)%—LQTH(QT) oldugundan, ¢g; dontigiimii P
uzaymdan Ly(0,T; (W3 (2))*) + LaTH(QT) uzayina zayif stireklidir. m

Ispat. (Teorem 3.18) A birim déntigiim oldugundan, Terorem 2.52'nin (II) kogulu
saglanir. Ayrica, keyfia € Wy (0, T; W} (Q)) igin (2.12) ve (2.13) ten agagidaki esitsizlikler

vardir:

T
/ odt = /||U||L2 dt > C11||U||L2 0,T5(WH(Q))+L as1 (Qr)
0

o 1, 1,
/ (55). dr = 3llo) > Geollliug - O

0
h.hh. tel0,7]

Lemma 3.19, Lemma 3.20 ve yukaridaki ozelliklerden, Teorem 2.52'nin tiim kosgullar1
saglanir. O halde, agagidaki egitsizligi saglayan keyfi (h, p) € [LQ(O, T; (WHQ))*) + LLH(QT)] X
Ly (0, T; W, 2(09)) igin (3.12)-(3.14) probleminin Py uzayinda ¢oziimii vardir:

T

{(hw + (@, Waq dt

sup ~
||UHL2(O,T;W21 ())NLat1(QT)

1€ Lo(0, T; W3H(Q)) N Loyt (Qr) ¢ < 00.

Bu esitsizlikte (h, ¢) fonksiyonlarimin ait olduklar1 uzaylardaki normlarimi géz éniine
alirsak, (3.12)-(3.14) probleminin keyfi (h, 0) € | Lo(0, T; (W2())*) + LLH(QT)]
X Lo(0,T; W, 2(09)) igin Py uzaymda ¢oziimi oldugunu gostermis oluruz. O halde @

fonksiyonunun tanimindan, (1.1)-(1.3) probleminin de P, uzayinda ¢oziimii vardir. m

3.2.4 (1.1)-(1.3) Probleminin Coéziimiiniin Tekligi

Teorem 3.21 (1. Teklik Teoremi) (3) kosulu disinda Teorem 3.12, Teorem 3.15 ve

Teorem 3.18%in kosullary saglansin. Ek olarak asagidaki kosullar, kabul edelim:
(3) €€ Lo(0,T La(2))

(9) 9¢ € Lo(0,T5 Ln(Q)) idgin dyle bir go pozitif sayise vardur ki, hemen hemen her
(x,t) € Qr ve her £ € R igin ge(x,t,§) > —go esitsizligi saglanar.

Bu durumda, (1.1)-(1.8) probleminin Py uzayindan olan ¢ézimi tektir,
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Ispat. uy ve uy, (1.1)-(1.3) probleminin iki farkl ¢oziimii olsun. w := u; — uy dersek,

agagidaki problemi elde ederiz:

ow
00— dw o) — gl b)) + e )l — ol o)) =0 (321

w(z,0) =0 (3.22)

(5 +ateo)

=0 (3.23)

X

(3.21) denklemini w ile garparak € iizerinden integraline gegelim.

1d
— 5 10l + 1Dwl )+ [lata ) = gt ua)uds
Q
lull o) = Nzl o) [ o tpude + [ale' s
Q o0

Yukaridaki esitsizligin ilk integrali i¢in (9) kogulunu kullanarak ara deger teoremin-

den yararlanirsak,

0>

&lg‘

2 2
HwHL2 + ||Dw||L2(Q) — 9 ||wHL2(Q)

N —

+ [alal uds’ = [l ~ sl | [letost)wlds
Q

o0

elde ederiz. Son egitsizlikte e fonksiyonu igin (3)" kogulunu goz oniine alarak Holder

esitsizligini uygularsak ve ||w|]iQ(Q) terimini ekleyip cikarirsak,

0>

Q.l&

2 2 2 2
Nwllz, @)+ 1DwlE ) + 0170 = 0,0 = 90 1wl

N | —

+/a(x/=t)w2dxl — flur — U2”L2(Q) ||€HL2(Q) ||w||L2(Q) (3.24)
Biy)

esitsizligini aliriz.

O zaman (8) kogulundan,

0>

Q.l&

2 2 2 2
Nwllz, )+ 1DwlE ) + 017, = 0,0 = 90 1wl
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2
—o HwHLg(aﬂ) — flur — U2||L2(Q) H€||L2(Q) Hw||L2(Q)

esitsizligini yazabiliriz (g doniiglimiiniin alt lineer ve (6)-I. kogullu lineer durumunda

a fonksiyonu pozitif oldugundan, bu durumlar i¢in (3.24)’ten [ a(a2’,¢)w?da’ terimi

0
atilarak devam edilir). Burada (2.5)’i goz ontine aldigimizda,

1d

2 2 2 2
0= 2di ||w||L2(Q) + (1 — aocs) ||w||w21(9) — (1+ 90) ||w||L2(Q) - ||€||L2(Q) ||w||L2(Q)

elde ederiz.

a fonksiyonu iizerine olan koguldan dolayi (1 — agcy) katsayisi pozitiftir (Benzer
sekilde, (3.24) esitsizliginde (6)-1I. kogullu g doniigiimiine gore lineer durum géz 6niine
alindiginda ise, bu katsay1 yerine (1 —cs[|al|, | (5q)) pozitif katsayisi olusur). O halde,

1d 2 2 2
02 5= vl = @+ g0 +llell o7;m000n) 1y + (1 = aoca) W],

yazabiliriz.

y(t) == Hw||iQ(Q) (t) dersek, yukaridaki esitsizligi

1dy
2dt <[go + ||el|Loo(0,T;L2(Q)) + aocaly

olarak yazabiliriz. O zaman,

dy
? <2[go + H€||Loo(o,T;L2(Q)) + agcy)dt

lny —1In ?J(O) S 2[90 + He”Loo(O,T;LQ(Q)) -+ CL(]C4]t
Yy S y(O) exp{Q[go + HeHLoo(O,T;LQ(Q)) —+ CL()C4]t}

1]l 0y () < w017, exp{2(g0 + llell 1 o7:200y) + @0calt} (3.25)
elde edilir.

w(0) = 0 oldugundan, w = 0 elde edilir ki bu da u; = us demektir. O halde ¢6ziim
tektir. (Son esitsizlik aym zamanda ¢oziimiin baglangi¢ kogullarina siirekli bagliligim
da gostermektedir.)

|

1.Teklik Teoremi'nde (9) kogulundan goriiyoruz ki ¢ déniigiimiiniin tiirevlenebilir
olmasi gerekmektedir. g dontistimii tiirevlenebilir degilse, 6zel durum i¢in alternatif bir

teklik teoremini agagidaki sekilde verebiliriz:
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Teorem 3.22 (2. Teklik Teoremi) (3) kosulu disinda Teorem 3.18’in kosullar: saglansin.
EF olarak asagidaki kosullary kabul edelim:

(3) e € Ly(0,T;Ly(R2))
(9) Hemen hemen her (z,t) € Qr ve her £,¢ € R i¢in go € Loo(Qr) olmak iizere,

l9(2,1,€) = gl £, ) < o, )(|€]*" + 1¢[* ) [€ =]
esitsizligi saglanar.

O zaman 1 < a < 5 igin (1.1)-(1.8) probleminin ¢ézimii,
Loo(0,T; W3 (2)) N W30, T; (Wy (2))*) N {u: u(z,0) = ug} stafina aitse, tektir.

ispat. 1. Teklik Teoremi’nin ispatina benzer sekilde yaparak,

1d )
02 52l 0 + (1 = aoea) ooy

2
—(1+ HeHLOO(O,T;Lz(Q))) ||wHL2(Q) + /[g<x7t7u1) — g(z, t,ug)|wdx
Q

yazabiliriz.

(9)’ kosulundan,

2 2
HwHL2 @ T (L —aoca) lwllya o) = A+ llell,_o.rm000) 1wl 7@

&.lg‘

0>

N | —

—lo2llz . op) [/’u1|a1’wHw!dl‘ + /luzfal\wl\w\d:c]

Q Q
elde ederiz. a@ < 5 oldugundan uy, uy € Lapga-1) (€2)'dir.
po—2
O zaman,
0= St HwHL2 @ T (L= aoca) [wllpao) — A+ llell om0 Wz,

Flluslg! L @l i)

g2l i@y (ualy, - @10l 10l )
2po(a-1) olo

po—2

esitsizligini ve (2.1)’den,

2
0> S iz, + (1= aocs) [wlliyz @) = (1 + llel o i) 91100

DO | =
&.lg‘

a))

el B l27 @l el ey + a2l ol ol

pPo—2 po—2
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esitsizligini yazabiliriz. Young esitsizligi ile,
1d 2
0= 2 dt ||w||L2 @ 1 (1 — aocq) ||w||W1 () -1+ ||e||Loo(0,T;L2(Q))) ||w||L2(Q)

—et1 [wlliy ) — clen)l@s 1921l 1all§fo raws o) 19112000

—ea [l o) — €2 1921l ar 1205 o mws ) 10 oo
elde ederiz. € := €1 + €2, C1 1= ¢(e1)[C || 92/l (o) ||u1|]%;(07T;W21(Q))]2 ve
Cy = c(e2)[83 1920l 1o iy 121150 7w )| ersek,

1d 2
02 22l )+ (1 = aoca — ) olfyy o

—(1+ lellz.o.7:000) + CL + C2) ||w||ig(ﬂ)
yazabiliriz.
(8) kogulunu géz 6ntine alarak e pozitif sayisim (1 —agcy) sayisindan kiigiik secersek,
son egitsizligi

1d 2 2
02> 5 Il = (@ocs + +llell o000 + O+ Co) Wl

olarak yazabiliriz.
y(t) == ||w||iQ(Q (t) dersek, yukaridaki esitsizlikten

1dy
S S < [apcs + €+ ||6||LOO(O,T;L2(Q)) + Oy + Caoly

elde ederiz. Buradan,

d
?y < 2lagey + €+ y|e||Lw(07T;L2(Q)) + Cy + Cs)dt

Iny —Iny(0) < 2[aoes +e+ €]l orra() + Cr + Colt

y < y(0) exp{2[aocs + € + [lell;_ o.1.0,(0) + C1 + Calt}

2 2
1wl ) &) < [lw(O)]IL, ) exp{2laocs + & + [lell . o 1100 + Cr + Calt}

esitsizligini aliriz.

w(0) = 0 oldugundan, w = 0 elde edilir ki bu da u; = us demektir. O halde ¢6ziim
tektir.

u
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4 (1.1)-(1.3) PROBLEMININ COZUMUNUN
DAVRANISININ INCELENMESI

Bu boliimde (1.1)-(1.3) probleminin ¢éziimiintin davranigt iizerine bazi sonuglar elde
edilmigtir. Problem ilk alt boliimde homojen durumda, ikinci alt boliimde ise homojen

olmayan ve otonom durumda ele alinmigtir.

4.1 Homojen Durum (h(z,t) =0,¢(z',t) =0):

Bu boliimde (1.1)-(1.3) problemi i¢in h(z,t) = 0, p(2’,t) = 0 oldugunu kabul edelim:

ou
TR Au+ g(z,t,u) + e(z,t) lull o (t) =0, (4.1)

u(zx,0) = uo, (4.2)

(g_:; + a(a:’,t)u) =0, (4.3)

Er

(4.1)-(4.3) problemi i¢in asagidaki kosullar saglansin:

(d1) @ € Loo(0,7; L,,—1(09)), € € Loo(0, T La(2)).
a+1

(d2) s1:= 00,711 := 00, S9 := O‘T“, g := *T= sayilar ve > 1 olmak iizere (1) kosulu

saglansin.
(d3) k1 = 0 olmak iizere Teorem 3.18’in (7) kosgulu saglansin.

(d4) Hemen hemen her (2/,t) € ¥ i¢in a(z’,t) > ag > 0 olacak sekilde bir aqy sayist

vardir.

Teorem 4.1 (4.1)-(4.3) problemi igin (dy)-(dy) kosullari saglansin. O zaman, bu

problemin Py’dan olan cozimu Yt > 0 i¢in asagidaki esitsizliklert saglar:

2 2juol|7
(@) 1l o) (1) < o . K #0

a—1 _ K _ _ @
[2°7" exp{ 152 Kuth+ 22 fuol 5 o (exp{ 52 Kt} -1)|
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(b) HUHLQ(Q) (t) < ||u0||L2(Q) —, Kl =0

_ 14« _ a—1
{2 T(lfa)thHuoH%ﬂlﬂ)Jrl}

Burada Ky = Ki(|le(x, )| 1071, » €2 @0) isareti bilinmeyen sabit, Ky = Ka(ko, c7)
ise negatif sabit sayrdir (cy ve c7 siraswyla, (2.3) ve (2.9)’daki sabitlerdir).

Ispat. Bu teoremin kaniti icin E(u(t)) := % Ju*dz Lyapunov fonksiyonelinden yararla-
Q
1)-

nacagiz. Teoremin kogullarimdan, (4.1)-(4.3) probleminin P, uzaymnda ¢oziimii vardir.

Bu durumda u(t) ¢oztim ise, E'(t) = (u, u;)q oldugundan,

E(t) = / uAudz — / g, t,wyudz — |[ull g () / e(x, t)udz

Q Q Q

yazabiliriz. Kismi integrasyon ve teoremin kosullarindan,

E(0) < |Dull} o) - [l 00lds’ ~ [ glo.twyuds + ful, 0 (@) [ e(o.O)lfuldz
o Q Q

2 2 a+1 2
< = [[1DullL ) = o el 00) = ko llullz) ), @) + llell Ly () 1ll7, @

esitsizlikleri vardir.

0o := min{l,ap} dersek ve a > 1 oldugunu goz oniine alirsak, (2.3) ve (2.9)’dan

2 — a+1 2
E'(t) < —boca ||ullyyq) — koer ! lullzaiy + el orzacy) 12,00

2 — a+1
< (—boca + HeHLOO(O,T;LQ(Q))) HUHLQ(Q) — kocy ! \\U\’Lj(n)

esitsizligini yazabiliriz.
O halde,

a+1 a+1
2

E'(t) < 2ell .o rizaiay — oca) E(E) = 2°F koc (1)

elde ederiz.

a+1

y = E(t), K1 :=2([lell;_ 0.1:10(0)) — boc2) ve K = —25 koc; ! dersek, yukaridaki

son esitsizlikten agagidaki Cauchy problemini olusturabiliriz:

y — Kiy < Koy % (4.4)
1 2
y(0) = 2 ||u0||L2(Q) (4.5)

(4.1)-(4.5) problemini K; = 0 ve K; # 0 olmak ftizere iki durumda inceleyecegiz.
Once K; # 0 kabul ederek ve Bernoulli denkleminin ¢éziim yonteminden yararlanarak

bu problemi ¢ozelim:
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-«

v = ylfTa doniigiimiint kullanirsak, v := Ty*aTHy/ oldugundan (4.4),

1 1 -
VK >

K,

esitsizligine denktir. Bu esitsizligi exp{o‘T_lK 1t} integral carpaniyla carparsak,

d -1 1- -1
- P - -
o { } 5 K2 exp{ Kt}

yazabiliriz ki bu esitsizligi 0’dan t’ye integralledigimizde,

1-— K. 1-—
v > exp{TaKlt}v(O) + é exp{

elde ederiz. Burada (4.5) baglangi¢ kogulunu da gbzoniine alarak v’nin tanimia déner-

sek,

K 1-— K

2 £ — 1%
K K,
elde ederiz. a > 1 oldugundan yukaridaki esitsizlik,

y > 0% exp{—Klt} HUOHLQ @t =

1
y <

— 2
[20‘; exp{ 552 K1t} [[uoll ey — 2 (1 — exp{5® az(lt})}
esitsizligine denktir ve bu esitsizligin sag tarafi her ¢ > 0 igin pozitiftir. Burada y'nin
tanimina donersek,

2
2
HUHLQ(Q) (1) < 3

—a a=1 -« a=1
[GXP{ITKlt} <2 2 ||U0||22(Q) + %) - %] '

ya da denk olarak,

2
2 2 HUOHL2 Q)
HU’HLZ(Q) (t) < 2

—a a—1 a—1 | a1
[exp{i52 K0t} (277 + 22 uollfhy ) — 22 luwollyh |

elde ederiz. Boylece (a)’daki esitsizlik saglanir.

1

Simdi (4.4)-(4.5) problemi igin K7 = 0 kabul edersek, y' < Koyt esitsizliginden

l1—a

- (?/T - 9(0)1%&> < Kyt

l—«

elde ederiz. y'nin tanimindan,

o7

l1—a 1—
9 1\ = N
2 [(5) lulle )~ (5) ||uo||L2<m] < Kot

yazabiliriz. @ > 1 oldugundan,

lull ) (8) 2 lluoll ) +27 2" (1 — a) Kat
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esitsizligini ve buna denk olan

lull 2@ () < 1
UllLy (0 = 5 1fa —
2(2) 2% (l—a)K2t+||UoHi2(Q)

degerlendirmesini elde ederiz. O halde (b) saglanir. m

Teorem 4.1’deki (a) ve (b) esitsizliklerinden agagidaki sonuglari gorebiliriz:

Sonug 4.2 K ’in isaretine bagly olmaksizan, uy = 0 ise ¢ozim sifirdir. Ayrica her

t >0 dgin ||lullp, o (¢) stnurhdar.

Ispat. uy = 0 iken (a) ve (b) esitsizliklerinin sag tarafi sifir olacagindan, ¢éziim sifirdar.
Ayrica bu egitsizliklerinin sag tarafinda paydayi sifir yapan ¢ degeri yoktur ve her t > 0

icin [|ul|p, o) (t) normu sabit bir sayiyla smirhdir. m

Sonug 4.3 K; > 0 ise, M? = 2(—%)% olmak tizere t — oo iken
HUHiQ(Q) (t) < Mg dur. Ayrica, HUOHiQ(Q) < Mg iken ¥Vt > 0 igin HUH;(Q) (t) < M§

esitsizlig saglanar.

Ispat. (a) esitsizliginin sag tarafi t — oo iken, M?’ye gitmektedir.
Simdi HuOHQLQ(Q) < Mg kabulii altinda hangi ¢ degerleri i¢in HuHiQ(Q) (t) < MZ'm
saglandigini, (a) esitsizliginden yararlanarak gosterelim: Bunun igin Teorem (4.1)’in

ispatinda elde ettigimiz ve (a) esitsizligine denk olan

2
2
HuHLQ(Q) (t) < 3

—a a=1 —a a-1
[exp{i52 K0t} (277 Juoll e + 42) — 2] ™

esitsizligini gozoniine alirsak,

2

= < Mg
—a a=1 -« a-1
[exp{i52 Kt} (27" oLty + 22) — 2]

esitsizligini saglayan t degerlerini arayabiliriz.

ME = 2(—%)% oldugundan, yukaridaki esitsizlikten

2 2
K2 a-1 1—a a—1 1—a K2 K2 a1
(_E) < {exp{ 5 Kt} (2 2 HUOHLQ(Q) + E) - E}

elde ederiz. Buradaki tislerden kurtulursak,

< _ 2 (4.6)

1—«a a1 —a
expl 152 Kt} (27 ol +
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yazabiliriz. K; ve Ky'nin isaretlerinden dolay1 bu esitsizlikteki mutlak degerlerin igi

porzitiftir. Oyleyse (4.6)’dan,

l—a a—1 o K

elde ederiz. Bu esitsizlikteki (2%1 ||u0||1L;(aQ) + %) ifadesi,
H“OHiZ(Q) < Mg = 2(—%)ﬁ kabuliinden otiirii negatif olmadigindan, son egitsizlik
her ¢ > 0 igin saglanir. O halde V¢ > 0 igin ||u0||iQ(Q) < Mg iken ||u||iQ(Q) (t) < M dur.

|
Sonug 4.4 K; <0 ise, hert > 0 i¢in ||u||iz(9) (t) < ||u0||i2(m bagintisy vardar.

Ispat. Teorem 4.1’in ispatinda (4.4) esitsizligi K'li terim atilarak (K5 negatif oldugundan)
Yy < Ky olarak ¢oziildiigiinde, ||u||i2(m (t) < ||u0||iQ(Q) exp{ K1t} bagintis: elde edilir.
K negatif oldugundan bu bagimtidan her ¢ > 0 i¢in HuHiQ(Q) (t) < ||u0||22(9) elde edilir.

Sonug 4.5 K; < 0 se, ug baslangic kosuluna bagl olmaksizin t — oo iken ¢ozim

sifira gider.
Ispat. (a) ve (b) esitsizliklerinin sag tarah u, baslangic kosuluna bagh olmaksizin

t — oo iken sifira gittiginden, ¢oziim de sifira gider. =

4.2 Homojen Olmayan ve Otonom Durum:

(1.1)-(1.3) problemini, h ve ¢ fonksiyonlar: sifirdan farkli iken ve otonom durumda goz

onune alalim:

% — Au+ g(z,u) + e(x) ||u||L2(Q) (t) = h(z) (1.1

u(z,0) = ug (1.2/)

= ('), (1.3
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Elde ettigimiz yeterli kogullar altinda, (1.1)-(1.3) probleminin g déniigiimiine gore
siiper lineer durumda ¢ozimiiniin var ve tek oldugunu biliyoruz. Bu bolimde goz ontine
aldigimiz otonom durum olan (1.1")-(1.3’) problemi i¢in ise bu kogullar agagidaki formda

olacaktir:

(1p) g(x,u) doniigimii i¢in, ¢ € L, (2) ve ¢ € L,,(2) olmak tizere (1)"” kogulu

saglansin.
(20) ac Ln_1<8ﬂ)
(30) e c LQ(Q)

(7o) Oyle ko > 0, k1 € R sayilar1 vardir ki, hemen hemen her 2 € Q ve her € € R i¢in,

9(x, )€ > k€| — Ky
esitsizligi saglanir.

8y) Hemen hemen her 2’ € 99 icin a(z') > —ag olacak sekilde bir 0 < ag < % sayisi
[
vardir. Burada by < 1, kg < ko olmak iizere 6; < min{b~0, Eo}’dlr.
(c4, (2.6)’daki sabittir.)

(9) ¢ € L=z(£) icin (9) kosulu saglansm.

Yukaridaki kogullar altinda (1.1')-(1.3") probleminin g doniigiimiine gore siiper li-
neer durumda ¢oztimii var ve tektir. Ayrica (3.25) esitsizliginden, g6z 6ntine aldigimiz

otonom durum i¢in agagidaki esitsizligi yazabiliriz:

||w||22(9) () < ||w(0)||22(9) exp{2[go + [lell (o) + aocalt}

O zaman her vy € W3 (2) N Ly41(Q) ve her T' > 0 i¢in Py’da var olan tek ¢oziim ile,
up — u(t) bir stirekli doniigiimiin varhigi elde edilir. Bu déniigiimii S(¢) ile isaret edersek,
goz ontine aldigimuz problem Wy () N Loy 1(Q) uzay tizerinde S(t)ug = u(t) ile tanimh
bir {S(t)}+>0 yar1 akig ailesi tanimlar.

4.2.1 L,(Q) Uzayinda Yutan Kiimenin Varlhg:

Teorem 4.6 (1.1')-(1.3) problemi i¢in (1), (20), (30), (7)), (8) ve (90) kosullar:
saglansin. Ayrica, h € (W3 (Q))* + Lat1(Q), p € W;%(aQ) olsun.
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O zaman bir

By = {u € Py« [ull e (6) < ME, My = My(IbI ] el K, Ko, ao, s, 7, mes) |

kimesi vardwr. Ek olarak, her B C W ()N Lot1(Q) simarh kiimesi ve keyfi kaydedilmis

p >0 saysi igin, Ito = to(B, p) > 0 vardwr ki, t > to iken S(t)B C Bf olur. Burada,

B = {ue Py lullye (8) < My + p)%, My = Ma(Il], ol el Ko ao, e, cr, e, mes@) | dor.
Yani, {S(t)}i>0 yart akis ailesi i¢in Lo(Q2) 'da yutan kiime vardur.

(c sabiti Sonug¢ 2.47'den, cq sabiti (2.5)ten ve ¢ sabiti ise (2.9) dan gelmektedir.)

ispat. Bu teoremin ispati, Teorem 4.1’in ispatina benzer sekilde yapilacaktir.
(1.1)-(1.3") probleminin u(t) ¢éziimii i¢in E(u(t)) := 1 [u?dz Lyapunov fonksiyonelini
Q

g6z oniine alalim. E'(t) = (u, us)q esitligini kullanirsak,

B(t) = / uAudz — / 9(z, wyudz — |lull 0, () / e()udz + / h(z)udz

Q Q Q Q

elde ederiz. Ilk integrale kismi integrasyon uygularsak,

() < — | Dull?,q - / ala!uda / g(z, wudz + [l @ (1 / o(a)|uldz

o2 Q Q

+/h(m)udm + /gp(x’)udw'

Q o0
yazabiliriz. Holder, Young esitsizliklerinden ve teoremin kogullarindan,

2 2 a+1
E'(t) < = 1Dl 0y + a0 [l o) — Kol @ + Fimes

La+1

+ull Ly el @ Tl @ + erlullvg @ + Tl @)

2 2
) Wiy sss o + 22 Il g el Ny

elde ederiz.
€1 := 2e1 ve &2 > 0 olmak {izere, (2.5), (2.9) ve Teorem 2.35’ten agagidaki esitsizlikleri

aliriz:

2 2 a+1 a+1
E'(t) < = | Dullp,(q) + aoca Jullyy ) — ko ull7r @ +esllullz) ) o

a—1

~ 2
+c (83)c7+1 || H 0) + kymesQ) + &; HUHW%( + &1 ’|U‘|La+1 Q)

—1
a+1
i

- 2 2
—I—C(gl) ”h”Wzl(Q)*'FLaTH(Q) + €9 |Iu||W21(Q) + C<82> ||(’0||W2_%(BQ)
2 2 1 !
() < = |1 Dullpy ) + aocs llullwy ) = Fo lulz, o) + s llullz o)
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a—1 a—1

+e(es)er™ e IIZ?H + kimesQ + & [lullyy ) + &1 lullz) ), @ + &

2
+e(21) 1z @ s 1o @) + 82 ullivzo) + @) el - by

£3 ve & pozitif sayilari, kg := ko — (e3+&1) > 0 olacak sekilde seglhr veey = &1 +&,
denirse son esitsizlik,

a—1

2 a+1 2 «
E'(t) < — | Dull,q) — kollullz) ., ) + (aocs + ea) [lullypy )+C(63)C7“ e ||Lj;1+1(m

+c(e1) ||h||w1 () +Latr (2) + c(e2) ||S0|| wo % o0 + kimes§ + &

olarak yazlabilir. 6, := min{1, ko} dersek Sonuc 2.47’den,
—1
E'(t) < (=0 + agca + €4) Hu”?/[/'QI(Q) + 0(53)67 o le ”leﬂ )
2 2 .
+c(e1) HhHW%(Q)HFLQTH(Q) + c(e2) HSDHWZ_%([)Q) + kymesQ + €1 + 01c

elde ederiz. (8y) kosulundan e4 pozitif sayisi, (—6; + agcq + £4) < 0 olacak sekilde
segilebilir. O halde,

-1
E'(t) < (=61 + ages + ea) ||ull 7, ) Feles)e™ e HEZL (©)

2 2 .
+c(e1) HhHWZ}(Q)*JrL%H(Q) + c(e2) HSOHW{%({)Q) + kimesQ + &1 + b1c

elde ederiz. F(t)nin tanimindan son esitsizligi

d 2 v 2
i Hu||L2(Q) (t) + Mo Hu||L2(Q) (t) < M;
~ ~ —1
olarak yazabiliriz. Burada, My := 2(0; — agcy — €4) ve M3 := 2(c (63)07“ e H 1+ @t
2 2 . e
c(e1) ||h||W21(Q)*+LQT+1(Q) + c(e2) HSO”WQ_%@Q) + kymes§l + €, + 01¢) tir.
o 2
Son esitsizlikte y = [lu|[7, q) () dersek,

0 < My(61,a0) < My ve 0 < My < Ms(|||], |, llell , k1, 61, ¢, ¢z, mesQ) sayilar igin

Moy < M. 4.7
dt+ 2y 3 (4.7)

y(0) = HUOHiQ(m (4.8)

Cauchy problemini elde ederiz.

(4.7) esitsizligini exp{Mst} integral garpani ile ¢arparsak,

d
%(y exp{Mst}) < Msexp{ Mt}
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elde ederiz. Buradan,

t

y(t) < y(0) exp{—Myt} + M3/exp{Mz(T —t)}dr

yazariz ki, bu da M3lin tamimindan asagidaki esitsizlige denktir:

t
2y (1) < lluollZ o) exp{—Mat} + 2¢(e1) HhHQ/exp{MQ(T —1)}dr
0

t

t
a1l a=1
+2c(e2) ||90||2/6X10{M2(T—lt)}al7+20(€3)0?+1 [eff = /GXP{M2(T—t)}dT
0

0
t

+2(kymesQ + & + 61¢) /exp{Mg(T —t)}dr.
0

t
[ exp{Ms(7 —t)}dr = %;Mﬂ} < 3 oldugundan, son esitsizligi
0

2 2

[ullz, ) () < lluollL, o) exp{—Mat}
n 1
M,
olarak yazabiliriz.

O halde,

a—1 a—1
[26(81) Il + 2¢(e2) l@|” + 2¢(e5)cs™ [lef o7 + 2(kymesQ + &, + 910)]

1 a—l a—1 .
My =1+ {20(51) 1% + 2c(e2) [l ]| + 2¢(es)es™ Nlel| = + 2(kimesQ + & + elc)]
2

icin agagidaki degerlendirmeyi elde ederiz:
2 2
||U||L2(Q) (t) < ||u0||L2(Q) exp{—Mst} + M,
M, = Ml(HhH’ ||90||7 ||6|| > kl? 917 ¢, Cr, meSQ7 MQ)

Buradan ¢t — oo iken By ktuimesi elde edilir.

Simdi ||u0||iz(ﬂ) exp{—Mst} < p esitsizligini saglayan ¢ degerlerini bulalim:

1
ol oy exP{ =Mt} < p = exp{—Myt} < —F— = 1>~ | —h—
lollZ 2\l

u 2
O halde, t; := 3 In (HO+<Q>> olmak {izere, Vt > t, igin Hu||iQ(Q) < M; + p'dur.
Gergekten de,

2 2 2
[l ) < Mol @) exp{—Mat} + My < Juol|7, o) exp{—Mato} + M
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1 luoll7, o
= HuOHiQ(Q) eXp{—M2 [ﬁ In (A }—|— Ml = p—|— Ml

2 P

elde ederiz. Yani,

15 (#)uoll ) < (p+ M)2

olur. Bu durumda,
B = {u € Py lull ) < (M1 + p)%} kiimesi, {S(t)},5, ailesi igin Ly(2)'da yutan
kiimedir.

4.2.2  WHQ) N Ly1(Q) Uzayinda Yutan Kiimenin Varhgr:

(1.1')-(1.3") problemi i¢in (10), (20), (30), (7o) ve (90) kosullar: ile agagidaki kogullary
kabul edelim:

(A1) Hemen hemen her 2’ € 09 i¢in a(z’) > ag > 0 olacak sekilde bir ag sayis1 vardir.

(A3) g(z,0) =0 olmak tizere , G(z,u):= [ g(z,9)dV ve

Ot

0<(a+1)G(x,7) < g(z,7)7, T7€R-{0}
olsun.

Teorem 4.7 (1.1')-(1.8) problemi i¢in (1y), (20), (30), () ve (9) kosullar ile
(A1), (A2) kosullar: saglansin. Ayrica, (h, @) € Ly(S2) X Lo(0R2) olsun.

Bu durumda (1.1')-(1.8) probleminin tirettigi {S(t) }r>0 yars akiss, Wy (Q)NLay1(Q) ‘da
yutan kimeye sahiptir: Her B C W3 () N Lay1(Q) swnarl kimesi ve keyfi kaydedilmis
p > 0 sonlu saysi i¢in, Ito(B, p) > 0 vardwr ki, t > to iken S(t)B C BY olur. Burada,
BY = {u € Pyt ulhygaymsponien () < 317
(ky > 0, ks € R olmak tizere, My = My (M, p, ks, ko, c3) ’dur. Ayrica, ¢ sabiti Sonug
2.47den, co sabiti (2.3)’ten, ¢4 sabiti (2.5)’ten ve c; sabiti (2.9) dan gelmektedir.)

Ispat. Gz 6niine aldigimz problemin ¢oziimiiniin daha iyi smiftan oldugunu kabul

ederek, (1.1") denklemini w; ile carpalim ve € {izerinde integraline gegelim:

el 0 — / wyAuda + / g, w)uds + [ul q (1) / e(2)ud — / h(z)ueda.

Q Q Q Q
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Kismi integrasyon yaparsak,

HUtH%Q(Q) - /DutDudw + /a(;c’)uutd:c’ + /g(x,u)utd:c + [[ull 1y (t)/e(x)utd:v
Q

o0 Q Q

— /h(x)utdx + /go(x')utda:/

Q e}
elde ederiz. Holder ve Young esitsizlikleri ile (Ag) kosulundan asagidaki esitsizligi ya-

zabiliriz:

1 d d
(1—e1—e9— 63)Hut||%2( 5 dt HDUHL2 2@ a(x Yuldx’ + E/G(x,u)dx
o0

<c(er)e ||L2(Q)||u||L2 +C(52)||h||1:2 +C(53)||§0||L2 89)

Simdi € := €1 + 9 + €3 diyerek e pozitif sayisim1 1’den kiiciik secelim ve Teorem
4.6’daki [[ul| ;g (t) normunun degerlendirmesini g6z 6niine alalm. Buna gore 6yle bir

to(p) > 0 sayws1 vardir ki, t > tq igin

d
pr |1 Dull7,q) + /a(x’)qux’ + /G(x,u)dm

o0 Q

< cen)llelLy@ (M + p) + cle) [Pl L) + cles)llel L, 00

esitsizligi saglanir. O halde

2(t) := || Dull7,q) + /a(x’)qux' + Q/G(x,u)d:c
0

o0N

dersek, Ly = c(er) el (My + p) + ()|l @) + (eI, oy icin
—2(t) < Li, t>t (4.9)
elde ederiz.

Simdi, My = ]\Zlo(Ml,p) olmak tizere,

/z(s)ds < M,, t>t (4.10)

oldugunu gosterelim:
(1.1") denklemini w ile ¢arparak €) {izerinden integraline gegip kismi integrasyon

uyguladigimizda,

Gl e+ 21Du o)+ 2 [ ale)ids’ + 2 [ oo, upuda
o0 Q
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= =2 ||ull (@ /e Judz + Q/h(x)uda? + 2/(,0(:5’)udx'
Q

o

elde ederiz. Buradan,

d
pr ||u||L2 +2 HDU||L2(Q + 2/ (z")uldz’ + 2/g(m,u)udm
89 Q

<2 Jull 0 (8 / ()l uldz +2 / ha)uds +2 [ p(o'uds

o0

< (262 + 263 + 2lell7, o) 1ullZ, ) + ()17, ) + cles) 112, 00

elde ederiz. (A,) kosulundan ve Teorem 4.6’daki [[ul| ., ¢ (t) normunun degerlendirmesinden,

t >t igin

d
ul )+ 211Dl Q)+2/ (z ')u2da;’+2(a+1)/c;(x,u)dx
o0 Q

< (269 +2e3+ 2||€||%2(Q))<M1 +p) + 0(52)||h||%2(9) + 0(53)H90||%2(8Q)

esitsizligini aliriz. Buradan t > t; icin

d
Nl o + 1Dl + /a(m’>u2dx’ N 2/G(m, u)dz

20 0
< (262 + 265 + 2lell7, o)) (M1 + p) + c(e2) |21 L ) + cles)lle L, 00)

yazabiliriz.
O zaman,

t+1
[ ) < @ear2ea 20l 0+ DM+ 9) o) 1l +elea) ol omys £ 1
t

esitsizligi saglanir. Burada esitsizligin sag tarafindaki sabiti MO(M 1, p) ile igaret edersek,

t+1

/z(s)ds < My(My,p), t>tg

t
elde ederiz.
(4.9) ve (4.10)u goz 6niine alarak Diizgin Gronwall Esitsizliginden (Lemma 2.59)

yararlanirsak,

2(t) < Ly + My(My, p), t>to+1 (4.11)

elde ederiz.
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(4.11)’de (A1) kosulunu kullanarak 6 := min{1, ap} dersek, (2.3)’ten

Ocy HUH%,V;(Q) (t) + Q/G(x,u)dx < Li+ My(My,p), t>to+1
0

yazabiliriz. (Ay) kogulundan, dyle ko > 0, k3 € R sabit sayilar1 vardir ki

G(x,u) > ko|u|*™ — k3 esitsizligi saglanir. O halde,
Ocs ||U||?/V21(Q) () + 2k> ||u||%1'+11(9) (t) — 2kzmes
< L+ Mo(My,p), t>ty+1
esitsizligini alirz. Burada 6 := min{fc,, 2k, } dersek,
SOy oy (1) Lat NIo(Ma, p) + 2k + 2hymesQ, £ 2 10 41

esitsizligi saglanir.
O halde yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki sabiti My (M, p, ks, ks, ¢2) ile isaret
edersek,

~ 1
lullwr@nran@ ) < M7t =t +1 (4.12)

elde ederiz.

(4.12)’den {S(t) }+>0 yar1 akis, W3 () N Ly+1(Q2) uzaymmda yutan kiimeye sahiptir.
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