MORFIZMALAR YARDIMIYLA TANIMLANAN
BAZI HALKA VE MODUL YAPILARI

SOME RING AND MODULE STRUCTURES
DEFINED BY MORPHISMS

MELTEM ALTUN

Prof. Dr. AYSE CIGDEM OZCAN

Tez Danigsmani

HACETTEPE UNIVERSITESI
Lisansiistii Egitim-Ogretim ve Sinav Yonetmeliginin
Matematik Anabilim Dali i¢in  Ongordiigii
YUKSEK LISANS TEZI

olarak hazirlanmigtir.

2013



MELTEM ALTUN’un hazirladigi ”Morfizmalar Yardimiyla Tanimlanan Bazi
Halka ve Modiil Yapilar1” adli bu ¢alisma agagidaki jiiri tarafindan MATEMATIK
ANABILIM DALI'nda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Bagkan

(Prof. Dr., Sait HALICIOGLU)

Danigman

(Prof. Dr., Ayse Cigdem OZCAN)

Uye

(Prof. Dr., Adnan TERCAN)

Uye

(Prof. Dr., Derya KESKIN TUTUNCU)

Uye

(Dog. Dr., Mustafa ALKAN)

Bu tez Hacettepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tarafindan YUKSEK LISANS

TEZI olarak onaylanmugtir.

Prof. Dr. Fatma SEVIN DUZ
FEN BILIMLERI ENSTITUSU MUDURU



ETIK
Hacettepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, tez yazim kurallarmma uygun olarak
hazirladigim bu tez ¢alismasinda;

e tez icindeki biitiin bilgi ve belgeleri akademik kurallar ¢ercevesinde elde ettigimi,

e gorsel, isitsel ve yazili tiim bilgi ve sonuclari bilimsel ahlak kurallarina uygun

olarak sundugumu,

e bagkalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda ilgili eserlere bilimsel norm-

lara uygun olarak atifta bulundugumu,
e atifta bulundugum eserlerin tiimiinii kaynak olarak gosterdigimi,
e kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigima,

e ve bu tezin herhangi bir boliimiinii bu tiniversite veya bagka bir tiniversitede bagka
bir tez ¢aligmasi olarak sunmadigimi

beyan ederim.

17/06/2013

Meltem ALTUN



Bu tez, Tiirkiye Bilimsel ve Teknolojik Arastirma Kurumu (TI"JBTTAK) tarafindan,

“29210 Yurt Ic¢i Yiiksek Lisans Burs” programu ile desteklenmistir.



OZET

MORFIZMALAR YARDIMIYLA TANIMLANAN BAZI
HALKA VE MODUL YAPILARI

MELTEM ALTUN
Yiiksek Lisans, Matematik Bolumii
Tez Danismani: Prof. Dr. Ayse Cigdem OZCAN
Haziran 2013, 87 sayfa

M ve N, bir R halkas iizerinde iki modiil olsun. Son yillarda yapilan ¢aligmalar halka
ve modiil teorideki bazi yapilarin M’den N’ye morfizmalarin toplamsal abel grubu olan
Hompg (M, N)’ye tagiabilecegini gostermistir. Bu tezin amaci, morfizmalar yardimiyla
tanimlanan bazi halka ve modiil yapilarini aragtirmaktir. Girig boliimii, tez konusunun
tarihsel gelisimi ve 6nemi ile ilgili bilgilerden olusmaktadir. Ikinci boliim tez icin gerekli
olan temel bilgileri icermektedir. Ugiincii boliimde, Hompg(M, N)'nin total,radikal, tekil
ideal ve eg-tekil ideal altyapilar1 incelenmis ve bu altyapilar Homg(R, M) = M izomor-
fizmas1 yardimiyla modiil kategorisine taginmigtir. Daha sonra, yerel injektif ve yerel
projektif modiiller tanimlanmig ve bu modiiller tekil, es-tekil idealler ve total yardimi
ile karakterize edilmigtir. Son boltimde, halka ve modiil i¢in var olan diizenli eleman
tanim1 modiil homomorfizmalarina genellegtirilmis ve Hompg(M, N)'nin tek en genig
diizenli alt-bimodilii Reg[M, N]’ye sahip oldugu gosterilmistir. Ayrica, Homg(M, N)

icin yaridiizenlilik ve yarigiicliiliik tanimlanarak aralarindaki baglantilar incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Homg(M, N), total, Jacobson radikali, tekil ideal, eg-tekil ideal,
yerel injektif modiil, yerel projektif modiil, diizenli homomorfizma, yaridiizenli homo-

morfizma.



ABSTRACT

SOME RING AND MODULE STRUCTURES DEFINED
BY MORPHISMS

MELTEM ALTUN
Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Ayse Cigdem OZCAN
June 2013, 87 pages

Let M ve N be two modules over the ring R. Recent works have shown that some struc-
tures of the ring and module theory can be carried out in the context of Homg(M, N),
the abelian group of all morphisms of M into N. The aim of this thesis is to investigate
some ring and module structures defined by morphisms. The introductory chapter con-
sists of informations about the importance and the historical improvement of the thesis
subject. The second chapter contains introductory information needed for the thesis.
In the third chapter of the thesis, substructures of Hompg(M, N) such as the total,
the radical, the singular ideal and the co-singular ideal are examined and these subst-
ructures are carried out to the category of modules with the help of the isomorphism
Hompg(R, M) = M. Then locally injective and locally projective modules are introdu-
ced and these modules are characterized by the singular ideal, the co-singular ideal and
the total. In the last chapter, the definition of a regular element for a ring and a mo-
dule is generalized to module homomorphisms and it is shown that Homg(M, N) has
a unique largest regular sub-bimodule Reg[M, N]. Also, the semiregularity and semi-
potentness of Homg(M, N) are defined and the connections between these definitions

are investigated.
Keywords: Homg(M, N), total, Jacobson radical, singular ideal, co-singular ideal,
locally injective module, locally projective module, regular homomorphism, semiregular

homomorphism.
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1 GiRis

Eilenberg ve Mac Lane [7] 1945 senesinde homolojik cebirin temelini olugturan kate-
gori ve funktor kavramlarini tanimlamiglardir. Bu kavramlar daha sonra Cartan ve
Eilenberg tarafindan gelistirilmig ve 1956 senesinde ”Homological Algebra” kitabinda

yaymlanmigtir. Halka ve modiil teorisine homolojik ve kategorik yaklagim halkanin

birimli olmasini gerektirmektedir.

R degismeli olmasi gerekmeyen birimli bir halka ve Mod—R birimsel sag R-modiillerin
kategorisi olsun. Mod—R’deki morfizmalar sag R-modiil homomorfizmalaridir. M nin

endomorfizmalarinin halkas1 Endg(M) ile gosterilmektedir.

R halkasin1 sag R-modiil olarak diiglindiigiimiizde, R = Endg(R)’dir, dolaysiyla R
halkasinin yapist End(R) halkasina tagmabilmektedir. Ayrica, M sag R-modiilii i¢in
My = Hompg(R, M), R’den M’ye tim sag R-modil homomorfizmalar oldugu bi-
linmektedir. Ancak, herhangi bir M modiilii i¢in Endg (M) halkas: farklh yapiya sahip

olabilmektedir. Ornegin, V bir F cismi tizerinde n-boyutlu vektor uzay: ise Endp (V) 22

M, (F), F cismi iizerindeki n x n matrisler halkasidir.

Endomorfizmalar yerine genel modiil homomorfizmalarini diigtindiigtimiizde, M ve N
sag R-modiller, Fy; = Endg(M), Exy = Endg(N) olmak tizere Hompg(M, N)'nin
En-Ej—bimodil yapist mevcuttur. Ayrica, €2 R—modiil homomorfizmalarinin bir sinifi
olmak tizere Q(M, N) = Q N Homg(M, N) olsun. Eger keyfi A, B,C, D € Mod-R igin
Q(B,C) # 0 ve Homg(C, D) Q(B,C) Homg(A, B) C Q(A, D) ise Q simifina Mod—R’de
bir yari-ideal denilmektedir. Eger 2 simifi Mod-R’de bir yari-ideal ve keyfi M, N €
Mod—R i¢in Q(M,N), Homg(M, N) grubunun bir altgrubu ise € smifina Mod—R’de
bir ideal denilmektedir. Bundan sonra Hompg(M, N) yerine kisaca [M, N| gosterimi

kullanilacaktir.

Tezin ikinci bolimii tezde kullanilan kavramlarla ilgili aciklayici bilgiler icermektedir.

Burada belirtilmeyen tanim ve 6zellikler i¢in ikinci boliimden yararlanilabilinir.

Kasch 1982 senesinde Miinih’deki bir seminerinde halkadaki kismi tersinir eleman
kavramini tanitmisg, elde edilen sonuglar W. Schneider’in 1987’deki doktora tezinde

yayinlanmistir. R bir halka olmak iizere

e c:= sr = e? # 0 olacak sekilde s € R vardir.



e d:=rt=d*+# 0 olacak sekilde t € R vardir.
o uru = u # 0 olacak sekilde u € R vardir.

e v: A— B, ¢(a) = ra déniigiimiinii izomorfizma yapan 0 # A Cy; Rr, B C4 Rr

sag idealleri vardir.

denk kogullarindan birini saglayan r € R elemanina kismi tersinir eleman denir. Agiktir
ki tersinir elemanlar kismi tersinirdir. Kasch ve Mader kismi tersinir eleman igin hal-
kanin en iyi ikinci elemani demiglerdir. Kismi tersinir olmayan elemanlarin kiimesi total
olarak adlandirilmig, Tot(R) ile gosterilmistir. Diger bir deyisle, r € Tot(R)’dir ancak
ve ancak rR sag ideali sifirdan farkh egkare kapsamaz. Bir halkanin totali ilk olarak
1948 — 1950 senelerinde Azumaya tarafindan calisilmig, kirk sene sonra Kasch daha
modern dilde bu yapiy1 ele almigtir. Azumaya radikalinin var olmasi ile Tot(R)nin
toplamaya gore kapali olmasinin denk oldugu gozlenmistir. Beidar, Weigand, Zollner,

Lee, Zhou, Nicholson, Mader ve Ke bu alanda calisan yazarlarin basglicalaridir.

Kismi tersinir eleman ve total kavramlar1 halkalarla sinirli kalmamig, Kasch tarafindan

M ve N sag R—modiiller olmak tizere [M, N|ye tagimmigtir.
o c:=gf = e? # 0 olacak sekilde g € [N, M] vardir.
o d:= fh=d*+# 0 olacak sekilde h € [N, M] vardir.
e kfk =k # 0 olacak sekilde k € [N, M| vardir.

e fla: A — B izomorfizma olacak gekilde 0 # A <; M, B <; N altmodiilleri

vardir.

denk kogullarindan birini saglayan f € [M, N] kismi tersinir homomorfizma olarak

adlandirilir ve [M, N]'nin totali
Tot[M,N| ={f € [M,N] | f kismi tersinir degildir.}
kiimesi olarak tanimlanir. Tot[M, N| bir yari-idealdir.

Halkadaki ideallerden biri Jacobson radikalidir. R’deki maksimal sag ideallerin arakesiti
veya denk olarak maksimal sol ideallerin arakesiti olarak tanimlanir ve J(R) veya .J
ile gosterilir. Jacobson radikali pek ¢ok aragtirma alaninda onemli yer tutmaktadir.

Bir M modiiliintin Jacobson radikali de benzer gekilde tiim maksimal altmodiillerin

2



arakesiti olarak tanimlanir, ve Rad(M) ile gosterilir. Kasch ve Mader bu yapiy1 da
modiill homomorfizmalarina tasimiglardir. M ve N modiiller olmak {izere, [M, N|'nin

radikali

Rad[M,N] = {f €[M,N]| her g € [N,M]igin gf € J(Ey)dir.}
— {f€[M,N]| her g € [N,M] icin fg € J(Ex)dir.}
= {f€[M,N]| her g € [N, M]igin 1g,, — gf tersinirdir.}

= {f€[M,N]| her g € [N,M]igin 1g, — fg tersinirdir.}

seklinde tanmimlanir ve Rad[M, N| bir idealdir. [M, N|'nin sol Ey-modil ve sag Ej—
modiil yapisi nedeniyle sahip oldugu radikaller Rad(g,[M, N]) ve Rad([M, N]g,,),
Rad[M, N] tarafindan kapsanmaktadir. Ayrica, R halkasi [Rg, Rg| ile belirlenebilir
oldugundan Rad[Rg, Rgr| = J(R) dir.

M ve N modiiller olmak tizere [M, N]'nin total ve radikal diginda 6nemli altyapilari
mevcuttur.

A[M, N] == {f € [M,N]| Cek(f) <. M}

[M, N]'nin tekil altmodiilii
VM, N] = {f € [M, N] | Géx(f) < N}

[M, N|'nin es-tekil altmodiilii olarak adlandirihr. A ve V Mod-R’de bir idealdir.

Tezin ticlinci boliimiinde tanimlanan total, radikal, tekil ideal ve es-tekil ideal altyapilari-
nin yine bu boliimde ¢esitli 0zellikleri incelenmis, aralarindaki baglantilar detaylh bir
sekilde ele alinmistir. Bu baglantilardan en 6énemlisi Rad, A, V C Tot seklinde verile-
bilir.

Uciincii boliimde daha sonra, ézel olarak [R, M] durumu géz 6niine alinmis, [R, M] =
M izomorfizmas: yardimiyla bir modiiliin totali, tekil ve eg-tekil altmodiilleri tanimlan-
migtir. M modiiliintin totalini tanimlamak i¢in kismi tersinir eleman tanimina ihtiyag
vardir. m € M igin 0 # ¢(m) eskare olacak sekilde bir ¢ € M* = [M, R] var ise
m kismi tersinir eleman olarak adlandirihir. Boylece, M modiiliiniin totali agsagidaki

sekilde tanimlanir.

Tot(M) := {m € M | m kismi tersinir degildir.}



p:[R, M] — M izomorfizmasi olmak iizere M modiilii i¢in A(M) ve V(M) altyapilar
A(M) = p(A[R, M]) ve V(M) := p(V[R, M))

seklinde tanimlanir. M modiilii i¢in bu altyapilarin tanimlanmasiyla birlikte

o A(M)=2Z(M)

e V(M) =Rad(M)

e Tot(M) = p(Tot[R, M])

e Rad(M) C p(Rad[R, M]) oldugu ispatlanmigtir.
2002 senesinde Kasch [12] yerel injektif ve yerel projektif modiilleri tanimlamigtir. M
modiiliiniin her A € M genis olmayan altmodiilii igin ANEQ = 0 olacak sekilde 0 # @ <
M injektif altmodiilii var ise M yerel injektif modiil ve N modiiliiniin her B C N dar
olmayan altmodiilii icin P C B olacak sekilde 0 # P <; N projektif altmodiilii var ise
N yerel projektif modiil olarak adlandirilir. Yerel injektif ve yerel projektif modiiller

Kasch tarafindan total, tekil ideal ve eg-tekil ideal altyapilari kullanilarak asagidaki
sekilde karakterize edilmigtir.

M yerel injektif modiildiir < her N € Mod—R i¢gin A[M, N| = Tot[M, N|dir.

N yerel projektif modiildiir < her M € Mod-R igin V[M, N| = Tot[M, N]'dir.

Yerel injektif modiiller injektif modiillerin; yerel projektif modiiller ise projektif, yaritam
modiillerin bir genellemesidir. Injektif modiillerin keyfi dik toplaminin her zaman injek-

tif olmadigi bilinmektedir. Fakat, injektif modiillerin keyfi dik toplami yerel injektiftir.

Uciincii boliimde son olarak, sag Noether halkalarmn 6nemli bir karakterizasyonuna
deginilmistir.

"R sag Noether halkadir < injektif sag R-modiillerin keyfi dik toplami injektiftir. ”
sonucu iyi bilinmektedir. Buradan yola ¢ikarak Beidar ve Kasch [3]

e R sag Noether halkadir

e Injektif sag R-modiillerin keyfi dik toplamimmn genis genislemesi injektif sag R-

modiillerin dik toplamudir.



kogullarimin denk oldugu dnsavim ortaya atmiglardir. Pek gok halka sinifinin (6rnegin
degismeli halkalar, sag V-halkalar ve yariyerel (semilocal) halkalar) bu denkligi sagladigi-
n1 ispatlamiglardir. Ancak, Beidar ve Ke [4] 2002 senesinde bu denkligin her halka simfi
i¢cin dogru oldugunu gostermis ve modiil kategorisine genellemistir. Bu tezde sadece hal-

kalar icin olan denkligin ispat1 verilecektir.

Tezin dordiincii boliimiinde ise literatiirde halka ve modiil teorisinde iyi bilinen von Ne-
umann diizenlilik, yaridiizenlilik ve yangiigliiliik kavramlar: [M, N| yapisina tagmarak

onemli sonugclar elde edilmistir. Daha detayh deginmek gerekirse;

Eger her a € R i¢in aba = a olacak sekilde b € R varsa R’ye (von Neumann) diizenli
halka denir. Bu tanim 1930’larin ortalarinda John von Neumann tarafindan operator
cebirlerin projeksiyon latislerinin cebirsel yapilarinin ¢aligilmasi sirasinda ortaya atilmis
ve projektif geometride kullanilmigtir. Bir projektif geometri klasik anlamda bir vektor
uzayin alt modiillerinin latisi veya denk olarak bir cisim tizerindeki matris halkalariin

bir latisi olarak goriilebilir.
Diizenli halkalar Zelmanowitz [27] tarafindan modiil kategorisine tagimmaisgtir.

Kasch ve Mader [13] halka ve modiil i¢in (von Neumann) diizenli eleman tanimim
genellegtirerek modiil homomorfizmalarina tagimistir. M ve N modiiller olsun. Eger
f € [M,N] i¢gin fgf = f olacak sekilde g € [N, M| var ise, f homomorfizmasima
diizenli homomorfizma denir. Bir f € [M, N] homomorfizmasimin diizenli olmasi i¢in
gerek ve yeter kogul Cek(f) <; M ve Gor(f) <4 N olmasidir. Eger [M, N)'deki tiim
homomorfizmalar diizenli ise [M, N]’ye diizenli denir. [M, N]'nin diizenliligi 2006 sene-

sinde Nicholson ve Zhou [20] tarafindan farkh ozelliklerle karakterize edilmigtir.

1950’de Brown ve McCoy [5] herhangi bir R halkasmim tek maksimal diizenli ideal
M (R)’ye sahip oldugunu gostermiglerdir. X C [M, N| olmak tizere eger X'in her ele-
mani diizenli ise X altkiimesine diizenlidir denir. Kasch [13], Brown ve McCoy’un so-
nucu ve diizenli altkiime tanimi ile birlikte, [M, N]'nin yeni bir altyapisi olan Reg[M, N]’
yi tammlamigtir. Ey fE)y, [M, N]'nin f tarafindan iiretilen En-FE)y-altmodiilii olmak

izere,
Reg[M,N] = {f € [M,N] | EnfE) dizenlidir.}

seklinde tanimlanir. Reg[M, N], [M, N|'nin tek en genis diizenli Ey-FE)-altmodiiliidiir.



Diizenli halkalar yar1 diizenlidir, yani, her a € R igin (1 — e)a € J(R) olacak sekilde
e? = e € aR vardir. Yaridiizenli halkalar diizenli halkalarin yani sira yaritam halkalarin,
ozel olarak da Artin ve yerel halkalarin genellmesidir. U. Oberst ve H.J. Schneider [23]

tarafindan 1971 senesinde tanimlanmigtir.
Yaridiizenli halkalar ise Nicholson [22] tarafindan modiil kategorisine tagimmaigtir.

Diizenliligin bir genellemesi olan yaridiizenlilik Nicholson ve Zhou tarafindan [M, N|’

ye taginmigtir. Eger f € [M, N] i¢in g = gfg ve f — fgf € Rad[M, N]| olacak sekilde
g € [N, M] var ise, f yaridiizenli (semiregular) morfizma olarak adlandirilir. Her f €
[M, N] yandiizenli ise [M, N] yaridiizenli olarak tanimlanir. Bu tanimlardan hareketle
dordiincti boliimde daha sonra, yaridiizenli homomorfizmanin karakterizasyonu, [M, N]
i¢in diizenlilik ile yaridiizenlilik arasindaki iligki ve [M, N|'nin yaridiizenliligi ayrintih

olarak incelenmigtir.

Yaridiizenli halkalarin bir genellemesi de yarigiiclii halkalardir. Eger J icinde kap-
sanmayan her sag (sol) ideal sifirdan farkll bir egkare eleman kapsiyor ise halkaya
yarigiicliic halka denmektedir. Yarigiiclii halkalar yaritam halkalarin karakterizasyo-

nunda 6nemli rol oynamaktadir.

[M, N]'nin altyapilarmin ¢ahigilmaya baglanmasiyla birlikte totalin ne zaman topla-
maya kapali olacagl sorulmugtur. Bu soru totalin, [M, N]'nin diger altyapilari radi-
kal, tekil ve es-tekil idealler ile esitligi incelenerek kismen cevaplanmigtir. Total ve
radikalin egit olmasi durumu goz oniinde tutularak, bir endomorfizma halkasi i¢in
yarigiigliilitk tanimindan faydalamlarak, [M, N] icin yargiigliiliik Zhou [28] tarafindan

tanimlanmigtir. Zhou, M ve N modiilleri i¢in

e Eger a € [M, N]\Rad[M, N]ise 0 # af = (af8)? € Ey olacak sekilde 8 € [N, M]

vardir.

e Eger a € [M, N|\Rad[M, N]ise 0 # Ba = (Ba)? € Ey olacak sekilde 8 € [N, M|

vardir.

e Eger a € [M, N]\Rad[M, N]ise yay = v ¢ Rad[N, M| olacak sekilde v € [N, M]

vardir.

denk kosullardan biri saglanir ise [M, N|’yi yarigiiclii (semipotent) olarak adlandirmigtir.

Bu tanimla birlikte,



[M, N] yangigliiddir < Tot[M, N] = Rad[M, N]

denkligi kolayca goriilmektedir. Dordiincti boliimde son olarak, [M, N]'nin yargiicliligi
tanitilmig ve yaridiizenlilik ile yargiicliliik arasindaki baglantilar ayrintili olarak ince-

lenmistir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu tezde halkalar birimli, modiiller aksi belirtilmedikge birimsel sag modiiller olacaktir.

2.1 (Genis ve Dar Altmodailler

Tanim 2.1.1 [8] A, M modiiliiniin bir altmodiilii olsun. M nin sifirdan farklh her alt-
modiilii ile A'nin arakesiti sifirdan farkl ise A’ya M’nin genis (essential) altmodiili de-
nir ve A <., M ile gosterilir. Ayrica, M’ye de A'min genis genislemesi (essential exten-

sion) denir. Sifirdan farkli her altmodiilii genig olan modiile dizgiin (uniform) denir.

Ornekler 2.1.2 [g]
1. M <., M oldugundan M’nin en az bir genis genislemesi vardir.
2. 0<, M ise M = (0’dur.

3. Z tamsayilar halkasi ve Zy~ Priifer p—grubu diizgiindiir.

Tamim 2.1.3 [8] N, M’nin bir altmodiilii olsun. M’nin herhangi bir N’ altmodiild,
NN N’ =0 ozelligine gore maksimal ise, N"’ye N 'nin M ’deki tamlayani (complement)
denir. Eger N’ M’nin herhangi bir altmodiiliiniin tamlayam ise N'’ye M nin kapalr

(closed) altmodili denir ve N' <. M ile gosterilir.
Zorn Onteoremi'nden her N < M altmodiiliiniin M’de bir tamlayam vardir.
Onerme 2.1.4 8] N < M olsun. N', N 'nin M ’deki tamlayani ise N & N' <., M “dir.

Onerme 2.1.5 [8] C' M ’nin bir altmodiilii olsun. Asaqidakiler denktir.
1. C M ’de kapalidar.
2. C'nin oz genis genislemesi yoktur; yani C' <, N < M ise C = N “dir.
3. C<N<,Mise NC<,M/C’dir.

4. D C’nin M ’de tamlayani ise C' D nin M ’de tamlayanidar.



Yukaridaki énermeyle birlikte genig kapanig tanimi hatirlatilmalidir. X' S M olsun.
Zorn Onteorem’inden K <. C < M ozelligine gore maksimal bir C' modiilii vardir. K
altmodiiliiniin bu maksimal genig geniglemesi Onerme 2.1.5 geregince kapahdir ve K
altmodiiliiniin M’deki genis kapanisi olarak adlandirilir.

Genis altmodiiliin duali olarak dar altmodiil tanimlanmaktadar.

Tanim 2.1.6 [1] N bir M modiiliintin altmodiilii olsun. Eger L < M igin M = N + L
iken M = L ise N’ye M'nin dar (small) altmodiilii denir ve N < M ile gosterilir. Her

0z altmodiili dar olan modiillere hollow denir.

Ornekler 2.1.7 1]
1. 0, M’nin dar altmodiiliidiir.

2. 7. < Qz'dir: Qz = Z+ L iken Qz = L’dir, ¢linkii Q7 'nin iirete¢ kiimesinden sonlu

sayida eleman c¢ikarildiginda kalan kiime yine Qy’yi iiretir.
3. Zpye Priifer p-grubu hollow Z-modiildiir.

4. 7 tamsayilar halkasinin 0’dan bagka dar altmodiilii yoktur.

Tanim 2.1.8 [1] Bir 0 # M modiiliiniin agikar olmayan higbir altmodiilii yoksa M’ye

basit modiil (simple module) denir.

Tanim 2.1.9 [1] {T,}aeca, M modiiliiniin basit altmodiillerinin ailesi olsun. Eger M =

Dacal, yazihmi varsa M’ye yaribasit modil (semisimple module) denir.
Bu tanimdan her basit modiiliin yaribasit modiil oldugu agiktir.

Tanim 2.1.10 [1] M modiiliiniin sokulu M’ nin tiim basit altmodiillerin toplami, aym

zamanda tiim genig altmodiillerinin arakesitidir ve Soc(M) ile gosterilir.

Onerme 2.1.11 [1] M bir modiil ve N < M olsun. Ejer N <, M ise Soc(N) =Soc(M)
dir.

Tanim 2.1.12 [1] Bir M sag R-modiliiniin Jacobson radikali M’nin tiim maksimal
altmodiillerinin kesigimi, ayn1 zamanda tiim dar altmodiillerinin toplamidir ve Rad(M)

ile gosterilir.



Sonug 2.1.13 [1] R halkasimn Jacobson radikali J(R) veya J ile gosterilir ve Rad(grR)
— J(R) = Rad(Ry) dir.

Tamim 2.1.14 M bir sag R—modil olsun. m € M igin {r € R | mr = 0} kiimesine

m’nin sifirlayicise (annihilator) denir ve ann,(m) ile gosterilir.

Tanim 2.1.15 [17] M bir sag R—modiil olsun. Eger m € M i¢in ann,.(m) <. Rp ise
m’ye tekil (singular) eleman denir. M nin tekil elemanlarinin kiimesi Z(M) ile gosterilir

ve M’nin tekil altmodilii (singular submodule) olarak adlandirilir.

Bu tanima denk olarak, Goodearl [8] tekil altmodiilii
Z(M)={m € M | mI =0 olacak sekilde I <, Rg vardir}

seklinde ifade etmigtir.

Tamim 2.1.16 [8] Z(M) = M ise M’ye tekil (singular) modil, Z(M) = 0 ise M’ye
tekil olmayan (non-singular) modil denir. Ayrica, R bir halka olmak tizere, Z(Rpg)
idealine R'nin sag tekil ideali denir ve Z, ile gosterilir. Benzer gekilde Z(grR) idealine

R’nin sol tekil ideali denir ve Z; ile gosterilir.

Tanim 2.1.17 [1] R bir halka olmak iizere e? = e olacak sekildeki e € R elemanima

eskare (idempotent) eleman denir. Bir halkada 0 ve 1 her zaman egkaredir.

Tamim 2.1.18 [1] M # 0 bir modiil olsun. M modiiliiniin 0 ve M’den farkl dik

toplanani yok ise M’ye ayristirilamaz modil (indecomposable module) denir.

Onerme 2.1.19 [1] 0 # M modiili i¢in asagidakiler denktir.
1. M ayristirilamaz modildiir.

2. End(M) halkasimn eskareleri sadece 0 ve 1 dir.

Onerme 2.1.20 [21] R halkas: icin asaqidakiler denktir.
1. R/J bélimli halkadur.
2. R\J tersinir elemanlardan olusur.

3. Her a € R i¢in a ya da 1 — a tersinirdir.
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4. R tek maksimal saq ideale sahiptir.
5. J maksimal sag idealdir.

Tamm 2.1.21 [21] Onerme 2.1.20’deki denk kosullar1 saglayan R halkasina yerel (lo-
cal) halka denir.

Tanmim 2.1.22 [1] I, R halkasimm bir tek yonlii ideali olsun. a € R igin a*> —a € I iken
e —a € I olacak sekilde e? = e € R varsa eskareler I 'ya gore yiikselir (idempotents lift

modulo I) denir.

Tanim 2.1.23 [1] I, bir R halkasinin (sag) ideali olmak iizere her x € [ i¢in 2™ = 0
olacak sekilde bir n € N bulunabiliyorsa I’ya nil (sag) ideal denir. Eger I = 0 olacak
sekilde bir n € N bulunabiliyorsa I’ya tustel sifir (nilpotent) (sag) ideal denir.

Tanim 2.1.24 [1] I, bir R halkasinin altkiimesi olmak {izere I’daki herbir ay,as, ...

I'ya sag T—istel sufur (right T-nilpotent) denir. Eger I’daki herbir ay, as, ... dizisi igin
ai.as...a,_1.a, = 0 olacak sekilde bir n > 1 tamsayis1 bulunabiliyorsa , I'ya sol T-
tstel sifir denir. Bu tamimdan her tistel sifir idealin sag ve sol T—iistel sifir oldugu
aciktir. Ayrica yine tanimdan her sag veya sol T—tstel sifir idealin bir nil ideal oldugu

agiktir.

Onteorem 2.1.25 [1] I, R’nin bir sag ideali olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
1. I sag T—ustel sifirdar.
2. Her 0 # M sag R—moduli i¢in M1 # M ’dir.
3. Her 0 # M sag R—moduli i¢in M1 < M “dir.

4. F = RN saylabilir diretecli serbest sag R-modiilii icin FI < F dir.

2.2 Injektif Modiiller ve Injektif Zarf

Tamim 2.2.1 [1] M ve U, R—modiiller olsun. Eger her f : K — U monomorfizmasi
ve her v : K — M R-homomorfizmasi i¢in hf = 7 olacak sekilde h : U — M R-
homomorfizmasi varsa M’ye U—injektif (U—injective) denir. Eger M her U modiilii i¢in
U—injektif ise M’ye injektif modiil (injective module) denir.
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Onerme 2.2.2 1] fnjektz'f modillerin dik carpimlar: ve dik toplananlary injektiftir.

Onteorem 2.2.3 [1] (Baer Kriteri) M saj R-modiilii i¢in asagidakiler denktir.
1. M injektif modiildir.
2. M R-injektif modildir.

3. Her sag ideal I < Rpr ve her R-homomorfizma h : I — M i¢in
h(a) = za (a € I) olacak sekilde x € M wvardar.

Tanim 2.2.4 [1] M bir sag R-modiil olsun. Eger her m € M ve sifir bolen olmayan
her r € R igin m = m/r kogulunu saglayan bir m’ € M elemam varsa M ’ye bolinebilir
modil (divisible module) denir. Diger bir deyisle;

M boliinebilirdir <= sifir bolen olmayan her r € R elemani i¢cin M = Mr’dir.
Onerme 2.2.5 [25] Her injektif modiil bolinebilirdir.
Onerme 2.2.6 [1] Her saj R-modiil, bir injektif sag R-modiil igine gomiilebilir.
Sonug 2.2.7 [1] R halkasi igin asaqidakiler denktir.

1. R yanribasit halkadar.

2. Her sag R—modil injektifir.

Tanim 2.2.8 [1] M bir modil olsun. Eger E injektif modili ve ¢ : M — FE
monomorfizmast Gor(g) <. E olacak sekilde bulunabilirse, (E,g) ikilisine (ya da g

monomorfizmasina) M nin injektif zarfi denir ve E(M) ile gosterilir.

Teorem 2.2.9 [1] Her modil bir injektif zarfa sahiptir. Bu injektif zarf izomorfizma
farkwyla tektir.

Onerme 2.2.10 [1] M modiilii i¢in asagidakiler saglanar.
1. M injektiftir ancak ve ancak M = E(M) 'dir.
2. M <. N ise E(M) = E(N) dir.

3. Q injektif ve M <, Q ise Q = E(M) & Q' dir.
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Onerme 2.2.11 [1] R halkasi i¢in asagrdakiler denktir.
1. Injektif sag R—-modillerin keyfi dik toplama injektiftir.
2. {My,}aca sag R—modiillerin bir ailesi olmak tizere E(®acaMa) = @acaE(M,,) 'dir.

3. R sag Noether halkadur.

Onerme 2.2.12 [1] My injektif modiil ve S = End(Mgz) M modiiliindin endomorfizma

halkasy olsun. Bu durumda f € S i¢in asagqidakiler denktur.
1. f e J(9) dir.

2. Cek(f) <. M ’dir.

2.3 Projektif Modiiller ve Projektif Ortii

Tamim 2.3.1 [1] M ve U R—modiiller olsun. Eger her f : M — N R-homomorfizmasi
ve her v : U — N epimorfizmas: i¢in vh = f olacak sekilde h : M — U R-
homomorfizmasi varsa M’ye U —projektif (U—projective) denir. Eger M her U modiilii igin
U-projektif ise M’ye projektif (projective) denir. M modiilii, M—projektif ise M’ye
yari-projektif (quasi-projective) denir.

Teorem 2.3.2 [1] ©oen M, ‘nin U-projektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her a € A
i¢in My, 'man U—projektif olmasidar.

Sonug 2.3.3 [1] ®nea M, projektiftir ancak ve ancak her o € A igin M, projektiftir.
Onerme 2.3.4 [1] Projektif modiliin dik toplanany da projektiftir.
Tanim 2.3.5 [15] Bir F' R—modiilii i¢in agagidaki kogullar denktir:
(i) F bir tabana sahiptir.
(ii) F' = ®ierA; ve Vi € [ igin A; = Rp
Bu kogullardan birini saglayan F' modiiliine serbest modil (free module) denir.

Teorem 2.3.6 [15] Her modiil bir serbest modiliin epimorfik gorintisidir. Ayrica
her sonlu tretilmis modil, sonlu tabanl bir serbest modilin epimorfik goruntistudiir.
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Onerme 2.3.7 [1] R bir halka olsun. Ry projektiftir.
Sonug 2.3.8 [1] Her serbest modiil projektiftir.

Tamim 2.3.9 [1] M sag R—modil, (z4)ae;r M'de ve (fa)acr Hompg(M,R) de olmak

lizere, eger her x € M icin

(i) hemen hemen her o € I i¢in f,(z) =0, ve

(i) z =3 fa(®)2a

a€el

kosullar1 saglaniyorsa ((4)acr, (fa)acr) ciftine M’nin dual taban: (dual basis) denir.

Onteorem 2.3.10 [1] (Dual Taban Onteoremi)

M projektif sag R—moduldir ancak ve ancak M dual tabana sahiptir.

Tanim 2.3.11 [1] M sag R—modiil olsun. Eger P projektif sag R—modil, f: P — M
epimorfizma ve Cek f < P ise (P, f) ciftine veya f’ye M nin projektif ortisi (projective

cover) denir.

M projektif modiil ise projektif ortiisii kendisidir. Her modiiliin projektif ortiisiiniin

olmasi gerekmez. Ornegin Z, Z-modiilii projektif értiiye sahip degildir.

Onteorem 2.3.12 [1] M modili f : P — M projektif ortisine sahip olsun. Eger
Q projektif ve g : Q — M epimorfizma ise o zaman asagqidaki ozellikleri saglayan
Q = P & P" ayrisyma vardor.

i) PP=P

it) P" < Cekg

iii) glpr : P' — M M ’nin projektif ortisidir.

Ayrica eger k : My — My izomorfizma ve py : Pr — My, py : Py — My projektif

ortiiler ise pok = kpy olacak sekilde k : P, — Py homomorfizmasi vardar.

Teorem 2.3.13 [15] Pr projektif bir modiil ve S := End(Pg) olsun. Bu takdirde, o € S

icin asaqudakiler denktir.
1. aS <« Sg’dir.
2. a € J(S) dir.

3. Gor(a) < Pg’dir.
14



2.4 Sirekli ve Ayrik Modiiller

M bir R—modiil olsun. (C}), (Cs) ve (C5) kogullar: agagidaki gibi tanimlanir.
(C1) M’nin her altmodiilii M nin bir dik toplananinda genistir.

(Cy) M’nin dik toplananina izomorf olan altmodiil de dik toplanandir.

(Cs) My <g M, My <g M ve My N My = 0 iken M, & My <g M'dir.

Tamim 2.4.1 [19] Eger bir M modiili (C) ve (C2) kosullarini saglarsa sirekli (conti-
nuous) modiil, (Cy) ve (C3) kosullarini saglarsa yari-sirekli (quasi-continuous) modiil

ve (C1) kogulunu saglarsa CS-modiil (extending modil) olarak adlandirilir.

Ornek 2.4.2 [19] M modiilii M-injektif ise siireklidir.

Onteorem 2.4.3 [19] M modiilii (Cy) kosulunu saglasin. O zaman M (Cs)’i saglar.
Yukaridaki kogullara dual olarak (D), (Ds) ve (D3) kosullar agagidaki gibi tanimlanir.

(D7) M’nin her A altmodiili igin M; < A ve AN M, < M kosullarin1 saglayan
M = M, & My ayrigimi vardir.

(Dy) A < M ve M/A M’nin bir dik toplananma izomorf oldugunda A da M’de dik

toplanandir.

(Dg) M1 Sd M, M2 Sd M ve Ml +M2 = M iken M1 ﬂMg Sd M’dir.

Tanmim 2.4.4 [19] Eger bir M modiili (D;) ve (D) kosullarin saglarsa ayrik (disc-
rete) modiil, (Dy) ve (Ds) kosullarim saglarsa yari-ayrik (quasi-discrete) modiil ve (Dy)

kosulunu saglarsa lifting modiil olarak adlandirilir.
Ornek 2.4.5 [19] M modiilii M-projektif ise (D) kogulunu saglar.

Onteorem 2.4.6 [19] M modiili (D) kosulunu saglasin. O zaman M (Ds)’i saglar.
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2.5 Yariduzenli Halka ve Moduller

Bu bélumdeki bilgiler Nicholson ve Yousif’in Quasi-Frobenius Rings [21] adli kitabindan

alinmagtir.

Onteorem 2.5.1 R bir halka olsun. a € R iein asagqidakiler denktir.
1) aba = a olacak sekilde b € R vardar.
2) R=aR & T olacak sekilde T C R sag ideali vardar.
3) R = Ra @ L olacak sekilde L C R sol ideali vardar.
4) Her sonlu tretilmis sag (sol) ideal dik toplanandar.

Tanim 2.5.2 Onteorem 2.5.1'deki denk kosullar saglayan a € R elemanma dizenli
(reqular) eleman denir. Bir R halkasinin biitiin elemanlar1 diizenli ise R’ye (von Ne-

umann) dizenli halka (regular ring) denir.

Onteorem 2.5.3 Bir R halkas: wein asagidakiler denktir.
1) Her a € R i¢in R/aR projektif értiye sahiptir.
2) Her a € R i¢in R/ Ra projektif ortiye sahiptir.
3) Her a € R i¢in (1 — e)a € J olacak sekilde e* = e € aR vardur.
4) Her a € R i¢in a(l — e) € J olacak sekilde e* = e € Ra vardar.
5) Her a € R i¢in a — b € J olacak sekilde b € R diizenli elemani vardar.
6) R/J diizenli ve eskareler J’ye gore yikselir.
7) Her sonlu tiretilmis T C R sag (sol) ideali i¢in R/T projektif ortiye sahiptir.

Tanim 2.5.4 Onteorem 2.5.3’teki denk kosullan saglayan bir R halkasina yaridizenli
halka (semiregular ring) denir. Onteorem 2.5.3’teki (3) veya (4) kogulunu saglayan bir

a elemanina da yaridizenli eleman denir.

Teorem 2.5.5 (Utumi) R halkasi sag sirekli ise yaridizenli, Z, = J ve R/J sag

sureklidir.

Ornekler 2.5.6 1) Diizenli halkalar (6zel olarak yaribasit halkalar) yaridiizenlidir.
2) Utumi’nin teoreminden siirekli halkalar (6zel olarak yari-injektif halkalar) yaridii-

zenlidir.

Onteorem 2.5.7 Bir R halkas: i¢in asaqidakiler denktir.
1) J iginde kapsanmayan her sag ideal sifirdan farkl bir eskare eleman kapsar.

2) J iginde kapsanmayan her sol ideal sifirdan farkl bir eskare eleman kapsar.
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Tanim 2.5.8 Onteorem 2.5.7’deki denk kosullar1 saglayan R halkasia yarigiicli (se-
mipotent) halka denir.

Sonug 2.5.9 R halkasy yaridiizenli ise yarigucli halkadr.

Tanim 2.5.10 M bir R—modiil ve ¢ € M olsun. Eger gA(q) = ¢ olacak sekilde \ €
M* = Hompg(M, R) var ise ¢ € M elemanina diizenli eleman denir. Her elemani diizenli

olan M modilune de dizenli modil denir.

Onteorem 2.5.11 M bir sag R—modil olsun. m € M i¢in asagidakiler denktir.
1. P CmR projektif ve mRN K < K olmak tizere M = P & K ’dur.
2. AM(m) = e = e ve m — me € Rad(M) olacak sekilde A € M* vardar.
3. m —q € Rad(M) olacak sekilde g € M diizenli elemans vardur.

4. v(M) CmR, y(M) projektif ve m —y(m) € Rad(M) olacak sekilde
v € End(M) vardr.

Tanim 2.5.12 Onteorem 2.5.11’deki denk kosullar1 saglayan m € M elemanina yaridii-
zenli eleman denir. Bir M modiiliintin biitiin elemanlar yaridiizenli ise M 'ye yaridizenli

modil (semiregular module) denir.

Sonug 2.5.13 M modili icin asagidakiler denktir.
1. M moduili dizenlidir.

2. M yandizenlidir ve Rad(M) = 0 ’dar.

Sonug 2.5.14 m € Mg olsun. Eger my € M yanridizenli olmak tizere m — my; €

Rad(M) ise m yaridiizenlidir.

Teorem 2.5.15 M modili i¢in asagidakiler denktir.
1. M yariduzenlidir.
2. Her sonlu tretilmis N C M altmodiilii i¢in v* = v, v(M) projektif ve (1—)(N) C

Rad(M) olacak sekilde vy : M — N déniisimi vardar.
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3. Her sonlu tretilmis N C M altmodili i¢in P projektif, P C N ve NN K < K

olacak sekilde M = P & K ayrisima vardar.

Teorem 2.5.16 M = ®;c;M; olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.
1. M yariduzenlidir.

2. Her i € I icin M; yaridizenlidir.

2.6 Yaritam Halka ve Modiiller

Bu bélumdeki bilgiler Nicholson ve Yousif’in Quasi-Frobenius Rings [21] adli kitabindan
alinmagtir.
R bir halka ve e ve f egkareler olsun. “e < f’dir ancak ve ancak eRe C fRf’dir”

bagintisi tanimlansin. Bu bagint1 kismi siralama bagintisidir.

Tanim 2.6.1 Yukarida tamimlanan kismi siralama bagimtisina gore (varsa) sifirdan

farkli minimal elemana ilkel eskare (primitive idempotent) denir.

Onteorem 2.6.2 Bir R halkas: wein asaqidakiler denktir.
1. R dik eskarelerin sonsuz kimelerini kapsamaz.
2. R’nin dik toplanan sag (sol) idealleri tizerinde artan zincir kosulu saglanar.
3. R’nin dik toplanan sag (sol) idealleri tizerinde azalan zincir kosulu saglanar.
4. R’nmin eskareleri tizerinde artan zincir kosulu saglanar.

5. R’min eskareleri tizerinde azalan zincir kosulu saglanar.

Tanim 2.6.3 Onteorem 2.6.2’deki denk kosullari saglayan R halkasma I-sonlu (1-
finite) denir.

Ornek 2.6.4 Her saj (sol) Noether halka, ¢zel olarak her sag (sol) Artin halka T-

sonludur.

Tanim 2.6.5 M bir modiil, S ve K M’nin altmodiilleri olsun. M = K + S ve S bu

ozellige gore minimal ise S’ye K'min M’deki timleyeni (supplement) denir.
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Teorem 2.6.6 Bir R halkasi icin asagidakiler denktir.

~

. R/J yarbasit ve eskareler J ye gére yikselir.

2. R/J yaribasit ve R yarigicli halkadur.

3. R I-sonlu ve yarigigclu halkadar.

4. R I-sonlu ve R’de ilkel eskareler yerelduir.

5 1=e +ey+ -+ e, olacak sekilde e; yerel dik eskareler vardir.
6. Her sonlu diretilmis sag (sol) R—modiil projektif értiye sahiptir.
7. Her devirli sag (sol) R—modil projektif ortiye sahiptir.

8. Her basit sag (sol) R—modiil projektif drtiye sahiptir.

9. R’nin her sag (sol) ideali R’de timleyene sahiptir.

10. R’nin her maksimal sag (sol) ideali R’de tiimleyene sahiptir.

Tanim 2.6.7 Teorem 2.6.6’daki denk kosullar1 saglayan R halkasina yaritam halka

(semiperfect ring) denir.

Sonucg 2.6.8 R yaritam halka olsun. O zaman
1. Her € = e € R i¢in eRe yartamdar.

2. R’nin A ideali i¢in R/A yaritamdor.

Ornekler 2.6.9 1. Yerel halkalar yaritamdir.

2. R/J yarbasit ve J iistel sifir (nilpotent) olan R halkasina yarwasil (semiprimary)

halka denir. Yariasil halkalar yaritamdair.

Artin halkalar ve halkasi yariasil oldugundan yaritam halkalardir.

0 Q

3. n € Z" olmak tizere Z/nZ halkasi Artin halka oldugundan yaritamdir.
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Uyar1 2.6.10 Yaritam halkalar yaridiizenlidir. Fakat, yaridiizenli oldugu halde yaritam
olmayan halkalar vardir. Ornegin, F; = F cisim olmak iizere, R = [[,., F; halkasi
g6z oniine alalm. R diizenli bir halkadir ve J = 0’dir. Soc(R) = @1 F; oldugundan R
ve dolaysiyla R/J yaribasit degildir.

Tanim 2.6.11 R bir halka ve M bir sag R—modiil olsun. M projektif ve M’nin her
epimorfik goriintiisii projektif ortiiye sahipse M’ye yaritam modil (semiperfect module)

denir. Ozel olarak, Ry (denk olarak zR) yaritam modiil ise R yaritam halkadir.

Tanim 2.6.12 M bir modil olmak iizere M modiiliintin her sifirdan farklh faktor
modiilii sifirdan farkli sokula sahip ise M modiliine yariartin modil (semiartinian
module) denir. Eger Rp yanartin modil ise R halkasina sag yarwartin halka (right

semiartinian ring) denir.

Bass [2] makalesinde eger R yaritam halka ve J sag T—iistel sifir ise R halkasini sag
tam halka (right perfect ring) olarak adlandirmigtir. Simdi sag tam halkalarin énemli

karakterizasyonlar:1 verilecektir.

Teorem 2.6.13 R halkast i¢in asagidakiler denktir.
1. R sag tam halkadar.
2. R/J yaribasit ve J sag T—istel sifirdar.
3. R I-sonlu ve sol yarartindir.
4. R/J yarbasit ve her sifirdan farkly sag R—modil maksimal altmodiile sahiptir.
5. Her sag R—modul projektif ortiye sahiptir.
6. Her yaribasit sag R—modil projektif ortiye sahiptir.
7. R'nin temel sol idealleri tizerinde azalan zincir kosulu saglanar.

8. R'nin sonlu tretilmis sol idealleri uzerinde azalan zincir kosulu saglanar.
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2.7 Noether Halka ve Modiller

Tanmimlar 2.7.1 [15] Bir M modiiliiniin altmodiillerinin her bogtan farkl kiimesi bir
maksimal (minimal) elemana sahipse M modiiliine Noether (Artin) modiil denir. R bir
halka olsun. Rr Noether (Artin) modiil ise R’ye sag Noether (Artin) halka denir. Sol
Noether (Artin) halka benzer sekilde tanimlanir. Hem sag hem de sol Artin (Noether)
olan R halkasma Artin (Noether) halka denir.

Tanim 2.7.2 [1] M bir modiil olsun. M nin N;c;M; = 0 olan her {M,},c; altmodiiller
ailesi i¢in M;er, M; = 0 olacak sekilde /'min bir [y sonlu altkiimesi varsa M’ye sonlu

es-tiretilmis modul (finitely co-generated module) denir.

Teorem 2.7.3 [15] M bir modil ve A < M olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
1. M Noether’dir.
2. A ve M/A Noether’dir.
3. M ’nin altmodillerinin her artan dizisi Ay C Ay C Az C ... durur.

4. M nin her altmodiili sonlu tretilmaistir.

Teorem 2.7.4 [15] M bir modil ve A < M olsun. Asaqidaki ifadeler denktir.
1. M Artin’dir.
2. A ve M/A Artin’dir.
3. M ’nin altmodillerinin her azalan dizisi Ay O Ay O A3 D ... durur.

4. M ’nin her bolum modili sonlu es-tiretilmaistir.

Sonug 2.7.5 [1] M sifirdan farkly bir modil olsun.
1. Eger M Noether modil ise M maksimal altmodiile sahiptir ve Rad(M) < M “dir.

2. Eger M Artin modil ise M basit altmodiile sahiptir ve Soc(M) <, M “dir.

Teorem 2.7.6 [1] Yaribasit bir M modili icin asaqidaki ifadeler denktir.

1. M Artin’dir.
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2. M Noether’dir.
3. M sonlu tretilmigtar.
4. M sonlu es-tiretilmistir.

Teorem 2.7.7 [1] (Noether Teoremi) R halkast i¢in asagidakiler denktir.

1. R sag Noether halkadur.
2. Injektif saj R-modiillerin keyfi dik toplama injektiftir.
3. R sonlu tretilmis sag idealler tizerinde artan zincir kosulunu saglar.

4. Basit sag R—modiillerin injektif zarflarimin her sayplabilir dik toplama injektiftir.

2.8 Genis Kisitlanmig ve Dar Kisitlanmis Modiiller

Kasch, Hom(M, N)'nin 6nemli altyapilarindan 3. Boliimde incelenecek Tot[M, N]'nin
ozelliklerinin M veya N modiilii tizerindeki hangi kogullara bagh olarak degistigi so-
rusuna cevap aramigtir. Bu baglamda, ilk olarak genig kisitlanmig (large restricted) ve
dar kisitlanmig (small restricted) modiilleri tanimlamigtir. Bu béliimde bu modiiller

tamtilacaktir.

Tanimlar 2.8.1 [11, s.39, Tamum 1.1] M, N sag R-modiiller olsun.

1. Eger Gor(f) <. M olan her f: M — M monomorfizmasi bir otomorfizma ise M

modiiliine genis kisitlanmus modil (large restricted module) denir.

2. Eger Cek(f) < N olan her f : N — N epimorfizmasi bir otomorfizma ise N

modiliine dar kisitlanmus modil (small restricted module) denir.

Hopfian ve es-Hopfian (co-Hopfian) gruplar, halkalar ve modiiller 1960’lardan bu
yana bircok yazar tarafindan caligilmigtir. M bir modiil olmak tizere M’nin her birebir
(6rten) endomorfizmasi bir izomorfizma ise M modiiliine eg-Hopfian (Hopfian) modiil
denilmektedir. Bu modiilleri 6rneklemek gerekirse Artin modiiller co-Hopfian ve Noet-
her modiiller Hopfian’dir. 2004 senesinde Wang bu modiillerin genellestirmelerini yapa-
rak genellestirilmis es-Hopfian ve zayif Hopfian modiilleri tanimlamistir. Genellegtirilmis
es-Hopfian modiiller Kasch’in tanimladigi genis kisitlanmig modiillerle ve zayif Hopfian

modiiller dar kisitlanmig modiiller ile cakigmaktadir.
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Ornekler 2.8.2 M, N sag R-modiller olsun.
1. Eger M injektif bir modiil ise M genis kisitlanmig modiildiir.
2. Eger N projektif bir modiil ise N dar kisitlanmig modiildiir.
3. Yaribasit modiiller genig kisitlanmigtir.

4.V, bir F cismi lizerinde sonsuz boyutlu bir vektor uzayi olsun. V' dar kisitlanmig

moduldiir.

Onerme 2.8.3 [26, Onerme 2.2, 3.3] Genis kwsitlanmus (dar kisitlanmag) modiillerin

dik toplananlary da genis kisitlanmas (dar kisitlanmas )tor.

Teorem 2.8.4 [26, Teorem 2.4] M modilii genis altmodiilleri tizerinde azalan zincir

kosulunu saglasin. Bu durumda, M genis kisitlanmas modildiir.

Teorem 2.8.5 [26, Teorem 2.4] M modili dar altmodilleri tzerinde artan zincir

kosulunu saglasin. Bu durumda, M dar kisitlanmis moduldiir.

Onteorem 2.8.6 26, Onteorem 2.5] M modiilii i¢in asagidakiler denktir.
1. Yari-surekle M modulu stureklidir.

2. M genis kisitlanmas modildiir.

Onteorem 2.8.7 26, Onteorem 3.6] M modiilii i¢in asagidakiler denktir.
1. Yari-ayrik M modiliu ayriktir.

2. M dar kisitlanmas moduldir.
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3 Hompg(M, N)’nin ALTYAPILARI

M ve N sag R-modiller olsun. Ex := Endgr(N), Ey = Endg(M) olmak iizere
Hompg(M, N) bir Ex—FEjy—~bimodiildiir. Bu béliimde Hompg (M, N) nin altyapilar: tanim-
lanacak ve bu altyapilarin sahip oldugu ozellikler belirtilecektir. Bu altyapilar1 daha iyi
anlayabilmek icin ilk olarak Mod-R’de yari-ideal ve ideal tanimlar1 hatirlatilacaktir.
2 R—modiil homomorfizmalarmin bir siifi olmak tizere Q(M, N) = Q N Homg(M, N)
olsun. Eger keyfi A, B,C,D € Mod-R igin Q(B,C) # 0 ve Homg(C, D) Q(B,C)
Hompg(A, B) C Q(A, D) ise Q smifina Mod-R’de bir yari-ideal denir. Eger € simifi
Mod-R’de bir yari-ideal ve keyfi M, N € Mod-R i¢in Q(M,N), Homg(M, N) grubu-
nun bir altgrubu ise (2 sinifina Mod—R’de bir ideal denir.

Bu boliim ve sonraki boliimlerde Hompg (M, N) igin [M, N| gosterimi kullanilacaktir.

3.1 Kismi Tersinir Homomorfizmalar ve Total

Onteorem 3.1.1 [3] f € [M, N] i¢in asagidakiler denktir.
1. e:=gf =e* # 0 olacak sekilde g € [N, M| vardar.
2. d:= fh=d*+#0 olacak sekilde h € [N, M| vardar.
3. kfk =k # 0 olacak sekilde k € [N, M| vardar.

4. fla : A — B izomorfizma olacak sekilde 0 # A <4 M, B <4 N altmodilleri

vardar.

Ispat: (1) = (2) e := gf = €* # 0 olsun. O zaman, e bir egkare eleman oldugundan
e = egf elde edilir. d = feg olarak tanimlansin. Bu durumda, e = egf oldugundan
(feg)(feg) = flegf)eg = fe*g = feg, yani d* = d elde edilir. Ek olarak gdf = gfegf =
e3 = e # 0 oldugundan d # 0’dir. h = eg alimirsa (2) elde edilir.

(2) = (1) d := fh = d* # 0 olsun. O zaman, d bir egkare eleman oldugundan
d = dfh elde edilir. e = hdf olarak tanimlansin. Bu durumda, d = dfh oldugundan
(hdf)(hdf) = h(dfh)df = hd®f = hdf, yani e* = e elde edilir. Ek olarak feh = fhdfh =
d® = d # 0 oldugundan e # (0’dir. g = hd almirsa (1) elde edilir.

(3) = (1) kfk = k # 0 olsun. O zaman, (kf)(kf) = kf ve kf # 0'dir. e := kf

aliirsa istenen elde edilir.
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(1)= (4)0#£ e =e=gf ved= feg olsun. O zaman, fe = fegf = df elde edilir.
Simdi, A :=e(M) ve B :=d(N) igin

@ :e(M)>e(m)— fe(m) € d(N)

homomorfizmasinin bir izomorfizma oldugunu gosterilecektir:

e  iyi tammmbhdir: e(my) = e(ms) olsun. f iyi tanmimh oldugundan fe(m;) = fe(ms)
ve dolayisiyla pe(my) = @e(msg)’'dir. Ayrica, e(m) € e(M) igin p(e(m)) = fe(m) =
df(m) € d(N) elde edilir.

e  homomorfizmadir: e ve f R-modil homomorfizmas: oldugundan ¢ bir homo-
morfizmadir.

e ¢ birebirdir: ¢(e(m)) = fe(m) = 0 olsun. O zaman 0 = gfe(m) = e*(m) = e(m)
elde edilir.

e ¢ Ortendir: n € N ve g(n) € M igin p(e(g(n))) = fe(g(n)) = d(n) € p(e(M))
oldugundan istenen elde edilir.

(4) = (2) 0# A<y M,B <4 N veyp=f|s: A— B bir izomorfizma olsun. Ispat

i¢in baz1 gosterimlere ihtiyag vardir, ilk olarak
M=AgpA, N=B@N'

14:A— M,1g: B — N igerim dontigtimleri ve 7g : N — B izdiistim doniigtimii olsun.
Buradan, ¢ = mpfis’dir. h := 140 7 seklinde tanimlansm. Boylece,
(fh)? = frap 'mpfiap™'mp = frap”(mafra)p” T
= fuyp lop lng = fiap 'np = fh

olup d := fh bir egkaredir. d’nin tanimindan
mpd = wpfh =T fiap T = (Tpfra)p” T = pp~'Tp =75

elde edilir. Ayrica A # 0 oldugundan B # 0’dir ve boylece wg # 0 olur. Buradan, d # 0
elde edilir. Bu ise (2)’yi ispatlar. O

Tanimlar 3.1.2 [3] Onteorem 3.1.1’deki denk kosullarm saglandig kabul edilsin. Bu

durumda,

1. f kismi tersinir homomorfizma (partially invertible homomorphism) olarak ad-

landarilir.
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2. g'ye f'nin sol kismi tersi ve f'ye g’'nin sag kismi tersi denir.
Tamim 3.1.3 [3] M ve N sag R-modiiller olsun. Bu durumda, [M, N]'nin totali
Tot[M,N| ={f € [M,N] | f kismi tersinir degildir.}
kiimesidir. Bu tanima denk olarak,

Tot[M,N] = {f € [M,N]| fIN,M] sifirdan farkh eskare kapsamaz.}

= {fe€[M,N]|[N,M]f sifirdan farkh eskare kapsamaz.}
seklinde de ifade edilebilir.

Total tanimi gbz Oniine alindiginda, keyfi M, N € Mod-R igin 0 € Tot[M, N]'dir.
Dolaysiyla, Tot[M, N| # (’dir.

Tanim 3.1.4 [13] Eger f € [M, N] igin fgf = f olacak sekilde g € [N, M| var ise, f

homomorfizmasina dizenli homomorfizma denir.

Onteorem 3.1.5 [13] f € [M, N] olsun.
1. 0 # f dizenli ise, f kismi tersinirdir.

2. g € [N,M], f kwismi tersinir ve gf = e = > # 0 ise, fe ve eg sifirdan farkl

diizenli homomorfizmalardar.

Ispat: (1) 0 # f diizenli ve bir ¢ € [N, M] i¢in fgf = f olsun. Bu durumda,
flafg) = (faf)g= fgve (fg)(fg) = (fgf)g= fg # 0 olup, f kismi tersinirdir.

(2) gf = e = ¢€? # 0 oldugundan e = egfe’dir. Boylece, (fe)g(fe) = flegfe) = fe
ve (eg)f(eg) = (egfe)g = eg elde edilir. O

R = Endg(R) oldugundan kismi tersinir homomorfizma ve total kavramlari, R

halkasinin her » € R elemanina
a, : Rp = Rpg, a,.(z) =12

endomorfizmas: kargilik getirilerek, R halkas icin verilebilir. Dolayisiyla, Onteorem 3.1.1

bir R halkas: i¢in agagidaki sekilde ifade edilmektedir.

Onteorem 3.1.6 [11] R bir halka olsun. r € R i¢in asagidakiler denktir.
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1. e:=sr =¢e*+#0 olacak sekilde s € R vardar.
2. d:=rt=d*#0 olacak sekilde t € R vardar.
3. uru =u # 0 olacak sekilde u € R vardar.

4. p: A— B, p(a) = ra donigimini izomorfizma yapan 0 # A C4 Rr, B C4 Rg

sag idealleri vardur.

Tanmimlar 3.1.7 [11] Onteorem 3.1.6’daki denk kosullarim saglandigi kabul edilsin.

Bu durumda,
1. r € R elemamn kismi tersinir (partially invertible) olarak adlandirilir.
2. s’ye r’nin sol kismi tersi ve r’ye s'nin sag kismi tersi denir.
Tanim 3.1.8 [11] R halka olmak {izere, R halkasimin totali
Tot(R) = {r € R | r kismi tersinir degildir. }
seklinde tanimlanair.

Onteorem 3.1.9 [11] M aynstirilamaz (indecomposable) modiil ise Tot(End(M)) =
End(M)\Oto(M)’dir.

ispat: M aynigtirlamaz modil oldugundan End(M) halkasinin egkare elemanlar:
sadece 0 ve 1'dir. Eger f € End(M) kismi tersinir ise sifirdan farkli tek egkare 1
oldugundan ¢gf = 1 ve fh = 1 olacak sekilde g,h € End(M) vardir. Buradan, f
otomorfizmadir. Dolayisiyla, End(M) \ Oto(M) C Tot(End(M)) saglanir. Simdi ters
kapsama igin, f otomorfizma olsun. gf = 1 olacak sekilde g € End(M) oldugundan f
kismi tersinir olur. Dolayisiyla, Tot(End(M)) C End(M)\Oto(M) elde edilir. O

Boylece, R sag R—modiil olarak ayrigtirilamaz (indecomposable) olan bir halka ve
U(R) = {r € R | r tersinir } olmak iizere, Tot(R) = R\U(R)’dir. Ozel olarak, R yerel
halka ise Tot(R) = R\U(R) = J(R)’dir.

Sonug 3.1.10 [11] Eger R diizenli halka ise, Tot(R) = 0 ’dar.
Ispat: Onteorem 3.1.5(1) geregince agiktir. O

Asagidaki 6rnek Sonug 3.1.10'nin kargitinin her zaman dogru olmadigini gosterir.
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Ornek 3.1.11 [11] Tot(R) = 0 olacak sekilde diizenli olmayan R halkas: vardir.

ispat: R={(¢;)) € QV| heri>n icin ¢; € Z olacak sekilde n € N vardir. } seklinde
tamimlansin. R, QY halkasinin bir althalkasidir. Ayrica, her i € Nicgin ¢; € {0, 1} olmak
lizere, (¢;) elemanlar1 R halkasinin egkare elemanlaridir. Egkare elemanlar goz oniine
alindiginda R'nin sifirdan farkli her elemani kismi tersinir olur. O zaman, Tot(R) = 0

elde edilir. Fakat, (2,2,2,...) € R diizenli olmadigindan R diizenli degildir. O

Onteorem 3.1.12 [11] M ve N izomorf olmayan ayrigtirilamaz R—modiiller olsun. Bu

durumda, Tot[M, N| = [M, N]'dir.

Ispat: Tot[M,N] C [M,N] oldugu aciktir. Kabulden M'nin sifirdan farkh tek dik
toplanan1 M ve N’nin sifirdan farkli tek dik toplanani N’dir. Dolaysiyla, f € [M, N]
kismi tersinir ise Onteorem 3.1.1(4)’ten f : M — N’ye bir izomorfizma olur ki bu bir
celigkidir. O zaman, f € [M, N] kismi tersinir degildir. Béylece, [M, N] C Tot[M, N|
elde edilir. Sonug olarak, Tot[M, N| = [M, N]'dir. O

Ornek 3.1.13 Z ve Priifer p-grup Zp- izomorf olmayan, ayrigtirilamaz Z-modiiller

oldugundan Tot[Z, Zy~| = [Z, ZLy=] = Zy-'dur.

Onerme 3.1.14 [11] R = Ry x --- x R, halka dik carpim olsun. O zaman, r =
(r1,...,7rn) € Tot(R) olmasi i¢in gerek ve yeter kogul, heri = 1,...,n igin r; € Tot(R;)

olmasidir.

Ispat: (=) r = (ry,...,7,) € Tot(R) ve en az bir i € {1,...,n} icin r; ¢ Tot(R;) ol-
sun. Bu durumda, 0 # e; = r;s; olacak gekilde s; € R; vardir. Simdi, s = (0,...,s;,...,0)
€ R seklinde tammlanirsa 0 # rs = (0,...,¢;,...,0) = e = €2 olur. Bu ise r € Tot(R)
olusu ile ¢eligir. Dolayisiyla, her i = 1,...,n i¢in r; € Tot(R;) olmahdir.

(<) Her i = 1,...,n i¢in r; € Tot(R;) ve r = (ry,...,1,) ¢ Tot(R) olsun. Bu
durumda, 0 # rs = e = ¢? olacak sekilde s € R vardir. Buradan, her i = 1,...,n
icin r;s; = e; = (e;)¥dir. e # 0 oldugundan bir ¢ € {1,...,n} icin ¢; # 0’dir. Bu ise
bir r;’nin kismi tersinir olmasi ¢eligkisini verir. Dolayisiyla, r = (ry,...,r,) € Tot(R)

olmalidir. m

Asgagidaki ornekten de gortilecegi gibi bir halkanin totali genel olarak Mod—R’de bir
ideal degildir.
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Ornek 3.1.15 [11] Tot(Z) = Z\{1, —1} ve Tot(Z) bir ideal degildir.

ispat: Z sag Z—modiil olarak ayrigtirilamazdir. O zaman, Onteorem 3.1.9’dan Tot(Z) =
Z\{1,—1} elde edilir. Ayrica, 3,—2 € Tot(Z) olmasima ragmen 3 + (—2) = 1 ¢
Tot(Z) oldugundan Tot(Z) toplamaya gére kapali degildir. Dolayisiyla, Tot(Z) bir ideal
degildir. 0

Fakat, Tot[M, N| dolayisiyla Tot(R), Mod-R de bir yari-idealdir. Bu agagidaki

onteoremin bir sonucu olarak elde edilebilir.

Onteorem 3.1.16 [11] Mod-R’de homomorfizmalarin bileskesi kismi tersinir ise bile-

senlerden her biri kisma tersinirdir.

ispat: Bilegen sayisi n olmak tizere, n iizerinden tiimevarim uygulanacaktir. n = 2

igin f; fo kismi tersinir olsun. Bu durumda,

0£e=e>=g(fifa) = (gfi)f2 ve 0£d=d*>=(fifo)h = fi(f2h)

olacak sekilde g, h var oldugundan Onteorem 3.1.1(1)’den f; ve Onteorem 3.1.1(2)’den
fo kismi tersinirdir.

n > 2 ig¢in iddia dogru ve fi fs... fu fnie1 kismi tersinir olsun. O halde, n = 2 durumun-
dan, fifs...f, ve f,i1 kismi tersinirdir. Buradan, tiimevarim kabuliinden fy, fa, ..., fn

kismi tersinirdir. Boylece, fi, fa, ..., fa, fne1 kismi tersinir elde edilir. U

Sonug 3.1.17 [11] M,N, XY € Mod-R olmak tzere, her f € [N,Y] ve her h €
(X, M] i¢in
FTot[M, N]h C Tot[X, Y] "dir.

Ispat: f € [N,Y], h € [X,M] ve g € Tot[M, N] verilsin. Eger fgh kismi tersinir
olsaydi, Onteorem 3.1.16’ten ¢ kismi tersinir olurdu. Bu ise g € Tot[M, N] olmas ile
celigir. O halde, fgh kismi tersinir degil ve fgh € Tot[X, Y] elde edilir. O

Ornek 3.1.18 [11] M ve N yaribasit R-modiiller olsun. Bu durumda, Tot[M, N] = 0’dur.
Eger R yaribasit ise her M, N € Mod-R igin Tot[M, N] = 0 idealidir.
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ispat: M ve N yaribasit oldugundan M nin ve N’nin her altmodiilii dik toplanandir.
0 # f € [M,N] verilsin. O zaman, M = A® Cek(f) ve N = Gor(f) @ B olacak sekilde
0# A< M, B < N altmodiilleri vardir. Buradan, f|s : A — Gor(f) bir izomor-
fizma olur ve Onteorem 3.1.1(4)’ten her 0 # f € [M, N] kismi tersinirdir. Dolayisiyla,
Tot[M, N] = 0 elde edilir.

R yaribasit halka olsun. O zaman, tiim R-modiiller yaribasit modiil olacagindan,

her M, N € Mod—R i¢in Tot[M, N| = 0’dur. O

Simdi, total kavraminin daha iyi anlagilmasi amaciyla Z/nZ, 2 < n € N hal-
kasmin totali incelenecektir. Bunun i¢in Z/nZ halkasindaki kismi tersinir elemanlar
aragtirilacaktir.

2<neN;i=1,...,mvem < nigin p;'ler farkh asallar ve k;’ler pozitif tamsayilar
olmak tizere n = p’fl p’f...pﬁ;ﬂ seklinde asal carpanlara ayriliga sahip olsun. z = 2z +nZ
seklinde gosterilsin.

Z/nZ halkasimin kismi tersinir elemanlarimi belirlemek igin egkare elemanlarina ih-
tiyac vardir. Bunun igin,

a; = np;k", 1=1,...,m;
seklinde tammmlansin. (aq, as, ..., a,,) = 1 oldugu agiktir. Buradan,
1= a1b1 + CLQbQ + ...+ ambm

olacak sekilde by, ..., b,, € Z vardir. e; := a;b;, ¢ = 1, ..., m seklinde tanimlanirsa,

l=e +ey+..+e,
l=¢e+e&+..+e, €Z/n

elde edilir.

Onerme 3.1.19 [11] {e1,e3,....e,} ailesi Z/nZ’de sifrdan farkl eskarelerin dik bir

kimesidir.

Ispat: a; elemanlarmm tammindan 4, j € {1,...,m}, i # j icin n | a;a; oldugu aciktir.
Bu durumda, i # j icin n | e;e; ve €€, = 0 elde edilir. Ayrica, 1 =e; +é + ... + &, ve
i # j igin ge; = 0 olmasi nedeniyle ¢ € {1,...,m} igin & = &7 elde edilir. Son olarak,
a; elemanlarinin tammindan 7,5 € {1,...,m}, i # j i¢in p; | a; ve p; | e; olur. Fakat,

= e + ey + ... + e, oldugundan p; 1 e;’dir. Dolayisiyla, n { e; ve € # 0 elde edilir. [

30



Onerme 3.1.20 [11] z € Z ve Z € Z/nZ olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.
1. Z kisma tersinirdir.

2. pi 1z olacak sekilde bir i € {1,...,m} vardar.

Ispat: (1) = (2) Z kismi tersinir ve her i = 1,...,m icin p; | z kabul edilsin. Z kismi
tersinir oldugundan 27 = d = d # 0 olacak sekilde T € Z/nZ vardir. Ayrica, her
i=1,..,micin p; | z oldugundan pypy...p,, | 2'dir. k := maks{ky, ks, ..., k., } seklinde

tanimlansin. Bu durumda,

n | (prp2...pm)* | (z2)"

olur ve buradan 0 = (2 7)* = d" =d # 0 celigkisi elde edilir.
(2) = (1) Bir ¢ € {1,...,m} igin p; 1 z kabul edilsin. (p;,z) = 1 oldugundan
(pi¥, z) = 1 olur ve buradan zz + p;*iy = 1 olacak sekilde z,y € Z vardir. e; = a;b; i¢in

n | pi¥ie; oldugundan p;*¥ & = 0 elde edilir. Ayrica,

wApty=1=>2T+prig=1=2T¢+p 76 =g
gerektirmeleri goz ontine alindiginda
ZT € =€
olur ve sonug olarak, zZ kismi tersinir elde edilir. 0

Yukaridaki 6nermeyle Z /nZ halkasinin kismi tersinir elemanlar karakterize edildigin-
den, Tot(Z/nZ) kolayca belirlenebilir. Z kismi tersinir olmayacak sekilde z elemanlarimi
bulmak bunun i¢in yeterlidir. Bu ise her i = 1, ..., m igin p; | z olmas ile saglanir. Sonug
olarak;

Tot(Z/nZ) = (p1p2-..pm) Z/nZ

elde edilir. Diger taraftan, J(Z/nZ) = (pips2...pm) Z/nZ oldugu bilinmektedir(Bkz. [15,
5.217 Ornek 3]). Dolayisiyla, radikali totaline esit bir halka 6rnegi elde edilmig olur.
Ayrica, Tot(Z/nZ) = (p1p2...pm) Z/nZ esitliginden agagidaki denklik elde edilir:

Tot(Z/nZ) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul n’nin karesiz olmasidir.
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3.2 Radikal

M ve N sag R-modiiller olsun. [M, N]'nin bir Ey-FEp—bimodiil oldugu bilinmek-
tedir. Dolayisiyla [M, N] icin iki radikalden bahsedilebilir. Ilki [M, N] bir sol Ey—
modil oldugundan Rad(g, [M, N]) ve ikincisi [M, N| bir sag Fjp—modiil oldugundan
Rad([M, N]g,,)’dir. Bu kisimda [M, N]'nin diger bir altyapisi olan, tigiincii bir radikal
Rad[M, N] tanimlanacaktir.

Onteorem 3.2.1 [11] M, N modiiller ve R bir halka olsun.

1. A, R’nin elemanlar ile sag(sol) ¢carpima gore kapal olan, R’ nin bostan farkl bir
altkimesi olsun. O zaman, A C J(R) olmas: igin gerek ve yeter kosul, her a € A

icin 1 — a elemaninin R’de tersinir olmasidar.

2. fe€[M,N] veg e [N,M] olsun. O zaman, 1g, — fg'nin Ey’de tersinir olmast

win gerek ve yeter kosul, 1g,, — gf in Ey de tersinir olmasidar.

3. {f € [M,N]| her g € [N, M] i¢in gf € J(Ep) dir. }
={f €[M,N]| her g € [N, M] i¢in fg € J(Ey) dir. }

Ispat: (1) (=) A C J(R) olsun. Bu durumda, her a € A i¢in aR < Ry olur. (1 —
a)R 4+ aR = R oldugundan (1 — a)R = R elde edilir. Buradan, (1 —a)s = 1 ya da
1 + as = s olacak sekilde s € R vardir. a(—s) € A oldugundan benzer iglemler a(—s)
icin yapilirsa (1 + as)t = st = 1 olacak sekilde ¢ € R bulunur. Buradan, 1 — a =
(1 —a)st =((1—a)s)t =tvel=st=s(l—a)elde edilir. Dolayisiyla s, 1 — a'nin
tersidir.

(<) Her a € Aigin 1—a R’de tersinir olsun. R’'de A tarafindan tiretilen sag ideal AR
ile gosterilsin. AR C J(R) oldugunu gostermek i¢in AR < R oldugu gosterilmelidir.
B < Rpg olmak iizere R = B + AR olsun. O zaman, b € B, a; € A olmak tlizere
l=b+4+a+ - +a,'dir. Eger 1 = b € B ise B = R olur ve ispat biter. O halde,
m > 1 kabul edilebilir. Kabulden 1 — a,, = b + a1 + ... + a,,—1 tersinir olup, 1 =
(b+a1+- - apm-1)(1—ay,) Vdir. b(1—ay) "t € Bvei=1,..,m—1igina;(1—a,) ' € A
oldugundan 1 = b + a;" + - -+ + a,,—1" seklinde bir yazilim elde edilir. Burada A’dan
m — 1 toplanan gelir ya da m = 1 i¢in hi¢ toplanan gelmez. Dolayisiyla, tiimevarimla

1€ B, B=Rve AR C J(R)dir.
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(2) (=) 1gy — fg Ex’de tersinir ve (1g, — fg)~ = h olsun. Buradan, (1g, — fg)h =
h—fgh=1g, ve h(1gy, — fg) = h—hfg = 1g, oldugundan h—1g, = fgh = hfg'dir.
Bu esitlikten,

(1py —9f)(dpy +ghf) = 1p, +ghf —gf —gfghf

(Iey +9hf)Aey —9f) = lpy, —gf +ghf —ghfaf

olup (1g,, —gf) ' =1g,, + 9(1g, — fg)~Lf elde edilir.

(<) Benzer sekilde eger 1g,, — gf Ej’de tersinir ise

(1EN - fg)_l = 1EN + f(lEM - ch)—lg

oldugu gosterilebilir.

(3) f € [M,N] ve her g € [N, M] igin gf € J(Ey) olsun. Her v € Ey, ¢ € Ey,
g € [N, M] i¢in ygp € [N, M| oldugundan vygpf € J(Ey ) dir. O halde, Eygef C
J(Ey) olur ve Onteorem 3.2.1(1)’den her v € Ey; icin 1g,, — vgpf En’de tersinirdir.
O zaman, Onteorem 3.2.1(2)’'den her ¢ € Ey i¢in 1g, — fvgy Ex’de tersinirdir. Yine
Onteorem 3.2.1(1) geregince fygEy C J(Ey) olur. Dolayisiyla, f € {f € [M, N] | her
g € [N, M]i¢in fg € J(Ey)'dir. } elde edilir.

Ters kapsama ic¢in f € [M,N] ve her ¢ € [N,M] igin fg € J(Ey) olsun. Her
a € En, B € Ey, g € [N,M] igin Bga € [N, M] oldugundan ffBga € J(Ey)dir. O
halde, f3gEyx C J(Ey) olur ve Onteorem 3.2.1(1)’den her o € Ey icin 1g, — fBga
Ey’de tersinirdir. O zaman, Onteorem 3.2.1(2)’den her € Eyy igin 1g,, — Bgaf Ey'de
tersinirdir. Yine Onteorem 3.2.1(1) geregince Eygaf C J(Ey) olur. Dolayisiyla, f €
{f € [M,N]| her g € [N, M] igin gf € J(Ey)dir. } elde edilir. O

Simdi, Onteorem 3.2.1 kullamlarak Rad[M, N] asagidaki gibi tanimlanabilir.
Tanim 3.2.2 [11] M ve N modiiller olmak tizere, [M, N]'nin radikali

Rad[M,N] = {f € [M,N]| her g € [N,M]icin gf € J(Ey)dir.}
= {f€[M,N]| her g € [N,M]i¢in fg € J(Ey)'dir.}
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seklinde tanimlanir. Rad[M, N/, Onteorem 3.2.1 geregince denk olarak

Rad[M,N] = {f € [M,N]| her g € [N, M] igin 1g,, — gf tersinirdir.}

= {f€[M,N]| her g € [N,M] igin 1g, — fg tersinirdir.}
seklinde de tanmimlanabilir.

Uyari 3.2.3 Tamm 3.2.2 ile birlikte bir R halkasinin End(R) halkasi ile belirlenebilir
olmasi goz ontinde tutulursa Rad[R, R] = J(R) elde edilir.

Uyarn 3.2.4 [11] Rad(g,[M, N]) URad([M, N]g,,) C Rad[M, N]'dir.

Ispat: f € Rad(g,[M, N]) olsun. O zaman, Ey f < g, [M, N]'dir. Keyfi g € [N, M]
alinsin. g(h) = hg seklinde tamimlanan g : g, [M, N] — g, Ey bir Exy-homomorfizmadir
ve dar altmodiilleri dar altmodiillere resmeder. O zaman, §(Enf) = Enfg < gy En ve
boylece, fg € J(Ey) olur. Dolayisiyla, f € Rad[M, N] ve Rad(g, [M, N]) C Rad[M, N]
elde edilir. Rad([M, N]g,,) € Rad[M, N] kapsamasi da benzer gekilde elde edilir. [

Teorem 3.2.5 [11] M ve N sag R—-modiller olmak tzere,
Rad[M, N] + Tot[M, N| = Tot[M, N]'dir.

Ispat: f € Rad[M,N], g € Tot[M, N] olmak iizere, f + g kismi tersinir olsun. O
zaman,

e=(f+gh=e*#0ec Ey

olacak gekilde h € [N, M] vardir. Buradan, fh € J(Ey) olmak {izere, e = fh+ gh elde
edilir. fhEy < Ey ve

EN = €EN D (1 — G)EN = fhEN + ghEN + (]_ — Q)EN = ghEN + (1 — €)EN

oldugundan eEy = eghEy elde edilir. O zaman, e = eghs olacak sekilde s € Ey
vardir. e bir eskare oldugundan kismi tersinirdir. Dolayisiyla, Onteorem 3.1.16’den ¢
kismi tersinirdir. Bu ise g € Tot[M, N] olusu ile geligir. O halde, f + ¢ kismi tersinir
degildir ve f + g € Tot[M, N] elde edilir. O

Uyari1 3.2.6 0 € Tot[M, N] oldugundan Teorem 3.2.5 geregince Rad[M, N| C Tot[M, N]|
elde edilir.
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Onteorem 3.2.7 [20] M ve N modiilleri i¢in asagidakiler saglanar.

1. Rad[M, N|, gy|M, N|g,, bimodiliniin alt-bimodilidir.
2. Keyfi A,B modilleri i¢in [N, B] Rad[M, N| [A, M] C Rad[A, B] dir.
3. @ C N ise Rad[M, Q] C Rad[M, N| dir.

4. M = P& P’ ve « € Rad[P, N| olsun. Eger @ € [M, N], @(P’) = 0 olacak sekilde

a déndisiminiin genislemesi ise @ € Rad[M, N| dir.

Ispat: (1) Tamim 3.2.2 geregince Rad[M, N]'nin toplama altinda kapali oldugunu
gostermek yeterlidir. aq, ay € Rad[M, N] ve 5 € [N, M] olsun. (a1 +as)5 = a1+ o3,
a8 € J(EN) ve ayff € J(Ey) oldugundan (o +as) € J(Ey) elde edilir. Dolayisiyla,
aj + ay € Rad[M, N]'dir.

(2) o € Rad[M, N] olsun. Eger A € [A, M] ve pp € [N, B] ise paX € Rad[A, B]
oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in her ¢ € [B,A] i¢in 1g, — ¥(pua)'mn tersinir
oldugu gésterilmelidir. 15, — ¢ (ua)) = 1, — ()X oldugundan Onteorem 3.2.1°den
lg,, — AYpa) = 1g,, — (Mpu)a’nin tersinir oldugunu gostermek yeterlidir. Fakat,
a € Rad[M,N] ve Mpu € [N, M] oldugundan (Mpu)a € J(Ey)'dir. Dolayisiyla,
lg,, — (AMYu)a tersinir olur.

(3) @ € Rad[M,Q] ve f € [N,M] olsun. O zaman fS|g € [@, M] oldugundan
Bloa € J(Ey) dir. Fakat, B|ga = fa oldugundan o € Rad[M, N] elde edilir.

(4) M = P& P’ ve a € Rad[P, N] olsun. Ayrica, @ € [M, N], @(P’) = 0 olacak
sekilde o doniigtimiiniin geniglemesi olsun. § € [N, M| alinsin. 7 : M — P izdiigim
doniigimii olmak tizere 73 € [N, P]'dir. Hipotezden an € J(Ey) elde edilir. Ayrica,
am3 = @f oldugundan @f € J(Ey) olur, dolaysiyla @ € Rad[M, N|dir. O

Uyar1 3.2.8 Onteorem 3.2.7 (1) ve (2) goz oniine alndiginda, keyfi M, N € Mod-R
icin Rad[M, N]'nin Mod—R’de bir ideal oldugu goriilmektedir.

s t
Uyar1 3.2.9 [20] M = @M, ve N = N, modiilleri i¢in icerim ve izdiisiim déniigtimleri
i=1 i=1

yardimiyla [M, N]'nin,

My, Ny (Mo, N)] ... [Mo, Ny
My, Ns] (Mo, No] .. [Ma, Ny

[MvN] = . . . = [[Mi>Nj”
(ML N Mo N L (Mo N
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matris temsili elde edilir. Burada M ve N’nin elemanlar1 siitunlar olarak yazilir ve
[[M;, N;]] matrisi sol matris ¢arpimi olarak etki eder.
s t
Teorem 3.2.10 [20] M = M, ve N = @PN; ise Rad[M, N| = [Rad[M;, N;]| dir.
i=1 i=1
Ispat: 1 <i <s, 1< j <tolmak iizere @ = [a;;] € Rad[M, N] = Rad[[M;, N}]]
olsun. 1 < k < s, 1 <[ <t olmak iizere oy € Rad[My, NV;| oldugu gosterilecektir.
Yani her n € [N}, My] igin nay, € J(Ey,) ya da denk olarak 15, — nag € Oto(Eyy,)
oldugu gosterilecektir. Ey(n) ile (k,1)-bileseni n ve diger tiim bilegenleri 0 olan s x ¢’lik

matris gosterilsin. 7 : N — M, Ey,(n) ile temsil edilen doniigiim olmak iizere, 1,; — fja,

s x s’lik blok ticgensel matris

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0
-nay -Nogg Nok—1) | 1Nk -Noet1) “Nsy

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

ile temsil edilir. 1), — 7o tersinir oldugundan 1,;, — nay; homomorfizmas: tersinirdir.
Buradan, oy € Rad[My, Nj] ve a = |oy;] € [Rad[M;, N;]] elde edilir.

Tersine, a = [oy;] € [Rad[M;, Nj]] alinsim. o € Rad[M, N] oldugu gosterilmelidir.
Bunun i¢in a’nin sifirdan farkli tek bilegeninin 1 < k£ < s, 1 < [ < t olmak iizere
ay, oldugunu kabul edilebilir. Eger 8 = [3;;] € [N, M] ise A, kdsegen {izerinde birim

doniigiimler olan ticgen matris, B, By, = 1y, — Bikar ve diger kogegen tizerindeki tiim

A X
bilegenleri birim dontsiimler olan ticgen matris olmak tizere, 1,; — S, ile

0 B
temsil edilir. 1y, — B tersinir oldugundan 1, — Sa homomorfizmas: da tersinirdir.
Boylece, v € Rad[M, N]'dir. O

3.3 Tekil ve Es-tekil Idealler
Tanim 3.3.1 [11] M ve N modiiller olmak {izere,

A[M, N] == {f € [M,N]| Cek(f) <. M}
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[M, N]'nin alt-bimodiiliidiir ve [M, N]'nin tekil altmodiili denir.
Tanim 3.3.2 [11] M ve N modiiller olmak iizere,
VM, NJ:={f € [M,N]| Gor(f) < N}
[M, N]'nin alt-bimodiiliidiir ve [M, N]'nin es-tekil altmodiilii denir.
Onteorem 3.3.3 [11] M ve N modilleri i¢in asagidakiler saglanar.
1. A[M, N] C Tot[M, N]

2. V[M, N] C Tot[M, N

Ispat: (1) f € A[M,N] almsin ve tersine f kismi tersinir olsun. Bu durumda,
e := gf = e? # 0 olacak sekilde g € [N, M| vardir. Cek(f) C Cek(gf) oldugundan
Cek(gf) = Cek(e) <. M olur. Cek(e) = (1 —e)(M) ve (1 —e)(M) <4 M oldugundan
(1 —e)(M) = M elde edilir. Buradan, e(M) = 0 ve dolayisiyla e = 0 olur ki bu bir
geligkidir.

(2) f € V[M, N] alinsin ve tersine f kismi tersinir olsun. Bu durumda, d := fh =
d* # 0 olacak sekilde h € [N, M| vardir. Gor(d) C Gor(f) oldugundan Gor(d) < N
olur. Gor(d) = d(N) ve d(N) <; N oldugundan (1 — d)(N) = N elde edilir. Buradan,
d(N) = 0 ve dolayisiyla d = 0 olur ki bu bir geligkidir. O

Agagidaki teorem verilmeden bu baglamda daha once yapilmig ¢caligmalara deginmek
amaciyla epimorfizmalar ve monomorfizmalar i¢in parcalanma tanimi hatirlatilacaktir.
M, N modiiller ve f : M — N bir epimorfizma olsun. fg = 1y olacak sekilde
g : N — M homomorfizmas:1 varsa f epimorfizmasi parcalanir denir. Benzer sekilde
g’ : N — M bir monomorfizma olsun. f’¢’ = 1y olacak sekilde f’: M — N homomor-

fizmasi1 varsa ¢’ monomorfizmasi parcalanir denir.

M (Cy)’yi saglar = M — M her monomorfizma pargalanir = M genis kisitlanmgtir.

N (Dy)’yi saglar = N — N her epimorfizma parcalanir = N dar kisitlanmigtir.

gerektirmeleri kolayca goriilebilir.
Beidar ve Kasch [3, Theorem 2.3(a)|’de M’den M ’ye her monomorfizmanin pargalan-
mast durumunda her N € Mod-R i¢gin A[M, N] C Rad[M, N] oldugunu ispatlamislardir.

Fakat Kasch bu teoremi genig kisitlanmig modiilller icin ispatlayarak genellemistir. Yine
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[3, Teorem 2.3(b)]’de N’den N’ye her epimorfizmanin parcalanmasi durumunda her
M € Mod-R i¢in V[M, N] C Rad[M, N] oldugu ispatlanmigtir. Kasch bu teoremi de

dar kisitlanmig modiiller icin ispatlayarak genellemistir.

Teorem 3.3.4 [11]
1. Mg genis kisitlanmag bir modil ise her N € Mod-R i¢in A[M, N] C Rad[M, N] dir.

2. Ng dar kisitlanmag bir modiil ise her M € Mod—-R i¢in VM, N] C Rad[M, N] dir.

Ispat: (1) M genis kisitlanmig bir modiil olsun. f € A[M, N] almsm. Her g € [N, M]
icin Cek(f) C Cek(gf) C M ve Cek(f) <. M oldugundan Cek(gf) <. M’dir. Buradan,
Cek(gf) < Gor(la — gf) <e M olur. Gek(gf) N CQek(ly — gf) = 0 ve Gek(gf) <c M
oldugu i¢in Cek(1y — gf) = 0’dur. Buradan, 1y, — gf : M — M, Gor(1ly — gf) <. M
olan bir monomorfizmadir. M genig kisitlanmig bir modiil oldugundan, 1,;, — gf bir
otomorfizmadir. Onteorem 3.2.1 geregince f € Rad[M, N] elde edilir.

(2) N dar kisitlanmig bir modiil olsun. f € V[M, N| alinsmn. Her g € [N, M] igin
Gor(fg) C Gor(f) € N ve Gor(f) < N oldugundan Gér(fg) < N'dir. Ayrica,
Cek(1y — fg) C Gor(fg) ve Gor(fg) < N oldugundan Cek(1y — fg) < N elde edilir.
Gor(fg) + Gor(1y — fg) = N ve Gor(fg) < N oldugundan Gor(ly — fg) = N'dir. Bu-
radan, 1y,—fg: N — N, Cek(1xy—fg) < N olan bir epimorfizmadir. N dar kisitlanmig
bir modiil oldugundan, 1y — fg¢ bir otomorfizmadir. Onteorem 3.2.1’den f € Rad[M, N]
elde edilir. O

3.4 [R,M] Durumu

Bu boliime kadar M, N sag R-modiiller olmak {izere [M,N] i¢in 6nemli altyapilar
tamimlandi ve bunlarin énemli 6zellikleri incelendi. Bu bélimde [R,M] = M izo-
morfizmas: yardimiyla M modiilii i¢in benzer altyapilar nasil tamimlanir sorusu ce-
vaplandirilacaktir. Ayrica, M modili icin bu altyapilar ile ilgili 6nemli ozellikler ve
ornekler incelenecektir.

M sag R-modilt i¢in M* = [M,R], M’nin dual modiilii olsun. [R, M]'nin M

modilii ile belirlenebilir olmas:,

[R,M]> B+ B(1) € M
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seklinde tanimli p : [R, M| — M izomorfizmast ile saglanir. Ilk olarak g3 € [R, M] kismi
tersinir homomorfizmasinin p izomorfizmasi altindaki goriintiisii incelenecektir. 5 kismi

tersinir olsun. Bu durumda,
pB=e=¢e>#0, e€End(Rg)
olacak sekilde ¢ € M* vardir. Buradan,
pB(1) =e(l) =e=e*#0,

olur ki burada e € End(Rg), e(1) = e € R eleman ile soldan carpma ile belirlidir. Ote

yandan eger

p(m)=e=e?#0

olacak sekilde m € M, ¢ € M* var ise ve eger € [R, M], f(x) = mx, x € R seklinde

tanimli ise,
©B(x) = p(mz) = p(m)r = ex
olur ve dolayisiyla
pB=e, B(1)=m

elde edilir.

Simdi, M modiilii igin kismi tersinir eleman tanimi yapilabilir.

Tanim 3.4.1 [11] M bir modiil olsun.
1. 0 # p(m) egkare olacak gekilde bir ¢ € M* var ise m € M kismi tersinirdir denir.
2. Tot(M) := {m € M | m kismi tersinir degildir.}
Keyfi M, N sag R—modiilleri i¢in Rad[M, N] C Tot[M, N] oldugu bilinmektedir. Bu
kapsama modiil durumu i¢in de saglanmaktadir: eger m € Rad (M) ise keyfi ¢ € M* i¢in

¢(m) € Rad(R)’dir ve bu durumda ¢(m) sifirdan farkl bir egskare olamaz, dolayisiyla

m € Tot(M) elde edilir. Jimdi radikal ve total i¢in esitlik durumu incelenecektir.

Onerme 3.4.2 [11] M € Mod-R projektif olsun. Bu durumda,

1. Rad(R) = Tot(R) ise Rad(M) = Tot(M) 'dir.
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2. Rad(FEy) = Tot(Ey) ise Rad(M) = Tot(M) dir.
3. M sonlu tretilmis bir modil ve Rad(M) = Tot(M) ise Rad(Ey) = Tot(Eyy) 'dir.

Ispat: (1) Rad(R) = Tot(R) olsun. Rad(M) C Tot(M) her zaman saglandigindan,
sadece Tot(M) C Rad(M) oldugu gosterilecektir. x € Tot(M) almsm. M projektif bir
modiil oldugundan Onteorem 2.3.10 geregince M dual tabana sahiptir. (Yo)aer M’de
ve (@a)acr M* = [M, R)’da olmak iizere ((Ya)acr, (Ya)acr) M'nin dual tabani olsun.
Dual taban tanimi geregi, = Y _ . yapa(x) seklinde yazilabilir. Eger bir ¢, € M*
i¢in ¢, (x) ¢ Tot(R) ise bu ¢, (z) kismi tersinir olur. Yani 0 # e = sp,(r) = €2 olacak
sekilde s € R vardir. Bu durumda, ¢ : M — R, ¥(m) = sp.(m) seklinde tammh
sag R-modiil homomorfizmasi igin ¥ (x) = s, (z) = ¢ = €* # 0 olup z kismi tersinir
elde edilir. Bu ise € Tot(M) olusu ile gelisir. Dolayisiyla, ¢, (x) € Tot(R) = Rad(R)
olur. Ayrica, MRad(R) C Rad(M) oldugundan y,p.(z) € Rad(M)’dir. O halde, z €
Rad(M) ve Rad(M) = Tot(M) elde edilir.

(2) Rad(Fy) = Tot(E)) olsun. Sadece Tot(M) C Rad(M) oldugu gosterilmelidir.
m € Tot(M) almsin ve U M'nin M = mR + U olacak sekilde bir altmodiilii olsun.

Eger {u; | ¢ € I} U'nun iireteclerinin bir ailesi ise {m,w; | ¢ € I} M nin tireteglerinin
bir ailesi olur. Bu durumda, {m,u; | i € I}, {p,¢; | i € I} dual taban olacak gekilde
{o,0i | © € I}, p,p; € M* ailesi vardir. Ayrica, p : [R,M] — M izomorfizmasi
goz oniine alindiginda p(f,,) = f(1) = m olacak sekilde f,, € [R, M| vardir ve
m € Tot(M) oldugundan f,, € Tot[R, M]'dir. Buradan, f,,¢ € Tot(Ey) = Rad(Ey)
olur. M projektif ve f,,¢ € Rad(F)s) oldugundan Teorem 2.3.13 geregince Gor( f,,p) =

fm(o(M)) = fin(1)p(M) = mp(M) < M elde edilir. Bu durumda,

M =mp(M) + > uipi(M) = > uipi(M) CU

ve U = M olur. O zaman, mR < M ve boylelikle m € Rad(M) elde edilir . Sonug
olarak, Rad(M) = Tot(M)'dir.

(3) M sonlu iiretilmig bir modiil ve Rad(M) = Tot(M) olsun. Sadece Tot(E);) C
Rad(E);) oldugunu gostermek yeterlidir. ¢ € Tot(E);) alinsin. Herhangi bir m € M
icin t(m)’nin kismi tersinir olmasi ¢'nin kismi tersinir olmasim gerektirdiginden ve
bu bir geligki olugturacagindan t(M) C Tot(M)'dir. Kabulden Rad(M) = Tot(M)
oldugundan ¢(M) C Rad(M) olur. Ayrica, yine kabulden M sonlu iiretilmis oldugundan

Rad(M) < M’dir ve boylece t(M) < M olur. M projektif ve t(M) < M oldugundan
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Teorem 2.3.13 geregince ¢ € Rad(E))’dir. Sonug olarak, Rad(Ey;) = Tot(E)y) elde

Ornek 3.4.3 [11] R = Z[/=5] halkas: ve A, R'nin 3 ve 1+ /=5 tarafindan iiretilen
(sag) ideali olsun. A sag R—modiilii i¢in A = Tot(A) ve 0 = Rad(A) # Tot(A) saglanir.

ispat: R = Z[v/—5] halkas1 C cisminin bir althalkas1 oldugundan tamlk bélgesidir.
Ik olarak, A = Tot(A) esitligi gosterilecektir. Tot(4) C A oldugundan A C Tot(A)
kapsamasini gostermek yeterlidir. 0 # a € A alinsin ve a kismi tersinir olsun. O zaman,
¢(a) # 0 eskare olacak sekilde ¢ € [A, R] vardir. R halkasimin eskare elemanlar,
Z halkasinin egkare elemanlar1 oldugundan ¢(a) = 1 elde edilir. Buradan, ¢(1)a =
ap(1) = 1 olur. Ayrica, R halkasiin tersinir elemanlari, Z halkasinin tersinir elemanlar
oldugundan a = 1 veya a = —1 olur ki, her iki durum da A = R ¢eligkisini dogurur.
Boylece, 0 # a € A kismi tersinir degildir ve dolayisiyla, A C Tot(A) elde edilir.
Simdi, 0 # r € Rad(R) alinsin. O zaman, 1 —r tersinirdir. R'nin tersinir elemanlar
1 ve —1 oldugundan r = 2 elde edilir. Rad(R) ideal oldugundan 0 # 2r € Rad(R)
olur. Dolayisiyla, 1 — 27 tersinir olmak zorundadir ve bu ise r = 1 ¢eligkisini dogurur.
Sonug olarak, Rad(R) = 0 elde edilir. ¢+ : A — R igerim doniigiimii olmak {izere

t(Rad(A)) € Rad(R) = 0 oldugundan Rad(A) = 0 elde edilir. O

Tanim 3.4.4 [9] M sag R—modiilii i¢in A(M) ve V(M) altyapilarn da iyi tanimhdir
ve

A(M) = p(A[R, M]) ve V(M) = p(V[R, M)

seklinde tanimlanir.

Onerme 3.4.5 [9] M saj R-modiilii icin asagqidakiler saglanar.

2. V(M) = Rad(M)
3. Tot(M) = p(Tot[R, M])

4. Rad(M) C p(Rad[R, M])
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Ispat: (1) m € A(M) almsin. O halde, m = p(f) = f(1) olacak sekilde f € A[R, M|
vardir ve Cek(f) <. Rg'dir. Ayrica, mCek(f) = 0 ve Cek(f) <. Rg oldugundan
m € Z(M) elde edilir. Dolaywsiyla, A(M) C Z(M) olur. Ters kapsama i¢in, m €
Z(M) almsm. ann,(m) <. Rg'dir. f : R — M sag R-homomorfizmas1 f(1) = m
seklinde tanimlansin. Bu durumda, Cek(f) = ann,.(m) ve ann,(m) <. Rg oldugundan
Cek(f) <. Rg'dir. Buradan, m = p(f) = f(1) ve f € A[R, M] oldugundan m € A(M)
elde edilir. O halde, Z(M) C A(M) olur ve sonug olarak Z(M) = A(M) elde edilir.

(2) m € V(M) alinsin. O halde, m = p(f) = f(1) olacak sekilde f € V[R, M| vardir
ve Gor(f) < M’dir. Ayrica, Gor(f) = f(1)R < M oldugundan f(1) = m € Rad(M)
elde edilir. Dolayisiyla, V(M) C Rad (M) olur. Ters kapsama i¢in, m € Rad (M) alinsin.
p : [R,M] — M bir izomorfizma oldugundan p(f) = m olacak sekilde f € [R, M]
vardir. m = f(1) € Rad(M) oldugundan f(1)R = Gor(f) < M’dir ve buradan f €
V[R, M] elde edilir. Dolayisiyla, m = p(f) ve f € V][R, M] oldugundan m € V(M)
olur. O halde, Rad(M) C V(M) olur ve Rad(M) = V(M) elde edilir.

(3) f € Tot[R, M] olmak iizere p(f) = f(1) = m € p(Tot[R, M]) almsin ve aksine
m ¢ Tot(M) kabul edilsin. Bu durumda, m kismi tersinirdir ve e = ¢(m) = €2 # 0
olacak sekilde ¢ € [M, R| vardir. Simdi,

(f)?(1) = ()W) = (N D) (f)(1) = e(m)p(m) = ¢(m) = (¢f)(1)

oldugundan (pf)? = ¢f # 0 elde edilir ve bu durum f € Tot[R, M] olusu ile celisir.
Dolayisiyla, m € Tot(M) ve p(Tot[R, M]) C Tot(M) elde edilir. Ters kapsama icin,
m € Tot(M) alnsin. p : [R, M] — M bir izomorfizma oldugundan p(f) = f(1) = m
olacak sekilde f € [R, M| vardir. Aksine f ¢ Tot[R, M] kabul edilsin. Bu durumda, f
kismi tersinirdir ve (pf)* = ¢f # 0 olacak sekilde ¢ € [M, R] vardir. Simdi,

p(m)e(m) = (/) ()(f)(1) = () (())1)) = (ef)*(1) = (pf)(1) = ¢(m)

oldugundan e = p(m) = €2 # 0 elde edilir ve bu durum m € Tot(M) olusu ile gelisir.
Dolayisiyla, f € Tot[R, M| ve Tot(M) C p(Tot[R, M]) elde edilir.

(4) Rad[R, M]'nin tammindan f € Rad[R, M] olmas: i¢in gerek ve yeter kosul her
¢ € M* = [M,R] i¢in ¢f € Rad(End(R)) olmasidir. Ayrica, End(R) = R oldugu
bilinmektedir, dolayisiyla ¢ f € Rad(End(R)) ile (¢f)(1) € Rad(R) olusu denktir. Bu
iki ifadeden,

f € Rad[R, M]'dir. < her ¢ € M* = [M, R] i¢in (¢f)(1) € Rad(R)’dir.
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denkligi elde edilir. Bu denklik yardimiyla,
p(Rad[R, M]) ={m € M |Vp € M*, p(m) € Rad(R)}

seklinde yazilabilir. Simdi, m € Rad(M) alinsin. Herhangi bir ¢ € M* homomorfizmasi
i¢cin p(Rad(M)) C Rad(R) oldugundan m € p(Rad[R, M]) elde edilir. Sonug olarak,
Rad(M) C p(Rad[R, M]) olur. O

Onerme 3.4.5(4) ile birlikte Rad(M) = p(Rad[R, M]) esitliginin saglanip saglanmadi-
g1 sorusu sorulabilir. Bu soru ilk olarak Kasch ve Mader tarafindan [9]'da sorulmustur.

Lee ve Zhou [18] bu esitligin her zaman saglanmadiginm agagidaki 6rnekle gostermiglerdir.

Ornek 3.4.6 [18] R = Z ve M = 2R olsun. Bu durumda,
1. f€[R,M], f(1) =2 olmak iizere Rad[R, M| = {0, f} dir.
2. p(Rad[R, M]) = M fakat Rad(M) = 0’dr.

Ispat: (1) [R, M] = {0, f} ve g(2) = 2 olmak iizere [M, R] = {0, g} oldugu kolayca
goriilebilir. (1z — 0f)(1) = 1 ve (1g — gf)(1) = 1 —2 = 3 oldugundan 1z — 0f
ve 1gp — ¢gf End(R)'nin tersinir elemanlarindandir. Bu durumda, f € Rad[R, M] ve
Rad[R, M| = {0, f}dir.

(2) p(Rad[R, M]) = {0(1), f(1)} = {0,2} = M’dir. Fakat, M basit bir R-modiil
oldugundan Rad(M) = 0’dir. Dolaysiyla, Rad(M) # p(Rad[R, M]) elde edilir. O

3.5 Yerel injektif ve Yerel Projektif Modiiller

Yerel injektif ve yerel projektif modiiller F.Kasch tarafindan 2002 senesinde tanimlanmis-
tir. Yerel injektif modiiller injektif modiillerin; yerel projektif modiiller ise projektif
yaritam modiillerin bir genellemesi oldugundan, bu genellemelerle ilgili ters 6rnekler
incelenecektir. Daha sonra, bu modiillerin [M, N|'nin radikal, tekil, eg-tekil idealleri ve
total yari-ideali ile ilgileri verilecektir. Bu kisimda son olarak, sag Noether halkalarin

bir karakterizasyonu elde edilecektir.

Tanimlar 3.5.1 [12]
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1. Bir M modiiliiniin her A C M genis olmayan altmodiilii icin A N Q) = 0 olacak
sekilde 0 # @ < M injektif altmodiilii var ise M yerel injektif modul olarak

adlandirilir.

2. Bir M modiiliiniin her B C M dar olmayan altmodiilii icin P C B olacak sekilde
0 # P <4 M projektif altmodiilii var ise M yerel projektif modiil olarak ad-

landirilir.

Ornekler 3.5.2 [12]
1. Injektif modiiller yerel injektiftir.

2. Projektif, yaritam modiiller yerel projektiftir.

Ispat: (1) V injektif bir modiil olsun. A V'nin genis olmayan bir altmodiilii olsun.
Bu durumda, AN C = 0 olacak sekilde 0 # C' < V vardir. Buradan, 0 # C <, E(C)
olacak sekilde F(C') C V olan, C'nin bir injektif zarfi vardir. Ayrica, ANC =0 ve 0 #
C <. E(C) oldugundan AN E(C) =0 ve E(C) # 0’dir. Sonug olarak Tanmim 3.5.1(1)
geregince V yerel injektiftir.

(2) P projektif, yaritam bir modiil olsun. B, P'nin dar olmayan bir altmodiilii ol-
sun. v : P — P/B doniigiimiinii gz 6niine alahm. P yaritam oldugundan kabulden
vy = v|p, donligimii P/B’nin projektif ortiisii olacak gekilde P = P; & P, ayrigimi
vardir. Yani; Cek(v) < P ve P, C Cek(v) = B'dir. Eger P, = 0 ise o zaman, P, = P
ve Cek(vy) = Cek(v) = B < P olur ki bu bir geligkidir. Buradan, P, # 0, B tarafindan
kapsanan P’nin istenen projektif dik toplananidir. Sonug olarak, Tanim 3.5.1(2) geregince

P yerel projektiftir. OJ

Ornekler 3.5.3 [18]
1. Yerel projektif olup projektif olmayan bir modil vardir.

2. Yerel injektif olup injektif olmayan bir modiil vardir.

Ispat: (1) Her i = 1,2,... icin F, = Z, olmak iizere Q = [[;2, F; olsun. R ile
;- Fi ve 1 tarafindan tiretilen 'nun althalkasi gosterilsin. O zaman, [6, Onteorem
17] geregince her R—modiiliin sokulu sifirdan farkhidir ve [17, 8.97, Sonug 3.73] geregince

her basit R—modiil sifirdan farkli bir injektif altmodiil kapsar. Dolayisiyla, her ¢ =
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1,2,... i¢in F; basit R—modil oldugundan F; injektif R-—modiildiir. Ayrica, F; <; Rg
oldugundan F; projektif R—modiildiir. R I-sonlu bir halka olmadigindan, Teorem 2.6.13
geregince R sag tam bir halka degildir. Simdi, R sag tam bir halka olmadigindan [8,
s.144, Teorem 5.14] goz oniine alindiginda P := (RX)p modiilii projektif olmayacak
sekilde X indis kiimesi vardir. Simdi, P’nin sifirdan farkli her devirli altmodiiliiniin
bir projektif ve bir injektif altmodil kapsadigi gosterilecektir. 0 # a, € R, x € X
olmak tizere 0 # a = (..., a,,...) € P ise a, # 0 oldugundan ra, # 0 olacak sekilde
0#r e F;, CRveivardir. Ayrica, R(ra) = R(ra,) = F; oldugundan R(ra), Ra'nin
projektif ve injektif altmodiili olarak elde edilir.

P yerel projektiftir: P P’nin dar olmayan bir altmodiilii olsun. P # 0’dir. 0 # o € P
almsm. ra # 0 olmak iizere R(ra) < Ra < P ve R(ra) projektif olacak sekilde
0 # r € F;, C R vardir. Ayrica, R(ra) < P injektif oldugundan R(ra) <; P’dir.
Dolayisiyla, Tanim 3.5.1(2) geregince P yerel projektiftir.

(2) R halkas: (1)'in ispatinda tanimlanan halka olsun. Ilk olarak, Ry modiiliiniin
yerel injektif oldugu gosterilecektir. A C Rp genis olmayan bir altmodiil olsun. Bu
durumda, AN X = 0 olacak sekilde 0 # X < Rg vardir. (1) kismunin ispatindan, her
R-modiiliin sifirdan farkli bir injektif altmodil kapsadigi bilinmektedir. Dolayisiyla,
AN Q = 0 olacak gekilde 0 # @ < X < Rp injektif altmodiilii vardir. Tanim 3.5.1(1)
geregince Rp yerel injektiftir. Fakat, Rp injektif bir modiil degildir. Rp < ([[;2, Z2)r
oldugu agiktir. Ayrica, Z, modiilii injektif oldugundan [];°, Zy injektif R-modiildiir.
Fakat E(Rg) = [[;2, Z> # R oldugundan Rp injektif degildir. 0O

Teorem 3.5.4 [12]
1. M moduili i¢in asagidakiler denktir.

(1) M yerel injektif modiildiir.

(i1) Her N € Mod-R i¢in A[M, N]| = Tot[M, N| dir.
2. N modili i¢in asaqidakiler denktir.

(i) N yerel projektif modildir.

(i1) Her M € Mod-R i¢in V[M, N| = Tot[M, N| dir.
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Ispat: (1) (i) = (i) Onteorem 3.3.3 geregince her N € Mod- R icin A[M,N] C
Tot[M, N|'dir. Dolayisiyla, sadece Tot[M, N] C A[M, N| kapsamas: gosterilmelidir.
Bunun igin Cek(f) M’de genig olmayacak sekilde f € [M,N] alinsin. Cek(f) M’de
genig olmadigindan, Cek(f) N @ = 0 olacak sekilde sifirdan farkh injektif @ C M

vardir. Buradan, asagidaki homomorfizma

@3z fz) e f(Q)

bir izomorfizmadir. Buradan, @ injektif oldugundan f(Q) injektiftir. Ayrica @, f(Q) in-
jektif oldugundan @ <; M ve f(Q) <4 N'dir. Dolaysiyla, Onteorem 3.1.1(4) geregince
f kismi tersinirdir. Sonug olarak, Tot[M, N| C A[M, N] elde edilir.

(17) = (i) A € M genis olmayan bir altmodil olsun ve v : M — M /A ile Cek(v) =
A olan dogal epimorfizma gosterilsin. [ injektif bir modiil olmak tizere g : M/A — I
bir monomorfizma olsun (6rnegin I, M/A'nin injektif zarfi olabilir). Cek(gr) = A
ve A M’de genis olmadigindan kabulden gr kismi tersinirdir. Bu durumda, asagidaki

homomorfizmay1
h:Q >z gv(x) el

bir izomorfizma yapan 0 # @ <; M ve C' <; I vardir. I injektif oldugundan C' ve
@ injektiftir. Ayrica, h bir izomorfizma ve Cek(gr) = A oldugundan AN Q = 0 elde
edilir. Sonug olarak, M yerel injektiftir.

(2) (i) = (i) Onteorem 3.3.3 geregince her M € Mod- R i¢in V[M, N] C Tot[M, N]-
dir. Dolayisiyla, sadece Tot[M, N| C V[M, N] kapsamasi gosterilmelidir. Bunun igin
Gor(f) N’de dar olmayacak sekilde f € [M, N] almsin. Kabulden P projektif ve
P C Gor(f) olacak seklide 0 # P <4 N vardir. P <; N oldugundan 7 : N — P
izdligiimii vardir. Ayrica, P C Gor(f) oldugundan 7 f doniigiimii bir epimorfizmadir.

P projektif oldugundan 7 f epimorfizmas1 parcalanir:
M =M, & Cek(nf) ve nf|ay: My > 2 — wf(x) € P

bir izomorfizmadir. Dolayisiyla, Onteorem 3.1.1(4)'den 7 f ve Onteorem 3.1.16’dan f
kismi tersinirdir. Sonug olarak, Tot[M, N] C V[M, N] elde edilir.

(i1) = (i) B € N dar olmayan bir altmodiil olsun ve ¢ : B — N ile igerim
dontigiimi gosterilsin. W projektif bir modiil olmak tizere g : W — B bir epimorfizma
olsun (6rnegin W, serbest bir modiil olabilir). Gér(tg) = B ve B N’de dar olmadigindan

kabulden g kismi tersinirdir. Bu durumda, asagidaki homomorfizmay1
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h: K> xw—9(x) € P

bir izomorfizma yapan 0 # K <; W ve P <; N vardir. W projektif oldugundan K
ve P projektiftir. Ayrica, Gor(tg) = B oldugundan tg(K) = P C B elde edilir. Sonug
olarak, N yerel projektiftir. 0

Simdi Teorem 3.5.4’te elde edilen sonuglar [R, M| ve p yardimiyla M modiilii igin

verilecektir.

Sonug 3.5.5 [9] R bir halka olsun. Bu durumda,

1. Rr sag R-modilunin yerel injektif olmasy i¢in gerek ve yeter kosul her M €
Mod-R i¢in A(M) = Tot(M) olmasidar.

2. Rpg yerel injektif ve Mg yerel projektif ise A(M) = Rad(M) = Tot(M) 'dir.
Teorem 3.5.6 [11] M yerel projektif modiil olsun. Bu durumda,

1. Rad(M) < M “dir.

2. Rad(M) = Tot(M) dir.

Ispat: (1) M yerel projektif modiil olsun ve aksine Rad(M), M’de dar olmasm.
Yerel projektif modiil tanimindan, P C Rad(M) olacak sekilde 0 # P <; M projektif
altmodiilii vardir. M = P & A yazlsin. O zaman, Rad(M) = P @ (A N Rad(M))
ve Rad(M) = Rad(P) & Rad(A) olur. P C Rad(M), Rad(P) C P ve Rad(A) C A

oldugundan modiiler kurali geregince,
P =Rad(P)® (PNRad(A)) = Rad(P)

elde edilir. Fakat, sifirdan farkli projektif modiil radikalinden farkli oldugu i¢in bu bir
celigkidir.
(2) Teorem 3.5.4(1) geregince agiktir. O

Teorem 3.5.7 [11] M projektif modiilii i¢in Rad(M) < M ve Rad(M) = Tot(M) ise

M yerel projektiftir.
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Ispat: M projektif modiilii i¢in Rad(M) < M, Rad(M) = Tot(M) ve B C M dar
olmayan bir altmodiil olsun. Kabulden B ¢ Rad(M) = Tot(M)’dir. Bu durumda, B
kismi tersinir bir b eleman kapsar. O zaman, 0 # d := bp = d*> € E); olacak sekilde
¢ € [M, R] vardir. Simdi, 0 # d(M) = bp(M) <4 M oldugu icin d(M) projektiftir.
Ayrica, d(M) = bp(M) C bR C B oldugundan M yerel projektif elde edilir. O

Sonug 3.5.8 [11] R halkas: i¢in Rad(R) = Tot(R) ise Rr ve rR yerel projektiftir.

Ispat: Rp, rR projektif ve sonlu iiretilmis R = 1R = R1 icin Rad(R) < Rp ve
Rad(R) < R’dir. Dolayisiyla, Teorem 3.5.7 geregince Rr ve gR yerel projektiftir. O

Sonug 3.5.9 [11]
1. M yerel injektif ise her N € Mod-R i¢in V[M, N] C A[M, N] dir.
2. N yerel projektif ise her M € Mod-R i¢in A[M,N| C V[M, N| dir.

Ispat: (1) M yerel injektif olsun. Her N € Mod-R i¢in V[M, N] C Tot[M, N] oldugu

bilinmektedir. Kabulden, Teorem 3.5.4(1) geregince V[M, N| C A[M, N| elde edilir.
(2) N yerel projektif olsun. Her M € Mod-R i¢in A[M, N] C Tot[M, N| oldugu

bilinmektedir. Kabulden, Teorem 3.5.4(2) geregince A[M, N] C VM, N] elde edilir. OJ

Sonug 3.5.10 [11]

1. M yerel injektif ve genis kisitlanmasg bir modiil ise her N € Mod-R i¢in A[M, N] =
Rad[M, N] = Tot[M, N| dir.

2. N yerel projektif ve dar kisitlanmas bir modil ise her M € Mod-R i¢in V[M, N| =
Rad[M, N] = Tot[M, N| dir.

ispat: (1) M yerel injektif ve genig kisitlanmig olsun. N € Mod-R alinsin. Te-
orem 3.3.4(1) geregince A[M, N] C Rad[M, N]'dir. Ayrica, Rad[M, N] C Tot[M, N|
oldugu bilinmektedir. M yerel injektif oldugundan

A[M, N] € Rad[M, N] € Tot[M, N] = A[M, N]
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elde edilir. Dolayisiyla, A[M, N| = Rad[M, N] = Tot[M, N|'dir.

(2) M yerel projektif ve dar kisitlanmig olsun. M € Mod—R alinsin. Teorem 3.3.4(2)
geregince V[M, N] C Rad[M, N]'dir. Ayrica, Rad[M, N] C Tot[M, N| oldugu bilinmek-
tedir. M yerel projektif oldugundan

V[M, N] € Rad[M, N] C Tot[M, N] = V[M, N]

elde edilir. Dolayisiyla, V[M, N] = Rad[M, N] = Tot[M, N|'dir. O

Onerme 3.5.11 [11]
1. Injektif modillerin keyfi dik toplamu yerel injektiftir.
2. Eger V' yerel injektif ve V<, M ise M yerel injektiftir.

Ispat: (1) Her i € I icin Q; injektif olmak iizere V := P,c; Qi olsun. A, V'nin genis
olmayan bir altmodiilii olsun. Bu durumda, ANC' = 0 olacak sekilde 0 # C' < V vardur.
(' sonlu iiretilmis olmak tizere 0 # Cy < C segilsin. Bu durumda, AN Cy = 0'dir. Cj
sonlu iiretilmis oldugundan Cy C @ = P, 1, Qi olacak sekilde Iy C I sonlu kiimesi
vardir. Buradan, () injektif oldugundan 0 # Cy <. )y olacak sekilde Qg C @ olan, Cy'in
bir injektif zarfi vardir. Ayrica, ANCy =0 ve 0 # Cy <. Qp oldugundan AN Qy =0
ve Qo # 0’dir. Sonug olarak, Tanmim 3.5.1(1) geregince V' yerel injektiftir.

(2) A, M’nin genis olmayan bir altmodiilii olsun. Bu durumda, A N C' = 0 olacak
sekilde 0 # C' < M vardir. V' <, M oldugundan VN C # 0’dir. Ayrica, (ANV)N (VN
C) C ANC = 0 oldugundan ANV V’de genig degildir. Kabulden (ANV)NE =0
olacak gekilde 0 # @ C V injektif altmodiilii vardir. AN Q = 0 oldugu gosterilirse M
yerel injektif elde edilir. Tersine A N Q # 0 olsun. Bu durumda, V' <, M oldugundan
VN (ANQ) # 0 elde edilir ki bu (ANV)NQ = 0 ile geligir. Dolayisiyla, ANQ =0
elde edilir. 0

Teorem 3.5.12 [12] M modiili i¢in asagidakiler denktir.
1. M wyerel injektiftir.

2. @, Qi <e M olacak sekilde injektif Q; € M modiillerinin bagimsiz {Q; | i € 1}
atlest vardar.
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Ispat: (1) = (2) Injektif Q; € M modiillerinin bagimsiz {Q; | i € I} ailelerinin artan
zincirinin birlesimi yine bu tiirden bir aile oldugundan Zorn Onteoremi uygulanabilir.
Dolayisiyla, genelligi bozmadan {Q; | ¢ € I} ailesini maksimal olarak kabul edebiliriz.
Simdi, @,.; Qi <. M oldugu gosterilecektir. Tersine, ,.; Q; M’de genis olmasim.
Kabulden (D,.; Qi) N Q = 0 olacak sekilde @ € M injektif altmodiilii vardir. Bu ise
{Qi | @ € I} ailesinin maksimal olusu ile celisir. Sonug olarak, @, ., Q; <. M elde
edilir.

(2) = (1) Kabulden ,.; Q; <. M olacak sekilde injektif (); € M modiillerinin
bagimsiz {Q; | i € I} ailesi vardir. Onerme 3.5.11(1) geregince @, ; Q; yerel injektiftir,
Buradan, @,., Q; <. M oldugundan Onerme 3.5.11(2) goz 6niine ahndiginda M yerel
injektif elde edilir. O

Agagidaki teorem yardimiyla sag Noether halkalarin yerel injektif modiillerle de
karakterize edilebilecegi gosterilecektir. Bu teorem Beidar ve Kasch [3] tarafindan bazi
ozel halka simiflar1 i¢in gosterilmis fakat, Beidar ve Ke tarafindan her halka sinifi i¢in

dogru oldugu ispatlanmigtir.

Teorem 3.5.13 [4] R halkasi i¢in asaqidakiler denktir.

1. R sag Noether halkadur.

2. Injektif sag R-modillerin dik toplamlarinin genis genislemesi, injektif saj R—
modillerin dik toplamadar.
3. S |i=1,2,..} basit sag R—modillerin bir ailesi olmak tizere @ E(S;) 'nin genis

=1
genislemest, injektif sag R—modillerin dik toplamaidar.

4. {Si|i=1,2,...} basit sag R—modillerin bir ailesi olmak tzere @E(S;) injektif
el
olacak sekilde N’nin bir sonsuz I altkimesi vardir.
Ispat: (1) = (2) Teorem 2.7.7 geregince aciktir.
(2) = (3) Kabulden agiktur.
(3) = (4) {S; | i = 1,2,...} basit sag R-modiillerin bir ailesi ve her i € N i¢in
Ei = E(SZ) olsun.
G:=@E; ve E = E(G)
i€N
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seklinde tamimlansin. Eger G = E ise ispat biter. G # E olsun ve z € E\G almsin.
Zorn Lemma’dan E'nin G C P ve © ¢ P Ozelligine gore maksimal olan bir P alt-
modilii vardir. £ # P oldugundan E/P # 0’dir. Ayrica, E/P modiiliniin sifirdan
farkli altmodiillerinin arakesitinin sifirdan farkli oldugu ve bu arakesitin z 4+ P ta-
rafindan tiretildigi kolayca gosterilebilir. @El =G <, EveG C Poldugundan G <, P
olup kabulden P injektif modiillerin dikzetiplamldlr. Yani 0 # Uy injektif modiiller ol-
mak tlizere P = @ Uy'dir. © ¢ P ve P <., F oldugundan P injektif degildir ve boylece
|K| = oo olur. f[?f] = |Ks| = 0o ve K1 N Ky = @ olmak tlizere K = K; U K, olarak
yazilsin. V.= @ Uy ve W = @ Uy olsun. Bu durumda, P = V& W olur. V' V'nin ve
W' W'nin E f(;eiildeki genis k;§§;1§1a1‘1 olsun. F injektif oldugundan V' ve W’ injektif
olur ve buradan V' @& W' injektif elde edilir. G <, Eve GC P=V oW CV' W

oldugundan V' @ W’ <, E olur ve E =V’ @ W' elde edilir. Boylece,
E/P=V'eW))/VeW=V/V)e (W /W)

olur. E/P’nin sifirdan farkli altmodiillerinin arakesiti sifirdan farkl oldugundan V' =
V veya W' = Widir. V! = V| yani V injektif olsun. G := EBE(SZ) ve Soc(S;) =
Soc(E(5;)) = S oldugundan Soc(G) = PSoc(E(S;)) = Q}Z%Ij elde edilir. Ayrica,
Soc(G) = @S; <c G <. P oldugundan heiei € K igin Soc((zfekN) = Soc(P) N U, <, Uy
olur. Ozel Z(E)Il\Tau%d{ her k € K igin Soc(Uy) # 0’dir. Buradan, her k € K igin T, C Uy
olacak sekilde T} basit altmodiillerini ve her k£ € K i¢in T =2 S;;, olacak sekilde farklh
elemanlardan olugan I = {i; | k € K1} C N altkiimesi segilebilir. £}, Ti'nin Uy iginde
bir genig kapanigt olsun ve her k € K, igin Uy = E} & Uj, olarak yazilsin. O zaman,
V=16 E, P[P U] olur. Boylece, € Ej. bir injektif modiildiir. Her k£ € K igin
keK: keK: keK:

L}, = E(Si) oldugu agiktir. Sonug olarak, @E(S;) = P Ej oldugundan PE(S;)
injektif olacak sekilde N'nin bir sonsuz [ altkliei;nesi elde ekjiil(rlnig olur. <

(4) = (1) Tersine R halkasmin sag Noether olmadigi kabul edilsin. Dolayisiyla, R
yerel olarak Noether de degildir. Bu durumda, R’nin sonlu iiretilmigbir L sag ideali
vardir ki bu ideal sonlu tretilmis ideallerin Ky C Ky C --- C K, C ... artan dizisine
sahiptir. Ko = 0 ve K = U K; seklinde tammmlansin. K; ; C K; oldugundan Zorn
Lemma’dan her K;, K;_; CZEE olacak gekilde L; maksimal sag idealini kapsar. S; :=

K;/L; ve E; = E(S;) seklinde tammlansin. Ayrica, «; doniigiimleri
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doniigtimlerinin bilegkelerinin geniglemeleri olsun. Yani i,5 € N,7 > i olmak iizere

a;(K;) = S; ve a(K;) = 0 olsun. Kabulden £ = @FE; injektif olacak sekilde I C N
il
sonsuz altklimesi vardir.

a: K — [[E; dontigiimi a(x) = (a;(2))er seklinde tanmimlansin.
el

x € K alinsin. O zaman, x € K; olacak sekilde ¢ € I vardir. Bu durumda, her 5 > i olan

j € I igin aj(z) = 0’dir. Boylece, her z € K icin a(x) € E = @E; C [[ E; oldugundan
il i€l
a(K) C E elde edilir. E injektif oldugundan « doéniigiimii & : L — E olmak tizere L’ye

genigler. L sonlu tiretilmis oldugundan «(L) C @ E; olacak sekilde sonlu F' C [ vardir.

Buradan, a(K) C @Ej - @EZ olur. Ote y;relgan, her j € Jigin j < i olani € [

alinsim. E; N (@Ej)EF: 0 olcﬁ[gundan S; € P E; dir. Fakat S; = a(K;) € a(K) ve

a(K) C G% Ej](iliiugundan S; C 62 E; geligkiéiE glde edilir. Sonug olarak, R sag Noether
je j€

halkadar. 0

Sonug 3.5.14 R halkas: i¢in asagidakiler denktir.

1. R sag Noether halkadar.
2. Her yerel injektif sag R—modul injektiftir.
3. Her yerel injektif sag R—modil injektif sag R—modiillerin dik toplamadar.

Ispat: (1) = (2) M yerel injektif sag R-modiil olsun. Teorem 3.5.12 geregince
@Q, <. M olacak sekilde injektif @; C M modiillerinin bagimsiz {Q; | i € I} ailesi
ifealrdlr. R sag Noether halka oldugundan Teorem 2.7.7 geregince @Qi injektiftir. Bu-
radan, @Qi <4 M olacagindan @Qi = M ve M injektif olur. =

(2) l——€>I (1) I bir indis kiimesi ozlerflak tzere {E; | i € I} injektif R—modiillerin bir ailesi

ve PE; <. E olsun. Injektif modiillerin keyfi dik toplami yerel injektif oldugundan

el
P E; yerel injektiftir. Kabulden @ F; injektif olur. Dolayisiyla, @ E; <; E elde edilir.
il il iel
Ayni zamanda, @F; <. E oldugundan @ F; = E olur. Sonug olarak, Teorem 3.5.13(2)
i€l il

gerceklendiginden R sag Noether halka elde edilir.

(1) = (3) M yerel injektif sag R—modiil olsun. Teorem 3.5.12 geregince PQ; <. M
il
olacak sekilde injektif @); € M modiillerinin bagimsiz {Q; | i € I} ailesi vardir. R sag

Noether halka oldugundan Teorem 2.7.7 geregince @Q); injektiftir. Buradan, PQ; <4
icl il
M olacagindan @Q); = M elde edilir.
iel
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(3) = (1) I bir indis kiimesi olmak tizere { E; | i € I} injektif R—modiillerin bir ailesi
ve @E@ <. F olsun. Injektif modiillerin keyfi dik toplami yerel injektif oldugundan
@Elyerel injektiftir. Ayrica, Onerme 3.5.11(2) geregince F yerel injektiftir. Kabulden
zL%Iinjektif sag R-modiillerin dik toplami olur. Sonug olarak, Teorem 3.5.13(2) geregince

R sag Noether halka elde edilir. O
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4 DUZENLILIK VE Homp(M, N)’nin ALTYAPILARI

M ve N sag R-modiiller olsun. [M, N]'nin bir Ey-Ej;—bimodiil oldugu 6nceki boliimde
belirtilmigti. Bu bdliimde diizenli homomorfizmalar incelenecek ve diizenli altkiime
tanimu ile birlikte [M, N]'nin tek en biiyiik diizenli alt-bimodiilii Reg[M, N]'ye sahip
oldugu gosterilecektir. Ayrica diizenliligin genellemesi olan yaridiizenlilik arastirilacaktur.
Son olarak, yarigiicliiliik, yaridiizenlilik, Reg[M, N| ve [M, N]'nin diger altyapilar1 arasin-

daki iligkiler incelenecektir.

4.1 Duzenlilik

M ve N modiiller olsun. Tamim 3.1.4’te eger f € [M, N] i¢in fgf = [ olacak sekilde

g € [N, M] var ise, f homomorfizmasima diizenli homomorfizma denilmisti.

Tanim 4.1.1 [13] M ve N modiiller olsun.

1. X C [M,N] olsun. Eger X'in her eleman: diizenli ise X altkiimesine dizenlidir

denir.

2. Eger [M, N]'nin her elemam diizenli ise [M, N|'ye diizenlidir denir.

Izomorfizmalar yardimiyla diizenli homomorfizma tammmin modiil ve halka icin
verilen diizenli eleman tanimiyla cakigtigr gosterilebilir. p : [R, N] — N, p(f) = f(1)
seklinde taniml izomorfizma ile N modiilii i¢in diizenli eleman tanimina ulagilir. Benzer

durum End(Rg) = [R, R] = R izomorfizmasi ile R halkas: igin gegerlidir.
Onteorem 4.1.2 [10] f € [R, N] ve n:= f(1) € N olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
1. f diizenlidir.

2. n diizenlidir.

Ispat: (1) = (2) f diizenli oldugundan fgf = f olacak sekilde g € [N, R] vardir.
Buradan n = f(1) = (fgf)(1) = f(1.9(f(1))) = f(1)g(n) = ng(n) oldugundan n

diizenlidir.
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(2) = (1) n = f(1) diizenli ve r € R olsun. O zaman n = ng(n) olacak sekilde
g € [N, R] vardir. Simdi,

fr) = fU)r=nr=(ng(n))r

oldugundan f = fgf ve f diizenli elde edilir. O

Teorem 4.1.3 [9] M ve N modiller olsun. Eger f € [M,N] dizenli ve g € [N, M]
wein fgf = f ise asagqidakiler saglanar.

M = Cek(f) ® Gor(gf)
N = Gor(f) & Cek(fg)

Ispat: f diizenli ve fgf = f olsun. e := fg ve d := gf seklinde tamimlasin. e = €2 ve
d = d* oldugu agiktir. Boylece, M = d(M) & (1 — d)(M) ve N = ¢(N) @ (1 — ¢e)(N)
ayrigimlar1 elde edilir. f(1 —d) = f — fgf = 0 oldugundan f(1 — d)(M) = 0’dr.
Dolaysiyla, (1 — d)(M) C Cek(f) olur. §imdi, m € Cek(f) almsm. (1 — d)(m) =
m — gf(m) = m oldugundan Cek(f) C (1 — d)(M) elde edilir. Her iki kapsama ile
(1 = d)(M) = Cek(f) ve M = Cek(f) ® Gor(gf)dir

Aynica, Gor(f) = f(M) = fgf(M) = ef(M) C e(N) = fg(N) C f(M) olduggundan
Gor(f) = Gor(fg) ve N = Gor(f) @ Cek(fg) elde edilir. O

Sonug 4.1.4 [10] M ve N modiiller olsun. f € [M,N] i¢in asagidakiler denktir.
1. f duzenlidir.
2. Cek(f) <a M ve Gor(f) <q N 'dir.

Ispat: (1) = (2) f diizenli olsun. O zaman, fgf = f olacak sekilde g € [N, M] vardir.
Teorem 4.1.3 geregince istenen elde edilir.
(2) = (1) M = Cek(f) ® My ve N = Gor(f) & Ny olsun. Ayrica, m: N — Gor(f)

izdiigim doniigimii ve ¢ : My — M icerim doniigiimii olsun.

flae = fo : My — Gor(f)
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olarak tanimlansm. fy = f|y, oldugundan fy bir izomorfizmadir. Simdi, g = ¢fy~'m
seklinde tammlasin. m € M alinsin. M = Cek(f) @& M, oldugundan m = = + m olacak
sekilde = € Cek(f) ve m € My vardir. Buradan f(m) = f(m) ve fgf(m) = fgf(m) =
fufo~tmf(m) = f(n) = f(m) olur. Sonug olarak, fgf = f ve f diizenli elde edilir. [

Sonug 4.1.5 [10] M, N € Mod-R olsun. Asagidakiler denktir.
1. [M, N] dizenli homomorfizma kapsar.

2. My = Ny olacak sekilde M = My & My ve N = Ny @ Ny ayrisimlar, vardar.

Ispat: (1) = (2) f € [M,N] diizenli olsun. Cek(f) <q M ve Gor(f) <4 N’dir.
M, = Cek(f) olmak tizere M = M; & M, olacak gekilde M; < M vardir. Benzer
sekilde N; = Gor(f) olmak lizere N = N; @ Ny olacak gekilde Ny < N vardir. Bu
durumda, Ny = Gor(f) = M/Cek(f) = M/ My = M, elde edilir.

(2) = (1) M = My & My, N = Ny & Ny ve fi : My — N; bir izomorfizma
olsun. f: M — N, fla, = f1 ve f(Mz) = 0 olan homomorfizma olarak tanimlanirsa

Teorem 4.1.4 geregince f diizenlidir. ([l

Sonug 4.1.6 [9] N sag R—modiil olsun. Eger n € N dizenli ve ¢ € [N, R] i¢in n =

np(n) ise asagidakiler saglanar.
R =ann,(n) ® ¢(n)R
N=nR®{x € N | p(zx) € ann,(n)}
Ispat: p:[R,N] = N, p(f) = f(1) bir izomorfizma oldugundan n = p(f) = f(1)

olacak sekilde f € [R, N| vardir. Cek(f) = {r € R | f(r) = nr = 0} = ann,(n),

Gor(f) = f(R) = f()R = nR, Gor(ef) = ¢(f(R)) = ¢(nR) = p(n)R ve Gek(fp) =
{r € N | p(z) € ann,(n)} esitlikleri Teorem 4.1.3’te yerine konulursa R ve N igin

istenen ayrigimlar elde edilir. ([l

Sonug 4.1.7 [9] N sag R-modiil olsun. n € N i¢in asagidakiler denktir.
1. n € N dizenlidir.

2. ann,(n) <4 R ve nR <4 N dir.
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3. nR projektif R—modil ve nR <4 N “dir.

Ispat: (1) < (2) Onteorem 4.1.2 ve Sonuc 4.1.4 geregince aciktir.

(2) = (3) R projektif, ann,.(n) <4 R ve R/ann,(n) = nR oldugundan nR projektif
R-modiildiir.

(3) = (2) nR <4 N projektif R—modil olsun. o : R — nR, a(l) = n seklinde
tanimli homomorfizma bir epimorfizmadir ve nR projektif oldugundan parcalanir. Do-

layisiyla, Cek(a) = ann,(n) <; R elde edilir. O

Sonug 4.1.8 [9] N € Mod-R olsun. Asagidakiler denktir.
1. N duzenli eleman kapsar.

2. Ry = N olacak sekilde Rr = Ry & Ry ve N = Ny @ Ny ayrisimlar, vardar.
Ispat: Sonug 4.1.5'de M = R alinirsa istenen elde edilir. ([l

Nicholson [22], Mg'nin dik toplananina izomorf olan altmodiil de dik toplanan
ise M’yi direkt injektif modiil (direct injective module) ve A < Mg ve M /A M’nin
dik toplananina izomorf oldugunda A da M’de dik toplanan ise M’yi direkt projek-
tif modiil (direct projective module) olarak tanimlamigtir. Bu modiiller Mohamed ve
Miiller [19] tarafindan sirasiyla (Cy) ve (Dy) kosulunu saglayan modiiller olarak ad-
landirilip ¢aligilmigtir. Nicholson ve Zhou [20] bu kavramlar asagida verilecek tanimlar

ile genellegtirmis ve [M, N]'nin diizenliligi ile ilgili denklikleri elde etmislerdir.
Tamim 4.1.9 [20] M ve N modiiller olsun.

1. K < Nve K 2 P <; M oldugunda K <; N ise M direkt N-injektif modiil

(direct N -injective module) olarak adlandirilir.

2. K< Nve N/K=P <; M oldugunda K <4 N ise M direkt N-projektif modiil

(direct N -projective module) olarak adlandirilir.

Uyar1 4.1.10 Yukaridaki tanim ile birlikte agagidaki denklikler kolayca goriilmektedir.

M (Cy)’ye sahip (direkt injektif)’tir < M direkt M-injektiftir.
M (Dy)’ye sahip (direkt projektif)’tir < M direkt M-projektiftir.
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Onteorem 4.1.11 [20] M modilii i¢in asagidakiler denktir.
1. M injektif modiildir.

2. Her N modilu i¢in M direkt N -injektif moduldir.

Ispat: (1) = (2) M injektif, N bir modiil, K < N ve K = P <; M olsun. P <, M
ve M injektif oldugundan P injektif ve dolayisiyla K injektiftir. Buradan, K <; N ve
M direkt N-injektif modiil olur.

(2) = (1) M her N modiilii igin direkt N-injektif modiil olsun. Dolayisiyla, M
direkt E(M)-injektif modiil olur. O zaman, M < E(M) ve M = M <; M oldugundan
M <, E(M)dir. Aym1 zamanda M <., E(M) oldugundan M = E(M) elde edilir.
Sonug olarak, M injektif modiildiir. ([l

Onteorem 4.1.12 [20] M modiili i¢in asagidakiler denktir.
1. M projektif modiildiir.

2. Her N modili i¢in M direkt N -projektif modiildiir.

Ispat: (1) = (2) M projektif modiil, N bir modiil, K < N ve N/JK = P <, M
olsun. M projektif oldugundan P projektif ve dolayisiyla N/K projektiftir. Buradan,
K <; N ve M direkt N-projektif modiil olur.

(2) = (1) N bir modiil ve f : N — M bir epimorfizma olsun. O zaman, N/Cek(f) =
M <, M ve M direkt N-projektif oldugundan Cek(f) <; N’dir. Buradan, f parcalanir.
Boylece, M projektif modiildiir. ([l

Onteorem 4.1.13 [20] M ve N modilleri i¢in asagidakiler denktir.
1. M direkt N -injektif modiildiir.
2. Ejer P <4 M ve Q <4 N ise her P = QQ monomorfizmas: parcalanar.
3. Ejer P <4 M ise her P % N monomorfizmas: parcalanar.

4. Eger P % N monomorfizma, P <q M ve P % M ise Bo = pu olacak sekilde
B : N — M vardr.
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5. Ejer P % N monomorfizma, P <4 M ve P = M icerim doniisimii ise fa = v

olacak sekilde B : N — M wvardar.

Ispat: (1) = (2) P <4 M, Q <4 N ve P % @Q bir monomorfizma olsun. a(P) C
Q CN,aP)=P <4 M ve M direkt N-injektif modiil oldugundan «a(P) <, N’dir.
Dolayisiyla, a parcalanir.

(2) = (3) Kabulden agiktr.

(3) = (4) P % N monomorfizma, P <4 M ve P & M olsun. (3)’ten P % N
parcalanir. Dolayisiyla, o = 1p olacak sekilde ¢ : N — P vardir. Eger § := ui
seklinde tanimlanirsa Sa = pa = plp = p elde edilir.

(4) = (5) Kabulden agiktir.

(5) = (1) 0 : P — K < N izomorfizma ve P <; M olsun. O zaman, P o=,
bir monomorfizma olur ve (5)'ten ¢ : P — M igerim doniigiimii olmak tizere fo’ = ¢
olacak sekilde § : N — M vardir. 7 : M — P izdiigsim doniisimi olmak tizere
Y = mp : N = P geklinde tamimlansin. O zaman, Yo’ = w80’ = . = 1p olur ve
buradan ¢’ : P — N pargalanir. Dolayisiyla, o'(P) = K <4 N ve M direkt N-injektif

modil olur. O

Onteorem 4.1.14 [20] M ve N modiilleri icin asagidakiler denktir.

1. M direkt N -projektif modildiir.

NS

. Ejer P <4 M ve Q <4 N ise Q = P her epimorfizma parcalanar.

Co

. Ejer P <4 M ise N = P her epimorfizma parcalanar.

4. Eger N % P epimorfizma, P <4 M ve M AP ose aff = X olacak sekilde
B M — N vardar.

O

. Ejer N % P epimorfizma, P <q M ve M 5 P izdiisiim dénisimi ise o8 = m

olacak sekilde B : M — N wvardar.

Ispat: (1) = (2) P <4 M, Q <4 N ve Q = P bir epimorfizma olsun. N = Q & Q'
oldugundan N/(Cek(a) & Q') = @Q/Cek(a) = P olur. M direkt N-projektif modiil
oldugundan Cek(a) @ @' <4 N elde edilir. Sonug olarak, Cek(a) <4 N ve Q = P
parcalanir elde edilir.
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(2) = (3) Kabulden agiktur.

(3) = (4) N & P epimorfizma, P <4 M ve M A P olsun. (3)ten N & P
parcalanir. Dolayisiyla, ayp = 1p olacak sekilde ¢» : P — N vardir. Eger § := ¥\
seklinde tanimlanirsa aff = ayA = 1pA = A elde edilir.

(4) = (5) Kabulden agciktr.

(5) = (1) ¢ dogal epimorfizma, o izomorfizma olmak iizere N LN N/K & P
doniigtimleri verilsin ve P <; M olsun. O zaman, N =% p bir epimorfizma olur
ve (5)ten m : M — P izdiigiim doniigiimii olmak tizere o’ = 7 olacak sekilde /3 :
M — N vardir. ¢/ = 7 oldugundan o'f3|p = 1p elde edilir ve dolayisiyla N 0= p
epimorfizmasi pargalanir. Sonug olarak, Cek(¢) = Cek(c¢p) = K <4 N ve M direkt
N-projektif modiil elde edilir. U

Teorem 4.1.15 [20] M ve N modiilleri i¢in asagidakiler denktir.
1. [M, N] dizenlidir.
2. Her a € [M, N] i¢in Gor(a)) <q N ve N direkt M -projektiftir.

k
3. Herhangi sonlu {ayq, ...,ar} C [M, N] kimesi i¢in > Gor(c;) <q N ve N direkt
i=1
M -projektiftir.

4. Her a € [M, N] i¢in Cek(a) <4 M ve M direkt N -injektiftir.

k
5. Herhangi sonlu {aq, ..., } C [M, N] kiimesi i¢in () Cek(ay) <4 M ve M direkt
i=1
N -injektiftir.

6. Her o € [M, N| igin Cek(a) <q M ve Gor(a) <q N 'dir.

Ispat: (1) = (2) Eger a € [M, N] ise Onteorem 4.1.4 geregince Gor(a) <4 N'dir.
Simdi N'nin direkt M-projektif oldugunu gostermek icin Onteorem 4.1.14(5) gergeklene-
cektir. Dolayisiyla M = P epimorfizma, P <4 N ve N 5 P izdiisiim doniisiimii ol-
sun. M 5% N se (1)’den o = o’vya’ olacak sekilde v € [N, M] vardir. Eger
e := a7 geklinde tanimlanirsa Onteorem 4.1.3 ispatindan e®> = e € Ey ve Gor(a’) =
Gor(a) = e(N) elde edilir. Buradan, e(N) = P = w(N) ve dolayisiyla er = 7 olur.

f = 7|pm € [N, M] seklinde tanimlanirsa off = ay|pm = e = 7 elde edilir.
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(2) = (3) k lizerinden tiimevarim uygulanacaktir. k£ = 1 (2)’den saglanir. £ > 1 ve
EGér(ai) <4 N olsun. Dolayisiyla, IEIGér(ai) = e(N) olacak sekilde ¢* = ¢ € Ey
vardir. (1y — e)ag : M — N oldugundan (2)'den (1y —e)ag(M) = f(V) olacak sekilde
f? = f € Ey vardir. O zaman, ef = 0 ve boylece g := e+ f — fe icin g? = g € Ey’dir.
Buradan, Zk:Gb'r(ai) =e(N)+ ar(M) = e(N)+ (Ixy —e)ag(M) = e(N) + f(N) =
g(N) <4 N elde edilir.

(3) = (4) a € [M, N] alinsin. Kabulden M/Cek(a) = Gor(a) <, N'dir. Buradan,
N direkt M-projektif oldugundan Cek(a) <, M’dir. M direkt N-injektif oldugunu
gostermek icin K < N ve K = P <; M almsin. 7 : M — P izdigim, 0 : P - K
izomorfizma ve ¢ : K — N icerim doniisiimii olmak iizere M <5 N homomorfizmasi
icin (3)'ten Gor(tom) = K <4 N elde edilir.

(4) = (5) k tizerinden tiimevarim uygulanacaktir. k& = 1 (2)’den saglanir. k > 1,
X = %ﬁlgek(ai) < MveM=Xa&X olsun. 7: M — X izdigiim ve ¢ : X — M
i(;erimzzciénii@imii olmak tizere agtr : M — N ve Cek(ager) = (X N Cek(ay)) & X'
olur. (4)’ten Cek(agem) <4 M oldugundan X NCek(ay) = (k] Cek(a;) <q M elde edilir.

(5) = (6) a € [M, N] alinsin. Kabulden Cek(a) <4 Mz’zﬁr. Eger M = Cek(a) ® P
ise Gor(a) = P <4; M ve M direkt N-injektif oldugundan Gor(a) <4 N elde edilir.

(6) = (1) Sonug 4.1.4 geregince agiktur. O
Teorem 4.1.15’"de N = M alinirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.16 [20] M modilii i¢in asagidakiler denktir.
1. Ey duzenli halkadar.
2. Her a € Eyy igin Gor(a) <q M ve M direkt projektiftir.

k
3. Herhangi sonlu {a,...,ax} C Ey kiimesi icin Y Gor(a;) <q M ve M direkt
i=1
projektiftir.

4. Her a € Eyy igin Cek(a) <q M ve M direkt injektiftir.

k
5. Herhangi sonlu {ay,...,ax} C Ey kiimesi i¢in () Cek(ow) <q M ve M direkt
i=1
injektiftir.

6. Her a € Eyr igin Qek(a) <q M ve Gor(a) <4 N ’dir.
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Teorem 4.1.15'de M = R alimirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.17 [20] N modili i¢in asagqidakiler denktir.

1.

N duzenli modildiir.
Her x € N iwcin xR <4 N ve N direkt Rg-projektiftir.

k

Herhangi sonlu {x1,...,xx} € N kiimesi i¢in Y x;R <4 N ve N direkt Rg-
i=1

projektiftir.

Her x € N i¢in ann,(x) <; Rr ve Rg direkt N -injektiftir.
k

Herhangi sonlu {x1,...,x} C N kiimesi i¢in (ann.(x;) <4 Rr ve N direkt
i=1

Rg-injektiftir.

Her xz € N i¢in xR <4 N ve ann,(x) <, Rg’dir.

Her x € N i¢in xR <4 N ve xR projektif R—modildiir.

Sonug 4.1.18 [20] M ve N modilleri i¢in asagqidakiler saglanar.

1.

M wve N yaribasit ise [M, N] dizenlidir.

M "nin yaribasit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M ‘nin her N bélim modili i¢in

[M, N|’nin diizenli olmasidor.

N 'nin yaribasit olmasy i¢in gerek ve yeter kosul N 'nin her M altmodulii i¢in

[M, N|’nin diizenli olmasidar.

M ‘nin injektif ve yaribasit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her N modili i¢in

[M, N nin diizenli olmasidur.

N 'nin projektif ve yaribasit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her M moduli i¢in

[M, N|’nin diizenli olmasidor.

Ispat: (1) Teorem 4.1.15(6)’dan aciktar.

(2) (=) M yanbasit, K < M ve N = M/K olsun. Her bir f : M — N igin
Cek(f) <qg M’dir. Ayrica, S < M olmak {izere Gor(f) = S/K < M/K seklindedir.
K < S <4 M oldugundan S/K <, M/K’dir. Dolayisiyla, Teorem 4.1.15(6) geregince
[M, N] diizenlidir.
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(<) M’nin her N boliim modiilii igin [M, N] diizenli ve K < M olsun. [M, M/K]
diizenli oldugundan 7 : M — M/K dogal epimorfizmasi diizenli ve Cek(m) = K <,
M’dir. Sonug olarak, M’nin her altmodiilii dik toplanan oldugundan M yaribasittir.

(3) (=) N yaribasit ve M < N olsun. Her bir f : M — N i¢in Cek(f) <4 N ve
Gor(f) <4 N'dir. Dolayisiyla, Teorem 4.1.15(6) geregince [M, N| diizenlidir.

(<) N’nin her M altmodiilii igin [M, N] diizenli ve K < N olsun. [K, N| diizenli
oldugundan ¢ : K — N igerim doniigiimii diizenli ve Gor(:) = K <; N’dir. Sonug
olarak, N'nin her altmodiilii dik toplanan oldugundan N yaribasittir.

(4) (=) M injektif ve yaribasit olsun. Onteorem 4.1.11 geregince her N modiilii icin
M direkt N-injektiftir. Teorem 4.1.15(4)’ten her N modiili i¢in [M, N| diizenlidir.

(<) Her N modiili i¢in [M, N] diizenli olsun. Her N modiili i¢in M direkt N-
injektif oldugundan Onteorem 4.1.11’den M injektiftir. Ayrica, (2)’den M yaribasittir.

(5) (=) N projektif ve yaribasit olsun. Onteorem 4.1.12 geregince her M modiilii icin
N direkt M-projektiftir. Teorem 4.1.15(2)’den her M modiili igin [M, N] diizenlidir.

(<) Her M modiilii i¢gin [M, N| diizenli olsun. Her M modiili i¢in N direkt M-
projektif oldugundan Onteorem 4.1.11 geregince N projektiftir. Sonug olarak, (3)’den
N yaribasittir. ([l

Agagidaki 6rnek Sonug 4.1.18(1)’in kargitinin her zaman dogru olmadigini gosterir.
Ornek 4.1.19 [10] [Qz, Qz] = Qz olmasina ragmen Q yaribasit olmayan Z-modiildiir.

Ispat: Zj; < Qg yaribasit olmadigindan Q yaribasit Z-modiil degildir. Simdi 0 # f €

(Qz, Qz] alinsin. [Qz, Qz] = Qz oldugundan f = f; : Qz — Qz, Vq € Q igin fi(q) = tq,
olacak sekilde 0 # t € Q vardir. Buradan, Cek(f;) = 0 <; Q ve Gor(f;) = Q <, Q
oldugundan Sonug 4.1.15 geregince [Qz, Q7] diizenlidir. O

Sonug 4.1.20 [9] N € Mod-R olsun. Asagidakiler saglanar.
1. R yanribasit ise N dizenlidir.
2. N injektif ve yaribasit ise N* = [N, R] diizenlidir.
3. N projektif ve yaribasit ise N diizenlidir.

Ispat: Sonuc 4.1.18 (1), (4) ve (5) siklarmda M = R almirsa istenen elde edilir. [
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4.2 Reg[M,N]’nin Varhg ve Ozellikleri

1950’de Brown ve McCoy [5] herhangi bir R halkasmim tek maksimal diizenli ideal
M (R)’ye sahip oldugunu gostermislerdir. Bu sonug Kasch [13] tarafindan genellestirilerek,
M ve N modiilleri igin [M, N]'nin yeni bir altyapisi olan Reg[M, N|nin tanimlanmasima

olanak saglamigtir.

Onteorem 4.2.1 [10] M ve N modiller, f € [M,N] ve g € [N, M] olsun. Eger f—fgf

dizenli ise f dizenlidir.

Ispat: f — fgf diizenli olsun. Bu durumda, (f = faf)h(f — faf) = f — fgf olacak
sekilde h € [N, M| vardir. k := h—hfg—gfh+gfhfg+g € [N, M] seklinde tamimlansin.

Bu durumda,

fkf = f(h—hfg—gfh+gfhfg+g)f = fhf—fhfgf — fafhf+ fafhfaf + fof
= (f=fahH)h(f = faf)+fof =f—fof +faf =F

oldugundan f diizenlidir. O

Tanim 4.2.2 [10] M ve N modiiller olsun. Ey fEy [M, N|'nin f tarafindan iiretilen

En-FEy-altmodiilii olmak tizere,
Reg[M,N| = {f € [M,N] | ExfE) diizenlidir.}
seklinde tanimlanir.

Teorem 4.2.3 [10] M ve N modiiller olsun. Reg[M, N|, [M, N] nin tek en genis dizenli

En-Ea-altmodilidir.

ispat: Ispat 4 adimda yapilacaktir.

(a) f € [M,N]ve ExfE) dizenliolsun. Eger ¢ € Ex fEy ise ExnoEy C EyfEy/ dir.
O zaman, EypF) dizenli olur. Dolayisiyla, ¢ € Reg[M,N] ve ExfEy C
Reg[M, N] elde edilir.

(b) f € Reg[M, N] olsun. g € Ey ve h € Ey icin (a) sikkindan gfh € ExfEy C
Reg[M, N] olur. Dolayisiyla, Reg[M, N|, Ex’nin elemanlar: ile soldan ve Ej; 'nin

elemanlar ile sagdan carpima gore kapalidir.
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(c)

(d)

Simdi, Reg[M, N]'nin toplamaya gore kapali oldugu gosterilecektir. Bunun igin
fi1, f2 € Reg[M, N] olsun. Her i = 1,2, ...,n i¢in g; € Ex ve h; € E); olmak iizere
Enx(f1 + f2) Ep altmodiiliiniin herhangi bir elemam

;gi(fl + fa)hi = ;giflhi + ;gif2hi

seklindedir. ¢ := igiflhi € ExnfiEy ve py = igifghi € EyfoFE) olarak
tanmimlansin. Simdi::glol € EnfiEy dizenli oldugll;lldan, prap; = @1 olacak
sekilde v € [N, M| vardir. Buradan, piap; — ¢ = 0 oldugundan agagidaki esitlik
elde edilir:

(01 +@2) — (o1 + p2)a(pr + p2) = P2 — Praups — Papy — Paapy (*)

pra € Ey ve apr, apy € Ey oldugundan (k) esitligindeki eleman Eyps Ejy 'nin
bir elemanidir. o € En foFEy ve En foEyy diizenli oldugundan Ey o E)yy diizenli-
dir. (x) esitligindeki eleman diizenli oldugundan Onteorem 4.2.1 geregince ©; + o
diizenlidir. Sonug olarak, En(fi + f2)Ean dizenli ve Reg[M, N] toplamaya gore
kapalidir.

Son olarak Reg[M, N]'nin en genig diizenli Ey-FE)-altmodil oldugu gosterile-
cektir. A, [M, N]'nin diizenli bir En-Ej-altmodiilii olsun ve f € A alinsin. A
En-Ey-altmodiil oldugundan Eyn fEy € A’dir. Ayrica, A diizenli oldugundan
En fE)y de diizenlidir. Reg[M, N]'nin tammindan f € Reg[M, N] elde edilir. Do-
layisiyla, A C Reg[M, N] olur. Boylece, Reg[M, N], [M, N|'nin en genis diizenli
En-Ey-altmodilu elde edilir.

O

[M, N|'nin en genis diizenli altmodiilii Reg[M, N|, modiillere taginabilir. p : [R, N] —

N, p(f) = f(1) izomorfizmas1 bu yapiya uygulandiginda Ny bir En-R-bimodil olarak

tek en genig diizenli Fy-R-altmodiile sahiptir ve bu altmodiil p(Reg|R, N]) = Reg(N)

ile gosterilir.

Tanim 4.2.4 [9] Ni bir modiil olsun. EynR N'nin n tarafindan tretilen En-R-

altmodiilii olmak tizere,

Reg(N) :={n € N | EynR diizenlidir.}
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seklinde tanimlanir.

Benzer sekilde, End(Rg) = R izomorfizmasi ile Brown ve McCoy [5] tarafindan elde
edilen en genig diizenli ideal M (R)’ye ulagilir, yani M (R) = Reg(R)’dir.

4. boliimiin 1. kisminda halka ve modiil i¢in verilen diizenlilik 6zellikleri Reg(N) ve
Reg(R) kullamlarak tekrar ifade edilebilir.

M, N € Mod-R i¢in daha 6nce Rad[M, N|, A[M,N]| ve V[M, N]'nin Tot[M, N]
tarafindan kapsandigi gosterilmisti. Simdi, Reg[M, N| ve Tot[M, N] arasindaki iligki

incelenecektir.
Onteorem 4.2.5 [10] Her M, N € Mod-R i¢in Reg[M, N| N Tot[M, N] = 0 ’dur.

Ispat: M, N € Mod R ve 0 # f € Reg[M, N]NTot[M, N] olsun. Onteorem 3.1.5 (1)
geregince f kismi tersinirdir. Bu durum f € Tot[M, N] olusu ile geligir. Sonug olarak,

Reg[M, N] N Tot[M, N] = 0’dur. O

M, N € Mod-R i¢in Reg[M, N| N Tot[M, N] = 0 oldugundan, eger [M,N] =
Reg[M, N] ise [M,N] = Reg[M, N] & Tot[M, N] saglanir. Bu baglamda, Kasch ve
Mader [10], 0 # Reg[M, N] # [M,N] ve [M,N] = Reg[M, N] @ Tot[M, N| olacak
sekilde Mg ve N modiillerine 6rnek bulunup bulunamayacagini sormuslardir. Zhou
[28] bu soruyu agagidaki 6rnekle cevaplamigtir. Bu érnek igin ilk olarak ideal geniglemesi

tanim hatirlatilacaktir.

Tanim 4.2.6 [28] R birimli bir halka, V' birimsiz bir halka olmak {izere V' bir R-R-
bimodiil olsun. Yani her v,w € V' ve her r € R igin (vw)r = v(wr), (vr)w = v(rw) ve
(rv)w = r(vw) saglansin. Bu durumda, R @ V' abel grubu her r, s € R ve her v,w € V
icin (r,v)(s,w) = (rs,rw + vs + vw) seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile birimli
bir halkadir. Bu halka, ideal genislemesi (Dorroh genislemesi) olarak adlandirilir ve

I(R; V) ile gosterilir.

Ornek 4.2.7 [28] Zy halkasi ve V' = Zy & 27,4 Zo-Zo-bimodiilii alinsim. R = [(Zy; V)
ideal geniglemesi olsun. V' = (0) @ V, R'nin bir idealidir. [R, V], V ile belirlenebilir

oldugundan asagidakiler saglanir.
1. Reg[R,V] >~ Zy® (0)

2. Tot[R, V] = (0) ® 2Z,
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3. [R,V] =Reg[R,V] & Tot[R, V]

Ispat: = = (1,0), y = (0,2) € V olsun. Eger ¢ € V* = [V, R] icerim déniigiimii ise
zo(x) = z oldugundan z diizenlidir. Ote yandan, V*y C R sifirdan farkh egkare

kapsamaz. Gercekten, eger 1 € V* igin 0 # e = 9(y) = ¢ € R ise o zaman

¢ € {lp,x,1p + 2} olur. ey = ¢(y)y = P(y*) = 1(0) = 0, Lry # 0 ve (Lg + )y # 0
oldugundan e = z olur. Fakat, buradan e = ¢ (y)e = ¥(y)z = ¥(yx) = ¥(0) = 0
celigkisi elde edilir. Simdi, Z, @ (0) ve (0) @ 2Z, V' Ey-Eg-bimodiiliintin altmodiilleri
oldugundan Reg[R, V]| = Reg(V) = Zy & (0), Tot[R, V] = Tot(V) = (0) & 2Z4 ve
V = [R,V] = Reg[R, V] ® Tot[R, V] elde edilir. O

4.3 Yariduzenlilik

Bu kisimda, M ve N sag R-modiilleri i¢in [M, N]'nin yaridiizenlilik tanimi verilecek
ve halka teorisinde ki sonuglar genisletilecektir. Nicholson [22] her a € R igin bab = b
ve a — aba € J(R) olacak gekilde b € R var ise R halkasimni yaridiizenli halka olarak
adlandirmigtir. Buna gore, yaridiizenli morfizma ve [M, N] igin yaridiizenlilik agagidaki

gibi tanmimlanir.

Tamim 4.3.1 [20] M ve N modiiller olsun. Eger o € [M, N] i¢in 8 = paf ve a—afa €
Rad[M, N] olacak sekilde 8 € [N, M] var ise, o yanidiizenli (semiregular) morfizma
olarak adlandirilir. Eger her a € [M, N] yandiizenli ise [M, N| yaridiizenli olarak

tammlanir.

Bu tamimla birlikte, F); yaridiizenli halkadir < [M, M| yandiizenlidir, denkligi
kolayca goriilebilir.

Nicholson [22], Tamim 2.5.12’de hatirlatildig1 gibi, her n € N igin 3(n) = ¢ = €?
ve n —ne € Rad(N) olacak sekilde 5 € N* = [N, R] var ise N’yi yaridiizenli modiil
olarak tanimlamigti. Nicholson [20]’de diizenlilik durumunda oldugu gibi bir N sag R
modiilii igin N ve [R, N]'nin yaridiizenliliginin denk oldugunu ifade etmigtir. Fakat, bu

denkligin her zaman saglanmadigina dair agagidaki 6rnek elde edilmistir.

Ornek 4.3.2 R = Z, ve M = 2R olsun. [R, M] yardiizenli olmasina ragmen Mg

yariduzenli modil degildur.
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Ispat: f(I) = 2 olmak iizere [R, M] = {0, f} ve g(2) = 2 olmak fizere [M, R] = {0, g}
oldugu kolayca goriilebilir. Ornek 3.4.6 geregince Rad[R, M] = {0, f} oldugundan
(R, M] yandiizenlidir. Fakat, [M, R] = {0,9} ve Rad(M) = 0 oldugundan 2 € M
i¢cin 3(2) = e = €% ve 2 — 2¢ € Rad(M) olacak sekilde 3 € M* = [M, R] yoktur.
Dolayisiyla, Mg yaridiizenli modiil degildir. 0

Onteorem 4.3.3 [20] « € [M, N] icin asagidakiler denktir.

1. a yanrdizenlidur.

2. (Ba)? = Ba € Ey ve a — aBa € Rad[M, N| olacak sekilde 8 € [N, M| vardar.
3. a —~ € Rad[M, N] olacak sekilde diizenli v € [M, N| vardar.

4. a— ay € Rad[M, N| olacak sekilde v* = v € [N, M|a C Ey vardar.

Ispat: (1) = (2) a yandiizenli olsun. O zaman, 8 = faf ve a — afa € Rad[M, N]
olacak sekilde 3 € [N, M| vardir. Buradan, Sa = Bafa = (Ba)? elde edilir.

(2) = (3) B € [N, M] olmak iizere (Ba)? = Ba € Ey ve a — afa € Rad[M, N|
saglansin. Simdi, v := afa € [M, N| olarak tanimlansin. Buradan, « —y € Rad[M, N]
ve 70y = afafafa = afa = v diizenli elde edilir.

(3) = (4) a — ¢ € Rad[M, N] olacak sekilde diizenli § € [M, N] olsun. § diizenli
oldugundan 63§ = ¢ olacak sekilde 8 € [N, M] vardir. O zaman, € := 3§ ise €2 = ¢ €
FEir ve de = 0 elde edilir.

Iddia: @ — ae € Rad[M, N] ve ae diizenlidir:

de = ¢ oldugundan o — ae = (a — J§)(1p — €) olur. Ayrica, « — § € Rad[M, N]
oldugundan a — ae € Rad[M, N] elde edilir. Benzer sekilde, ¢ — fa = (§ — a) €
Rad[M, M] = J(E)y)’dir. O zaman, ¢(1y — € + Sa) = 1y olacak sekilde ¢ € Ey
vardir. Buradan, ¢fac = e'dur.Dolayisiyla, (ag)(¢f)(ae) = ae ve ae diizenli elde
edilir.

n = ae olsun ve pu € [N, M|, n = nun ve unu = p olacak sekilde segilsin. Simdi,
v = epa olsun. O zaman, 4> = v € [N, M]a ve iddiadan o — ay = a — qua =
(1y —nu)(a —n) € Rad[M, N] elde edilir.

(4) = (1) ¥* = v € [N,M]a C FEj olmak iizere « — oy € Rad[M, N]| olsun.
v € [N, M]a oldugundan v = pa olacak sekilde p € [N, M| vardir. 5 = vp € [N, M]
olsun. O zaman, a — affa = a — ary € Rad[M, N] ve fafS = vp = ( elde edilir. O
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Sonug 4.3.4 [20] M ve N modiller olsun. Asaqidakiler denktir.
1. [M, N] dizenlidir.
2. [M, N] yaridizenlidir ve Rad[M, N] = 0 dur.

Ispat: (1) = (2) [M, N] diizenli olsun. Her o € [M, N] icin o diizenli ve o — o =
0 € Rad[M, N] oldugundan Onteorem 4.3.3(3) geregince [M, N] yaridiizenlidir. Simdi,
¢ € Rad[M, N] alinsin. ¢ diizenli oldugundan @iy = ¢ olacak sekilde ¢ € [N, M]
vardir. o — @ = (1 — ) = 0 ve Rad[M, N]'nin tammindan 1,; — ¢ tersinir
oldugundan ¢ = 0 elde edilir. Sonug olarak, [M, N| yaridiizenli ve Rad[M, N| = 0 olur.

(2) = (1) [M,N] yandiizenli ve Rad[M,N] = 0 olsun. o € [M, N] almsm. «
yaridiizenli oldugundan o — v € Rad[M, N| olacak sekilde diizenli v € [M, N] vardir.
Rad[M, N] = 0 oldugundan a = 7 diizenli olur. Sonu¢ olarak, [M, N| diizenli elde
edilir. U

Sonug 4.3.5 [20] M ve N modiller olsun. o, € [M,N] i¢in « — f € Rad[M, N]

olsun. Eger a veya B’dan biri yardizenli ise digeri de yaridizenlidir.

Ispat: Eger 8 yandiizenli ise Onteorem 4.3.3 geregince 8 — v € Rad[M, N] olacak
sekilde diizenli v € [M, N] vardir. Buradan, o — v = (o« — 8) + (8 — v) € Rad[M, N]
ve boylece, o yandiizenli elde edilir. Eger o yandiizenli ise Onteorem 4.3.3 geregince
a — & € Rad[M, N| olacak sekilde diizenli £ € [M, N| vardir. Buradan, f — & = (8 —
a) + (o — &) € Rad[M, N] ve boylece, [ yaridiizenli elde edilir. O

Sonug 4.3.6 [20] M,N modiiller ve o € [M, N| yaridizenli olsun. Bu durumda, o €
Oto(M) ve T € Oto(N) i¢in o ve Tav da yaridizenlidir.

Ispat: o€ [M, N] yaridiizenli olsun. O zaman, = faf ve a — afa € Rad[M, N]
olacak sekilde 8 € [N, M] vardir. £ = 071 € [N, M] igin £ = £acé ve ao — aclao =
aoc — aco Bac = (a — aBa)o € Rad[M, N] oldugundan ao yaridiizenlidir. Benzer
sekilde, ¢ = Br7! € [N, M] icin ¢ = (ral ve Ta — TalTa = Ta — TafBT rar =
7(a — afa) € Rad[M, N| oldugundan T« yaridiizenlidir. O
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Onteorem 4.3.7 [20] M, N modiilleri i¢in A <q M ve B <4 N olsun. Eger [M, N]

yaridiizenli ise [A, B] yaridizenlidir.

Ispat: M ™ A 2% M ve N % B % N kanonik izdiigiim ve icerim déniigiimleri
olsunlar. Eger a € [A, B] ise & = wam € [M, N] olur ve yardiizenlidir. Boylece,
B = Bap ve a—apa € Rad[M, N| olacak sekilde 8 € [N, M] vardir. 3 = 7,51, € [B, A]
seklinde tamimlansin. O zaman, Baf = mpPuamPia = mPBab = mB = B ve
a — afa = moaml — (matod)(m1fLe) (amity) = ma(a — afa)y olur. & — afa €
Rad[M, N] oldugundan Onteorem 3.2.7 geregince o — afa € Rad[A, B] elde edilir.

Boylece, a yaridizenlidir. OJ

Onteorem 4.3.8 [20] M, N modiiller ve N = Ny & Nj olsun. Asagidakiler denktir.
1. [M, N] yaridiizenlidir.
2. i =1,2 i¢in [M, N;] yardizenlidir.

Ispat: (1) = (2) Onteorem 4.3.7 geregince agiktir.

(2) = (1) i = 1,2 i¢gin [M, N;] yandiizenli ve a € [M, N] olsun. i = 1,2 igin
N 5 N; & N kanonik doniigimler ve «; = mr € [M, N;] olsun. O zaman, o = 1101 +
Laan’dir. o yaridiizenli oldugundan Onteorem 4.3.3 geregince a; — a1¢ € Rad[M, V]
olacak sekilde ¢? = ¢ € [Ny, M]ay C Ejy vardir. Benzer sekilde, oy — ang € [M, Ny
yaridiizenli oldugundan (ay — aad) — (o — ang)y € Rad[M, No| olacak sekilde 72 =
v € [Ny, M|(avg — ) C Eypy vardir. n = ¢ + v — ¢y € E)y seklinde tanimlanirsa
(g — o) — (g — and)y € Rad[M, Ny oldugundan as(1y, — 1) € Rad[M, Ny elde
edilir. v¢ = 0 oldugundan n? = n’dir. Boylece, Onteorem 4.3.3 geregince n € [N, M«
ve a1y —n) € Rad[M, N] oldugunun gosterilmesi yeterlidir. 15, —n = (1py— @) (1ar—7)
esitliginden

a(lyy —n) = (nag + taas)(ly —n)

= nar(la — @) (ar — ) + taca(1pr — 1)

elde edilir. Bu ise, a;(1y — ¢) € Rad[M, Ny] ve as(1y — 1) € Rad[M, N, oldugundan
Onteorem 3.2.7 geregince (1), —n) € Rad[M, N] oldugunu gosterir. ¢ € [Ny, M]ay ve
v € [Ng, M|(ay — ap) oldugundan i = 1,2 i¢in ; € [N;, M| olmak iizere ¢ = 1y ve
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v = Po(ay — agg) olsun. ¢ = 1,2 i¢in fia; = Bi(ma) = (Bim)a € [N, Mo oldugundan
¢, v € [N, M]a olur. Dolayisiyla, n € [N, M]a ve « yaridiizenli elde edilir. O

Onteorem 4.3.9 [20] M,N modiiller ve a € [M, N] olsun. v = v € [N, M]a C Ey

olmak tzere o — vy yaridizenli ise o zaman o yaridiuzenlidir.

Ispat: « — a7 yandiizenli olsun. Onteorem 4.3.3 geregince (a—ay) — (a—ay)p €
Rad[M, N| olacak sekilde ¢* = ¢ € [N, M](a — ay) C Ep vardir. ¢y = 0 ve v €
[N, M]a oldugundan n := v 4+ ¢ — v¢ icin n* = 5 € [N, M]a elde edilir. Ustelik,
a—an=a—a(y+¢—7¢) = (o« —ay) — (o« — ay)¢ € Rad[M, N]'dir. Sonug olarak,

a yaridiizenlidir. 0

Onteorem 4.3.10 [20] M, N modiller ve M = M; @& My olsun. Asagqidakiler denktir.
1. [M, N] yaridizenlidir.
2. i =1,2 i¢in [M;, N| yaridizenlidir.

Ispat: (1) = (2) Onteorem 4.3.7 geregince aciktur.

(2) = (1) i = 1,2 igin [M;, N] yandiizenli ve o« € [M, N] olsun. i = 1,2 igin
M T M; % M kanonik déniisiimler ve a; = at; € [M;, N] olsun. O zaman, o =
a1y + agmy’dir. ay yaridiizenli oldugundan 5y = fiaq 81 ve ag — aq Sr € Rad[My, N]
olacak sekilde 3; € [N, M;] vardir. n = 1,3 olarak tammmlasin. O zaman, n? = 7 €
[N, M]a C E), dir. Onteorem 4.3.9 geregince a’nin yaridiizenli oldugunu gostermek
icin @ — an’nin yaridiizenli oldugunu gostermek yeterlidir. ¢ = 101aqm € Ey ve
v = 11010y € Eyy olsun. Buradan, ¢ + v = 1161 = 1 elde edilir. myy = 0 ve m¢ = 0

esitliklerinden,
a—an = (T + aoma) — (a1 + aoma) (¢ +7) = (a7 — aym @) + (ome — armiy) ()

elde edilir. oy — a1 811 € Rad[My, N| oldugundan Onteorem 3.2.7 geregince (x)’daki
ilk terim aym — agm ¢ € Rad[M, N]| elde edilir. Ciinkii,

a1m — a1 = agmy — aqm (v fronm) = (a1 — agfran)m € Rad[M, N]

71



olur. O halde, a —an’nin yaridiizenli oldugunu gostermek igin Onteorem 4.3.5 geregince
(x)’daki ikinci terim A = aymy — agmy'min yaridiizenli oldugunu gostermek yeterlidir.
A € [M, N]'dir. Simdi, Aty € [Ms, N| yandiizenli oldugundan v = v(Aw)v ve (Aig) —
(Ag)v(Ai2) € Rad[ My, N] olacak sekilde v € [N, Ms] vardir. w := ov € [N, M] seklinde
tanimlansin. O zaman, w = wAw olur. v = viam, A = Aiamy ve (Atg) — (A)v(Aeg) €

Rad[M,, N] oldugundan Onteorem 3.2.7 geregince
A — A = Mgy — A(190) (Atama) = (Atg) — (Atg)v(Aeg)my € Rad[M, N]

elde edilir. Buradan, A\ yaridiizenli, dolayisiyla o — an yaridiizenli ve sonug olarak «

yaridiizenlidir. O

Bu kisimin ana sonucu asagidaki teoremdir.
Teorem 4.3.11 [20] M = EEMZ ve N = éNj modiiller olsun. Asagidakiler denktir.
= =
1. [M, N] yaridiizenlidir.
2. 1<i<nwel<j<m igin [M;,N;] yardizenlidir.

Ispat: (1) = (2) Onteorem 4.3.7 geregince agiktur.
(2) = (1) Onteorem 4.3.8 ve Onteorem 4.3.10 géz 6niine alindiginda tiimevarimdan

elde edilir. O

Teorem 4.3.11'de N = M alinirsa agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 4.3.12 [20] M = @M, olsun. Asaqidakiler denktir.
i=1
1. Ey = [M, M] yaridizenli halkadar.

2. 1<i,j <mnigin [M;, M;] yardizenlidir.

Ornek 4.3.13 [20] M = @M, olsun. Her i = 1,2, ..., n i¢in Ej;, halkasin yaridiizenli
i=1
olmas1 Ej; halkasinin her zaman yaridiizenli olmasini gerektirmez.

Ispat: K bir cisim ve I = N olsun. Her i € [ icin K; = K ve R = [1K; olsun. R

i=1
diizenli bir halkadir. §imdi, P = R ve ) = @K - HK = R geklinde tanimlansin.
O zaman, P, @) diizenli sag R-modiillerdir ve [P p| = a3 1 ~ [Q, Q] oldugundan diizenli
endomorfizma halkasina sahiptirler. M = P @& @ (dig dik toplam) olsun. O halde, M
diizenli modiildiir. f € Ey, her (p,q) € M i¢in f((p,q)) = (q,0) seklinde tanmimlansin.

Bu durumda,
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Gor(f) = ioKi@OzQeaOgP@Q:RR@Q

i=1
olur. éKi Rp’'nin bir dik toplanani olmadigindan M = P & ) modiiliiniin de bir dik
toplarllzalnl olamaz. Dolayisiyla, Fy = [M, M| diizenli bir halka degildir.
Ayrica, R diizenli halka oldugundan J(R) = 0 ve M projektif R—modiil oldugundan
Rad(M) = MJ(R) = 0 olur. Simdi, Rad(M) = 0 oldugundan Teorem 2.3.13 geregince
J(End(M)) = 0 elde edilir. Boylece, diizenli olmayan End(M) halkas: i¢in J(End(M))

= 0 oldugundan Sonug 4.3.4 geregince End(M) yaridiizenli halka degildir. O

Ornek 4.3.14 [20] Eger verilen toplam sonsuz ise Sonug 4.3.12 genel olarak saglanmaz.

Ispat: I =N, heri e I icin K; = Zy ve R = [] K; halkalarin dik ¢arpimi olsun.
i=1

Simdi, yukaridaki gibi P = R, Q) = é}(i C Rve M = P & Q seklinde tanimlansin.
Ayrica, her ¢ € [ icin Q;, Q; = K; ol.;:n1 R’nin 7. bilegeni olsun. O zaman, her @); basit
R-modiil, é@i XQveM=PoQ==2P3 (é@z) olur. Ornek 4.3.13 geregince Ey;
yarldiizenlizzhlalka degildir. Fakat, My, M, € {Cb:zl| i € It U{P} olmak tizere [M, My

yaridiizenlidir:

1; ile @;'nin sifirdan farkl birim elemani gosterilsin.

1. Ep = R dizenli dolayisiyla yaridiizenlidir.
2. Her i € I igin ); basit R—modiil oldugundan E, yaridiizenli halkadur.
3. 1 # j olmak {izere her ¢, j € [ i¢in [@;, Q;] = 0 oldugundan [Q;, Q;] yaridiizenlidir.

4. Her 0 # « € [P, Q] i¢in a(1) = 1; olmalidir. Eger 5 € [Q;, P], 5(1;) = 1 seklinde
tamimlanirsa faf = f ve a — afa = 0 € Rad[P, Q;] oldugundan « yaridiizenli

ve dolayisiyla [P, Q;] yaridiizenlidir.

5. Her 0 # « € (@, P] igin a(1;) = 1 olmahdir. Eger 8 € [P, Q;], 8(1) = 1; seklinde
tanimlanirsa faff =  ve a — afa = 0 € Rad[Q;, P| oldugundan « yaridiizenli

ve dolayisiyla [Q;, P] yaridiizenlidir.

Sonug 4.3.15 [20] ey,...,e, R halkasinan dik eskareleri olmak tzere 1 = e; + ... + e,

olsun. Asagqidakiler denktir.
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1. R yanrdizenlt halkadur.

2.1 <14,7 <n vehera € e;Re; i¢in bab = b ve a — aba € J(e;Re;) = e;J(R)e;

olacak sckilde b € e;Re; vardar.

Ispat: (1) = (2) a € ejRe; olsun. R yaridiizenli oldugundan cac = ¢ ve a—aca € J(R)
olacak sekilde ¢ € R vardir. Eger b := e;ce; € e;Re; seklinde tanimlanirsa istenen elde
edilir.

(2) = (1) eq,...,en, R halkasinin dik egkareleri olmak tizere 1 = e;+...+e¢, oldugundan
R=e1R®..®e, Rdir. Ayrica, [e;R, e;R] = e;Re;, J(ejRe;) = e;J(R)e; ve [R,R]| = R
oldugundan Teorem 4.3.11 geregince R yaridiizenli elde edilir. U

Sonug 4.3.16 [20] M sonlu diretilmis modil ve N = @N; olsun. Asaqidakiler denktir.
el

1. [M, N] yaridiizenlidir.

2. Heri € I igin [M, N;] yaridizenlidir.

Ispat: (1) = (2) Onteorem 4.3.7 geregince agiktur.
(2) = (1) i € I i¢in [M, N;] yandiizenli ve o € [M, N] olsun. M sonlu iiretilmis
modiil oldugundan F' C I sonlu olmak iizere a(M) C @ N; = P’dir. Ayrica, a € [M, P|

i€F
ve Teorem 4.3.11 geregince [M, P] yanrdiizenli oldugundan yay = v ve @ — aya €

Rad[M, P] olacak sekilde v € [P, M] vardwr. 8 € [N,M], Blp =y ve B( @ N;) =0
i€I\F
olacak gekilde tanimlansin. O zaman, faf = 8 ve @ — affa = a — aya € Rad[M, P]

olur. Bununla birlikte, P € N oldugundan Onteorem 3.2.7(3) geregince Rad[M, P] C

Rad[M, N]'dir. Sonug olarak, « yaridiizenlidir. O
Teorem 4.3.17 [20] M = @M, ve N = @N; modiiller olsun. Asagidakiler denktir.
i=1 j=1

1. [M,N] dizenlidir.
2. Her 1 <i<nwvel<j<migin [M,; N;| dizenlidir.

ispat: Onteorem 4.3.7 ve Sonug 4.3.4 geregince aciktir. 0
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Sonug 4.3.18 [20] M ve N modiller olsun. Asagidakiler saglanar.

1. Eger M = @M, ise o zaman Ey; halkasinan diizenli olmasy i¢in gerek ve yeter
i=1
kosul, her 1 <i,5 <n i¢in [M;, M;] 'nin dizenli olmasidar.

2. Eger M sonlu tretilmis modil ve N = @N; ise o zaman [M, N|'nin dizenli
iel
olmasu i¢in gerek ve yeter kosul, her i € I i¢in [M, N;| 'nin dizenli olmasidur.

4.4 Yarigucliliik

Total altyapisinin calisilmaya baglanmasi ile birlikte total ve radikalin ne zaman egit
olacagl sorulan onemli sorulardan biri olmustur. Bu soru yardimiyla, bir endomor-
fizma halkasi i¢in yangiiclillik tanimindan faydalanilarak, M, N € Mod-R olmak
tizere [M, N] igin yarigiiglilliik Zhou [28] tarafindan tanimlanmigtir. Yaridiizenli halka-

lar yangiigliiddir. Bu kisimda, [M, N] i¢in yangiigliiliik tanimlanacak ve incelenecektir.

Onteorem 4.4.1 [28] M ve N modiiller olsun. Asagidakiler denktir.

1. Eger a € [M, N]\Rad[M, N] ise 0 # a3 = (af8)? € En olacak sekilde 3 € [N, M|

vardar.

2. Eger a € [M, N]\Rad[M, N] ise 0 # fa = (Ba)? € Ey olacak sekilde 5 € [N, M]

vardar.

3. Eger o € [M, N]\Rad[M, N] ise yary = v ¢ Rad[N, M| olacak sekilde v € [N, M|

vardar.

Ispat: (1) = (3) @ € [M,N]\ Rad[M, N] icin 0 # aff = (af)? € Ey olacak gekilde
f € [N, M] olsun. v = Saff € [N, M] seklinde tamimlanirsa yay = v # 0 elde edilir.
Ayrica, v € Rad[N, M] olsaydi, (ay)? = ay € Rad(Ey) olacagindan a3 = ay = 0
celigkisi elde edilirdi. Dolayisiyla, yay = v ¢ Rad[N, M] elde edilir.

(3) = (1) a € [M,N]\ Rad[M, N] igin yary = v ¢ Rad[N, M] olacak sekilde
v € [N, M] olsun. Bu durumda, v € [N, M] igin 0 # (ay)? = ay € Ex oldugudan (1)
saglanir.

(2) < (3) Benzer sekilde gosterilebilir.
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Tanim 4.4.2 [28] M ve N modiiller olsun. Onteorem 4.4.1’deki denk kogullar saglanir

ise [M, N| yargicli (semipotent) olarak tanimlanir.

Teorem 4.4.3 [28] M ve N modiiller olsun. Tot[M, N] = Rad[M, N] olmasu i¢in gerek
ve yeter kosul, [M, N| min yargiiclic olmasidar. Ozel olarak, Tot(Ey) = Rad(Ey) ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul, Ey 'nin yarigicli halka olmasidir ve Tot(R) = Rad(R)

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, R ’nin yarigicli halka olmasidar.

Ispat: (=) Tot[M, N] = Rad[M, N] ve a € [M, N]\ Rad[M, N] olsun. O zaman, o ¢
Tot[M, N] olur. Tot[M, N]'nin tanimimdan 0 # Sa = (Ba)? olacak sekilde 3 € [N, M|
vardir. Dolayisiyla, [M, N| yangiiglidiir.

(<) Tot[M,N] # Rad[M, N] olsun. Rad[M,N] C Tot[M, N] oldugundan « ¢
Rad[M, N] olacak sekilde v € Tot[M, N] vardir. O zaman, her § € [N, M] i¢in ya
Ba =0 ya da fa # (Ba)?’dir. Dolaysiyla, [M, N| yarigiiglii degildir. O

Onteorem 4.4.4 [28] M, N modiilleri i¢in My <q M ve Ny <q N olsun. Eger [M, N]

yarigicli ise [My, N1| yargiclidir.

Ispat: M =% M, 2 M ve N ™ Ny s N kanonik izdiigim ve igerim doniigtimleri
ve & € [My, N7| \ Rad[M;, Nq] olsun. o = ¢y'am € [M, N| seklinde tanimlansin. & =
m'ary oldugundan Onteorem 3.2.7(2) geregince a ¢ Rad[M, N]'dir. O zaman, [M, N]
yarigii¢lii oldugundan 0 # Sa = (Ba)? € E)y olacak sekilde 8 € [N, M] vardir. Simdi,
B = mpBu € [Ny, My] olsun. 0 # (Ba)? = Bu/amBu’ar, = Bu'apam oldugundan
Ba # 0’dir. Ayrica, m(Ba)?y = m(Ba)y oldugundan (8a)? = Ba olur. Dolayisyla,
[M;, N| yanigiiglidiir. O

Onteorem 4.4.5 [28] M, N modiiller ve N = Ny & Ny olsun. Asagqidakiler denktir.
1. [M, N| yargiglidir.
2. i =1, 2 i¢in [M, N;] yargiglidir.

ispat: (1) = (2) Onteorem 4.4.4 geregince agiktir.
(2) = (1) ¢ = 1, 2 igin [M, N;] yangigli ve a € [M, N]\ Rad[M, N]| olsun. i =
1, 2 i¢cin N LI N; “ N kanonik doniigiimler ve a; = w/'a € [M,N;] olsun. O
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zaman, o = t'ay + 1o'ag’dir. a ¢ Rad[M, N] oldugundan Teorem 3.2.10 geregince ya
a; ¢ Rad[M, Nq] ya da as ¢ Rad[M, Ny|'dir. Genelligi bozmadan «; ¢ Rad[M, V]
kabul edilsin. Bu durumda, 0 # Bia; = (B1a1)? € Ey olacak sekilde 3, € [Ny, M|
vardir. 8 := fym’ € [N, M] olsun. O zaman, 0 # Sa = (fa)* € Ey olur ve [M, N|

yarigiiclii elde edilir. O

Onteorem 4.4.6 [28] M, N modiiller ve M = M; & M, olsun. Asagidakiler denktir.
1. [M, N] yargiglidir.
2. i =1, 2 i¢in [M;, N| yargi¢lidiir.

Ispat: (1) = (2) Onteorem 4.4.4 geregince aciktir.

(2) = (1) i =1, 2 igin [M;, N] yangiicli ve a € [M, N|\ Rad[M, N] olsun. i = 1,
2 icin M % M; ¥ M kanonik déniisiimler ve o; = at; € [M;, N] olsun. O zaman,
a = aym + aemy’dir. a ¢ Rad[M, N| oldugundan Teorem 3.2.10 geregince ya a; ¢
Rad[M;, N| ya da as ¢ Rad[Ms, N]'dir. Genelligi bozmadan «; ¢ Rad[M;, N] kabul
edilsin. Bu durumda, 0 # a1 = (a151)? € Ey olacak sekilde 3, € [N, M;] vardir.
B:= 1181 € [N, M] olsun. O zaman, 0 # o3 = (a)* € Ey olur ve [M, N| yarigiigli elde
edilir. 0

n m

Teorem 4.4.7 28] M = @M, ve N = @ N, modiiller olsun. Asaqidakiler denktir.

i=1 j=1

1. [M, N| yargiglidir.
2. 1<i<nwel<j<m igin |[M;,N;] yargiclidir.
Ispat: (1) = (2) Onteorem 4.4.4 geregince aciktir.

(2) = (1) Onteorem 4.4.5 ve Onteorem 4.4.6 geregince tiimevarimdan aciktir. [

Sonug 4.4.8 [28] M sonlu dretilmis modil ve N = @N; olsun. Asaqidakiler denktir.
iel

1. [M, N| yargiglidir.

2. Heri € I igin [M, N;| yargiclidiir.
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Ispat: (1) = (2) Onteorem 4.4.4 geregince aciktir.

(2) = (1) Her ¢ € I i¢in [M, N;] yangiicli ve a € [M, N]\Rad[M, N] olsun. M sonlu
tiretilmig modiil oldugundan F' C [ sonlu olmak tizere a(M) C @Ni = P ve dolayisiyla
a € [M, P] olur. Ayrica, a ¢ Rad[M, N] oldugundan Onteorerfg.2.7(3) geregince « ¢
Rad[M, P]’dir. Simdi, Teorem 4.4.7 geregince [M, P| yarigii¢lii oldugundan 0 # 1o =
(B10)? € Ey olacak sekilde 8y € [P, M] vardir. N =5 P = N kanonik déniisiimler
olmak {izere § = fim € [N, M| seklinde tammlansin. O zaman, ta = « oldugundan

Ba = fima = Bilpa = Bia’dir. Buradan, 8 € [N, M] icin 0 # Ba = (Ba)? € Eyy olur.

Boylece, [M, N| yangiigliidiir. O

Onteorem 4.4.9 [28] M ve N modiller olsun. Eger [M,N] yardizenli ise [M, N]

yariguclidir.

Ispat: [M, N] yandiizenli ve a € [M, N]\Rad[M, N] olsun. a yaridiizenli oldugundan
(Ba)? = Ba € Ey ve a — aBa € Rad[M, N| olacak sekilde 8 € [N, M] vardir. « ¢
Rad[M, N] oldugundan fa # 0’dir. Dolaywsiyla, [M, N]| yangtglidiir. O

Onteorem 4.4.10 [28] M wve N ayristiridlamaz modiiller olsun. Asagqidakiler denktir.
1. [M, N| yargiglidir.
2. [M, N| yaridizenlidir.
3. Her a € [M, N]\ Rad[M, N] bir izomorfizmadar.

Bu durumda, Rad[M, N| = {a € [M, N] | a bir izomorfizma degildir.} olur.

Ispat: (1) = (3) [M, N] yangiiclii ve a € [M, N]\ Rad[M, N] olsun. O zaman, 0 #
Ba = (Ba)? € Eyr olacak sekilde B € [N, M] ve 0 # ay = (ay)? € Ey olacak sekilde
v € [N, M] vardir. Buradan, M = (Sa)(M) @ (1a — fa)(M) ve N = (ay)(N) @ (1y —
avy)(N) elde edilir. M ve N ayrigtirilamaz modiiller oldugundan (1, — Sa)(M) = 0 ve
(I — ay)(N) = 0 olur. Buradan, Sa = 1), ve ary = 1y elde edilir. Dolayisiyla, « bir
izomorfizmadir.

(3) = (2) Eger a € Rad[M, N]| ise a’'min yandiizenli oldugu agiktir. Eger a €
[M, N] \ Rad[M, N] ise kabulden a bir izomorfizmadir. 3 = a~! i¢gin 8 = Baf ve
a — afa € Rad[M, N] oldugundan « yaridizenlidir.
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(2) = (1) Onteorem 4.4.9 geregince aciktir.

Son iddianin ispat1 i¢in yukarida ki denk kogullardan birinin saglandigi kabul edilsin.
(3) geregince eger o € [M, N| bir izomorfizma degilse a € Rad[M, N]'dir. Tersine, eger
a € [M, N] bir izomorfizma ise 1)y = a~'a € Ey/dir. 1, ¢ Rad(E)) oldugundan
Onteorem 3.2.7(2) geregince o ¢ Rad[M, N|'dir. O

Sonug 4.4.11 [28] M = @M, ve N = @ N; modiillerin ayristirilamaz ayrisima olsun.
i=1 j=1
Asagidakiler denktir.

1. [M, N] yargiglidiir.
2. [M, N| yaridizenlidir.

Ispat: (1) = (2) [M, N] yangiiclii olsun. Onteorem 4.4.7 geregince her 1 < i < n ve
1 <j <migin [M;, N;] yangiiclidiir. Ayrica, her M; ve N; ayrigtirilamaz oldugundan
Onteorem 4.4.10 geregince [M;, N;] yaridiizenlidir. Son olarak, Teorem 4.3.11 geregince
[M, N] yaridiizenlidir.

(2) = (1) Onteorem 4.4.9 geregince aciktir. O

Teorem 4.4.12 [18] V' modili i¢in asaqidakiler denktir.
1. Ey yanrgucli halkadr.
2. Tot(Ey) = Rad(Ey) dir.
3. Her M € Mod-R i¢in Tot[M,V] = Rad[M, V] dir.
4. Her N € Mod-R i¢in Tot[V, N] = Rad[V, N| dir.

Ispat: (1) < (2) Teorem 4.4.3 geregince aciktir.

(2) = (3) Tot(Ey) = Rad(Ey), M € Mod-R ve o € [M,V]\ Rad[M,V] ol-
sun. O zaman, 1y — af € Ey \ U(Ey) olacak sekilde g € [V, M| vardir. Buradan,
aff ¢ Rad(Ey)'dir. Tot(Ey) = Rad(Ey) oldugu igin af ¢ Tot(Ey)’dir. Dolaysiyla,
((af)7)?* = (aB)y # 0 olacak sekilde v € Ey vardir. Buradan, 8y € [V, M] igin
(a(B7))* = a(By) # 0 olur. Boylece, a ¢ Tot[M, V] olup Tot[M, V] C Rad[M, V] dir.
Rad[M, V] C Tot[M, V] kapsamas1 her zaman saglandigindan Tot[M, V]| = Rad[M, V]
elde edilir.
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(3) = (2) M =V ahmnirsa istenen elde edilir.

(2) = (4) Tot(Ey) = Rad(Ey), N € Mod-R ve a € [V,N]\ Rad[V,N] ol-
sun. O zaman, 1y — fa € Ey \ U(Ey) olacak sekilde 8 € [N, V] vardir. Buradan,
pa ¢ Rad(Ey)'dir. Tot(Ey) = Rad(Ey) oldugu igin Sa ¢ Tot(Ey)’dir. Dolayisiyla,
(v(Ba))?* = v(Ba) # 0 olacak sekilde v € Ey vardir. Buradan, v3 € [N, V] igin
(vB)a)? = (vB)a # 0 olur. Boylece, a ¢ Tot[V, N| olup Tot[V, N] C Rad[V, N|dir.
Rad[V, N] C Tot[V, N] kapsamasi her zaman saglandigindan Tot[V, N] = Rad[V, N]
elde edilir.

(4) = (2) N =V alirsa istenen elde edilir. O

Sonug 4.4.13 [18] Eger N yarbasit modil ise her M € Mod-R i¢in Tot[M, N] =
A[M, N] = Rad[M, N]dir.

Ispat: M sag R-modiil olsun. N yaribasit modiil oldugu icin Ey diizenlidir ve Onte-
orem 4.4.9 geregince yarigiicliidiir. Dolayisiyla, Teorem 4.4.12 geregince Tot[M, N| =
Rad[M, N]'dir. Simdi, f ¢ A[M, N] olsun. Cek(f) M’de genis altmodiil olmadigindan
Cek(f) N Q = 0 olacak sekilde 0 # @ < M vardir. Ayrica, N yaribasit oldugundan
Gor(f) <q N'dir. X < N olmak iizere N = f(Q) ® X yazilsm. 7 : N — f(Q)
izdiisiim doniisiimii ve f_1 : f(Q) = Q, flo tersi olmak iizere h = f~'m € [N, M]
olsun. w = f(q) + = € N icin (fh)(w) = ((f~7)(w)) = f(q) oldugundan (fh)*(w) =
(FRNFRG) = (PR = Fa) = (W)(w) olur. Belece, 0 £ fh — (Fh)? € B
oldugundan f ¢ Tot[M, N| ve Tot[M, N] C A[M, N] elde edilir. A[M, N] C Tot[M, N|
kapsamasi her zaman saglandigindan A[M, N| = Tot[M, N] = Rad[M, N] olur. O

Teorem 4.4.14 [9] R halkas i¢in asagidakiler denktir.
1. R yaribasit halkadur.
2. Her M € Mod-R i¢in A(M) = Rad(M) = Tot(M) 'dir.
3. Her M € Mod-R i¢in Rad(M) = Tot(M) dir.

4. Her M € Mod-R i¢in p(Rad[R, M]) = Rad(M) 'dir.
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Ispat: (1) = (2) M € Mod-R olsun. R yaribasit oldugundan M tekil olmayan ve
yaribasit modiildiir. Sonug 4.4.13’ten Tot[R, M| = A[R, M] = Rad[R, M| 'dir. Boylece,
Onerme 3.4.5 geregince Z(M) = A(M) = Tot(M) = p(Rad[R, M]) D Rad(M)’dir.
Fakat, Z(M) = 0 oldugu i¢in A(M) = Rad(M) = Tot(M) elde edilir.

2) = (3)

(3) = (4) Her M modiilii igin Rad[R, M| C Tot[R, M| saglanir. Boylece, Rad(M) C
p(Rad[R, M]) = p(Tot[R, M]) = Tot(M) olur. Kabulden Rad (M) = Tot(M) oldugundan
p(Rad[R, M]) = Rad(M) elde edilir.

(4) = (1) Eger M basit sag R-modil ise Sonug 4.4.13 geregince A[R, M| =
Rad[R, M| 'dir. Buradan, Z(M) = A(M) = p(A[R,M]) = p(Rad[R, M]) olur. M
basit oldugundan Rad(M) = 0’dir. Kabulden p(Rad[R, M]) = Rad(M) oldugundan

= Kabulden aciktir.
=

Z(M) = 0 olur. Béylece, M tekil olmayan modiildiir. Yani, her basit sag R-modiil
tekil olmayan modiildiir. Her basit sag R-modil tekil olmayan modiil ise R yaribasit
halkadir. (A.Koehler [16, s. 657] bu sonucun G. Azumaya’nin basilmamig bir sonucu

oldugu bilgisini vermektedir. Ispat icin [24]’e bakilabilir. ) O
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