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i
Oz

Bu tez calismasinda modern matematigin bir alani olan Analizin en temel yapisi olan gergel
sayllarin tamlik 6zelligine yénelik 6grenci kavrayislari baglaminda bir arastirma yapilmistir.
Bu baglamda APOS teorisine bagl olarak kavramin tarihsel gelisimi incelenmis, kavrama
yonelik alan yazinda yer alan 6grenme guclikleri ortaya konulmus, 6grencilerin tamlik
Ozelligine iliskin kavrayislari belirlenmis ve arastirmacilarin deneyimlerinden yararlanilarak
tamlik 6zelligine iliskin genetik ayrisim olusturulmus ve bu genetik ayrisimin dogrulanmasi
ve inceltiimesi galigmasi yurutiimuagtur. Bunun igin varsayimsal genetik ayrigima bagl bir
kavramsal anlama testi olusturulmus ve pilot uygulama olarak matematik egitimi
programinda 6grenim gdren &grencilere uygulanmistir. inceltiimis genetik ayrisim
dogrultusunda matematiksel gorevler olusturulmus ve bu matematiksel gorevlere dayali
olarak bir problem durumu ortaya konulmus ve ACE 6gretim donglsine bagh olarak bir
dgretim uygulamasi gergeklestirilmistir. Ogretimin uygulanmasi sonucunda 6grencilerin
tamlik 6zelligine iligskin zihinsel yapilari incelenmis ve sonuglar ortaya konulmustur. Buna
gore ogrencilerin zihinsel yapilarinin gelisiminde grup i¢i tartismalarin digsal uyaran rolinin
onemli oldugu, rasyonel sayilarin yodun yapisinin gergel sayilarin tamlik ézelligine iliskin
semalarda temel rol oynadigi, zihinsel yapilarin ve mekanizmalarin matematiksel

gerekgelerin saglamlasmasi igin dnemli oldugu gibi temel sonuglara ulasiimistir.

Anahtar sozciikler: tamlik 6zelligi, matematik egitimi, analiz 6gretimi, apos teorisi,

kavramsal anlama



Abstract

In this study, the research was conducted in the context of student conceptions of the
completeness property of real numbers, which is the most basic structure of analysis, a field
of modern mathematics. In this context, the historical development of the concept was
examined based on the APOS theory, the learning difficulties in the literature related to the
concept were revealed, students' conceptions of the completeness property were
determined, and a genetic decomposition of the completeness property was created by
utilizing the experiences of the researchers, and a study was conducted to verify and refine
this genetic decomposition. For this purpose, a conceptual understanding test based on the
hypothetical genetic decomposition was created and applied to students studying in the
mathematics education program as a pilot intervention. Mathematical tasks were created in
line with the refined genetic decomposition, a problem situation was posed based on these
mathematical tasks, and an instructional application was carried out based on the ACE
instructional cycle. As a result of the implementation of the instruction, students' mental
constructions related to the property of completeness were examined and the results were
revealed. Accordingly, it was concluded that the role of group discussions as external stimuli
was important in the development of students' mental structures, the dense structure of
rational numbers played a fundamental role in the schemas related to the completeness
property of real numbers, and mental structures and mechanisms were important for the

consolidation of mathematical justifications.

Keywords: completeness property, mathematics education, calculus teaching, apos

theory, conceptual understanding
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Boliim 1
Giris
Matematigin, Thales (M.O. 624-547)in Misira yapti§i seyahatlerden elde ettigi
gbzlemleri kullanarak olusturdugu Yunanca’da yer 6lgimi anlamina gelen geometri ile
basladigi distunilmektedir (Bell, 1999). Daha sonra bu kavram Pisagor (M.O. 572-497)
tarafindan “bilgi” ve “6grenme” terimlerinin kokeninden tlretilen “matematik” kelimesiyle
ifade edilmeye baslanmistir. Matematige yénelik olarak MO 300’1 yillara kadar yapilan
calismalarin sistematik bir derlemesi olan Oklid'in Elementler Kitabr’nda kullanilan
postulatlar sayesinde aksiyomatik yéntemin kullanimi evrensel bir model haline gelmistir

(Bell, 1999).

17. yuzyihn matematikgcileri, hareket analizinde ortaya g¢ikan problemlerin, uzun
suredir c¢ozilemeyen bazi geometrik problemlerle yakindan iligkili oldugunu ve bu
problemlerin genel olarak iki sinifa ayrilabilecedini kesfetmislerdir (Bell, 1999). Bunlardan
ilkinde, dizgin olmayan bir hareketin herhangi bir anindaki hizi belirleme problemi ya da
daha genel olarak, surekli degisen bir blyukligin degisim oranini bulma problemi ve
bununla baglantili olarak, verilen bir egriye Uzerindeki bir noktada teget olusturma geometrik
problemi yer almaktadir. Bu tir problemleri gézme g¢abalari, bugtin diferansiyel hesap olarak
bilinen olgunun ortaya ¢cikmasina neden olmustur. ikincisi, belirli bir kapal egrinin alanini
hesaplama ve dizgun olmayan bir harekette kat edilen mesafeyi bulma veya daha genel
olarak, surekli degisen bir buyuklugun etkisinin toplam etkisini belirleme gibi kinematik
problemleri igermektedir. Bu problemler, ginimuzde integral hesap olarak bilinen yontemin
ortaya ¢ikmasina neden olmustur. Newton (1643-1727) ve Leibniz (1646-1716) tarafindan
teget ve alan hesabi olmak Uzere bu iki temel problemin belli bir anlamda birbirinin tersi
oldugu gosterilmistir. BOylece diferansiyel ve integral hesap, o zamandan beri “Kalkilus”

olarak hilinen tek bir matematik disiplini iginde ele alinmaktadir.

Bir fonksiyonun trevi bir oranin limiti ve belirli integral bir toplamin limiti oldugundan

hem diferansiyel hem de integral hesapta limit kavrami merkezi bir rol oynar. Limit



kavraminin karakteristik bir 6zelligi, sonsuz bir sireg fikrini igermesidir. Ornegin limit
durumunda bir x degiskeninin degeri sifira yaklastik¢a, x'in gergekten sifir olmadan
sonsuza kadar ku¢uldigu hayal edilir. Sonsuz sireclerin kullanimi, “Matematiksel Analiz”
veya kisaca “Analiz” olarak bilinen matematigin en genis alaninin ayirt edici 6zelligidir.
Genel olarak Analiz, bagimsiz degiskenin sonsuz klglk olmasina karsilik fonksiyonun

davranisinin incelendigi bir alandir.

16 ve 17. yuzyillarda bir dogrunun sonsuz kiglk noktalardan olusan bir yapi olarak
ele alinmasi matematikgiler arasinda ciddi tartigmalara yol agsa da, 19. Yuzyilin ilk
yarisinda Cauchy (1789-1857) tarafindan kurulan aksiyomatik bir insa ile sonsuz kiguk
yapisi modern matematigin temelinde yer almaktadir (Laugwitz, 1997). Bu sayede gergel
sayillar insa edilmis ve Analiz kavramlari gergel sayilarin tamhk o6zelligi ile birlikte

incelenmeye baglamistir.

Bu tez galismasinda Analizin en temel yapisi olan gergel sayilarin tamlik 6zelligine
yonelik égrencilerin zihinsel yapilari incelenmistir. Bu amag¢ dogrultusunda bir problem
durumu olusturulmusg ve problem durumunun gerektirdigi teorik bir gergeve sunulmustur. Bu
baglamda arastirma ydntemi belirlenmis ve yonteme bagli olarak analizler yapiimistir. Daha

sonra analizlerden elde edilen bulgular sunulmus ve tartigiimistir.

Problem Durumu

Bir matematiksel kavram, matematikgiler tarafindan Gzerinde uzlasma saglanmis
olan bir soyut nesnenin tanimidir (McDonald, Mathews & Strobel, 2000). Kavramin bireyde
uyandirdigi ¢agrisimlar ve tim i¢sel temsiller kimesi bireyin kavrayisi olarak tanimlanir
(Sfard, 1991). Kavramsal anlama bireyin kavrayigi ile matematiksel kavramin cakistigi
zaman gergeklesir. Kavram insasi somut durumlar, prosedirler ve siregler araciligiyla
gerceklesir ve matematiksel kavramlarin soyutlanmasina, sembollerin ve zihinsel
kavramlarin anlasilmasina dogru ilerler (Dubinsky, 1991; Gray & Tall, 1994; Pantziara &

Philippou, 2012). Matematik dgretimi, matematiksel kavramlari anlama ve kavramlar arasi



iligkilerin farkinda olma, mantikh sonuglara ulasabilme, karsilasilan problemlerin
¢6ziminde matematiksel kavramlari kullanabilme yeteneklerini gelistirir (Matematik

Ogretmenleri Ulusal Konseyi [NCTM], 2000).

Ogretim mifredatlarinda belirtildigi gibi sayi sistemlerinin kavramsallagtiriimasi
matematigin tim alanlarinin anlasiimasi bakimindan 6nemlidir (NCTM, 2006). Buna
ragmen &grencilerin sayi sistemlerini anlamalarina yonelik birgok arastirma rasyonel,
irrasyonel ve gercel sayl kavramlarinin anlasiilmasinin zor olduguna vurgu yapmaktadir

(Fischbein ve digerleri, 1995; Vamvakoussi & Vosniadou, 2007).

Gergel sayllar kimesi genellikle iki dizeyde kavramsallastirilir (Berge, 2008). Bu
dizeylerin ilkinde, tamsayilarin oranlari (yani rasyonel sayilar) disindaki sayilarin
kullanilmasi gerekliligine odaklanilir. Burada tamsayilarin karekokleri, "m ve e" gibi bazi 6zel
irrasyonel sayilarin sayl dogrusundaki gosterimi ele alinir. Bu diuzeyde, gercel sayilarin
varli§i incelenecek bir problem olarak gériilmemektedir. ikinci diizeyde, R gercel sayilar
kimesi Analiz derslerinin dogal alani olarak goérllen aritmetik, siralama ve tamlik
Ozelliklerine sahip bir kime olarak kavramsallastiriir (Berge, 2008). Gergel sayilarin ilk
kavramsallagtirma duzeyi genellikle ortaokul ve lise matematik 6gretiminde ve bazi Kalkilus
derslerinde yeterli olarak kabul edilir. Ote yandan Analiz derslerinde yapilan matematiksel

uygulamalar ikinci seviyeye yoneliktir.

Matematik egitiminde yapilan arastirmalar genellikle gercel sayilar kimesinin birinci
dizeyine odaklanmaktadir. Bunun yaninda okul matematigi de gergel sayilar kimesinin
yapisal 6zelliklerine vurgu yapmamaktadir (Fischbein ve digerleri, 1995). Gergel sayilarin
ilk duzeyde kavramsallastiriimasina iligkin yapilan ¢alismalarda 6grencilerin anlamalarinda
irrasyonel sayilarin olctlemezligi ve gercel sayilarin numaralandirilamazligi seklinde iki
temel engel oldugu 6ne surllmektedir (Fischbein ve digerleri, 1995). Ayrica yapilan diger
calismalar o6grencilerin ve 6gretmen adaylarinin rasyonel sayilarin yodun yapisini
anlamasinin éninde dogal sayilarin ayrikliginin da bir engel oldugunu géstermistir (Malara,

2001; Merenluoto & Lehtinen, 2002; Vamvakoussi & Vosniadou, 2007).



Gergel sayilar kavraminin 6gretimine yonelik ¢aligmalarda genellikle rasyonel ve
irrasyonel sayilar arasindaki farklilik esas alinmaktadir (Fischbein ve digerleri, 1995; Sirotic
& Zazkis, 2007; Voskoglou, 2013; Zachariades ve digerleri, 2013; Zazkis & Sirotic 2010).
Bu calismalar, rasyonel/irrasyonel ayriminin o6tesinde, gercgel sayilarin 6gretilmesi ve
ogrenilmesinde temsil bicimlerindeki donisimin (Duval 1995, 2006) Onemini

vurgulamaktadir (Oktag & Vivier, 2016).

Rasyonel sayilarin 6gretiminde ondalikh gosterim ve kesirli goésterim seklinde iki
farkli temsil bigimi s6z konusudur. Matematik egitiminde genellikle rasyonel sayilarin

temsilinde kesirli gdsterim, ondalikli gésterime tercih edilir (Okta¢ & Vivier, 2016). Buradan

hareketle, “a,b tamsayl olmak (izere /2 sayisinin % seklindef ifade edilemeyecegi”

seklindeki klasik kanit irrasyonel sayilarin ingsasinin temelini olusturur. Buna kargin Bronner
(1997, 2005) gercel sayilarin, ondalikli olarak ifade edilen sayilari karakterize eden sonlu
ondalik acilim ile ondalikli olarak ifade edilemeyen sayilari karakterize eden sonsuz acilim
arasindaki ayrim yoluyla da algilanabilecegini iddia etmektedir. Bu bakis agisinin cebirsel
yerine analitik olmasi ve sayilarin tek bir sekilde temsil edilmesi nedeniyle 6gretimde etkili
oldugu disinilmektedir (Oktag & Vivier, 2016). NUmerik temsillerin yani sira, gercel
sayillarin 6gretiminde bir referans noktasi ile olusturulmus, sayr dogrusu olarak
isimlendirilen bir dogru ile temsil edildigi geometrik temsil kullaniimaktadir. Bu temsilin
Ozellikle rasyonel/irrasyonel sayi1 ayrimina iligkin yapilan ¢alismalarda, olumlu etkilere sahip
oldugu gorulmektedir (Sirotic & Zazkis, 2007; Voskoglou, 2013). Buna karsin Castela
(1996), geometrik dogru ile gergel sayilar kiimesinin topolojisi arasindaki baglantiya
odaklandigi galismasinda, ozellikle surekli bir sayr kimesine gegisin, nokta-say! uyumuna

guvenilemeyecek karmagik bir 6grenme sureci olusturdugunu ifade etmektedir.

Oktac ve Vivier (2016)’e gore ileri matematiksel distinme (Tall, 1991) gerektiren
Analiz perspektifinden gercel sayilarin incelenmesi, rasyonel/irrasyonel sayi ayrimindan
baska bakis acilari gerektirir. Clnkl irrasyonel sayi kavrami sadece rasyonel sayi

kimesinin geometri ve cebir i¢in yetersizligini gdsterir ve bu bakis ac¢isi Analiz icin ¢ok



sinirhdir. Daha genel olarak, gergel sayilarin ozelliklerinin ele alindidi arastirmalarin
genellikle gercel sayi kimesine 6zgl olmadigi gézlenmektedir (Okta¢ & Vivier, 2016). O
halde “gercel sayilarin 6z nedir?”, “gercel sayilara ne zaman ihtiyag¢ duyulur?” gibi sorularin
ele alindigi Analiz dersleri icin, gercel sayilar diger sayl kimelerinden ayiran en temel

Ozellik olan tamlik 6zelliginin vurgulanmasinin énemli oldugu disinilmektedir.

Berge (2006, 2008) ¢calismalarinda Kalkdltsa bir tir cebirsellestiriimis Analiz olarak
ele almaktadir ve Kalkillisten Analize gegiste gercel sayilarin tamlik 6zelliginin temel unsur
oldugunu iddia etmektedir. Diger yandan gercel sayilara iligkin ikinci duzey
kavramsallagtiriimanin 6gretildigi Analiz derslerini diger matematik derslerinden ayiran
onemli bir faktér bir noktanin komsulugu gibi yerel 6zelliklerin kavramsallastiriimasidir
(Maschietto, 2002). Tamlik 6zelligi de bir sayinin degil sayr kimelerinin bir 6zelligi

oldugundan bir gesit yerel dzelliktir.

Gergcel sayilar kimesinin tamlik 6zelligini karakterize eden birbirine denk aksiyomlar

asagida verilmigtir.

R gergel sayilar kiimesinin bos olmayan ve Ustten (veya alttan) sinirli olan her alt
kimesinin R icinde en kuguk Ust siniri (veya en blyuk alt sinirt) vardir (en kiaguk ust

sinir 6zelligi).

- R gergel sayilar kimesinin her sinirli ve sonsuz alt kiimesi R’de yigilma noktasina

sahiptir (Bolzano Surekliligi).

- R gercel sayilar kimesindeki her Cauchy dizisi yakinsaktir (Cauchy surekliligi).

- R gergel sayilar kiimesinin A, B gibi her kesimi! igin; her a € A ve her b € B igin a <

¢ < b olacak sekilde bir ¢ € R vardir (Dedekind surekliligi).

1 Q rasyonel sayilar kiimesinin bos olmayan bir 4 c Q alt kiimesine, asagidaki 6zellikleri saglyorsa, bir kesim denir.

i) reEAp<rvepeQisep€Aolur.
ii) r € Aise r < p olan bir p € A vardir.



Matematikte tamlik 6zelliginin kullanimi, en azindan OKklid'in Elementlerine,
dolayisiyla MO 300 civarina kadar uzanir (Awodey & Reck, 2002). Oklid’'in Elementler
kitabinin ilk dnermesinde iki gemberin iki noktada kesistigi, kesim noktalarinin varligi acik
bir sekilde ifade edilmeden, tanimlar, postilatlar, varsayimlar kullanarak kanitlanmaktadir
(Berge & Sessa, 2003). iki cemberin, bir cember ve bir dogrunun veya iki dogrunun
arakesitinden s6z edebilmek icin dogrunun surekliliginin yani tamhgdinin kabulune ihtiyag

vardir. Bu durumda Oklid’in tamlik dzelligini 6rtik bir bicimde kabul ettigi sdylenebilir.

Tamlik dzelligi ile ilgili bir diger értiik kullanim Girolamo Cardano’nun x3 + q = px?
kiibik denkleminin ¢éziminin varligini kanitlarken x3 + g < px? ve x3+ q > px?
esitsizliklerini saglayan x degerlerinin ¢6zim kimelerinin arakesitini, x degerlerinin varligini

kanitlamadan, ele almasidir (Awodey & Reck, 2002).

17. ve 18. yuzyillarda, incelenen problemler tamlik 6zelliginin acik hale getiriimesini
gerektirmediginden, matematigin gelistiriimesinde tamhk 06zelli§i dolayli olarak
kullaniimistir. Tamhk 6zelliginin acgik hale getiriimesinin ilk olarak Cauchy ve Bolzano’nun
calismalariyla basladigi kabul edilmektedir (Berge & Sessa, 2003). ik basta
aritmetiklestirme olarak baslayan bu sure¢ 19. ylzyilda Dedekind ve Cantor'un

calismalariyla acik hale getiriimektedir (Awodey & Reck, 2002).

Dedekind (1963) ilk kez dogrunun tamhgi kavramini tanimlayarak tamhk 6zelligini
acik bir sekilde kullanmistir. Dedekind, geometrik dogruyu nimerik bir sistemin insasi igin
bir eksen olarak alarak dogrunun surekliligini karakterize etmek icin bir yol ortaya atmis ve
sayllar igin de benzer bir karakterizasyon gelistirmistir. Buna gére dogrunun tamligi veya
Dedekind surekliligi olarak adlandirilan bu karakterizasyon, geometrik kanitlarin étesinde o
zamana dek higbir zaman gerekgelendiriimeyen veya dogal olarak kabul edilen Analiz

teoremlerini kanitlamak igin bir yol sunmaktadir.

Ote yandan Cantor (1871), bir sistemde yer alan Cauchy dizilerinin bu sisteme ait

bir limiti olacak sekilde tek bir sayisal sistemin olusturulmasindan s6éz etmektedir. Cantor,



trigonometrik seriler icin fonksiyon gelistirmede katsayilarin tekligini kanitlamak igin boyle
bir sisteme (kimeye) ihtiya¢c duymustur (Cantor 1871). Yani Cantor'un amaci Analiz'deki
diger teoremleri kanitlamak igin iyi tanimlanmis bir kiime insa etmektir. Buna bagh olarak
“R gercel sayilar kiimesi Uzerindeki dizilerin elemanlarindan olusan her sonsuz i¢ ice gegmis
kimelerin arakesiti bostan farkhdir” seklinde Cantor surekliligi olarak bilinen

karakterizasyon ortaya ¢gikmistir (Awodey & Reck, 2002).

Dedekind ve Cantor’'un bakis acilariyla, sureklilik ve tamlik, iki farkli ancak yakindan
iliskili kavram olarak ayrilmaktadir. Sureklilik, dogru ile iligkilendirilirken; tamhk, sayilar
kimesi icin formle edilir. Sureklilik ve tamlik, David Hilbert'in (1862-1899) calismalarinda
aksiyomlar araciliiyla kavramsallastirilmistir. Hilbert 1902 yilinda “Foundations of
Geometry” eserinde geometri icin sireklilik aksiyomlarini ve 1899 yilinda “Uber den
Zahlbegriff’ eserinde gercel sayilari tanimlamak icin tamlik aksiyomunu iceren iki
aksiyomatik sistem olusturmustur. Bu donemde grafik temsillerine dayali argumanlar
sorgulanmis ve matematik timuyle aritmetiksel olarak tanimlanmaya calisiimistir. Ozellikle
“Ara Deger Teoremi” gibi sonuglar “tamlik 6zelliginin” acik¢a ifade edildigi durumlar olmustur
(Berge & Sessa, 2003). Ayrica dizilerin yakinsakligi, sinirl monoton dizilerin limitinin varligi
ya da en kuguk alt sinirinin varligi gibi yeni formlarda ve limiti tanimlarken kullanilan sonsuz

kGgukler gibi kavramlarda tamlik 6zelligi kendini gostermektedir.

Modern matematigin aksiyomatik yapisinda temel rol oynayan “tamlik 6zelliginin”
kavramsallagtiriimasinin, bu yapinin nasil ve neden kurulduguna yonelik énemli bir veri
sunacag! dusunulmektedir. Analiz derslerinin limit, dizi gibi hemen her kavramiyla iligkili
olan bu o0zelligin bireyin zihninde nasil yapilandirildidi ve bireyin zihnindeki diger

matematiksel kavramlarla nasil bir iliskide oldugunun belirlenmesi gerekmektedir.

Berge (2008) Kalkulusten Analize gegerken ogrencilerin bagarisizliklarindaki artigin
nedenlerini ortaya koymak icin yaptigi calismada Kalkilis ve Analiz derslerinde verilen R
gercel sayilar kimesi ve bu kiimenin tamhk 6zelligi hakkindaki iligkileri, farklihklari ve bu

kavramlarin derslerdeki donusumund belirlemeye c¢alismistir. Buna goére Kalkulus



derslerinde geometrik sezgi ve gozleme dayali gerekcelendirmeler yeterlidir. Analiz
derslerinin erken safhalarinda égrenciden kendisi icin acik olan bazi iligkilerin kanitlandig,
daha sonraki asamalarda ise agik olmayan iliskilerin kanitlanmasi istendigi gézlenmistir. Bu
baglamda Berge (2008)'ye gore teorik gerekgelendirmelere ¢ok az énem veren KalkilUs
derslerinde tamhk 6zelliginin arastirma konusu yapilmasina gerek vyoktur. Ancak
matematiksel g¢alismalarin dogrulanmasinin konu oldugu Analiz derslerinde bu kavram

onem kazanir.

Berge (2010) &grencilerin gercel sayilar kiimesinin tamlik 6zelligi hakkindaki
algilarini inceledigi calismasinda Universite o6grencilerinin  tamhgr yeni kavramlari
tanimlamak igin bir ara¢ olarak goérdigunu gézlemlemistir. Calismada Analiz derslerinin
ilerleyen agsamalarinda 6grencilerin tamlik 6zelliginin hangi problemleri ¢ozdugunu bilmedigi
ortaya cikmistir. Berge (2010)’ye gore bu durum derslerin ilerleyen asamalarinda daha ileri
teoremlerin  kullanilmasindan ve o6grencilerin bu asamalarda tamlik Ozelligiyle
karsilasmamalarindan kaynaklanmaktadir. Calismanin sonuglarina gore égdrencilerin gogu
icin, supremum (en kiguk Ust sinir) iceren tipik alistirmalar yapmak, R'nin Ustten sinirli alt

kimelerinin tum Ust sinirlarini iceren kime oldugunu anlamaya yol agmamaktadir.

Ote yandan Durrand-Guerrier ve digerlerinin (2019) yaptiklari ¢alismada (iniversite
ogrencilerinin “her iki rasyonel sayi arasinda en az bir rasyonel sayl olmasi” seklinde
tanimlanan yogunluk kavrami ve tamlik 6zelli§i arasindaki iliskiyi ve farklari anlamada
yasadiklari  zorluklari incelemislerdir. Calismanin sonuglarina gére dAgrencilerin
¢ogunlugunun yogunluk kavramini dogru anladiklarini, ancak bu kavramin tamlik 6zelligi
kavramiyla olan iligkisini ve farklarini kavramakta zorluklar yasadiklarini gostermektedir.
Durrand-Guerrier ve digerleri (2019)'ne goére bu iki kavram arasindaki farkin belirlenmesine

yonelik calismalar yapiimasinin énemli oldugu dusundlmektedir.

Artigue (1999) Analiz dersine iliskin  kavramlarin  6grenciler tarafindan
kavramsallagtiriimasinin matematik egitimcileri icin o6zellikle hayati bir dneme sahip

oldugunu vurgulamaktadir. Analiz dersinin en temel kavrami olan gergel sayilar, matematik



egitimi arastirmacilan tarafindan en cok yatirrm yapilmasi gereken kavram olarak
gorulmektedir (Artigue, 2006). Bu baglamda “gercel sayilar bilgisinin Analizdeki kavramlarin
kavramsallastiriimasi izerinde nasil bir etkisi vardir” gibi hala gecerliligini koruyan sorulara

iliskin calismalar devam etmektedir (Oktag & Vivier, 2016).

Cogu Kalkulis dersinde gercel sayilar kimesi agik¢a tanimlanmaz; bunun yerine,
say! dogrusu imajindan hareketle gergel sayilar “tim olasi sayilar” olarak ele alinir (Berge,
2010). Bu fikir, genellikle bu derslerde yer alan kavramlar (zerinde yapilan islemlerle
uyumludur ve egitmenlerin mifredatta oldukga hizli bir sekilde ilerlemesine olanak tanir.
Analiz derslerinde ise gercgel sayilar kiimesi fonksiyonlarin dogal tanim kimesi haline
geldiginden, gercel sayilarin diger 6zellikleri dhem kazanir. Bu durumda gergel sayilar tam
sirall bir cismin aksiyomlarini saglayan iglemler ile tanimlanir. Daha sonra gercel sayilar

Uzerinde bir kimenin sinirlari olusturularak tamlik 6zelligi aksiyom olarak verilir.

Genel olarak Kalkulus ve Analiz derslerinde gergel sayilarin 6gretimine yonelik akisa
ve gercel sayilarin dgretimine yonelik calismalara bakildiginda; kavramin anlamasina
yonelik ortaya gikan 6grenci guglikleri ve rasyonel/irrasyonel sayilarin yapilandiriimasinda
karsilagilan zorluklar bu kavramin 6gretiimesinde bakis acgisi degisikligine gidilebilecegini
isaret etmektedir. Bu baglamda ele alindiginda, gercel sayir kimesini diger sayi
kimelerinden ayiran temel 6zellik olan tamlik 6zelliginin 6gretimine yénelik alan yazinda az
sayida calisma yer almaktadir. Bu g¢alismalarin ana fikrinin, tamhk 6zelligi kavraminin
ogretimine yonelik farkh bakis acilariyla galisilabilecegi ve bu g¢alismalarin nicelik olarak
artirlabilecedi vurgusu oldugu gérilmektedir. Ozellikle Kalkiliisten Analize gegiste en
temel Ozellik olan tamhgin yalnizca aksiyom olarak verilerek Analiz kavramlarinin inga

edilmesinin, alan yazinda yer alan 6grenme gugluklerine sebep oldugu dusinidlmektedir.

Bu tez ¢alismasi universite ogrencilerinin gergel sayilarin tamlik 6zelligi kavramini
zihinsel yapilandiriimasinin nasil oldugu olgusunu ele almaktadir. Buna bagli olarak Analiz
derslerinde gergel sayilarin tamlik 6zelliginin kavramsallastiriimasi i¢in bir yol haritasi ortaya

konulmasinin gerekli oldugu diusunulmektedir. Buradan hareketle tamlik 6zelligi kavramina
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iliskin égrencilerin zihinsel yapilari, kavramsal anlamaya bagli bir 6grenme teorisi olan
APOS teorisi (Dubinsky, 1991) baglaminda ortaya konularak bu kavramin bir genetik
ayrisimi olusturuimus ve bu genetik ayrisim kullanilarak bir matematiksel gorev

tasarlanmigtir.

Arastirmanin Amaci ve Onemi

Bu tez calismasinin amaci Universite dgrencilerinin gergel sayilarin tamlik 6zelligi
kavramina yonelik zihinsel yapilarini, APOS teorisi baglaminda, ortaya ¢ikararak Analiz
dersleri icin bir matematiksel gorev yoluyla kavramin zihinsel yapisini olusturmaktir. Alan
yazin gbz onune alindiginda bu g¢aligma; tamlik 6zelligi kavramina iliskin APOS teorisi
baglaminda bir yol haritasi ortaya koymasi agisindan, 6grencilerin tamlik 6zelligi kavraminin
zihinsel ingasi slrecinin analiz edilmesi bakimindan dnemli oldugu dustnutlmektedir. Diger
yandan alan yazinda gercel sayilarin insasi bakimindan; rasyonel/irrasyonel sayilar
arasindaki farkhliklara yénelik yapilan ¢alismalar disinda, gercgel sayilarin 6zini yansitan
tamlik 6zelliginin 6gretimine yonelik az sayida ¢alisma yer almaktadir. Bu baglamda Analiz
derslerinde yer alan kavramlarin birgoguyla baglantili olan tamlik 6zelliginin kavramsal
anlamasina yonelik yapilan bu tez c¢alismasinin alan yazina katki saglayacagi

ongorulmektedir.

Arastirma Problemi

Bu tez galismasinin arastirma problemi “Universite dgrencilerinin gergel sayilarin
tamlik 6zelligine iliskin zihinsel yapilari/mekanizmalari APOS teorik gergevesi bakimindan

nasildir?” seklindedir.
Alt Problemler
Arastirma problemine bagl olarak alt problemler asagidaki sekilde olusturulmustur.

1) Gergel sayilarin tamlik Ozelligine yonelik APOS teorisi baglaminda bir genetik

ayrigim nasil olmalidir?
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2) Tamlik ozelligine iliskin zihinsel yapilarn ortaya ¢ikaran genetik ayrisima bagh bir

matematiksel goérev nasil olmalidir?
3) APOS teorisi cergevesinde tasarlanan matematiksel gérev sonucunda 6grencilerin
tamlik 6zelligine iliskin zihinsel yapilari nasil degismektedir?

Sayiltilar

Calismaya katillan o6grencilerin kavramsal anlama testinde yer alan sorulara,
gérisme sorularina, matematiksel gorevlerde yer alan sorulara ve sinif ici etkinliklerine

gercek durumlarini yansitacak sekilde cevap verdikleri varsayiimistir.

Sinirhliklar

Bu calisma,

o katilimcilari baglaminda Analiz dersini almis olan belli sinif dizeyinde

matematik d6gretmen adaylariyla,
e kavramsal anlama baglaminda APOS teorik gergevesiyle,

e Ogrencilerin tamlik 6zelligine iliskin kavrayislari baglaminda olusturulan

genetik ayrisimla,
sinirlandiriimigtir.
Tanimlar
Dedekind Kesimi: Q rasyonel sayilar kimesinin bos olmayan bir A c Q alt
kimesine, asagidaki O0zellikleri sagliyorsa, bir kesim denir.
(i) reAp<rvepeQisep€ Aolur.
(i) r € Aise r < p olan bir p € A vardir.

Gergel Sayi: Q rasyonel sayilar kimesinin butin kesimlerinin ailesi R olmak Uzere,

R’nin her elemanina bir gergel say1 ve R’ye de gercel sayilar kiimesi denir.
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En Kiigiik Ust Sinir: Gercel sayilarin (istten sinirli bostan farkli bir A kiimesi igin;
0] M sayisi A kimesinin bir st siniridir.
(ii) A kiimesinin herhangi bir b Gst siniri icin M < b kosulu saglanir.

kosullarini saglayan bir M gercel sayisina A kiimesinin en kiguk Ust siniri denir.
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Boliim 2

Arastirmanin Kuramsal Temeli ve ilgili Arastirmalar

APQOS Teorisi

APOS teorisi Eylem (Action), Sitre¢ (Process), Nesne (Object) ve $Sema (Schema)
kelimelerinin bas harflerinden olusan, matematiksel kavramlarin nasil 6grenilebilecegine
iliskin bir 6grenme teorisidir (Arnon ve digerleri, 2014). APOS Teorisi, bir bireyin
matematiksel bir kavrami 6grenmeye calisirken zihninde neler olup bittigine dair modellere
odaklanir ve bu modelleri 6gretim materyalleri tasarlamak ve/veya &grencilerin
matematiksel problem durumlariyla basa c¢ilkmadaki basari ve basarisizliklarini
degerlendirmek icin kullanir (Arnon ve digerleri, 2014). Bu teori, gelisimsel bir perspektif
baglaminda &6gretim metodu olarak (Breidenbach ve digerleri, 1992); analitik bir
degerlendirme araci olarak (Dubinsky ve digerleri, 2013) veya her iki sekilde de (Weller ve

digerleri, 2011) kullanilabilir.

Kokleri Jean Piagetin calismalarina dayanan ve yapilandirmaci paradigmadan
etkilenen APOS teorisi, 1980’lerin basinda Dubinsky (1986) tarafindan ortaya atilmis ve o

zamandan bu yana arastirmacilar tarafindan gelistiriimis ve uygulanmistir.
APOS Teorisinin Temelleri: Yansitici Soyutlama

APOQOS teori Jean Piaget’in yansiticli soyutlama kavramini temel almaktadir. Piaget'e
gore bilgi birey ile nesneler arasindaki etkilesimin bir Grinudir (Kamii, 1985). Zihinsel veya
fiziksel bir nesne hakkindaki bilginin gelisimi hem nesne hem de nesne Uzerinde faaliyet
gOsteren bir 6zne gerektirir. Bu baglamda nesne ve birey birbirinden bagimsiz
dusunulemez. Piaget (1980) bilginin dgrenilmesi icin nesne Uzerinde birtakim soyutlamalar
yapmak gerektigini ifade etmektedir. Piaget’'e gore Ui¢ temel soyutlama tlirl vardir: Deneysel

soyutlama, yari-deneysel soyutlama ve yansitici soyutlama.

Deneysel soyutlama bilgiyi nesnelerin ozelliklerinden elde eden bir soyutlama

tiridir (Beth & Piaget, 1966). Bu tir bir soyutlama, nesnelerin ortak 6zelliklerinin
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belirlenmesine ve genelleme yapilmasina, yani 6zelden genele gegise yol acar (Piaget &
Garcia, 1989). Nesnenin 6zelliklerinin soyutlanmasi 6zneden bagimsiz yani dissal gibi
goriunse de; ozelliklerin bilgisi icseldir ve 6zne tarafindan i¢sel yapilandirmalarin sonucu
ortaya ¢ikar (Dubinsky, 1991). Ornegin bir nesnenin rengi ve agirigi disiinildigiinde, bu
Ozellikler nesneye aitmis gibi gorinir, ancak 6zne nesneye belli bir 1sikta bakarak veya
nesneyi kaldirmasi sonucu bunlar hakkinda bilgi sahibi olabilir. Farkli kosullar altinda farkli

bireyler bu 6zellikler hakkinda farkh sonuglar elde edebilir.

Yari-deneysel soyutlama, deneysel ve yansitici soyutlama arasinda yer alir ve
O0znenin eylemlerinin nesnelere kazandirdigi 6zellikleri ortaya cikarir (Piaget, 1985). Yari-
deneysel soyutlamayi agiklamak igin Piaget (1985) eserinde, 6zne tarafindan ayni hizaya
getirilen aralarinda birebir uyumun goézlendigi iki nesne kimesi drnegini vermistir. Bu
durumun bilgisi nesnelerle ilgili oldugundan deneysel olarak kabul edilebilir, ancak s6z
konusu olan nesnelerin uzaydaki yapisi ve bunun yol actigi iliskilerdir. Bu gdézlem 6znenin
nesneleri hizalamasi eyleminden kaynaklanmaktadir. Yine bu iki kime arasinda birebir iligki

oldugunun anlasilmasi da 6znenin yaptigi i¢sel kurgularin sonucudur.

Yansitici soyutlama, Piaget tarafindan biligsel gelisim sirecinde bireyin mantiksal-
matematiksel yapilari nasil inga ettigini tanimlamak icin ortaya atillan bir kavramdir
(Dubinsky, 1991). Bireyin nesneler Uzerine mudahalesi ile gergceklesen yansitici soyutlama,
hem dusuncenin geligtiriimesinde zihinsel yapilar icin ana mekanizma hem de bireyin
zihninde tim mantiksal-matematiksel yapilarin gelistirildigi zihinsel mekanizma olarak
tanimlanmigtir (Piaget, 1965). Tum mantiksal-matematiksel yapilarin tiretildigi zihinsel
mekanizmalar yansitici soyutlama olarak dusunulmektedir (Piaget, 1971). Piaget'nin
psikolojik bakis agisina gore, yeni matematiksel yapilar yansitici soyutlama yoluyla ilerler
(Beth & Piaget, 1966). Bu baglamda Piaget (1985), bireyin zihnindeki biligsel yapilarin

gelisiminin yansitici soyutlamadan kaynaklandigini belirtmektedir.

Yansitici soyutlama yansitma ve soyutlama seklinde iki kisimdan olusur. ilk kisim,

Piaget’in igerik (content) ve igerik Uzerindeki iglemler (operation on content) olarak
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adlandirdigl ve bu icerik ve iglemleri daha dusik bir biligsel seviyeden daha yUksek bir
seviyeye tasimak anlaminda yansitmayi igerir. ikinci kisim, bu yiiksek seviyedeki icerik ve
islemlerin yeniden yapilandiriimasi ve yeniden organize edilmesinden olusan soyutlamayi
icerir. Bu durum, islemlerin kendi Gzerine yeni igslemler uygulanarak igerik haline gelmesine
yol acar (Piaget, 1973). Ornegin fonksiyonlar, tanim kiimesindeki elemanlari gorinti
kimesindeki elemanlara dénustiren iglemler olarak ele alinabilir. Daha yiksek seviyelerde
ise bir fonksiyon uzayinin elemanlari olarak fonksiyonlar icerik haline gelir. Bir baska 6rnek
olarak tamsayilar baglangi¢ta bir kimedeki 6zdes nesneleri saymak ve siralamak igin bir
islem iken; daha ylksek seviyelerde Uzerinde aritmetik islemlerin yapildidi bir icerik haline

gelir (Piaget, 1965).

Piaget, ileri matematiksel diisinmede yansitici soyutlamanin roliine iligkin bir dizi
onemli matematiksel kavrami agiklamaya calismistir (Dubinsky, 1991). Bunlar arasinda
Godel'in eksiklik teoremi (Beth & Piaget, 1966), soyut grup kavrami (Piaget, 1980),
Bourbaki'nin tim matematigi G¢ ana yapi icinde kapsama girisimi (Piaget, 1970), genel
kategori teorisi (Piaget 1970), tim kidmelerin kiimesini olusturmanin imkansizligi (Piaget,
1970) ve matematiksel fonksiyon kavrami (Piaget, 1977) yer almaktadir. Daha genel olarak
Piaget (1973), slrecin igerikten ayrildigi ve slreglerin matematikginin zihninde igerik
nesnelerine donUsturildigl matematiksel disinmeye yol agan fenomenin yansitici

soyutlama oldugunu digtinmektedir.
Yansitici Soyutlamadan APOS Teorisine Gegis

Piaget'ye gore, yansitici soyutlamanin ilk kismi, belirli bir dusince duzeyinde
zihinsel veya fiziksel eylemlerden 6zellikler ¢cikarmaktan olusur (Beth & Piaget, 1966). Bu
sekilde "soyutlanan" sey, daha gugli distince digumlerinin yani sira baska eylemlerin de
mevcut oldugu daha yuksek bir disunce duzlemine yansitir (Piaget, 1985). Dubinsky
(1991)’ e gore, Piaget’in kurdugu bu yapr matematiksel gelisimin 6ztdur ve ayni zamanda
bu strece badl olarak matematiksel distinmenin dogasina iligkin felsefi soruyu ele almak

icin analiz araci olarak kullanilabilir.
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Dubinsky, Ust dizey matematiksel yapilar inga etmek icin kullanilabilecek 0zel inga
sureglerinin kiglk c¢ocuklarin dusuncelerinde zaten bulunabilecegini iddia etmektedir
(Arnon ve digerleri, 2014). Bu durum, biyolojik gelisimin yani sira zihinsel gelisimle de ilgili
tek bir slire¢ veya slrecler dizisi arayisinin bir parcasi olarak Piaget'in gelisimin surekliligi
konusundaki israri nedeniyle énemlidir (Dubinsky, 1991). Bu baglamda Piaget' in erken
yaslarda mantiksal-matematiksel dusinmedeki yansitici soyutlama o6rneklerinden
toplamanin degisme oOzelligine bakildiginda; bir koleksiyondaki nesnelerin sayisinin
nesnelerin yerlestiriime sirasindan badimsiz oldugunun kesfedilmesi, dncelikle ¢ocugun
nesneleri saymasini, yeniden siralamasini, tekrar saymasini, yeniden siralamasini ve
saymasini gerektirir. Bu eylemlerin her biri i¢sellestirilir ve bir sekilde i¢sel olarak temsil
edilir. Bdylece ¢ocuk bunlar Uzerinde dusunebilir, bunlari kargilastirabilir ve hepsinin ayni
sonucu verdigini fark edebilir (Piaget, 1970). Bu toplama 6rnegdi; cocugun fiziksel
nesnelerden iki kiigik kiime olusturarak fiziksel eylem yapmasini, birinci kiimeyi sayip daha
sonra ikinci kiimeyi sayarak bunlari birbirine ekleme ve devaminda énce ikinci kiimeyi sayip
daha sonra birinci kiimeyi sayarak ekleme ve sonucun ayni oldugunu gérme islemini igerir.
Burada nesneler sayilardir. Yani tamsayilar, fiziksel nesnelerin kimesi tarafindan temsil
edilmektedir. Eylem ise, bu nesneler Uzerinde yapilan toplama iglemi ve toplama isleminin
degisme Ozelliginin gorilmesidir.

Bir bagka 6rnek olarak sayi kavrami; siniflandirma, yani 6geleri birbirinden ayirt
edilemeyen birimlerden olusan bir kime olusturma ve yukarida s6zu edildigi gibi ikili, Gglu
vb. ¢esitli eylemlerin bir koordinasyonunu iceren siralama semalarinin koordine edilmesiyle
olusturulur (Piaget, 1965). Diger yandan toplama islemi, daha 6nce belirtildigi gibi, bir seye
uygulanan bir islem olmasina ragmen; matematiksel olarak toplamalarin toplanmasi olan
¢arpma isleminin soyutlanmasi siirecinde birbirine eklenen nesnelere donusur. Dolayisiyla,
carpma yapmak icin oOncelikle toplama igleminin zihinsel eyleminin, toplamanin

uygulanabilecegdi bir nesne ya da nesneler kimesine sarmalanmasi gerekir (Piaget, 1985).
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Dubinsky (1991), Piaget'in erken c¢ocuklukta yansitici soyutlama Orneklerini

matematiksel kavramlarin insasi baglaminda, matematiksel dlisinme igin énemli olan bes

farkl yansitici soyutlama mekanizmasini ele almistir.

Toplamanin degigsme 0zelligi 6rneginde goéruldugu gibi; bireyin sembolleri, dili,
resimleri ve zihinsel imgeleri kullanma becerisinin ortaya c¢ikmasiyla birlikte,
algilanan olgulardan anlam g¢ikarmanin bir yolu olarak igsel slrecler ingsa edilir
(Dubinsky, 1991). Piaget (1980) bunu i¢sellestirme olarak adlandirmis ve "bir dizi
fiziksel eylemin igsellestiriimis islemler sistemine doénustirilmesi" olarak ifade

etmistir (Beth & Piaget, 1966).

Piaget (1977) bir tahterevallinin iki tarafindaki nesnenin her iki taraftaki eylemlerin
bir kombinasyonu ile dengelenmesi, ayni anda iki seyi akilda tutmaktan daha
fazlasini icerdigini sdylemektedir. Bu baglamda Piaget bir cocugun dengeyi
kurabildigi zaman ile bunu nasil yaptidini anladigi zaman arasinda kayda deger bir
gecikme gozlemledigi icin, bu durumu iki eylemin tek bir sistem icinde
koordinasyonu olarak gérmustir. Piaget'in tahterevalli érnegi yeni bir slreg
olusturmak igin iki veya daha fazla slrecin bilesimini veya koordinasyonunu igerir
(Dubinsky, 1991). Bu ¢ikarim Dubinsky (1991) tarafindan, Piaget'in yeni eylemler
veya nesneler olusturmak icin bir veya daha fazla eylemi kullanmanin tim yollarini
ifade eden "eylemlerin genel koordinasyonlari" ifadesi g6z énune alinarak ortaya

konulmustur.

Carpma kavraminin ingasi érnegine bakildiginda, dinamik bir slirecin sarmalanmasi
ya da duragan bir nesneye donusturilmesi s6z konusudur (Dubinsky,1991).
Piaget'nin (1985) ifade ettigi gibi burada eylemler ya da islemler dislincenin
temalastinimis nesneleri haline gelir. Piaget (1973) bu durumu, "Bu nedenle
matematigin tamami yapilarin insasi olarak dusundulebilir... ‘Matematiksel varliklar’
bir seviyeden digerine gecer, bu 'varliklar' Gzerindeki bir igslem, sirasi geldiginde,

teorinin bir nesnesi haline gelir ve bu slre¢ donlstimli olarak 'daha gigli' yapilara



18

ulasana kadar tekrarlanir" seklinde ifade etmektedir. Felsefi bir bakis acisiyla
Piaget, "...6nceki formlara dayanan ve onlari icerik olarak ele alan yeni formlar insa
etmek" ve "yeni formlar insa etmek icin kullanilan unsurlari daha temel formlardan
alan yansitici soyutlamalar"” ifadeleriyle sarmalama fikrini form ve icerik arasindaki

gorece farklilik olarak degerlendirmektedir (Dubinsky, 1991).

e Bir 6zne mevcut bir semayl daha genis bir olguya uygulamayi 6grendiginde,
semanin genellestirildigi séylenebilir (Dubinsky, 1991). Ornegin bir sirec toplama
nesnesine sarmalandiginda bireyin toplama semalarindan s6z edilebilir ve boylece
toplama semalari daha sonra carpmayi elde etmek icin carpma olgusuna
uygulanabilir. Sema, daha genis bir uygulanabilirlie sahip olmasi disinda ayni kalir
ancak nesne genisletiimis sema tarafindan 6zimsenerek degisebilir. Piaget (1973)
bu genelleyici 6ziimseme 6rnegini vurgulayarak bu durumu genellemeyi genigletici

olarak adlandirir (Piaget & Garcia, 1989).

e Piagetin verilen dort yansitici soyutlama tirine ek olarak Dubinsky (1991), bir
surecin bir kez igsel olarak var oldugunda, &éznenin bunu sirecin tersine
cevrilmesinden elde edilen yeni bir sureci inga etme araci olarak tersleme

mekanizmasini ele almaktadir.

Piaget ileri matematiksel kavramlar icin yansitici soyutlamanin énemini vurgulasa
da daha ¢ok ¢ocuklarin mantiksal distinmelerinin gelisimi Gzerinde durmustur. Dubinsky
ileri matematiksel kavramlar igin yansitici soyutlamanin nasil oldudu ile ilgilenmis ve APOS
teorisini gelistirmistir. APOS teorisi matematiksel nesnelerin i¢sellestirme, sarmalama,
tersleme, koordine etme, temalastirma gibi yansitici soyutlama kullanilarak

yapilandirilmasini agiklayan bir modeldir.
APQOS Teorisinin Prensipleri

Bireyin matematiksel bilgisi, sosyal bir baglamda problemler ve ¢ézUmleri Uzerinde

dusunerek ve matematiksel eylemleri, strecleri ve nesneleri yapilandirarak bunlari problem
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durumlariyla basa c¢ikmak igin kullanmak Uzere semalarda dizenleyerek, algilanan
matematiksel problem durumlarina yanit verme egilimidir (Asiala ve digerleri, 1996). APOS

teorisi bilesenlerini bu egilime baglh olarak ele almaktadir (Font Moll ve digerleri, 2016).

APOS teorisi zihinsel yapilar ve zihinsel mekanizmalar olmak Uzere iki ana
bilesenden meydana gelir (Arnon ve digerleri, 2014). Zihinsel yapilar, gelisime acik olsa da
goérece sabit yapilardir (Stenger ve digerleri, 2008). Birey zihinsel yapilari matematiksel
durumlarda algi olusturmak igin kullanir. Zihinsel mekanizmalar ise bireyin zihninde olusan
yaplyl gelistirebildigi yansitici soyutlamalardir. Zihinsel yapilar duragan iken zihinsel
mekanizmalar dinamiktir (Arnon ve digerleri, 2014). APOS teorisi Eylem, Sureg, Nesne ve
Sema zihinsel yapilar ile icsellestirme, sarmalama, koordinasyon, tersleme, geri

sarmalama ve temalastirma zihinsel mekanizmalarindan olusur.

Sekil 1

APQS Teori (Asiala ve digerleri, 1996)

Sema

Eylem

Nesne

APQS teorisinin genel prensipleri Sekil 1’de verilmigtir. Burada eylem yapisi, zihinsel
nesnelerin digsal uyaranlar tarafindan belirlenmig, acik bir algoritmaya gére herhangi bir
doénusumudur (Font ve digerleri, 2016). Birey zihinsel nesneler Gzerinde eylem(ler)i tekrar
ederek yansitir ve slre¢ yapisina icsellestirir (Dubinsky, 1991). Sire¢ eylemlerin

tekrarlanarak dissal uyaricilara dayanmaktan uzaklasmasi ve eylemler Uzerinde icsel
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kontrol saglanmasidir (Arnon ve digerleri, 2014). Slreg yapisinda tersleme ve koordinasyon
mekanizmasi ile yeni suregler meydana getirilebilir (Asiala ve digerleri, 1996). Birey surec¢
yapisinin bir butiin olarak farkina vardiginda ve sire¢ Uzerinde yeni bir eylem
uygulayabildiginde, slre¢ nesne yapisina sarmalanir (Dubinsky ve digerleri, 2005). Nesne
yapisi bir matematiksel kavrama iligkin streclerin farkinda olma ve doénutsiumlerin
yapilandirilabildigini kavrama anlamina gelir. Bir zihinsel nesne Uzerinde doéndsimler
yapilirken geri sarmalama mekanizmasi ile nesneyi olusturan surece geri donulebilir. Sema,
bireyin matematiksel kavramlar Uzerine insa ettigi zihinsel yapilarin tanimlarini,
organizasyonunu ve orneklerini iceren yapilar olarak tanimlanir (Arnon ve digerleri, 2014).
Bir sema, Uzerinde eylemler uygulanabilmesi igin, temalastirilarak nesneye donusturulebilir

(Font ve digerleri, 2016).

Asagida APOS teorisini olusturan zihinsel yapilar ve mekanizmalar 6rnekleriyle

birlikte detayli olarak agiklanmistir.

Eylem. Eylem olarak dusunulen bir kavram, var olan nesne ya da nesnelerin digsal
olarak doénusumudur. Bir eylem, dondsimin her bir adiminda birey tarafindan acikca
dusundlmeye ve digsal bir uyaricinin rehberligine ihtiyag duyar (Arnon ve digerleri, 2014).
Her adim bir digerini izler ve eylemin adimlari birey tarafindan heniiz hayal edilemez ve
hicbir adim atlanmaz. Ornegin, fonksiyon kavrami igin fonksiyonun agik ifadesine ihtiyag
duyan, ifadede degeri yerine koymaktan biraz fazlasini yapabilen bir birey fonksiyon
kavramini anlamada eylem agsamasindadir (Dubinsky ve digerleri, 2005). Burada bireyin
dissal bir uyarici olarak fonksiyonun acik ifadesine ihtiyag duymasi ve ifadede verilen

degerleri adim adim yerine koymasi eylem durumunu ortaya koymaktadir.

Kavrayisi eylem diizeyinde olan bir birey, dissal uyaricilara ihtiyag duyar. Ornegin,
iki fonksiyonun bileskesi kavrami igin eylem kavrayisinda olan bir birey iki fonksiyonun da
acik ifadesine ihtiyac duyar ve bilegke islemini yalnizca verilen sayisal degerler igin
gerceklestirebilir (Breidenbach ve digerleri, 1992). Bir diger érnek olarak belirli integral

kavrami icin bir egrinin altinda kalan alani bulmaya yonelik birtakim eylemler yapilmasi
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gerekir. Verilen araligi alt araliklara bolme, her bir alt aralik i¢in egrinin altinda bir dikdértgen
olusturma, dikdértgenin alanini hesaplama, dikdértgenlerin alanlarinin toplamini bulma

eylemleri bu duruma 6Ornektir (Arnon ve digerleri, 2014).

Eylem yapisi en ilkel yapi olsa da, APOS teorisinin temelini olusturmaktadir. Diger
yapilarin gelistirilebilmesi icin eylem vyapisina ihtiyac vardir. Ozellikle eylemlerin
icsellestiriimesiyle slre¢ yapisinin ve zihinsel nesnelerin olusmasi icin eylemlerin

uygulanmasi bu teorinin temelinde eylem yapisinin oldugunu géstermektedir.

igsellestirme ve Siireg. Siireg, zihinde icsellestirme ve koordinasyon zihinsel
mekanizmalari kullanilarak yapilanir (Arnon ve digerleri, 2014). Birey eylemleri
tekrarlayarak digsal uyaricilara dayanmaktan uzaklasir ve eylemler Gzerinde igsel kontrol
saglar. Bu durum adimlari atlayabilme ve agikg¢a her bir adimi distinmek zorunda olmadan
hayal edebilme yetenegidir. Bu zihinsel degisimi mumkun kilan mekanizma i¢sellestirmedir.
icsellestirme, kisinin bir eylemden haberdar olmasini, onun lizerinde diisiinmesini ve diger
eylemlerle birlestirmesini saglar (Dubinsky, 1991). Ornegin, fonksiyon kavramini anlamada
sureg kavrayisinda olan bir birey, verilen fonksiyon igin zihinsel bir sireg olusturacak, agik¢a
belirtiimemis girdileri ve girdilerin giktilar Greten déntstmlerini diglinecektir (Dubinsky ve

digerleri, 2005).

Bireyin eylem icin hem fiziksel hem de zihinsel dénlsim yapmasi gerekirken, sire¢
icin her bir adimi kontrol etmeye ihtiya¢c duymadan donusimi uygulayabilmesi eylem ve
sureci birbirinden ayiran en temel 6zelliktir (Arnon ve digerleri, 2014). Ornegin, belirli
integralde bir birey igin 6zel bir béluntinin Riemann toplamini bulmak bir eylem iken;
herhangi bir bélinta icin Riemann toplamini belirleme eylemini i¢sellestirip, boluntinin alt

araliklarinin sayisi arttikga Riemann toplamlarini hayal edebilmesi bir sirectir.

Sarmalama ve Nesne. Bireyin bir surece bir eylem uygulamasina sarmalama denir
(Arnon ve digerleri, 2014). Burada dinamik bir yapi olan slrece, eylem uygulanarak,
duragan bir yapi elde edilir. Eger birey bir bitlin olarak strecin farkindaysa, déntsimlerin

bir butiinu etkileyebildigini ve donugsumleri yapilandirabildigini kavrar (Dubinsky ve digerleri,
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2005). Bu durumda birey siireci sarmalayarak, zihinsel nesneye dénustirir. Ornegin,
fonksiyon kavramini sarmalayarak nesneye donustiren bir birey fonksiyonlar kiimesini
dusunebilir, bu kiime Gzerinde aritmetik islemler tanimlayabilir hatta fonksiyonlari topolojik

uzaylarda kullanabilir.

Kapali aralikta bir fonksiyon igin egrinin altinda kalan alanin Riemann toplamlarinin
limiti olmasi, Riemann toplami slrecine uygulanan bir eylemdir. Bu limitin varligini
belirleyerek veya limit degerini hesaplayarak birey, Riemann toplami strecini bir nesneye

sarmalar.

Geri Sarmalama, Koordinasyon ve Tersleme. Bir slre¢ bir nesneye
sarmalanirken ihtiya¢c halinde geri sarmalanarak strece doénls yapilabilir (Arnon ve
digerleri, 2014). Diger bir deyigle, birey nesneyi olusturdugu sirece geri sarmalama

mekanizmasi ile donus yapabilir.

Koordinasyon mekanizmasi bileske fonksiyon gibi bazi nesnelerin yapilarinda
zorunludur. Bu durumda iki nesne geri sarmalanarak slrece donusturulir, bu siregler
koordine edilir ve son durumda olugan siireg yeni bir nesneye sarmalanabilir. Ornegin, f ve
g iki fonksiyon ve f o g bu iki fonksiyonun bileskesi olsun. Burada f » g bilegke fonksiyonunu
elde edebilmek igin, her iki fonksiyon nesnesi surece geri sarmalanir. Bileske fonksiyonun
elemanlarini elde etmek igin, bu suregler g fonksiyonunun surecine f fonksiyonu
uygulanarak koordine edilir. Elde edilen sure¢ sarmalanarak f o g bilegke fonksiyon nesnesi

olusturulur.

Dubinsky (1991) tersleme mekanizmasini ters fonksiyon nesnesinin
yapilandirilmasi 6rnegdi ile agiklamaktadir. Dubinsky (1991) e godre, birey fonksiyon
surecinin tamamini yansitarak orten olan bir fonksiyon fikri olusturur. Birey fonksiyon
surecini yansitarak ve bu sureci tersleyerek birebir olan fonksiyon fikrini dusunebilir.
Bdylece birebir-6rten fonksiyon zihinsel olarak yapilanir ve tersleme mekanizmasi
uygulanarak ters fonksiyon elde edilir. Bir bagka 6rnek olarak, Analiz dersi alan bir 6grenci

fonksiyonun tirevini alma eylemini i¢sellestirebilir ve ¢ok sayida drnekle basarili sekilde
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tirev alma eylemini gerceklestirebilir. E§er bu slre¢ sarmalanirsa, 6égrenci tirevi verilmis

bir fonksiyonun ilkelini bulmak icin tersleme yapabilir.

Temalastirma ve $ema. Semalar, bireyin matematiksel kavramlar Gzerine insa
ettigi zihinsel yapilarin tanimlarini, organizasyonunu ve érneklerini igeren yapilardir (Arnon
ve digerleri, 2014). Bir Sema, 6znenin belirli matematiksel durumlardaki matematiksel
etkinligi tarafindan belirlenen dinamizmi ve surekli yeniden yapilandiriimasi ile karakterize
edilir (Dubinsky, 1991). Sema yapisi zihinsel nesneleri temalastirma mekanizmasiyla
olusturulur. Bu mekanizma bireyin sema yapisina dénistimler uygulamasina olanak tanir.
Bir semanin tutarhligi, bireyin 6zel bir matematiksel durumla basa c¢ikip ¢ikamayacagini
tayin edebilme yetenegi tarafindan belirlenir. Semalar, zihinsel yapilarin tutarh koleksiyonu
olarak yapilandirildiginda ve bu yapilar Gzerinde baglanti kuruldugunda; statik yapiya
donusebilir veya diger ilgili nesnelerle ya da semalarla baglanti kurularak dinamik bir yapi
halinde kullanilabilir (Arnon ve digerleri, 2014). Ornegin, vektdr uzaylar igin bir sema; nesne
olarak matrisleri, slire¢ olarak fonksiyonlari ve polinomlari icerebilir. Butlin bu yapilar vektor
uzay! tanimlayan aksiyomlari sagladigi icin ortak 6zelliklere sahiptir. Bu semanin tutarlihgi,
bireyin verilen durumda semanin gegerli olup olmadidini belirlemek igin kullandigi vektér

uzay tanimina baghdir (Parraguez & Oktag, 2010).

Matematiksel kavramlar dogrudan insa edilmediginden, bireyin bunlari
anlamlandirabilmesi igin zihinsel yapilar insa etmesi gerekmektedir (Piaget & Garcia, 1989).
APQS Teorisine gore, bireyler matematiksel kavramlari anlama ¢abalarinda zihinsel yapilar
insa ederek ve bu yapilari uygulayarak matematiksel problem durumlariyla basa ¢ikarlar
(Arnon ve digerleri, 2014). APOS Teorisi, bir bireyin herhangi bir matematiksel kavrami, bu
kavramlari anlamak icin gerekli yapilarin insa edilmis olmasi kosuluyla 6grenebilecegi

Onermesine dayanir (Dubinsky 1991).

APQS teori, zihinsel yapilar ve mekanizmalarin yapilandirilarak, var olan yapilarin
rol oynayip yeni yapilar olusturdugu sarmal bir yaklasim igerir (Stenger ve digerleri, 2008).

Nesneler yapilandirilirken daha ylksek seviye eylemlere ve sureclere donusturulebilir. Bu
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durum sonsuza kadar surebilir. Her eylem, sire¢ veya nesne yeniden yapilandirilabilir.
Daha karmasik eylemlerin i¢sellestirildigi ve daha zengin slreclerin sarmalandidi ylksek
seviyedeki yeni problem durumlarinin deneyimlenmesi sonucunda; daha disuk seviye

yapilar kaybolmaz, zenginlestiriimis kavramin bir pargasi olarak kalir (Dubinsky, 1997).

APOS teorisinde matematiksel kavramlara iliskin zihinsel yapilarin ve
mekanizmalarin belirlenmesi i¢in genetik ayrisim olarak adlandirilan varsayimsal bir model

kullanihir. Bu modele iligkin detayl agiklamalar siradaki kesimde verilmistir.
Genetik Ayrisim

Bilimsel arastirmanin nihai hedefi, farkli olgulari agiklamak ve tahmin etmek igin
teorilerin veya modellerin gelistiriimesidir (Woodward 2003). Ogrencilerin matematik
o6grenmelerine yonelik arastirmalar, belirli bir matematiksel kavram ve bu é3renmenin
gercgeklestigi kosullar hakkinda neler 6grenebileceklerini tahmin etmeye yardimci olur. Bu,
matematik egitiminin bir arastirma alani olarak énemli bir parcasidir ve APOS Teorisinin

rollerinden biridir.

Teori yapilarn tanimlandiktan sonra bu yapilarin nasil iligkili oldugunu gdsteren
modeller gelistirilir. Modeller deneysel olarak test edilebilen ¢alisma hipotezlerinin temeli
olarak hizmet eder. APOS Teorisi, arastirmalara ve 6gretime uygulanmasinin bir pargasi
olarak, ilgilenilen kavram veya konuyu yapilandirmanin olasi bir yolunu tanimlayan genel

bir model icerir (Font Moll ve digerleri, 2016). Bu modele genetik ayrigsim adi verilir.

Bir genetik ayrigim, bireylerin belirli matematiksel icerikle ilgili eylemleri, surecleri,
nesneleri veya bilissel semalari nasil olusturabileceklerinin ayrintili agiklamasindan olugur

(Bosch ve digerleri, 2017). Genetik ayrisimin baglangici bir hipotez olarak;

e kavramin ogretimi ve 6greniminde arastirmacinin deneyimlerine ve matematiksel

bilgisine,
e kavram Uzerinde 6nceki arastirmalara,

e kavramin tarihsel gelisimine ve
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e Ogrencilerin kavram hakkindaki disinmelerine iliskin énceki aragtirmalara
dayanir (Arnon ve digerleri, 2014).

Deneysel olarak test edilene kadar, genetik ayrisim bir hipotezdir ve varsayimsal
genetik ayrisim olarak adlandirilir. Bir genetik ayrigsim, bireyin mevcut zihinsel nesneler
Uzerinde gergeklestirmesi gereken eylemlerin tanimindan olusur ve bu eylemlerin sureclere
nasll igsellestirildigine ve sureglerin nesnelere nasil sarmalandidina dair agiklamalari icerir
(Arnon ve digerleri, 2014). Ek olarak bu yapilarin nasil iligkili olduguna ve sema adi verilen
daha buyulk bir zihinsel yapida nasil organize edildigine dair agiklamalari da barindirir. Bu
baglamda kavramin zihinsel olarak yapilandiriimasina iliskin APOS teorisinde yer alan

bilesenleri ve bilesenler arasindaki iligkileri agiklayan bir yol haritasi olarak dasunulebilir.

Genetik ayrisim bir kavramin zihinsel olarak nasil insa edilebilecegini tanimlamanin
yani sira, bir bireyin daha 6nce insa etmis olmasi gereken énkosul yapilarin bir tanimini
icerebilir ve bireyin matematiksel performansina bagl gelisimsel farkhliklari aciklayabilir
(Arnon ve digerleri, 2014). Dolayisiyla, genetik ayrisim matematiksel bir kavramin

epistemolojisi ve bilisinin bir modelidir (Roa-Fuentes & Oktag, 2010).

Varsayimsal genetik ayrisim, bir égretim uygulamasinin gelistiriimesine rehberlik
edebilir (Martinez-Planell & Trigueros, 2012). Uygulama sonucunda elde edilen verilere
bagl olarak genetik ayrisim gézden gegcirilir ve test edilen genetik ayrisim artik varsayimsal
genetik ayrisim olarak kabul edilmez (Arnon ve digerleri, 2014). Bu noktada uygulamanin
sonugclarina bagl olarak genetik ayrisim inceltme adi verilen bir stireg ile gézden gegirilir ve
revize edilir. Revize edilen genetik ayrisima baglh 6gretim uygulamasi yeniden yapilir ve
sure¢ dongusel olarak tekrar eder. ideal olarak, inceltme, revizyon ve veri analizi ddngusu,
bir¢cok birey icin kavramin biligini yansitan ve bireyin 6grenmesini olumlu yonde etkileyen,
Ogretimin tasariminda kullanilabilecek bir genetik ayrisim ortaya ¢ikarir (Arnon ve digerleri,
2014). Bu sekilde genetik ayrisim, sinif etkinliklerinin tasarlanmasinin yani sira, genetik

ayrisim ile tasarlanan problem ¢dzme etkinliginden veya diger dgretim Onerilerinden
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6grencilerin hangi zihinsel yapilarinin gikarilabilecegini analiz etmek i¢in a priori bir modelin
temelini olusturur (Bosch ve digerleri, 2017).

Sekil 2

ideal Genetik Ayrisim Dénglisii

Veri
Analizi

Matematik Ogretiminde APOS Teorisi

APOS Teorisi genetik ayrisima bagl olarak 6dretim materyallerinin ve ortamlarinin
tasarimi ve uygulanmasi igin bir gelisimsel ¢ergeve olarak distnulebilir (Arnon ve digerleri,
2014). APOS teorisi, 6gretimin tasarimi ve uygulanmasi igin, genetik ayrisimin gerektirdigi
zihinsel yapilarin gelisimini destekleyen ve igbirlikli 5grenme tekniklerini iceren ACE 6gretim

dongusu olarak adlandirilan bir yaklasim énerir.

ACE Ogretim Dongiisii. APOS teorisinin dnerdigi bir 6gretim yaklagimi olan ACE
Ogretim Donguisi ti¢ bilesenden olusan pedagoijik bir stratejidir: Etkinlikler (Activities), Sinif

Tartismasi (Classroom Discussion) ve Alistirmalar (Exercises).

Dongunun ilk adimini olugsturan etkinlik asamasinda 6grenciler, genetik ayrisimin
onerdigi zihinsel yapilari olusturmalarina yardimci olmak Uzere tasarlanmis gorevier
Uzerinde ekipler halinde igbirligi icinde ¢ahgirlar (Arnon ve digerleri, 2014). Bu gorevlerin

odak noktasi, dogru cevaplar elde etmekten ziyade yansitici soyutlamayi tesvik etmektir.

Déngundn ikinci kismi olan sinif tartismasi, 6grencilerin etkinlik asamasinda
tamamlanan gorevler Uzerinde Ogretmen liderliginde kiclUk gruplar halinde sinif igci

tartismalarini igerir. Bu slrecte 6gretmen tartismaya rehberlik ederken, 6grencilerin
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dusuncelerini ve Gzerinde calistiklari gérevleri birbirine baglamak i¢in tanimlar verebilir,

aciklamalar sunabilir ve/veya genel bir bakis sunabilir (Arnon ve digerleri, 2014).

Doénglnin Gglincu kismi olan ev 6devi alistirmalari, etkinlikleri ve sinifici tartismalari
pekistirmek igin tasarlanmis standart problemlerden olusmaktadir. Alistirmalar, genetik
ayrisim tarafindan onerilen zihinsel yapilarin sirekli gelisimini desteklemeye yardimci olur.
Ayrica 6grencileri 6grendiklerini uygulamaya ve ilgili matematiksel fikirleri degerlendirmeye

yonlendirir (Arnon ve digerleri, 2014).

Asagida ACE dgretim déngisinin bilesenlerinin ve genetik ayrisim ile iligkilerinin

verildigi sekil yer almaktadir.

Sekil 3

ACE Ogretim Déngiisii Bilesenleri ve Genetik Ayrisimlia lligkileri

Genetik Ayrisim

o Sinif
Etkinlikler Tartismalari
Alstirmalar

Burada genetik ayrisimdan kutuya giden ok, genetik ayrisimin ACE &gretim

dongusunun her bir bilegsenini etkiledigini gostermektedir. Yani 6gretim dongusinde yer
alan her asama genetik ayrisimin rehberliginde yapilmaktadir. Etkinlikler ve sinif
tartismalari arasindaki ¢ift yonli ok, bir yandan etkinliklerin sinif tartismalarinin ana konusu
oldugunu, diger yandan da sinif tartismalarinin 6grencilerin etkinlikler Gzerinde dusinmeleri
icin firsat sagladigini géstermektedir. Etkinlikler ve sinif tartigsmalarindan aligtirmalara giden

oklar, alistirmalarin temel amacinin 6grencilerin etkinlikler Gzerinde calisirken ve sinif



28

tartismalarina katilirken yaptiklari veya yapmaya basladiklarn zihinsel yapilari pekistirmek

oldugunu yansitmaktadir (Arnon ve digerleri, 2014).
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Boliim 3

Yontem

Bu tez calismasinda APOS teorisi temel alinarak gercgel sayilarin tamlik 6zelliginin
ogrenciler tarafindan zihinsel yapilandiriimasi arastiriimaktadir. APOS tabanli arastirmalar
teorik analiz, 6gretim tasarimi ve uygulanmasi, verilerin toplanmasi ve analizi seklinde ug¢
temel bilesen icerir (Asiala ve digerleri, 1996). Asagidaki sekilde bu bilesenlerin iligkisi

gosterilmektedir.

Sekil 4

APQS Teorisi ile Aragtirma Dénglisii (Asiala ve digerleri, 1996)

Teorik Analiz

Verilerin Toplanmasi ve Ogretim Tasarimi ve
Analizi <«—— | Uygulanmasi

Buna gore arastirma, ele alinan matematiksel kavramin bilisinin teorik bir analizi ile
baslar. Teorik analiz, veri analizinin gerektirdigi zihinsel yapilar olusturmayi amaclayan
etkinlikler araciigiyla 6gretimin tasarimini ve uygulanmasini yénlendirir. Ogretimin
uygulanmasi, APOS teorik mercegi kullanilarak gercgeklestirilen verilerin toplanmasi ve
analizi igin bir firsat saglar. Deneysel kanitlar ve teorik analiz ayni zihinsel yapilara isaret
edene kadar dongu devam eder. Sonug olarak, her ¢alisma uygulanmasi icin pedagojik

Oneriler ve gelecekteki arastirmalar icin ydnergeler sunar (Arnon ve digerleri, 2014).

Bu paradigma dogrultusunda, APOS Teorisi ile arastirma metodolojisi asagidaki
asamalardan olusan bir dénguyU takip eder: Bir genetik ayrisimin teorik analizi ve tasarimi,

genetik ayrigimin dogrulanmasi, 6gretim tasarimi ve 6gretim deneyi.
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Sekil 5

APQOS Teorisi Metodolojisi (Arnon vd. (2014)’nin kitabindan uyarlanmigtir.)

Genetik
Ayrisimin
Teorik Analizi

Tasarimi

Ogretimin
Uygulanmasi
Ogretim AGenetik
Tasarimi Dogrulanmas:
< g

Bu calismada gercel sayilarin tamlik 6zelliginin genetik ayrisiminin teorik analizine

Genetik
Ayrisimin

yonelik;
e Analiz kitaplari incelenmis,
e alan yazinda yer alan kavrama iliskin 6grenme gugclikleri belirlenmis,
o kavramin tarihsel gelisimi ortaya konulmus,

e Analiz dersi veren deneyimli 6gretim elemanlarinin deneyimleri géz 06nune

alinmistir.

Buna bagli olarak gergel sayilarin tamlik &zelligine iligskin varsayimsal genetik
ayrisim olusturulmustur. Varsayimsal genetik ayrisima bagh olarak bir kavramsal anlama
testi gelistirilmis ve uygulanmistir. Bu dogrultuda genetik ayrisim revize edilerek
dogrulanmistir. Gergel sayilarin tamlik 6zelligine iliskin olusturulan genetik ayrigim

dogrultusunda matematiksel gorevler tasarlanmis ve 6gretim ortaminda uygulanmistir.

Arastirmanin Turi

Bu calismada gergel sayilarin tamlik 6zelliginin zihinsel yapilandiriimasinin nasil

oldugu problemi APOS teorisi metodolojisine bagl olarak arastiriimistir. Bu baglamda
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calismada APOS metodolojisinin dogasina uygun olacak sekilde nitel arastirma

kullaniimistir. Creswell (2012)’e gore nitel arastirmalar;

e Bir problemin kesfedilmesi ve bir olguya iliskin ayrintih bir anlayis

gelistirilmesi,
e Alanyazin taramasinin problemi gerekcelendirmesi,

e Amacin ve arastirma sorularinin katihmcilarin deneyimlerini de kapsayacak

sekilde genel ve genis bir sekilde ifade edilmesi,

o Katilimcilarin géruslerinin alinmasi i¢in az sayida bireyin sozlerine dayali veri

toplanmasi,

e Metne bagh verilerin analiz edilmesi ve bulgularin daha genis anlaminin

yorumlanmasi,

o Arastirmacilarin 6znel fikirleri ile birlikte ortaya c¢ikan vyapilarin ve

degerlendirme kriterlerinin kullanilarak, esnek bir sekilde raporun yazilmasi

biciminde karakterize edilir. Buna dayall olarak ¢alismada gergel sayilarin tamhk
Ozelligine iliskin zihinsel yapilandiriimasi durumu arastiriimistir. Bunun igin ¢alismada

asagidaki akis izlenmigtir.

Sekil 6

Calismanin Akis Semasi
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Problem Durumu

* Matematik egitiminde gergel sayilarin tamlik 6zelligine yonelik alanyazin taramasi yapilmistir
* Gergel sayilarin tamlik 6zelliginin matematik egitimi i¢in Gnemi ortaya konulmustur
* Alanyazindaki bosluga bagl olarak problem ctiimlesi belirlenmistir.

Genetik Ayrisimin Teorik Analizi

« Analiz Derslerinde Tamlik Ozelligi: Analiz derslerinde tamlik 6zelligi ve bu kavramin diger kavramlarla olan iligkisi arastirilmistir.

» Tamlk Ozelliginin Analiz Kitaplarindaki Yeri:Tamlik 6zelliginin esas alindigi "gercel sayilarin kurulumu" konusunda Analiz kitaplari
incelenerek nasil bir yol izlendigi belirlenmistir.

» Tamlik Ozelligine Yonelik Ogrenci Kavrayislar: Ogrencilerin tamlik 6zelligine iliskin kavrayislarini belirleyebilmek icin yari-
yapilandirilmig gortisme formu hazirlanmis ve 6grencilerle goriisme yapilmistir.

» Tamlik Ozelliginin Tarihsel Gelisimi: Tamlik 6zelliginin tarihsel gelisimi incelenmistir.
¢ Arastirmacilarin Deneyimleri: Analiz derslerini veren deneyimli 6gretim elemanlarinin gorusleri dikkate alinmistir.

Genetik Ayrisimin Tasarimi

* Genetik ayrisimin teorik analizi dogrultusunda tamlik 6zelligine iliskin varsayimsal genetik ayrisim olusturulmustur.

Genetik Ayrisimin Dogrulanmasi

¢ Varsayimsal genetik ayrisima bagli olarak kavramsal anlama testi gelistirilmistir.
¢ Kavramsal anlama testi 6grencilere uygulanmis ve uygulama sonucu elde edilen veriler analiz edilmistir.
¢ Analizler dogrultusunda varsayimsal genetik ayrisim inceltilmistir.

Ogretim Tasarimi

* Genetik ayrisimin merkezde yer aldigi ACE 6gretim donguisiine bagli bir 6gretim tasarimi yapilmistir.
¢ Genetik ayrigima bagh olarak 6gretimde kullanilacak matematiksel gérevler olugturulmustur.

* Matematiksel gorevlere baglh olarak bir problem (uygulama sorusu) olusturulmustur.

¢ Uygulama sirecinde 6gretmenin rolu belirlenmistir.

Ogretimin Uygulanmasi

o Ogretim tasarimina bagli olarak bir uygulama yapilmis ve elde edilen veriler analiz edilmistir.
* Analiz edilen veriler bulgu olarak sunulmus ve yorumlanmistir.

Arastirmanin Katilimcilari

Bu tez calismasinda; genetik ayrisimin teorik analizi baglaminda
e tamlik 6zelligine iliskin 6grenci kavrayiglarinin belirlenebilmesi igin bir pilot galisma,
¢ genetik ayrisimin dogrulanmasi baglaminda bir pilot ¢alisma,
e tamlik 6zelliginin zihinsel yapilandiriimasi baglaminda bir 6gretim uygulamasi
yapilmigtir. Her bir calisma igin ayri katilimci grubu belirlenmistir.
Ogrenci Kavrayislarina Yénelik Yapilan Pilot Calismanin Katilimcilari

Gergel sayilarin tamlik 6zelligine iligkin kavrayis duzeylerinin incelenebilmesi
amaciyla yapilan pilot ¢alisma 2019-2020 &gretim yilinda Hacettepe Universitesinde
matematik 6gretmenligi programi dérdinci sinifta dgrenim géren Gg dégrenciyle yapilmistir.

Burada program miufredatinda tamlik o6zelligi kavraminin gectigi tim dersleri almig
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ogrencilerin kavrayislarini belirlemek amaciyla dordiincu sinif égrencileri ile galisiimistir.
Ogrencilerin gercel sayilarin tamlik ézelligine ve bu kavramla iliskili diger kavramlara yénelik
zihinlerindeki matematiksel baglantilarin ortaya c¢ikarilabilmesine ydnelik zengin veri
saglanabilmesi icin amacli érnekleme yontemi kullaniimigtir. Katilimcilar amagcli érnekleme
yontemlerinden maksimum cesitlilik 6rneklemesi ile belirlenmistir. Burada amag¢ maksimum
cesitlilik érneklemesi ile gdrece kuglk bir drneklem olusturularak olabildigince ¢ok cesitlilik
yaratmaktir (Patton, 1987; Yildinm & Simsek, 2013). Bu baglamda katilimcilar asagidaki

kriterlere gore belirlenmigtir.

i. Calismada olusturulan yari-yapilandirilmis gérisme sorularinda yer alan;
tamlik 6zelligi, bir kimenin siniri, en kiglk Ust sinir (ekls) ve en buyuk alt sinir (ebas) gibi
kavramlari iceren Analiz 1-2-3-4 derslerini almis ve bu derslerde basarili olmus égrenciler

secilmigtir.

il. Analiz  1-2-3-4 derslerini veren 06gretim elemanlarinin  gorusleri
dogrultusunda zengin veri saglayabilecek, disincelerini kolayca ifade edebilen 6grenciler

belirlenmisgtir.

iii. Maksimum cesitliligin saglanabilmesi igin ilk iki kriteri saglayan dgrenciler
arasindan genel akademik ortalamalari gérece dusuk (ort:2.00-2.50), orta (ort:2.50-3.00) ve

yuksek (ort:3.00-4.00) olan birer 6grenci ¢calismaya dahil edilmigtir.
Genetik Ayrisimin Dogrulanmasina Yénelik Pilot Calismanin Katilimcilari

Genetik ayrisimin dogrulanmasina yoénelik yapilan pilot calismada varsayimsal
genetik ayrnisima bagh olusturulan kavramsal anlama testi 2020-2021 6gretim yilinda
Hacettepe Universitesi matematik 6gretmenligi programinda égrenim goren 8 adet son sinif
ogrencisine uygulanmistir. Burada amacg tamlik 6zelligine iliskin olusturulan genetik
ayrisimin  dogrulanmasi oldugundan katiimcilar amagh orneklem yontemine gore
belirlenmigtir. Bu baglamda genel akademik ortalamalari dusuk (ort:2.00-2.50), orta

(ort:2.50-3.00) ve ylksek (ort:3.00-4.00) diizeyden 6grenciler calismaya dahil edilmistir.
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Ogretim Uygulamasinin Katilimcilari

Bu tez calismasinin evreni, g¢alismanin konusu baglaminda, Analiz dersi alan
ogrenciler olarak belirlenmistir. Bu baglamda ¢alismanin katilimcilarini 2023-2024 6gretim
yilinda Hacettepe Universitesinde Matematik Ogretmenligi Programi 2. sinifta 6grenim
géren 20 adet O&grenci olusturmaktadir. Arastirmanin evreni g6z Onine alinarak
katilimcilarin Analiz 1-2 dersini almis olmalari ve arastirmacilarin Matematik Ogretmenligi
Programinda &6gretim elemanlari olmasi bakimindan erisim kolayhdi dikkate alinmistir.
Ogrencilere oncelikle tamlik 6zelligi ve iligkili kavramlarin tanimlarina ve uygulamalarina
yonelik bir test uygulanmis ve bu testten basarisiz olan 10 6grenci 6gretim uygulamasina
dahil edilmistir. Ogrencilerin 6gretim uygulamasi siirecinde tamlik ézelligi kavramina iligkin
zihinsel yapilarinin nasil degistigi gézlenmek istendiginden testten basarisiz olan 6égrenciler
uygulamaya dahil edilmistir. Ogretim uygulamasina dahil edilen 10 6grenci 3 kisilik 3 gruba
(bir grup 4 kisilik) ayriimigtir. Gruplar Analiz 1-2 dersini veren 6gretim elemaninin gorugleri
dogrultusunda; distncelerini birbirlerine iyi ifade edebilen, grup i¢i tartismalarda birbirleriyle

iyi anlasabilen ve bu baglamda grup dinamikleri icerisinde zengin veri Uretebilecek

ogrenciler bir araya getirilerek olusturulmustur.

Veri Toplama Araglari

Bu tez calismasinin temel veri toplama araglari;

- Genetik ayrisimin teorik analizi baglaminda 6grenci kavrayislarini belirlemek igin

kullanilan yari yapilandiriimig gérismeler,

- Genetik ayrisimin dogrulanmasi baglaminda olusturulan tamhk 6zelligine iliskin

kavramsal anlama testi,

- Ogretimin uygulanmasi esnasinda sinif ici etkinlikler baglaminda genetik ayrisim

esas alinarak olusturulmus matematiksel gorevler ve uygulama sorusu

seklindedir.
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Gergel sayilarin tamlik 6zelligine iligkin 6grencilerin kavrayiglarini belirlemek igin

yapilan yari yapilandiriimis goérismelerde dgrencilere asagidaki sorular yoneltilmistir.

Tam olmak deyince ne anliyorsun?

- R gercel sayilar kiimesinin tam olmasi ne demektir?

- Birdogru tam midir?

- Dogrunun tam olmasi ile R gercel sayilar kiimesinin tam olmasi ayni sey midir?
- Bir kiimenin siniri, ekisu-ebasi ne demektir?

- “R gercel sayilar kiimesinde bostan farkli Ustten sinirli bir kimenin en kiguk Ust
sinirinin olmasi” ile “R gercel sayilar kimesindeki herhangi iki nokta arasinda en az

bir gercel say1 olmasi” arasindaki iliski nedir?
- R gercel sayilar kiimesi tam olmasaydi ne olurdu?

Gorismelerde ogrencilerin verdigi cevaplara bagh olarak, ifadeleri netlestirmek
amaciyla “bunu mu demek istedin?”, “peki az 6nce s6zunu ettigin teoremle dogrunun tamhgi

arasinda bir iligki var midir?” gibi ek sorular da sorulmustur.
Kavramsal Anlama Testi

Calismanin veri toplama araglarindan biri APOS teorik ¢ergevesi baglaminda gergel
sayilarin tamhk Ozelligine iliskin varsayimsal genetik ayrisima bagli olarak olusturulan
kavramsal anlama testidir. Varsayimsal genetik ayrisimi deneysel olarak test edebilmek i¢in
genetik ayrisimin her bir zihinsel yapisina yonelik sorulari iceren bir kavramsal anlama testi

asagidaki gibi olusturulmustur.

Tablo 1

Gergel Sayilarin Tamlik Ozelligine lliskin Kavramsal Anlama Testi

Zihinsel Yapilar Sorular
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1.a. Rasyonel sayllar
kiimesindeki noktalari bir
dogru uzerinde temsil etme
eylemi

1.b. Rasyonel sayilarin bir

alt kiUmesinin bir dogru
Uzerinde temsil edilmesi
eylemi

1.c. Bu iki eylemin (1.a. ve

1.b.) icsellestirilerek
rasyonel sayilar kiimesinin
dogru  Uzerinde  temsil
edilmesi stireci

2.a. Rasyonel  sayilar
kiimesinde verilen bir
elemanin ust sinirlar

kimesini bulma ve dogru
Uzerinde temsil etme eylemi

2.b. Rasyonel sayllar
kimesinde  verilen bir
elemana belirli bir donigim
uygulanarak elde edilen
yeni noktalar kimesinin Ust
sinirlarini dogru Uzerinde
temsil etme ve Ust sinirlar
kiimesinin en klguk
elemanini bulma eylemi

2.c. Verilen 2.b. eyleminin,
rasyonel sayilar kimesinde
verilen herhangi bir
elemana doénutsim
uygulanarak elde edilen
yeni noktalar kimesinin Ust

sinirlarinin - o noktadan
biylik rasyonel sayilar
kiimesi ve Ust sinirlar
kiimesinin en kiguk

elemaninin  verilen nokta
oldugu surecine
icsellestiriimesi

Elinizde bir birim oldugu dusunulen bir silgi ve yardimci [
dogrusunu kullanarak 2 rasyonel sayisini asagidaki dogru
Uzerinde bir noktaya karsilik getiriniz.

0’dan kuguk —2’den blyuk rasyonel sayilar kimesini bir dogru
Uzerinde gosteriniz.

Bir pergel 45 derece acilarak bir ucu bir sayl dogrusu Uzerine
yerlestirilip diger ucuna sayi dogrusu Uzerinde karsilik getirilen
nokta rasyonel say1 midir? (Pergelin bir ayadinin uzunlugu bir birim
kabul edilsin). Bu sayidan daha kiguk olan rasyonel sayilar kiimesi
bu sayl dogrusu tzerinde nasil temsil edilir?

Rasyonel sayilar kiimesinin dogru Uzerindeki temsili dogrunun
batdn noktalarini icerir mi? Neden?

3 . . R o - .
5 rasyonel sayisinin ust sinirlar kiimesini bir sayi dogru Gzerinde
gosteriniz.

0 sayisini bir dogru Uzerinde bir noktaya karsilik getiriniz. 0
sayisina karsilk getirilen noktadan sola dogru gidilerek elde edilen
bltln rasyonel sayilarin olusturdugu kiimenin Ust sinirlar kiimesini
ve bu kiimenin en kiguk elemanini dogru lzerinde gosteriniz.

Bir x rasyonel sayisi i¢in dogru lzerinde o noktanin solunda olan
bltdn rasyonel sayilarin olusturdugu kiimenin Ust sinirlar kiimesini
ve Ust sinirlar kiimesinin en kiguk elemanini bulunuz.



2.d. Dogru Uzerinde verilen
rasyonel saylr olmayan
herhangi bir noktaya
dénlisim uygulanarak elde
edilen noktalar kimesinin
ust sinirlarini ve Gst sinirlar
kimesinin en kiguk
elemanini bulma eylemi

2.e. Verilen 2.d. eyleminin
genellestirilerek dogru
Uzerinde rasyonel olmayan
hangi nokta alinirsa alinsin
Ust sinirlar kimesinin en
kiclik elemani olmadigi
surecine i¢sellestiriimesi

2f. Verilen 2.c ve 2.e
sureglerinin koordine
edilerek dogru (zerinde

verilen bir noktanin rasyonel
sayl olup olmadiginin
belirlenmesi sireci

3.a. Dogru uzerinde temsil
edilen bir rasyonel sayiya
belirli bir doéntsim
uygulanarak elde edilen
yeni noktanin bir dogruda
temsil edilmesi eylemi

3.b. Dogru uzerinde temsil
edilen rasyonel olmayan bir
saylya dénisim
uygulanarak elde edilen
yeni noktanin bir dogruda
temsil edilmesi eylemi

3.c. Verilen 3.a. ve 3.b.
eyleminin  genellestirilerek
herhangi bir nokta igin
yapilan dondsiman
dogrunun tim noktalarini
icerdigi surecine
icsellestiriimesi
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X

x karesi 2 olan sayi olmak lizere x’in solunda yer alan butin
rasyonel sayilarin kiimesini yazarak bu kimenin Ust sinirlar
kimesini belirleyiniz. Bu kiimenin en kuguk elemani var midir?

X

x verilen dogru Uzerinde alinan herhangi bir rasyonel sayiya
karsilik gelmeyen nokta olsun. Bu noktanin Ust sinirlar kiimesinin
en kiiglk elemani var midir? Neden?

X

Dogru lGizerinde verilen x noktasinin Ust sinirlar kimesinin en kiiglk
elemani vardir. O halde x bir rasyonel sayi midir? Neden?

0

0 noktasina bir déntsim uygulayalim. Bu déntsim 0 noktasindan
daha kuguk olan rasyonel sayilar kimesini, bu dogru Gizerindeki tst
sinirlar kimesinin en kuguk elemanina karsilik getirsin. Bu yeni
dénusumden elde edilen noktayi yeni bir dogru tzerinde gosteriniz.

X

x karesi 2 olan saylr olmak Uzere bu x noktasina yukaridaki
doénisim uygulansin. Bu yeni dénusimden elde edilen noktayi
yeni bir dogru Uzerinde gdsteriniz.

Dogru Uzerinde alinan herhangi bir x noktasina yukaridaki
donudsim uygulansin. Elde edilen noktalar kiimesinin geometrik
temsili ne olur?

Matematiksel Gorevler

Godrev belirli bir ortamda isin ve biligin dizenlenmesini ve yapilandirmasini iceren ve

belirli formlarda dusiinmeye/hareket etmeye yonelik talimatlar iceren ve 6gretim ortaminda

kullanilan yapilardir (Doyle,

1983). APOS teorisine goére, bir dgrencinin belirli bir
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matematiksel kavrami igeren cesitli matematiksel gbrevlerdeki problem durumlariyla basa
¢ikma konusundaki genel egilimi, 6grencinin ilgilenilen kavram veya konuyla ilgili bir Eylem,
Sire¢ veya Nesne kavrami olusturup olusturmadigina veya 6grencinin yaklasimini iceren

bir Semaya sahip olup olmadigina baghdir (Trigueros & Oktag, 2019).

Bu calismada gercel sayilarin tamhk 6zelligine iliskin elde edilen dogrulanmis
genetik ayrisimin zihinsel yapilarini igerecek sekilde matematiksel gérevler olusturulmustur.

Bu gorevler,

- Matematiksel dislinmede ilerlemeyi motive etmek icin biligssel bir catisma yaratmayi

(Aguilar ve Oktag, 2004),
- Tartismayi tesvik etmeyi (Schwarz & Linchevski, 2007),
- Bilginin ingasina tanik olmak amaciyla ortam yaratmayi (Oktag, 2019),
- Ogrencilerin yaraticihgini tesvik etmeyi (Lithner, 2017)

amaclamaktadir. Bu gorevler genetik ayrisimin inceltiimesi surecinde, daha O6nce

olusturulmus kavramsal anlama testinin revize edilmesi ile asagidaki gibi olusturulmustur.

Tablo 2

Ogretim Tasariminda Yer Alan Matematiksel Gérevier

Gorev No Gorevler Zihinsel
Yapilar

Elinizde bir birim oldugu disinulen bir silgi ve yardimci [ dogrusunu kuIIanarak§
rasyonel sayisini asagidaki dogru tzerinde bir noktaya karsilik getiriniz.

l

Gorev-1 laR.

0’dan kuglk —2’den blyUk rasyonel sayilar kimesini bir dogru Gizerinde gdsteriniz.
Gorev-2 1b.R.
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Bir pergel 90 derece agilarak bir kenari bir sayi dogrusu Uzerine yerlestirilip diger ucuna

say! dogrusu uzerinde karsilik getirilen nokta rasyonel sayr midir? (Pergelin bir ayaginin
uzunlugu bir birim kabul edilsin.) Bu sayidan daha kigtik olan rasyonel sayilar kimesibu 1 - g
sayl dogrusu Uzerinde nasil temsil edilir?

Rasyonel sayilar kiimesinin dogru Gzerindeki temsili dogrunun bitun noktalarini igerir mi?
Neden? 1.d.R.

% rasyonel sayisinin ust sinirlar kiimesini bir sayi dogrusu lizerinde gosteriniz.

2.aR.
0 sayisini bir dogru Uzerinde bir noktaya karsilik getiriniz. 0 sayisina karsilik getirilen
~ - . e LS : 2b.R1. ve
noktadan sola dogru gidilerek elde edilen butln rasyonel sayilarin olusturdugu kiimenin 2 b.R2
st sinirlar kimesini ve bu kiimenin en kuglk elemanini dogru tzerinde gosteriniz. R
Bir x rasyonel sayisi igin dogru tUzerinde o noktanin solunda olan bitln rasyonel sayilarin
U, A . . - . . A 2.cR1. ve
olusturdugu kiimenin st sinirlar kiimesini ve Ust sinirlar kimesinin en kiglk elemanini 2 cR2
bulunuz. T
G& 3 x karesi 2 olan sayi olmak UGzere x’in solunda yer alan bitun rasyonel sayilarin kiimesini 2 d.R1 ve
orev- yazarak bu kimenin st sinirlar kimesini belirleyiniz. Bu kiimenin en kugik elemani var 2.d.R2'
midir? T
o 2.e.R1l. ve
x 2.e.R2.
x verilen dogru lzerinde alinan herhangi bir rasyonel sayiya karsilik gelmeyen nokta
olsun. Bu noktanin st sinirlar kiimesinin en kiiglik elemani var midir? Neden?
Dogru Uzerinde verilen x noktasinin Ust sinirlar kiimesinin en kuglk elemani vardir. O 2.f.R1. ve
halde x bir rasyonel say1 midir? Neden? 2.f.R2.
0 noktasina bir donisim uygulayalim. Bu déntsim 0 noktasindan daha kiglik olan
rasyonel sayilar kimesini, bu dogru tzerindeki Ust sinirlar kimesinin en kigik elemanina
! AR . Lo O 3.a.R.
karsilik getirsin. Bu yeni doniugsimden elde edilen noktayi yeni bir dogru Uzerinde
Gorev-4 gosteriniz.
x karesi 2 olan sayi olmak Uzere bu x noktasina yukaridaki donistim uygulansin. Bu yeni 3bR

donusumden elde edilen noktayi yeni bir dogru izerinde gdsteriniz.

Olusturulan goérevlere bagli olarak bir baglam igerisinde verilen bir uygulama sorusu

hazirlanmistir.
Uygulama Problemi

Sierpinska (2004) bir gérevin, onu tamamlamak icin yalnizca gerekli olan minimum
¢abay! icermesi nedeniyle bir gérevin problemden farkh oldugunu dastnurken; bir problemi
¢cozmekle mesgul olan bir kigi bagimsiz bir entelektielin tavrini sergiledigini sdylemektedir.
Bu baglamda c¢alismada olusturulan matematiksel goéreviere bagh olarak, o6gretim
dongusunde yer alan etkinlik ve sinif tartismalarinin gergeklestirilebilmesi igin bir problem

olusturulmustur. Bu problemin ¢6zim surecinde matematiksel gorevler kullaniimis ve buna
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bagl olarak katilimcilarin gercel sayilarin tamlik 6zelligine iliskin zihinsel yapilarinin nesne

kavrayisina ulasmasi amaclanmistir. Asagida olusturulan problem durumu verilmistir.

“Son Nokta” Problemi. Dinyanin gelmis ge¢mis en iyi basketbolcusu olarak
gosterilen Micheal Jordan’in spor kariyerini anlatan “The Last Dance” belgeselinde,
Jordan’in bir mag éncesi stat guvenlik goérevlisiyle bir oyun oynadigi gériimektedir. Oyuna
gére bir bozuk parayi karsidaki duvara en yakin noktaya atan oyunu kazanmaktadir. Buna
gore ilk parayl atacak olan guvenlik gorevlisi parayl hangi noktaya atarsa Jordan’in para

atmasina gerek kalmadan oyunu kazanir? Oyle bir nokta var midir?

Sekil 7

Para Atma Oyunu

Veri Toplama Siireci

Bu calisma,

¢ Analiz kitaplari ve dersleri,

e Analiz dersi alan 6grencilerle yapilmis yari yapilandiriimis gérismeler,

¢ kavramsal anlama testinde yer alan sorular,

e Ogretim uygulamasinda yapilan etkinlikler,



41

e gOzlem notlari
gibi birgcok kaynaktan veri elde edilerek yurutilmustir.

Tez calismasinda tamlik 6zelliginin kavramsal anlamasina yoénelik olarak APOS
teorisi baglaminda bir genetik ayrisim olusturabilmek igin 6ncelikle Analiz dersleri
incelenmis ve tamlik 6zelliginin Analizde yer alan diger kavramlarla olan iligkisi belirlenmeye
cahisiimistir. Bunun igin Hacettepe Universitesi Bologna Bilgi Paketi'nde yer alan Matematik
Ogretmenligi Boluimi ve Matematik Bolimi Analiz-l ve Analiz-ll derslerinin icerigi
incelenmistir. Bununla birlikte 2019-2020 6gretim yilinda s6z konusu dersler arastirmaci
tarafindan takip edilmistir. Ayrica tamlik 6zelligine bagli olarak gercgel sayilarin kurulumunun
Analiz kitaplarinda nasil ele alindigi incelenmistir. Bu baglamda farkli Ulkelerden cesitli

Universitelerin Analiz derslerinde kaynak olarak gésterdigi Analiz kitaplari incelenmistir.
Ogrenci Kavrayislarina Yénelik Yapilan Pilot Uygulamanin Veri Toplama Siireci

APOS teorisine gére bir kavramin kavramsal anlamasina iligskin genetik ayrisim
bireyin kavrayislarindan bagimsiz distntlemez (Arnon ve digerleri, 2014). APOS teorisi
baglaminda, tamlik 6zelliginin kavramsallastiriimasina yonelik olarak genetik ayrigim
olusturma calismasinin adimlarindan biri olan égrencilerin kavrama iliskin kavrayislarinin
ortaya cikariimasi gerekmektedir. Bu baglamda bir pilot ¢calisma yapilarak, tamhk ozelligine
iliskin uzman goérist dogrultusunda hazirlanan goérisme sorulari ile kavramin genetik
ayrisiminin ortaya c¢ikmasina katki saglayacak ogrenci kavrayislarinin belirlenmesi

amaglanmistir.

Calismada katihmcilarin tamlik 6zelligine ve bu 6zellikle iligkili diger kavramlara
yonelik kavrayis dizeylerinin ortaya konulmasi amaciyla bir yari yapilandiriimig gérusme
gerceklestiriimistir. Bu baglamda bir gérisme formu olusturulmustur. Goértisme formu
yaklasik 20 yildir Analiz 1-2 derslerini okutan bir uzman tarafindan olusturulmus ve tezin
arastirmacisi tarafindan gértisme formu incelenmis ve dizeltmeler yapilmistir. Gorisme

formu dogrultusunda ¢ 6grenci ile ayri ayri yari yapilandiriimis goérismeler yapilmistir.
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Géruismeler bire bir sekilde yapilmis ve ortalama 20 dakika strmistiir. Ogrencilerle yapilan

goérusmeler kayit altina alinmis ve transkript edilmistir.

Genetik ayrisimin teorik analizine bagh olarak yapilan birinci pilot calisma sonunda

varsayimsal bir genetik ayrigim olugturulmustur.
Genetik Ayrisimin Dogrulanmasina Yonelik Pilot Uygulamanin Veri Toplama Siireci

Bir genetik ayrisim tasarlandiktan sonra bunun deneysel olarak test edilmesi
gerekmektedir. Varsayimsal genetik ayrisim deneysel olarak test edildikten sonra elde
edilen veriler analiz edilerek genetik ayrisim Uzerinde inceltme yapilir (Arnon ve digerleri,

2014).

Bu tez g¢alismasinda olusturulan varsayimsal genetik ayrisimi deneysel olarak test
etmek icin oncelikle gercel sayilarin tamlik 6zelligine iligkin olusturulan genetik ayrisima
bagh olarak bir kavramsal anlama testi gelistirilmistir. Kavramsal anlama testi uygulanarak

veri toplanmis ve toplanan veriler analiz edilmistir.

Covid-19 pandemi dénemi sebebiyle uygulama sanal ortamda Zoom programi
Uzerinden yapilmis ve ortalama 90 dakika surmustir. Ogrencilerden kavramsal anlama
testinin cevaplarini bir kagida yapmalari istenmis ve ¢dzim kagidini taratarak mail yoluyla
géndermeleri talep edilmistir. Ogrenci kagitlari APOS teorisi baglaminda genetik ayrisim
dogrultusunda analiz edilmis ve cevap kagitlarindaki yanitlarin anlasilamadigi durumlar igin
3 6grenci ile yar yapilandiriimig gériusmeler yapiimistir. Gérigmeler ortalama 20 dakika
surmis ve cevap kagitlarinda yer alan ¢oézumlerin agiklanmasi istenmigtir. Gérigsmeler

sanal ortamda Zoom programi tUzerinden yapilmistir. Elde edilen veriler transkript edilmigtir.
Ogretimin Uygulanmasina Yénelik Veri Toplama Siireci

Bu tez calismasinda gergel sayilarin tamlik 6zelligine yonelik zihinsel yapilarin inga
edilmesi icin APOS teorisinin 6nerdigi ACE 6gretim doéngusu kullaniimistir. Bunun igin
dogrulanmig genetik ayrisim dogrultusunda matematiksel gorevler olusturulmustur. Bu

gorevlere bir baglam kazandirilarak, matematiksel gorevleri igerecek sekilde “Son Nokta
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Problemi” isimli bir problem olusturulmustur. Sinif ortaminda problem durumu sunulmus ve
matematiksel  goérevler yardimiyla problemin  ¢ézimine yonelik  etkinlikler
gerceklestiriimistir. Matematiksel goérevler Uzerinde calisiimasi icin katilimcilar gruplara
ayrilmis ve ACE 6gretim dénguisinin ilk agsamasi olan Etkinlikler streci baslamigtir. Daha
sonra Sinif Tartismasi asamasinda gruplar kendi iclerinde ve gruplar arasinda
matematiksel goérevlerin ¢ézim sureclerini 6gretmen rehberliginde tartismiglardir. Son
olarak Alistirmalar asamasinda, problemin ¢6zimu tamamlanmis ve katihmcilara tamlik

Ozelligine iligkin rutin problemlerden olusan ev ddevleri verilmistir.

Gergel sayilarin  tamlik 6zelligine iliskin ¢alismada olusturulan &gretim

uygulamasinin tasarimi asagidaki sekilde verilmistir.

Sekil 8

ACE Ogretim Déngiistine Bagl Ogretim Uygulamasinin Tasarimi

l Baglam (Sierpinska, 2004)
Gorevler

ﬂ Alistirmalar

Ev Odevi

"

Ogretim Uygulamasi Siirecinde Ogretmenin Rolii. APOS teorisine gore sinif
tartismalari esnasinda 6gretmen tartismaya rehberlik ederken, 6grencilerin distndukleri ve

Uzerinde galigtiklari konulari birbirine baglamak igin tanimlar verebilir, agiklamalar yapabilir
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ve konuya iligkin genel bir bakis sunabilir (Arnon ve digerleri, 2014). Bu baglamda tez

calismasinda 6gretimin uygulanmasi surecinde 6gretmenin rold,

e Problem durumunun sinif ortaminda sunulmasi ve problemin anlasiimasina

iliskin ydonergeler ve sorular sorulmasi,
o Matematiksel gorevler yapilirken grup ici tartismalarina rehberlik edilmesi,

o Matematiksel gbrevlerin gruplar arasinda tartisiimasi esnasinda ydnlendirici

sorular sorulmasi,

e Her bir matematiksel gdérev sonunda matematiksel gobrevin problem

durumuyla iliskisini ortaya koyacak sekilde sinif tartismasi baslatmasi,

o Matematiksel gérevlerin bitiminde problem durumunun ¢ézllebilmesi igin

sinif i¢i tartismalara rehberlik edilmesi,
seklinde tanimlanmistir.
Ogretimin Uygulanmasi Siireci

Katilimcilar belirlenen 3 grup aralarinda bosluk olacak sekilde ve gruplarin her biri
kendi iclerinde yuvarlak bir oturma dizeninde yerlestiriimistir. Uygulama 2023-2024 glz
doéneminde, her biri yaklasik 50 dakika siren ve birer gin arayla yapilan 3 oturumdan
olusmaktadir. Uygulamay! tezin arastirmacisi yuritmis ve 6énceden belirlenen égretmenin

rolu gergevesinde hareket etmistir.

Birinci oturumda, “Son Nokta Problemi” 6grencilere sunulmustur. Burada dncelikle
odrencilere Micheal Jordan’i taniyip tanimadiklari, “The Last Dance” belgeselini izleyip
izlemedikleri gibi 1sinma sorulari sorularak o6grenciler problem durumunun ¢ozimune
hazirlanmigtir. Daha sonra “The Last Dance” belgeselinde yer alan para atma oyunu
bolumu ogrencilere izletiimistir. Video izleme esnasinda Micheal Jordan’in ne kadar
rekabetci bir basketbolcu oldugu ve oynadigi tim oyunlari kazanmak istedigi konusulmustur

ve para atma oyunu hakkinda bilgi verilmistir. Daha sonra ekrana “Son Nokta Problemi”



45

yansitiimistir.  Bu esnada 6grencilerin problem durumunu anlamalarina yonelik fikirleri
sorulmus ve bu fikirler tGzerinden sinif i¢i tartisma yapilmistir. Burada t¢ boyutlu uzayda
olmak ve gercek dinya ile matematik arasindaki farkliliklar gibi konular tartisiimistir.
Ogrencilere “eger bu problem iki boyutta bir dogru lizerinde gerceklesseydi ne olurdu” gibi
sorular sorulmustur. Gérev-1 verilmeden dnce probleme iliskin “aticinin bulundugu bir nokta
ve duvar disinda kalan yerlerin bosluk oldugunu dusunelim. Zemini taglarla doldurmak
istiyoruz. Elimizde bir birimlik gubuk var. Duvardan itibaren bu cubukla dlcim yaparak
boslugu taslarla dolduruyoruz. Aticinin paray! duvara en yakin atacagi nokta neresidir?”
sorusu sorulmus ve tartismaya agilmigtir. Bunun (zerine her gruba Gérev-1 verilmis ve
ogrencilerin her birinin dncelikle soru Uzerinde dusunmesi ve daha sonra grup iginde
sorunun ¢dzimuine yodnelik tartisma yapmalari istenmistir. Bu esnada dgretmen grup
tartismalarindan notlar almistir. Gérev-1’e iliskin grup ici tartismalardan sonra sorunun
¢6zUmlne yonelik gruplar arasi tartisma baslatiimistir. Gérev-1’deki ¢ézim kullanilarak
“Zemindeki boslugu taslarla doldurdugumuzu distnelim. Bu durumda dgrencilere aticinin
parayi bosluga atma ihtimali var midir?” sorusu sorulmus ve tartismaya acgilmistir. Gruplarin
kendi arasinda bunu tartismasi istenmistir. Bu tartismanin sonucunda birinci oturum sona

erdirilmigtir.

ikinci oturumda gruplara Gorev-2 verilmistir. Birinci oturumda oldugu gibi burada da
benzer sure¢ devam ettirilerek 6grenci cevaplarinin gruplar arasinda tartisiimasi istenmistir.
Daha sonra “gérevde yer alan sorular yardimiyla olusturulan zeminde atici parayi duvara
en yakin hangi noktaya atabilir?” sorusu tartismaya agilmistir. Daha sonra “zeminde bosluk
kalan yerler nasil doldurulabilir?” sorusu sorulmus ve bu tartisma slreciyle ikinci oturum

sonlandiriimigtir.

Uglincli oturumda Gorev-3 égrencilere verilmistir ve grup igi tartismalar ile gérevde
yer alan sorularin ¢ézulmesi istenmistir. Daha sonra gruplar arasi tartismalar ile gézimlerin
karsilastirilmasi ve sorularin ¢ézimlerine iligkin fikirler yarttilmesi saglanmistir. Daha

sonra Goérev-4 verilmis benzer sureg islemistir. Son olarak bu gérevler araciligi ile “zeminin
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dolup dolmadidi1” sorulmus ve tartismaya acilmistir. “Bu haliyle zeminde duvara en yakin
nokta belirlenebilir mi?” sorusu sorulmus ve problem durumunun ¢ézime ulastiriimasi
istenmistir. Bu asamadan sonra problemin ¢ézimine yonelik olarak gercgel sayilarin tamlik
Ozelligi verilmis ve problemin ¢6zUmiU sinif ortaminda tartisiimistir. Problem ¢6zime
ulastinldiktan sonra &6grencilere rutin problemlerden olusan alistirmalar ev 6devi olarak
verilmis ve problemlerin ¢ézimlerinin taranarak mail araciligi ile arastirmaciya ulastiriimasi

istenmistir.

Uygulama sireci sinif ortamini tamamen gérecek sekilde yerlestirilmis bir video
kamera ile kayit altina alinmistir. Ayrica 3 grubun her biri igin birer ses kayit cihazi konulmus
ve grup ici ve gruplar arasi tartismalar ses kayit cihazlari araciligiyla kaydedilmistir. Video
kamera ve ses kayit cihazlarindan elde edilen veriler transkript edilmistir. EK olarak gérev
kagitlarinda yer alan sorular 6grencilere kagit-kalem araciligiyla ¢ézdurilmus ve ¢6zim
kagitlar toplanmistir. Verilen ev ddevi sorularinin ¢ézimleri yine kagit-kalem ile ¢éziimus

ve yazicl ile taratiimis, taratilan belgeler mail araciligiyla toplanmistir.

Verilerin Analizi

Calismada yari yapilandiriimis gérismelerden, kavramsal anlama testinden ve
ogretimin uygulanmasi surecinde matematiksel gorevlerden, uygulama sorusuna bagl

olarak sinif igi etkinliklerden elde edilen veriler ayri ayri analiz edilmistir.
Yar1 Yapilandirlmis Gériismelerden Elde Edilen Verilerin Analizi

Birinci pilot ¢calismadan yari yapilandirilmis gérismeler yoluyla elde edilen veriler
icerik analizi yontemi ile incelenmistir. Bu yénteme goére veriler belirlenen temalara gore
Ozetlenir ve yorumlanir (Yildirm & Simsek, 2013). Bu amagla yar yapilandiriimis
goérismeler sonucunda elde edilen veriler APOS teorisinde yer alan zihinsel yapilara gére

neden-sonug iliskisine bagli olarak incelenmis ve yorumlanmistir.

Verilerin analizi dogrultusunda kavramin epistemolojisi ve kavramla iligkili semalar

seklinde iki ana tema belirlenmigtir. Kavramin epistemolojisi temasi igerisinde semantik
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farkliliklar ve kavramlar arasi iligkiler alt temalari; kavramla iligkili semalar temasina yonelik
iliskili kavram tanimlari ve gergel sayl nesnesi alt temalari olusturulmustur. Bu temalar
altinda APQOS teorisine bagli olarak gercel sayilarin tamlik 6zelligine iliskin zihinsel yapilar

ortaya konulmustur.

Asagida verilerin analizine iliskin ana ve alt temalari, zihinsel yapilari ve alinti

orneklerini gdsteren bir tablo sunulmustur.

Tablo 3

Ogrenci Kavrayislarina lligkin Verilerin icerik Analizi

Ana Temalar Alt Temalar Zihinsel Yapilar Alinti Ornekleri
“tam olmak bir seyin eksiksiz
olmasi.”
Semantik
Farkhliklar “bir yeri tam kaplamasi, tam olarak
ortmesi”

“ama dogru lzerinde bir dizi nasil
aliriz ki... ikisi arasinda bir baglanti
kuramiyorum gu anda.”

Sireclerin koordine
edilmesi

Kavramin

Epistemolojisi ‘matematiksel olarak diigtiniirsek

R’nin tam olmasiyla ilgili
hatirladigim bazi teoremler var.”

Kavramin tanimina
Kavramlar yonelik eylemler
Arasi lligkiler

“bir sayi dogrusu olarak diigiinecek
olursam igerisinde tim reel sayilar
zaten oluyor sayi dogrusunun
dolayisiyla aslinda bir noktada
benzerliklerden dolayi evet
diyebilirim buna.”

‘mesela (0,1) acik araligini
diglinecek olursak, yani
disiniince mantiken 1 (st siniridir
ama igermez. Yani bir epsilon
komsulugunda ondan daha blyiik

Sayi dogrusu nesnesi

Ust sinir kavramina
yonelik eylemler ve
eylemlerin sirece

Kavramla iliskili lligkili igsellestiriimesi bir igerisine sayi dahil etmiyorsak
Kavram olur.”
Semalar
Tanimlari

Ekis-ebas kavramina
yonelik eylemlerin siirece
icsellestiriimesi

“evet, -1 de alt sinir aslinda. En
buiyliik alt sinir geldi de aklima.”



Bir kimenin siniri,
supremumu-infimumu ile
ilgili streglerin koordine
edilmesi

Gergel Sayi
Nesnesi

Gergel ve rasyonel sayi
kimeleri sureglerinin
koordine edilmesi
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“her kiimenin vardir. Clinki kiime
ustten sinirli ise (st sinirlari
kiimesi olusturulabilecektir. Clnkdi
muhakkak (stten bir degerle sinirli
ve ondan blyliklerin hepsi o
kiimeye dahil. Kiimenin en kiiglik
elemanini segtigimde ekisu
bulurum.”

“Iste R’deki tiim degerlerin
alinmasi durumu yani tiim reel
sayilarin ama arada rasyonel ve
irrasyonel sayilarin hepsini
kapsadigi i¢gin bir bogluk
olusmuyor. Yani tam oldugu igin.”

Kavramsal Anlama Testinden Elde Edilen Verilerin Analizi

Varsayimsal genetik ayrisim dogrultusunda olusturulan kavramsal anlama testinin

uygulamasindan elde edilen veriler genetik ayrisimin inceltimesi baglaminda analiz

edilmistir. Analiz strecinde 6grencilerin APOS teorisi baglaminda gercel sayilarin tamlik

ozelligine iliskin zihinsel yapilarinin genetik ayrisim ile uyumuna bakilmigtir. Bunun igin

oncelikle 6grencilerin zihinsel yapilari analiz edilmis ve daha sonra genetik ayrisimda yer

alan zihinsel yapilar ile uyumuna bakilmigtir.

Burada oOncelikle kavramsal anlama testine bagli sorulara dgrencilerin verdikleri

yazil yanitlar ve gérismelerden elde edilen transkriptler APOS teorisi baglaminda analiz

edilmistir. Asagida 2.b sorusuna iligkin 6grenci yanitlarinin analiz 6rnegi sunulmustur.

Tablo 4

Kavramsal Anlama Testinden Elde Edilen Verilerin Analizi Ornegi

Sorular Ogrencinin Céziimine iligkin Gorlismeler APQOS Teorisi Baglaminda Analiz
A: Ust sinirlar kiimesi nedir peki? Transkriptler incelendiginde égrencilerin verilen
O1: Buna emin olamadim. kimenin Ust sinirlar  kimesini  belirleme
A: Peki kiimeyi bilmeden (st sinirlar eylemini yapamadigi gérulmektedir. Buna
kiimesinin en kliglglini nasil belirliyorsun?  ragmen, yandaki ornekte goruldigu Uzere,
O1: Cizmeye calisayim. Simdi sayi dogrusu  dgrenciler verilen noktanin st sinirlarinin en
2.b. bu (bir dogru ¢iziyor). 0 burada (Dogru kiigiik elemanini 0 olarak belirlemistir. Ogrenci

lizerinde bir nokta igaretliyor). Buradan sola
dogru gittikge (0 noktasi olarak isaretledigi
noktanin solunda noktalar igaretliyor).
Buradan sola dogru gittikge bu nokta igin (0’
In solunda bir nokta igin konuguyor) list

0’in solundaki rasyonel sayilar igin tek tek Ust
sinirlar kiimesi belirlemeye ¢alismis ve bunu
yaparken de “her rasyonel sayidan buyik ilk
eleman” ifadesini kullanmistir. Bu durum
rasyonel sayilarin yodun yapisinin égrencilerin
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sinir tam dibinden ¢ekersek saga dogru
bundan sonrasi bu nokta igin her zaman (ist
sinirdir. Bunun igin de bu olacak (bir baska

zihinsel yapilari
gOstermektedir.

arasinda yer

almadigini

nokta igin aynisini yapiyor). Hep bi
seyinden baslayip devam edecek.

A: Neyinden baslayip devam edecek?
O1: Bi dstiinden diyeyim.

A: Bir (istii ne demek?

O1: Bir iist olarak ifade edebiliyorum.
Yani... Sayidan bliylik ilk eleman gibi
diyeyim.

Ogrenci yanitlarindan hareketle varsayimsal genetik ayrigsima yénelik eksiklikler ve

hatalar olup olmadigi analiz edilmistir. Bu baglamda varsayimsal genetik ayrisimin

inceltiimesine iliskin asagidaki drnek analiz sunulmustur.

Tablo 5

Varsayimsal Genetik Ayrisimin inceltiimesine lliskin Analiz

Varsayimsal Genetik Ayrisim

inceltilmis Genetik Ayrisim

2.b. Rasyonel sayilar kiimesinde verilen bir
elemana belirli bir déonisim uygulanarak elde
edilen yeni noktalar kimesinin Ust sinirlarini
dogru Uzerinde temsil etme ve Ust sinirlar
kiimesinin en ki¢lk elemanini bulma eylemi

2.b.R1. Verilen 2.a.R1. eyleminin
icsellestirilerek Q rasyonel sayilar kimesinde
verilen bir noktanin Ust sinirlar kimesini
belirleme ve bir dogru Uzerinde temsil etme
sureci

2.b.R2. Verilen 2.a.R2. eyleminin
icsellestirilerek Q rasyonel sayilar kimesinde
verilen bir noktanin alt sinirlar kimesini
belirleme ve bir dogru uzerinde temsil etme
sureci

Burada dncelikle 6grencilerin kavramsal anlama testinde yer alan soruya iligkin ilgili

zihinsel yapliya sahip olup olmadigi belirlenmistir. Ornekte gorildiugi gibi ilgili zihinsel yapi

baglaminda dgrenciler 0'in solundaki rasyonel sayilar icin tek tek Ust sinirlar kiimesi

belirlemeye ¢alismis ve bunu yaparken de “her rasyonel sayidan buyuk ilk eleman” ifadesini

kullanmigtir. Bu durum rasyonel sayilarin yogun yapisinin égrencilerin zihinsel yapilan

arasinda yer almadigini géstermektedir. Yapilan varsayimsal genetik ayrisimda rasyonel

sayilarin yogun yapisinin zihinsel yapilarda yer almasi ve buna bagl olarak ekus ve isin

nesnelerinin olusturulmasi gerekliligi gorulmektedir. Bu baglamda varsayimsal genetik

ayrigim Tablo 5'te gosterildigi gibi inceltilmistir.

Ogretimin Uygulanmasindan Elde Edilen Verilerin Analizi
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inceltiimis genetik ayrigim dogrultusunda 6gretim sirecinden elde edilen veriler
analiz edilmigtir. Veriler analiz edilirken her bir grupta yer alan 6égrencilerin grup ici
tartismalari, gruplar arasi tartismalar ve problem durumuna bagh sinif tartismalari géz
onlne alinmistir. Bu baglamda her bir 6grenciye iliskin APOS teorisine bagh olusturulan
genetik ayrisim dogrultusunda 6grencilerin zihinsel yapilarinin neler oldugu ve bu zihinsel
yapilarin nasil olustuguna iligkin gerekgeler sinif i¢i tartismalarin transkriptine bagh olarak
analiz edilmistir. Asagida Goérev-1’e iliskin Grup-1'de yer alan 6grencilerin genetik ayrisim
baglaminda zihinsel yapilari ve zihinsel yapilara iligkin APOS teorisi baglaminda

gerekgelerin sunuldugu érnek analiz tablosu verilmigtir.

Tablo 6

Ogretim Uygulamasindan Elde Edilen Verilerin Ornek Analizi

Grup Ogrenci Zihinsel Yapi Gerekge

Arastirmacinin  yardimci [ dogrusunu ve

tamsayilari kullanmasi gerektigi uyarisi ile

birlikte bu slreci Thales teoremi sureci ile

koordine ederek rasyonel sayilari bir dogru

Uzerinde temsil etmistir. Burada dissal

o1 Eylem 1.a.R uyaranlar, grup ici tartismalarda 02 ve O3

kodlu d8grencilerin matematiksel gerekgeyi

yeterli bulmamasi ve bunun {zerine

arastirmacinin  yardimci  dogruyu  ve

Grup-1 tamsayilari kullanarak Olceklendirme
yapabilecedi fikrini belirtmesidir.

1.a.R eylemi 6ncesindeki semalarda yer alan
tamsayilar surecinde yasanan problemler
nedeniyle, ilgili eylem gerceklestirilememistir.

02, 03 Eylem Oncesi Burada yasanan problem tamsayilarin
yardimci dogru Uzerinde temsil edilmesine
ragmen dlceklendirme ile i¢sellestirilerek bir
sure¢ haline getirilememesidir.

Burada Goérev-1 esnasinda Grup-1’de yer alan 6grencilerin grup ici tartismalarinin
transkriptleri incelenmis ve Goérev-1’de yer alan sorulara iligkin gézumleri degerlendirilmistir.
Buna bagli olarak genetik ayrisimda yer alan zihinsel yapilar ve mekanizmalara iliskin

o6grenci kavrayislari belirlenmis ve gerekcelendirilmistir.
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Gegerlik ve Giivenirlik

Nitel arastirmalarda gecerlik, bulgularin inandiricihgr ve c¢alismanin baska
durumlara aktarilabilir olmasi ile agiklanmaktadir (Miles ve digerleri, 2014). Bu tez

¢alismasinda gecerligin saglanmasi icin asagidakiler yapilmistir:

- Teorik gergeve baglaminda olusturulan genetik ayrisim bir teorik analiz sonucunda
olusturulmustur ve dogrulamasi yapilimistir.

- Veriler APOS teorisiyle uyumlu bir sekilde analiz edilmis ve sunulmustur. Bulgular
teorik cergeveyle iligkilendirilmistir.

- Bircok kaynaktan veri toplanmis ve toplanan veriler birbiriyle tutarl bir sekilde analiz
edilmigtir.

- Bulgular agik, tutarh ve sistematik bir sekilde sunulmustur.
Nitel arastirmalarda guvenirlik, ¢calisma surecinin tutarli olmasi; ¢alismanin zaman

icinde farkli arastirmacilar ve yontemler ile yapildiginda makul dlgide istikrarli olmasi ile

aciklanir (Miles ve digerleri, 2014). Bu tez calismasinda glvenirligi saglamak igin

asagidakiler yapilmistir:

- Arastirma sorulari acgik ve net sekilde yazilmistir. Ayrica calismanin tasarimi

arastirma sorularina uygun olarak yapilmistir.
- Arastirmacilarin roll agik¢a ifade edilmistir.

- APOS teorisinin gergevesi detayli olarak verilmigtir ve teorik gergceveye uygun

sekilde bir yapi olusturulmustur.

- Veriler, arastirma sorularinin 6nerdigi sekilde, uygun ortam ve zamanda uygun

katihmcilarla toplanmistir.

- APOS teorisinin 6nerdigi genetik ayrisim dogrultusunda veriler analiz edilmigtir.

Arnon vd. (2014)’ye gore genetik ayrisim kullanmak glvenirligi artirmaktadir.
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Boliim 4

Bulgular, Yorumlar ve Tartisma

Bu boélimde Universite 6grencilerinin tamlik 6zelligine iliskin zihinsel yapilarini ortaya

koymak amaciyla yapilan verilerin analizinden elde edilen bulgular;
e genetik ayrisimin teorik analizi,
e genetik ayrisimin tasarimi,
e genetik ayrisimin dogrulanmasi ve inceltiimesi,
e QOgretimin uygulanmasina iligkin bulgular

olarak dort ana baslik altinda sunulmustur.

Genetik Ayrigsimin Teorik Analizi

Bu tez calismasinda gercel sayilarin tamlik oOzelligine iliskin APOS teorisi
metodolojisine gdre genetik ayrisimin teorik analizi; kavramin mufredatlardaki yerinin
belirlenmesi ve ders kitaplarinin incelenmesi, alan yazinda kavrama ydnelik é6grenme
gugliklerinin  belirlenmesi, kavramin tarihsel gelisiminin g6z Onlne alinmasi ve

arastirmacilarin deneyimlerine dayali olarak yapilmistir.
Analiz Derslerinde Tamlik Ozelligi

Tez calismasinda tamlik 6zelliginin kavramsal anlamasina yénelik olarak APOS
teorisi baglaminda bir genetik ayrisim olusturabilmek igin 6éncelikle Analiz dersleri
incelenmis ve tamhk 6zelliginin Analiz derslerinde yer alan diger kavramlarla olan iligkisi
belirlenmistir. Bunun icin Analiz derslerinde tamlik 6zelligine iliskin yer alan matematiksel
gorevler saptanmig, bu gorevlerin nasil yapilacagi ve hangi matematiksel kavramlarin
kullanilacagi belirlenmistir. Bu baglamda tamlik 6zelligi ve tamhk &zelligi ile iliskili

kavramlarin Analiz derslerinde nasil kullanildigi asagidaki tabloda sunulmustur.



Tablo 7

Analiz Derslerinde Tamlik Ozelliginin Kullanimi
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Gorev

Nasil

Yontem

Konu alani

Gergel sayilar
kiimesinin bazi alt
kimelerinin alttan

veya Ustten sinirli olup
olmadidina karar
vermek

Gergel sayilar
kimesinin bazi alt
kimelerinin en
kigUk/buyuk
elemanini, en blyuk
alt sinirini (ebas), en
klguk Ust sinirini
(ekus), alt sinirini, tst
sinirini belirlemek

Eger A ve B sinirli
kimeler ve A € B ise
ekiisA, ekiisB ve
ebasA, ebasB
arasindaki siralamayi
belirlemek

Monoton ve sinirh bir
dizinin limitinin
varligini bulmak ve
gerekcelendirmek.

Bir denklemin bir
aralikta ¢6ziime sahip
oldugunu belirlemek

Gergel sayilar
kiimesinin belirli alt
kiimelerinin sinirsiz

oldugunu kanitlamak

A={a€Q:a?<2}
kimesinin rasyonel
sayilar kiimesinde
ekUsunin olmadidinin
kanitini yapmak

Kimeyi bir ¢izimle
temsil ederek cevabi
bulmak

Klmeyi bir gizimde
veya zihinsel bir
imgede temsil etmek
ve gozlemle ekis ve
ebas bulmak. Bu
sayilarin kiimeye ait
olup olmadigini
gormek.

Altkiime iligkisi olan
iki kimeyi sayi
dogrusunda temsil
etmek (tipik olarak
araliklar kullanarak)
ve ebas-ekus iligkisini
g6zlemek

Hipotezi kontrol

etmek ve bu tur

dizilerin limitinin
varligini garanti eden
teoremleri kullanmak.

Ara Deger Teoreminin
kullaniimasi

Herhangi bir M sayisi
icin kimenin M’den
daha buyuk
elemanlarinin var
oldugunun
gOsterilmesi

Farkli yollari var

Gergel sayilarin bir alt
kiimesinin Ustten
veya alttan sinirli

olma tanimlari

ekls, ebas tanimlari

ekuls, ebas tanimlari

Monoton ve sinirli
dizilerin limitinin
varligini garanti eden
teoremler ve
sikistirma teoremi

Ara Deger Teoremi

Arsimet prensibi

Farkli kullanimlari var

Gergel sayilar

Gergel sayilar

Gergel sayilar

Diziler

Limit ve sureklilik

Gercel sayllar, ekis
ozelligi

Gergel sayllar, ekus
ozelligi
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Baz dizilerin
yakinsakliginin analiz
edilmesi

Bazi fonksiyonlarin
orten oldugunu Ara
Deger Teoremi
kullanarak kanitlamak

Polinom veya
trigonometrik bir
denklemin verilen bir

Dizinin monoton ve
sinirli olup
olmadiginin kontrol
edilmesi ya da iki
yakinsak dizi
arasinda sikistirma
teoremi uygulanmasi

Ters goérintu
kimesinde belirli bir
deger icin bir ters
gorantunin varligini
iddia etmek igin limit
tanimini ve Ara Deger
Teoremini kullanmak.

Ara Deger Teoreminin
sartlarinin saglanmasi
ve kullaniimasi

Her monoton ve
sinirli gergel sayi
dizisinin gercel sayilar
kiimesinde limiti
vardir teoremi ve
sikistirma teoremi

Limit tanimi,
sureklilik, Ara Deger
Teoremi

Ara Deger Teoremi

Gergel sayi dizileri

Surekli fonksiyonlar

Surekli fonksiyonlar

aralikta veya gergel
sayllar kiimesinde
herhangi bir ¢ézlime
sahip oldugunun
kanitlanmasi

Tabloda Analiz derslerinde yer alan konu alanlarina bagh olarak verilen
matematiksel goérevlerin tamhik 6zelligi ile iliskisi ve tamlik 6zelliginin matematiksel

gorevlerin ¢ozumunde nasil kullanildigi basliklar halinde verilmektedir.
Tamlik Ozelliginin Analiz Kitaplarindaki Yeri

Calismanin bu béliumuinde gergel sayilarin kurulumunun yerli ve yabanci cesitli
Analiz kitaplarinda nasil ele alindidina iligkin analizlerin sonuglari sunulmustur. Calismada
elde edilen verilere gére Analiz kitaplarinda, “Gergel Sayilar Sistemi”; Cebirsel, Topolojik ve
Kalkilus olmak Uzere g farkh yaklagim ele alinmistir. Cebirsel yaklasim, bazi denklem
¢6zumlerinin kodklerine bagli olarak rasyonel sayilarin elde edilmesini ve rasyonel sayilar
kullanilarak Dedekind kesimleri ile gercel sayilarin olusturulmasini igerir. Bu yaklasimda
gercel sayilarin tamlik 6zelligi, kesimlerin elde edilis bigiminin bir sonucu olarak

verilmektedir. Topolojik yaklagsimda noktanin komsuluklarina vurgu yapilarak sayi dogrusu

ile birlikte gercel sayilarin olusturulmasi akigi yer almaktadir. Kalkilis yaklagsiminda ise
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tamlik 6zelliginin gercel sayilarin kurulumunda yer alan cebirsel 6zelliklerle birlikte aksiyom

olarak sunulmasi s6z konusudur. Asagida bu yaklasimlara iligkin tablolar verilmistir.

Tablo 8

Tamiik Ozelligine lliskin Cebirsel Yaklasim

Kavram

Tanim-Ozellik

Kavramlar Arasi ligki

Dogal Sayilar

Dogal Sayilar Uzerindeki
islemler (Toplama-Carpma)

Tamsayilar

Tamsayilar Uzerindeki
islemler

Rasyonel Sayilar

Rasyonel Sayilar Uzerindeki
islemler

Gergel Sayilar

Peano Aksiyomlari

Toplama ve ¢arpma islemi
Uzerindeki kapallik, degisme,
birlesme 6zelligi

Carpma igleminin toplama
islemi Uzerine dagilma 6zelligi

Siralama tanimi

Iyi siralilik

S ={(m,n): m,n € N} kimesi

icerisinde tanimlanan (a, b) ~

(c,d) ©® a+d = b+ cdenklik

bagintisi icin S kiimesinin bu

bagintiya gore denklik siniflari

kiimesine tamsayilar kiimesi
denir.

Tamsayilarin toplama ile grup
olma o6zelligi

Carpma igleminin ozellikleri ve
tamsayilar tUzerindeki siralama

T ={:ab€Zb*0}kimesi
{izerinde tanimlanan % ~ 2 =

a.d = b.c bagintisi olmak
Uzere T ile bu denklik
bagintisinin olusturdugu
denklik siniflari kimesine
denir.

Rasyonel sayilarin sirall cisim
olmasi

Dedekind kesimlerinin
olusturdugu kimeye denir.
Rasyonel sayilar kiimesi

1,2,3 ... olarak tarif edilen
sayilar ve kime kavrami

Peano aksiyomlari ve
toplama, garpma islemi tanimi
iliskisi

lyi siralilik igin: A & N olmak
Uzereherae Aiginp <a
olacak sekilde bir p € A vardir.
Yani dogal sayilar kiimesinin
her alt kiimesi bir ilk elemana
sahiptir.

Dogal sayilar kimesinde n +
x = m denkleminin sadece
n < m durumunda bir
¢6zUmunun olmasi yani dogal
sayilarin bir geniglemesi ile
tamsayilarin elde edilmesi

Tamsayilarin denklik bagintisi
ile tanimi ve garpma-toplama
islemi tanimi iligkisi

Tamsayilar kimesinde x.a =
b denkleminin ¢6zimindn
ornegina = 2,b = 1igin
bulunmuyor olmasi. Yani
tamsayilarin bir geniglemesi
olarak rasyonel sayilarin elde
edilmesi

Toplama ve carpma islemi
tanimi ile tanimlanan denklik
siniflar kiimesi iliskisi

Kenarlari birer metre olan
karenin kdsegen uzunlugunun
rasyonel sayilar igerisinde



icerisindeki bir kesim; A c Q

bos olmayan alt kiimesi;

x€Avey>xisey€Aolur.

A’nin ilk elemani yoktur.

Ozelliklerini saglar.

Kesimin tiimleyeni, kesimlerin

Kesimlerin (Gergel Sayilarin)

garpimi, toplami, tersi, birim
ozellikleri

elemani, R’nin cisim olma
Ozelligi

R’de tanimlanan her A kesimi
icin A’'nin R’ye gore
timleyeninin bir en buyuk
elemani vardir.

Gergel Sayilarin Tamligi

R’nin bos olmayan ve Ustten
sinirl her alt kiimesinin ekUsu
vardir.

En Kiigiik Ust Sinir (Ekiis)
Ozelligi

Arsimet Ozelligi, her iki gercel
say! arasinda bir rasyonel
say| dolayisiyla sonsuz
¢oklukta rasyonel sayi olmasi

a > 0,b > 0 olmak Uzere
n.a > b olacak sekilde bir n
dogal sayisinin var olmasi

Uzerinde baslangi¢ ekseni,
Ol¢i birimi ve pozitif yon
tanimlanmig dogruya say!
Say! Ekseni (Say1 Dogrusu)- ekseni denir.

Gergel Sayilarin gosterimi Cantor Dedekind Aksiyomu:

Gergel sayilar sayi ekseni
olan dogrunun noktalari ile
bire bir eglestirilebilir.

a < x < b kosulunu saglayan

Aralik tum x noktalar kimesine
aralik denir.
Bir x noktasini igine alan her
Komsuluk bir araliga denir.

olmamasi yani rasyonel
sayllarin bir genislemesi

Kesim tanimi ve kesimlerin
toplama, ¢arpma, tiimleyen
tanimlari iligkisi

R’nin cisim olmasi, kesimlerin
Ozellikleri ve siralama o6zelligi
iligkisi

Ekus tanimi, gergel sayilarin
tamhg iliskisi Dedekind
Teoremi ile ekis 6zelliginin
denk olmasi

Ekus 6zelliginin bir sonucu

Cantor Dedekind Aksiyomu ile
Tamlik iligkisi

Say! ekseni ile gercel sayilarin
birebir eslenmesi iligkisinin ve

tamlik aksiyomunun sonucu
olarak ortaya cikar.

Aralik-Tamlik iligkisi

Tablo 9

Tamihik Ozelligine lliskin Topolojik Yaklasim
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Kavram Tanim-Ozellik Kavramlar Arasi iliski
Sayilar sayma sonuglari ve
< 6lgcme sonuglari olmak Uzere
Dogal Sayilar ¢ ¢

Dogal Sayilar Uzerindeki
islemler (Toplama-Carpma)

Rasyonel Sayilar

irrasyonel Sayilar

Gergel Sayilar

Gergel Sayilarin ozellikleri

Arsimet Ozelligi

Tamlik Ozelligi

1,2,3,...,n,... sayillarina denir.

Toplama ve Carpmanin tanimi

T ={;:a,b €ZDb # 0} kimesi
. . a c
Uzerinde tanimlanan PRl

a.d = b.c bagintisi olmak
Uzere T ile bu denklik
bagintisinin olusturdugu
denklik siniflari kiimesine
denir.

% seklinde gdsterilemeyen
sayllardir.

R=QulI

Siralama, Toplama, Carpma
Ozellikleri

Her a € Ricin dyle birn € N
vardir ki n > a olur.

Keyfi a # b sayilar arasinda
en az bir dolayisiyla sonsuz
coklukta gercel sayi vardir.

iki kaynaktan elde edilebilir.
Dogal sayilar esyalari sayma
ihtiyacindan dogmustur.
iki dogal say! verildiginde
sayma sonucunda ortaya
¢ikan bir Gglincu sayi vardir.
Ote yandan ¢ok biiyiik
toplamalarin kisaltmasi igin
gcarpma iglemi ortaya ¢ikmistir.
Olgme sonucu ortaya ¢ikan
sayilardir.

Sonlu ondalik kesirler ve
sonsuz fakat periyodik
ondalikh kesirler rasyonel
sayllari tespit ederken
virglilden sonra sonsuz sayida
ondalikh rakam bulunduran
kesirler irrasyonel sayilari
temsil eder.

Dogru Uzerinde olusan
koordinat sistemi yardimiyla
tanimlanir. Bu koordinat
sistemi ile reel sayilarin birebir
eslemesi iliskisi kurulur.
Dogru uzerinde herhangi bir
nokta segilir ve bu noktaya
baslangi¢ noktasi denir. Daha
sonra herhangi bir uzunluk
birim olarak segilir ve
baslangi¢ noktasindan itibaren
saga dogru her birim dogal
sayllara karsilik getirilir. Sol
tarafa dogru benzer islemler
yapildiginda negatif
tamsayilarla bir esleme s6z
konusudur. Bu birimlerin %

gibi oranlari dikkate alinarak
rasyonel sayilar eslenir. Ote
yandan kenarlari 1 birim olan
bir dik tiggenin hipoteniisu
eksen Uzerinde bir noktaya
karsilik getirilerek irrasyonel
sayllarin eglemesi yapilir.
Gergel sayilarin
karakterizasyonlari
Gergel sayilarin
karakterizasyonlari

c= asz kullanilarak tespit
edilir.



Aralik

Komsuluk

Limit Noktasi

Bolzano Weierstrass teoremi

{x € R:a < x < b} sartini
saglayan x noktalarinin
kiimesine denir.

Bir x noktasini icine alan her
bir araliga denir.

BirEC Ricina€R
noktasinin her komsulugunda
E kimesinin a’dan farkli en az
bir elemani varsa a noktasina
E kimesinin bir limit noktasi
denir.

Her sonsuz ve sinirl kiimenin
en az bir limit noktasi vardir.
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Dogru Uzerindeki koordinat
sistemi gercel sayilar iligkisi ve
tamlik
Aralik-Tamlik iligkisi

Gergel sayilar 6zelinde limit
noktalari ile yigilma noktalari
tamlik nedeniyle aynidir.

a noktasi limit noktasi ise a’nin
her komsulugunda E
kiimesinin a’dan farkh sonsuz
tane elemani vardir teoremi
tamlik 6zelliginden
kaynaklanmaktadir. (Cantorun
i¢ ice araliklar prensibi)

Tablo 10

Tamhik Ozelligine lliskin Kalkiiliis Yaklagimi

Kavram

Tanim-Ozellik

Kavramlar Arasi iligki

Dogal Sayilar, Tamsayilar,
Rasyonel Sayilar

Gergel Sayilar

Gergel Sayilarin 6zellikleri
Gergel sayi ekseni

Siralama Ozellii

Aralik

Tamlik Ozelligi

Ekisun ozellikleri

Arsimet 6zelligi

N={123,..}

R=QuI

Toplama, Carpma Ozellikleri
Gergel sayilarin bir dogru
Uzerindeki noktalar ile birebir
eslemesi sonucu olusur.
iki gergel sayi arasinda
kurulan siralama bagintisi
{x € R:a < x < b} sartin
saglayan x noktalarinin
kiimesine denir.

R’nin bos olmayan ve Ustten
sinirl her alt kimesinin en
klguk ast siniri (ekis) vardir.

Bir I acik araligi ve supl = a
olsun. Bu durumda her ¢ > 0
sayisiigina—e<x<a
olacak sekilde en az bir
dolayisiyla sonsuz ¢oklukta
x € I vardir.

Her a € Ri¢in 6yle birn e N
vardir ki n > a olur.

Dogal sayilarin negatifleri ile
genisletiimesi ile tamsayilar
tamsayilarin genigletiimesi ile
rasyonel sayilar
Bir kenari bir birim olan
karenin kdsegeninin uzunlugu
gibi ihtiyaglardan dogan
rasyonel sayilarin genislemesi
Cisim olma ozellikleri

Gercel sayi ekseni ile iligkisi

Dogru tzerindeki koordinat
sistemi reel sayilar iligkisi ve
tamhik
Sinirh kiime kavrami, en
biylk eleman, ekis tanimi,
{x € Q:x?% < 2} kiimesinin
ekisinun olmamasi iligkisi ile
R ile Q kiimelerinin farkini
ortaya koymak
Aralik-tamlik iligkisi

Tamlik 6zelliginin sonucu
olarak
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Tam Deger Herhangi bir x € R igin x’den  Gergel sayilarin tamlik 6zelligi
kiclk en blylk tamsayiya ile ortaya ¢ikan Argimet
x'in tam degeri denir. prensibi yardimiyla herhangi

x € Rigin —m < x < n olacak
bicimde m,n dogal sayilari
vardirr —-m<x <n
durumunda sonlu adet
tamsayi var ve bu
tamsayilarin k < x 6zelligini
saglayan en blyUk olanina
tam deger denir.

Tamlik Ozelligine Yénelik Ogrenci Kavrayislari

Bu bdlimde 6grencilerin tamlik 6zelligi kavramina yonelik kavrayislarini belirlemek
icin yapilan yari-yapilandiriimis gérismeler sonucunda ortaya ¢ikan verilerin analizinden
elde edilen bulgular yer almaktadir. Bulgular verilerin analizine bagl olarak belirlenen iki
ana temaya gore, gercgel sayilarin tamlik 6zelligi kavraminin epistemolojisi ve gercgel
sayllarin tamlik 6zelligine iliskin semalarda yer alan zihinsel yapilar seklinde iki baslikta
verilmistir. Bulgular transkript edilen verilerin dogrudan alintilar ile sunulmasiyla
desteklenmigtir. Yari yapilandiriimis gérismeden elde edilen alintilar sunulurken G¢ égrenci
01, 02, O3 ve arastirmaci A seklinde kodlanmigtir. Ayrica bu boliimde bulgular ve bulgulara

iliskin tartismalar es zamanl gézlemlenebilmesi bakimindan birlikte verilmistir.

Gergel Sayilarin Tamlik Ozelligi Kavraminin Epistemolojisi. Ogrencilerin gercel
sayllarin tamhk Ozelligine iliskin semalarinda yer alan zihinsel yapilarin ortaya
cikarnlabilmesi igin tamlik 6zelliginin epistemolojik yapisina iliskin sorular sorulmusgtur.

Gorusmelerde 6ncelikle semantik olarak tamlik kavraminin ne anlama geldigi tartisiimigtir.
A: Tam olmak deyince ne anliyorsun?
O1: Eger kelime anlami olarak bakacak olursak tam olmak bir seyin eksiksiz olmasi.
O2: Bir yeri tam kaplamasi, tam olarak oértmesi...

O3: Matematigi bir kenara biraktigimda tam olmak eksikliklerden uzak olmak aklima

geliyor.
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Ogrenciler kavramin etimolojisine uygun olarak tam olmayi “eksiksiz olmak” (01,03)
ve “bir yeri értmek, kaplamak” (O2) biciminde agiklamiglardir. Bu iki sdylem farki bir
dogrunun tamligi ile gercel sayilarin tam olmasina yoénelik verilen cevaplarla paralellik

gOstermektedir.
A: Bir dogru tam midir?

0O2: Dogru sonsuza kadar giden bir sey ve yani hangi uzayda bakacak olursak olalim
belli bir deger icin icerisinde bir nokta var sonug olarak. Tam oldugunu disindim.
Ama yani simdi gerci R?’yi dusiiniince mesela igerisinde olmayan noktalar da var.

Bilemedim o ylzden su an.

O3: Evet tamdir. Clinkii noktalarin bosluksuz bir araya gelmesiyle dodru olusur ve

tam bir sekilde olusmus olur.

A: Peki, gercel sayilar tam midir sence? Ya da gergel sayilarin tam olmasi ne

demektir?

O1: Yani bir seyin eksiksiz olmasi demek. Gergel sayilar... Yani karmasik sayilari

gOrmezden gelecek olursak tam... Tamdir derim.

02 kodlu 6grencinin dogrunun tam olup olmadigi sorusuna iligkin yanitina
bakildiginda, dogrunun noktalarinin sonsuz olmasi ve bulundugu uzayi “Ortmesi”
baglaminda tam oldugunu distindigi gorilmektedir. O1 kodlu dgrencinin noktalarin bosluk
oldugu yani dogrunun “eksiksiz” oldugu gerekgesiyle tam oldugu yanitini verdigi
g6zlemlenmektedir. Diger yandan O71’in gercel sayilarin tam olup olmadi§i sorusuna
“eksiksiz bir yapida” oldugu igin tam oldugu yanitini verdigi gérilmektedir. Tamlik

kavramina iki farkli semantik yaklagsima ragmen dogrunun R? uzayini “6rtmedigi” ve gercel

sayllarin R? uzayina izomorf olan karmasik sayilar kiimesinde “eksik kaldigi” dislincesi

paralellik gostermektedir.

O3 kodlu égrenci gergel sayilarin tamlik ézelligini Cauchy dizileri ile agiklamigtir.

Diger yandan tam olma kavrami ile tamlik 6zelli§i arasinda bir iligki olup olmadigi sorusu
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uzerine 6grencinin kavramin etimolojisi ile gergel sayilarin tamlik 6zelliginin tanimi arasinda

“eksiksiz” olma durumu iligkisi kurdugu gézlenmektedir.
A: R’nin tam olmasi ne demektir?

O3: Matematiksel olarak duslnirsek R’nin tam olmasiyla ilgili hatirladigim bazi
teoremler var. R’den segilen her dizinin Cauchy dizisi olmasi ve her Cauchy dizisinin

de yakinsak olmasi bu gift gerektirmenin saglanmasi gerekir.
A: Tam olmak ile s6ziini ettigin teorem arasinda bir iligki var midir?

O3: Aslinda iligki vardir. Alacagim her yakinsak dizi Cauchy dizisi olacagindan ve

bu eksiksiz bir sekilde olacagindan baglanti kurulabilir.

Diger yandan O3 kodlu égrencinin dogrunun tam olmasi ile gergel sayilarin tam

olmasi arasinda baglanti kuramadigi goralmustar.

A: Peki bir dogru tam midir?

O3: Evet tamdir gunku noktalarin bosluksuz bir araya gelmesiyle dogru olusur ve

tam bir sekilde olusmus olur.
A: Peki az dnceki teoremle dogrunun tamhg@i arasinda bir iligki var midir?

O3: Eger teoremi dogru hatirliyorsam olmasi gerekir. Dogru tizerinde alacagimiz bir

dizinin yakinsak olmasi gerekir.
A: Dogru Uzerinde alacagimiz bir dizi mi?

O3: Ama dogru lizerinde bir dizi nasil alinz ki... ikisi arasinda bir baglanti

kuramiyorum su anda.

Ogrencinin gergel sayilarin tamlk 6zelligine iliskin taniminda yer alan teorem ile
dogrunun tam olmasi arasinda iligki kuramamasi, bu iki sireci koordine edememesinden
kaynakli olabilir. Diger yandan tamlik 6zelliginin Cauchy dizilerinin yakinsak olmasi ile
aciklanmasi dizisel bir yaklagim olup, tamlik 6zelligine iligkin zihinsel semada kime ve dizi

kavramlarinin nesne haline gelmis olmasi gerekmektedir. Ogrencinin tamlik 6zelligine iligkin
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teoremi hatirlamasi ancak dogru kavramina iliskin slreclerle koordine edememesi bu

kavramin tanimina iliskin kavrayisinin eylem dizeyinde oldugunu gdstermektedir.

Dogrunun ve gergel sayilarin tam olmasi arasindaki iliskinin soruldugu 01 ve 02

kodlu 6grencilerin verdigi cevaplar asagida verilmistir.
A: Dogrunun tam olmasiyla R’nin tam olmasi ayni sey midir sence?

O1: Yani aslinda olabilir. Evet. Bir say1 dogrusu olarak diisiinecek olursam igerisinde
tim reel sayilar zaten oluyor sayi dogrusunun dolayisiyla aslinda bir noktada

benzerliklerden dolayi evet diyebilirim buna. R igin.

O2: Evet, zaten reel sayilarla bir dogruyu ayni gériyorduk, es gdriiyorduk dyle bir

sey vardl.

iki égrencinin de cevaplarina bakildiginda sayi dogrusu ile gergel sayilari
eslestirerek tamlik kavramina iligkin bir zihinsel yapi ortaya koyduklari goralmektedir. Dikkat
edilirse 6grencilerin gercel sayilar kimesi ile bir dogruyu olugturan noktalar kimesinin bire
bir esleme yontemiyle elde edilen sayi dogrusu nesne yapisina sahip olmadigi sdylenebilir.
Sayl dogrusu nesnesini olusturan eylemlerin 6grenciler tarafindan igsellestiriliemedigi
goriulmektedir. Buna ragmen gercgel sayilarin tamlik ézelligine iliskin semalarinda dogru ile
gercel sayilarin es kabul edilmesine yonelik zihinsel bir yapiya sahip olduklarn
gbzlenmektedir. Bu yapinin arastirmaci tarafindan sorulmasindan kaynakl olarak, digsal

bir uyarici etkisi baglaminda eylem yapisi oldugu soylenebilir.

Gergel Sayilarin Tamlik Ozelligine iligkin Semalarda Yer Alan Zihinsel Yapilar.
Gergel sayilarin tamlik 6zelligine ydénelik semalarin belirlenebilmesi icin édrencilere bir
kimenin siniri ve ekls-ebas kavramlarina yonelik zihinsel yapilari ortaya ¢ikaracak sorular
sorulmustur. Oncelikle O1 kodlu égrencinin bir kiimenin st sinirina iliskin kavrayisini

belirlemek igin sorulan sorulara verdigi cevaplar asagida sunulmustur.

A: Bir kimenin Ust siniri ne demektir?
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O1: Hmm... Bir kiimenin (st sinirt demek, o kiimenin icerisinde ondan bagka, yani
en buylk sayinin o olmasi demek kisaca. Ondan daha buylk bir sayr olmamasi

demek o kimede, tim sayilarin en biyuga.

O1 kodlu dgrenci bir kiimenin Ust sinirini kiime igerisindeki en biyik sayi olarak
aciklamistir. Bunun Uzerine arastirmaci digsal bir midahalede bulunarak kimenin ust

sinirinin kiimeye dahil olup olmamasi gerektigini sormustur.
A: O kiime i¢cinde mi olmali?
O1: Hmm... O kiime iginde olmayabilir.
A: Anladim.

O1: Mesela (0,1) acik araligini diisiinecek olursak, yani diigiiniince mantiken 1 Ust
sinirdir ama igermez. Yani bir epsilon komsulugunda icerisine ondan daha blyuk

bir sayi dahil etmiyorsak olur. Kapali olmasina gerek yok yani. icermesine gerek yok.

Goruldugu gibi O1 kodlu dgrenci (0,1) agik araligini 6rnek vererek kiimenin sinirina
yonelik gercel sayilar tzerinde verilen bir kimenin Ust sinirlarini belirleme eylemi yapmigtir.
Bu eylem Uzerinde yansitmalar yaparak bir kimenin dst sinirinin kimeye dahil olmak
zorunda olmadigi siirecine igsellestirmistir. Dikkat edilirse O1 sinir kavrami surecinde
komsuluk kavramini kullanmistir. Buradan hareketle arastirmaci O1’e epsilon komsulugu

derken ne demek istedigini sormustur.
A: Epsilon komsulugunda dahil etmiyorsak derken neyi kastediyorsun?

O1: Yani mesela eder o sayidan, diyelim ki (0,1) agik aralii olsun. 1 sayisini aldim,
1 dahil degil. Ama mesela (0,1) birlesim 2 deseydim, burada bir Ust siniri 1 olarak

belirleyemezdim mesela. Onu demek istedim. Cunku 2 daha buyuk.

Burada O71'in (0,1) agik araliginda en kigik Ust siniri belilemeye calistigi
gorilmektedir. Benzer bir durum O3 kodlu &6grenci ile yapilan goriismede de

gbzlemlenmisgtir.
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A: Bir kiimenin siniri ne demektir? R’de disunebilirsin.

O3: Bir kiimenin alt siniri tiim elemanlari ondan daha kiigiik olmamasi demektir. a
bir sinir olsun. Kiimenin tim elemanlari a’nin herhangi bir epsilon komsulugu iginde

kalmasi gerekir.

A: Kimenin tum elemanlarinin mi komguluk igerisinde kalmasi gerekir? Mesela (1,2)

acik arahigini dastnelim 0 bir alt sinir midir?

O3: Evet.

A: 0’in herhangi bir komsulugunda kiimenin elemanlari kiimenin igerisinde kalir mi?
03:0'in 3 komsulugunu alirsam saglar.

A: Ama herhangi bir komsuluk dedin.

0O3: O zaman diisiindigiim tanim olmuyor.

Goriuldugu gibi O3 bir kiimenin alt sinirinin tanimini verirken en biyuk alt sinir
tanimini vermeye calismistir. Dikkat edilirse en buyuk alt sinir kavrami yani ebas sayisinin
her epsilon komsulugunda kimenin tim elemanlarinin komsguluk icerisinde kalmasi
gerektigi tanimi yapilmistir. O3 kodlu 6grenci arastirmacinin miidahalesi ile bu tanimin
kimenin tium elemanlarinin  komsguluk igerisinde kalmamasi gerektigi surecini

yansitabilmistir.

Benzer sekilde O2 kodlu 6grencinin de bir kiimenin siniri kavramini en kicik Ust

sinir veya en buyuk alt sinir kavramiyla agikladigi gdzlemlenmektedir.
A: Bir kimenin siniri ne demek hatirliyor musun?

O2: Evet. Tim elemanlarindan daha kiiglik olan bir sayi varsa ya da bir deger varsa

o deger.
A: Ornek verebilir misin?

O2: Dogal sayilarin alt siniri var 0, Ust sinirt yok.
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A: 0 alt sinir —1 alt sinir degil mi mesela?
O2: Evet, —1 de alt sinir aslinda. En bily(ik alt sinir geldi de aklima.

Ug dgrencinin de bir kiimenin siniri kavramini ebas-ekiis kavramlariyla agiklamasi
ogrencilerin bir kimenin sinirina iliskin kavrayiglarinin eylem dizeyinde oldugunu
go6stermektedir. Bu durumda kavrama iliskin tanimin bir strece i¢sellestiriimesi s6z konusu
degildir. Buna bagl olarak goriisme sorularinda yer alan “Gstten sinirli bir kimenin bostan
farkh her alt kiimesinin ekis’Gnin olmasi” ile ilgili zihinsel nesne sorulari bu égrencilerin
kavrayislari icin Ust seviyede oldugundan sorulara dogru cevaplar veremedikleri
gérilmektedir. Asagida buna bir érnek olarak O3 ile yapilan gdriismelerden alintilar

sunulmustur.
A: R’de Ustten sinirl her kiimenin ekts’d var midir?

O3: Her kimenin vardir. Cilnki kiime Ustten sinirli ise Gst sinirlari kiimesi
olusturulabilecektir. Cuinkd muhakkak Ustten bir degerle sinirli ve ondan blyuklerin

hepsi o kiimeye dahil. Kiimenin en kiigtik elemanini sectigimde ekisu bulurum.

A: Ayni mantikla Q i¢in dustinelim. Q’nun Ustten sinirh “karesi 2 den ki¢uk sayilar”

kiimesini disinelim. Ustten sinirli midir?
O3: Evet Ustten sinirhidir alttan sinirli degildir.
A: EkUsU nedir bu kimenin?

03: /2 kiimenin ekiisi olur.

A: /2 rasyonel mi?

O3: Hayir. Degil.

A: Senin dedigin olmadi o zaman.
O3: Evet olmadi.

A: Peki ne farki var. R ile Q arasinda bu farklihgin sebebi nedir?
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O3: R tamdir ¢linkd.
A: Nigin dyle dislindin? Q tam degil mi?
O3: Bilemiyorum hocam.

A: Gergel sayi nedir? Gergel sayl neden var? Rasyonel sayl varken gercel saylya

neden ihtiya¢ duyulmustur?

O3: Clinku irrasyonel sayilar var onlari rasyonel sayilarla ifade edemiyoruz. Bu iki

sayI kimesini birlegtirerek R’yi olusturuyoruz.

O3 kodlu 6grenci gergel sayilarin bostan farkli Ustten sinirli her kiimesinin ektsinin
var oldugunu soyledigi gérilmektedir. Buna ragmen O3’lUn ekiis kavramina iliskin nesne
kavrayisinda olmadigi igin ilgili Gnermenin rasyonel sayilar kimesi i¢in de gerceklesecegini
ifade ettigi gdézlemlenmektedir. Arastirmaci midahalesi ile verilen rasyonel sayilarin bir alt
kimesi 6rnegi Uzerinde eylemler yaparak rasyonel sayilarin Ustten sinirli bir alt kimesinin
eklse sahip olamayacagini yansitmistir. Buradan hareketle gergel sayilarla rasyonel
sayllar arasindaki farkhligin tamhk 6zelliginden kaynaklandigini ifade etmistir. Buna ragmen
rasyonel sayilar kimesinin tam olup olmadigini bilmedigini belirtmistir. Tamlik kavramini bir
kimenin Gstten sinirh bostan farkli her alt kimesinin eklstnin olmasi ile
iliskilendirememistir. Bir kimenin siniri, ekis-ebas kavramlarina yonelik kavrayislarinin
eylem dizeyinde olmasi ve bu iligkinin kurulabilmesi i¢in bu kavramlarin sireglerinin

koordine edilmesi gerekliliginin bu sonuca sebep oldugu dustnilmektedir.

02 kodlu 6grenciyle yapilan gérigmelerde, O2'nin tamlik dzelligine iliskin semalarda

yer alan nesnelere yonelik bir ayrisim yaparak iligkilendirdigi gérulmustur.
A: ...R’nin her alt kimesinin bdyle ekusl var midir?

O2: Yoktur. Yani mesela 11... Reel sayilarin yoktur. Reel sayilar gibi sonsuza giden

kimelerin...

A: Nasil olursa vardir?
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O2: Ustten sinirliysa tst sinirt vardir alttan sinirliysa alt siniri vardir

A: Eklsu vardir diyorsun Ustten sinirliysa? Reel sayilarin Ustten sinirli olan her

kiimesinin eklsU var midir yani?

O2: Vardir. Gunk bir siniri var, bittigi bir yer var, devamina gidemiyor.
A: EkiUsu olmasini gerektiriyor mu bu?

02: Bence olmasi gerekiyor.

A: Peki, ayni seyi rasyonel sayilar igin disinelim. Rasyonel sayilarin da Ustten sinirli

bir alt kimesini alalim. Yine ekisu var midir?
O2: Vardir. Ama rasyonel sayilar iginde olmak zorunda degil.
A: R’de vardir dedin. Neden? ikisi arasinda ne fark var?

O2: iste R’deki tim degerlerin alinmasi durumu yani tim reel sayilarin ama arada
rasyonel ve irrasyonel sayilarin hepsini kapsadigi icin bir bosluk olusmuyor. Yani

tam oldugu i¢in. Tamliga gidiyor yine olay ama.

Goruldugu gibi O2 bir kiimenin siniri ve ekis kavramlarina iliskin siregleri gergel ve
rasyonel sayl kimeleri suUrecleri ile koordine ederek, tamlik 6zelligi ile bir kimenin bogtan

farkli Gstten sinirl alt kiimelerinin eklsindn olmasi nesnesini olusturmustur.

Bulgulara bakildiginda, ogrencilerin tam olma kavramina iligkin sodylemlerinde
“eksiksiz olma” ve “bir seyi ortme” gibi semantik farkliliklar gézlemlenmigtir. Bu farklihgin
gergel sayilarin tam olmasina yonelik kavrayiglarini etkiledigi gérilmektedir. Ornegin, tam
olmay! “eksiksiz olma” seklinde ifade eden bir katilimcinin gercel sayilarin tamhgini
sayilarin eksiksiz bir dizilime sahip olmasi ile agiklamaktadir. Diger yandan tam olmay! “bir
seyi tamamen oOrtme” seklinde ifade eden diger bir katilimci dogrunun tam olmasini,
noktalarinin sonsuza kadar gitmesinden kaynakli oldugunu ifade etmistir. Bu baglamda
kavrama yodnelik semantik farkliliklarin kavramin zihinsel yapilarini etkiledigi séylenebilir.

Ornegin, “eksiksiz olma” ifadesi rasyonel sayilar ile gercel sayilar arasindaki farkin ortaya
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konulabilmesi bakimindan; “bir seyi 6rtme” ifadesi ise rasyonel sayilarin gergel sayilar
Uzerinde yogun olmasi ve sayi dogrusu ile gercel sayilarin tam olmasinin ingsa edilmesi
acisindan 6nemli oldugu dustnilmektedir. Bu baglamda calismanin ilgili kavrama yoénelik

olusturulacak genetik ayrisimda,
- rasyonel sayilarin bir dogru tzerinde temsil edilmesine iligkin zihinsel yapilarin ve
- rasyonel sayilarin gercel sayilar Gzerinde yogun olmasina iligkin zihinsel yapilarin

yer almasinin gerekliligini ortaya koydugu séylenebilir. Bu sonucun Durand-Guerrier
vd. (2019)'nin calismasinda ortaya koydugu yogunluk ve tamlik arasindaki farkin ortaya
konulmasinda 6grencilerin yagadigi gucluklerin gideriimesi bakimindan da énemli oldugu

dusunulmektedir.

Diger yandan bir bagka katiimcinin gercel sayilarin tamhgini Cauchy dizilerinin
yakinsak olmasi ile agikladigi ancak dogrunun tam olmasi ile gergel sayilarin tam olmasi
arasinda bu agiklamaya bagli bir iliski kuramadigi gériimustir. Bu baglamda olusturulacak
genetik ayrisim icin tamlik 6zelliginin tarihsel gelisimi baglaminda; diziler kavraminin,
Dedekind kesimlerinin, Ekus-Ebas kavramlarinin ve bunlar arasindaki iligkilerin ortaya
konulmasi 6nemlidir. Bu sonucun Berge (2010)'nin g¢alismasinda o6grencilerin Analiz
kavramlariyla tamlik 6zelligi arasinda iliski kuramamasinin Analiz derslerinin devaminda

tamlik 6zelligi ile yizlesmemesinden kaynaklandigi sonucuyla paralellik gostermektedir.
Tamlik Ozelliginin Tarihsel Gelisimi

Problem durumu kesiminde s6z edildigi gibi, ilk olarak tamhk 6zelliginin agik hale
getirilmesi Cauchy ve Bolzano’nun calismalariyla basladigi kabul edilmektedir (Berge &
Sessa, 2003). ik basta aritmetiklestirme olarak baglayan bu siire¢ 19. Yiizyilda Dedekind
ve Cantor’un ¢alismalariyla agik hale getirilmistir (Awodey & Reck, 2002). Dedekind (1963)
dogrunun surekliligi kavramini Dedekind kesimleri (1sinlari) ile tanimlayarak tamlik 6zelligini

acik bir sekilde kullanmistir. Dedekind kesimlerine bagh olarak gergel sayilarin kurulumu
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asagidaki tabloda sunulmustur. Burada kesimler geometrik temsilleri agisindan 1sin olarak
adlandiriimigtir.

Tablo 11

Gergel Sayilarin Dedekind Kurulumu

Tanimlar Ornek Geometrik Temsil
Q rasyonel sayilar kimesi 0={x€eQ:x<0}
igerisindeki bir 4 1gint; kiimesi "0" sayisini temsil
x€Avey<xisey€Aolur. eder. Buklimeye 0 isini denir. 0
A kiimesinin ilk elemani _ 2 P
yoktur. x={y€eQ:y* <2} < O
. . : x
szelliklerini saglar. kiimesi karesi 2 olan say1yi
temsil eder.
x ve y birer 1sin olmak Uzere, x karesi 2 olan say! olmak < OO
Uzere, 0 c x oldugundan,
xcy ©&x<y 0 x
elde edilir. 0 < x denir.
Isinlarin olusturdugu kiimeye
gercel sayilar kiimesi denir.
Gergel sayilarin Ustten sinirli ave b gergel sayive b < a < o
alt kimeleri tek bir isin ile olmak uzere, (b, a) acik araligi a
temsil edilebilir. a 1sini ile temsil edilir.

Gergel sayilarin Ustten sinirli
bir alt kimesinin en kiglk Ust
sinirinin varligi o sayinin
varligi anlamina gelmektedir.

Dedekind kurulumuna goére rasyonel sayilar kiimesi igerisinde olusturulan iginlar
gercel saylilar olarak dustnulmektedir. Bu baglamda her bir gergel sayi, belirli rasyonel sayi
kimeleridir. Rasyonel sayl kimeleri ile elde edilen gercel sayilar geometrik olarak bir
dogrunun butin noktalarini icermektedir. Buna bagli olarak gergel sayilarin (yani Dedekind
kesimlerinin) bostan farkli, Gstten sinirli her alt kimesinin bir Gst sinirinin oldugu dogal bir

sonug olarak karsimiza gikmaktadir.

Gergcel sayilarin kurulumunda “en kiguk Ust sinir 6zelligi” olarak verilen aksiyomun,

Dedekind kesimleri ile olusturulan gergel sayilarin dogal bir sonucu oldugu gortlmektedir.
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Bu baglamda Dedekind kesimleri sonucu olusan gergel sayilarin tamlik 6zelliginin genetik

ayrisimda yer almasi, en kigik Ust sinir 6zelliginin kavramsal anlamasi igin énemlidir.
Arastirmacilarin Deneyimleri

Tezin arastirmacisi yaklasik on yildir Matematik Ogretmenligi Programi’nda Analiz
derslerinin uygulamasini yurtutmektedir. Ayrica teze danismanlik yapan &6gretim Uyesi
doktorasini pur matematik alaninda yapmis olup, yirmi yilin tGzerinde Analiz derslerini
vermektedir. Bunun yani sira genetik ayrisimin pedagojik yoniniu glclendirmek amaciyla

matematik egitimi alaninda g¢alisan bir 6gretim Uyesinden uzman gértsa alinmistir.

Genetik Ayrisimin Tasarimi

Calismanin bu boéliminde genetik ayrisimin teorik analizine bagl olarak bir
varsayimsal genetik ayrisim olusturulmustur. Yapilan analize bagli olarak 6grenci
kavrayislarinda yasanan guclukler dogrultusunda, oncelikle rasyonel sayilarin kavramsal
ingasi g6z 6nlne alinmistir. Bu baglamda rasyonel sayilarin bir dogru ile temsil edilmesi
surecinin genetik ayrisimda yer almasi gerektigi distnilmektedir. Ayrica Duval (2006)
kavramsal anlamay temsiller arasi gecis yapabilme olarak tanimlamaktadir. Bu baglamda
disunuldiginde rasyonel sayilarin geometrik temsillerinin kavramsal anlamaya yardimci

olacagi dngorulmektedir.

Tamlik o6zelliginin tarihsel gelisimine bakildiginda, dogrunun surekliliginden
hareketle Dedekind kesimlerinin olusturuldugu goérilmektedir. En kuguk dst sinir 6zelligi
olarak adlandirilan ve gergel sayilarin tamlik 6zelligi olarak Analiz kitaplarinda gercel
sayllarin kurulumunda aksiyom olarak verilen bu 6zellik, Dedekind kesimlerinin (isinlarinin)
bir sonucu olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu baglamda Analiz derslerinde en kuguk Ust sinir
Ozelligi olarak verilen bu aksiyomun kavramsallastiriimasi baglaminda Dedekind isinlarinin

verilmesinin etkili oldugu dusunulmektedir.

Varsayimsal genetik ayrigim verilmeden once genetik ayrisimda yer alan birtakim

bilgiler asagida verilmistir.
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Yatay bir dogru Uzerinde herhangi bir nokta “0” olarak belirlensin. Dogruya iligkin

bilgiler asagida verilsin.

Sol Sag
®

0

Dogru Uzerinde sifirdan farkl bir x noktasi sifirn sagindaysa x > 0 yazilir ve “x
sifirdan blyuktir” diye okunur. Tersine x noktasi sifirin solundaysa x < 0 yazilir ve “x
sifirdan kuguktlr” diye okunur. Buna goére rasyonel sayilar kiimesi Uzerinde “<” bagintisi

yukaridaki gibi tanimlanir.

Dogru Uzerinde alinan bir x noktasinin kendisi de dahil olmak Uzere sadinda yer
alan noktalar kimesine “Ust sinirlar kiimesi” denir. Tersine dogru Uzerinde alinan bir x
noktasinin kendisi de dahil olmak Uzere solunda yer alan noktalar kimesine alt sinirlar

kiimesi denir.

Bir x noktasinin Gst sinirlar kimesinin en solunda yer alan noktaya Ust sinirlar
kimesinin en kli¢ik elemani denir. Tersine bir x noktasinin alt sinirlar kiimesinin en saginda

yer alan noktaya alt sinirlar kiimesinin en blytk elemani denir.

Genetik ayrnisimin teorik analizi dogrultusunda varsayimsal genetik ayrigim;
rasyonel sayilarin dogru Uzerinde temsil edilmesine iliskin zihinsel yapilar, rasyonel sayi
kimeleri kullanilarak isinlarin olusumuna iliskin zihinsel yapilar, Dedekind i1sinlarinin gergel

sayilara donustirtlmesine iliskin zihinsel yapilar seklinde (¢ agamali olarak ele alinmigtir.
ilk asama,
1.a. Rasyonel sayilar kimesindeki noktalari bir dogru Uzerinde temsil etme eylemi
1.b. Rasyonel sayilarin bir alt kimesinin bir dogru uzerinde temsil edilmesi eylemi

1.c. Bu iki eylemin (1.a. ve 1.b.) i¢sellestirilerek rasyonel sayilar kiimesinin dogru

uzerinde temsil edilmesi sureci

zihinsel yapilarini igermektedir. ikinci asamada,
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2.a. Rasyonel sayilar kimesinde verilen bir elemanin Ust sinirlar kimesini bulma ve

dogru Uzerinde temsil etme eylemi

2.b. Rasyonel sayilar kiimesinde verilen bir elemana belirli bir donlisim uygulanarak
elde edilen yeni noktalar kimesinin Ust sinirlarini dogru Uzerinde temsil etme ve Ust

sinirlar kiimesinin en kiiglik elemanini bulma eylemi

2.c. Verilen 2.b. eyleminin, rasyonel sayilar kimesinde verilen herhangi bir elemana
donisim uygulanarak elde edilen yeni noktalar kiimesinin Ust sinirlarinin o noktadan
blyUk rasyonel sayilar kimesi ve Ust sinirlar kimesinin en kiigik elemaninin verilen

nokta oldugu slrecine i¢sellestiriimesi

2.d. Dogru Uzerinde verilen rasyonel sayl olmayan herhangi bir noktaya dontsum
uygulanarak elde edilen noktalar kimesinin st sinirlarini ve Gst sinirlar kiimesinin en

klguk elemanini bulma eylemi

2.e. Verilen 2.d. eyleminin genellegtirilerek dogru Uzerinde rasyonel olmayan hangi
nokta alinirsa alinsin Ust sinirlar kimesinin en kigik elemani olmadidi slrecine

icsellestiriimesi

2.f. Verilen 2.c ve 2.e sureclerinin koordine edilerek dogru Uzerinde verilen bir noktanin

rasyonel sayi olup olmadiginin belirlenmesi sureci

zihinsel yapilar yer almaktadir. Burada s6zu edilen donusum “kimenin elemaninin bir
dogru Uzerinde belirtiimesi ve belirtilen noktanin solunda yer alan rasyonel sayilarin

olusturdugu sayi kiimesinin bulunmasi” olarak tanimlidir. Uglinci asamada ise,

3.a. Dogdru uzerinde temsil edilen bir rasyonel sayiya belirli bir dénisim uygulanarak

elde edilen yeni noktanin bir dogruda temsil edilmesi eylemi

3.b. Dogru uzerinde temsil edilen rasyonel olmayan bir sayiya dénusum uygulanarak

elde edilen yeni noktanin bir dogruda temsil edilmesi eylemi

3.c. Verilen 3.a. ve 3.b. eyleminin genellegtirilerek herhangi bir nokta i¢in yapilan

doénlsimin dogrunun tim noktalarini icerdigi slrecine i¢sellestiriimesi
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zihinsel yapilari olusturulmustur. Ugiincli asamada s6zii edilen déniisim “dogru tizerinde
verilen bir noktanin solunda yer alan rasyonel sayilar kiimesini noktanin Ust sinirlar

kiimesinin en kiclk elemanina karsilik getirmek” seklinde tanimhidir.

Varsayimsal genetik ayrisim ilk olarak rasyonel sayilar kimesinin zihinsel
yapilandirilmasini igerir. Daha sonra rasyonel sayilarin geometrik temsilleri tGzerinden
rasyonel sayilarin dogrunun bitln noktalarini iceremeyeceginden hareketle, en kiiguk Ust
sinir kavrami kullanilarak Dedekind isinlarinin zihinsel insasi yapilir. Son bélimde

Dedekind 1sinlarina bagl olarak gercel sayilarin tamlik 6zelligi ortaya ¢ikarilir.

Genetik Ayrisimin Dogrulanmasi ve inceltilmesi

Varsayimsal genetik ayrisim dogrultusunda olusturulan kavramsal anlama testinin
uygulamasindan elde edilen veriler genetik ayrisimin inceltimesi baglaminda analiz
edilmistir. Analiz strecinde 6grencilerin APOS teorisi baglaminda gercel sayilarin tamlik
Ozelligine iliskin zihinsel yapilarinin genetik ayrisim ile uyumuna bakilmistir. Bunun igin
oncelikle 6grencilerin zihinsel yapilari analiz edilmis ve daha sonra genetik ayrisimda yer
alan zihinsel yapilar ile uyumuna bakilmistir. Bu baglamda verilerden bazi drnekler

sunularak, veriler dogrultusunda genetik ayrisimda inceltmeler yapilmigtir.

Sunulan transkript érneklerinde arastirmaci A ile; 6grenciler 01, 02, ..., seklinde
kodlanmistir. Burada ilk olarak rasyonel sayilarin dogru Gzerinde temsil edilmesi slrecine

yonelik verilerin analizinden elde edilen sonuclar sunulmustur.

Tablo 12

Rasyonel Sayilarin Dogru Uzerinde Temsil Edilmesi Siirecine Yénelik Bulgular

Sorular Veri Ornekleri APQOS Teorisi Baglaminda Bulgular

la. Ogrencilerin bazilarinin rasyonel sayilarin
) alt kimelerinin bir dogru Uzerinde temsil
02: Sayi dogrusunda gésterilen nokta 2 edilmesi eylemini dogru yapamasalar da bu
1.b. olur. Cinki pergeli agtigimizda aradaki eylemin igsellestiriimesi sonucu rasyonel
uzunluk Pisagor badintisindan dolayr v/2  sayilarin bir dogru (izerinde temsil ediimesi
birim olur. V2 sayisindan kiiglik sayilar si]recil_’li gerceklestirdikleri gorilmektedir.
say! dogrusunda séyle géosterilir. Genetik ayrigimda yer alan rasyonel
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sayllarin bir dogru Uzerinde gosteriime
eyleminin igsellestirilerek rasyonel sayilarin
bir dogru Uzerinde goésterilmesi slrecinin

ot —

farkh zihinsel yapilari oldugu gérilmektedir.
Burada sayr dogrusu kavraminin ve
rasyonel sayilar kavraminin birlikte bu

02: Hayir icermez. Ciinkii sayi
dogrusunda irrasyonel sayilar da vardir.
Gercek dederini tam bilemesek de

le irrasyonel sayilar da sayr dogrusu zihinsg!v.yapllarl icerisinde yervalmaS|

e Gzerindedir. Haliyle rasyonel sayilar gerekliligi, genetik ayrisimin bu dogrultuda
kimesi  dogrunun  tiim  noktalarini inceltiimesi gerektigi gézlenmektedir.
icermez.

Buna gore varsayimsal genetik ayrisima bagl kavramsal anlama testi olugturularak
ogrenciler Gzerinde uygulanmasi sonucunda; sayi dogrusu kavraminin ve rasyonel sayilar
kavraminin birlikte bu zihinsel yapilar igerisinde yer almasi gerekliligi, genetik ayrisimin bu
dogrultuda inceltilmesi Bu baglamda genetik ayrisimin

gerektigi gbzlenmektedir.

inceltiimesine ydnelik asagidaki tablo sunulmustur.

Tablo 13

Rasyonel Sayilarin Dogru Uzerinde Temsil Edilme Siirecine Yénelik inceltme

inceltilmis Genetik Ayrisim
l.a.R. Yardimci bir dogru ve tamsayilari

Varsayimsal Genetik Ayrisim

1.a. Rasyonel sayilar kimesindeki noktalari bir
dogru Uzerinde temsil etme eylemi

1.b. Rasyonel sayilarin bir alt kiimesinin bir
dogru Uzerinde temsil edilmesi eylemi

1.c. Bu iki eylemin (1.a. ve 1.b.) i¢sellestirilerek
rasyonel sayilar kimesinin dogru Uzerinde
temsil edilmesi sureci

kullanarak Thales teoremi ile Q rasyonel sayilar
kimesi igerisindeki noktalar bir dogru Gizerinde
temsil etme eylemi

1.b.R. Rasyonel olmayan sayilar Pisagor
teoreminden yararlanarak bir dogru Uzerinde
temsil etme eylemi

1.c.R. 1.a. ve 1.b. eylemlerinin igsellestirilerek
Q rasyonel sayilar kiimesinin bir alt kiimesinin
dogdru Uzerinde temsil edilmesi sireci

1.d.R. 1.c.R. surecinin Q rasyonel sayilarin alt
kimelerini birlestirme eylemi ile sarmalanarak Q
rasyonel sayilar kiimesinin dogru Uzerinde
temsil nesnesi

Varsayimsal

genetik ayrisimin uygulanmasi

sonucu elde edilen bulgulara

bakildiginda 1.a. eyleminin digsal uyaranlardan badimsiz olmadigi gézlenmektedir. Bu
baglamda 1.a.R ve 1.b.R eylemlerinden sonra o6grencilerin yansitma yapmasi gerektigi
yoniunde inceltme yapilmistir. Ote yandan bulgular dogrultusunda 1.b. eyleminin
icsellestirme mekanizmasi oldugu sonucuna ulagiimigtir. Bu badlamda inceltilmis genetik

ayrisima 1.c.R basamagi eklenmigtir.

Asagida rasyonel sayi kimeleri kullanilarak isinlarin olusumuna iliskin zihinsel

yaplilara yonelik verilerin analizinden elde edilen bulgular sunulmustur.



Tablo 14

75

Rasyonel Sayi Kiimeleri Kullanilarak Isin Nesnesinin Olusumuna Yénelik Bulgular

Sorular Veri Ornekleri APQOS Teorisi Baglaminda Bulgular
Ogrencilerin  bu soruyu yapamamasinin
nedeninin, 1.b. numarali soruda oldugu gibi,
rasyonel sayilarin bir alt kimesinin sayi

2a \ 1{\3) ) dogrusu Uuzerinde temsil edilmesi eylemini
. La "l Leal e /1 yapamadigindan kaynaklandigi
| ey () 0 CAO distinilmektedir. Bu baglamda bu sorunun
inceltilmis genetik ayrisimda rasyonel sayilarin
dogru temsili nesnesinin geri sarmalanarak,
rasyonel sayilar kiimesinin bir alt kiimesinin
dogru Uzerinde temsil edilmesi sirecine
uygulanan bir eylem sorusu oldugunu
dusundidrmektedir.
A: Ust sinirlar kiimesi nedir peki?
O1: Buna emin olamadim.
A: Peki kiimeyi bilmeden (ist sinirlar
kimesinin en ki¢lglnd nasil belirliyorsun?
O1: Cizmeye caligayim. Simdi sayi dogrusu
bu (bir dogru g¢iziyor). 0 burada (Dogru Transkriptler incelendiginde bazi 6grencilerin
tizerinde bir nokta isaretliyor). Buradan sola  verilen kiimenin Ust sinirlar kimesini belirleme
dogru gittikge (0 noktasi olarak isaretledigi eylemini yapamadigi goérulmektedir. Buna
noktanin solunda noktalar igaretliyor). ragmen, yandaki &rnekte goérildigu (zere,
Buradan sola dogru gittikge bu nokta igin (0’ &grenci verilen noktanin dst sinirlarinin en
In solunda bir nokta igin konuguyor) (ist kiigiik elemanini 0 olarak belirlemistir. Ogrenci
2.b. sinir tam dibinden ¢ekersek saga dogru 0’in solundaki rasyonel sayilar igin tek tek Ust
bundan sonrasi bu nokta i¢in her zaman list  sinirlar kiimesi belirlemeye ¢alismis ve bunu
sinirdir. Bunun igin de bu olacak (bir baska  yaparken de “her rasyonel sayidan buyuk ilk
nokta igin aynisini yapiyor). Hep bi eleman” ifadesini kullanmistir. Bu durum
seyinden baslayip devam edecek. rasyonel sayilarin yogun yapisinin égrencilerin
A: Neyinden baglayip devam edecek? zihinsel yapilari arasinda yer almadigini
O1: Bi iistiinden diyeyim. gOstermektedir.
A: Bir (stii ne demek?
O1: Bir (ist olarak ifade edebiliyorum.
Yani... Sayidan bliylik ilk eleman gibi
diyeyim.
Ornek ¢6ziime bakildiginda x rasyonel
sayisindan kuguk rasyonel sayilar kiimesinin
tamsayilar olarak ifade edildigi gérilmektedir.
I o M i Ayni  6grencinin  2.b. numarali  soruyu
(€ /’r"'T'T"-’ yapmasina karsin verilen kiimenin Ust sinirlar
2.c. T A kimesini bulma ve en kiglk Ust sinirini
belirleme eylemini ilgili surece
M“‘% B bsky“k sl oo detn ek icsellestiremedigini gostermektedir. Bu

§Gghn ot el ‘1,;(4 (el j“”w e

b‘w 'u){ 3”‘0”(‘ [/} k:lQ;"S: X‘d”r

durumun varsayimsal genetik ayrisimda ekis
nesnesinin olusumunun yer almamasindan
kaynaklandigi ve genetik ayrisimin  bu
dogrultuda inceltiimesi gerektigi
distnilmektedir.



A: Simdi 2.d ye bakalim.

O1: Simdi karesi 2 ise sayimiz kbk 2'dir
dedim. K6k 2 tam ¢ikmayacak.

A: Peki kbk 2 ye karsilik gelen rasyonel
sayi demigsin.

O1: Yani yaklasik olarak karsilik gelen...
A: Ne demek bu?

O1: Simdi kék 2 kékten ¢itkamadidi igin...
Mesela 4 kbkten ¢ikardigimizda 2
diyebiliyoruz. Ama kék 2 igin tam bir deger
séyleyemiyoruz ya.

A: Tam bir deger derken ne demek
istiyorsun?

O1: Mesela kék 2 igin 1.3 diyemiyoruz. Ama
onun da bir karsiligi var yani. Ama onun

2.d.
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Verilen transkripte bakildiginda égdrencinin st
sinir bulmak isterken irrasyonel bir sayiyi bir
rasyonel sayiya karsilik getirmeye calistigi
gorilmektedir. Bu durumun o6grencinin sayi
kimelerine iliskin  nesne  kavrayisinda
olmamasindan kaynaklandigi
disunulmektedir. Bu genetik ayrisimin hedefi
rasyonel sayl nesne yapisi ile reel sayi
nesnesini olusturmak ve reel sayilarin tamlik
Ozelligi yapisini elde etmektir. Bunu yaparken
dogrunun surekliliginden faydalaniimaktadir.
Bu baglamda dustnuldiginde bir say1 dogrusu
Uzerinde rasyonel olmayan  noktalarin
varliginin ingasi ile birlikte gercel sayilarin
tamhk 6zelliginin vurgusu genetik ayrisim igin

virgiilden sonraki kismini tam bilmiyoruz. Onemlidir.

Elde edilen bulgulara gore 2.a. eylem sorusunun inceltiimis genetik ayrisimda
rasyonel sayilarin dogru temsili nesnesinin geri sarmalanarak, rasyonel sayilar kiimesinin
bir alt kimesinin dogru Uzerinde temsil edilmesi sirecine uygulanan bir eylem sorusu
oldugu goriilmektedir. Ote yandan égrenciler 0°'in solundaki rasyonel sayilar igin tek tek st
sinirlar kimesi belirlemeye ¢alismis ve bunu yaparken de “her rasyonel sayidan buyuk ilk
eleman” ifadesini kullanmistir. Bu durum rasyonel sayilarin yogun yapisinin égrencilerin
zihinsel yapilari arasinda yer almadigini géstermektedir. Yapilan varsayimsal genetik
ayrisimda rasyonel sayilarin yogun yapisinin zihinsel yapilarda yer almasi ve buna bagl
olarak ekus ve i1sin nesnelerinin olusturulmasi gerekliligi géralmektedir. Ayrica 6grencilerin
cogunlugunun 2.e. ve 2.f. sorularini yapamadigi goérulmustir. Bu baglamda genetik
ayrisimin rasyonel sayl kimeleri kullanarak 1s1n nesnesinin olusturulmasi zihinsel yapisina,
yukaridaki analizlerin sonucu olarak eklenecek ara yapilarin eklenmesinin 2.e. ve 2.f.’de yer

alan sureg yapilarinin olusturulmasina katki saglayacagi dusunulmektedir.

Bulgular dogrultusunda genetik ayrisimin inceltiimesine yonelik asagidaki tablo

sunulmustur.

Tablo 15

Rasyonel Sayi Kiimeleri Kullanilarak Isin Nesnesinin Olusumuna Yénelik Inceltme

Varsayimsal Genetik Ayrisim inceltilmis Genetik Ayrigim
2.a. Rasyonel sayilar kimesinde verilen bir 2.a.R1.Q rasyonel sayilar kimesinde verilen bir
elemanin Ust sinirlar kimesini bulma ve dogru noktanin Ust sinirlarini bulma eylemi
Uzerinde temsil etme eylemi
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2.b. Rasyonel sayilar kiimesinde verilen bir
elemana belirli bir déonisim uygulanarak elde
edilen yeni noktalar kiimesinin Ust sinirlarini
dogru Uzerinde temsil etme ve Ust sinirlar
kiimesinin en kiguk elemanini bulma eylemi

2.c. Verilen 2.b. eyleminin, rasyonel sayilar
kimesinde verilen herhangi bir elemana
dénlisim uygulanarak elde edilen yeni noktalar
kimesinin Ust sinirlarinin o noktadan bulyuk
rasyonel sayillar kimesi ve Ust sinirlar
kiimesinin en kiglk elemaninin verilen nokta
oldugu surecine igsellestiriimesi

2.d. Dogru Uzerinde verilen rasyonel sayi
olmayan herhangi bir noktaya doénitsim
uygulanarak elde edilen noktalar kiimesinin Ust
sinirlarini ve Ust sinirlar kimesinin en kiguk
elemanini bulma eylemi

2.e. Verilen 2.d. eyleminin genellestirilerek
dogru Uzerinde rasyonel olmayan hangi nokta
alinirsa alinsin Ust sinirlar kiimesinin en kiglk
elemani olmadigi surecine i¢sellestiriimesi

2.f. Verilen 2.c ve 2.e sureglerinin koordine
edilerek dogru uUzerinde verilen bir noktanin
rasyonel sayi olup olmadidinin belirlenmesi
sureci

2.a.R2. Q rasyonel sayilar kimesinde verilen bir
noktanin alt sinirlarini bulma eylemi

2.b.R1. Verilen 2.a.R1. eyleminin
icsellestirilerek Q rasyonel sayilar kiimesinde
verilen bir noktanin Gst sinirlar kimesini
belirleme ve bir dogru Uzerinde temsil etme
sureci

2.b.R2. Verilen 2.a.R2. eyleminin
icsellestirilerek Q rasyonel sayilar kimesinde
verilen bir noktanin alt sinirlar kimesini
belirleme ve bir dogru Uzerinde temsil etme
sureci

2.c.R1. Verilen 2.b.R1. surecindeki kiimenin en
kicik elemanini bulma eylemi uygulanarak
ekis nesnesinin elde edilmesi

2.c.R2. Verilen 2.b.R2. surecine en kulguk
elemani bulup kimeden c¢ikarma eylemi
uygulanarak 1sin nesnesinin elde edilmesi
2.d.R1. Dogru uzerinde rasyonel olmayan bir
noktanin rasyonel sayilar igerisinde bir Ust
sinirini bulma eylemi

2.d.R2. Dogru Uzerinde rasyonel olmayan bir
noktanin rasyonel sayilar icerisinde bir alt
sinirini bulma eylemi

2.e.R1. 2.d.R1. eyleminin i¢gsellestirilerek dogru
Uzerinde rasyonel olmayan bir noktanin
rasyonel sayilar igerisinde Ust sinirlar kiimesini
bulma ve dogru Uzerinde temsil etme suireci

2.e.R2. 2.d.R2. eyleminin i¢sellestirilerek dogru
Uzerinde rasyonel olmayan bir noktanin
rasyonel sayilar igerisinde alt sinirlar kiimesini
bulma sureci

2.f.R1. 2.e.R1. sirecine en kiglik elemani
bulma eylemi uygulanarak dogru Uzerinde
rasyonel olmayan bir noktanin rasyonel sayilar
icerisinde ekus’indn olamayacaginin
belirlenmesi sureci

2.f.R2. 2.e.R2. sirecinin en blylk elemanin
bulunamayacag: sureciyle koordine edilerek
ISIN nesnesinin olusturulmasi

Kavramsal anlama testinde 2.f. sorusuna kadar dogru yanitlar veremeyen

ogrencilerin Dedekind 1sinlarinin gercgel sayilara donusturilmesine iligkin zihinsel yapilara

yonelik sorular (3.a., 3.b. ve 3.c.) yapamadiklari gdzlenmistir. Yapilan uygulama

sonucunda yalnizca 2 égrencinin verilen rasyonel sayi kiimelerinin en ki¢uk Ust sinirina

karsihk geldigi donugumin dogrunun tum noktalarini

olusturdugu slrecinde olduklari gorilmustir.

icerdigi yani gercel sayilari
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Buna bagl olarak asagida gercel sayl nesnesinin olusturulmasina iliskin genetik
ayrisimda yapilan inceltme sunulmustur.

Tablo 16

Dedekind Isinlarinin Gergel Sayi Nesnesine Déniistiiriilmesine Yénelik inceltme

Varsayimsal Genetik Ayrisim inceltiimis Genetik Ayrisim

3.a.R. Verilen 2.c.R2. ve 2.f.R2. 1sIn nesnesinin
2.b.R2. ve 2.3.R2. slrecine geri sarmalanip,
2.b.R1. slreciyle koordine edilerek 1sin
nesnesinin Ust sinirlar kiimesinin en kiguk
elemanini bulma sireci

3.a. Dogru UGzerinde temsil edilen bir rasyonel
saylya belirli bir déntdsim uygulanarak elde
edilen yeni noktanin bir dogruda temsil edilmesi
eylemi

3.b. Dogru Uzerinde temsil edilen rasyonel
olmayan bir saylya dénisim uygulanarak elde
edilen yeni noktanin bir dogruda temsil edilmesi
eylemi

3.b.R. Verilen 3.a.R. sirecine isin1 ekislne
g6tiren donudsim eylemi uygulanarak gergel
sayl nesnesinin elde edilmesi

3.c. Verilen 3.a. ve 3.b. eyleminin
genellestirilerek herhangi bir nokta icin yapilan
doénlsimin dogrunun tim noktalarini igerdigi
surecine i¢sellestiriimesi

Bu yapilar 1sin ve ekus nesnelerinin geri sarmalama mekanizmasi ile elde edilen
sureglerin koordine edilerek gercel sayl nesnesinin olusturulmasini icermektedir. Boylelikle
gercel sayilarin tamlik 6zelligi g6z 6ntinde bulundurularak reel sayi nesnesinin elde edilmesi

sOz konusudur.

APOS teorisi arastirma metodolojisine goére varsayimsal genetik ayrisimin
dogrulanmasi igin yapilan bu arastirma sonucunda inceltiimis genetik ayrisim elde edilmis

ve ogretim tasarimi igin uygun hale getirilmigtir.

Ogretimin Uygulanmasina Yénelik Bulgular

Bu bélimde inceltimis genetik ayrisima bagl olarak olusturulan matematiksel
gorevler ve bu gorevleri iceren problem durumundan olugan 6gretim uygulamasi sonucunda
elde edilen bulgular sunulmustur. Bunun igin 6ncelikle problem durumuna iliskin sinif
tartismalarindan elde edilen bulgular verilmistir. Daha sonra dort ayri matematiksel gorev

icin grup ici ve gruplar arasi tartismalardan elde edilen bulgular sunulmustur.
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Sunulan transkript 6rneklerinde arastirmaci 6gretmen A ile, 6grenciler 01,02,03...
seklinde ve tim sinifin ayni anda verdigi cevaplar S ile kodlanmistir. Olusturulan ¢ grupta

yer alan 6grenci kodlari asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 17

Gruplara Gére Ogrencilerin Dagilimlar

Grup-1 Grup-2 Grup-3

01, 02,03 04, 05, 06 07, 08, 09, 010

Uygulama baslangicinda arastirmaci tarafindan sinif ortaminda égrencilere problem

durumuna iligskin isindirma sorulari sorulmustur. Buna iliskin transkriptler asagida verilmistir.
A: Simdi arkadasglar resimdeki kisiyi taniyor musunuz?
0O10: Micheal Jordan.
A: Micheal Jordan’in kim oldugunu biliyor muyuz?
010: Gelmis gegmis en iyi basketbolcu.

A: Basketbolcu oldugunu biliyoruz yani. Evet muhtemelen gelmis gecmis en iyi

basketbolcu.
A: Micheal Jordan’a ait bir belgesel vardi “The Last Dance”. izlediniz mi?
S: Hayrr.

A: O belgeselde Jordan’in hayati anlatihyor. Micheal Jordan ¢ok rekabetgi bir kisilik
ve her oynadidi oyunu kazanmak istiyor. Cok hirsli bir insan ve mag¢ éncesinde...
Bakin su mac¢ yaptigi stadin bir guvenlik gorevlisi. Bu da Micheal Jordan ve mac¢

Oncesinde bir para atma oyunu oynuyorlar. Videoyu izleyelim isterseniz.
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Verilen 6n bilgi sonrasinda 6grencilere “The Last Dance” belgeselinin problem
durumunu olusturan bolimu izletilmistir. Video izletildikten sonra 6grencilere problem

durumunun ne olabilecegi sorulmustur. Buna iligkin transkriptler agsagida verilmigtir.

A: Evet bir para... Madeni bir para. Parayi sirayla atiyorlar arkadaslar. Dikkat

ederseniz parayi duvara en yakin atan kazaniyor. Tamam mi? Anladik mi durumu?
S: Evet.

A: Ne duislnlyorsunuz? Buradan nasil bir problem Uretilebilir?

O4: Glnlik hayat problemi gibi bir sey mi?

A: Fark etmez yani... Akliniza bir problem geliyor mu bu durumla ilgili?

O5: Bana limit geliyor hocam biraz. Limitle ilgili bir problem geliyor.

A: Neden dyle disundin?

O5: Hani bir yere ne kadar ¢ok yaklasirsak... gibi bir sey geliyor.

A: Baska fikri olan var mi?

O6: Benim aklima olasilik geldi. Hangisi daha yakina atacak seklinde yarisma.
ikisinin de belli bagh uzakliklara atma olasiliklari var sonugcta. Nasil ifade edecegimi

bilemedim ama.
A: Bagka fikri olan?
0O2: Hocam belki hiz ve ivmeyi kullanarak tiirev problemi yapabiliriz.

Transkriptlere bakildiginda videonun izletiimesinden sonra probleme iligkin
tahminlerde ogrencilerin zihninde limit, olasilik, trev gibi kavramlarin oldugu gorulmektedir.
Burada video igeriginde “paranin duvara en yakin olmasi” durumu limit kavramini, “para
atma ile ilgili bir yarigma” durumu olasilik kavramini, “paranin duvara en yakin atiimasr”

olayinin hiz ile iligkilendiriimesi sonucu &Ogrencilere tirev kavramini cagristirdidi

gorulmektedir.
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Problem durumu 6égrencilere sunulduktan sonra, problemin anlasiimasi igin yapilan
sinif tartismalarina iliskin transkriptler asagida verilmistir. Burada ilk olarak problemin dogru

anlasiimasina yonelik tartismalar sunulmustur.

O1: Paranin belirli bir noktasi duvara... Paranin duvara, yere tamamiyla temas
etmeyecek sekilde bir kismi duvarda bir kismi yerde olacak sekilde atarsa guvenlik

gorevlisi Jordan’in atmasina gerek kalmaz.

O2: Ama o zaman giivenlik gorevlisi oyunu kazanmis olur.

O1: Tamam 6yle demiyor mu zaten? Tam tersi mi anladim?

O3: Hayir dogru anladin.

O1: Dogru anlamisim zaten.

A: Soru sunu diyor. ilk parayi atacak olan kisi...

02: Haa tamam ben Jordan...

A: Paray attigi zaman oyunu kazandigi belli olsun. Jordan biraksin yani oyunu.

O5: Hocam tam duvara teget bir sekilde durursa ve diger kisi de attigi zaman o da

teget bir sekilde durursa ikisi de kazanacak.

O1: Berabere olur.

O5: Berabere olur. Hani kazanacagini bilemeyiz ki.
A: Yani ikincinin atmasina gerek var diyorsun.

O5: Evet.

A: En iyi ihtimalle esitlik mi olur peki?

O5: Evet.

Goruldugu gibi 6grenciler baslangicta parayi ilk atan kisinin oyunu kazanacagi
durumun var olup olmadigini anlayamamislardir. Bunun sonrasinda ilk atan kisinin “paranin

duvarla temas etmesi” durumunda oyunu kazanabilecegini 6ne surmuglerdir. Tartismalar
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sonucunda “her iki yarismacinin da duvara temas edecek sekilde parayl atmasr’
durumunda yarismanin beraberlikle bitecegi fikri ortaya cikmistir. Goruldigu gibi higbir

ogrenci “bir noktaya en yakin nokta” fikrini temel alan bir diisiince ortaya koymamistir.

Ogrencilerden biri (09), problemi tam ters sekilde anlayarak, ilk atanin kesin
kaybettigi bir durum ortaya koymustur. Problem durumu yanls anlasilmis olsa da, fikrin
temelinde “bir noktadan sonraki ilk nokta’nin var olmasi durumu s6z konusudur. Asagida

buna iligkin transkript verilmistir.

09: Hocam bence yani... Once atacak kisi kendi baslangi¢ hizasina atarsa eger...
Yani baslangi¢ hizasina atmak demek oyunu zaten bastan kaybetmek demektir.
Yani o zaman ondan sonra gelecek kisi bir atis gerceklestirmese bile zaten

baslangi¢ noktasina attidi icin kazanmis olacak.
A: Baslangi¢ noktasindan kastin nedir?

09: Atan kiginin durdugu nokta. Durduklari noktada ayaklarin dibine o parayi

birakmis olursa zaten elenmis olur. En uzak nokta orasi ¢linki.

010: Ama amag kazanmaya calismak...

A: Soruyu anlamaya ¢alisalim. Duvara en yakin noktaya atan oyunu kazanir.
010: Amac su an kazanmak.

09: iste hocam yani ilk atan kisi... glivenlik gorevlisi zaten bunu yaparsa zaten direkt
olarak kaybetmis olacak o zaman Micheal Jordan’in para atmasina gerek yok. Zaten

kazanir.

A: Peki nasil kazanir guvenlik goérevlisi? Para atmasina gerek kalmadan... Sen

kaybetmesi ile ilgili fikir yarattin.
0O10: Evet.

A: Kazanmasi ile ilgili bir fikrin var mi?



83
09: Hocam duvara degerse para kazanmis olur. Clinkii degdigi igin en yakin o atmig
olur.

Dikkat edilirse O9 kodlu dgrenci “paranin atan kisinin ayaklarinin dibine atilmasi”
durumunda paranin “duvara en uzak nokta”’ya atiimis oldugunu iddia etmektedir. Bu
durumda arastirmaci duvara en yakin noktanin var olup olmadigini sorgulamak igin
“glivenlik gorevlisi nasil kazanir” seklinde soru sormustur. Buna bagl olarak 09 kodlu

o6grenci “duvara en yakin noktanin var oldugunu” iddia etmistir.

Diger yandan bazi égrenciler paranin duvara “teget” olmasi durumunda oyunun

kazanilabilecegini veya berabere bitebilecegini sdylemigtir.
O4: Digeri attiginda berabere kalma ihtimali var ama.
O2: En kéti ihtimalle de esit olur.
A: Duvara degmek ne demek?
0O2: Temas etmesi.
O4: Teget olacak sekilde durmak.
O1: Duvara paralel bir sekilde eger teget olursa...

O3: O zaman yine o noktaya tedet bir sekilde atarsa ilk atan kigi... Micheal Jordan’in
atmasina gerek kalmaz ¢unki o dibine bile atsa guvenlik gorevlisinin attigi paranin

dibine bile atsa bir arkasinda olacak.
A: Teget olmak ne demek?
O3: Ug noktasina degmesi demek. Ug noktasinin o noktaya degmesi demek.

Buna gore O3 kodlu 6grencinin teget kavramini “u¢ noktaya degmek” olarak belirttigi
gozlemlenmektedir. Bu baglamda ogrencinin “teget” kavramini matematiksel bir kavram
olarak kullanmadigdi sdylenebilir. Diger yandan égrencilerin birgogu “teget” olarak s6zinu
ettikleri duvara degme noktalarinin birden fazla olmasi halinde oyunun beraberlikle

bitecegini sdylemiglerdir.
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O4: Digeri attiginda berabere kalma ihtimali var ama.
O2: En kéti ihtimalle de esit olur.

O5: Hocam tam duvara teget bir sekilde durursa ve diger kisi de attigi zaman o da

teget bir sekilde durursa ikisi de kazanacak.
O1: Berabere olur.
O5: Berabere olur. Hani kazanacagini bilemeyiz ki.

Bunun Uzerine arastirmaci problem durumunu iki boyutlu dizlem Gzerine
modellemigtir. Oyunun iki boyutlu dizlemde bir dogru Uzerinde oynanmasi durumunda

sonucun ne olacagini sinifa sormustur.

A: Simdi size soyle bir soru sorayim. Bir dogru Gizerindeyiz. Yani tek noktayiz. Jordan
ile guvenlik goérevlisinin durdugu bir nokta var. Diger bitlin her yer bosluk. Zemin
yok ve karsida bir duvar var. Tek boyutta distinirseniz bir nokta var karsida. O
noktanin Uzerinde durmuyor para. Parayli da nokta olarak didsinin. Parayi

attiginizda ne olacaktir?
O1: Bosluga duger.

A: Peki simdi yavas yavas bu boslugu doldurmaya calisalim. Amacimiz bu olsun.
Bu boslugu taslarla dolduracagiz. Taglar da noktalar olacak tabi. Elinizde bir birimlik
bir gubuk var. Bir birim olarak 6l¢glimus bir cubuk var. Bu ¢ubugu kullanarak taslari
yerlestiriyorsunuz. Yani c¢ubugu bulundugumuz yere koyarak ucuna tasi
yerlestiriyorsunuz. Bu sekilde bulundugumuz yerden itibaren son noktaya kadar
taslari yerlestirdik. Soruyu guincelledik. Su anda taglar var. Bosluga diserse kimse

kazanamaz. ilk atisi yapan kigi hangi noktaya atarsa kazanir?

O6: Duvarin éniindeki tasa atarsa.
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O6: Paray! attiklar yerden duvara kadar olan mesafeyi bir sayi dogrusu olarak
distnuyoruz. Tamsayillar... bir, iki, G¢ dort... Onlari taslari koydugumuz yerler

olarak mi disiinduk sizin dediginize gore?

06: Elimizdeki bir birimlik ¢ubukla koydugumuz noktalari disindim sayi

dogrusunda. Aklimda bu canlandi benim.

A: Peki bu durumda kim kazanir? Ya da kazanir mi?
010: 0’a atan kazanir.

06: iste duvarin dibine konulan tasa atan kazanur.

Burada arastirmaci tarafindan tamsayilarin saylr dogrusu (zerinde insasl s6z
konusudur. Buna karsin 06 ve O10 kodlu dgrencilerin tamsayilarin sayi dogrusundaki
noktalarin tamamini igermedigini bildikleri gézlemlenmektedir. Bunu tim sinifin bildigi

asagidaki transkriptte gorulmektedir.

A: Simdi bir dogru Uzerindeyiz. Tek boyutta disindyoruz. Duvar olarak
isaretledigimiz bir nokta var. O noktaya atis yapamiyoruz. Para o noktada durmuyor. O
noktaya en yakin atisi yapan kazanacak. O noktadan itibaren bir birimlik gubugu aliyorum
ve dlgmeye baslyorum. isaretliyorum ucunu ve orayi dolduruyorum. Bir birimlik gubukla ne
kadar isaretleme yapabilirseniz o kadar dolduruyorsunuz. O doldurdugumuz yerleri artik tag

olarak dusUnebilirsiniz. Simdi paray! atiyorum. Bosluga dusebilir mi?
S: Evet.

Buradan hareketle arastirmacinin “bu durumda duvara en yakin nokta var midir?”
sorusunu incelemek igin sordugu “Peki paranin bogluga dismedigini distnelim. Parayi ilk
atan kisinin kazanma durumu var midir? Varsa hangi noktaya atarsa kazanir?” sorusuna

verilen cevaplar agagidaki gibidir.

O6: Duvarin éniindeki ilk tasa bile atsa parayi digerinin onun éniine atma ihtimali

var.
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O7: iki kisi ayni noktaya para atamaz diye distnlyorum. Birisi illa ki kazanacak
sonug olarak.
O7: Duvara en yakin tasa atarsa kazanacak.
O5: Bence yoktur 6yle bir nokta.
A: Neden?

O5: Cunki ilk atan kisi nereye atarsa atsin ikinci atan kisi mutlaka onun bir adim

onlne atabilir. (Siniftan itiraz geliyor)
A: Yani duvara en yakin nokta yoktur diyorsun?
O5: Aynen.

Gorildugu gibi O5 kodlu 6grenci “ilk atici parayi nereye atarsa atsin bir sonraki
aticinin bir sonraki noktaya atabilecegini” iddia etmektedir. Bu durum égrencinin tamsayilari
bir nesne olarak problem durumunda kullanamadigini géstermektedir. Siniftaki diger tim
ogrenciler bu duruma itiraz etmis ve “tamsayilarin say1 dogrusu Uzerindeki ingasi” slrecini

problem durumu ile koordine ederek nesne olarak kullanmiglardir.

Problem durumunun anlagilmasi igin yapilan sinif tartismasinin ardindan Goérev-1’e

iliskin grup ici tartismalara ydnelik bulgular sunulmustur.
Goérev-1’e Yénelik Grup Igi Tartismalar

Bu kesimde ACE 6gretim dongusunun etkinlikler bolumunde Goérev-1’e iliskin G¢

grubun kendi arasinda tartigsmalarina yonelik bulgular sirasiyla verilmistir.

Grup-1 icin Gorev-1’e yonelik ¢cozimlerde iki farkh yol izlendigi gézlenmektedir.
Bunlardan ilki O1 kodlu 6grencinin énerdigi yardimei dogruyu kullanarak paraleller gizip say!

dogrusunda rasyonel sayinin temsil edilmesidir.

Sekil 9

O1 Kodlu Ogrencinin Gérev-1’e Yénelik Coziimii
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Gorildugu gibi O1 kodlu 6grenci silgi yardimiyla yardimei dogru tizerinde aralarinda
birer birim olacak sekilde B, C ve D noktalarini isaretlemistir. Daha sonra ilgili noktalardan
sayl dogrusu Uzerine paralel olacak sekilde dogru pargalari gizmistir. Bunun Uzerine grup
icinde dogru parcalarinin paralel oldugunu kabul etmenin bir varsayim oldugu tartismasi

yapilmistir.

O1: Bence s6yle yapalim. Burada AD dogrusu aldik yukaridaki bize verilen [ yi
kullanarak. AD dedim.2 tane nokta sectim B ve C. Bunlari élgeklendirdim ayni dlgek

oldugui igin.
O3: Esit béldigiuimiizii varsayalim.

O1: Tamam evet. AB BC CD kendi icinde oranli. B yi E ye paralel olacak sekilde AE

ile birlegtirirsek... Anladin mi?

O2: Nasil birlestiriyorsun?

O1: Varsayim uizerinden yapacagiz bunu. Bunu yapabiliriz diye duistiniiyorum.
O2: Bilmiyorum bence varsayim (izerinden gitmemeliyiz.

Goruldugu gibi O1 kodlu 6grenci BG dogru parcasini DE dogru parcasina paralel
olacak sekilde ele almistir. Burada 6grencinin bu varsayimi kendi amacina hizmet etmesi

igin kullandig1 gérilmektedir. Bunun Gzerine O2 kodlu 6grencinin bu ¢dziimde varsayim
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yapllmamasi gerektigi yonunde itirazi s6z konusudur. Buradan hareketle &grencilerin
Thales teoremini kullanmak icin “iki dodru arasinda esit oranl noktalardan olusan dogru
parcalarinin paralel oldugu” kabulini kullanamadiklari goérGimektedir. Matematiksel
gerekgelendirmenin yetersizligi sonucunda O1 kodlu dgrencinin 02 ve O3 kodlu dgrencileri
ikna edemedigi séylenebilir. Bunun lizerine O2 gember olusturarak ilgili rasyonel sayiyi say!

dogrusunda isaretleme yoluna gitmistir.

Sekil 10

O1 Kodlu Ogrencinin Gérev-1’e Yénelik Coziimii

Buna gdre 02 kodlu égrenci yalnizca bir birimlik silgi ve yardimei dogru kullanmak
yerine varsayimlara dayali sekilde ¢cemberler gizmistir. Bu duruma iligkin grup i¢i tartisma

asagida verilmigtir.

02: Cemberi de nasil kullansak ya? Uce bdlmemiz gerekiyor yaricapi mesela.

Yarigap! Uge bdlmek igin farkli kag tane gember kullanmamiz gerekiyor?
O3: Ama diyelim ki 3r olsun mesela.

02: Ama varsayim Uzerinden degerlendirsen buradan sectigin herhangi bir sey

varsayim olarak degerlendirip de yapabilirsin.

O3: 3r diyelim mesela kafamizdan tamam mi?
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O1: Tamam ama onu 6lgeklendirelim yeter.

O3: Varsayimdan 6tiiri 3r olsun tamam mi?

Gorildugu gibi 02 ve O3 kodlu dJrenci varsayima dayanarak cemberler yardimiyla
sayl dogrusu Uzerinde rasyonel saylyl bulma yolunu izlemislerdir. O1 kodlu ddrencinin
“Olceklendirme” yapmak gerektigi vurgusu, varsayimsal olarak % rasyonel sayisinin

bulunmamasi gerektigine yonelik bir digsal uyaran olarak degerlendirilebilir. Buna karsin
O1 bu ¢dziimiin matematiksel gerekgelerinin yetersiz oldugunu yalnizca “dlgeklendirme”
Uzerinden ifade etmeye calismasi, 02 ve O3 kodlu 6grencilerin digsal uyarani dikkate

almadan ¢oézumlerine devam ettigini gostermektedir.

02: Aci dislnebilir miyiz? Acaba [ dogrusunu burasi 60 derecelik agi desem.

Eskenar Uggen...
O1: Suna varsayim diyorsun (kendi ¢6zimdi igin) senin yaptigin ne?
0O2: Ama elimizde agidlger var mi?

Goruldugu gibi O2 kodlu dgrenci 60 derecelik bir agi oldugunu varsaymistir. Buna
karsin O1 kodlu 6grenci kendi ¢dziminde dogru pargalarinin paralel oldugunu kabul
edilmesine varsayim olmasi nedeniyle karsi ¢ikan grup arkadaslarina bu érnek tzerinden

gerekge gdstermigtir.

Ogrencilerin daha glcllii matematiksel gerekgelere ihtiyag duydugu, arastirmaci
Ogretmenin grup i¢i tartismaya dahil olmasiyla birlikte, asagidaki transkriptlerde

gbzlemlenmektedir.
A: Elimizde agiyi olgecek bir sey de yok.
0O2: Ay 6lgecek bir sey degil mi? Benim diisiincem olmadi o zaman.

O1: Hocam biz sdyle bir sey disindik de. Olgeklendirilmis bir AB segersek.

Buradan paralel olacak sekilde... Zaten bunlar orantili.
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A: Bu AB, BC bunlarin uzunluklari nedir? Onlarla ilgili bir sey soyleyebiliyor

musunuz? Cunku elimde bir birimlik silgi var. Onunla 6lgebilirsin.
O1: Olgeklendirilmis bir AB varsaydik.
A: Silgiyi kullanarak 6lgebilirsin.

Burada O1 kodlu égrencinin dogru pargalarinin neden paralel olmasi gerektigine
yonelik varsayimla hareket etmesine gerek olmadigl arastirmaci tarafindan digsal bir
uyaran olarak verilmistir. Benzer sekilde silgi kullanarak 6lgiim yapabileceginin sdylenmesi
O7’in varsayimdan uzaklasarak matematiksel gerekgelendirmelerini gliglii hale getirmistir.
Ayrica arastirmacinin silgi ile yapilan dlgimlerin sinirliligini vurgulamasi 02 ve 03 kodlu
dgrenci icin cember gizemeyeceklerini anlamalarina sebep olmustur. Diger yandan 02 ve
O3 kodlu dgrencinin kendi ¢géziimlerinden vazgectikleri ve matematiksel gerekgesi daha
gucli hale gelen O1 kodlu égdrencinin ¢dziimiine yoneldikleri asagidaki transkriptlerde

g6zlemlenmektedir.
O1: Burayi herhangi degil de 1 birimin dlgebilecedi sekilde ayarlamaya calisiyorum
su anda.
O1: Simdi % yi bulduk ya. Aklima ne geldi... Oklid geometrisinden gidecegiz diye

disunuyorum yine. Hani bir teorem vardi. Bir dogru aldigimizda, o dogruyu

Olceklendirebiliyorsak alttaki dogruyu da dlgeklendirebiliriz gibi bir seydi.
02: Az 6nce yaptigin sey degil mi bu?
O1: 1 birim alinz.

Buradan hareketle digsal uyaran yoluyla égrenciler yardimci bir dogru ve tamsayilari
kullanarak Thales teoremi ile Q rasyonel sayilar kiimesi igerisindeki noktalari bir dogru

Uzerinde temsil etme eylemini gergeklestirmislerdir.

Grup-2'de yer alan 6grencilerin (04, 05, 0O6) Grup-1'e benzer sekilde dogru

uzerindeki noktalari 6l¢ceklendirme sorunu yasadiklar gérilmektedir.



91

O5: 1 dogrusu izerinde de bir birim isaretleyelim. Cunki elimizde silgi var.

O4: Tamam 6nce onu igaretleyelim.

O4: Ya da burasina 1 desek. Bunlari birlestirsek.

O5: Burada liggen cikiyor o zaman. ikizkenar lggen...

O4: Buna ikizkenar liggen desem. Daha sonra burada tabani esit parcaya bélsem.
O5: Burasi dik olur.

06: O zaman burasi 1, burasi 1, burasi da v2 olacak. O zaman buralara 45 derece
diyebiliriz.

O5: Burayla burasi esit oldugunda dik mi oluyor? Onu kesin sdyleyebiliyor musun?
0O6: Onu ben olusturdum.

O5: Dik indirdik ama 1 birim oldugunu nasil biliyoruz?

O6: Burasi zaten 0’dan 1’e bir birim. Silgi de bir birim ya.

O5: Orasi 1 birim olsa bile dik olmak zorunda mi?

Gorildugu gibi O5 kodlu 6grenci ikizkenar liggen yardimiyla sayi dogrusu Gzerindeki

oranlari bulmaya galismaktadir. Daha sonra O4 ve 06 kodlu égrenciler ikizkenar liggenden

bir dik indirerek, 6lglim yapmadan, kenari esit boldigiini varsaymistir. Bu noktada O5 kodlu

6grenci inilen dikmenin silgi ile o6lclilemeyecegini belirtmistir. Bu durumda &grenciler

Olceklendirme ile ilgili matematiksel gerekcelendirmelerin yetersiz kalmasi nedeniyle,

problemin ikizkenar Gg¢genler olusturularak ¢ézilmesinden vazgec¢miglerdir. Ek olarak

ogrenciler 3 rasyonel sayisi 6zelinde ¢ézumler Uretmeye calismis ve eskenar Uggenlerin,

¢emberin ve ikizkenar uggenlerin agi ve uzunluk iligkilerini kullanarak ¢ézime ulagsmaya

calismiglardir.

O4: Burada ikizkenar tiggen yerine bir eskenar ticgen yapsak? Biz eskenar licgeni

nasil olusturuyorduk Oklid geometrisinde?
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06: Cember giziyorduk.
O4: Burada nasil bir gember cizebiliriz?
O6: Bence gember cizmek yerine...

O4: Eskenar liggeni gizecegiz ya. Cizdikten sonra daha sonra onu iki pargaya

bolebiliriz. Ya da U¢ kenara da boélebiliriz.

O5: Hem su dogruyu hem de su dogruyu kullanarak eskenar iggen mi gizelim?
O4: Aynen. Cizdigimiz su kenarin da bu ikisine esit oldugunu gdsterelim.

O6: Ya da silgiyi mesela burayla bura arasina koyup esit oldugunu gdsterebiliriz.
O4: iste onu ispatlamamiz gerekecek.

O4: Burasi esit olursa burasi 60 derece olacak. 30-60-90.

O6: Peki buradan buraya bir sey gizsek...

O4: Ama £ diyor. Biz béyle - yi buluruz.

Burada Uretilen ¢gézimlerin 3 rasyonel sayisi 6zelinde ise yaramasi durumunda dahi,

rasyonel sayilar kimesi icerisindeki noktalar bir dogru Gzerinde temsil etme eyleminin

gerceklestirildiginden s6z edilemez. Burada amag farkli rasyonel sayilar igin ayni ¢ézimuan

genellestirilerek kullaniimasi, yani ilgili eylemin i¢sellestirilerek rasyonel sayilar kimesinin

bir alt kimesinin dogru Uzerinde temsil edilmesi zihinsel slrecine ulasiimasidir. Bu

baglamda Grup-2'de yer alan 6grencilerin genellestirilebilir bir ¢ézime ulagsamadiklar

gOrilmektedir.

Co6zim sirecinin bir bélimiinde 06 kodlu dJrencinin Thales teoremini kullanmak

gerekliligini sdyledigi gdzlenmistir.

O6: Biz Oklid Geometrisinde bir dogruyu tam ortadan ikiye nasil ayiriyorduk? Bence

biz silgiyi kullanarak dogru tzerinde benzerlik yapmamiz gerekiyor.
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Buna karsin O6 kodlu &grencinin daha alt diizeyde yer alan Thales teoremi
sureclerinin problemin ¢6zim sureciyle koordine edilememesinden kaynakl rasyonel

sayinin sayi dogrusu uzerinde temsil edilmesi eylemini yapamadigi gorulmektedir.

Grup-3'te yer alan O7 kodlu 6égrenci ise O6'nin aksine dlgeklendirme siirecine
Thales teoremi eylemini uygulayamamistir. Asagida O7 kodlu 6égrencinin ¢dzimi yer

almaktadir.

Sekil 11

O7 Kodlu Ogrencinin Gérev-1’e Yénelik Coziimii

Co6zume bagli olarak tartismalardan elde edilen transkriptler asagida sunulmustur.

O7: Benim aklima bir sey geldi. 2 bélii 3, 2 bdlii 3... 6 ya kadar kag tane oluyor.

Tamsaylya tamamlasak. Silgiyle onu 6lgsek?

O7: Yani bakin sunu demeye calisiyorum iste. Suradan iki tane silgi kullandik.

Bununla bir gember ¢izdik. Sonra burayi U¢ pargaya bélmemiz gerekiyor.
09: Bence gember gizmek mantikli.

010: Bu silgiyi [ dogrusu lzerinde kullansak.
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08: Uge ayirdik ya burayl. Suradan paralel geksek. Buranin 3 birim oldugunu

biliyoruz. Ayni paralel geksek. O zaman burasi 2/3 olur.

010: Dogru.

09: Benzerlikten geliyor. Cemberlerden ¢ikmaz.

Goruldigu gibi O7 kodlu ddrenci gcember ve silgiyi kullanarak birtakim oranlar
bulmus ancak bu siirece Thales teoremi eylemini uygulayamamistir. Buna kargin O10 kodlu
ogrenci silgiyi [ dogrusu Uzerinde kullanmayi énermistir. Bu iki digsal uyarana bagli olarak

O8 rasyonel sayinin sayl dogrusu iizerinde temsil ediimesi eylemini gerceklestirmistir.

Asagida bu slirece iliskin Grup-3’ln ortak ¢6zUmu verilmistir.

Sekil 12

O7 Kodlu Ogrencinin Gérev-1’e Yénelik Coziimii

Ug grupta yer alan égrencilerin grup ici tartismalarda Gérev-1’e iligkin zihinsel

yapllarini ve gerekgelerini goésteren tablo asagida sunulmustur.

Tablo 18

Gérev-1’e lliskin Ogrencilerin Zihinsel Yapilari
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Grup Ogrenci

Zihinsel Yapi

Gerekce

O1

Grup-1

02, 03

04, 05

Grup-2

06

o7

Grup-3

08, 09, 010

Eylem 1.a.R

Eylem Oncesi

Eylem Oncesi

Eylem Oncesi

Eylem Oncesi

Eylem 1.a.R

Arastirmacinin yardimci | dogrusunu ve
tamsayilari kullanmasi gerektidi uyarisi ile
birlikte bu sureci Thales teoremi sureci ile
koordine ederek rasyonel sayilari bir dogru
Uzerinde temsil etmistir. Burada dissal
uyaranlar, grup ici tartismalarda 02 ve O3
kodlu ogrencilerin matematiksel gerekgeyi
yeterli bulmamasi ve bunun (zerine
arastirmacinin  yardimci  dogruyu  ve
tamsayilari kullanarak Olgeklendirme
yapabilecegi fikrini belirtmesidir.

1.a.R eylemi 6ncesindeki semalarda yer alan
tamsayilar slrecinde yasanan problemler
nedeniyle, ilgili eylem gerceklestirilememistir.
Burada yasanan problem tamsayilarin
yardimci dogru Uzerinde temsil edilmesine
ragmen dlgeklendirme ile igsellestirilerek bir
sure¢ haline getirilememesidir.

Ogrencilerin 1.a.R eyleminde rasyonel
sayilarin dogru Uzerinde temsil etmesi
eylemine iliskin genellestirilebilir bir g6zim
Uretemedikleri gozlenmistir. Cozim slregleri
yalnizca 2 rasyonel sayisinin elde

edilmesine yoneliktir. Bu durumun tamsayilar
sureci ile tamsayilarin dogru Uzerinde temsil
edilmesi surecinin koordine
edilememesinden kaynakli oldugu
dusundlmektedir.

Ogrencinin Thales teoremi slireglerini
problem durumuyla koordine
edememesinden kaynakl 1.a.R eylemini
yapamadidi goriimustar.

06 kodlu 6grencinin aksine, yardimci
dogrulari tamsayilar sirecini kullanarak
dlceklendiren O7 kodlu 6grenci bu siirece
Thales teoremi eylemini uygulayamadigi i¢in
1.a.R eylemini gergeklestirememistir.

Grup ici tartismalarda digsal uyaran olarak
010 kodlu 6grencinin yardimei dogrunun
kullaniimasi gerekliligini belirtmesi ve O7
kodlu 6grencinin tamsayilar surecini
yardimci dogruyu 6lgeklendirmek icin
kullanmasi lizerine O8 kodlu 6grencinin bu
iki sureci koordine ederek ilgili eylemi
gerceklestirdigi gézlenmistir.
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Gorev-1’e Yonelik Gruplar Arasi Tartismalar

Burada Goérev-1’e iliskin ¢ézimlerini tamamlayan gruplarin arastirmaci 6gretmen

rehberliginde gruplar arasi tartismalara iliskin bulgular verilmistir.

Grup ici tartismalar sonucunda Grup-2 géreve iliskin ¢6zUmU yapamamasina karsin
gruplar arasi tartisma sonucunda Grup-1’in ¢dziimune bagh olarak rasyonel sayilari dogru

Uzerinde temsil etme eylemini gerceklestirmistir. Asagida buna iligkin transkript verilmigtir.
O1: (Cézum sirecini anlatiyor).
A: Ne diyorsunuz?
O5: Mantikli.
A: Nedir mantikli olan.
O5: Paraleller gizmek.
O6: Silgiyi nasil kullandiniz?
O1: Silgiyi su tstteki uzunlugu Slgeklendirmek igin kullandik.

Dikkat edilirse grup ici tartismalarda O6 kodlu égrenci Thales teoremi kullanarak
benzerlik yapiimasi gerektigini sdylemistir. Buna karsin bu durumu tamsayilarin yardimci
dogru Gzerinde temsil edilmesi siireci ile koordine edemedigi gdzlenmistir. Burada O6 kodlu
dgrencinin, gruplar arasi tartisma esnasinda, O1 kodlu dgrenciye silgiyi nasil kullandigini
sormasi Uzerine; O1 kodlu 6grenci, tamsayilari yardimci dogru Gzerinde temsil etmek igin
kullandiklarini sdylemistir. Buna bagh olarak O6 kodlu 6grenci bu digsal uyaran ile
tamsayilarin dogru Uzerinde temsil edilmesi sdrecglerine Thales teoremi eylemini

uygulayarak rasyonel sayilari dogru Uzerinde temsil etme eylemini yaptigi gézlenmistir.

Gruplar arasi tartigmalar sonucu butin gruplar Goérev-1’e iligkin 1.a.R eylemini
gerceklestirmiglerdir. Bunun Uzerine arastirmaci bu eylemi tekrarlayarak herhangi bir

rasyonel sayinin dogru uzerinde temsil edilmesi surecine iligkin bir soru sormusgtur.

A: Ayni soruyu ayni yontemle % i bulacak sekilde yapabilir misiniz mesela?
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S: Evet.

06: | dogrusu lizerinde silgiyle 5 nokta yapacagiz. Sonra o [ dodrusunun bittigi

yerden 1’e ¢izgi ¢cekecediz. Sonra ona paralel olacak sekilde her silgi boylarini

uzatacagiz. Boylece 5 pargaya bdlinmus olacak.

A: Peki bu yontemle % tipinde b sifirdan farkli olmak Uzere, bitin sayilari elde

edebilir miyiz?

S: Evet.

010: Sonug olarak oradaki payda bir birimlik silgiyle &lgilebiliyorsa hepsini

yapabiliriz.

Gordldugu gibi 6grencilerin, 1.a.R eylemini tekrarlayarak, a,b € Z ve b # 0 olmak
Uzere, % tipinde tim rasyonel sayilarin dogru Uzerinde temsil edilmesi slrecine

icsellestirdikleri gdzlemlenmektedir. Bunun Uzerine arastirmaci problem durumuna geri
donerek, Gorev-1'deki matematiksel ¢6zime bagh olarak problemin ¢dézim surecine

yonelik sorular sormustur.

A: Simdi arkadaslar sizden istedigim su. Sorumuza geri dénuyoruz. Bizim burada
bosluklarimiz vardi. Taslarla doldurmaya devam ediyoruz. Bu Goérev-1 deki
yontemle buralara tag doldurmaya devam etsek, bu durumda ilk kisi paray attiginda

kazanmasi igin hangi noktaya atmasi lazim? Oyle bir nokta var midir?

O1: Hocam burada biz yaptigimiz ydntemle rasyonel sayilari dlgeklendirdik. Ama bu

dogru reel say1 dogrusu. igerisinde sadece rasyonel sayilar yok ki.

O1: iste biz rasyonel sayilari koydugumuzda her tiirlii bosluk oluyor arada.
A: Paray! attigimda bosluga digme olasiligi var midir yani?

S: Vardir.

O6: Clnku rasyonel sayilarin arasinda bosluklar vardir.
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Goruldugu gibi problem durumunda “para atildiginda bosluga dusebilir mi?”
sorusuna ogrenciler rasyonel sayilarin dogrunun tamamini temsil etmediginden dusebilir
cevabini vermiglerdir. Bu durum rasyonel sayilarin dogru Uzerindeki temsil sirecine
icsellegtiriimesine bagl olarak rasyonel sayilarin tam olmadiginin anlasiimasindan
kaynaklanmaktadir. Buna karsin O2 kodlu égrenci yalnizca rasyonel sayilarin temsil ettigi
bir dogru Uzerinde oynanan para oyununda ilk atan kiginin yarismay! kazanabilecegi bir

nokta oldugunu iddia etmistir.

O2: Higbir zaman tam dolduramadigimiz igin... Her zaman bosluklar olusacag: igin.
Birisinin kazanma ihtimali yine en yakin tasa atmis oldugunda gergeklesir. Bosluklari higbir
zaman tam olarak dolduramadidimiz i¢in en yakin koydugumuz tasa atan yine kazanmis

olur ¢lnkl daha fazlasi yine bogluga denk geldigi i¢cin oraya atamaz yani.
A: Kazanir mi diyorsun yani hala?
O2: Evet.

02 kodlu dgrencinin cevabina bakildiginda rasyonel sayilarin bir dogru lzerinde
temsil edilmesi eylemini tekrarlayarak rasyonel sayilarin dogru tUzerindeki temsil surecine
icsellestiremedigi icin rasyonel sayilarin yodunlugu nesnesini insa edemedidi
goriulmektedir. Buna karsin O1, O6 ve O7 kodlu o&grenciler parayl ik atanin

kazanamayacagini sdylemiglerdir. Asagdida buna iligkin transkript verilmistir.

O1: Hocam aksiyomla sdyleyebilir miyim bunu? iki rasyonel sayi arasinda bir
rasyonel sayi vardir. Buna gore baktigimizda en yakin tas olmuyor. Yani kazanamiyor.

Surekli ondan yakin tag var.
A: Tesekkdrler. Baska fikri olan?
O7: Bence sonsuz sayida tas dizebiliriz bu yéntemle.

A: Ne demek istedin?
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O7: Yani bu birimleri kUgultebiliriz, buyltebiliriz. Mesela % bk birim de alabiliriz. i’
[0k birim de... O ylzden sonsuz sayida tas koyabiliriz. O ylzden kazanan olmaz.
06: Ben de dyle dustiniyorum.

Dikkat edilirse O1 kodlu égrenci “iki rasyonel sayi arasinda bir rasyonel sayi vardir”
ifadesini aksiyom olarak ele almis ve buradan hareketle duvara en yakin nokta
olamayacagini iddia etmistir. 06 ve O7 kodlu 6égrenciler de rasyonel sayilarin dogru
Uzerinde temsil edilmesi slrecini problem durumuna uyarlayarak, ilk atananin yarismayi

kazanamayacagini belirtmistir.

Gorev-1'e yonelik gruplar arasi tartismanin ardindan Gérev-2'ye iligkin grup igi

tartismalara iliskin bulgular sunulmustur.
Gérev-2’ye Yénelik Grup ligi Tartismalar

Burada ACE 6gretim dongusutinin etkinlikler boliminde Gorev-2'ye iligkin tg grubun
kendi arasinda tartismalarina yénelik bulgular sirasiyla verilmistir. Grup-1’in Gérev-2'de yer

alan ilk soruya iligkin tartismalari asagdida verilmigtir.
O2: Bu ne tam dogru ne de kesikli dogru.
O1: Sey iste. Tek tek tek nokta nokta. Arasi gok az ama.

O2: Evet. Soyle dislnelim. Iki rasyonel sayl arasinda muhakkak bir tane daha
rasyonel sayi oldugundan aslinda arasinin dolu olmasi gerekiyor. irrasyonel sayilar

oldugundan ayni zamanda bos olmasi gerekiyor.

O1: Mesela bu aralikta yok. Dolayisiyla bdyle yapacagiz. Surasi da 0 olsun. Sen ne

dusindyorsun?
O3: Sizin gibi.
O2: Nokta nokta seklinde mi yoksa ¢izik gizik mi?

Dikkat edilirse 02 kodlu égrencinin “iki rasyonel sayi arasinda bir rasyonel sayi

vardir” diaslncesini kullanarak rasyonel sayilarin bir alt kimesinin dogru Uzerinde temsil
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edilmesi surecinde bosluk olmamasi gerektigini iddia etmektedir. Ayni zamanda dogru
Uzerinde irrasyonel sayilarin da temsil edilmesi gerektigi icin rasyonel sayilar arasinda
bosluk olmasi gerektigini sdylemektedir. Buna karsin “nokta nokta mi yoksa cizgi ¢izgi mi”
seklinde bir soru sormustur. Bu durum O2 kodlu égrencinin rasyonel sayilarin bir alt
kiimesinin dogru Uzerinde temsil edilmesi strecini, irrasyonel sayilarin dogru Uzerinde
temsil edilmesi sureci ile koordine edemedidi igin rasyonel sayilarin yogunlugu nesnesini
elde edemedigini géstermektedir. Bunun disinda 6égrencilerin Gérev-2'de yer alan ilk soruyu

dogru sekilde yaptiklari géralmustar.

Diger yandan Gdérev-2’de yer alan ikinci soruya iliskin Grup-1’in ¢6zUmu( asagida

verilmistir.

Sekil 13

Grup-1’in Gérev-2'de Ikinci Soruya Yénelik Coziimdi

Bir pergel 90 derece agilarak bir kenari bir sayt dogrusu iizerine yerlestirilip
diger ucuna say1 dogrusu tizerinde karsilik getirilen nokta rasyonel sayr midir?
(Pergelin bir ayaginin uzunlugu bir birim kabul edilsin.) Bu sayidan daha kiigiik
olan rasyonel sayilar kiimesi bu say1 dogrusu iizerinde nasil temsil edilir?
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Buna gdre 6grenciler soruda pergelin ayaklarini bir birim kabul etmeyerek soruyu
¢ozmeye calismiglardir. Buna iliskin grup ici tartismalardan elde edilen transkript asagida

sunulmustur.

0O2: Ben de suraya t dedim. t kare arti 1’in karekok( rasyonel sayinin elemani ise

nokta rasyonel sayiya denk gelir. Ama kok disina ¢cikmazsa...
O1: t = 1 alirsak zaten... Ters érnekle kanit yapilmis olur.

O2: t = 1 olursa rasyonel olmadigini géstermis oluruz.
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O3: Aaa... Higbir sayinin 1 ile toplami hi¢ kék disina gikamiyor Kki.

O2: Aynen. O zaman asla olamaz.
0O3: /3 alalim. v/3 alirsak karesi 3'tir.

02: /3 alabiliyoruz dogru. Rasyonel sayi olmak zorunda degil. O zaman t € R

Ogrenciler pergelin ayak uzunlugunu 1 birim almamis olsa dahi, t olarak aldiklari
uzunluga bagl olarak igaretledikleri noktanin rasyonel olmak zorunda olmadigini
go6stermislerdir. Buna bagl olarak Grup-1'de yer alan égrencilerin rasyonel olmayan sayilari
Pisagor teoreminden yararlanarak bir dogru Uzerinde temsil etme eylemini

gerceklestirdikleri sdéylenebilir.

Gorev-2'de yer alan son soruya iliskin Grup-1'de yer alan 6grencilerin tamaminin
soruyu dogru yapmasina karsin, rasyonel sayilarin sayir dogrusunda temsiline yénelik sayi

dogrusunun turd ile ilgili tartismalari asagida verilmigtir.
O3: Hocam dogru tizerindeki temsili dogru ne demek?
A: Dogru Uzerinde rasyonel sayilarin temsil edilmesi.
O3: Kendimiz mi segecegiz o temsili?
O3: Bir reel sayilar dogrusu segecegiz. Onun Uzerindeki rasyonel sayilar...
O1: BUtln noktalari igermez. igermiyor degil mi?
O3: Sonug olarak bu temsili dogruyu rasyonel sayi olarak alirsak igerir.

Dikkat edilirse O3 kodlu 6grencinin dogrunun tanimina yénelik semalarinda eksiklik
oldugu gorulmektedir. Buna bagli olarak dogruyu rasyonel sayilardan olusan noktalar olarak
alabilecegini ifade etmistir. Bunun Uzerine arastirmaci dogrunun ne demek oldugunu

sormustur. Buna iligkin tartismalar asagida sunulmustur.

A: Simdi soru sdyle diyor. Rasyonel sayilarin dogru Uzerindeki temsili... Bu temsil,

dogrunun buttn noktalarini igerir mi?
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O2: Bu R dogrusu mu?

A: Dogrudan ne anliyorsan.

O1: O zaman igermiyor.

O2: Yani kesiksiz gizgi olan dogru.
A: Dogru deyince ne anliyorsun?

0O2: Dogru dedigimizde... R’ yi diisiiniirsem. R’ nin elemanlari Q’ da olmadigi igin...

icermez.

Burada o6grencilerin dogruya iliskin semalarinda eksiklik oldugu gdértlmektedir.
Ogrenciler dogruyu gercel sayilarin elemanlari ile olusturmaktadir. Ogrenciler dogruyu sayi
dogrusu olarak kabul etmis ve bu sayinin tlrine gore dogrunun seklini belirlemislerdir.
Burada dogrunun tanimina yoénelik semalar eksik olsa dahi égrencilerin soruyu dogru
yaptiklari gérilmektedir. Buna ragmen O2 kodlu é6grencinin dogrunun tiriini bilmedigi icin

soruya verecegi cevabi netlestiremedigi goriulmektedir.

O2: Ama irrasyonel sayilar dogrusu da olabilir. Ya da tamsayilar dogrusu... iginden
temsili olarak segtigim dogru pargasi olmus oluyor. Cunku iki ucu agik oldugunda

zaten ayni dogru olmus olur. Cakisik olmus olur.

O1: Ben igermez diyecegim.

0O3: icermez onu biliyorum. Ciinkii irrasyonel sayilar da var bunun igerisinde.

Burada O1 ve O3 kodlu égrencinin rasyonel sayilar kiimesinin bir alt kiimesinin
dogru Uzerinde temsil edilmesi strecinin rasyonel sayilarin alt kimelerini birlestirme eylemi
ile sarmalanarak rasyonel sayilar kimesinin dogru uUzerinde temsil nesnesini olugturdugu
gérulmistir. Buna karsin 02 kodlu ddrencinin dogrunun tanimina iliskin semalarinda

yasadigl problem nedeniyle ilgili streci rasyonel sayilar kimesinin dogru Uzerinde temsil

nesnesine sarmalayamadigi gozlenmistir.

Grup-2'nin Goérev-2’de yer alan ilk soruya iligkin tartismalari asagida verilmistir.
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06: Sayi dogrusu cizecegiz degil mi?

O4: Evet. Sayi dogrusu.

O6: Bir sey diyecegim. Aralari bosluk olacak.

O4: Aralar bosluk olacak.

O5: irrasyoneller de var bunun icinde. Ama ¢ok siki bir bosluk olabilir.

O4: Cok da 6nemli degil o bizim i¢in. Onemli olan bosluklu oldugunu géstermek.

O6: Aynen.

0O5: Ama ben ¢ok siki bosluklu yaptim.

Ogrencilerin hepsinin (04, 05, O6) bu soruyu dogru yaptiklar gértiimustir. Burada
dikkat geken nokta O5 kodlu égrencinin bosluklarin cok siki olmasi gerektigi vurgusudur.
Bu durum O5 kodlu 6grencide rasyonel sayilarin yogunluguna iliskin zihinsel yapinin nesne

duzeyinde oldugunu gostermektedir.

Diger yandan Grup-2’'de yer alan dgrencilerin ikinci soruda pergelin bir ayaginin 1
birim alinmamasindan kaynakh olarak ilgili noktanin rasyonel olup olmadigini bilmediklerini

belirttigi goralmugstur.
O5: Bu noktanin rasyonel mi olup olmadigini bilmiyoruz. Bosluga da denk gelebilir.

O6: irrasyonel de olabilir orasi rasyonel de olabilir. Biz sadece suranin kesikli

oldugunu biliyoruz. Rasyonel sayi dedigi icin.

Gorev-2'de yer alan ikinci soru rasyonel olmayan sayilarin varligina iligskin bir yapi
olusturma amacina hizmet etmemis olsa da, 6grencilerin genetik ayrigimda yer alan
rasyonel olmayan sayilari Pisagor teoreminden yararlanarak bir dogru Gizerinde temsil etme

eylemini gerceklestirdikleri gérilmektedir.

Ote yandan Grup-2'de yer alan 6grencilerin rasyonel sayilar kiimesinin bir alt
kimesinin dogru uzerinde temsil edilmesi surecini rasyonel sayilarin alt kimelerini

birlestirme eylemi ile sarmalayarak, rasyonel sayilar kimesinin dogru Uzerinde temsil
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nesnesi yapisini olusturduklari goérilmektedir. Buna iliskin Gérev-2'de yer alan Ugilncu

sorunun ¢dzumu asagida verilmistir.

Sekil 14

Grup-2'nin Gérev-2'de Ugiincii Soruya Yénelik Cézimii

Goruldugu gibi 6grenciler rasyonel sayilarin bosluklu yapida olmasindan dolayi
rasyonel sayilarin dogrunun batin noktalarini igcermedigini ifade etmistir. Bu baglamda
rasyonel sayilar kimesinin dogru Uzerinde temsil nesnesi yapisi, rasyonel sayilarin tam

olmadigi durumunu icermektedir.

Grup-3’te yer alan 6grencilerin Gorev-2'ye yonelik birinci soruyu dogru yaptiklari

g6zlenmistir. Asagida 6grencilerin birinci soruya iliskin ¢ézimu verilmigtir.

Sekil 15

Grup-2’nin Gérev-2’de Birinci Soruya Yénelik Cézimdii

Burada Grup-3’te yer alan égrenciler ilgili kimeyi hem cebirsel olarak hem de dogru

Uzerinde temsili olarak géstermiglerdir.
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Gorev-2'de ikinci soru igin O10 kodlu égrencinin pergelin ucu hangi nokta alinirsa
alinsin diger ucunun rasyonel sayl olamayacagini iddia etmistir. Bu fikre diger

arkadaslarinin da katildigi gézlenmistir.

010: Herhangi bir noktaya getirdiginde rasyonel sayi degildir. Clnki 45 — 45 — 90
ticgeni oldugunda a noktasindan baslasak, kenar uzunluklari a —a — a2 olur.

Sonug olarak av2 olacak. Dolayislyla irrasyonel sayi olur.

O7: Bir kenarinin rasyonel sayl oldugunu nereden biliyorsun? Onu bilemeyiz.

Rasyonel olabilir de olmayabilir de.
010: Pergelin kenarlari esittir. O zaman rasyonel sayl midir?
O7: Degildir.

010: Baslangi¢ noktasini hangi sayi kabul edersen et, ona /2 eklediginde irrasyonel

olacaktir.
O9: Buraya a birim dersek pergelin ucu a + /2 birim olacaktir. Yani irrasyonel.

Goruldugu gibi O10 kodlu 6grenci irrasyonel sayilarin toplama islemine gore kapali
oldugunu iddia etmistir. Benzer sekilde O9 kodlu égrenci de bu fikre katilmistir. Grup olarak

ikinci soruya yonelik yaptiklari ¢6zum asagida verilmigtir.

Sekil 16

Grup-2'nin Gérev-2'de Ikinci Soruya Yénelik Coziimii
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Burada irrasyonel sayilarla yapilan islemlere yonelik semalarda eksiklik oldugu
soylenebilir. Bu durum iki irrasyonel sayi sirecinin koordine edilememesinden kaynakh

oldugu disinilmektedir.

Diger yandan Goérev-2'de yer alan uguncu soru igin Grup-3’teki 6grencilerin ¢bzim

suregleri asagida verilmistir.

Sekil 17

Grup-2’nin Gérev-2'de Ugiincii Soruya Yénelik Coziimdi

Grup-3’te yer alan égrenciler rasyonel sayilar kimesinin dogru tzerindeki temsilinin
dogrunun butin noktalarini igermedigini sdylemektedir. Gerekge olarak da gergel sayilarin
say! dogrusu ile eslendigini ve gergel sayilarin yalnizca rasyonel sayilardan olugsmadigini
belirtmiglerdir. Bu baglamda 6grencilerin rasyonel sayilar kiimesinin dogru Gzerinde temsil

nesnesini zihinsel yapilarinda olusturduklari séylenebilir.
Ug grupta yer alan dgrencilerin grup igi tartismalarda Gérev-2'ye iligkin zihinsel
yapilarini ve gerekgelerini gdsteren tablo asagida sunulmustur.

Tablo 19

Gérev-2'ye lliskin Ogrencilerin Zihinsel Yapilari

Grup Ogrenci Zihinsel Yapi Gerekge

Dogrunun tanimina yoénelik eksik semalara
ragmen, rasyonel sayilar kiimesinin bir alt
kiimesinin dogru Uzerinde temsil edilmesi
sirecinin rasyonel sayilarin alt kidmelerini
birlestirme eylemi ile sarmalanarak rasyonel

Grup-1 01, 03 Nesne 1.d.R
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sayllar kimesinin dogru Uzerinde temsil
nesnesini olusturmuslardir.

Rasyonel sayilar kimesinin bir alt kimesinin
dogru Gzerinde temsil edilmesi slrecini
dogrunun tanimina iligskin eylemle
sarmalayamamis ve rasyonel sayi sayilar
kiimesinin dogru tGzerinde temsil nesnesini
olusturamamistir. Burada problem,
dgrencinin dogrunun tanimina yonelik
semalarinda eksiklik olmasindan
kaynaklanmaktadir. Ek olarak, rasyonel
sayllarin bir alt kiimesinin dogru Uzerinde
temsil edilmesi slrecini, irrasyonel sayilarin
dogru Gzerinde temsil edilmesi slreci ile
koordine edemedigi icin rasyonel sayilarin
yogunlugu nesnesini elde edemedigi de
gozlenmisgtir.

l.aRve 1.b.R
eylemlerinin
icsellestirilerek
rasyonel sayilar
kiimesinin bir alt
kiimesinin dogru
Uzerinde temsil
edilmesi sureci

02

Rasyonel sayilar kiimesinin bir alt kiimesinin
dogru Uzerinde temsil edilmesi surecinin
rasyonel sayilarin alt kimelerini birlestirme
eylemi ile sarmalanarak rasyonel sayilar
kiimesinin dogru Gzerinde temsil nesnesini
olusturmuslardir.

04, 06 Nesne 1.d.R

Grup-2 Rasyonel sayilar kimesinin bir alt kimesinin
dogru Uzerinde temsil edilmesi sirecinde iki
rasyonel sayi arasinda bir rasyonel sayi
vardir eylemini uygulayarak égrencinin
noktalar arasi bogluklarin ¢ok az olacagini
iddia etmesiyle sarmalayarak rasyonel
sayilarin yogunlugu nesnesini olusturmasi
s6z konusudur.

Nesne 1.d.R ve
05 Rasyonel sayilarin
yogunlugu nesnesi

Rasyonel sayilar kiimesinin bir alt kimesinin
dogru Uzerinde temsil edilmesi surecinin
rasyonel sayilarin alt kimelerini birlestirme
eylemi ile sarmalanarak rasyonel sayilar
kiimesinin dogru Gzerinde temsil nesnesini
olusturmustur.

o8 Nesne 1.d.R

Grup-3

Her ne kadar 1.d.R nesnesine iligkin soruyu
¢dzmis olsalar da, O10 kodlu égrencinin
irrasyonel sayilarin toplama islemine goére
kapali oldugunu iddia etmesi ile birlikte iki
irrasyonel sayi surecinin koordine
edemedikleri gézlenmisgtir.

07, 09, 610 Nesne 1.d.R

Goérev-2’ye Yonelik Gruplar Arasi Tartismalar
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Burada Gorev-2'ye iligkin ¢dzimlerini tamamlayan gruplarin arastirmaci 6gretmen

rehberliginde gruplar arasi tartismalara iliskin bulgular verilmistir.

Gorev-2'nin ilk sorusunu butin dgrenciler yaptidi icin gruplar arasi bir tartisma
olmamistir. Gérev-2'nin ikinci sorusunda O10 kodlu &grencinin iki irrasyonel sayinin
toplaminin irrasyonel olacagi disiincesi O2 kodlu égrenci tarafindan ters ornekle

curattlmastdr. Buna iligkin transkriptler asagida verilmigtir.

010: [...]Simdi burada 0’dan da baslatsak baska bir a sayisindan da baslatsak

sonug olarak su aradaki deger irrasyonel sayi oluyor.
02: Ama baslattigimiz nokta 1 — v/2 olursa...
010: Mesela su an bittim ben.

Bunun disinda 6grencilerin pergelin iki ayadini da 1 birim kabul ettikleri ve baslangi¢
noktasini O olarak aldiklari takdirde bir irrasyonel sayinin elde edilmesi eylemini

gercgeklestirdikleri gortulmektedir.

Gorev-2'nin Uguncu sorusuna iligkin rasyonel sayilarin dogru Uzerinde temsil

edilmesi surecinde 6grencilerin dogru tanimini yapamadiklari géraimustar.

0O2: Kesiksiz ¢izgi olarak dusundigumiizde dyle. Rasyonel sayilar dogrusu
dedigimizde Uzerinde rasyonel sayilarin isaretli oldugu dogrulari se¢mis oluyoruz.
Tamsayilar dedigimizde farkli oluyor ama dogru dedigimizde direkt kesiksiz ¢izgi
anlaminda reel sayilar disundik. O ylzden karsilastirmayr tamamen buna gére

yaptik.
A: Bu noktada su soruyu sormam lazim. Dogru nedir?

O3: Sonsuza giden seye dogru diyoruz. Reel sayilar da eksi sonsuz arti sonsuz

arasinda oldugu igin ayni sey oluyor. Yani dogru reel sayidir.
O1: Dogru sonsuza kadar gittigi igin. ..

0O2: Dogrudan kastimiz irrasyonel sayilar kiimesiyse...
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Burada o6grencilerin dodru kavramina iliskin tanimi yapamadiklari gibi, dogrunun
surekliligini aksiyom olarak distinmedikleri goériiimektedir. Burada O10 kodlu égrencinin

dogrunun surekli olmasi gerektigi yonlinde gorus bildirdigi gériimektedir.

010: Peki hocam sdyle bir sey var. Rasyonel sayilar dogrusu diye bir sey olamaz.

O zaman dogru nokta nokta olur. Oyle bir dogru olamaz.

02: Rasyonel sayilar kiimesini temsili olarak diisiindiigiimde iki ucu yine sonsuza

giden ama butin noktalari kapsamayan...
010: iste 0 zaman nokta nokta oluyor. Dogru diyemiyoruz o zaman.

Gorev-2’ye yonelik gruplar arasi tartisma sonucunda arastirmaci problem durumuna
geri donerek Gorev-2’'de yapilan matematiksel sonuglara bagl olarak sinif tartismasi
baslatmistir. Buna gére arastirmaci Goérev-2'de rasyonel sayilarin dogru Uzerindeki
temsiline bagl olarak problem durumunda zeminin taglarla doldurulmasina devam edildigini
sOylemigtir. Buradan hareketle zeminin tamaminin taglarla doldurulup doldurulamayacagi

tartismaya aciimistir. Buna iligkin transkriptler asagida verilmigtir.

A: Su ana kadar naptik? 1 birimlik gubuklarla tas yerlestirdik. Paralel dogrularla
rasyonel sayilari buldunuz. Onlarla da doldurduk dediniz. En son soruda rasyonel
sayilar bunun tamamini igermez diye konustunuz. Su anda atici parayi attiginda

bosluga disebilir mi hala?

S: Evet.

A: Tersini distinen var mi?

S: Yok.

A: Peki o bosluklar nasil doldurulabilir?
O2: Bence doldurulamaz.

O6: Simdi rasyonel sayilari koymustuk. O bosluklar bizim dedigimize gére irrasyonel

sayllar.
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0O2: Rasyonel sayilari nasil doldurduk ki?

0O6: Az dnce yaptigimiz etkinlikle iste.
010: ik basta yaptigimiz etkinlikle rasyonel sayilari doldurduk. % %filan diye.

Gorildugu gibi O6 ve 010 kodlu dgrenci rasyonel sayilarin Gorev-1 ve Gorev-2'de
yapilan etkinliklerle dolduruldugunu sdylemistir. Bunun Uzerine O2 rasyonel sayilarin

hepsinin elde edilemeyecegini iddia etmistir.

O2: Hocam ¢linkii tamamen doldurulamaz. Somut bir seyden bahsediyoruz. Belli bir
uzunlugu olan bir sey. Oray! doldurmaya ¢alisiyoruz ama her zaman arada bagka

sayllar da oldugu igin.

A: Nedir o bagka sayilar?

O2: Mesela hocam, 0 ile 1 arasinda birgok rasyonel sayi var. Biz mesela % ile mi
hepsini doldurduk. Tamamen kapatmiyor. Nasil kapatabiliyoruz?

A: Sen bitln rasyonel sayilari belirleyemeyiz iddiasinda misin?

O2: Evet.

A: Neden?

010: Cunk{ sonsuz sayida rasyonel sayi var diyorsun.

O2: Evet.

010: O nedenle belirleyemeyiz diyorsun. Haklisin.

Burada O2 rasyonel sayilarin dogru Uzerinde temsil edilmesi eylemini
icsellestiremedigi  gdzlemlenmektedir. Bu duruma O10 kodlu &égrencinin de katildigi
gorulmektedir. Burada rasyonel sayilarin yogunlugu nesnesine iligkin semalarda yasanan

problem oldugu disunulmektedir. Buna iliskin transkriptler agagida verilmistir.

010: Hocam 0 ile 1 arasinda sonsuz tane rasyonel say! var.
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O2: Orayl nasil kapatacadiz mesela. Her zaman bosluk olmaya devam eder.

Bosluklari azaltinz sadece.
010: En azindan bir tane kalir degil mi?
O2: Evet.

Gorildugu gibi 02 ve 010 kodlu égrencilerin iki rasyonel sayi arasinda bir rasyonel
sayl olmasi eylemini rasyonel sayilarin yogun yapisi sidrecine ic¢sellestiremedikleri

gorulmektedir. Bu bulguyu destekleyen transkripte asagida yer verilmistir.

0O6: O zaman irrasyonel ve rasyonel sayilarin varli§i gergel sayilari olusturuyor ve
gercel sayilar da bir dogru demek. Bu durumda O2 celigkiye dislyor. Gergel

sayllarda da mi bosluklar var o zaman?

O2: Rasyonel sayilar ve irrasyonel sayilarin birlesim kiimesi oldugu icin arada hig

bosluk olmuyor gercel sayilarda. Ama rasyonel sayilarda bogsluk var.

O6: Ben de dolduramayiz diye diistiniyorum. Cinkl segtigimiz iki rasyonel sayi
arasinda tekrardan bir rasyonel sayi var. Rasyonel sayilarin yogunlugu ile alakal bir

sey 6grenmigtik. Her turlU tekrardan bir tag koyabilecegimiz bir bosluk olacak.

Burada O6 kodlu 6grenci gergel sayilarda “bosluk olmamasi” tizerinden O2 kodlu
dgrencinin fikrinin gelistigini sdylemektedir. Buna karsin O2 gercel sayilarda bosluk
olmadigini, ancak rasyonel sayilarda bosluk oldugunu bu nedenle taglarla
doldurulamayacagini iddia etmektedir. Bu durum yukarida s6zu edilen iki rasyonel sayi
arasinda bir rasyonel sayi olmasi eylemini rasyonel sayilarin yogun yapisi surecine

icsellestiremedikleri iddiasini gliclendirmektedir.
Gérev-3’e Yénelik Grup igi Tartismalar

Bu kesimde grup ici tartismalardan elde edilen bulgular Gg¢ grup icin ayri ayri
sunulmustur. ilk olarak Grup-1'in Gérev-3'e yénelik tartismalarinin analizinden elde edilen

bulgular verilmigstir.
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Burada ilk soruda yalnizca O3 kodlu 6grencinin ilgili rasyonel sayilar kiimesinin (st
sinirlar kimesini rasyonel sayilar (zerinde gdsterdigi gézlemlenmistir. Asagida O3 kodlu

6grencinin soruya iliskin ¢ézimu verilmistir.

Sekil 18

O3’iin Gérev-3’de Birinci Soruya Yénelik Coziimdi

= rasyonel sayisinin iist sinirlar kiimesini bir say1 dogrusu iizerinde gosteriniz.

xeQ '\ »2 1 +
e

Burada O3 kodlu 8grenci cebirsel olarak kiime temsilinde elemanlarin rasyonel say
oldugunu belirtmistir. Buna ragmen kimenin dogru (zerindeki temsilini strekli olarak
cizmistir. Transkriptlere bakildiginda O3 kodlu dgrencinin dogru temsilini ¢cdzim olarak

kullandigi gorulmektedir.
O1: 3 bolu 2 dahil ve Ustd.
O3: Dahil. Kesik kesik mi yaptiniz?
O1: Yok. Kesik kesik degil.
0O2: Kesik kesik degil ya.

Transkriptlere bakildiginda tg¢ dgrencinin de (01, 02, O3) Ust sinirlar kiimesini

gercel sayilar Uzerinde temsil ettikleri gortlmektedir.

Grup-1'deki 6grencilerin Ust sinirlar kimesini gergel sayilarda temsil etmesine
ragmen dordlncl soruda tereddit yasadiklar gorlimustir. Buna iligkin transkriptler

asagida verilmigtir.
O1: En kiiguk Ust sinir var midir ya?
O3: Bence yok. Analiz dersinde yok diye kabul ettik.
O1: Ama en kiigiik elemani yoktur dedik.

O3: En kiigiik elemani yok. O zaman bunu esit degildir diye kabul edecegiz.
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O1: En kiigiik Ust sinir yok demedik. En kiigiik elemani yok dedik.
O3: Tamam iste bunu yapacagiz o zaman. Acik aralik alacagiz.
O1: Kapali almamiz gerekmiyor mu?

O3: lyi de biz x’i rasyonel sayi olarak kabul edecegiz.

O1: Tamam.

0O3: Rasyonel say1 v/2 olamaz ki.

Ogrencilerin Gst sinirlar kiimesini gergel sayilar olarak kabul etmesine ragmen, O3
kodlu 6grencinin V2 sayisini en kiiciik tst sinir olarak kabul etmedigi gérilmektedir. Burada
O3 kodlu 6grenci Analiz dersinde bu sekilde gordiiklerini sdylemistir. Burada digsal uyaran
olarak dgdrencinin Analiz dersinde yaptiklari érnegi hatirladigi distnulirse, dogru tzerinde
rasyonel olmayan bir noktanin rasyonel sayilar igerisinde bir Gst sinirini bulma eylemini
gerceklestirdigi séylenebilir. Bunun tzerine O1 kodlu 6grenci kiimeyi belirtmedigi i¢in gergel

sayilar kimesinin alinmasi gerektigini sdylemistir.

O1: Vardir kendisidir. Clinkii burada kiime belitmemigse reel sayilari kabul

ediyoruz. En kicigu de kendisi olur zaten. Bu sayi kendisinden klglk veya esittir.

Bu haliyle 6grencilerin Ust kimeyi gergel sayilar kimesi olarak dusundugu ele
alinirsa, en kiguk Ust sinir nesnesini olusturduklari séylenebilir. Burada ¢ grubun da grup
ici tartismalarina bakildiginda Gst sinirlar kimesinin gercel sayilarda incelendigi
gozlemlenmistir. Bu baglamda gruplar arasi tartismada arastirmaci Ust sinirlar kimesine

rasyonel sayilarda bakildiginda ne oldugunu tartismaya agmistir.
Gorev-3’e Yonelik Gruplar Arasi Tartismalar

Gorev-3’e yonelik birinci soruyu nasil ¢dzdiklerini ilk olarak O9 kodlu 6grenci
anlatmigtir. Butin gruplarin  sorulari gercel sayilar Uzerinde inceledigi anlasilinca

arastirmaci soruyu rasyonel sayilar uzerinde degerlendirmek gerektigi uyarisini yapmistir.

09:[...] % ile sonsuz arasindaki butin sayilar st sinirlar kiimesidir.
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S: Biz de dyle yaptik.

09: Bunda hem fikiriz ilk soruda.

A: TUm sayilar derken neyi kastediyorsunuz?
010: Gergel sayilar.

A: Peki bunu su ana kadar niye her defasinda gercel sayilar kiimesinden

aliyorsunuz? Ust sinirlar kiimesi diyince...

O4: Aksini belirtmedigi siirece gercel sayilar aliyoruz.

S: Aynen.

A: Rasyonel sayilar kiimesi igerisinde bu sorulari ¢dzmeye ¢alissaydiniz ne olurdu?

Buna bagli olarak o6grenciler uUglncl soruya kadar dogru yanitlar vermislerdir.

Dérdincu soruya iliskin gruplar arasi tartismalar asagida verilmistir.
A: Bu kiimenin en kiiguk elemani var midir? Rasyonel sayilar kimesi icerisinde.

O1: Bence vardir. Arkadaslarimizin dedigi gibi o zaman yukarida yaptigimiz x’den
sonsuza kadar. O zaman buraya da rasyonel deriz. Ama biz gergel sayilarda... O

zaman /2 de olamiyor.

02: Hocam rasyonel saylilarda dedigi igin v2 de rasyonel say1 oimadidi igin rasyonel

sayllar kiimesi icerisinde yok.

010: /2’ den biiyiik en kiigiik rasyonel sayiyl bulamayacagimiz igin...
O6: Yoktur.

O1: V2 bu sayilardan daha biiyik.

010: Ama rasyonel sayi degil.

Burada O1 kodlu 6grenci karesi 2 olan sayidan daha kiigiik olan rasyonel sayilar

kiimesinin Ust sinirlarina v/2 sayisini da dahil etmistir. Gerekge olarak olusturulan kiimedeki
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tim elemanlardan daha biiyik oldugunu sdylemistir. Burada O1 kodluégrencinin dogru
Uzerinde rasyonel olmayan bir noktanin bir tst sinirini bulma eylemini yaptigini, ancak bu
eylemi dogru Uzerinde rasyonel olmayan bir noktanin rasyonel sayilar icerisinde Ust sinirlar
kiimesini bulma sirecine igsellestiremedigi gorilmektedir. Bunun (zerine O6 kodlu

dgrencinin agiklamasi O1 kodlu 6grenciyi ikna etmistir.

O6: Bak biraz 6ncekilerde kapali aralik almistik. x ve 0’ 1 dahil etmistik. Bunda acik

aralik almamiz gerekiyor ¢iinkii V2 rasyonel sayi degil irrasyonel sayi. Biz v2’ nin
sagindaki en kiguk rasyonel saylyl bulamayacagimiz icin bu kiimenin en kiguk

elemanini sdyleyemeyiz.

06 kodlu &grencinin aciklamasinda rasyonel sayilarin dogru Uzerinde temsil
edilmesi surecine dogru Uzerinde rasyonel olmayan bir noktanin bir Ust sinirini bulma
eylemini uygulayarak, dogru Uzerinde rasyonel olmayan bir noktanin rasyonel sayilar

igerisinde Ust sinirlar kimesini bulma surecini elde ettigi gozlemlenmektedir.
Gérev-4’e Yénelik Grup lgi Tartismalar
Burada ilk olarak Grup-1’in Gorev-4’e yonelik grup igi tartismalari verilmistir.

O3: bunun Ust sinirlari nereye gidiyor? 0 dan sonsuza. En kiigiik elemani 0 oluyor.

Gegen gorevde yaptigimiz gibi. 0 dan eksi sonsuza giden bir dogru olmali ki...
O1: Bunun st sinirlarinin en kiigigini soruyor ya.

O3: 0 bu olacak diyor. Ust sinirlar kiimesinin en kiiglk elemani 0 olacak diyor. Yani

ekus 0 olacak.
O1: Tamam.

Goruldugu gibi 6grenciler 1sIn nesnesini sirece geri sarmalayarak rasyonel sayilar
kimesinde verilen bir noktanin Ust sinirlar kimesini belirleme ve bir dogru Uzerinde temsil

etme sureci ile koordine etmis ve 1sin nesnesinin Ust sinirlar kiimesinin en kigik elemanini



116

bulma surecini elde etmislerdir. Buna karsin ikinci soruda verilen nokta rasyonel olmadigi

icin sorunun ¢oéziminde zorluk yasamiglardir. Buna iliskin transkriptler verilmistir.
O3: Surada yine altta V2’ yi kabul edecegiz. Ayni mantik ya bunda da.

O1: Son soruda o0 zaman /2’ nin yine (st sinirlar kiimesini V2’ den sonsuza
O3: Aynen bu sefer...

O1: Ama bu defa bu nokta yok.

O3: Sunu acik yaparsin. Yanina noktalar koyarsin.

O1: Tamam iste bu noktay! bilemiyorsun diyorum ben de sana.

Burada yasanan problemin donltsiumde ifade edilen “dogru Uzerindeki Ust sinirlar
kiimesi” durumunun anlagilamamasi oldugu gérilmektedir. Ogrenciler bir énceki gérevde

oldugu gibi rasyonel sayilar kiimesi icerisinde karesi 2 olan sayilyl dustinmuslerdir. Bu

baglamda ilgili ddniisiimii yaparak irrasyonel v/2 sayisini elde edememislerdir. Bu durumun
dogrunun sirekli olmasi stirecinin 1sin nesnesinin Ust sinirlar kiimesinin en kiigik elemanini
bulma sureci ile koordine edilememesinden kaynaklh oldugu dusunulmektedir. Benzer

sorunun Grup-2’deki 6grencilerde de yasandigi gézlenmigtir.
O5: Hatta (st sinirlar diye v/2 mi alacagiz?
O4: Gergel sayilar diye belirtmemis.
O5: O zaman alabiliyor muyuz?
O4: Aksini belirtmemis.
0O6: Bizim amacimiz ne su an?
O4: Dénlsimi yapmak.
O6: Sonra ne yapiyoruz? Bir dnceki gorevde yaptiklarimizdan farki nedir?

Burada O4 kodlu 6grenci aksinin belirtiimedigi icin gergel sayilar Uzerinde

caligilabilecegini sdyledigi gérilmektedir. Benzer sekilde O6 kodlu égrencinin bir énceki
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gorev ile bu gorev arasinda bir farkin olmadigini sdyledigi gézlemlenmektedir. Bu baglamda
bakildiginda dogru Uzerindeki noktalardan hareketle Ust sinirlarin  belirlenemedigi

soylenebilir.

Grup-3'te yer alan O7 kodlu égrenci dogru lizerindeki (st sinirlar kiimesi ifadesini

tartismaya agmistir.
O7: Ben gok anlayamadim. Bu dogru (zerindeki Ust sinirlar kiimesi dedigi ne?
O8: Bunlarin olusturdugu kiimenin Gst sinirlar kiimesini alacagiz.
010: Bu dogru tizerinde ne demek?
0O9: Bu sefer dogrunun elemanlarini alacagiz.
010: E 0 zaman 0.

Gorildugu gibi O7 ve 010 kodlu dgrenciler dogru Uzerindeki Gst sinirlar kiimesi
ifadesinin ne oldugunu anlamadiklarini belirtmislerdir. Bunun Uzerine 09 kodlu égrenci
dogrunun noktalarini 1sin suregleri ile koordine ederek gercgel sayi nesnesini olusturmustur.

Buna bagli olarak Grup-3'te yer alan égrenciler soruyu ¢ézmuslerdir.
Gorev-4’e Yonelik Gruplar Arasi Tartismalar

Bu kesimde Gorev-4 sonrasinda gruplar arasi tartismalara iliskin bulgular

sunulmustur. Bu asamada dncelikle O4 kodlu 6grenci sz alarak ¢dziim siirecini anlatmistir.

O4: Sifirdan eksi sonsuza gidiyor. Buradaki rasyonel sayilar. Daha sonra bunun Ust

sinirlar kimesini bulacagiz. Bunlar da 0’ dan sonsuza butun reel sayilar.
010: Aynen.

O4: Daha sonra bunun en kiigiik elemanini bulacagimiza gére o da 0. Bunu da yeni
bir dogru Uzerinde gostereceksek... Onu da 0’ dan sonsuza olan bir dogru gibi

distinelim. 0’1 da bu dogruya yerlestirmis oluruz iste.
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O1 kodlu 6égrenci bu ¢ézim sirecine bagl olarak (st sinirlar kiimesinin gercel
sayllar lzerinde oldugunu fark etmistir. Bu baglamda Gérev-4'in ikinci sorusunda 2

sayisinin elde edildigini sGylemistir.

0O3: Hocam x’in karesi 2 isev2. Gegen yapti§imiz gibi v2 kismindan alacagiz. Gergel

saylilar kismindan bakarsak v/2’den sonsuza gider. Ekiis v/2 oldu.
O1: Haa su an V2’ yi elde ettik.

Burada O1 kodlu égrenci problem durumunda irrasyonel sayilarin elde edildigini fark
etmigstir. Buradan hareketle 1sin nesnesinin Ust sinirlar kimesinin en kt¢ik elemanini bulma
surecine 1sinl eklstine gotlren dontsim eylemi uygulanarak gergel sayi nesnesinin elde

edilmesi zihinsel yapisi olusturulmustur.
Ogretimin Uygulanmasina Yénelik Bulgulara iliskin Tartisma ve Yorumlar

Burada ilk olarak problem durumunun anlasiimasina iliskin bulgulara bakildiginda,
ogrencilerin gunlik hayat probleminin ¢ézumuane iliskin yanlis cevaplar verdikleri
g6zlenmistir. Ornegin, arastirmacinin tamsayilari insa sirecinde sordugu “Peki paranin
bosluga digmedigini dusunelim. Parayi ilk atan kisinin kazanma durumu var midir? Varsa
hangi noktaya atarsa kazanir?” sorusuna verilen cevaplar incelendiginde, O5 kodlu
o6grencinin “ilk atici parayl nereye atarsa atsin bir sonraki aticinin bir sonraki noktaya
atabilecegini” iddia ettigi goézlemlenmistir. Oysaki 0Ogrencilerin tamsayilarin  sayi
dogrusundaki noktalarin tamamini igcermedigini bildikleri gbézlemlenmektedir. Burada
problem durumu ginlik hayat probleminin zihinsel nesnelere donusturildugunde
ogrencilerin dogru yaniti verdikleri gérilmektedir. Bu durum APOS teorisi baglaminda
“tamsayilarin sayi dogrusu Utzerindeki insasi” slrecini problem durumu ile koordine ederek

bir nesne yapisinin olusturulamamasi seklinde aciklanabilir.

Bir matematiksel problem ¢ézme etkinliginde dgrenciler nesneleri manipulle ederek

ve bagkalariyla iletisim kurarak eylemler gerceklestirir. Bu sUrecte 6grenciler temsiller insa
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eder ve problem ¢d6zme silrecinde hedefe ulagmak igin, verilen problem baglaminda
temsiller veya islemler arasindaki donistmleri ve donlistmler icin yaptiklari girisimleri
gerekgelendirirler (Hitt & Gonzalez-Martin, 2015). Ogretim uygulamasinin bulgularina
bakildiginda Gorev-1 esnasinda O1 kodlu égrenci ilgili dogru parcalarini paralel olacak
sekilde ele almistir. Burada 6grencinin bu varsayimi kendi amacina hizmet etmesi icin
maniplle ettigi gériilmektedir. Bunun iizerine O2 kodlu égrencinin bu ¢dziimde varsayim
yapilmamasi gerektigi yoninde itirazi s6z konusudur. Buradan hareketle 6grencilerin
Thales teoremini kullanmak icin “iki dogru arasinda esit oranli noktalardan olusan dogru
parcalarinin paralel oldugu” kabulini kullanamadiklari gorilmektedir. Matematiksel
gerekcelendirmenin yetersizligi sonucunda O1 kodlu égrencinin O2 ve O3 kodlu égrencileri
ikna edemedigi soylenebilir. Bu baglamda grup ici iletisimde matematiksel
gerekgelendirmelerin  yetersizliginin ¢ézum sudreci igin iknayr zorlastirdigi sonucu

cikarilabilir.

Alan yazinda grup ¢alismalarinin etkili 6grenme ortamlari sagladidina iliskin birgok
calisma gorulmektedir (Slavin, 1988). Bu calismanin bulgulari baglaminda ise alan
yazindan farkli olarak grup ici tartismalarin dissal uyaran etkisi gozlenmistir. Ornegin Gérev-
1’e iliskin grup ici tartismalarda O1 kodlu égrencinin “dlgeklendirme” yapmak gerektigi
vurgusu, varsayimsal oIarak% rasyonel sayisinin bulunmamasi gerektigine yénelik bir digsal

uyaran olarak degerlendirilebilir. Benzer sekilde silgi kullanarak 6lgim yapabileceginin
soylenmesi  O1  kodlu  &grencinin  varsayimdan uzaklasarak  matematiksel
gerekgelendirmelerini giiglii hale getirmistir. Ek olarak O7 kodlu dgrenci gember ve silgiyi
kullanarak birtakim oranlar bulmus ancak bu slirece Thales teoremi eylemini
uygulayamamigtir. Buna kargin O10 kodlu égdrenci silgiyi [ dogrusu tzerinde kullanmayi
dnermistir. Bu iki dissal uyarana bagh olarak O8 kodlu 6grenci rasyonel sayinin sayi
dogrusu Uzerinde temsil edilmesi eylemini gergeklestirmistir. APOS teorisi baglaminda
bakildiginda grup ici tartismalar birtakim matematiksel eylemler igin dissal uyaran etkisi

olusturabilmektedir.
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Ote yandan Goérev-3'e iliskin ¢dziimlerde bitiin gruplarin sorulari gergel sayilar
Uzerinde inceledigi ortaya ¢cikmis ve bu durum Uzerine arastirmaci soruyu rasyonel sayilar
Uzerinde degerlendirmek gerektigi uyarisini yapmistir. Benzer sekilde gruplar arasi
tartismalarda ayni soruya iliskin O1 kodlu égrenci karesi 2 olan sayidan daha kiigiik olan

rasyonel sayilar kiimesinin Gst sinirlarina v2 sayisini da dahil etmistir. Bu durum (izerine

Grup-2'de yer alan 06 kodlu d3renci V2 sayisinin sad tarafinda en kiiciik rasyonel sayinin
bulunamayacagi gerekgesiyle Ust sinirlar kiimesinin en kiglk elemaninin olmadigini
soylemistir. Bu matematiksel gerekge O1 kodlu 6grenciyi ikna etmistir. Bu durumun Hitt ve
Gonzalez-Martin (2015)'in grup ¢alismalarina iliskin gruplar arasi tartismanin problemin
¢6zimine yodnelik c¢esitlendiriimis disunmelerini saglamasi bakimindan 6énemini
vurgulamasi ile paralellik géstermektedir. Ayrica yapilan gruplar arasi tartismanin O1 kodlu
6grencinin dogru Uzerinde rasyonel olmayan bir noktanin rasyonel sayilar igerisinde Ust
sinirlar kimesini bulma sirecine i¢sellestirmesine yol ac¢tiyi gorilmektedir. Bu baglamda
gruplar arasi tartismanin O1 kodlu 8grenci icin dogru Uzerinde rasyonel olmayan bir
noktanin bir Gst sinirini bulma eylemi yapisini yansitarak bir st seviye soyutlama
yapmasina yardimci oldugu soylenebilir. Bu durumda grup i¢i tartismalar digsal uyaran
etkisi gosterirken, 6grencilerin grup i¢i tartismalarda olusturduklari zihinsel eylem yapisini

gruplar arasi tartismalar ile sire¢ yapisina yansittiklari sonucuna ulagilabilir.

Diger yandan g¢alismanin sonuglarina gére égrenciler tarafindan rasyonel sayilarin
dogru uzerindeki temsil surecine i¢sellestiriimesine bagh olarak rasyonel sayilarin tam
olmadiginin anlasildigi goérilmustir. Bu sonug¢ Durrand-Guerrier ve digerlerinin (2019)
yaptiklari ¢alisma sonugclari ile farklilik géstermektedir. Durrand-Guerrier ve digerlerinin
(2019) yaptiklari calisma sonuglarina gére 6grencilerin gogunlugunun yogunluk kavramini
dogru anladiklarini, ancak bu kavramin tamlik kavramiyla olan iligkisini ve farklarini
kavramakta zorluklar yasadiklarini géstermektedir. Oysaki bu calismada érnegin O1 kodlu
dgrenci “iki rasyonel sayi arasinda bir rasyonel sayi vardir’ ifadesini aksiyom olarak ele

almis ve buradan hareketle duvara en yakin nokta olamayacagini iddia etmigtir. Yani
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rasyonel saylilarin yogun yapisini kullanarak tam olmadidi sonucuna varmistir. Yine bu
galismada rasyonel sayilarin yogun yapisina iligkin zihinsel yapilar ortaya c¢ikariimistir.
Ornegin O2 kodlu dgrencinin rasyonel sayilarin bir dogru izerinde temsil edilmesi eylemini
tekrarlayarak rasyonel sayilarin dogru Uzerindeki temsil surecine ic¢sellestiremedigi igin
rasyonel sayilarin yogunlugu nesnesini insa edemedigi gorilmektedir. O2 kodlu égrencinin
rasyonel sayilarin bir alt kiimesinin dogru Uzerinde temsil edilmesi surecini, irrasyonel
saylilarin dogru Uzerinde temsil edilmesi sureci ile koordine edemedidi icin rasyonel sayilarin

yogunlugu nesnesini elde edemedigini gostermektedir.

Bir diger bulgu olarak o6grencilerin dogruya iligkin semalarinda eksiklik oldugu
gérilmektedir. Ogrenciler dogruyu gercel sayilarin elemanlari ile olusturmaktadir.
Ogrenciler dogruyu sayi dogrusu olarak kabul etmis ve bu sayinin tiirine gére dogrunun
seklini belirlemislerdir. Ornegin 02 kodlu égrencinin dogrunun tanimina iliskin semalarinda
yasadigl problem nedeniyle ilgili slreci rasyonel sayilar kimesinin dogru Uzerinde temsil
nesnesine sarmalayamadigi gdzlenmistir. Burada genetik ayrisima iliskin sayi dogrusunun
gercel sayilarla birebir eslenmesine yonelik zihinsel yapilarin eklenmesi gerektigi
dusunudlmektedir. Ayrica bu durum, Berge (2010)nin sézinlU ettigi, dogrudan gergel
sayllarin tamlik ozelligine iligkin kavramsallastirma c¢alismalarinin yapilmasi gerekliligini
ortaya koymaktadir. Analiz derslerinde gergel sayilarin insa sirecinde tamlik ézelliginin
kavramsallagtiriimadan yalnizca aksiyom olarak verilmesi, 6drenciler tarafindan gercel
sayllar ile bir dogru arasindaki topolojik iliskinin kurulamamasina yol agmaktadir. Bu tez
¢alismasi Oktag ve Vivier (2016)’in de belirttigi nUmerik ve geometrik bakis agilari arasinda
bir kdpru kurmak baglaminda gercel sayilarin tamlik 6zelliginin ingasinin 6nemini ortaya

koymaktadir.

Genetik ayrisima zihinsel yapilarin eklenmesine bir diger érnek teskil edebilecek
bulgu O10 kodlu 6grenci irrasyonel sayilarin toplama islemine gore kapali oldugunu iddia
etmesidir. Benzer sekilde O9 kodlu 6grenci de bu fikre katilmistir. Bu durumun iki irrasyonel

say! surecinin koordine edilememesinden kaynakli oldugu dusindimektedir. Buna bagh
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olarak ilgili genetik ayrisima irrasyonel sayi sireglerinin zihinsel yapi olarak eklenmesinin

gerekli oldugu savunulabilir.
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Boliim 5

Sonug ve Oneriler

Bu boélimde tamhk o6zelligine iliskin zihinsel yapilarin insasina yonelik yapilan

¢alismadan elde edilen bulgularin sonugclari sunulmustur.

Bu tez calismasinda problem durumuna baglh olarak “Universite égrencilerinin
gercel sayilarin tamlik 6zelligine iligskin zihinsel yapilari/mekanizmalari APOS teorik
cergevesi bakimindan nasildir?” arastirma sorusu ele alinmistir. Buradan hareketle ilk alt
problem “Gergel sayilarin tamhk &zelligine yonelik APOS teorisi baglaminda bir genetik
ayrisim nasil olmalidir?” seklinde belirlenmistir. Bu probleme yanit vermek icin APOS teorik
metodolojisi baglaminda Analiz kitaplari incelenmis, alan yazinda tamlik 6zelligi kavramina
iliskin 6grenme guglikleri belirlenmis, kavramin tarihsel gelisimi ortaya konulmus ve Analiz
dersi veren deneyimli 6gretim elemanlarinin deneyimleri géz 6nidne alinmistir. Burada

Analiz kitaplarinin incelenmesi sonucunda;
o Cebirsel Yaklagim
o Topolojik Yaklagim
o Kalkulis Yaklagimi

seklinde U¢ temel yaklasim belirlenmigtir. Yaklagimlar genel olarak gergel sayilarin
kurulumuna yoénelik farkhlik gdsterse de, bu yaklasimlarin higbirinde gergel sayilarin tamhk
Ozelligi kavramsal olarak ele alinmamistir. Genel olarak tamhk 6zelliginin “iki rasyonel sayi
arasinda en az bir rasyonel sayi vardir’ gibi dogal sonugclarinin uygulamalarina yénelik

alistirmalar géze ¢carpmaktadir.

Diger yandan genetik ayrigimda yer almasi gereken yapilari belirlemek igin
ogrencilerin  tamlik 6zelligine iliskin kavrayislarini  belirlemeye yo6nelik bir calisma
yapilmigtir. Bu calismanin sonuglarina gore 6grencilerin kavrayiglari iki temel baglamda ele

alinmigtir. Bunlardan ilki kavramin epistemolojisine yonelik kavrayislara iliskin yapilardir.
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Asagida bu kavrayisa iligkin yapilar, yapilari olusturan kodlar ve APOS agiklamalarini

iceren sekil sunulmustur.

Sekil 19

Tamlik Ozelligine lliskin Ogrenci Kavrayislari: Kavramin Epistemolojisi

"eksiksiz bir yapt"
Semantik Farkliliklar
(Alt Tema)

le|jpoy

blr uzay| ortmek"

Kavramin
Epistemolojisi Dogru kavrami
sureglerini tamhk
ozelligi suregleri ile
koordine edememe

(Tema)

Kavramlar Arasi Sayi dogrusu nesnesini
iligkiler olusturan eylemlerin
(Alt Tema) icsellestiriimesi

Isewepyde SOdv

Dogru ve gergel
sayilarin bire bir
eslemesi eylemi

—

Bu sonuglar tamhk o6zelligi kavramina ydnelik semantik farkhliklarin kavramin
zihinsel yapilarini etkiledigini gostermektedir. Bu baglamda genetik ayrisim olusturulurken,
“eksiksiz bir yapi” ifadesi rasyonel sayilar ile gercel sayilar arasindaki farkin ortaya
konulabilmesi bakimindan; “bir uzayi 6rtme” ifadesi de rasyonel sayilarin gercel sayilar
Uzerinde yodun olmasi ve sayi dogrusu ile gergel sayilarin tam olmasinin inga edilmesi

agisindan dikkate deger bulunmustur.

Tamlik 6zelligine iligkin 6grenci kavrayislarina yonelik ikinci yapi olarak kavrama
iliskin semalar belirlenmistir. Burada yer alan alt yapilar ve bu yapilara ait APOS teorisine

yonelik aciklamalar asagidaki sekilde verilmigtir.

Sekil 20

Tamiik Ozelligine lliskin Ogrenci Kavrayislari: Kavrama lliskin Semalar



Kavrama iliskin
Semalar

iliskili
Kavram
Tanimlari

Gergel
Sayilar
Nesnesi
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Bir kimenin sinir, ekiis
ve ebas kavramlarinin

Bir kiimenin tiim
elemanlarinin
komsuluk iginde
olmamasi gerektigini
yansitmak igin
kullanilir. (infimum
kavrami)

Bir kiimenin siniri
kavraminin ebas-ekiis
kavramlariyla birlikte ele
alinmasi, 6grencilerin bir
kaimenin sinirina iligkin
kavrayiglarinin eylem
duzeyinde oldugunu
gostermektedir.

Bir kiimenin st
sinirinin kimeye
dahil olmak
zorunda olmadigi
sirecinin
igsellestirilmesi

Rasyonel sayilarin
tstten sinirl ancak
ekusi olmayan bir
alt kimesi 6rnegi
verme eylemi

anlamasi eylem
duizeyinde olmali ve bu
iligkinin kurulabilmesi
icin bu kavramlarin
suregleri koordine
edilmelidir.

Ogrencilerin tamlik dzelligi kavramina iligkin semalarinda temel olarak ekiis-ebas
nesne yapisina yoénelik eksiklikler, rasyonel sayilarin bir dogru tzerinde temsil edilmesine
iliskin zihinsel yapilarda ve buna bagl olarak rasyonel sayilarin gergel sayilar Gzerindeki

yogun yapisinin anlamasinda guglikler saptanmistir.

Tamlik 6zelligi kavraminin tarihsel geligsimi incelendiginde, dogrunun surekliliginin
kabuline bagl olarak gercel sayilarin ingasinda en kiguk Ust sinir 6zelligi dogal sonug
olarak ortaya ¢ikmaktadir. Daha sonra yapilan ¢alismalarda gergel sayilarin kurulumunda
en kuguk ust sinir 6zelligi aksiyom olarak kabul edilmistir. Bu baglamda kavramin ingasi ve
kavramsallagtiriimasi icin tamlik 6zelligine iliskin genetik ayrisim tasarlanirken gercel

sayilarin en kiguk Ust sinir 6zelliginin zihinsel insasi temel yapiyi olugturmaktadir

Yapilan teorik analiz sonucunda elde edilen verilere bagli olarak tamlik dzelligine
iliskin varsayimsal genetik ayrisim ortaya konmugtur. Varsayimsal genetik ayrigim

asagidaki sekilde goruldigu gibi G¢ temel yapi Gzerine olusturulmustur.

Sekil 21

Varsayimsal Genetik Ayrisimin Temel Yapilari
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Gergel Sayilarin Tamlik
Ozelligine liskin
Varsayimsal Genetik
Ayrisim

Rasyonel Sayilarin Dogru Rasyonel Sayi Kiimeleri Dedekind Kesimlerinin
Uzerinde Temsil Kullanilarak Isinlarin (Isinlarinin) Gergel Sayilara
Edilmesine liskin Zihinsel Olusumuna iliskin Zihinsel Déniistirilmesine iliskin
Yapilar Yapilar Zihinsel Yapilar

Varsayimsal genetik ayrisim ilk olarak dogrunun surekliliinden hareketle rasyonel
sayllar kiimesinin zihinsel yapilandiriimasini icermektedir. Daha sonra rasyonel sayilarin
geometrik temsilleri Gzerinden, en kiglk Ust sinir kavrami kullanilarak Dedekind isinlarinin
zihinsel insasi ele alinmaktadir. Son boélimde Dedekind isinlarina bagl olarak gercel

sayilarin tamlik 6zelligi ortaya c¢ikariimaktadir.

Varsayimsal genetik ayrisimin test edilmesi igin genetik ayrisima bagh bir kavramsal

anlama testi hazirlanmis ve 6grenciler Gzerinde uygulanmistir. Uygulama sonucunda;

e Sayi dogrusu kavraminin ve rasyonel sayilar kavraminin birlikte bu zihinsel yapilar
icerisinde yer almasi gerekliligi, genetik ayrisgimin bu dogrultuda inceltiimesi

gerektigi,

e Rasyonel sayilarin yogun yapisinin zihinsel yapilarda yer almasi ve buna bagh

olarak ekls ve 1sIn nesnelerinin olusturulmasi gerekliligi,

e Rasyonel sayl kimeleri kullanarak 1gin nesnesinin olusturulmasi zihinsel yapisina,
yukaridaki analizlerin sonucu olarak eklenecek ara yapilarin eklenmesinin bazi

sureg yapilarinin olusturulmasina katki saglayacag! disuncesi,

¢ Isin ve ekis nesnelerinin geri sarmalama mekanizmasi ile elde edilen sureglerin

koordine edilerek gercel sayl nesnesinin olusturulmasi yapisinin eklenmesi gerektigi

gbzlenmistir. Bu baglamda varsayimsal genetik ayrisim inceltilmistir.
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Arastirmanin ikinci alt problemi olan “Tamlik 6zelligine iligskin zihinsel yapilari ortaya
cikaran genetik ayrisima bagl bir matematiksel gérev nasil olmalidir?” sorusuna yanit
vermek icin calismada inceltiimis genetik ayrisima bagh olarak matematiksel gorevler
hazirlanmistir. Bu matematiksel gérevleri icerecek sekilde bir problem durumu olusturulmus
ve ogretim etkinligi yapabilmek icin 6gretim etkinligi tasarimi olusturulmustur. Bu tasarim
icin APOS teorisinde pedogojik yaklasim olarak o©nerilen ACE &gretim dongusi
kullaniimistir. Bu 6gretim doéngusine bagl olarak bir sinif metodolojisi olusturulmus ve
6gretimin uygulanmasi icin genetik ayrisim merkezli bir model tasarlanmistir. Bu model
uygulanarak arastirmanin Ugtincl alt problemi olan “APQOS teorisi ¢cer¢evesinde tasarlanan
matematiksel gorev sonucunda ogrencilerin tamlik 6zelligine iliskin zihinsel yapilari nasil

degismektedir?” sorusuna yanit aranmistir.
Ogretim uygulamasi sonuglarina gére;

e Ogrencilerin zihinsel yapilarinin gelisiminde grup ici tartismalarin dissal uyaran

rolUnun onemi,

e Rasyonel sayilarin yogun yapisinin gercel sayilarin tamlik o6zelligine iliskin

semalarda temel rol oynadig,

e Gergek yasam durumlarinin matematikteki zihinsel nesnelerin milkemmel yapisiyla

aciklanmasinin getirdigi kavramsal anlama guglukleri,

e Zihinsel yapilarin ve mekanizmalarin matematiksel gerekgelerin saglamlagsmasi igin

6nemli oldugu,
temel sonuglari elde edilmistir.

Yapilan tez calismasinda gercel sayilarin tamlik 6zelligine yonelik dgrencilerin
kavramsal anlamasina ydnelik bir yol haritasi ortaya konulmustur. Bu baglamda ¢alismada
ortaya cikan tamlik ozelligine iliskin genetik ayrisim ve genetik ayrigima bagh ogretim
uygulamasi analiz derslerinde kullanilabilecek sekilde test edilmistir. Bu sayede ¢alismada,

genetik ayrisim ve 6gretim uygulamasina bagli olarak analiz derslerinin merkezinde yer
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alan gercel sayilarin kurulumu konusu bir 6gretim metodolojisine bagl olarak verilebilecek
sekilde bir yol 6nerilmistir. Buna bagli olarak ¢alismada sunulan metodolojik yolun, analiz
dersi alan Universite 6grencilerinin gercel sayilarin tamlik 6zelligine iliskin kavramsal

anlamalarina yardimci olacagi distunitlmektedir.

Arastirma sonuglarina dayali olarak tamlik 6zelliginin genetik ayrisimi baglaminda,
dogru kavraminin ingasinli iceren zihinsel yapilarin genetik ayrisima eklenmesi onerilebilir.
Benzer sekilde rasyonel sayilarin yogun yapisina yonelik ara zihinsel basamaklar genetik

ayrigimda yer alabilir.

Analiz dersi baglaminda yurGtulen bu calisma, daha alt donemlerde Kalkulus
dersleri icin yuritilerek 6gretimsel anlamda Kalkulis ve Analiz arasindaki temel farklar
belirlenebilir. Ayrica farkl sinif diizeylerinde, farkli bélimlerde benzer ¢alisma yurGtilerek

cesitlilik artirilabilir ve genetik ayrisimin saglamlastiriimasi saglanabilir.
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EK-B: Etik Beyani

Hacettepe Universitesi Egitim Bilimleri Enstitisi, tez yazim kurallarina uygun olarak

hazirladigim bu tez ¢alismasinda,
= tez igindeki butln bilgi ve belgeleri akademik kurallar gergevesinde elde ettigimi,

= gorsel, isitsel ve yazili buttn bilgi ve sonuglari bilimsel ahlak kurallarina uygun olarak

sundugumu,

= bagkalarinin eserlerinden yararlaniimasi durumunda ilgili eserlere bilimsel normlara

uygun olarak atifta bulundugumu,
= atifta bulundugum eserlerin butununi kaynak olarak gosterdigimi,
= kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigimi,

= bu tezin herhangi bir bélimund bu Universitede veya bagka bir Universitede bagka bir

tez calismasi olarak sunmadigimi

beyan ederim.

01/07/2024

Ozgiin SEFIK
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EK-C: Yiiksek Lisans/Doktora Tez Caligmasi Orijinallik Raporu

01/07/2024
HACETTEPE UNIVERSITESI
Egitim Bilimleri Enstitusu
Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi Ana Bilim Dali Bagkanligina,

Tez Baghgi : Gergel Sayilarin Tamlik Ozelliginin Apos Teorisine Dayali Zihinsel Yapilandiriimasi
Yukarida bashgi verilen tez calismamin tamami (kapak sayfasi, ¢zetler, ana bolimler, kaynakca) asagidaki

filtreler kullanilarak Turnitin adli intihal programi aracilidi ile kontrol edilmistir. Kontrol sonucunda asagidaki veriler
elde edilmistir:

Rapor Sayfa Karakter Savunma Benzerlik Gonderim
Tarihi Sayisi Sayisi Tarihi Orani Numarasi
01/07/2024 147 200510 03/06/2024 %6 2411119327

Uygulanan filtreler:

1. Kaynaklar harig

2. Alintilar dahil

3. 5 kelimeden daha az 6rtiisme igeren metin kisimlari harig
Hacettepe Universitesi Egitim Bilimleri Enstitiisi Tez Calismasi Orijinallik Raporu Alinmasi ve Kullaniimasi
Uygulama Esaslarini inceledim ve galismamin herhangi bir intihal icermedigini; aksinin tespit edilecedi muhtemel
durumda dogabilecek her tirlu hukuki sorumlulugu kabul ettigimi ve yukarida vermis oldugum bilgilerin dogru
oldugunu beyan eder, geregini saygilarimla arz ederim.

Ad Soyadi:  Ozgiin SEFIK

Ogrenci No.: N17144078

Ana Bilim Dali: Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi imza

Programi: Matematik Egitimi

Statiisii: [] Y.Lisans Xl Doktora [ Bitiinlesik Dr.

DANISMAN ONAYI

UYGUNDUR.

Prof. Dr. Senol DOST
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EK-C: Thesis/Dissertation Originality Report

01/07/2024
HACETTEPE UNIVERSITY
Graduate School of Educational Sciences
To The Department of Mathematics and Science Education

Thesis Title: Mental Construction Of Completeness Property Of Real Numbers Based On Apos Theory

The whole thesis that includes the title page, introduction, main chapters, conclusions and bibliography section is
checked by using Turnitin plagiarism detection software take into the consideration requested filtering options.
According to the originality report obtained data are as below.

Time Submitted Page Character Date of Thesis Similarity
Count Count Defense Index

01/07/2024 147 200510 03/06/2024 %6 2411119327

Submission ID

Filtering options applied:

1. Bibliography excluded

2. Quotes included

3. Match size up to 5 words excluded
| declare that | have carefully read Hacettepe University Graduate School of Educational Sciences Guidelines for
Obtaining and Using Thesis Originality Reports; that according to the maximum similarity index values specified
in the Guidelines, my thesis does not include any form of plagiarism; that in any future detection of possible
infringement of the regulations | accept all legal responsibility; and that all the information | have provided is correct
to the best of my knowledge.

| respectfully submit this for approval.
Name Lastname: Ozgiin SEFIK

Student No.: N17144078 Signature

Department: Mathematics and Science Education

Program: Mathematics Education

Status: [] Masters X Ph.D. [] Integrated Ph.D.

ADVISOR APPROVAL

APPROVED
Prof. Dr. Senol DOST
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EK-D: Yayimlama ve Fikri Miilkiyet Haklari Beyani

Enstitl tarafindan onaylanan lisansisti tezimin/raporumun tamamini veya herhangi bir kismini, basili (kagit) ve
elektronik formatta argivleme ve asagida verilen kosullarla kullanima agma iznini Hacettepe Universitesine verdigimi bildiririm.
Bu izinle Universiteye verilen kullanim haklari disindaki tim fikri miilkiyet haklarim bende kalacak, tezimin tamaminin
ya da bir béluminin gelecekteki galismalarda (makale, kitap, lisans ve patent vb.) kullanim haklan bana ait olacaktir.

Tezin kendi orijinal gcalismam oldugunu, baskalarinin haklarini ihlal etmedigimi ve tezimin tek yetkili sahibi oldugumu
beyan ve taahhit ederim. Tezimde yer alan telif hakki bulunan ve sahiplerinden yazili izin alinarak kullanilmasi zorunlu metinlerin
yazili izin alinarak kullandigimi ve istenildiginde suretlerini Universiteye teslim etmeyi taahhit ederim.

Yuksekogretim Kurulu tarafindan yayinlanan "Lisansiistii Tezlerin Elektronik Ortamda Toplanmasi, Diizenlenmesi
ve Erigime Agilmasina iligkin Yonerge" kapsaminda tezim aga@ida belirtilen kosullar haricince YOK Ulusal Tez Merkezi / H.U.

Kutiphaneleri Acik Erisim Sisteminde erigime acilir.

0  Enstitu/ Fakulte yonetim kurulu karari ile tezimin erisime agilmasi mezuniyet tarihinden itibaren 2 yil

ertelenmigtir. ()

O Enstitu/Fakulte yonetim kurulunun gerekceli karari ile tezimin erisime agilmasi mezuniyet

tarihimden itibaren ... ay ertelenmistir. @

0 Tezimle ilgiligizlilik karari verilmistir.®

Ozgiin SEFIK

"Lisansisti Tezlerin Elektronik Ortamda Toplanmasi, Diizenlenmesi ve Erisime Agilmasina lliskin Yénerge"

(1) Madde 6. 1. Lisanstistii tezle ilgili patent basvurusu yapilmasi veya patent alma sirecinin devam etmesi durumunda, tez danismaninin énerisi
ve enstitii anabilim dalinin uygun gériisii Uzerine enstitii veya fakiilte yénetim kurulu iki yil siireile tezin erisime agiimasinin ertelenmesine karar
verebilir.

(2) Madde 6.2. Yeniteknik, materyal ve metotlarin kullanildigi, heniiz makaleye dbéniismemis veya patent gibi yéntemlerle korunmamis ve internetten
paylasiimasi durumunda 3.sahislara veyakurumlara haksiz kazang; imkéani olusturabilecek bilgi ve bulgulari iceren tezler hakkinda tez danismanin
onerisi ve enstitii anabilim dalinin uygun gériisti lzerine enstitii veya faklilte yonetim kurulunun gerekceli karari ile alti ayr asmamak (lizere
tezin erisime agiimasi engellenebilir.

(3) Madde 7. 1. Ulusal ¢ikarlari veya giivenligi ilgilendiren, emniyet, istihbarat, savunma ve giivenlik, saglk vb. konulara iligkin lisansiistii tezlerle ilgili
gizlilik karari, tezin yapildigi kurum tarafindan verilir*. Kurum ve kuruluslarla yapilan isbirligi protokolii ¢ercevesinde hazirlanan lisansiistii tezlere
iligkin gizlilik karar ise, ilgili kurum ve kurulugun énerisi ile enstitii veya fakdiltenin uygun gériisii Uzerine iniversite yénetim kurulu tarafindan
verilir. Gizlilik karari verilen tezler Yiiksekdgretim Kuruluna bildirilir.

Madde 7.2. Gizlilik karari verilen tezler gizlilik siiresince enstitii veya fakiilte tarafindan gizlilik kurallari ¢ergevesinde muhafaza edilir, gizlilik
kararinin kaldirlmasi halinde Tez Otomasyon Sistemine ytiklenir

*Tez danismaninin énerisi ve enstitii anabilim dalinin uygun gériisii lzerine enstitli veya fakiilte yénetim kurulu tarafindan karar verilir.






