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OZET

LEGENDRE DUGUMLERININ SINIFLANDIRILMASI

BERNA PEKAVCILAR
Yiiksek Lisans, Matematik Bolimii
Tez Danismani: Dog. Dr. Sinem ONARAN
Agustos 2017

3-manifold iizerindeki bir kontakt yapi, manifold iizerine dagilmis maksimal integral-
lenemeyen 2-diizlem alanidir. 3-manifoldlar iizerinde tayt ve agir1 donen olmak iizere
iki tip kontakt yapir vardir. Kontakt diizlemlere her yerde teget olan diigiimlere Le-
gendre digiimleri denir. Bu tez ¢aligmasinda, Legendre diigiimlerinin siniflandirilma-
sinda kullanilan temel teknikler ele alinacaktir. Tezin amaci, tayt kontakt manifoldlarin
igerisindeki Legendre diiglimlerinin siniflandirma teknikleri ile agir1 dénen kontakt ma-
nifoldlar igerisindeki tiimleyeni tayt olan Legendre diigiimlerinin siniflandirilma teknik-
lerini caligmaktir. Bu amagcla, bu tez calismasinda kontakt 3-kiire S? icerisindeki ¢oziik

diigiimlerin siniflandirilmasi detayli incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kontakt yapi, tayt kontakt yapi, asir1 donen kontakt yapi, Le-

gendre digimi



ABSTRACT

CLASSIFICATION OF LEGENDRIAN KNOTS

BERNA PEKAVCILAR
Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Doc¢. Dr. Sinem ONARAN
August 2017

A contact structure on a 3-manifold is a maximally non-integrable 2-plane field distri-
buted all over the 3-manifold. There are two types of contact structures on 3-manifolds:
tight and overtwisted. Knots that are everywhere tangent to the contact planes are cal-
led Legendrian knots. In this thesis, we study basic techniques used in the classification
Legendrian knots. The aim of this thesis is to examine the techniques used in the clas-
sification of Legendrian knots in tight contact manifolds and the techniques used in the
classification of Legendrian knots that have tight complements in overtwisted contact
manifolds. For this purpose, in this thesis we study the classification of Legendrian

unknots in contact 3-sphere S? in detail.

Keywords: Contact structure, tight contact structure, overtwisted contact structure,

Legendrian knot
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1 GIRIS

Kontakt yapilar manifoldlar iizerinde tanimlanan dogal yapilardir. 3-manifold diize-
rinde bir kontakt yapi manifold iizerine dagilmis maksimal integrallenemeyen 2-diizlem
alamdir. Uzerinde kontakt yapi bulunan bir manifolda kontakt manifold denir. Kon-
takt 3-manifoldlarin topolojisini ¢alismak amaci ile alt manifoldlar: ve alt manifoldlarin
komsulugundaki kontakt yapilar calisilabilinir. Ozel olarak kontakt manifoldlar icerisin-
deki diigiimler ¢aligilabilinir. Kontakt 3-manifoldlar igerisinde kontakt diizlemlere her
yerde teget olan diigiimler ve kontakt diizlemlere her yerde dik olan diigiimler olmak
tizere iki tip diigiim vardir.

Kontakt diizlemlere her yerde teget olan diigiime Legendre diigiimii denir. Bu tez
caligmasinda, Legendre diigiimleri calisilacaktir. Legendre diigiimlerinin ti¢ adet klasik
degismezi vardir. Bu degismezler sirasi ile diigiim tipi, Thurston-Bennequin degigmezi
ve donme sayisidir. Bu tez ¢aligmasinda, aym klasik degismezlere sahip Legendre dii-
glimlerinin simiflandirilmas: ¢aligilmigtir.

Her 3-manifold iizerinde mutlaka bir kontakt yap:r vardir, [1]. Kontakt yapilar tayt
ve agir1 donen olmak {izere ikiye ayrilir, [2], [3]. Her 3-manifold {izerinde her zaman
asir1 donen kontakt bir yapr bulunabilir, [3]. Ote yandan baz 3-manifoldlar iizerinde
hig tayt kontakt yapi olmayabilir, [4]. Etnyre ve Honda, [4] makalesinde iizerinde tayt
kontakt yap1 olmayan kontakt bir 3-manifold inga etmislerdir.

Bu tez calismasinda, en basit kontakt 3-manifold olan 3-kiire S igerisindeki en
temel diigiim tipi olan ¢6ziik diigiimler ele alinmigtar.

Standart tayt kontakt S3 icerisindeki ¢oziik diigiimlerin simflandirilmas: ilk olarak
Eliashberg-Fraser tarafindan [5] makalesinde yapilmigtir. Eliashberg-Fraser ayn1 maka-
lede homotopi degismezi d3 = % 've sahip asir1 dénen kontakt S? icerisindeki tiimleyeni
tayt olan ¢oziik diigiimleri siniflandirmiglardir. Ayrica, Eliashberg-Fraser ayni maka-
lede S? uzaymin iizerindeki tiim agir1 dénen kontakt yapilar icerisinde sadece homotopi
degismezi d3 = % olan agir1 dénen kontakt yapi icerisinde tiimleyeni tayt olan ¢oziik
diigiimlerin olabilecegi, diger agir1 donen kontakt yapilar igerisinde ise var olmadigini
gostermiglerdir.

Cozik diiglimlerin simiflandirilmasindan sonra Legendre torus diigiimlerinin ve Le-
gendre Sekiz diigiimiiniin standart kontakt S® icerisindeki simiflandirilmasi Etnyre-

Honda tarafindan [6] makalesinde yapilmigtir.



Son yillarda standart tayt kontakt S® manifoldu disindaki tayt kontakt 3-manifoldlar
igerisindeki Legendre diigiimlerinin siniflandirilmasi da ¢alisilmigtir. Literatiirde bu ga-
lismalara 6rnek vermek gerekirse tayt kontakt lens uzaylar igerisindeki rasyonel ¢o-
ziik diigiimlerin simiflandirilmasi Geiges-Onaran tarafindan [7] makalesinde yapilmigtir.
Geiges-Onaran herhangi bir p tamsayisi i¢in L(p, 1) lens uzay1 igerisindeki rasyonel ¢6-
ziik diigiimlerin simiflandirilmasini yapmig ve ¢oziik diigiimlerin acik listesini vermistir,
[7]. Aym1 simiflandirma sadece p tek tam sayilar i¢in L(p, 1) uzaylarinda Baker-Etnyre
tarafindan [8] makalesinde yapilmig simiflandirma i¢in sadece say1 verilmigtir, digim-
lerin agik listesi verilmemigtir. Geiges-Onaran yine ayni [7|] makalesinde agir1 dénen
kontakt lens uzaylar igerisindeki tiimleyeni tayt olan rasyonel ¢oziik diiglimlerin sinif-
landirilmasini yapmiglardir. Geiges-Onaran, Eliashberg-Fraser'in tiimleyeni tayt olan
¢ozlk diigiimlerin sadece homotopi degismezi d3 = % olan agir1 dénen S? icerisinde
var olmasi durumuna benzer gekilde tiimleyeni tayt olan rasyonel ¢oziik diigiimlerin
tliim agir1 donen lens uzaylar: icerisinde sadece iki tanesi igerisinde var olabilecegini
gostermisglerdir.

Lens uzaylar1 disinda kontakt 3-torus 7' uzayi icerisindeki Legendre lineer egrileri-
nin siiflandirilmasi1 Ghiggini tarafindan [9] makalesinde yapilmigtir.

Bu tez caligmasinda, Legendre diigiimlerinin siniflandirilma tekniklerinin 6grenil-
mesi amaci ile Legendre ¢oziik diigiimlerin simflandirilmasi cahisildi. Standart tayt S°
icerisindeki ¢oziik diigiimler ve asir1 donen kontakt S? icerisindeki tiimleyeni tayt olan
¢oziik diigimlerin simiflandirilmasi detayl olarak verildi.

Tezin temel tanim ve kavramlar boliimiinde kontakt 3-manifold tanimi verildi ve
gesitli kontakt yapi ornekleri ayrintili olarak incelendi. Yine ayni boliimde Legendre dii-
gliimleri, Legendre diigiimlerinin klasik degismezleri tamimlandi ve degigsmezler gesitli
Legendre diigiimii o6rnekleri igin hesaplandi. Siniflandirilmada kullanilan en temel tek-
nik olan konveks yiizey teorisi tanitildi. Ayrica yine ayni béliimde ameliyat teknikleri
ve bu tekniklerin kontakt ameliyatlar1 verildi.

Tezin gelisme boliimiinde kontakt S manifoldu icerisindeki ¢oziik diigiimlerin si-
niflandirilmas: sirasi ile tayt kontakt S3 icerisinde ve daha sonra asir1 dénen kontakt
S3 icerisinde detayli olarak verildi.

Tezin son boliimii olan sonug¢ béliimiinde ise tayt kontakt manifoldlar icerisindeki

Legendre diigiimleri simiflandirilma teknikleri ile agir1 donen kontakt manifoldlar igeri-



sindeki Legendre diigiimlerinin siniflandirilma teknikleri kargilagtirilarak analiz edildi.
Son olarak ¢oziik diigiimler diginda diigiim tipine sahip diigiimlerin simiflandirilmasinda

gikabilecek sorunlar listelendi.



2 TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu béliimde, ileri boliimlere temel olusturacak baz bilgilere yer verilecektir. Ilk olarak
kontakt yapi ve kontakt manifold tanimi verilerek, pekistirmek amach baz1 3-boyutlu
manifoldlar i¢inde kontakt yapilar érneklendirilecektir. Topolojik diigiimler tanimlan-
diktan sonra Legendre diiglimii ve bir Legendre diigiimiiniin 6n izdiigiimii tanimlana-
caktir. Daha sonra bir Legendre diigiimiin klasik degismezleri tanimlanarak ornekler
tizerinde klasik degigmezler hesaplanacaktir. Bir Legendre diiglime uygulanan ve yeni
bir Legendre diigiim elde etmemizi saglayan stabilizasyon operasyonu tanimlanacaktir.
Legendre diigiimlerinin simiflandirilmasi ayrintili olarak acgiklanacaktir. Yine bu bo-
liimde, ¢oziik diigiimlerin simflandirilmasinda kullanilacak olan konveks yiizey teorisi
ve ameliyat teknikleri konulari ile ilgili temel bilgiler verilecektir. Bu konularda daha

detayli bilgi sahibi olmak igin [10] kitabina ve [11], [12] makalelerine bakiniz.

2.1 Kontakt Manifold Tanimi

3-boyutlu manifoldlar iizerine dagilmis integrallenebilen 2-diizlem alanlari ya da in-
tegrallenemeyen 2-diizlem alanlar1 vardir. Kapali, yonlii bir 3-manifold’un {izerinde bir
kontakt yapi manifold iizerine dagilmig integrallenemeyen 2-diizlem alani olarak tanim-
lanir. Verilen bir M 3-manifoldu ve p € M noktasi i¢in, M nin p noktasindaki teget

uzayl 1,M ile gosterilsin. M nin teget demeti ise TM = J T,M ile gosterilsin.

peEM

Daha agik bir ifade ile kontakt yapiy1 tanimlayalim:

Tanim 2.1.1 [11] M yonli 3-boyutlu bir manifold olsun. M manifoldu iizerinde 1-
form a: TM — R ve Ceka = {v € TM|a(v) = 0} kiimesi o’ nin gekirdegi olsun. Eger
M iizerine 1-form o, a A (da) # 0 ve lokal olarak £ = Ceka kosulunu sagliyor ise a’ya

M iizerinde kontakt 1-form, 2-diizlem alam £’ye M iizerinde bir kontakt yap: denir.

Tanim 2.1.2 [10] [11] Uzerinde bir kontakt yap1 ¢ bulunan 3-manifold Mye kontakt

3-manifold denir ve (M, ¢) ile gosterilir.

Ornek 1 [10] [11] R? manifoldu iizerinde standart kontakt yaps; 1-form a = dz — ydx

olmak tlizere &, = Ceka dir. o = dz — ydz oldugunda a A da # 0 oldugunu gorelim:

da = d(dz) — [dy A\ dz + yd(dz)| = —dy A dx = dx N dy



olur. O halde;

aNda = (dz—ydzx) A (dx A dy)

= dzNdx Ndy —ydx ANdx Ady
—

0
= deNdyNdz#0

oldugundan &,;, R® manifoldu iizerinde bir kontakt yapidir. Kontakt &, yapist bir

(z,y, z) noktasinda {a%, y(% + a%} kiimesi ile tiretilir.

Sekil 1: R? manifoldu iizerinde standart kontakt yapi.

Ornek 2 [10] [11] R? manifoldu iizerinde 1-form o = dz + xdy olmak fizere, & = Ceka
bir kontakt yapidir. Gergekten de

da = d(dz) +dx N dy + z d(dy) = dx N dy
0 0



aNda = (dz+ zdy) A (dzx A dy)

= dzANdx Ndy + zdy N\ dx N dy
—_——

0
= drANdyNdz#0

oldugundan &, R® manifoldu iizerinde bir kontak yapidir ve bir (z,y, z) noktasinda

{ﬁ, Ty + ay} kiimesi ile iiretilir.

Ornek 3 [11] R? manifoldu itizerinde 1-form a = dz — ydz + xdy kontakt form olmak
tizere, &, = Ceka bir kontakt yapidir. R® manifoldu iizerindeki bu kontakt yapiya
simetrik kontakt yapi denir. Gergekten de

da = d(dz) — [dy A dx + yd(dz)] + dz A dy + zd(dy)

= —dyANdx+deNdy =2dx A dy
olur. O halde;

aNda = (dz—ydx+ xdy) A (2dx A dy)
= dz A 2dx Ndy — 2ydx N dx A dy + 2xdy A dx A dy

= 2dz NdyANdz#0

oldugundan &,,,, R? manifoldu iizerinde bir kontakt yapidir. R* manifoldu iizerindeki

&sm kontakt yapisi

y # 0 iken x% + ya%, y% + % kiimesi ile,

. a 8 a o i . o .
r # 0 iken { xg- + Y35 T3 — kiimesi ile,
x =1y =0 iken {8%, 8%} kiimesi ile

iiretilir. Polar kordinatlar kullanarak kontakt 1-form o; o = dz —ydx +zdy = dz+1r?>df

olacak gekilde yazilir.



hee—

Sekil 2: R? manifoldu iizerinde simetrik kontakt yap:.

Ornek 4 [10] [11] R? manifoldu {izerinde, 1-form a = cosrdz + rsinrdf olmak iizere
&a = Ceka bir kontakt yapidir. Gergekten de
dao = —sinrdr Adz + cosrd(dz) + d(rsinr) Adf+ rsinrd(df)

——

(sinr+r cosr)dr

= —sinrdr Adz+ (sinr + rcosr)dr A df
olur. §imdi o A dav # 0 oldugunu gosterelim,

aNda = (cosrdz+rsinrdf) A (—sinrdr A dz + sinrdr A df + rcosrdr A df)

= cosrsinrdr Ad0 ANdz +rdr ANdO A dz
cosrsinr

= (——— + rdrndoAdz#0 (1)

r > 0 i¢in (COS’;ﬂ +1) > 0 oldugundan; &,, R? manifoldu iizerinde kontakt yapidir ve

(r,0,z) noktasinda {2, —rsinr2 + cosr} kiimesi ile iiretilir.
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Sekil 3: R3 manifoldu iizerinde asir1 donen kontakt yapi.

Tamim 2.1.3 [10] (M, &) ve (M',¢') iki kontakt 3-manifold olsun. Eger ® : M — M’
Vp € M igin d®,(¢,) = ffp(p) esitligini saglayan bir difeomorfizma ise, ® difeomorfizma-
sima M manifoldundan M’ manifolduna kontaktomorfizma denir. Bu durumda (M, §)

ve (M’, ') kontakt manifoldlarina kontaktamorfik kontakt manifoldlar denir.

Ornek 5 Ornek 1'de verilen (R, &) ve Ornek 2°de verilen (R?, &) kontakt 3-manifoldlar:

kontaktamorfik manifoldlardir.

P (R?’,fst) - (Rgv&)
(l‘,y,Z) = (y,x, _2) = (x/7y/72/)

olarak tamimlanirsa &;; kontakt yapisini iireten {8%, y% + %} vektorlerini , & kontakt

yapisinl lireten {%, —x % + a%/} vektorlerine gotiiren bir difeomorfizma tanimlanmig

olur. ® difeomorfizmas1 dP (&) = &, esitgini saglayan bir kontaktomorfizmadir.

dd: TR®* — TR?

o, = APy(Ea) = Eay,)



01 0 0
dq)(z,y,z) <3ﬁy) = 1 0 0 1
0 0 -1 0

1

= 0

0

_ 0

Ox’

ve (y,x,—z) = (2, v/, 2') esitligini, 6zel olarak y = 2’ egitligini kullanarak

01 O 1

APy (yZ+2) = |10 0 0
0 0 —1 Y
[ 0
= | 1
| Y
= 2y
= 2 -oZ

Teorem 2.1.4 (Darbouz Teoremi, [13]) (M,§) kontakt 3-manifold olsun. Her p € M
noktasinin M ’de, (R3,&y) igindeki (0,0,0) noktasian bir V' komsuluguna kontakto-

morfik olacak sekilde bir U komsulugu vardr.

Darboux Teoremi lokal olarak tiim kontakt manifoldlarin ayni goriindiigiinii sdyler.

2.2 Topolojik Diigiimler

Bu béliimde topolojik diigiimler ile ilgili temel bilgiler verilecektir. Daha fazla bilgi i¢in
[14] ve [15] kitaplarina bakimz.

Tanim 2.2.1 [14] 3-boyutlu R? manifoldunun (ya da 3-kiire S® manifoldunun) birim

cember SVe homeomorfik olan alt kiimelerine diigiim denir.

Genel olarak 3-manifoldlar igerisindeki diigiimler de tanimlanabilir.

Tanim 2.2.2 [14] 3-boyutlu M manifoldu igerisinde birim ¢ember SV’in gémmesi g :

St < M’nin goriintiisii g(S*)’e diigim denir.



Diiglimler 1-manifold 6rnekleridir. Diigiimleri kendi kendisini kesmeyen kapali eg-

riler olarak da diisiinebiliriz.
Ornek 6 En basit diigiim 6rnegi cozitk diigiimdiir, Sekil 4’te verilmigtir.

U

Sekil 4: Coziik diigiim.

Ornek 7 Coziik diigiimden sonra verilebilecek ilk diigiim 6rnegi trefoil adi verilen

diigiimdiir ve Sekil 5’te verilmistir.

Sekil 5: Trefoil diigiimii.

Ornek 8 Diger bir diigiim 6rnegi Sekiz diigiimidiir, Sekil 6’da verilmistir.

Sekil 6: Sekiz diigiimii.

10



Diiglimlere yon verebiliriz.

Tanim 2.2.3 [14] [15] Bir diigiimiin yonii, diigiimiin etrafinda gidecegimiz yonii se¢gmek

olarak tanimlanir. Yon verilmis diigiime yonli digim denir.

Ornek 9 Yonli bir ¢oziik diigiim ve yonlii bir trefoil diigiimii Sekil 7’de verilmistir.

<\ =

Sekil 7: Yonli diiglim 6rnekleri.

Tamim 2.2.4 [14] [15] Diigiimlerin ayrik birlegimlerine link denir.

Ornek 10 K; ve K, coziik diigiimlerinin birlesiminden olusan Hopf link Sekil 8'de

verilmig bir link ornegidir.

Sekil 8: Yonli Hopf link.

2.2.1 Kivrilma Sayis1 ve Baglanma Sayisi

Verilen yonlii diigiim ya da yonlii link diyagraminin her bir ¢caprazlamasi i¢in bir say1

verilebilir.

Tanmim 2.2.5 [14] Sekil 9(a)’da gordigimiiz diigiim g¢aprazlamasia pozitif capraz-
lama denir ve igareti +1’dir. Sekil 9(b)’de gordigiimiiz diigiim ¢aprazlamasina negatif

caprazlama denir ve isareti —1’dir.
11



Tanim 2.2.6 [14] Yonli bir K digiimiinde pozitif ile negatif ¢aprazlamalarin isaret-

lerinin toplamina diigiimiin kwrilma sayuse (writhe) denir ve K.S(L) ile gosterilir.

A X

a) +1 isaret b) -1 isaret

Sekil 9: Pozitif ve negatif caprazlama.

Tanmim 2.2.7 [14] K, ve K, olmak tizere iki yonlii diigiim verilsin. Sadece K; ve Ko
diigiimlerinin birbirleri arasindaki ¢aprazlamalardan gelen +1 ve —1 igaretlerin topla-

minin yarisina K ve Ky diiglimlerinin baglanma sayist denir ve bl( Ky, K5) ile gosterilir.
Ornek 11 Sekil 8’de verilen K; ve K, ¢ozitk diigiimlerinin baglanma sayisi bl (K, K;) =
1(=1-1) = —1dir.

2.2.2 Seifert Yiizeyler

Tanim 2.2.8 [14] Baglantihi 2-manifoldlara yiizey denir.

Ornek 12 Sekil 10°da verilen 2-kiire ve torus yiizeyleri kompakt ve smir bileseni ol-

mayan yiizeylere érnektir.

N

Sekil 10: Kompakt, sinir bilegeni olmayan yiizey ornekleri.

Disk ve halka sinir bilegeni olan yiizeylere birer ornektir.

12



Ornek 13 p noktas: S? iizerinde bir nokta olmak iizere, 1-smir bilegeni olan 2-kiire

S? — {p} disk D¥ye homeomorfiktir.

- g

Sekil 11: 1-sinir bilegeni olan bir yiizey érnegi.

Ornek 14 p1, p2 noktalar: S? iizerinde iki nokta olmak iizere, 2-sinir bilegeni olan 2-

kiire S? — {p1, po} halkaya homeomorfiktir.

Sekil 12: 2-sinir bilegeni olan bir yiizey ornegi.

Yiizeyin iizerindeki herhangi bir noktada normal vektorii diigiiniildiigiinde normal
vektorii ya yiizeyin i¢ine dogru ya da yilizeyin digina dogru isaret eder. Bir yiizeyin her
noktasinda her zaman ice dogru ya da her zaman disa dogru olacak sekilde normal

vektorii secilebiliyorsa ylizeye yon verilmig olunur.

Tanim 2.2.9 [15] Her noktasi igin tutarh bir normal vektorii segebildigimiz yiizeylere

yonlendirilebilen yiizey denir. Aksi halde yonlendirilemeyen yiizey olarak adlandirilir.

Ornek 15 ki sir bilesenine sahip olan silindir yiizeyinin her noktasmda normal vek-
torii disa dogru segilebilir, bu nedenle silindir yiizeyi sinir1 olan yonlendirilebilen bir

yiizeye ornektir, Sekil 13’te verilmigtir.

13



Sekil 13: Yonlendirilebilen bir yiizey ornegi.

Ornek 16 Sekil 14’te verilen Mdbius bandi iizerinde bazi noktalarda normal vektorii
disa dogru, baz1 noktalarda ise ice dogrudur. Her zaman ige dogru ya da her zaman
digsa dogru olacak sekilde tutarh bir se¢im yapamadigimiz i¢in Mobius bandi yonlendi-

rilemeyen bir yiizeye ¢rnektir.

Sekil 14: Yonlendirilemeyen bir yiizey ornegi.

Teorem 2.2.10 (Seifert, 1934)[14][15] 3-kiire S* manifoldunun i¢erisindeki her yéonli
diigiim yonlendirilebilen sinir bileseni olan bir yiizeyin sinir bilesenidir. Yani, S3 ice-
risinde verilen herhangi bir K digimi i¢in 0¥ = K olacak sekilde, yonlendirilebilen

bir X3 yiizeyr vardar.

Tanim 2.2.11 [14][15] Yo6nlendirilebilen ve 0% = K kogulunu saglayan ¥ yiizeyine K

diiglimiintin Seifert yizeyi denir.

Ornek 17 Sekil 15’te verilen ¢ozitk diigiimiin Seifert yiizeyi disktir.
14



Sekil 15: D? disk sinir bileseni 9D? = U olan ¢oziik diigiimiin Seifert yiizeyidir.

Herhangi bir 3-manifold igerisinde bir diigiimiin homolojik olarak asikar olmasi
demek, bu diigiimiin smir bilegseni oldugu bir Seifert yilizeyin bulunabilmesi demektir.
Bu durumda Teorem 2.2.10’un sonucu olarak 3-kiire S manifoldu icerisindeki tiim

diigiimler homolojik olarak asikardir.

2.2.3 Bir Diigiimiin Seifert Catis1

Tanmim 2.2.12 [14] K topolojik diigiimii bir M 3-manifoldu i¢inde homolojik olarak
agikar bir diigiim ve X yiizeyi, K diigiimii i¢in bir Seifert yiizey olsun. K diiglimiiniin >
yiizeyi boyunca itilerek elde edilen paralel egrisine karsilik gelen N L normal demetinin
agikarlamasina Seifert yiizey ¢atise denir. Bagka bir ifade ile; K diigiimiine dik olacak
ve Seifert yiizey iizerinde kalacak sekilde olan itilerek olusturulan K~ paralel kopyalar
icerisinde baglanma sayws1 bl(K, K') = 0 olan paralel itmesi K diigiimiintin Seifert

ylizey ¢atist olarak tanimlanir.

Tanmim 2.2.13 [14] K bir diigiim olmak tizere, K’ya dik olacak ve Seifert yiizey tize-
rinde kalacak sekilde itilerek olusturulan, K paralel kopyalar icerisinde baglanma sa-

yist bl(K, K') = n olan paralel itmesine K digiimiiniin n ¢atis: denir.

2.3 Legendre Diigiimleri

Tamim 2.3.1 [10] [12] (M, &) bir kontakt 3-manifold olsun. (M, ) manifoldu i¢indeki
bir L diigiimii eger kontakt diizlemlere her yerde teget ise, L diigiimiine Legendre dii-
guimi denir. Bagka bir ifade ile; Vo € Li¢in T, L € &, ise L diiglimiine Legendre diigiimii

denir.

15



L diigiimii, (R3, ;) icerisinde bir Legendre diigiim olsun. L diigiimiiniin bir paramet-

rizasyonu
0:5" - R?
0 — (2(0),y(0),2(0))

olarak verilsin. Legendre L diigiimiiniin &, kontakt yapisina teget olma durumu;

O'(0) € Lo

seklinde ifade edilir. & = Cek(dz — ydx) oldugundan,

2(0) —y(6)'(6) = 0 (2)

R3 manifoldu iizerinde bulunan standart kontakt yapi icindeki Legendre diigiimlerini

resmetmenin bir yolu 6n izdiigiim yontemidir.
Tanim 2.3.2 [10] [12] L diigiimii (R3, ) igerisinde bir Legendre diigiimii olsun.
II:R* — R?
(#,y,2) = (z,2)

izdiigiim fonksiyonu olmak ftizere, IT altinda L diigiimiintin goriintii kiimesi I1(L), L

diiglimiintin on wzdisim diyagrams olarak adlandirilir.
O halde yukaridaki L'nin parametrizasyonunu kullanarak, © (L) nin parametrizasyonu,
@1‘[ : Sl — R2
0 — (x(0),2(0)) olur.
2'(0) = y(0)2'(0) [(2) esitliginden]
Biliyoruz ki ©p bir daldirma fonksiyonudur. Yani © fonksiyonu tiirevlenebilir ve tii-
revi her yerde birebir olan bir fonksiyondur. Daha acik bir ifade ile O : S* — R?
tiirevlenebilir ve her p € S* i¢in d,0p : T,S' — T,R? birebirdir. Legendre diigiim

olma kogulundan elde edilen egitlige gore 2'(0) = y(6)2'(6) olmahdir ve bu esitlige gore

2'(0) = 0 oldugu her durumda z'(6) = 0 olmalidir. Bu durumda ©p bir daldirma fonk-

2/ (0)
2(6)

on izdiistimiiniin dikey tegetleri vardir. Dikey tegeti olan bu noktalara Legendre diigi-

siyonu ve y(6) = oldugundan 2’(#) = 0 oldugu noktalarda Legendre diigiimiiniin

miin diyagramimin boynuzlar: denir, [12|. Bir Legendre diigiimiin toplam boynuzlarmin
sayist BS(L) ile gosterilir.
16



Ornek 18 Legendre ¢ozitk diigiim, Legendre sag trefoil, Legendre sol trefoil ve Le-

gendre Sekiz diiglimii 6rnekleri Sekil 16’de verilmigtir.

O

>

Sekil 16: On izdiisiim ile Legendre diigiime doniismiis, bilinen birkac¢ diigiim érnegi.

Teorem 2.3.3 [12] Herhangi bir K topolojik digiminin, kendi digim tipinde bir

Legendre digimi temsili vardar.

Kanmit 2.3.4 Verilen herhangi bir digim tipinin Legendre versiyonu Sekil 17 de verilen

digum diyagramlarina yapilan degisiklikler uygulanarak bulunabilinir.

17
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Sekil 17: Herhangi bir topolojik diigiimii Legendre diigiimiine doniigtiirme yollari.

Ornek 19 R? 3-manifoldu icerisinde verilen bir trefoil topolojik diigiimiin, (R3, &)

icerisinde bir Legendre trefoil diigiimii temsili Sekil 18’de verilmigtir.

Ty —

Sekil 18: Trefoil diigiim tipinin bir Legendre diiglimii temsili.

2.3.1 Bir Legendre Diigiimiin Kontakt Catis1

Tanmim 2.3.5 [16] Bir L Legendre diigiimiintin kontakt ¢atisi, Legendre L diigiimiine
dik olacak gekilde ve kontakt diizlemler tizerinde kalacak sekilde alinan sifirdan farklh

bir vektor alan1 boyunca paralel itmesi olarak tanimlanir.

18



2.4 Klasik Degismezler

L herhangi bir diigiim olmak iizere, S\ L topolojik uzaymda baz1 deformasyonlar ya-
pilsa bile baz1 ozellikleri degismiyor ve ayni sinifa ait oluyorsa bu tip ozelliklere de-
gismezler denir. Legendre diigiimlerinin ii¢ adet klasik degismezi vardir: diigiim tipi,
Thurston-Bennequin degismezi ve donme sayisi. Thurston-Bennequin degismezi homo-
lojik olarak asikar Legendre diigiimleri i¢in, rotasyon sayisi ise hem homolojik olarak

agikar hem de yonlii Legendre diigiimleri igin tanimlanmaigtir.

2.4.1 Diigiim Tipi

Bir Legendre diigiimii i¢in tanimlanabilecek en agik degismez onun topolojik diigiim

tipidir, [12].

Ornek 20 Sekil 19’da verilen Legendre ¢oziik diigiimii ile Sekil 20°de verilen Legendre
trefoil diigiimiiniin diigiim tipi degismezleri farkli oldugundan bu iki Legendre diigiimi

birbirinden farkhdir.

Sekil 19: Topolojik diiglim tipi ¢oziik diigiim.

— o2

Sekil 20: Topolojik diigim tipi trefoil.
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2.4.2 Thurston-Bennequin Degismezi

Tanmim 2.4.1 [12] [16] L diigtmii (M, ) kontakt 3-manifoldu iginde homolojik olarak
agikar bir Legendre diigiimii olsun. Legendre L diigiimiiniin Thurston-Bennequin de-
gismezi, L'nin Seifert ylizey catisi (Tamim 2.2.12) ile kontakt ¢atisimin (Tanim 2.3.5)
birbirine gére dénmesinin hesaplanmasi olarak tanimlanir ve tb(L) ile gosterilir. Diger
bir ifadeyle, eger Legendre L diigiimii boyunca kontakt diizlem £’ye dik bir vektor alam
secersek ve bu vektor alani1 boyunca L’yi iterek L'nin paralel itmesi L’ alirsak, Legendre
L digiimiiniin Thurston-Bennequin degismezi tb(L), L ile L' arasindaki baglanma say1si

olan bl(L, L')’a esittir.

Ornek 21 (R? ¢,;) kontakt 3-manifoldu icerisinde bir Legendre L ¢oziik diigiimiiniin
on izdiigiimii Sekil 21’de verilmigtir. % vektorii, standart kontakt diizlemlere, &, =
ker(dz —ydz)’ye, heryerde diktir. L ¢oziik diigiimiinii Sekil 22 gibi % vektorii yontinde
iterek L diigiimiiniin paralel itmesi L’ elde ederiz. Boylece L diigiimiiniin Thurston-

Bennequin degismezi tb(L) = bl(L, L") = —3 olarak hesaplanr.

Sekil 21: Legendre ¢oziik diigiim L, tb(L) = —3.
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Sekil 22: Legendre ¢oziik digiim L ve paralel itmesi L', th(L) = —3.

(R3, &) kontakt 3-manifoldu igerisinde verilen bir Legendre L diigiimiiniin Thurston-
Bennequin degismezi verilen Legendre diigiimiin 6z izdiiglim diyagrami kullanilarak

hesaplanabilinir.

Onerme 2.4.2 [10] [12] L digimi (R? &y) kontakt 3-manifoldu igerisinde bir Le-
gendre digim, BS(L) bu digimin én izdisim diyagramindaki toplam boynuz sayisini
ve KS(L) de kwrilma sayisin ifade etmek tzere, L digiminin Thurston-Bennequin
degismezi,

(L) = KS(L) — %BS(L)

esitligi ile verilir.

2.4.3 Donme Sayisi

Tanmim 2.4.3 [10] [12] L diigtmii (M, £) kontakt 3-manifoldu iginde homolojik olarak
agikar yonlii bir Legendre diigiimii olsun. Yonli X yiizeyi Legendre L diigiimiiniin
Seifert yiizeyi, yani L = 0% olsun. Kontakt diizlemlerin ¥ yiizeyine kisitlanmasi, ¢ |5,
2 boyutlu agikar bir tanjant demetidir. Bu durumda ¢ = L x R¥dir. L’'nin yonlii
oldugunu bildigimizden L ile ayni yonde L diigiimiine teget olan bir v vektor alani
alahm. v € £ |;= L x R? agikar oldugundan v’yi R? iginde sifirdan farkli vektorler
olarak diisiinebiliriz ve bu vektorler R? icinde bir dénme sayisma sahiptir. Bu dénme

say1st Legendre L diigiimiiniin dénme sayisi olarak tanimlanir ve r(L) ile gosterilir.
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(R3, &) kontakt 3-manifoldu igerisinde verilen bir Legendre L diigiimiiniin dénme
sayist degismezi verilen Legendre diigiimiin 6n izdiisiim diyagrami kullanilarak hesap-

lanabilinir.

Onerme 2.4.4 [10] [12] L diigimi, (R® &) kontakt 3-manifoldu igerisinde bir Le-
gendre digim olsun. Legendre L digiminin on izdisim diyagraminda BS4(L) asag
boynuzlarn toplam sayisiny ve BSy (L) yukar: boynuzlarin toplam sayisine ifade etmek

tizere, Legendre L diigimiinin donme sayisi,
1
H(L) = 5(BSA(L) — BSv(L)) Q
esitligi ile verilir.

Ornek 22 Agagida verilen birkac ¢oziik diigiim 6rneklerinin Thurston-Bennequin de-

gigmezini ve donme sayis1 degismezini hesaplayalim.

Sekil 23: Coziik diigiim ornekleri.

(a) Herhangi bir ¢aprazlama olmadig: i¢in KS(L) = 0 ve BS(L) = 2 ve bdylece
th(L) = 5+(2) = —1 olur. Bir adet agag bir adet de yukar1 boynuz oldugundan r(L) =
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0’dar.

(b) Burada da K'S(L) = 0 ve BS(L) = 4 oldugundan tb(L) = 5'(4) = —2 olur. 3
yukari, 1 asag topuk oldugundan r(L) = (1 — 3) = —1 olur.

(c¢) Bu diigtimdeki gegis negatiftir ve KS(L) = —1, BS(L) = 2’ dir. O halde tb(L) =
—1 — 3(2) = —2 olur. Agag1 boynuz yok ve yukar1 boynuz sayisi 2 oldugundan r(L) =
3(0—2) = —1 olur.

2.5 Stabilizasyon Operasyonu

Legendre diigiimleri icin stabilizasyon operasyonu lokal olarak (R3 ¢,;) kontakt 3-
manifoldu igerisinde tanimlanir. T{im kontakt 3-manifoldlar Dorboux’un Teoreminden
(Teorem 2.1.4) (R?, &)’ye kontaktomorfik oldugundan her kontakt 3-manifolda genel-

lenir.

Tanim 2.5.1 [12] Herhangi bir Legendre diigiimii diyagramina lokal olarak Sekil 24’deki
degisiklikler yapilarak bagka bir Legendre diigiimiine doniistiirme islemine stabilizasyon
denir. Eger Legendre diigiimii diyagramina agagi boynuz ekleniyorsa bu igleme pozitif
stabilizasyon denir ve Sy (L) ile gosterilir. Eger Legendre diigiimii diyagramina yukar:

boynuz ekleniyorsa bu igleme de negatif stabilizasyon denir ve S_(L) ile gosterilir.

v

S+

s —\s

Sekil 24: Pozitif stabilizasyon Sy (L) ve negatif stabilizasyon S_(L).

\ 4

Bu stabilizasyon iglemi sonunda klasik degismezler,

r(Sy (L)) =r(L)+1 ve r(S_(L))=r(L)-1

seklinde degigir.
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Ornek 23 Thurston-Bennequin degismezi tb(L) = —1 ve donme sayisi degismezi (L) =
0 olan Sekil 25’te verilen Legendre ¢oziik diigiimiin pozitif ve negatif stabilizasyonu si-
rasiyla yine Sekil 25’te verilmistir. Legendre L ¢oziik diigiimiine pozitif stabilizasyon
yapildiginda degismezleri tb(S; (L)) = —2 ve r(S4+(L)) = 1 olur. Negatif stabilizasyon
yapildiginda ise degismezleri tb(S_(L)) = —2 ve r(S_(L)) = —1 olur.

Sekil 25: Legendre ¢oziik diiglimiiniin pozitif stabilizasyonu ve negatif stabilizasyonu.

2.6 Smiflandirma Cesitleri

Legendre diigiimleri iki sekilde simflandirilir.

Tamim 2.6.1 [12| L, ve Ly diigiimleri (M, ¢) kontakt 3-manifold igerisinde ayni kla-
sik degismezlere sahip iki Legendre diigiimii olsun. Eger L, diigiimiinii L, diigiimiine
gotiirecek bir kontaktomorfizma bulunabiliyorsa, L ve Lo diigiimlerine Legendre kon-
taktomorfik diigtimler denir. Daha agcik bir ifade ile, eger ®(L;) = Ly kogulunu saglayan
bir @ : (M, &) — (M, &) kontaktomorfizmasi bulunabiliyorsa L; ve Ly diigiimlerine Le-

gendre kontaktomorfik digiimler denir.

Tamim 2.6.2 [12| L, ve Ly diigiimleri (M, £) kontakt 3-manifold igerisinde ayni klasik
degismezlere sahip iki Legendre diigiimii olsun. Eger L, diiglimiini L, diiglimiine go-
tiirecek ve birim fonksiyona izotopik bir kontaktomorfizma bulunabiliyor ise, L; ve Lo
diigiimlerine Legendre izotipik diigiimler denir. Daha agik bir ifade ile, eger ®(L1) = Lo
kogulunu saglayan ve birim fonksiyona izotopik bir ® : (M, ) — (M, ) kontaktomor-

fizmasi bulunabiliyorsa L; ve Lo diigiimlerine Legendre izotopik diigiimler denir.

Tanim 2.6.3 [12] Bir topolojik diigiim tipinin Legendre temsilleri klasik degigmezleri
tarafindan belirleniyorsa bu diigiim tipine Legendre basit denir. Yani ayni diigiim tipine
sahip iki Legendre diigiim ayni klasik degismezlere sahip oldugunda Legendre izotopik

ise bu diigiim tipine Legendre basit denir.
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2.7 Tayt ve Asir1i Donen Kontakt Manifold

3-boyutlu kontakt manifoldlara 6zel olarak, kontakt yapilar iki 6nemli kategoriye ayrilir.
Bu boliimde agir1 donen disk tanimi yapilacak ve sonrasinda agir1 dénen ve tayt kontakt

manifold tanimlanacaktir.

Tanim 2.7.1 [10] [11] Bir kontakt 3-manifold igerisinde goémiilii, sinir1 kontakt diiz-
lemlere teget ve siirinin diskten gelen Seifert gatisi, kontakt diizlemden gelen c¢atiya

esit olan diske asiri donen disk denir.

Agir1 donen disk D’nin sinir1 0D = L kontakt diizlemlere her yerde teget oldugundan
bir Legendre ¢oziik diigiimdiir ve Seifert ylizey catisi ile kontakt ¢atisi esit oldugundan

0D = L Legendre ¢oziik diigiimiiniin Thurston-Bennequin degismezi tb(L) = 0 dir.

Tanim 2.7.2 [10] [11] Eger (M, ) kontakt 3-manifoldu asir1 donen bir disk iceriyorsa
bu kontakt manifolda asiri dénen kontakt manifold; eger agir1 donen disk igermiyorsa

bu kontakt manifolda tayt kontakt manifold denir.

Ornek 24 Ornek 1’de R? 3-manifoldu iizerinde tammlanan standart kontakt yap: tayt
bir kontakt yapidir.

Ornek 25 Ornek 4’te R? iizerinde o = cosrdz + rsinrdf ve &, = Cek(a) kontakt
yapist ile verilen (R?,&,) kontakt manifoldu standart asir1 dénen kontakt manifoldtur.
D = {(r,0,z) | z=0,r < w} diski yarigap1 7 olan asir1 dénen bir disktir. Bu diskin
simir1 0D, kontakt diizlemlere &,” ya her yerde teget olan Legendre ¢oziik diigiimiidiir

ve Thurston-Bennequin degigsmezi tb(L) = 0’dur. Sekil 26’da verilen kirmiz1 egridir.
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Sekil 26: Tayt(soldaki) ve agir1 dénen(sagdaki) kontakt manifold sekilleri.

2.8 Konveks Yiizey Teorisi ve Bolen Egrileri

Bir manifoldu daha kii¢iik boyutlu paralel alt manifoldlarin birlesimi olacak sekilde bir

ayrisimini manifoldun yapraklanmasi olarak diisiinebiliriz.

Tanmim 2.8.1 [10] ¥ yiizeyi (M, §) kontakt 3-manifoldu igerisine gomiilmiis kompakt
bir yiizey olsun. Yiizey ¥.'nin kontakt diizlemlere teget oldugu noktalar (ENTY =& =
TY. oldugu noktalar) diginda £NT'Y bir dogru alanidir. €73 "1n integralini alirsak tekil
noktalar: kontakt diizlemlere teget oldugu noktalar olan X yiizeyinin bir yapraklanma-
sin1 elde ederiz. Bu yapraklanmaya Y yiizeyinin karakteristik yapraklanmasi denir ve

Y¢ seklinde gosterilir.

Ornek 26 [10] (R?, &, = ker(dz 4 r2df)) kontakt 3-manifoldu icerisinde birim kiire
S52’yi alalim. Kontakt diizlemler z-ekseni boyunca yataydir ve kontakt diizlemler S?
yiizeyine (0,0, 1) noktalarinda tegettir. Bundan dolay1 bu noktalar S? yiizeyinin ka-
rakteristik yapraklanmasinin Sgsm tekil noktalaridir. Kontakt diizlemler z-eksenine dik
olan her bir dogru boyunca doéner, bu nedenle karakteristik yapraklanmanin her bir yap-
rag1 kiire boyunca iki tekil noktay1 birlegtirecek sekilde Sekil 27’de oldugu gibi spiral

bir yol izler.
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Sekil 27: S? yiizeyinin (R?,,,,) icerisindeki karakteristik yapraklanmast.

2.8.1 Konveks Yiizeyler

Tamim 2.8.2 [17] (M, &) kontakt 3-manifold olsun. M {izerindeki bir v vektor alaninin

akis1 ¢, kontakt yapi £’yi koruyorsa v vektor alanina kontakt vektor alanmi denir. Diger

bir deyisle, ¢ : M — M vektor alam v’nin t-zaman akigi ise 22 () = v (¢ (z)) ve

dt
(th)*f = ¢ dir.

Tanmim 2.8.3 [17] X C (M, &) kontakt 3-manifoldu igerisinde bir yiizey olsun. Eger ¥
yiizeyine her noktasinda dik olan bir kontakt vektér alani bulunabiliyorsa 3 yilizeyine

konveks yiizey denir.

Tamim 2.8.4 [17] (M, ¢) kontakt 3-manifoldu igerisinde v vektor alanina sahip bir ¥

konveks yiizeyi verilsin. Konveks yiizey ¥’'nin bolen egri kiimesi
Iy = {x € ZJv(x) € &}
olacak gekilde tanimlanir.

Ornek 27 5% nin (R?,&,,,) kontakt manifoldu icindeki bélen egri kiimesi Sekil 28’de

verilmistir.
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Sekil 28: Bolen egri kirmiz gizgi ile belirtilmigtir.

2.8.2 Standart Konveks Torus

Aralarinda asal olan a, b tam sayilar igin torus iizerinde alinan herhangi bir (a,b)-
egrisinin egimi g olarak tanimlanir. Standart konveks torus; r, s rasyonel say1 olmak
tizere karakteristik yapraklanmasi s egimine sahip 2n tekil dogrulardan olusan ve yap-
raklanmanin geri kalan kismi r # s egimine sahip tekil olmayan dogrulardan olugan

torustur, [18].

2.8.3 Kat1 Torus Uzerindeki Tayt Kontakt Yapilar

Aralarinda asal p, ¢ tam sayilar1 i¢in p > ¢ > 0 iken —Ta’ sayisinin siirekli kesir agilimi,

r; < —1 olmak iizere

formiuli ile verilir.

Teorem 2.8.5 [18] Bdilen egri sayisi iki olan ve bilen egrilerinin egimi —§, p>q>0

olan standart konveks torus simirina sahip katr torus S' x D? dizerindeki toplam tayt
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kontakt yapr sayisi,
[(ro+ 1) -+ (rk—1 + 1) (r)]

formyilii ile hesaplanir. Buradaki r; < —1°ler tamsay: olmak tizere —g sayisinan rasyonel

kesir acilvma kullanilarak hesaplanar.

2.9 Ameliyatlar ve Kirby Hesaplari

Ameliyat teknikleri 3-manifoldlarin topolojisinin ¢alisgilmasinda merkezi bir rol oyna-
maktadir. Ayni gekilde kontakt ameliyat teknikleri de 3-manifoldlarin kontakt topoloji-
sinin ¢aligilmasinda merkezi bir rol oynamakta ve 6nemli uygulamalar: bulunmaktadir.
Bu boliimde Dehn ameliyatlarini ve kontakt ameliyatlar1 tanimlayacagiz. Dehn ameli-
yatlar1 ile ilgili daha fazla bilgi igin [14], [19], kontakt ameliyatlar ile ilgili daha fazla
bilgi i¢in [16] ve [21] kitaplarma bakimniz.

2.9.1 Dehn Ameliyatlar:

K diiglimii kapali ve yonli 3-manifold igerisinde bir diigiim olsun. K diigiimiiniin
komsulugu N(K) kat1 torustur, N(K) = S' x D? ve kati torusun smir1 torustur,
ON(K) = S' x S'. En basit anlamda K diigiimiine topolojik Dehn ameliyati M ma-
nifoldu igerisinden K diigiimiiniin komsulugunun ¢ikarilip yerine bir difeomorfizma ile
yeni bir kati torus yapigtirilmasi olarak tanimlanir. Sinir bilegeni olan M\ N (K') mani-

folduna bir diffeomorfizma
f: 8(51 X DQ) — J(M\N(K))

ile yeni bir kat1 torus S* x D? yapistirilmasi ile yeni bir kapali yonlii 3-manifold elde
edilir. Elde edilen yeni manifold M’ = M U; S* x D? ile gosterilir ve buna, K diigiimii
boyunca Dehn ameliyati ile M manifoldundan elde edilmis manifold denir, [19]. Elde
edilen yeni 3-manifold yapigtirma difeomorfizmasi f’ye bagh olarak degisir.

Eger M = S? manifoldu alimirsa, S® icerisindeki bir K diigiimiine yapilacak olan
ameliyat, aralarinda asal (p,q) tam say1 ¢ifti ile belirlenir. Sinir bilegeni boyunca bo-
yunca f difeomorfizmasi ile yapistirilacak kati torus 3-boyutlu 2-kulp ile bir 3-kulpun
birlegimi olarak goriilebilir. 3-kulplar tek bir sekilde yapistirilabileceginden 2-kulpun ya-
pistirma egrisi {*} x dD? ameliyat1 belirler ve f({*} x dD?) =~ € I(M\N(K)) olur.
Egri 4'nin homoloji sifi [y] € Hy (M\N(K);Z) = H,(T?* Z) 2 7 ® Z igerisindedir. K
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diigiimiintin meridyeni m ve boylam [, ise K digiimiiniin Seifert ¢atisina (bk. Tanim
2.2.12) uygun olacak sekilde segilmig yonlii (m, 1) ikilisi H;(M\N(K);Z) = Z & Z igin

bir taban olusturur. Bu nedenle, p, ¢ aralarinda asal tam sayilari i¢in
f({¥} x OD?) = v = pm + gl

olacak sekilde yazilir, [19]. Sonug olarak, P e Q rasyonel sayisi ameliyat ile ilgili tiim
q
bilgiyi barindirir. Dehn ameliyatlar1 bazi kaynaklarda rasyonel ameliyatlar olarak da
1
adlandirihr, [16]. Ayrica, 3 ameliyat1 da yapilabilir, bu ameliyat kisaca oo-ameliyat

seklinde gosterilir. Asagida baz1 Dehn ameliyat1 6rnekleri verilmistir.

Ornek 28 Asagidaki Sekil 29’de S* 3-kiire icerisinde verilen ¢oziik diigiimlere (—1)

veya (+1) Dehn ameliyat yapmanin sonucu yine S* 3-kiire ile sonuglanir, [21], [14].

-1 +1

Sekil 29: Dehn ameliyati ile S® 3-kiire elde etme.

Teorem 2.9.1 (/22/, [25]) Her kapaly yonlii 3-manifold M, 3-kiire S® igerisindeki bir
link boyunca (£1)-Dehn ameliyatiar: yapilarak elde edilebilir.

Ornek 29 [19] [21] [14] Herhangi bir K C S? diigiimii iizerinde yapilan § ameliyatl ile

yine S? elde ederiz.

2.9.2 Kirby Hareketleri

Bu béliimde farkli diigiimlere yapilan farkli ameliyatlarin ayni 3-manifold verdigini
gostermek icin kullanilan Kirby hareketleri ile adlandirilan ameliyat metodlar: ¢aligila-
caktir. Kirby hareketleri ile ilgili daha fazla bilgi igin [21] ve [19] kitaplarmma bakiniz.
Yapildiginda 3-manifoldu degistirmeyen agagidaki iki temel igleme Kirby hareketler:

denir, [20], [19], [21].
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K1: (+1)-gatiya sahip ¢oziik diigiimii eklemek ve gikarmak.

+1
L < > L U
Sekil 30: Kirby hareketleri-K 1.
K2: L linkinin bir bilegenini digeri iizerinden kaydirmak.
L#
)
'_\_,/-nZ tane

Sekil 31: Kirby hareketleri- K2.

Ly ve Ly, siras1 ile catis1 ny ve ny olan iki diigiim olsun. Ly U Ly’ yi Ly U Ly ile
Sekil 31 ’de goriildiigii gibi yer degigtiriyoruz. Bu durumda L; diigiimiinii L, iizerinden

kaydirarak elde edilen yeni Ly diiglimiiniin ¢atisi;
ng =Ny + Ng + 2“€(L1, Lg)
esitligi ile hesaplanir, [19], [21].

Onerme 2.9.2 [19] [21] (£1) catwya sahip olan herhangi bir ¢6zik digim daima bir L
linkin geri kalamindan Sekil 32, Sekil 33 ya da Sekil 34 ’den uygun olanlary kullanilarak

ayrilabilir.

Sekil 32: (1) sondiirme/ patlatma.
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n n

d>-coy d>-coy
\ R e

Sekil 33: (1) sondiirme/ patlatma.

+1 " +1
3 bir tam sol ya da -
Q sag burulma ©

Sekil 34: (1) sondiirme/ patlatma genel durum.

Tanim 2.9.3 [19] [21] (£1) gatiya sahip olan ¢oziik diigiimi L linkinden ayirma igle-

mine sondirme(blow-down), tersi ekleme iglemine ise patlama(blow-up) iglemi denir.

Ornek 30 Asagidaki sekilde bulunan halkadan +1 catiya sahip olam ayiriyoruz yani
sondiirme iglemi yapiyoruz. Sonugta (—1) ve (+1) Dehn ameliyat diagrami kalir ve

olusan manifold 3-kiire S® manifoldudur.

-1 +1
_ >

Sekil 35: Sondiirme iglemi.

0 1
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2.9.3 Kontakt Ameliyatlar

Aralarinda asal olan p,q € Q U {oo} igin kontakt ]—D—ameliyatl da Dehn ameliyatina
benzer sekilde tanimlanir. Kontakt ameliyatlar Legeqndre diiglimleri iizerinde yapilir.
L diigiimt, (M, ) kontakt 3-manifoldu i¢inde bir Legendre dugiimii olsun. Legendre
L diigiimiiniin komgulugu N (L) kontakt bir kat1 torustur. Kontakt 3-manifold (M, &)
igerisinden ¢ikarilan Legendre L diiglimiiniin komsulugu olan kati torusun yerine, bir
difeomorfizma ile sinir bilesenindeki kontakt yapiy1 icerisine genigletebilecegimiz tayt
kontakt kat1 bir torus yapigtirmaya kontakt ameliyat yapmak denir, [24], [25].

Eger (M,€) = (S3,&,) manifoldu alinirsa, S* icerisindeki bir Legendre L diigii-
miine yapilacak olan kontakt ameliyat, aralarinda asal (p,q) tam say: ¢ifti ile belirle-
nir. Legendre L diigiimiiniin meridyeni m olacak sekilde ve boylam [, ise L diiglimii-
niin kontakt gatisina, Tanim 2.3.5’e, uygun olacak sekilde se¢ilmig yonlii (m, ly) ikilisi
Hy((S3,64)\N(L); Z) = Z & Z igin bir taban olugturur. Bu nedenle, p, ¢ aralarinda asal

tam sayilar: i¢in

f10((S" x D?,€") — O((5, £ta) \ VL)
{x} x OD?* — pm + qlx

olur.

Sonu¢ olarak, Dehn ameliyatlarinda oldugu gibi b € Q U oo sayisi ameliyat ile
ilgili tiim bilgiyi barindirir. Kontakt ameliyat sonucur?da yeni bir kontakt 3-manifold
(M', &) = (8%,&4) \ N(L)U; (ST x D?,¢) elde edilir. Ameliyat yapilan manifold tizerin-
deki kontakt yapi tayt olsa bile, ameliyat sonucunda elde edilen yeni kontakt 3-manifold

iizerindeki kontakt yapi &, asir1 donen kontakt yapi olabilir.

Teorem 2.9.4 [2/] Her kapali yonli kontakt 3-manifold (M, £), kontakt 3-kiire (53, £4)
icerisindeki bir Legendre link boyunca (£1)-kontakt ameliyatlar yaparak elde edilebilir.

Onteorem 2.9.5 (Sadelestirme Onteoremi) [27] L diigiimii, (M, €) kontakt 3-manifoldu
icerisinde bir Legendre digimd, L digimi ise L dugimiinin itilerek elde edilmis bir

paralel kopyasy olsun. (M',€), L boyunca (—1) kontakt ameliyat ve L' boyunca (+1)

kontakt ameliyat ile (M, &) den elde edilmis kontakt manifold olsun. O halde, (M', &)

manifoldu (M, &) manifolduna kontaktamorfiktir.
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Ornek 31 [25] (S%,€&y) icerisinde th(L) = —2 ve (L) = 1 olan L Legendre ¢oziik
diigiimii tizerinde (41) kontakt ameliyati ile elde edilen manifold, agir1 donen kontakt

3-kiire S® olur.

Sekil 36: Asir1 dénen kontakt S3.

Oncelikle, Sekil 36°da verilen Legendre ¢éziik diigiimiine yapilan (+1)-kontakt ame-
liyat, (+1) kontakt ¢at1 olugturur ve Thurston-Bennequin degigmezinin tanimi geregi
Seifert gatisi (—1) olur, yani Sekil 36’da verilen kontakt ameliyat diyagrami, topolo-
jik olarak (—1)-Dehn ameliyat yapmaya denk olacaktir. 3-kiire S® igerisindeki ¢oziik
diigiime (—1)-Dehn ameliyati, yine S® ile sonuglanir, [14], [21].

+1

Sekil 37: Kontakt ameliyat.

Sekil 37’de kirmiz ile gizilmig olan Legendre L diigiimii agir1 donen diskin siniridir.
Manifold iginde agir1 dénen bir disk bulunabildigi i¢in elde edilen kontakt 3-manifold
asir1 donen kontakt S? manifoldu olur. Simdi bunu biraz daha aciklayalim. L Legendre
diigiimiiniin kontakt gatisi f olmak iizere Sekil 37’de verilen ameliyat diyagraminin

topolojik diagramini Sekil 38’de olugturalim.
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Sekil 38: Thurston-Bennequin degigsmezi 0 olan Legendre diigiimii.

Sekil 38’de goriildiigii gibi L diigiimiiniin topolojik diagramda Seifert ¢atis1 f—1 olur
ve Kirby K1 hareketinden hatirlayacagimiz iizere bu diagramdan (—1) ¢ikartirsak, yani
sondiirme yaparsak, Jekil 38’in sag taraftaki gibi, L diigiimiiniin topolojik Seifert ¢atisi
f olacaktir. Zaten bagta bu diigiimiin kontakt catisi da f olarak verilmisti. Thurston-
Bennequin degismezinin tanimi geregi Legendre diigiimiiniin yiizey catisi ile kontakt
catisinin birbirine gore dénmesini 6lgtiigiinden, tb(L) = f — f = 0 olur. Asir1 dénen
diskin tanimindan , tb(L) = 0 olan Legendre ¢6ziik diigiimiiniin agir1 dénen diskin siir1

oldugunu biliyoruz. Icerisinde agir1 dénen bir disk bulunan manifold ise agir1 dénendir.

Onteorem 2.9.6 [25] Thurston-Bennequin degismezi tb(L) = —1 olan Legendre ¢éziik

diigiimii dizerine yapilan (+1)- kontakt ameliyatin sonucu tayt S* x S? dir.

2.10 Kontakt Yapilarin Homotopi Degismezleri

2-diizlem alani olan kontakt yapilarin ds-degismezi ve ds-degismezi olmak {izere iki tane
homotopi degismezi vardir. Homotopi degismezlerinden dy-degismezi [26] makalesinde
tanimlanmistir. Bu degismez, manifoldun 2-iskeleti {izerindeki homotopiyi belirler ve
Euler simifi modiilo 2-torsiyona esittir. Ik Chern smifi, manifoldun ikinci kohomoloji
grubunun elemanidir ve Euler sinifi iist Chern sinifina egittir.

Kontakt yapilarin diger homotopi degismezi ds-degismezi [26] makalesinde tanim-
lanmigtir. Bu degismez, kontakt yapilarin manifoldun 3-iskeleti iizerindeki homotopi
engelini belirler. Daha agik bir ifade ile, manifoldun 2-iskeleti {izerinde homotopik olan
herhangi 2-diizlem alaninin 3-manifoldun tamami {izerinde homotopik olmasi i¢in ge-
rek ve yeter kosul aynm ds-degigmezine sahip olmasidir, [26]. ds-degismezi rasyonel bir
sayidir.

Kontakt ameliyat diyagrami verilen kontakt bir 3-manifold (M, &) nin ds-degismezi,
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kontakt ameliyat diyagrami kullanilarak hesaplanabilir. Kontakt 3-manifold (M, £) un,
3-kiire (53,&,) igerisinde kontakt (+1)-ameliyat yapilan diigiimlerin bilegimi L, ve
(—1)-ameliyat yapilan diigtimlerin bilegimi I._ olmak {izere ameliyat linkiL = L., | JL_ C
(S3,&,) olsun. 4-manifold X, ameliyat diyagramindan gelen ameliyatlar1 kulplar ya-
pigtirarak elde ettigimiz 4-boyutlu manifold olsun ve o(X), 4-manifold X’in imzasi, ve

X(X), 4-manifold X’ in Euler karakteristigi olsun.

Onerme 2.10.1 [25] Euler simfi e(€) torsiyon sumaf ise ve iizerinde her bir (+1)-
ameliyat yaptigumiz Legendre digimler L; € Ly idgin tb(L;) # 0 ise, kontakt yap:
& ’nin ds(€)-degismezi,

A5(6) = 7( ~ 30(X) — 2x(X) +¢ ®

formiili ile hesaplanir. Burada q sayisi, (+1)-ameliyat yaptigimaz L, ‘nan bilesenlerinin
saysidir ve ¢ € H*(X) kohomoloji simifi, her L; € Ly i¢in dénme sayist v(L;) ler

kullanmilarak hesaplanar.

Onteorem 2.10.2 [25] S3 idizerindeki standart kontakt yapr ve tek tayt yapr olan &g i
d3(&s) degismezi —17 ye egittir.

Onteorem 2.10.3 [25] S® idizerindeki Sekil 36 diyagramindan elde edilen asire donen

kontakt yapr & 'nan ds(&,) degismezi 5 ye esittir.

2.11 Asir1 Donen Kontakt Yapilar Icerisindeki Legendre Dii-
giimleri

Agir1 donen kontakt manifoldlar igerisinde iki tip Legendre diigiimii bulunmaktadir.

Tamim 2.11.1 [5] (M, §) asirt donen kontakt 3-manifold olsun. L C M Legendre dii-

giimii olmak tizere, M \ L manifoldu agir1 dénen kontakt manifold ise L diigiimii gevsek

Legendre diigiimii; M \ L manifoldu tayt kontakt manifold ise L diigiimiine gevsek

olmayan Legendre diigiimii denir.

Ornek 32 Sekil 37'de goriilen ve kirmizi ile cizilen Legendre L diigiimii gevsek Le-

gendre diiglime ornektir.
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Ornek 33 Sekil 39'da goriilen ve kirmizi ile ¢izilen Legendre L diigiimii ise gevsek
olmayan bir Legendre diigiime 6rnektir. Sekil 39’daki Legendre L diiglimiine yapilacak
olan kontakt (—1)-ameliyat1 Sadelestirme Onteoremine gore sadelesir ve geriye tayt
kontakt 3-kiire S?® kalir. Gevsek bir diigiime yapilacak olan herhangi bir kontakt ame-
liyat tiimleyeninde bulunan asir1 donen diskten uzakta yapilabileceginden her zaman
agirt donen kontakt manifold ile sonuglanir. Bu nedenle Sekil 39’daki Legendre L dii-

glimi gevsek olmayan bir Legendre diigiime 6rnektir.

%

+1

L

Sekil 39: Gevsek olmayan bir Legendre diigiimii 6rnegi.

[k gevsek olmayan Legendre diigiimii rnekleri [28] ve [29] makalelerinde verilmistir.

Daha sonra [5], [30], [31] makalelerinde de gevsek olmayan diigtim 6rnekleri yer almigtir.
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3 GELISME

Bu boliimde tayt kontakt manifoldlar icerisindeki Legendre diigiimlerinin simiflandiril-
masi ile agir1 donen kontakt manifoldlar icerisindeki Legendre diigiimlerinin siniflandi-
rilmasini kargilagtirmak amaci ile Legendre ¢oziik diigimlerin siniflandirilmas: ¢aligila-
caktir. Standart tayt S® icerisindeki Legendre ¢oziik diigiimlerin ve d3(€) = £ olan agin
donen S? icerisindeki gevsek olmayan Legendre ¢oziik diigiimlerin kontaktomorfizmaya

gore siiflandirilmasi, Tanim 2.6.1°ya gore siniflandirilmas: verilecektir.

3.1 Standart tayt kontakt 3-kiire S icerisindeki Legendre ¢6ziik

diigiimlerinin simiflandirilmasi

Teorem 3.1.1 [5] [7] Standart tayt kontakt S* igerisinde L C (S3 &) bir Legendre
¢oziik digiim olsun. Thurston-Bennequin degismezi tb(L) = n ve n negatif bir tamsay:

olmak tizere, donme sayst (L) degismezi,
{n+1,n+3,..,—n—3,—n—1}

araliginda olur. Bu kosulu saglayan herhangi bir (tb,r) degismez ¢iftine sahip bir Le-
gendre digimi bulunabilir ve bu tip ciftler, kontaktomorfizmaya gore tim Legendre
coziik digiumlery belirler. Diger bir ifadeyle;

her bir n < —1 i¢in toplam |n| tane farkl Legendre ¢ézik digim vardor.

Aslinda [5] makalesinde ve daha sonra [6] makalesinde tiim tayt kontakt 3-manifoldlar
igerisindeki Legendre ¢oziik diigiimlerin izotopiye gore siniflandirilmasi, Tanim 2.6.2’ye

gore siniflandirilmasi verilmigtir.

Teorem 3.1.2 [5] Bir tayt kontak yapr icerisinde iki yonli Legendre ¢ozik digim
Legendre izotopiktir ancak ve ancak Thurston-Bennequin degismezi ve donme sayist

aynadar.

Tayt 3-kiire (S3,&,) igerisindeki Legendre ¢oziik diigiimlerin Legendre izotopiye
gore tiim listesi Sekil 40’da gosterilmistir, [5] [6]. Bu durumda Legendre ¢oziik diigimler
Tanim 2.6.3’e gore Legendre basittir.
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Sekil 40: Legendre ¢oziik diigiimlerin Legendre izotopiye gore tam listesi.

Sekil 40’da t sol taraftaki boynuz sayisi, s ise sag tarafta olusan gaprazlamalarin

say1st olmak tizere tb(L) = —2s — t ve r = £(t — 1) seklinde hesaplanir.

3.2 Asir1 dénen kontakt 3-kiire S® icerisindeki Legendre coziik

diigiimlerinin siiflandirilmasi

Teorem 3.2.1 [5] [7] L C (S3,&,), asur dénen bir S icerisinde gevsek olmayan Le-
gendre ¢ozik digimi olsun. O halde, agirr dénen kontakt yapr &, i¢in ds(&,) = % olur

ve L digiminin degismezleri
(to(L),r(L)) € {(n,£(n —1)) | n € N}

kiimesi icerisindedir. Bu degismezler L yi kontaktomorfizmaya gore belirler ve kiimenin

herhangi bir elemanine degismezi olarak kabul eden bir L Legendre ¢ozik digimi vardar.

3.3 Teorem 3.1.1’in ve Teorem 3.2.1’in ispati

Teorem 3.1.1'in veTeorem 3.2.1’deki "degismezler Legendre L diigiimiiniin kontakto-
morfizmaya gore belirler" ifadesini daha detayl agiklayalim. L, ve Ly diigiimleri aym
(tb,r) degigsmezlerine sahip (M, &) icerisinde iki Legendre diigiim olsun. Eger (M, ¢)
kontakt manifoldunun L; diigiimiinii L, diiglimiine gotiirecek gekilde bir kontakto-
morfizmasi var ise L; ve Ly diigiimii bu kontaktomorfizmaya gore denk olurlar, Ta-

nim 2.6.1°e bakimiz. Sabitlenen bir (tb,r) degismezleri igin bu degismeze sahip tiim
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Legendre diigtimler kontaktomorfizmaya gore birbirine denk ise "(tb, r) degismez ¢ifti
Legendre diigiimii kontaktomorfizmaya gore belirler" denir. Teorem 3.2.1°deki gevsek
olmayan Legendre ¢oziik diigiimlerde de bu durum s6z konusudur.

Simdi Teorem 3.1.1'in ve Teorem 3.2.1’in Geiges-Onaran’in [7] makalesinde verilen
ispatin1 detayl bir sekilde inceleyelim.

Tayt (S3,&,) igerisinde bir Legendre ¢oziik diigiimii ya da agir1 dénen S3 igeri-
sinde gevsek olmayan bir L Legendre ¢oziik diigiimii verilsin. L Legendre diigiimiiniin
standart komsulugu V; olmak iizere, 3-boyutlu kiire S®’iin torus boyunca Heegaard
ayrisimi S =V, U V5 olarak alimsin. Daha iyi bir ifadeyle, V; kat1 toruslariim merid-
yenini p;, boylamini \; olarak tamimlarsak, bu yapistirma iglemini py = Ay ve A\ = o
tanimlariyla belirledigimizi kabul edebiliriz.

Thurston-Bennequin degismezi tb(L) = n olarak verilirse, komgulugu olan V; kat
torusun simir1 9V, konveks bir torustur. Bu konveks torusun iki bolen egrisi vardir ve
egimi % dir. L Legendre ¢oziik diigiimiiniin tiimleyeni V5 kati torusudur. L ¢oziik di-
glimii tayt (53, &) igerisinde ise Vs tayttir. L ¢oziik diigiimii agirt dénen S igerisinde
ise L’ yi gevsek olmayan Legendre diigiimii olarak aldigimiz i¢in, tanimi geregi tiimle-
yeni V5 kat1 torusu yine tayttir. Her iki durumda da tayt olan V5 kati torusunun sinir
bilegeni 0V5, iki bolen egriye sahip ve egimi n olan konveks torustur. Konveks torus oV5’
nin egimi olan n sayist L Legendre ¢oziik diigiimiiniin Thurston-Bennequin sayisidir.
Bu nedenle Legendre L ¢oziik diigiimiiniin kontaktomorfizmaya gore siniflandirilmasi
V5 kati torusu tizerindeki kontakt yapilarin simiflandirilmasindan gelir.

Kat1 toruslar iizerindeki tayt kontakt yapilarin siniflandirilmasi Grioux ve Honda
tarafindan yapilmigtir, [17], [18]. Hondanin makalesindeki Theorem 2.8.5’e gore simir
bilegeni 9V, egimi —g < —1 olan ve iki bdlen egriye sahip konveks bir torus olan kati

torus V iizerindeki tayt kontakt yapilarin sayisi,
|(ro + 1)...(ri—1 + 1)rg]

sayisina esittir. Burada her r; < —1 ’dir ve

—==17ry— = [To,...,rk]

—_

1
T2— T
T27M7§

siirekli kesir agilimindan bulunur. Ayrica —% = —1 igin tek bir tayt kontakt yap1 vardir.
Teorem 3.1.1°in ispati: L Legendre ¢oziik diiglimiintin Thurston-Bennequin de-

gismezi tb(L) = n ve n negatif bir tamsay1 olsun. Bu durumda, n < 0 i¢in —§ =rg=n
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siirekli kesir acilimini elde ederiz. Grioux ve Honda’ya gore L'nin tiimleyeni V5 kati to-
rusu lzerinde toplam |ro| = |n| tane farkl tayt kontakt yap: vardir, [17], [18]. Bunlarmn
herbiri tb(L) = n olan toplam |n| tane farkh Legendre diigiime denk gelir. Simr1 0V5,
egimi n < 0 konveks torus olan kati torus V5’ yi, Legendre ¢oziik diigiimiin komsu-
lugu olan V] ile yapigtirdigimizda her zaman tayt (Ss, &) 'yi elde ederiz. Bu nedenle
tb(L) = n < 0 olan Legendre ¢oziik diigiimler, (S3,&y) igerisindedir ve hepsi Sekil 41
"de verilen tb(L) = —1 ve (L) = 0 olan standart ¢oziik diigimiin stabilizasyonlarindan

elde edilir.

Sekil 41: tb(L) = —1 ve r(L) = 0.

Ornegin; tb(L) = n = —2 olan Legendre ¢oziik diigiim |n| = 2 tanedir ve Sekil 31’
de verilmigtir. Sekil 42’deki tb(L) = —2 ve r(L) = £1 olan Legendre ¢oziik digiimler
Sekil 41°de verilen tb(L) = —1 ve r(L) = 0 olan Legendre diigiimiiniin pozitif ve negatif

stabilizasyonundan elde edilmistir.

Sekil 42: tb(L) = —2 ve r(L) = +1.

Diger bir ornek ise Sekil 43’de verildigi gibi, tb(L) = n = —3 olan |n| = 3 farkh

Legendre ¢oziik diigiimiin olmasidir.
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Sekil 43: tb(L) = =3 ve r(L) = £2,7(L) = 0.

Goriildiigi gibi tb(L) = n < 0i¢in r(L) donme sayis1 degismezi, {n+1,n+3, ..., —n—
3,—n — 1} araligi igerisinde bir deger alir.

Simdi n > 0 durumunu incelemeden 6nce 0V5 konveks torusun tizerindeki bolen
egrilerinin egimi n = 0 oldugu durumu detayl inceleyelim. Bu durumda boélen egrileri
(1,0)—egrileridir, diger bir deyisle dV; konveks torusu tizerinde bir meridyen egrisidir ve
bu meridyenin sinir bilegeni oldugu V5 kat1 torusu igerisindeki disk agir1 donen disktir.
Ayrica, bu durumu bagka bir yaklagim kullanarak gorebiliriz. Eger, Legendre L ¢oziik
diigiimiiniin Thurston-Bennequin degismezi tb(L) = n = 0 ise, agir1 donen diskin tanim
geregi L Legendre ¢oziik diigiimii agir1 donen diskin sinir blegenidir. Bu durum tayt
kontakt (53, &) igerisinde ya da Legendre L diigiimii agir1 dénen kontakt manifold
icerisinde gevsek olmayan diigiim oldugunda olugmaz.

Teorem 3.2.1’in ispat1 Legendre L ¢6ziik diigiimiiniin Thurston-Bennequin degis-
mezi tb(L) = n > 0 olsun. Tayt kontakt (S3, &) igerisindeki Legendre ¢oziik diigiimiin
alabilecegi maksimal Thurston-Bennequin degismezi —1 oldugundan verilen Legendre
L ¢oziik diigiimii asir1 dénen bir S? icerisindedir.

Thurston-Bennequin degismezi tb(L) = n > 0 ise kat1 torus V5'nin sinir bilegeni
olan konveks torus dV; iizerinde ve egimi de n > 0 olur. Honda’nin Teorem 2.8.5’de
kat1 toruslar {izerindeki tayt kontakt yapilarin sayisini vermis oldugu formiiliinde ise
egim —§ < 0 ’dir. Bu formiilii kullanabilmek i¢in V5 kat1 torusuna konveks sinir bilegeni
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tizerindeki bolen egrisinin egimini degigtirerek negatif yapmak amaci ile uygun bir Dehn
burgusu uygulayacagiz. Burada ama¢ Honda'nin Teorem 2.8.5’de verdigi simiflandirma
formiiliinii kullanmak oldugundan egimi < —1 olacak sekilde ayarlamaktir. V5 konveks
torusun meridyeni ps ve boylami da As olsun. Boylam A, egrisini ()\2)/ = Ao + ko

egrisine gotiiren Dehn burgusu uygulandiginda bdélen egrilerinin n > 0 olan egimi

n

& < 0 olur. Bu durumu daha ayrntih acgiklamak gerekirse, egimi n olan bolim

egrisi konveks torus 0V, tizerinde py + nAs egrisi olarak ifade edilir. Uygulanan Dehn

burgusu sonucunda elde edilen yeni meridyen ve boylam (u2, \}) ¢iftine gore ise

(1 —kn)ps +nXy, = (1 —kn)us +n(Ay + kus)
= (1 —=Ekn)ug + nds + knus
= p2+nAy

esitliginde boliim egrisi (1 — kn)us + nX, egrisi olarak ifade edilir. Bu durumda, egim

n
1—kn

< 0 dir. Bu durumda, Honda'nin kat1 torus tizerindeki tayt yapilarinin sayisini

verdigi Teorem 2.8.5’deki formiilii kullanilabilir.

n

; o5 = —1 olur. Teorem 2.8.5’deki simflan-

n = 1 oldugu durumda k& = 2 alinirsa
dirma formiiliine gore —§ = —1 = ry, olacak sekilde V; iizerinde, |ro| = 1, tek bir tayt
kontakt yap1 vardir.

Diger tiim n > 2 durumlarinda, £ = 1 almak yeterlidir.

n > 2 durumunda egim - ya da —;™- olur ve siirekli kesir agilimi

1
n :_2_—1

- 1
2—...—5

dir. Yani ro =r; = ... = 1y = —2 dir. Teorem 2.8.5te verilen |(rg + 1)...(15—1 + 1)7%]|
formiiliine gére V3 kati torus tizerinde toplam |(—1)...(—1)(—2)| = 2 farkh tayt kontakt
yap1 vardir. Bu sayilar ile eslesen asir1 dénen S? icerisindeki gevsek olmayan Legendre
¢oziik diigiimlerinin diyagramlarinin bulunmasi siniflandirma sorusunu ¢oézecektir. Bu
diagramlar Plamenevskaya tarafindan [32] makalesinde verilmistir. Simdi bu diyagram-
lar1 detayh caligalim.

n = 1 durumu ic¢in V5 kati torusu tizerinde tek bir tayt kontakt yapi vardir. Bu
nedenle agir1 dénen S? igerisinde tb(L) = 1 olan bir tane Legendre ¢oziik diigiim bu-
lunmasi gerekir. Asagida Sekil 44’de kontakt ameliyat diyagrami ile verilen Legendre
¢oziik diigiimiin bu kogulu sagladig1 goriiliir.
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Sekil 44: (tb,r) = (1,0) olan gevsek olmayan Legendre ¢oziik diigiimii.

Simdi Sekil 44’de verilen L diigiimiiniin gevsek olmayan oldugunu ve tb(L) = 1
oldugunu gosterelim. Eger L diigiimii gevsek bir diigiim olsaydi, yani tanimi geregi
tiimleyeninde agir1 dénen bir disk olsaydi, L diigiimiine herhangi bir kontakt ameli-
yat yapildiginda sonu¢ her zaman asir1 donen kontakt manifold olurdu. Herhangi bir
Legendre L diigiimiiniin gevsek olmayan oldugunu gostermek igin, L {izerine yapilan
bir kontakt ameliyatin sonucunun tayt manifold oldugunu gostermek yeterlidir. Se-
kil 44’de verilen Legendre L diigiimiine (—1)-kontakt ameliyat yapilirsa, Sadelegtirme
Onteoremine (Onteorem 2.9.5) gére Legendre L diigiimii (4-1)-kontakt ameliyat yapi-
lan zigzagh egrinin paralel kopyasi oldugundan sadelegme iglemi gerceklesir. Legendre
L diigtimiine (—1)-kontakt ameliyatin sonucunda geriye sadece tb(L) = —1,7(L) = 0
olan ¢oziik diigiime yapilan (+1)-kontakt ameliyati kalir. Bu durumun sonucu, Onte-
orem 2.9.6’ya gore tayt S* x S?’ dir. Legendre L diigiimiine yapilan kontakt bir ameliyat
tayt sonuclandigi i¢in Legendre L diigiimii gevsek olmayan bir Legendre diigiimiidiir.
L diigiimiiniin ¢oziikk diigiim oldugu ve Thurston-Bennequin degismezinin tb(L) = 1

oldugu Sekil 45’deki Kirby diagramlar1 kullanilarak hesaplanmigtir.
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f-2

)

+1

_2\\/ o 1®V/ |

—
f \6/ +1 sodiirme \—/
0 l sodiirme

f+1 +1

f+2 +1
O sondiirme C@
()

Sekil 45: Kirby haraketleri ile kontakt ameliyat diagramindaki gevgek olmayan Legendre

diigiimiiniin Thurston-Bennequin degismezinin hesaplanmasi, tb = 1.

Sekil 44°de verilen ilk diagramda Legendre L diigiimiiniin kontakt catisini f olarak
kabul edersek, topolojik ameliyat diagramina aktarilarak, Sekil 45te yapilan Kirby
hareketleri sonucunda L diiglimiiniin Seifert ¢atisin1 f + 1 olarak buluruz. Thurston-
Bennequin degismezi tanimindan, Tanmim 2.4.1’den dolay1 Sekil 44’te verilen Legendre

L ¢bziik diglimiintin Thurston-Bennequin degismezi tb(L) = f + 1 — f = 1'dir.
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)

+1 +1

Sekil 46: (tb,r) = (2,+1) olan gevsek olmayan Legendre ¢oziik diigiimleri.

Sekil 46, Thurston-Bennequin degismezi tb(L) = n = 2 durumunda gereken iki
gevgek olmayan Legendre ¢ozitk diigiimiiniin diyagramidir. Sadelestirme Onteoremine
(Onteorem 2.9.5) gore Sekil 46’daki Legendre L diigiimiine yapilacak olan (—1)-kontakt
ameliyat sadelesir ve standart tayt (52, &) ile sonuglanir. Bu nedenle Sekil 46’daki Le-

gendre L ¢oziik digiimleri tb(L) = n = 1 durumunda benzer sekilde gevsek olmayandir.

f-2
-1
+1
, . +1
D —~£)

f+1 -1
+1
S Dy T
)7 ¢
f+1 f+2 -1

¥
Sekil 47: Kirby haraketleri ile kontakt ameliyat diagramindaki gevsek olmayan Legendre

diigiimiiniin Thurston-Bennequin degigmezinin hesaplanmasi, tb = 2.

Sekil 46’da verilen ilk diagramda Legendre L diiglimiiniin kontakt catisimi f ola-
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rak kabul edersek, topolojik ameliyat diagramina aktarilarak Sekil 47°de yapilan Kirby
hareketleri sonucunda Legendre L diigiimiiniin Seifert ¢atisim1 f 4 2 olarak buluruz.
Thurston-Bennequin degismezi tammindan (Tanim 2.4.1) dolayr Legendre L diigiimii-
niin Thurston-Bennequin degismezi tb(L) = f + 2 — f = 2 olarak hesaplanir.

Genel durumda, n > 3 oldugunda gerekli olan Legendre diigiim diagramlar:r Se-
kil 48’de kirmiz ile belirtilerek verilmigtir. Sekil 48’de, k > 1’den biiyiik tam say1 olmak
tizere (—1)-kontakt ameliyat yapilan Legendre ¢oziik digiimler k£ tanedir. Agiklamali
Kirby diyagrami ekil 49’da verilmigtir.

Sekil 48: (tb, ) = (n,+(n— 1)) olan gevsek olmayan Legendre ¢oziik digiimleri, n > 3.
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Sekil 49: Kirby haraketleri ile kontakt ameliyat diagramindaki gevsek olmayan Legendre

f+2+k R

diiglimiiniin Thurston-Bennequin degismezinin hesaplanmasi, tb > 3.
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Sekil 48’de verilen ilk diagramda Legendre L diigiimiiniin kontakt ¢atisin1 f olarak
kabul edersek, topolojik ameliyat diagramina aktarilarak Sekil 49’da yapilan Kirby ha-
reketleri sonucunda L diiglimiiniin Seifert ¢atisin1 f+k+2 olarak buluruz. Burada k > 1
tam say1 olmak tizere (—1)-kontakt ameliyat yapilan Legendre ¢oziik diigiimlerin & tane
oldugunu kabul etmigtik. Thurston-Bennequin degigmezi tanimindan (Tamm 2.4.1) Le-
gendre L diigiimiiniin Thurston-Bennequin degismezi, tb(L) = f+k+2—f = k+2 > 3’
tir.

Sekil 48’de verilen Legendre L diigimiiniin dénme sayist [31] makalesindeki
Lemma 6.6’y1 ya da [7| makalesindeki Lemma 3.1’1 kullanarak ¢tb(L) = n i¢in se¢tigimiz
yone gore r(L) = £(n — 1) olarak hesaplanir.

Asir1 donen kontakt S? icerisinde tiimleyeni tayt olan ve Thurston-Bennequin de-
gismezi tb(L) = n > 0 olan Legendre ¢oziik diigiimler Teorem 2.8.5’e gore en fazla 2
tane olabilir. Sekil 44, Sekil 46 ve Sekil 48 'de 2 tane olarak ¢izildiginden, tb(L) = n > 0
olan Legendre ¢oziik diigiimler toplam 2 tanedir ve donme sayilari ile birbirinden ayri-
lir. Sadece 2 tane olan Legendre ¢oziik diigiimler, d3(&,) = % olan agir1 dénen kontakt

3-kiire S? icerisinde bulundugundan diger asir1 dénen S®’ler icerisinde bulunmazlar.
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4 SONU(Q

Kontakt topolojide, ayni klasik degismezlere, yani ayni diigiim tipine, ayni Thurston-
Bennequin degismezi ve ayn1 donme sayisina sahip Legendre diigiimlerinin ayni ya da
farkli olup olmadigi temel bir problemdir. Bu tezde Legendre diigiimlerinin siiflan-
dirilmasinda kullanilan temel teknikler ¢aligilmigtir. Bu amacla en basit diigim tipi
olan ¢ozlik diiglimlerin Legendre temsillerinin simiflandirilmasi detayli incelenmistir.
Ozel olarak, standart tayt kontakt 3-kiire S® icerisindeki Legendre ¢oziik diigiimler ve
ds-degismezi d3(§) = % olan agsir1 dénen S? icerisindeki tiimleyeni tayt olan Legendre
¢oziik diigiimlerin simiflandirilmasi ¢aligilmigtir.

Tayt kontakt manifoldlarin igerisindeki Legendre diigiimlerinin siniflandirilmasi ile
agirt donen kontakt manifoldlar igerisinde tiimleyeni tayt olan Legendre diigimlerinin
siniflandirilma tekniklerinin benzer oldugu, benzer zorluklara sahip oldugu sonucuna
varimugtir. Iki durumda da yani diigiimlerin icinde bulundugu manifoldun tayt ya
da agir1 donen olmasi durumunda da Legendre diigiimiiniin tiimleyeni olan konveks
torus sinir bilegenine sahip olan sinir bilegenli manifoldun iizerindeki tayt kontakt ya-
pilarin simiflandirilmasinin bilinmesi gerekmektedir. Legendre diigiimiiniin diigiim tipi
¢oziik diigiim oldugunda ve manifold S* alindiginda; ¢oziik diigiimiin tiimleyeni, kat
torus S' x D? 'dir. Kat1 torus iizerindeki tiim tayt kontakt yapilarin simflandirilmas:
Grioux, Honda tarafindan yapilmigtir, [17], [18]. Tiimleyeni tizerindeki tayt yapilarm
simiflandirilmas: bilindiginden Legendre ¢oziik diigiimlerin siniflandirilmasi yapilabil-
migtir. Diiglim tipi ¢oziik diigiimden farkl alindiginda Legendre diigiimiin tiimleyeni
kat1 torustan farkli olacaktir. Bu nedenle ¢oziik diigiim digindaki diigiimlerin siniflandi-

rilmasinda zorluklar ¢ikabilir. Ayni teknikle ¢oziik diigiim digsinda bagka hangi diigiim

tipi siniflandirilabilir sorusu galigilacaktir.
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