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OZET

BAGIMSIZ BIiLESENLER ANALIZi iLE COKLU BAGLANTI
SORUNUNA BiR YAKLASIM

Nurbanu BURSA

Doktora, istatistik Boliimii
Tez Damismani: Prof. Dr. Hiiseyin TATLIDIL

Haziran 2019, 123 sayfa

Tez ¢alismasinda ilk olarak, ¢cok degiskenli istatistiksel bir yontem olmasina ragmen
istatistikte pek fazla bilinmeyen daha ¢ok miihendislik alaninda kullanilan Bagimsiz
Bilesenler Analizi konusu ayrmntili bir sekilde ele alinmis ve konuyla ilgili kisitli Tiirkce

literatiire katkida bulunulmustur.

Ikinci olarak ise coklu dogrusal regresyon analizinde sik karsilagilan sorunlardan biri olan
ve varsayim bozulumlarina neden olarak regresyon modeli {izerinde olumsuz etkilere
sebebiyet veren ¢oklu baglanti sorununa, Bagimsiz Bilesenler Analizi ile yeni bir ¢6ziim
oOnerisi getirilmistir. Béylece analizin mevcut kullanimlarmin yani sira farkli amaglar igin
de bir arag olarak kullanilabilecegi gdsterilmistir. Bu baglamda, ¢oklu baglanti sorununun

coziimiinde kullanilan Temel Bilesenler Regresyonu ve Kismi En Kiigiik Kareler



Regresyonu gibi yanli regresyon yontemlerinin isleyigine benzeyen, Bagimsiz Bilesenler
Analizi’'ne dayali yeni bir yontem gelistirilmistir. Yontemde, literatiirden farkli olarak
coklu dogrusal regresyon analizine dahil edilecek bagimsiz bilesenlerin se¢iminde,
entropi alanindaki bir kavram olan ortak bilgi miktarmin kullanimi Onerilmistir.
Gelistirilen yOntemin performansi, yapay ve gercek veriler {izerinde ayri ayri

degerlendirilmistir.

Sonug olarak, tez kapsaminda onerilen Bagimsiz Bilesenler Analizi’ne dayali yontem ile
coklu baglant1 sorununa ¢6zliim sunulabilecegi, regresyon analizindeki agiklanan
(bagiml) degisken i¢in diger yanl regresyon yontemlerine gore daha diisiik hata miktar1
ile tahmin ve Ongorii yapilabilecegi ve ayrica regresyon katsayilarmin daha diisiik

standart hatalar ile tahmin edilebilecegi belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Bagimsiz Bilesenler Analizi, Temel Bilesenler Analizi, Regresyon
Analizi, Coklu Baglant1 Sorunu, Temel Bilesenler Regresyonu, Bagimsiz Bilesenler

Regresyonu, Shannon Entropisi, Ortak Bilgi Miktari.



ABSTRACT

AN APPROACH TO MULTICOLLINEARITY PROBLEM WITH
INDEPENDENT COMPONENTS ANALYSIS

Nurbanu BURSA

Doctor of Philosophy, Department of Statistics
Supervisor: Prof. Dr. Huseyin Tatlidil

June 2019, 123 pages

In the first part of the thesis, although it is a multivariate statistical method, Independent
Components Analysis which is mostly used in the engineering field, which is not known
much in statistics, has been discussed in detail and has been contributed to the limited

Turkish literature.

Secondly, a new solution was proposed by Independent Components Analysis to the
multicollinearity problem, which is one of the most common problems in multiple linear
regression analysis, which caused the assumption distortions and caused negative effects
on the regression model. Thus, it has been shown that the analysis can be used as a tool
for different purposes in addition to its current uses. In this context, a new method has

been developed based on Independent Components Analysis, which is similar to the



operation of biased regression methods such as Principal Components Regression and
Partial Least Squares Regression used to solve multicollinearity problem. The novel
contribution of this method to the literature is that the use of mutual information, a
concept in the field of entropy, is proposed in the selection of independent components
to be included in multiple linear regression analysis. The performance of the developed

method was evaluated separately on artificial and real datasets.

As a result, it was determined that the proposed method based on Independent
Components Analysis can be used to solve the multicollinearity problem, estimation and
prediction can be made with lower error amount than other biased regression methods for
the explained (dependent) variable in the regression analysis, and regression coefficients

can be estimated with lower standard errors.

Keywords: Independent Components Analysis, Principal Component Analysis,
Regression Analysis, Multicollinearity Problem, Principal Component Regression,

Independent Component Regression, Shannon Entropy, Mutual Information.
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1. GIRIS

Bagimsiz Bilesenler Analizi (BBA); ¢cok degiskenli veriyi, altinda yatan esas yapiy1 daha
goriliniir yapacak bir sekle doniistiiren istatistiksel bir yontemdir. BBA ile ¢ok degiskenli
verinin, istatistiksel olarak birbirinden bagimsiz bilesenlerin dogrusal ya da dogrusal
olmayan birlesimleri seklinde ifade edilmesi saglanir (Hyvérinen, Karhunen ve Oja,

2001).

Gergek yasamdaki problemleri etkin bir sekilde ¢6zmesi sebebiyle BBA, son yillarda
sinyal isleme ve makine O0grenmesindeki bir dizi soruna uygulanan standart bir veri
analizi teknigi haline gelmistir (Shlens, 2014). BBA, bu alanlarda yaygmn olarak
kullanilmasma ve esasinda cok degiskenli istatistiksel bir yontem olmasina ragmen
istatistik alaninda pek fazla bilinmemesi nedeniyle, Temel Bilesenler Analizi (TBA)
kadar yogun olarak kullanilmamaktadir. Ozellikle istatistik alanindaki Tiirkge literatiir
incelendiginde, konuyla ilgili Ozdamar’m (2009) doktora tez calismasi haricinde bir

calisma bulunmadigi goriilmektedir. Bu durumun olusmasina,

e Mevcut ¢aligmalarda BBA’ ’nin arkasinda yatan istatistiksel yapinin tam olarak 6n
plana ¢ikarilmamasinin,

e TBA gibi benzer yontemlerle olan farkinin yeterince iyi agiklanmamasinin ve

e BBA uygulamalarmin ¢ogu zaman miihendislik alanina 6zgii verilerle sinirh

kalmasmin

neden oldugu diisiiniilmektedir. Bu sebeple doktora tez ¢alismasi, yukarida bahsi gegen
eksikliklerin giderilmesi ve kisith Tiirkge literatiire katkida bulunulmasi amaciyla BBA
iizerine kurulmustur. Bu baglamda ¢alismada, BBA nin istatistik alanindaki bilinirliginin
artirilmasi ve bunun i¢in de istatistikte sik karsilasilan mevcut bir soruna BBA’nin arag
olarak kullanildig1 yeni bir ¢6ziim Onerisinin sunulmasi hedeflenmistir. Boylece,
BBA’nin sinyal isleme ve makine 6grenmesi alanlarindan bagka, istatistik alan1 icerisinde
de farkli kullanim amaglarinin olabilecegi gosterilerek yeni ¢aligmalara dnciiliik edilecegi

diistiniilmektedir.



Calismanm izleyen ikinci boliimiinde Oncelikle, BBA modelinin gelisim siireci ve
uygulama alanlart hakkinda genel bilgiler aktarilmistir. Sonrasinda, BBA’nin daha iyi
anlasilabilmesi igin gerekli bazi matematiksel ve istatistiksel kavramlara yer verilmistir.
Bolim sonunda ise BBA’nin nigin ortaya ¢iktigimin mantiksal ¢ergevesinin daha iyi

kavranabilmesi amaciyla BBA’ ’nin ¢6ziim sundugu iki farkli problem incelenmistir.

Ugiincii boliimde; temel BBA modeli olarak bilinen modelden, modelin 6zelliklerinden,
modelin ¢6zlimii i¢in kullanilan algoritmalardan bahsedilmistir. Ayrica bu boliimde, ¢cok
degiskenli istatistiksel yontemlerden biri olan ve isleyis agisindan BBA’ya benzeyen

TBA’nin, BBA ile karsilastirilmasima ve 6rnek bir uygulamaya da yer verilmistir.

Dordiincii boliimde, ¢oklu dogrusal regresyon analizinde en ¢ok karsilasilan sorunlardan
biri olan ¢oklu baglanti sorunundan ve bu sorunun ¢oziimiinde kullanilan mevcut
yontemlerden bahsedildikten sonra, BBA’nin ¢oklu baglanti sorununun ¢éziimii i¢in nasil
kullanilabilecegine ve konu ile ilgili literatiir taramasina yer verilmistir. Bu baglamda,
coklu baglant1 sorununun ¢6ziimiinde kullanilan yanl regresyon yontemlerinden Temel
Bilesenler Regresyonu (TBR) ve Kismi En Kiigiik Kareler Regresyonu’na (KEKR)
isleyis olarak benzeyen BBA ya dayal1 yeni bir ydntem &nerilmistir. Onerilen yontemde,
literatiirden farkli olarak bagimsiz bilesenlerin se¢imi igin entropi alanindaki bir kavram

olan ortak bilgi miktar1 kullanilmustir.

Besinci boliimde, ¢oklu baglant1 sorununa sahip yapay ve gercek veriler ilizerinde
uygulamalar gergeklestirilmistir. Uygulamalarda goklu baglanti sorununu ¢6zmek igin
kullanilan yontemler ile BBA’ya dayali Onerilen yeni yontemin performanslari

karsilastirilmistir.

Altinci ve son boliimde ise uygulamalar kapsaminda elde edilen sonuglar hakkinda genel

degerlendirmeler yapilmis ve tezin katkilarina deginilmistir.



2. BAGIMSIZ BILESENLER ANALIZi iLE ILGILi GENEL
BILGILER

Bu bolimiin ilk kisminda, BBA’nin tarihgesine ve giin gectikce gelisen uygulama
alanlarma ait orneklere yer verilmistir. BBA, ¢ok degiskenli istatistiksel bir yontem
oldugu i¢in sonraki kisimda, konu igerisinde ihtiya¢ duyulabilecek istatistiksel
bagimsizlik, yiiksek dereceden istatistikler gibi bazi ¢ok degiskenli istatistiksel kavramlar
hatirlatilmistir. Son kisimda ise BBA’nin ¢ikis noktasini olusturan iki farkli problem ele

almmais ve sonraki boliimde anlatilacak olan BBA modeli i¢in bir zemin hazirlanmastir.

2.1. Bagimsiz Bilesenler Analizinin Tarih¢esi ve Uygulama Alanlar

Heniiz kullanilmaya baslandig1 yillarda BBA ismiyle anilmayan bu yontem, ilk kez
Hérault, Jutten ve Ans (1985) tarafindan, kasilan kaslarin hareketlerinin kodlanmasi i¢in
kullanilmistir. Bu c¢alismada sinir sisteminin, kaslarin kasilmasiyla danismansiz
(gbzetimsiz) bir 6grenme gergeklestirerek kasa gelen uyarmin agisini ve hizini belirledigi
gosterilmistir. Ancak; elde edilen sonuglarin Fransizca yayimlanmasi nedeniyle konu, bu
dénemde uluslararasi literatiirde yeterince yayginlasamamis ve konunun etkisi sadece
Fransiz arastirmacilarla sinirli kalmistir.  Sinyal isleme ve yapay sinir aglar1 lizerinde
calisan Fransiz arastirmacilar tarafindan sonraki yillarda yayimlanan ¢alismalarda bu
teknik, Hérault-Jutten modeli adiyla yer bulmustur. Jutten ve Hérault’un (1991a, 1991b,
1991c) ilerleyen yillarda Ingilizce olarak yayimladiklari calismalari ile konu, yavas yavas

tiim diinya tarafindan bilinir hale gelmistir.

BBA adi ilk kez Comon (1994) tarafindan yayimlanan bir ¢alismada kullanilmigtir. Bu
calismada ayrica, BBA’nin ilk kez kapsamli bir matematiksel formiilasyonuna da yer
verilmistir. 1990’11 yillarin ortasindan itibaren BBA konusuna olan ilgi artms; farkli BBA
modelleri, bu BBA modellerinin ¢6ziimiinde kullanilacak yeni algoritmalar gelistirilmis
ve BBA’nin kor kaynak ayristirmadan baska farkli amaglar i¢in de kullanilabilecegi
gosterilmeye baglanmugtir. 2000°li yillarin bagindan itibaren ise konuyla ilgili kitaplar
yayimlanmis ve “Independent Component Analysis and Signal Separation” ad1 ile konuya

ozel kongreler diizenlenmeye baglanmustir.



BBA giiniimiizde,

» Medikal goriintiilemede; beynin yaydig: sinyallerin kaynaklarinin bulunmasi ve

ultrasonografi sinyallerinin ayrigtirilmast,

(Ornek olarak bkz. Artoni, Delorme ve Makeig, 2019; Tierney, Wilkes ve Byram, 2019;
Baker ve ark., 2019)

» Jeolojide; sismik dalgalarin incelenmesi ve jeolojik haritalama,

(Ornek olarak bkz. Albert ve Bowman, 2018; de Lauro, Petrosino ve Falanga, 2018;
Cohen-Waeber ve ark., 2018)

+ Hata tespitinde; kalite kontrol siireglerinde karsilagilan hatalarin belirlenmesi,
(Ornek olarak bkz. Garcia-Bracamonte ve ark., 2018; Yu ve ark., 2018; Li ve Yan, 2018)

e Gorlintii  islemede; goriintiilerdeki  Oznitelik ¢ikarimi  ile  goriintilerin

netlestirilmesi ve karakterize edilmesi,

(Ornek olarak bkz. Lahaw, Essaidani ve Seddik, 2018; Wang ve Guo, 2019; Koush ve
ark., 2019)

* Telekomiinikasyonda; Ses sinyallerinin ya da radyo dalgalarinin ayristirilmast,
(Ornek olarak bkz. Jiang ve ark., 2017; Wang ve ark., 2018; Aveta ve ark., 2018)

» Ekonometride; finansal serilerin hangi faktorlerin birlesiminin etkisiyle

gerceklestiginin tespiti ve zaman serilerinin tahmini,

(Ornek olarak bkz. Gouriéroux, Monfort ve Renne, 2017; Chowdhury, Chakravarty ve
Hossain, 2018; Chen ve ark., 2019)

« Veri ve metin madenciliginde; boyut indirgeme ve kiimeleme,

(Ornek olarak bkz. Witten ve ark. 2016; Thomas, Zhu ve Romagnoli, 2018; Gultepe ve
Makrehchi, 2018)

« Biyoenformatik ve genetikte; mikrodizin analizi ile gen ekspresyonundaki esas

bilesenlerin belirlenmesi,
(Ornek olarak bkz. Zhou ve Altman, 2018; Kamal ve ark., 2018; Ghosh ve ark., 2019)

» Kimyada; gidalarin iiretim ya da analiz asamasinda kullanilan yakin kizilotesi

(NIR) spektroskopisindeki bilesenlerin analizi



(Ornek olarak bkz. Liu ve ark., 2018; Alves ve ark., 2019; Delaporte ve ark., 2019)

gibi amagclar i¢in yaygim olarak kullanilmaktadir.

Goruldigi tizere BBA ortaya ¢ikisindan giiniimiize kadar, hemen hemen biitiin bilim

dallarina hitap eden genis bir uygulama yelpazesine sahip hale gelmistir.

2.2. Bagimsiz Bilesenler Analizine Onciiliik Eden Iki Problem

BBA; ¢ok degiskenli verilerin altta yatan faktorlerini ya da bilesenlerini bulmak i¢in
kullanilan istatistiksel bir yontemdir. Hem istatistiksel olarak birbirinden bagimsiz hem
de normal olmayan bilesenleri aramasi, BBA’y1 diger yontemlerden ayiran en dnemli
Ozellik olarak 6n plana ¢ikmaktadir. BBA nin asil ¢ikis noktasi; kor kaynak ayristirma
problemine ¢6ziim bulmak gibi goziikse de, temelinde ¢ok degiskenli verinin daha iyi bir

temsilinin bulunmas1 yatmaktadir (Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001).

2.2.1. Cok Degiskenli Verinin Temsili Problemi

Istatistik ve ilgili alanlardaki problemlerden biri de, ¢ok degiskenli verinin uygun bir
temsilinin ya da gosteriminin nasil bulunacagidir. Burada temsilden kasit; veriyi, esas
yapist daha goriiniir (ulasilir) olacak sekle doniistiirmektir. Iyi bir temsil; veri
madenciligi, agiklayict veri analizi, sinyal isleme gibi pek ¢ok yontemin esas amacidir

(Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001).

Cok degiskenli verinin temsili problemini bir 6rnek iizerinde agiklamak igin, birlikte

gbzlemlenen ve birka¢ degiskenden olusan bir veri kiimesi diisiiniilsiin. Degiskenlerin
sayist, p, gdzlemlerin sayisi; T, veriler; X.(t), i=1,...p ve t=1..,T ile gosterilsin.
Burada p ve T boyutlar1 ¢ok biiyiik olabilir. “Veri kiimesinin, k < p olmak {izere p
boyutlu uzaydan k boyutlu uzaya doniisiimiinii saglayan ve doniistiiriilmiis degiskenlerin
(verideki esas yapiyr anlatan altta yatan faktorlerin ya da bilesenlerin) verideki sakli
bilgiyi verdigi fonksiyon ne olabilir?” sorusunun cevabi, ¢cok degiskenli verinin iyi bir
temsilini verecektir. Bu soruyu matematiksel olarak ifade etmek ig¢in, Esitlik 2.1

kullanilabilir:



yi(t)=ZWinj(t)i=1 ..... K j=1..p (2.1)

Burada, yorum ve hesaplama kolayligi agisindan dogrusal fonksiyonlar géz oniinde
bulundurulmustur. Bu yiizden Y; ile gosterilen her bilesen, gozlenen degiskenlerin
dogrusal bir birlesimi olarak ifade edilmistir. Burada W; ’ler, gozlenen degiskenlerin

temsilini ifade eden agirlik katsayilaridir. Ayni problem, matris-vektor gosterimi ile de
Esitlik 2.2°deki gibi ifade edilebilir:

Y. (t) % (t)
Y, (t) X, (t)

.o l=w| . (2.2)
Y, () X, (1)

Esitlik 2.2°de her bir x(t), t=1,..., T bir rasgele degiskenin 6rneklemidir. W matrisi, Y;

doniistliriilmiis  bilesenlerinin  istatistiksel —6zellikleri  kullanilarak  belirlenebilir

(Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001).

W matrisini belirlemek i¢in kullanilan bir yontem, Y, bilesenlerinin sayismni smirlamak
ve Y, 'nin verideki bilgiyi olabildigince fazla icermesini saglayacak sekilde VY; ’yi

belirlemektir. Bu yontem ayni zamanda, Temel Bilesenler Analizi’ne ve Faktor

Analizi’ne onciiliik eder (Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001).

W matrisinin belirlenmesinde kullanilan bir bagka yontem ise bagimsizliktir. Buna gore,
Y, bilesenleri istatistiksel olarak bagimsiz olacak sekilde W matrisi belirlenmelidir.

Bagka bir ifadeyle, herhangi bir bilesenin degeri, diger bilesenlerin degerleri hakkinda
bilgi vermemelidir. Aslinda FA ve TBA’da elde edilen faktorler ve bilesenler de
bagimsizdir; ancak bu kismen dogrudur. Ciinkii bu yontemler, verinin normal dagildigimni
varsayar. Veri normal dagiliyorsa bagimsiz bilesenleri elde etmek kolaydir. Bunun
nedeni, normal dagilan verilerde iligkisiz bilesenlerin her zaman bagimsiz olmasidir.
Gergekte ise veri, cogu zaman normal dagilim gostermez. Bu da BBA nin ¢ikis noktasini

olusturur (Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001).



2.2.2. Kor Kaynak Ayristirma Problemi

Cok degiskenli verinin iyi bir temsilini bulma problemi, sinyal isleme alaninda da ¢ok
karsilasilan bir problemdir. Sinyal islemede karsilasilan bu problemi bir 6rnek iizerinde
aciklamak i¢in bazi fiziksel nesneler ya da kaynaklar tarafindan birtakim sinyallerin
yayildig1 bir durum diisliniilsiin. Bu fiziksel kaynaklar; beynin farkli alanlarindan yayilan
elektrik sinyalleri, ayn1 odada konusan insanlardan yayilan konusma sinyalleri veya cep
telefonlarindan yayilan radyo dalgalar1 olabilir. Boyle bir ortamda pek ¢ok alict oldugu
varsayilirsa, bu alicilar farkli pozisyonlarda oldugu i¢in her kayit, orijinal kaynak
sinyallerinin farkli agirliklarla karigimindan olusur. Bu agirliklar, alicilarin kaynak

sinyallere olan uzakliklarina bagl olarak degisir (Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001).

Benzer bir durumu matematiksel olarak ifade etmek igin sadece 3 tane kaynak sinyal ve

3 tane de goOzlenen sinyal oldugu varsayilsin. t zamaninda gozlenen sinyaller
X, (1), X,(t), X;(t) ve orijinal sinyaller de s,(t), s,(t), S,(t) ile gosterilsin. X(t), Esitlik
2.3’teki gosterildigi gibi kaynaklar ile alicilar arasindaki uzakliga bagl olan a;
katsayilar1 ile S;(t) "lerin agirlikh toplamlarina esittir. Esitlik 2.3’teki &; ’ler esasinda
karisim agirliklarini veren sabit katsayilardir. Fiziksel karigim sisteminin tiim 6zellikleri
bilinmediginden a; degerlerinin de bilinmedigi varsayilir. Ayrica s; kaynak sinyalleri de
dogrudan kaydedilemedikleri i¢in bilinmemektedir.

X (t) = a,,8, (1) +a,,8, (1) +a,55,(t)
X, (t) = 2,8, (1) + 25,8, (1) + 8,85 (t) (2.3)

X, (t) = a,,S, (1) + a,S, (t) + a,s, (t)

Gozlenen X (t), X,(t), X,(t) karigimlarindan, kaynak sinyallerin bulunmaya g¢alisilmasi
kor kaynak ayristirma problemi olarak adlandirilmaktadir. Kor kelimesinin kullanilma
sebebi, kaynak sinyaller hakkinda herhangi bir sey bilinmemesidir. a; karigim
katsayilarindan olusan matrisin tersi alimarak W matrisi bulunabilir ve s, ’ler Esitlik
2.4’teki gibi ayristirilabilir:

S, (1) = W, X, (1) + W, X, (1) + WX, (t)

S, (1) = Wiy X, (1) + Wiy X, (1) + W X5 (t) (2.4)
S3 )= W1 X 0+ W3, X, )+ Ws3X3 ®



Bu durumda problem, verinin iyi bir temsilini bulan Esitlik 2.1’¢ benzemektedir.
Buradaki her bir x;(t), t=1,...,T sinyali, X raslanti degiskeninin bir 6rneklemi olarak

diistiniilebilir (Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001).

Kaynak ayristirmada w; katsayilarmin tahmini i¢in genel istatistiksel 6zellikler kullamilir

ve sinyallerin istatistiksel olarak birbirlerinden bagimsiz olmalar1 yeterlidir. Bu sebeple,

sadece istatistiksel bagimsizlik bilgisini kullanan algoritmalar ile W katsayilar matrisi
tahmin edilebilir. Esitlik 2.5°teki Y, Y,, Y; sinyalleri bagimsiz ise orijinal S;, S,, S,
kaynak sinyallerine esittirler.

Y, (1) = Wy, X, (1) + W, X, (1) + W, X, (1)

Yo (t) = Wiy X, () + W, X, (1) + Wig Xy (1) (2.5)
Y3 (1) = Wy (1) + Wi, X, (1) + WXy (1)

Bu nedenle, kaynak ayristirma probleminde kaynak sinyaller, veri kiimesinin bagimsiz

bilesenleri olarak da adlandirilir (Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001).

2.3. Bagimsiz Bilesenler Analizi icin Gerekli Bazi Matematiksel ve Istatistiksel

Kavramlar

BBA’nin tam olarak anlasilabilmesi i¢in, 6zellikle istatistikte ve matematikte yer alan
baz1 temel kavramlarin gézden gecirilmesi 6nem arz etmektedir. Bu sebeple bu kisim,
cok degiskenli istatistiksel kavramlara, optimizasyon teorisine ve bilgi kuramiyla ilgili
temel tanimlara ayrilmigtir. Tez ¢alismasinda degiskenler; kiigiik harflerle, vektorler;

kalin kii¢lik harflerle, matrisler ise kalin biiyiik harflerle gdsterilmistir.

2.3.1. Cok Degiskenli Istatistiksel Kavramlar

BBA’nin temeli, ¢cok degiskenli verinin temsiline dayandigi i¢in analizde raslanti
degiskenleri yerine raslant1 vektorleri ile islem yapilmaktadir. Bu sebeple bu kisimda,

raslant1 vektorlerine dair istatistiksel 6zelliklerden bahsedilmistir.



2.3.1.1. Raslant1 Vektoriiniin Dagilim

x, Esitlik 2.6°daki® gibi X, i=12,...,n siirekli raslant1 degiskeninden olusan bir raslanti

vektorii olmak {izere, x ’in birikimli dagilim fonksiyonu Egsitlik 2.7°deki gibi

tanimlanmistir:
x:(xl,xz,...,xn)T (2.6)
F(Xo) = P(X<X,) (2.7)

Esitlik 2.7; x vektoriiniin her bir bileseninin, X, vektoriiniin bilesenlerinden kiigtik ya da

esit olma olasiligini vermektedir ve tek degiskenli birikimli dagilim fonksiyonuyla benzer

ozelliklere sahiptir. Her bir bilesen i¢in azalmayan bir fonksiyon olup, aldigi degerler

0<F,(X) £1 araligindadir. x vektdriiniin biitiin bilesenleri sonsuza yaklasirken F, (X),

tist sinir1 olan 1°e ulasir ve herhangi bir bileseni x. — —oo iken F (x) =0 olur.

x’in ¢ok degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonu f, (X), F, (X)’in x vektdriiniin biitiin
bilesenlerine gore tiirevinin alinmasiyla Esitlik 2.8’deki gibi elde edilir. Benzer sekilde

f, (X)’ten F (X) e de Esitlik 2.9°daki gibi bir gecis mevcuttur:

00 @

f (X)) =~——— F 2.8

(%) ox, Ox, O < (28)
) %01 X0,2 Xo.n

F.(X,) = j f (X)dx = j j j f (X)X, ...dx,dx, (2.9)

Tek degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonunda oldugu gibi, ¢ok degiskenli olasilik
yogunluk fonksiyonunda da Esitlik 2.10 gegerlidir:

T f,(x)dx=1 (2.10)

n boyutlu x raslanti vektorii ile m boyutlu y raslanti vektoriiniin bilesik dagilim

fonksiyonu ise Esitlik 2.11°den yola ¢ikilarak Esitlik 2.12°deki gibi bulunmaktadir.

! Esitlikteki T, transpoz islemini gostermektedir. Calismada tiim vektdrler, aksi belirtilmedigi siirece
stirekli raslanti degiskenlerinden olusan siitun vektorii olarak ele almmistir.

9



Burada X, ve Yy,, swrasiyla x ve y raslanti vektorleri ile ayni boyuta sahip sabit

vektorlerdir.

Fry (X0, Y0) =P(X <Xy, Y <) (2.11)
Foy0.¥0) = [ [ 1, (& m)dnde (2.12)

Ayrica, x Ve Y raslanti vektorlerinin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu f,  (X,,Y,),
bilesik dagilim fonksiyonu F, (X,,Y,) 'nin x ve Yy raslanti vektorlerinin tiim

bilesenlerine gore tiirevinin alinmasi ile tanimlanabilir. x ve y raslant1 vektorlerinin
marjinal yogunluk fonksiyonlar1 ise bilesik olasilik yogunluk fonksiyonunun diger
raslant1 vektoriine gore integrali alinarak Esitlik 2.13 ve Esitlik 2.14’teki gibi elde edilir
(Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001).

f,00= ] f,,E&ndn (2.13)
L) = f,End (2.14)

2.3.1.2. Beklenen Deger ve Momentler

x raslant1 vektoriinden herhangi bir g(x) tiiretilsin. g(x) burada skaler, vektor ya da

matris olabilir. g(x) ’in beklenen degeri Esitlik 2.15’teki gibi elde edilir:

E{g0)} = [ g00f, (x)dx (2.15)
Iki farkli raslant1 vektoriiniin bilesik dagilimlarinm beklenen degeri ise

E{gxy)}= | [ 9(xy)f,, (xy)dydx (216)

—00 —00

seklindedir.
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Genellikle x raslant1 vektoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonu bilinmez; ancak x
raslant1 vektoriinden elde edilmis olan K biiyiikligiinde X;,X,,...,X, O6rneklemi bilinir.
Raslant1 vektoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonunun bilinmemesine ragmen beklenen

degerin, bu oOrneklem degerleri kullanilarak Esitlik 2.17°deki gibi tahmin edilmesi

mimkiindir:
E{g(x)}z%ji:g(xj) (2.17)

Beklenen degerin en biiyiik avantaji, Esitlik 2.17°de de gosterildigi gibi olasilik yogunluk
fonksiyonlar1 agisindan tanimlanmus olsalar bile, dogrudan verilerden de tahmin edilebilir
olmalaridir. Benzer sekilde x ve y raslanti vektorlerinin bilesik dagilimlari i¢in K
bityiikliiginde (X, Y;),(X;,Y, )i (X¢,Yi ) 6rneklem giftinin bilinmesi durumunda da

beklenen deger,

E{g(xy)}= ig(xj,yj) (2.18)

bi¢iminde elde edilebilir.

Beklenen degerin sahip oldugu bazi énemli 6zellikler mevcuttur. Bunlardan bazilar
asagida verilmistir:

e Dogrusallik
X.;1=1,...,m farkl raslant1 vektorleri kiimesini, a;i=1,...,m de rasgele olmayan bazi

skaler katsayilar1 gostersin. Bu durumda Esitlik 2.19 gecerlidir.

E{gaixi}:gaﬁ{xi} (2.19)

e Dogrusal Doniistim
X, mx1 boyutlu raslanti vektoriinii, A ve B ise swrasiyla kxm boyutlu ve mxI

boyutlu matrisleri gostersin. Bu durumda Esitlik 2.20 yazilabilir.
E{Ax}=AE{x}, E{xB}=E{x|B (2.20)

e Degismezlik
y =g(X), x raslant1 vektoriiniin vektor degerli bir fonksiyonu olsun.
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[ ¥f,)dy = [ 909 1, (x)dx (2:20)
Esitlik 2.21°den goriildigii tizere, integraller farkli olasilik yogunluk fonksiyonlari igin
uygulanmalarma ragmen sonug E{Y} = E{ g(x)} olmaktadir (Hyvérinen, Karhunen ve

Oja, 2001).

e Ortalama Vektorii ve Korelasyon Matrisi

X raslant1 vektoriiniin momentleri?, x raslant1 vektoriinii karakterize etmekte kullanilan
beklenen degerlerdir. x raslanti vektoriiniin birinci dereceden momenti, ortalama
vektoriidiir® ve Esitlik 2.22°deki gibi ifade edilir:

n,=E{x}= j xf (x)dx (2.22)

—00

f, (x), X’ in I. bileseninin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu olmak iizere, n

boyutlu p, vektoriiniin her bir bileseni Esitlik 2.23’teki gibi hesaplanir:

i, =E{x} = [ %000 = [ xF, (x)dx (2.23)

Bir diger 6nemli momentler kiimesi ise x raslant1 vektoriiniin bilesen ciftleri arasindaki

korelasyonlardan (iligkilerden) olusur. x ’in i. ve j. bilesenleri arasindaki T,

korelasyonu, ikinci dereceden moment kullanilarak

= E{xixj} = T xX; f, (x)dx = T T X X; B, (%, X Jaxdx; (2.24)

—00 —00

bigiminde hesaplanir. Korelasyonlar, negatif ya da pozitif olabilir.

r; korelasyon giftlerinden olusan nxn boyutlu korelasyon matrisi ise

2 Sonraki boliimlerde momentler konusu daha ayrimtili olarak anlatilacaktir.
% Gerektigi takdirde veriden, tahmin edilen ortalama vektoriiniin ¢ikarilmasi ile verinin 0 ortalamali olmasi
saglanir. Bu 6zellik, BBA’da verinin hazirlanmasinda bir 6nislem adimi olarak ¢ogu kez kullanilmaktadir.

12



R, =E{x'} (2.25)
seklindedir. Korelasyon matrisinin bazi 6nemli 6zellikleri soyledir:

> Simetrik bir matristi: R, =R |

> Yari pozitif tammlidir: a’R,.a>0 (a, n boyutlu vektér)

» R, ’in biitiin 6zdegerleri gercel ve negatif degildir.

e Kovaryans Matrisi

x’in nxn boyutlu kovaryans matrisi Esitlik 2.26daki gibidir:
z, =E{(x-m)(x-n)} (2.26)

Kovaryans matrisinin elemanlar1 olan oy ’ler, Esitlik 2.27°de de goriildiigi gibi 1

korelasyonlarina karsilik gelen merkezsel momentlerdir.
oy = E{04 = 14)(X; — 1))} (2.27)

Kovaryans matrisi, korelasyon matrisi ile ayn1 6zelliklere sahiptir. Her ikisi de ikinci

dereceden istatistikleri kullanarak raslant1 degiskenleri arasindaki iligskiyi 6lger.

Korelasyon matrisi, beklenen degerin 6zelliklerinden yararlanarak kovaryans matrisi

cinsinden Esitlik 2.28’deki gibi yazilabilir. Ayrica ortalama vektorii p, =0 oldugunda,

korelasyon ve kovaryans matrislerinin birbirine esit olacagi Esitlik 2.28’den

goriilmektedir.

R, =X +pn’ (2.28)

Bilesik dagilimlar igin ise sirasiyla Esitlik 2.29 ve Esitlik 2.30°daki ¢apraz korelasyon ve

capraz kovaryans matrisleri kullanilir. Eger x ve y raslant1 vektorlerinin ortalama

vektorleri O ise ¢apraz korelasyon ve ¢apraz kovaryans matrisleri birbirine esit olur.

R, =E{xy'} (2.29)

L, =E{x-m)-n)"} (2.30)
13



Burada, x ve y raslant1 vektorlerinin boyutlar1 farkli olabilir. Bunun i¢in ¢apraz

korelasyon ve c¢apraz kovaryans matrislerinin kare matris olmasi gerekmemektedir.
Ayrica, ¢apraz korelasyon ve kovaryans matrislerinin tanimlar1 geregi Esitlik 2.31 de

yazilabilir.

R. =R, £ =x' (2.31)

Ayn1 boyutlu x ve y raslanti vektdrlerinin toplamlarinin kovaryans matrisi ise Esitlik

2.32°deki gibidir (Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001):

X, =L +X +X +X (2.32)

2.3.1.3. iliskisizlik ve Beyazhk

X ve Y raslant1 vektorleri arasinda korelasyon yok ise Esitlik 2.33’te goriilen capraz

kovaryans matrisleri 0 matrisine esittir. Bu durum, iliskisizlik ya da korelasyonsuzluk

olarak adlandirilir ve Esitlik 2.34’teki gibi yazilabilir:

z, =E{(x-p)y-n) =0 (2.33)
R, =E{xy"|=E{}E{y"}=pn,’ (2.34)
[liskisizlik, x ve Y raslant1 degiskenleri i¢in ise

o, = E{(x=1,)(y—12,)} =0 (2.35)

ry =E{xy} =E{x}E{y} = 1,1, (2.36)

seklinde ifade edilebilir. x raslant1 vektoriiniin bilesenleri karsilikli olarak korelasyonsuz

ise bu durumda kovaryans matrisi Esitlik 2.37’deki gibi olur:
z, =E{(x-pn)(x-p) }=D (2.37)

Burada D = kds(o} 0} ,...,0% ), nxn boyutlu ksegen matristir ve elemanlar1 X ’in X;

bilesenlerinin o = E{(xi — f, )2} varyanslarmdan olusur.

14



0 ortalama ve birim kovaryans (ve bu yilizden korelasyon) matrisine (sabit bir varyans
terimiyle carpilmis da olabilir) sahip raslant1 vektorleri, beyazdirlar. Beyaz raslanti

vektorleri i¢in Esitlik 2.38°deki kosullar saglanir. Burada |, nxn boyutlu birim matristir.
p,=0, R, =X =I (2.38)

Matrislerin beyaz hale getirilmesine, beyazlatma (whitening) denir. Beyazlik,
iligkisizligin  6zel bir halidir ve beyazlik o6zelligi, ortogonal doniisiimlerden

etkilenmemektedir. Bu 6zellik, matematiksel olarak asagidaki gibi ifade edilebilir:

Esitlik 2.39°daki gibi nxn boyutlu T matrisiyle tanimlanan ortogonal doniisiim, X
raslant1 vektoriine uygulansin. Ortogonal bir T matrisi, n boyutlu uzayda normlar1 ve

uzakliklar1 koruyan bir déndiirmeyi (koordinat eksenlerinin degisimi) belirtir.
y=Tx, TT=TT' =1 (2.39)
X, beyaz bir raslant1 vektori ise Esitlik 2.40 ve Esitlik 2.41 elde edilir:

n, =E{Tx} =TE{x}=Tn, =0 (2.40)

X, =R, =E{Tx(Tx)" | =TE{xx"} T = TR, T" =TT =1 (2.41)

y

Esitlik 2.40 ve Esitlik 2.41°e gore y vektorii de beyazdir. Dolayisiyla, beyazlik

Ozelliginin ortogonal doniisiimler altinda korundugu sdylenebilir (Hyvirinen, Karhunen

ve Oja, 2001). Beyazlatma islemi, BBA’da oldukga kullanisl bir 6n hazirlik agsamasidir.

2.3.1.4. istatistiksel Bagimsizhk

BBA’nin temelini olusturan anahtar kavram, istatistiksel bagimsizliktir. Basitlik
acisindan ilk olarak iki farkli x ve y raslant1 degiskenleri ele alinsin. Bu iki raslanti
degiskeni birbirinden bagimsiz ise birinin degerini bilmek, digerinin degeriyle ilgili
herhangi bir bilgi vermez. Matematiksel olarak ise istatistiksel bagimsizlik, olasiliklar ile

tanimlanabilir. Eger Esitlik 2.42°deki kosul saglaniyor ise “x ve Yy bagimsizdir.” denir.
f, 06 y) =100 f,(y) (2.42)

Buna esdeger olarak, esitlikteki olasilik yogunluk fonksiyonlar1 ¢arpanlarina ayrilabilen
birikimli dagilim fonksiyonlariyla da degistirilebilir. Ayrica, bagimsiz degiskenler Esitlik
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2.43’teki temel 6zelligi saglarlar. Burada g(x) ve h(y), integrali alinabilir herhangi iki

fonksiyondur.

E{00N)} = | [ 9001, (x, y)ixdy

—00 —00

= T g(x) fx(x)de h(y) f, (y)dy (2.43)

=E{g(x)}E{h(y)}

Esitlik 2.43, istatistiksel bagimsizligin iligkisizlikten ¢ok daha giiclii bir 6zellik oldugunu
ortaya ¢ikarir. Ciinkii daha Once iliskisizligi agiklayan Esitlik 2.34, g(x) ve h(y) ’nin
dogrusal fonksiyonlar oldugu 6zel durum i¢in Esitlik 2.41°deki bagimsizlik 6zelliginden
elde edilmisti. Ancak raslanti degiskenlerinin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu

normal dagilima sahip ve iligkisizler ise ayni zamanda bagimsizlik 6zelligini de saglarlar.

Iki raslant1 degiskeninin bagimsizligi, raslant1 vektorleri i¢in de genellestirilebilir.

X,Y,Z,...; farkli boyutlara sahip raslant1 vektorleri olsun. X,Y,z,... i¢in bagimsizlik kosulu

Esitlik 2.44’ten ve sagladiklar1 temel Ozellik de Esitlik 2.45’ten goriilmektedir
(Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001):

foyo. (Xy.2,.) =) f, () f,(2)... (2.44)

E{gX (x)g,(y)g, (z)} =E{g, (x)} E{gy (y)} E{g,(2)}- (2.45)

2.3.1.5. Kosullu Dagihimlar ve Bayes Kurah

“y, sabit degerine sahip Yy raslant1 vektorii verildiginde, X raslant1 vektoriiniin olasilik

13

yogunluk fonksiyonu nedir?” veya “ X, sabit degerine sahip X raslanti vektorii

verildiginde, Y raslant1 vektoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonu nedir?” sorularinin

cevaplarini kosullu dagilimlar verir ve

oy ()
f,(¥)

f,(XY)

f ) (2.46)

fy (X1Y) = By 1X) =

16



seklinde ifade edilirler. Burada y, yada X, genellikle, y ve x vektorlerindeki belirli bir
degerdir. x ve Yy raslanti vektorleri istatistiksel olarak birbirlerinden bagimsiz ise

fy (X]y) kosullu dagilimi x’in kosulsuz f,(X) dagilimma, f,(y|x) kosullu dagilimi

yix

da y 'nin kosulsuz f (y) dagilimma esittir.

Esitlik 2.46°dan x ve Y ’nin bilesik dagilimi Esitlik 2.47°deki gibi yeniden yazilabilir.
Esitlik 2.47°den hareketle Bayes Kurali olarak bilinen Esitlik 2.48 elde edilir. Esitlik 2.48

ile y’nin f (y) Onseldagilimi bilindiginde, X raslanti vektdriiniin verilen 6zel bir degeri

icin Y ’nin f, (y|X) sonsal dagilimi hesaplanabilir.

fy(XY)= fy:y X[y) f, (y) = £ (y [%) f,(X) (2.47)
fuly -2 @49
Ayrica, kosullu dagilimlar icin kosullu beklenen degerler de

= (o)) = [ o(en)t Elvee 2.49)
E{g (x,y)} = E{E{g (x,y)|y}} (2.50)

bi¢iminde bulunabilir (Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001).

2.3.1.6. Cok Degiskenli Normal Dagilim

nx1 boyutlu x raslanti vektorii normal dagilima sahip ise X ’in olasilik yogunluk
fonksiyonu Esitlik 2.51°deki gibidir:

f (x)

X

1 T
- CS(x—p ) Y (x— 251
e (o n ) eXp[ S (x=m) 27 (x ux)j (2.51)

I, ; X’in ortalama vektoriinii, X, ise kovaryans matrisini gostermektedir.

Cok degiskenli normal dagilim i¢in bazi1 6zellikler su sekilde siralanabilir:
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e Cok degiskenli normal dagilimin yazilabilmesi i¢in X raslant1 vektoriiniin sadece
birinci dereceden (p, ) ve ikinci dereceden (X, ) istatistiklerinin bilinmesi yeterlidir.
Biitlin yiiksek dereceden momentleri sadece p, ve X, ’e baghdir ve diger momentlerin
bilinmesi yeni bir bilgi getirmez. Bu sebeple, normal dagilan bir veri i¢in birinci ve ikinci

dereceden istatistiksel bilgiye dayali yontemler yeterlidir.

e Eger x raslanti vektorii normal dagiliyor ise X ’in dogrusal bir doniisiimii olan

y =AXx de p, =Ap, ortalama vektorii ve £ = AX A" kovaryans matrisi ile normal
dagilir.

e Bilesik normal dagilima sahip raslanti vektorlerinin marjinal ve kosullu

dagilimlar1 da normal dagilim gosterir (Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001).

Bilindigi tizere raslant1 degiskenleri iligskisiz olmalarina ragmen bagimsiz olmayabilirler.
Ancak ¢ok degiskenli normal dagilima sahip raslanti vektoriiniin iliskisiz olan bilesenleri,

ayni zamanda bagimsizdir (Eaton, 2007). Cok degiskenli normal dagilimin kovaryans

matrisi X, kosegen bir matris degil ise x raslant1 vektoriiniin bilesenleri birbirleriyle

iliskilidir (Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001).

2.3.1.7. Merkezi Limit Teoremi

Bagimsiz ve ayni dagilima sahip k tane standart raslanti degiskenin toplaminin ya da
aritmetik ortalamasmm dagilimi, k — oo iken 0 ortalamali ve birim varyansli normal
dagilima yakinsar. Bu sonug, merkezi limit teoremi olarak bilinir. Merkezi limit teoremini
raslanti vektorleri i¢in de diistinmek miimkiindiir. Eger k tane z; raslanti1 vektorleri, ortak
bir p, ortalama vektorii ve X, kovaryans matrisi ile bagimsiz ve ayni dagilima sahip ise
k — oo i¢in Esitlik 2.52’de goriilen Yy, raslant1 vektorii, O ortalama ve X, kovaryans

matrisi ile ¢ok degiskenli normal dagilima sahiptir.

1 K
Vo= 2z @52)

i=1
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2.3.1.8. Doniisiimlerin Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

n boyutlu x ve y raslant1 vektorleri arasinda Esitlik 2.53’teki gibi bir doniisiim olsun ve

bu doniisiimiin Esitlik 2.54°teki gibi elde edilebilir tek bir tersi olsun.
y=9(x) (2.53)

X=9"(y) (2.54)

Bu durumda Yy ’nin olasilik yogunluk fonksiyonu Esitlik 2.55’teki gibi x ’in olasilik

yogunluk fonksiyonundan elde edilir.

f,(v)

y) = f(7 () 295
det3g (7)) (259

Esitlik 2.55°te Jg , Jakobiyen matristir ve elemanlar: Esitlik 2.56’daki gibidir. g; () ise

g (x) vektor fonksiyonunun j. bilesenidir.

10g,(9)  9g,(¢)  9g,(X) ]

0%, 0%, 0%,
0g,(x)  09,(x) . 99,(%)

Jg(x)=| ox, X, X, (2.56)

09,(X) ag,(x)  9,(x)
OX OX OX

n n n

Eger x ve y arasindaki doniisiim dogrusal ve tekil degil ise baska bir ifadeyle; y = Ax

ve X = Ay seklinde ise Esitlik 2.55, Esitlik 2.57’ye doniisiir. Daha dnce de belirtildigi
gibi Esitlik 2.55’teki x raslant1 vektorii cok degiskenli normal dagilima sahip ise Y

raslant1 vektorii de ¢ok degiskenli normal dagilima sahip olur (Hyvérinen, Karhunen ve
Oja, 2001).

1 4
f,(y) = et Al f,(A7Y) (2.57)
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2.3.1.9. Yiiksek Dereceden istatistikler

Yiiksek dereceden istatistikler, iki ve daha yiiksek dereceden istatistikleri kapsamaktadir.
Genel olarak BBA’da momentler ve kiimiilantlar, yliksek dereceden istatistikler olarak

kullanilmaktadirlar.

e Momentler

x raslanti degigskeninin j. merkezsel olmayan momenti ve j. merkezsel momenti

sirasiyla Esitlik 2.58 ve Esitlik 2.59’daki gibidir.

a; =E{x} = T Ff(O)de, jE12,.. (2.58)

m;, =E{(x-a)’}| = T(;—ux)j f(OdS, 712, (2.59)

Birinci merkezsel olmayan moment «, ; x ’in ortalamasi, ikinci merkezsel olmayan
moment ¢, ise x’in ortalama giiciidiir. Birinci merkezsel moment anlamsiz iken, ikinci

merkezsel moment ise varyansa esittir. Ugiincii merkezsel moment olan garpiklik, olasilik
yogunluk fonksiyonunun simetrikligi hakkinda bilgi verir. Dordiincli dereceden yiiksek
momentler ve istatistikler ise uygulamalarda nadiren kullanilir. Bazi BBA

algoritmalarinda kolay hesaplanmasindan dolay1 dordiincti merkezsel olmayan moment

a, = E{X4} kullanilmaktadir. Bir¢ok uygulamada, kullanigli 6zelliklerinden dolay:

dordiincii merkezsel moment g, = E{(x — U, )4} yerine basiklik olarak adlandirilan

dordiincii dereceden istatistik kullanilmaktadir. Ortalamanin sifir oldugu durum igin

basiklik,
bas(x) = E{x*} —B[E{xz}}2 (2.60)

seklindedir. Esitlik 2.60 yerine Esitlik 2.61°deki normalize edilmis basiklik da

kullanilabilir.
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bas(x) = ﬂ—S (2.61)

Beyazlatilmig veriler i¢in E{XZ} =1 olacagindan, basikligin her iki versiyonu da beyaz
veriler icin Esitlik 2.62’ye doniisiir. Bu sebeple, beyaz veriler i¢in x ’in dagilimimi
karakterize ederken basiklik yerine, dordiincii moment kullanilabilir.

bas(x) = #(x) = E{x"} -3 (2.62)

x Ve Y raslant1 degiskenleri istatistiksel olarak bagimsiz ise basikliklar1 i¢in Egitlik

2.63’teki toplanabilirlik 6zelligi gecerlidir. Bu 6zellik, dordiincii merkezsel olmayan

moment i¢in gecerli olmadigimdan momentler yerine kiimiilantlar daha kullanighidir.

bas(x + y) = bas(x) + bas(y) (2.63)

Herhangi bir skaler g parametresi i¢in basiklik ayni zamanda Esitlik 2.64’teki 6zellige

de sahiptir.

bas(fx) = B*bas(x) (2.64)

Basiklik, raslant1 degiskeninin normal dagilip dagilmadigin1 belirlemek ic¢in
kullanilabilecek en basit istatistiktir.* x raslanti degiskeni normal dagilima sahip ise
basiklik degeri O olur. Eger x raslant1 degiskeni negatif basiklik degerine sahip ise
normal dagilima gore daha az basik (subgaussian), pozitif basiklik degerine sahip ise de
normal dagilima gére daha dik (supergaussian) bir dagilima sahip olur (Hyvérinen,
Karhunen ve Oja, 2001).

¢ Kiimiilantlar

x ’in gercek degerli, 0 ortalamali, f, (X) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir

raslant1 degigskeni oldugu varsayilsin. x ’in birinci karakteristik fonksiyonu, olasilik

4 Basiklik, BBA’da elde edilen bagimsiz bilesenlerin normal olup olmadiginin tespitinde sikga
kullaniimaktadir.
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yogunluk fonksiyonunun siirekli Fourier doniisiimii seklinde Esitlik 2.65°teki gibi

yazilabilir:
p(w) = E{exp(iox)} = T exp(iox)f, (x)dx (2.65)

Esitlikte i=+/-1 Ve o, x’e karsilik gelen doniistiiriilmiis degiskendir. Her olasilik
dagiliminin tek bir karakteristik fonksiyonu mevcuttur ve bu ifadenin tersi de dogrudur.

Karakteristik fonksiyonun Taylor serisi agcilimindan

)= | (i X (Ii‘!") jfx (X)dx = i E {x) (ii’!) (2.66)

—00

esitligine ulasilir. Bu agilimin katsayilar1 x ’in merkezsel olmayan E{xk} momentlerini

vermektedir. Bu nedenle karakteristik fonksiyon, moment ¢ikaran fonksiyon olarak da

adlandirilmaktadir.

x 'in genellikle ikinci karakteristik fonksiyonu ya da kiimiilant ¢ikaran fonksiyonu
kullanilmaktadir. Bu fonksiyon, birinci karakteristik fonksiyonun dogal logaritmasi

almarak bulunur.
#(w) = In(p(®)) = In(E {exp(iwx)}) (2.67)

x ’in k’ninc1 kiimiilantlarma ( x, ), ikinci karakteristik fonksiyonun Taylor serisi

acilimindan
o (ia))k
$(w) = ZKK k! (2.68)
i, = iy £4@) (2.69)
do

=0
esitlikleriyle ulagilir. x, O ortalamali bir raslant1 degiskeni ise ilk 4 kiimiilant1 Esitlik
2.70’teki gibi olacaktir.

K, =0, KzzE{XZ}, K'3:E{X3}, /<4:E{X4}—3[E{X2}}2 (2.70)

Gorildigi tzere ilk li¢ kiimiilant, ilk ic momente esit iken dordiincli kiimiilant ise
basikliga esittir.
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Eger x, f,(X) seklinde olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip bir raslanti vektorii

olsaydi, karakteristik fonksiyonu yine olasilik yogunluk fonksiyonunun Fourier

doniisiimiiyle bulunabilirdi.

(o) = E{exp(imx)} = T exp(iox)f, (x)dx (2.71)

Esitlik 2.71’de o, X ile ayn1 boyuta sahip bir satir vektoriidiir. Integral, X ’in tiim
bilesenleri i¢in hesaplanir. X ’in momentleri, birinci karakteristik fonksiyon ¢(w) 'nin

Taylor serisi agilimimdaki katsayilardan, kiimiilantlar1 ise ikinci karakteristik fonksiyon

#(®) = In(p(®)) 'nin Taylor serisi agilimindaki katsayilarmdan bulunur. Cok degiskenli

durumda, kiimiilantlar genellikle capraz-kiimiilantlar olarak adlandirilir.

X raslant1 vektorii 0 ortalama vektoriine sahip ise ikinci, tiglincii ve dordiincii dereceden

kiimiilantlar1

kam(x;,x.) = E{xixj}, kim(x;, X;, %) = E{xixjxk},

kim(x, X;, X, %) = E{xixjxkx,}—E{xixj}E{xkx,}—E{xixk}E{xjx,}—E{xixl}E{xjxk}
(2.72)

seklindedir. Burada ikinci kiimiilant, ayn1 zamanda ikinci dereceden momente de esit

oldugu i¢in X ve x; degiskenleri arasindaki kovaryansi ve korelasyonu vermektedir.

Uciincii kiimiilant, iiciincii momente esittir. Dordiincii kiimiilant ise dordiincii dereceden

momentten farklidir.

Kiimiilantlar, momentlerin toplam1 seklinde de ifade edilebildiklerinden, momentler ve
kiimiilantlar ayn1 istatistiksel bilgiyi ig¢erirler. Ancak kiimiilantlarin, momentlerden farkli

bazi zellikleri de bulunmaktadir. Bu 6zellikler asagida siralanmastir:

e X Ve y ayni boyutlu istatistiksel olarak bagimsiz raslanti vektorleri ise z =x+y
toplaminin kiimiilanti, X ve Y ’nin kiimiilant toplamlarina esittir. Bu 6zellik, ikiden fazla

bagimsiz raslant1 vektorleri icin de gegerlidir.
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e X raslant1 vektorii ¢ok degiskenli normal dagilima sahip ise ii¢iincii ve daha
yiiksek dereceden kiimiilantlarinin hepsi sifirdir. Bu yilizden yiiksek dereceden
kiimiilantlar, raslant1 vektorlerinin ayni ortalama vektorii ve kovaryans matrisine sahip

normal dagilan raslant1 vektorlerinden farkliliklarini 6lger.

Yiiksek dereceden momentler ve kiimiilantlar, ikinci dereceden istatistiklere gore daha
fazla ornekleme ihtiyag duyarlar. Ayrica verideki aykir1 degerlere de daha duyarlidirlar

(Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001).

2.3.2. Optimizasyon Teorisi ile Tlgili Temel Kavramlar

BBA’nin asil amaci bagimsiz bilesenlerin ortaya c¢ikarilmasini saglayan ayrigtirma
matrisi W ’yu tahmin etmektir. Ancak bagimsiz bilesenlerin tahmininde iki bilinmeyenli
bir esitlik kullanildig1 ig¢in W ’yu dogrudan tahmin etmek miimkiin degildir. Bunun yerine
ceza (cost, objective, contrast) fonksiyonlarmin optimizasyonu (minimize ya da
maksimize edilmesi) ile tahmin edilirler. Bu sebeple bu kisimda, bagimsiz bilesenler elde

edilirken optimizasyon teorisinde karsilasilabilecek bazi temel kavramlara yer verilmistir.

2.3.2.1. Vektor ve Matris Gradyanlar

Gradyan, ¢ok degiskenli bir fonksiyonun her bir degiskenine gdre alinan tiirevleri ile
yazilan bir vektordiir. Esitlik 2.73’teki gibi m tane degiskenden olusan skaler degerli

tiirevlenebilir § fonksiyonu ele alinsin

g=9(W,....w,)=9(w) (2.73)

Bu fonksiyonun w ’ya gore vektor gradyant,

9
ow
| (2.74)
o=l .
9
ow

m

seklindedir ve vg ya da Vg olarak da gosterimleri mevcuttur. g fonksiyonunun

ikinci dereceden gradyaninin yazilmasi da miimkiindiir.
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o%g o%g
d%g av.vlz 8W1.Wm
| : (2.75)
o%g o%g
anWl awm2

Esitlik 2.75 aym zamanda g(w) fonksiyonunun Hessian matrisi olarak da

adlandirilmaktadir. Ikinci dereceden kismi tiirevlerden olusan mxm boyutlu Hessian
matrisi her zaman simetriktir. Bahsi gegen kavramlar vektor degerli fonksiyonlar icin de

genellestirilebilir. n tane vektdrden olusan tiirevlenebilir § fonksiyonunun gradyani
Esitlik 2.77°deki gibidir. Bu esitlik ayn1 zamanda Jg seklinde gosterilen Jakobiyen
matris olarak da bilinmektedir ve bu matrisin i "ninci siitunu, g, (w) ‘nun gradyan

vektoriine esittir (Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001).

9, (W)
g(w)=| (2.76)
9, (w)
99, a,
ow, ow,
P _| : (2.77)
a9, . 99,
oW, oW,
Elemanlari, mxn boyutlu W = (Wij ) matrisinden olusan skaler degerli
0=0(W)=0g(Wym W, W, ) (2.78)
seklindeki g fonksiyonunun W ’ya goére matris gradyant,
a9 &Y
anl ann
g . X
—=| : (2.79)
oW
99, a9,
anl mn
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bi¢cimindedir. Vektdr ve matris gradyanlarma ornek olarak asagidaki fonksiyonlar

verilebilir:

oa'w

e g(w)=a'w ise =a

TAw

=Aw+ATw

e g(w)=w'Awise

2v0,T
e g(w)=w'Awve A simetrik bir matris ise ow 'ZA‘W =2A
o g(W)=detwise 2%V _ agiowy
. Olog|detW 1 OldetW
e g(W)=log|det W| ise d . | |:(WT)‘l

oW |detw| ow

2.3.2.2. Cok Degiskenli Fonksiyonlarin Taylor Serisi Acilimlar
Skaler degerler alan w degiskeninin g (w) fonksiyonunun Taylor serisi agilimi

2
j—\?v(w’—w)Jr%gW% (W'—w)2+... (2.80)

g(w)=g(w)+

seklindedir. Benzer bir agilim m tane degiskenin g(w)=g(w,...,w, ) fonksiyonu ve
matris degiskenli g (W) fonksiyonu i¢in de sirasiyla Esitlik 2.81 ve Esitlik 2.82°deki gibi

yazilabilir (Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001):

g(w')=g (W)+(%jT (W' —w) +%(W'—W)T g\;,gz (W=w)+... (2.81)
g (W)=g(W)+ iz(j_V%jT (W' —W)+... (2.82)

2.3.2.3. Gradyan Azaltma ile Matris Optimizasyonu
Gradyan azaltma i¢in L(w) ceza fonksiyonu ile minimizasyon amacmim giidiildiigii bir

optimizasyon problemi diisiiniilsiin. w(0) gibi bir baslangic noktas1 i¢in L(w)
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hesaplanir ve negatif gradyanin dogrultusunda uygun bir uzaklik kadar hareket ettirilir.

Ulagilan her nokta igin islem tekrar edilir ve iteratif olarak L(w) fonksiyonu

giincellenerek minimum sonuca ulasilir. Bahsi gegen gilincelleme kurali t =1, 2,... i¢in

w(t)=w(t—1)—a(t)al‘aalv) (2.83)

seklindedir. Esitlik 2.83’te «(t) negatif egim dogrultusundaki uygun uzakhg:

gostermekte ve genellikle O6grenme katsayis1 olarak adlandirilmaktadir. Eger

w(t)—w(t—1) farkt Aw olarak gosterilirse Esitlik 2.83, Esitlik 2.84’teki gibi de ifade

edilebilir:

oL(w
Aw= W) (2.84)
Iterasyon, |\w(t)-w(t —1)” arasindaki Oklit uzakli§1 daha nceden belirlenmis kiiciik bir

tolerans seviyesine yakinsayana kadar devam eder.

Gradyan azaltmasinda, 6grenme katsayisinm segimi en 6nemli unsurdur. Ciinkii, o (t)

icin ¢ok kiiclik bir deger se¢ilmesi algoritmanin yavas yakinsamasina neden olurken, ¢ok
biiyiik bir deger se¢ilmesi de yakinsamaya engel olmaktadir (Hyvédrinen, Karhunen ve

Oja, 2001).

2.3.3. Bilgi Kuramn ile lgili Temel Kavramlar

BBA, farkli disiplinler tarafindan gelistirildigi i¢in, farkli yaklagimlara sahip BBA
algoritmalar1 mevcuttur. Bunlardan bazilari1 da entropi tabanlidir. Bu sebeple bu kisimda,
ileride BBA algoritmalarindan bahsedilirken bilgi kuramu ile ilgili karsilagilabilecek bazi

temel kavramlara yer verilmistir.

2.3.3.1. Entropi ve Entropi Fonksiyonu

Herhangi bir olaymn ortaya ¢ikma olasiligi, belli seviyede bu olayin gergeklesip
gerceklesmeyecegi hakkindaki bir belirsizligin gostergesidir. Baska bir ifadeyle, yapilan
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bir deneyde A olay1 p olasiligi ile ortaya ¢ikiyor ise bu deneyde A olay1 gergeklesebilir
de, gergeklesmeyebilir de denilebilir. Bu durumda A olaymin gergeklesmesi hakkinda bir
belirsizlik s6z konusudur. Ornegin iki ya da ikiden fazla duruma sahip bir fiziksel sistem

ele alinsin ve bu sistemin verilmis durumlarda bulunma olasiliklart p;, p,,..., P, olsun.

Eger sozii edilen fiziksel sisteme Ornek olarak zar atig deneyi ele alinirsa bu sisteme, alt1
duruma sahip bir fiziksel sistem gibi bakilabilir. Her durumun ger¢eklesme olasiligmin

esit kabul edilmesiyle sozii edilen olasilik, 1/6 olur.

Fiziksel sistemler hakkindaki belirsizligin gdstergesi olarak entropi kavrami
kullanilmaktadir. Entropi, olasiliklar yardimiyla olaylarin ortaya ¢ikma belirsizligini belli
Olctide ifade eden bir biiytlikliiktiir. Bagka bir deyisle, bir olaymn gerceklesme olasiligi o
olay i¢in belirsizligin bir gostergesi iken entropi, fiziksel sistemi olusturan tiim olaylar

icin belirsizligin bir ifadesi olarak kullanilir (Samilov, 2015).

Entropi ilk olarak termodinamikte enerjiyle ilgili olarak ortaya ¢ikmistir. Toplanabilirlik,
depolanabilirlik, aktarilabilirlik ve kabul edilebilirlik enerjinin 6zelliklerindendir. Ayni
Ozelliklerin bilgi kavrammna da ait oldugunu fark eden Shannon (1948), bilgiyi
belirsizlikle es tutmus ve fizik bilimciler tarafindan belirsizligin ol¢iisii olarak
adlandirilan entropi ile bilgi kurami arasindaki iligkiyi gorerek entropi kavramini
“Iletisimin Matematiksel Teorisi” baslikli ¢alismasinda kullanmustir. Shannon (1948)
calismasinda, bir mesajin icerisindeki belirsizligi olasilik kavramu ile iligkilendirmis ve

bilgi miktarmni 6lgmiistiir.

Sistemin entropisi denildiginde, tim durumlarin beklenen degeri anlasilir ve x

sisteminin entropisi H (x) ile gosterilir.

x kesikli raslanti degiskeni ya da sistemi, X, X,,..., X, ~gosterilen degerleri
p,=P(x=x), i=1,2,..,n olasiliklart ile ahiyor ise x sisteminin iki tabanma gore

entropisi,
H(x)=-) p,logp, (2.85)
i=1
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seklindedir. Genellikle entropi fonksiyonunda, 2 tabaninda logaritma kullanilmakla

birlikte e tabaminda logaritmanin (In) kullammi da yaygmdir. Entropi birimi, 2

tabanmin kullanilmast durumunda “binary digit” kavraminin kisaltmasi olan “bit”, e

999 ¢

tabaninin kullanilmasi durumunda “natural digits”’in kisaltmasi olan “nats” olmaktadir

(Bursa ve Ozel Kadilar, 2016).

Entropi, ayn1 zamanda beklenen deger cinsinden de

H(x)= —E[logp(x)} = E[—logp(x)] = E{log ﬁ} (2.86)

biciminde yazilabilir.

Stirekli bir sistem ya da raslant1 degiskeni i¢in kullanilan entropi, diferansiyel entropi

olarak adlandirilmaktadir. f (x) yogunluk fonksiyonuna sahip bir x raslant1 degiskeni

ya da sistemi i¢in diferansiyel entropi,

H(x)z—If(x)logf(x)dxzE[—logf(x)] (2.87)
bi¢iminde tanimhidir. x siirekli raslant1 vektorii i¢in de diferansiyel entropiyi bulmak
miimkiindiir.

H (x):—j f (x)logf (x)dx (2.88)

Eger x raslant1 vektorii, y = f (x) seklinde bir doniisiime sahip ise doniisiimiin entropisi

Esitlik 2.89 ve Esitlik 2.90°daki gibi yazilabilir.

H (y)=-E(log f (y)) (2.89)
H(y)=H(x)+ E(Iog‘det J (X)D (2.90)

Ornegin, y=Wx seklinde bir doniisiim fonksiyonu ise Yy ’nin entropisi

H (y)=H (x)+log|det W| seklindedir (Hyvirinen, Karhunen ve Oja, 2001).
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2.3.3.2. Bilesik ve Kosullu Entropi Fonksiyonlari

Bir onceki baslikta tek bir raslanti degiskeninin ya da sisteminin entropi fonksiyonu

tanimlanmisti. Bu baslikta ise (X, y) bigimindeki raslant1 degisken cifti ya da iki sistem

i¢in bilesik entropi kavrami ele alinmistir. Bilesik sistemin entropi fonksiyonu, kesikli ve

stirekli sistemler i¢in sirastyla,

H(x,y)= E[—logp(x,y)] =—>">"p(x,y)logp(x,y) (2.91)

H(x,y) = E[—logf(x,y)] = —”f(x,y)logf(x,y)dxdy (2.92)

olarak tanimlanmaktadir.

(x,y) gibi bilesik bir sistemde y sisteminin durumu bilindiginde, x sisteminin kosullu

entropisi kesikli ve stirekli sistemler i¢in sirasiyla,

H(x|y) = E[—logp(y|x)] = —ZZp(x,y)logp(y|x) (2.93)

H(xly) = E[~1og f(x,) ] =] [ f (x.v)log f (x.}ty (2.94)

bi¢iminde yazilabilir.

(x,y) bilesik sisteminde, y sistemi ile x sistemi bagimsiz ise bu iki sistemin bilesik
entropisi, sistemlerin entropi toplamlar1 olan H(x,y)=H(x)+H(y) ’ye esit olur. Ayrica
zincir kuralmin bir geregi olarak (x, y) bilesik sisteminin entropisi i¢in

H(x,y):H(x)+H(y|x)

()« H () (&%)

yazilabilir® (Samilov, 2015).

° H(x|y) # H(y|x) "dir. Ancak; H(x) - H(x|y) = H(y) - H(y|x) esitligi yazilabilir.
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2.3.3.3. Negentropi

Entropi, belirsizlik 6l¢limiiniin yani sira normal dagilmamanm bir 6lgiisii olarak da
kullanilmaktadir. Sifir ortalama ve birim varyansa sahip raslant1 degiskenleri arasinda
normal dagilan degiskenin entropisi her zaman maksimumdur. Bu bilgiden hareketle

gelistirilen negentropi (negatif entropi) terimi, £ kovaryans matrisi ile normal dagilan

Xoormar Taslanti vektorii i¢in Esitlik 2.96°daki gibi hesaplanir:

H(xmml)=§(1+log27z)+%log|det£| (2.96)

Negentropi, her zaman pozitif degerler alir ve sadece normal dagilan degiskenler i¢in sifir
degerini alir (Ozdamar, 2009).

2.3.3.4. Bilgi Miktarinin Entropi ile Olciilmesi

Fiziksel bir sistemin durumlarinin gergeklesmesinde rasgelelik var ise bu sistem, belli bir
entropiye (belirsizlige) sahiptir. Sistemin sahip oldugu durumlarin gergeklesme
olasiliklarmin degisimi, sistemin entropisinin degisimi anlamina gelmektedir. Entropinin

degisimi, yeni bir kavram dogurur. Bu kavram, bilgi (enformasyon) kavramidir.

n duruma sahip x fiziksel sisteminin ilk entropisi H(x), p=(p,, p,..... p,) , bazi

etkenlerle durum olasiliklarindaki  degisim  sonucunda son entropisi ise

H (%), p=(Py B, B,) Olsun.
I =H(x)-H(X) (2.97)

bi¢ciminde ifade edilen farka, sistem hakkinda bilgi denir ve birimi, entropi birimiyle

aynidir.

Goriildigi gibi bilgi, sistemin entropi degisiminin bir ifadesidir ve 1 >0, 1 <0 ve

I =0 olabilir.

e | >0 ise bilgi pozitiftir ve sistemin entropisi | kadar diismiistiir.
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e | <0 ise bilgi negatiftir ve sistemin entropisi | kadar artmistir.

e | =0 ise bilgi miktar1 sifirdir ve sistemin entropisi degismemistir (Samilov,

2015).

2.3.3.5. Ortak Bilgi Miktan

x sisteminin Dbelirsizliginin giderilmesi i¢in gerekli bilgi miktarmm | oldugu
bilinmektedir. Ancak bazen x sisteminin dogrudan gdzlenememesinden dolay1 bu

sisteme bagli olan y sistemini ele almak daha elverisli olabilir. Bu kisimda, y sistemini

gozlemlemekle elde edilen bilgi miktarmin x sistemi i¢in ne anlama geldigi

incelenmistir.

x sisteminin entropisi H (x) ise bu sistemin belirsizliginin asilmas i¢in gerekli bilgi
miktar1 | =H(x) ile ifade edilir. y sistemi dikkate alnmis ise kosullu entropi

kavramina gore y sisteminin x hakkinda igerdigi entropi miktar1 H (x|y) ’dir. Boylece

y sisteminin gézlenmesi ile x sisteminin entropisinde gerceklesen azalma miktar1 bagka

bir deyisle, y sisteminin x sistemi hakkinda verdigi bilgi miktari,

I(x,y):H(x)—H(x|y) (2.98)

seklinde ifade edilir. Esitlik 2.98, ayn1 zamanda ortak (mutual) bilgi miktar: olarak da
adlandirilmaktadir ve Sekil 2.1°deki gibi gdsterilebilir. Ortak bilgi miktar1 benzer sekilde,

x sisteminin bilinmesinin y sisteminin entropisinde sagladigi azalig miktar1 olarak da

Esitlik 2.99°daki gibi yazilabilir.

I(x,y):H(y)—H(y|x) (2.99)

Ortak bilgi miktar1 degerinin, esasinda kosullu entropi degerlerinin biiyiiyiip kii¢tilmesine

bagli oldugu goriilmektedir. Bu nedenle 1 (x,y) bir bagimlilik 6l¢iisii ya da iki raslanti

degiskeni arasindaki birliktelik derecesinin degeri olarak da kullanilmaktadir. Ancak;

I(x,y) de korelasyon katsayisinda oldugu gibi bir yon kavrami yoktur. Sadece her iki

degiskene iliskin bilgilerin oldugu alam1 ifade etmektedir. Bu acidan korelasyon
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katsayisina gore daha geneldir. Ciinkii korelasyon katsayist iki raslanti degiskeni
arasindaki dogrusal uzakliklara bakarken, ortak bilgi miktar1 ise dogrusal olmayan

uzakliklara da bakar.

H(x,y)

H(x) H()

Sekil 2.1 Ortak Bilginin Sekilsel Gosterimi

Ortak bilgi miktarini, » ve y kesikli ya da siirekli raslant1 degiskenleri i¢in bilesik
olasilik fonksiyonu p(x,y) yada f(x,y), marjinal olasilik fonksiyonlariise p(x), p(y)

ya da f(x), f(y) olmak iizere olasilik yogunluk fonksiyonlar1 ile de yazmak

miimkiindiir.
€ ) RS )
I(x,y)—E_logp(x)P(y)]—%%p( Y1 gp(x)p(y) (2.100)
I O {7 B IR {C5) I
I(x,y)—E_l gf(x)f(y)}—x;[‘wi%f( Y1 gf(X)f(y)d dy (2.101)

I(x,y)=1(y,x) oldugu i¢in ortak bilgi miktar1 simetriktir. Ayrica her zaman pozitiftir

(Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001; Bursa ve Ozel Kadilar, 2016).
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3. BAGIMSIZ BILESENLER ANALIZIi

Sinyal isleme, makine O6grenmesi ve diger miihendislik bilimleri agisindan BBA;
gozlenen cok degiskenli bir sinyale gizlenmis, birbirinden bagimsiz ve normal
dagilmayan kaynak sinyalleri ayirmak i¢in kullanilan bir tekniktir (Hyvérinen ve Oja,
2000). Bu baglamda BBA en iyi sekilde, kor kaynak ayristirmaya 6rnek bir problem olan
kokteyl parti problemi ile agiklanmaktadir.

Kokteyl parti probleminde ayn1 odada bulunan birden ¢ok kisinin seslerinin ayirt edilmesi
amaglanmaktadir. Bunun i¢in iki kiginin ayn1 odada oldugu ve iki adet mikrofonun da bu

kigilerin seslerini kaydettigi diistiniilsiin.

ﬁ { Kaynak 1 Kaynak 2 a

o s T ] %

P irarinaninas; + A S

e *
Karigum 1 = Karigim 2

\ ) ) N AW AW

O ta A ANN R TR I O
“ S d + | \
L‘[J -I.,' 7.._-,'" 7 ] ‘ I r OI‘ (] i ] ¥ \ /

\[ Vo

}

Kaynak Ayristirma - BBA
Tahmin1 o7 Tahmin 2

LD
AL

woWw WL

Sekil 3.1 Kokteyl Parti Problemi

Problem, mikrofonlarin kaydettigi karisik seslerden, her bir kisinin konusmasini bagimsiz
bir sekilde ortaya ¢ikarmaktir. iki sinyal karisimindan (mikrofondan) BBA ile her bir
kisinin konusmasi, bagka bir deyisle iki adet orijinal ses ya da kaynak sinyali elde
edilebilir. Sadece kaynak sinyaller birbirinden bagimsiz oldugunda bu karigimlari
ayrrmak miimkiin oldugu i¢in BBA’nin temel varsayimi, kaynak sinyallerin birbirinden
bagimsiz oldugudur. Karigimlar, kokteyl parti probleminde oldugu gibi seslerden
meydana gelebilecegi gibi, radyo dalgalarindan ya da goriintiilerden de meydana gelebilir
(Stone, 2004).
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Istatistiksel agidan BBA ise sirasiyla, temel bilesenler ve faktorler olarak adlandirilan
daha az sayidaki gozlenmemis degiskenler agisindan iligkili degiskenler arasindaki
degiskenligi tanimlayan TBA ve FA’nin daha gelismis bir hali olarak diisiiniilebilir. Bu
yaklasimlar, sadece kovaryans ya da korelasyon matrisi gibi ikinci dereceden
istatistiklerin analizine dayanirlarken BBA, raslanti degiskenlerinin basiklik, ¢arpiklik
gibi daha yiiksek dereceden istatistiklerini kullanir. FA'ya benzer bir sekilde, BBA’da da
bir gizli degisken modeli olusturulur. Modelde gbzlenen degiskenlerin, karsilikli olarak
bagimsiz ve normal dagilmayan degiskenlerin  karisimlar1 olduklar1 varsayilir

(Nordhausen ve Oja, 2018).

3.1. Bagimsiz Bilesenler Analizi Modeli
Temel BBA modeli Esitlik 3.1°deki gibi ifade edilmektedir:

X =a,S +a,S,+..+a.S,, 1=1..,n (3.1)

in~n?

Burada, n tane gbzlenen X, X,,..., X, raslanti degiskenleri, ; ’ler i, j=1,...n gergek
katsayilar olmak iizere, n tane S,S,,...,S, raslanti degiskeninin dogrusal bir
kombinasyonu olarak modellenmistir. Esitlikte, s; ’ler bagimsiz bilesenler baska bir

deyisle, dogrudan gozlemlenemediklerinden dolay1 gizli degiskenlerdir ve tanim geregi

istatistiksel olarak birbirinden bagimsizdirlar. Ayrica karisim katsayilari (ya da agirliklar)

a; ’ler de bilinmemektedir. BBA’nin amaci, gozlenen X raslanti degiskenlerini

kullanarak karisim katsayilarini ve bagimsiz bilesenleri tahmin etmektir.

BBA modelini vektor-matris gosterimiyle de ifade etmek miimkiindiir. Esitlik 3.3’te, x

raslant1 vektoriiniin; X, X,,..., X, karigimlarindan, s raslant1 vektoriiniin; S;,S,,...,S,

"lerden olugtugu goriilmektedir. A matrisi ise a; ’lerden olusmaktadir. Esitlik 3.2°de ise

a;’ler A matrisinin siitunlarma karsilik gelmektedir.

X= Zn:aisi (3.2)
X =As (3.3)
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p tane X' raslanti vektdriiniin bulundugu durum i¢in BBA modeli de Esitlik 3.4’teki gibi

ifade edilir:

Xpm=A,.S (3.4)

pxp = pxn

Gorildigii tizere temel BBA modelinde hata terimi bulunmamaktadir. Bu ylizden baz1
aragtrmacilar  tarafindan temel BBA modeli, giiriiltiisiz BBA olarak da
adlandirilmaktadir. Hata terimi kullanilmayan BBA modelinin ¢ogu uygulama i¢in yeterli

oldugu gorilmiistiir (Hyvarinen, Karhunen ve Oja, 2001).

Esitlik 3.4’te yer alan BBA modelinde A ve S matrisleri, yalnmizca X matrisi
kullanilarak tahmin edilir. Bunun igin 6ncelikle, karisim matrisinin tersinin (A™) tahmini
olan ve ayristirma matrisi olarak adlandirilan W matrisi bulunur. Sonrasinda, W matrisi

kullanilarak U matrisi elde edilir. U; k< p olmak iizere kxn boyutlu S matrisinin

tahmini bagka bir ifadeyle, bagimsiz bilesenler matrisinin tahminidir.

U=WX (3.5)

Karisim matrisinin ve bagimsiz bilesenlerin elde edilmesinde normal olmamanin
maksimizasyonu, en ¢ok olabilirlik yontemi, ortak bilgi miktarinin minimizasyonu,
tensorsel yontemler, dogrusal olmayan iliskisizlestirme ve dogrusal olmayan TBA gibi

cok farkli tahmin yontemleri kullanilmaktadir.

3.1.1. Bagimsiz Bilesenler Analizinin Varsayimlari ve Kisitlar

BBA modelinin tahmin edilebilmesi i¢in bazi varsayim ve kisitlarin saglanmasi

gerekmektedir. Bunlar asagida siralanmistir:

e Bagimsiz bilesenlerin birbirlerinden istatistiksel olarak bagimsiz olduklar:

varsayulir.

Baska bir deyisle bagimsiz bilesenlerin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu, marjinal

olasilik yogunluk fonksiyonlarinin ¢arpimi olan f (S) = f (Sl, Syreeny Sp) = H f (Sj)
j

36



seklinde yazilabilmelidir. Bu, modelin tahmin edilebilmesi i¢in en temel varsayimdir.
Bazi uygulamalar i¢in bagimsizligin fiziksel bir yorumu da kullanilabilmektedir. Eger
bilesenler fiziksel olarak ayr1 ve etkilesime girmeyen nesneler tarafindan yaratiliyorsa,

istatistiksel olarak bagimsiz kabul edilebilirler (Hyvérinen, 2013).

o Bagimsiz bilegenlerin dagilimi normal degildir.

BBA’y1 diger klasik yontemlerden ayiran en dnemli varsayimdir. BBA modelinin tahmin
edilebilmesi i¢in yliksek dereceden bilgilere ihtiya¢ vardir. Ancak bilindigi iizere, normal
dagilimin yiiksek dereceden kiimiilantlar1 (basiklik, ¢arpiklik gibi) sifira esittir ve bu
ylizden normal dagilan degiskenler i¢cin BBA’y1 uygulamak miimkiin olamamaktadir. Bu

durumun ispatina asagida yer verilmistir:

ISPAT: Beyaz bir veri kiimesinden elde edilen iki bagimsiz bilesenin normal dagildig:

varsayilsin. Bu durumda, olasilik yogunluk fonksiyonlar1 Esitlik 3.6’daki gibidir:

f(s,,s,)= ”exp( #j—zﬂexp{ ”S”J (3.6)

Veri kiimesi beyaz oldugu i¢in ayni zamanda A matrisi ortogonaldir ve A™ =AT

oldugu bilinmektedir. Bu 6zellik g6z oniinde bulundurularak X ve X, ’ye gore Esitlik 3.6
A a
f(x,x )_ exp 5 ‘detA ‘ (3.7)

bigiminde yeniden yazilabilir. A matrisi ortogonal oldugu igin ayni1 zamanda

|A™X| =[x ve |det A| =1"dir. Bsylece Esitlik 3.7, Esitlik 3.8¢ doniisiir.

f(x,X,)= ﬂexp[ @J (3.8)

Esitlik 3.6 ve Esitlik 3.8’den bagimsiz bilesenlerin dagilimiyla, gozlenen degiskenlerin
(karigimlarin) dagilimlarinin ayni oldugu goriilmektedir. Bu sebeple, karisim matrisini
belirlemek miimkiin degildir. Kisacas1 A matrisi, normal dagilan bagimsiz bilesenler i¢in

belirlenememektedir.
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o Karwsim matrisinin, tersi alinabilir kare bir matris oldugu varsayiir.

Bu varsayim sart olmamakla birlikte, genellikle hesaplama kolayliklar1 agisindan tercih
edilmektedir (Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001).

3.1.2. Bagimsiz Bilesenler Analizinin Belirsizlikleri

e Bagimsiz bilesenlerin varyanslari hesaplanamaz.
Bunun nedeni, modelde hem S’nin hem de A ’nin bilinmemesidir. A karigim matrisi
bilinmedigi i¢in bagimsiz bilesen, Esitlik 3.9°daki gibi herhangi bir ¢, katsayisiyla
carpildiginda bu katsay, A 'nin a, slitunuyla etkisiz hale gelecektir. Bu nedenle,

bagimsiz bilesenlerin isaretleri de belirsizdir.

X:Z[aiiaij(siai) (3.9)

o Bagimsiz bilegenlerin 6nem sirasi belirlenemez.

Bunun nedeni de yine modelin iki bilinmeyenli olmasidir. Elde edilen herhangi bir

bilesen, birinci bilesen olarak kabul edilebilir (Hyvérinen ve Oja, 2000).

3.2. Bagimsiz Bilesenlerin Elde Edilmesinde Kullanilan Yaklasimlar ve

Algoritmalar

Cogu BBA algoritmasi modelin tahminini, ‘Onisleme’ ve ‘tahmin’ olmak {izere iki
asamada gerceklestirir. Onisleme asamasinda veri iizerinde bazi doniisiimler uygulanir ve
boylece hesaplama kolayligi saglanarak zamandan tasarruf saglanir. Tahmin agsamasinda
ise hazir hale getirilmis veriden, segilen optimizasyon yontemlerinden biri ile bagimsiz

bilesenler ortaya ¢ikarilir (Tharwat, 2018).
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3.2.1. Bagimsiz Bilesenler Analizi Oncesinde Kullamlacak Verinin Hazirlanmasi

3.2.1.1. Verinin Merkezilestirilmesi

BBA i¢in kullanilacak algoritmada kolaylik agisindan gozlenen (karigim) degerlerin ve
bagimsiz bilesenlerin sifir ortalamaya sahip olmasi istenir. Bu 6zellik saglanmiyor ise
bazi dniglemler ile saglatilabilir. Bunun igin BBA uygulanmadan 6nce gézlenen degerler,

Esitlik 3.10 ile ortalamalarindan farklari alinarak O ortalamali hale getirilirler.
x=x—E{x} (3.10)

Boylece bagimsiz bilesenler de 0 ortalamali hale getirilmis olur. Bu Onislem sonrasi

karigim matrisi ise ayni kalir.

E{s}=E{Ax}=A"E{x} (3.11)

Istenirse 0 ortalamal1 veriden karisim matrisi ve bagimsiz bilesenler tahmin edildikten

sonra, elde edilen 0 ortalamali bagimsiz bilesenlere A™E{x} teriminin eklenmesiyle

orijinal bagimsiz bilesenlere gegis yapilabilir.

3.2.1.2. Verinin Beyazlatilmasi

Beyazlatma islemi, verileri iliskisiz ve birim varyansli hale getirmek i¢in gergeklestirilir.

0 ortalamali bir raslant1 vektorii (X) e8er beyaz ise, bilesenleri iliskisiz ve kovaryans

matrisi I, birim matrise (1) esittir.
L=E{xx}=1 (3.12)

Beyaz olmayan verilerin, doniisiim matrisi kullanilarak beyazlatilmasi ve boylece birinci
ve ikinci derece istatistiklerin etkisinden arindirilmasi miimkiindiir. Ornegin x gozlenen

vektorti, dogrusal bir doniisiimle beyaz z vektoriine doniistiiriilebilir.

z=VX (3.13)

Beyazlatma i¢in ¢ok farkli doniisimler mevcuttur. Bunlardan en ¢ok kullanilani

kovaryans matrisinin  6zdegerlerinin  ayristirilmasidir. Burada A, E{XXT}
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ozdegerlerinin ortogonal matrisi, D =k0s(d,,...,d,) ise dzdegerlerden olusan kosegen

bir matristir.
E{xx"} = ADA’ (3.14)
Esitlik 3.14 dogrultusunda beyazlatma matrisi V, Esitlik 3.15°deki gibi olusturulabilir.

V = AD "?AT (3.15)

Beyazlatma igin 6zdegerlerin ayristirilmasindan baska bir diger yol ise TBA’nin

kullanilmasidir.

BBA modelindeki veri beyazlatildiktan sonra

z=Vx=VAs=As (3.16)
seklinde ifade edilebilir.

Beyazlatma sonucu elde edilen yeni A = VA karigim matrisi ortogonaldir. Ortogonallik
ozelligi, Esitlik 3.17°de goriilmektedir.

E{zzT}:AE{SST}AT =AA" =1 (3.17)
Bu o6zellik sayesinde, karisim matrisi aranirken sadece ortogonal matris uzayi
arastirtlacaktir. Baska bir deyisle, orijinal A matrisinin n? tane elemanmin tahmin

edilmesi yerine, ortogonal A matrisinin n(n—1)/2 tane elemanim belirlenmesi yeterli

olacaktir. Boylece BBA algoritmalar1 i¢in problemin karmasikligi da azalacaktir

(Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001).

3.2.2. Bagimsiz Bilesenlerin Tahmini

BBA’da amag, dncelikle karisim matrisinin tersi olan ayristirma matrisini (W) tahmin

etmek ve sonrasinda bu matrisi beyazlatilmis veriler {izerine uygulayarak bagimsiz

bilesenleri elde etmektir.

Verilerin Onisleme asamasi tamamlandiktan sonra W matrisi, ii¢ farkli bagimsizlik

yaklagimi kullanilarak tahmin edilebilir. Bu yaklagimlardan ilki, normallik varsayimima
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dayanir ve basiklik ya da negentropi degerlerini kullanarak bagimsiz bilesenleri, normal
olmamalarin1 maksimum yapacak sekilde belirler. Ikinci yaklasimda, karsilikli bilginin
minimize edilmesi hedeflenirken, son yaklasimda ise en ¢ok olabilirlik tahmini
kullanilmaktadir. Bagimsiz bilesenler elde edilirken hangi yaklasimin kullanilacag:
belirlendikten sonra, hangi algoritma ile yaklasimin optimizasyonunun saglanacagina

karar verilir.

3.2.2.1. Normal Olmamanin Ol¢iimii

Bagimsiz bilesenler, normal olmamalar1 maksimize edilerek ortaya c¢ikarilabilir.
Degiskenlerin normallikten ne kadar uzak olduklarini 6lgmek i¢in basiklik ve negentropi

degerleri kullanilir.

e Basikhk

Ayirma fonksiyonu, elde edilecek bagimsiz bilesenlerin basikligini maksimum yapacak

sekilde belirlenir.

Ornek olarak, X = AS seklinde gosterilen BBA modelindeki s, ve s, olmak tlizere iki

bagimsiz bilesen ortaya ¢ikarilacak olsun ve s, , s, ve S 'nin ayni zamanda birim

1!
varyansa sahip olduklar1 varsayilsin. Bagimsiz Dbilesenlerin  basikligi, basiklik

katsayisinin toplama 6zelligi kullanilarak Esitlik 3.19’daki gibi yazilabilir
U=WX=WAS=QS=qs, +q,s, (3.18)

bas(S)=bas(q,s,)+bas(q,s,)=0q,’bas(s,)+q,'bas(s,) (3.19)

Ayrica bagimsiz bilesenler birim varyanshh oldugu i¢cin Q, ve (Q, icin

E ( UZ) =q,” +q,” =1 kisit1 mevcuttur. Bu kisit, Q *nun iki boyutlu uzayda birim gember

olmasi gerektigi anlamina gelmektedir. Boylece BBA’ nin amaci birim ¢ember {izerinde

bas(S)=q,’bas(s,)+0q,"bas(s,) esitligini maksimize etmeye doniisiir. Optimal, yani
maksimum ¢6ziim, Q ’dan biri 0, digeri de -1 ya da +1 oldugunda elde edilir ve bu

optimal ¢6ziimler, +s, bagimsiz bilesenlerini verir.
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Veri matrisi beyaz bir matris (Z) ise bu kez bagimsiz bilesenler, U = WZ esitligindeki
bagimsiz bilesenlerin basikligi maksimize edilerek elde edilirler. Bu durumda W ve Z

birim varyansli olduklar1 i¢in bagimsiz bilesenlerin basikliklar1 bas(U) = E {(WZ)4} -3

seklinde olacaktir (Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001; Tharwat, 2018).

Basikligin maksimize edilmesi i¢in kullanilan en temel algoritma, gradyan algoritmasidir.

a‘bas(WTZ)‘

U ’nun basikligmm gradyani :cE{z(wTZ)3} *dir ve ¢ burada bir sabittir.

Her iterasyonda, baslangicta rasgele oOlarak belirlenmis olan agirhk vektori

W =W,y +7E(Z(WeyeZ)) seklinde yenilenir. Burada 7 6grenme katsayisidir,

yeni

Basiklik, birim ¢ember {izerinde optimize edildigi i¢in elde edilen agirlik vektori

sonrasinda normuna boliinerek Wi, =W .. / HWyeni giincellenir. Algoritma, yakinsama

saglanana kadar ¢alismaya devam eder (Tharwat, 2018).

e Negentropi

Basikligin aykir1 degerlere karsi duyarli olmasindan dolayr ¢ogu zaman normal
olmamanin bir 6lglisli olarak basiklik yerine hesaplanmasi daha karmasik ve gii¢ olsa da
negentropi tercih edilmektedir. Negentropinin hesaplanmasindaki zorlugun altinda yatan
en onemli sebep, olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ogu zaman parametrik olmayan
tahmininin bulunmasi gerekliligidir. Bu nedenle yaklasik negentropi degerini hesaplamak
icin yiiksek dereceden kiimiilantlarin kullanildig: farkli yaklagimlar ortaya konmustur.

J(u)zéE(u3)2+4i8bas(u)2 (3.20)

Esitlik 3.20°de u raslant1 degiskeninin 0 ortalamali ve birim varyansh oldugu
varsayilmaktadir. Ancak bu esitlikte de basiklik bulundugundan dolay1 aykir1 degerlerden
etkilenme olabilecegi i¢in, Hyvérinen (1999) tarafindan maksimum entropi temeline

dayanan bagka bir yaklasim onerilmistir:

3 ()= 2k (E(G (1)) ~E(Gi (v)) (3:21)
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Esitlik 3.21°de k;; pozitif sabitleri, v; sifir ortalama ve birim varyans ile normal dagilan
bir raslant1 degiskenini ve G, ise kuadratik fonksiyonlar1 temsil eder. G, fonksiyonu

olarak 1<a, <2 (a,, genellikle 1’e esittir) olacak sekilde genellikle Esitlik 3.22°deki
fonksiyonlar segilir (Tharwat, 2018).

Gl(u)zélogcoshaiu, Gz(u):—exp(—uz/Z) (3.22)

Basiklikta oldugu gibi negentropinin maksimize edilmesi i¢in de gradyan algoritmasi

kullanilarak Esitlik 3.21 maksimize edilebilir.

3.2.2.2. Ortak Bilgi Miktarimin Minimizasyonu

Bagimsiz bilesenler arasindaki karsilikli ortak bilgiyi minimize etmek, BBA tahmini igin
iyi bilinen yaklagimlardan biridir. Daha 6nce ikinci bolimde bahsedildigi gibi bilgi
kuramma ait bir kavram olan ortak bilgi miktari, raslant1 degiskenleri arasmndaki
bagimliligi 6lcer. BBA’da, farkli bilesenler arasindaki ortak bilgi minimuma indirilerek

bagimsiz bilesenler elde edilebilir.

U=WX ve H(U)=H(X)+log|W| olan BBA modelinde bagimsiz bilesenler

arasindaki ortak bilgi miktar1, Esitlik 3.23’teki gibi bulunur:

(3.23)

Uy, Uy, )= Y H (u;) - H (V)
=Y H(u;)—H (X)-log|det W|

p
i=1

p
i=1
Bu esitlikte U beyaz bir matris oldugunda, E (UUT ) =WE (XXT )WT =1 ozelliginden

dolayr det WE (XX )W’ =(detW)(detE(xxT ))(detWT)=det| =1 esitligi gecerli

olacaktir. Bunun sonucu olarak da (det W) bir sabit olacag1 igin ortak bilgi miktar
(U Uy, U, ) =C=>" I (u)) (3.24)

seklinde negentropi cinsinden yazilabilecektir. Burada C sabiti, W *ya bagh degildir.

Esitlik 3.24°tin minimize edilmesiyle bagimsiz bilesenler elde edilebilir. Ayrica bu
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esitlikten negentropinin maksimize edilmesinin, ortak bilgi miktarinin minimize edilmesi

ile iligkili oldugu da agikga goriilmektedir (Hyvarinen, Karhunen ve Oja, 2001).

Normal olmamanin maksimize edildigi yontemlerde tahmin edilen bagimsiz bilesenler
iliskisiz hale getirilmeye zorlanirken, ortak bilgi miktarmm minimize edilmesinde ise bu

kisitlama gerekli degildir.

3.2.2.3. En Cok Olabilirlik Tahmini

Istatistikte en ¢ok kullanilan tahmin yontemlerinden biri olan bu ydntem, BBA’da ortaya

¢ikarilan bagimsiz bilesenler (U)igin en uygun olan ayristrma matrisini (W) tahmin

etmek i¢in kullanilir. X = AS seklindeki BBA modeli i¢in X ’in olasilik yogunluk

fonksiyonu f, (X)= |;2£i)| =|det W| f; (S) seklindedir. Bagimsiz bilesenlerin olasilik

yogunluk fonksiyonu fs(S)= f,(s,) f,(s,)...T, (Sp):H fi(s;) seklinde oldugu igin
X ’in olasilik yogunluk fonksiyonu ayni zamanda Esitlik 3.25’teki gibi de yazilabilir.

fy (X)= |detW|H f.(s,)= |detW|H f, (w,X) (3.25)

X’in n gozlemden olustugu durumda W 'nun L(W) olabilirlik ve log-olabilirlik

fonksiyonlart ise
L(W) =f[f[|det W, (w;x(i)) (3.26)
In L(W):Zp“ln f, (w;x(i))+nin|det W| (3.27)

seklindedir. Esitlik 3.27’yi maksimize eden W degerleri kullanilarak bagimsiz bilesenler

tahmin edilir.
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Log-olabilirlik fonksiyonu, W 'nun bir fonksiyonu olarak yazilabilecegi gibi bagimsiz
bilesenlerin bir fonksiyonu olarak da yazilabilir. Ancak ¢ok daha karmasik oldugu igin

bu yonteme yer verilmemistir (Tharwat, 2018).

Herhangi bir x raslanti degiskeninin ortalamasi E(x)= lZ:Xi = > X =nE(x)
[ oy i1
oldugundan dolay1 Esitlik 3.27, Esitlik 3.28’deki gibi de yazilabilir:

%In L(W)= Ezp:In f, (w;X)+In|det W| (3.28)
j=1

Esitligin ilk terimi ayn1 zamanda EZIn f; (WJ.X) = —z H (WJ-X) oldugu i¢in olabilirlik

= j=1
fonksiyon degeri ve ortak bilgi miktar1 yaklasik olarak birbirine esittir. Aralarinda isaret
ve sabit terim kadar fark vardir. Bu nedenle en ¢ok olabilirlik ile ortak bilgi miktarinin
kullanildig1 tahmin yaklasimlar1 ayn1 bagimsiz bilesenleri verirler. Her ikisi i¢in de
normal olmamanin maksimize edildigi yontemlerdeki gibi gradyan algoritmasi
kullanilabilir. Ancak normal olmamayir maksimize eden yontemlerle (negentropi ve
basiklik) bagimsiz bilesenler tek tek tahmin edilebilirken, bu durum karsilikli bilgi
miktarinin ya da en ¢ok olabilirlik fonksiyonunun kullanildig1 durumlar i¢cin gegerli

degildir (Tharwat, 2018).

3.2.3. FastICA Algoritmasi

Hyvérinen (1999) tarafindan gelistirilen hizli sabit-nokta algoritmasi ya da FastICA
algoritmasi, BBA modelindeki bagimsiz bilesenleri ortaya ¢ikarwr. FastiICA, normal
olmamanm maksimize edildigi, ortak bilgi miktarinin minimize edildigi veya en cok
olabilirlik  tahmin edicisinin  kullanildigi  tahmin  yOntemlerinin  hepsinin

optimizasyonunda kullanilabilir.

Bagimsiz bilesenlerin elde edilmesinde FastICA algoritmas: diginda gecikmeli
korelasyon matrisi gibi ikinci dereceden istatistikleri kullanan SOBI (Second-Order Blind
Identification-ikinci Dereceden Kor Belirleme), dordiincii dereceden istatistikleri

kullanan FOBI (Fourth-Order Blind Identification - Dordiincii Dereceden Kor Belirleme),
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entropinin maksimizasyonuna dayanan Infomax, ortak kosegenlestirmeyi® temel alan
JADE (Joint Approximation Diagonalization of Eigenmatrices) algoritmalar1 da yaygin
olarak kullanilmaktadir (Nordhausen ve Oja, 2018). Literatiirde bahsi gegcen BBA
algoritmalarini, etkinlik ve hiz agisindan karsilastiran ¢alismalar mevcuttur. Ornek olarak
bkz. Matthias, Hauesien ve Ivanova, 2009; Naik, 2011; Dharmaprani ve ark., 2016;

Sahonero-Alvarez ve Calderon; 2017.

Tez calismasinda, uygulamalarda en ¢ok tercih edilen algoritmalarin basinda geldigi icin
FastICA algoritmas1 kullanilmistir. Diger algoritmalarin ve FastICA’nin ¢esitli
varyasyonlarinin uygulamalar1 icin hem MATLAB, hem de R ortaminda kullanilabilecek
paketler bulunmaktadir. Ornek olarak R (R Core Team, 2019) i¢in bkz. JADE paketi
(Miettinen, Nordhausen ve Taskinen, 2017), fICA paketi (Miettinen ve ark., 2017), ica
paketi’ (Helwig, 2015), fastICA paketi (Marchini, Heaton ve Ripley, 2017).

FastICA, en azindan karesel yakinsama hizina sahip oldugu icin gradyan temelli
algoritmalara gére daha hizlidir. Ayrica algoritmada 6grenme katsayis1 gibi 6nceden
belirlenmesi gereken degerler olmadigi i¢in uygulanmasi gayet kolaydir. FastICA,
bagimsiz bilesenlerin hepsini teker teker (deflasyon yaklagimi) veya ayni anda (simetrik
yaklasim) tahmin edebilir. Bunu yaparken genellikle negentropi degerlerini kullanir
(Naik ve Kumar, 2011). Calismanmn uygulama kisminda da negentropiyi temel alan
FastICA kullanildig1 i¢in bu boliimde sadece negentropi temelli FastiICA’nin algoritma

adimlarina yer verilmistir.

3.2.3.1. Bagimsiz Bilesenlerin Teker Teker Bulunmasina Iliskin Negentropi Temelli
FastlCA Algoritmasinin Adimlar

Esitlik 3.22°de de gosterilen G fonksiyonunun tirevleri 1<a, <2 (a,, genellikle 1’e
esittir) olacak sekilde Esitlik 3.29 ve Esitlik 3.30’daki gibi g ile gosterilir ve bu

fonksiyonlardan biri segilir.

6 Bir kare matris kiimesinin ortak kdsegenlestirilmesi, matrisleri miimkiin oldugunca kdsegen yapan temel
ortonormal degisimin bulunmasindan olusur.

" Ayn1 zamanda galismanin uygulama kisimlarinda bagimsiz bilesenlerin elde edilmesinde kullanilan
pakettir.
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g,(u)=tanhau g;(u)=a (1-tanhau ) (3.29)

g, (u)=uexp(-u?/2) g;(u)=(1-u’)exp(-u’/2) (3.30)

Buna gore algoritma adimlar1 asagidaki gibidir (Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001):
1) Veri kiimesini 6nce merkezilestirip daha sonra beyazlatarak z ’yi elde et.

2) Tahmin edilecek bagimsiz bilesenlerin sayisint (m) belirleyip, p’yi 1’e esitle.

3) Rasgele olarak birim normlu bir w, baslangig vektdrii seg.

4) Esitlik 3.29 ya da Esitlik 3.30’u kullanarak w = E(zg (sz))— E(g'(w z))wp

p

hesapla.
p-1

5 wo=w, _Z;‘(pr" )wj ortogonallestirmesini yap.
j=

6) wj=w;/

0
w}

normlastirma iglemini yap.

7) Yakinsama saglanmaz ise 4. adima geri don.

8) p’yi p+1’cesitle ve p<m ise 3. adima don.

3.2.3.2. Aym Anda Birden Fazla Bagimsiz Bilesenlerin Bulunmasma iliskin
Negentropi Temelli FastICA Algoritmasi
Birden fazla bagimsiz bileseni ayn1 anda tahmin etmek i¢cin w,,...,w_ vektorleriyle daha

onceki baslikta verilen algoritmanin bir¢ok kez ¢alistirilmasi ve her iterasyondan sonra

Wi, W, vektorlerinin ortogonallestirilmesi gerekmektedir. Vektorlerin

ortogonallestirilmesinin amaci, farkli vektorlerin ayni maksimum noktaya yakinsamasini

engellemektir.

Algoritma adimlar1 asagidaki gibidir (Hyvérinen, Karhunen ve Oja, 2001):
1) Veri kiimesini 6nce merkezilestirip daha sonra beyazlatarak z ’yi elde et.

2) Tahmin edilecek bagimsiz bilesenlerin sayisin (m) belirle.
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3) Rasgele olarak birim normlu vektorlerden olusan bir W = (Wl, e W )T baslangi¢
matrisini seg.
4) Esitlik 3.29 ya da Esitlik 3.30’u kullanarak w, = E(zg(w,z))-E(g'(w;z))w,
i=1,...,m hesapla.

5 w°= (WWT )71/2 W ortogonallestirmesini yap.

6) W"=w°/|w°

normlastirma iglemini yap.

7) Yakinsama saglanamaz ise 4. adima geri don.

3.2.4. Bagimsiz Bilesenler Analizi ile Temel Bilesenler Analizi’nin Karsilastirilmasi

ve Bir Uygulama

Boliim 3’e baslarken BBA’nin, istatistik alaninda yaygin olarak kullanilan TBA’nin
gelismis bir hali olarak goriilebileceginden bahsedilmisti. Ancak simdiye kadar anlatilan
kisimlardan da anlagilacag iizere her ne kadar analizler arasinda benzerlikler bulunsa da,
birbirlerinden ¢ok farkli yonleri de mevcuttur. Bu ag¢idan konunun daha iyi
anlasilabilmesi i¢in analizlerin benzer ve farkli yOnlerinin ayri bir baslik altinda

siralanmasiin faydali olacagi diisiiniilmiis ve bu yonler asagidaki gibi listelenmistir:

e TBA ve BBA’nin her ikisi de istatistiksel bir doniisiim teknigidir.

e TBA, dlgiilen verilerin ikinci dereceden istatistiklerinde yer alan (kovaryans ya da
korelasyon degerleri) bilgiyi kullandig1 i¢in normal dagilima dayalidir. BBA ise verinin
normal olmayan ozelliklerinden yararlandigi i¢in yiiksek dereceden istatistiklerinde
(basiklik) yer alan bilgiyi kullanir. Bu nedenle TBA, sadece degiskenler arasi
korelasyonlar1 yok edebilir; ancak yiiksek dereceden bagmmliliklar1 yok edemez. Buna

karsin BBA, hem korelasyonlar1 hem de yiiksek dereceden bagimliliklar1 yok eder.

e Veriler normal dagilimli ise TBA yeterli iken, normal dagilimli degil ise daha

yiiksek dereceden istatistikler zorunlu olacagi i¢in BBA’nin kullanimina ihtiya¢ duyulur.
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e TBA’da elde edilen temel bilesenler (korelasyon ya da kovaryans matrisinin
ozvektorleri) birbirine diktir. BBA’da elde edilen bilesenler ise Sekil 3.2°de goriildigii
gibi birbirine dik degildir.

TBA BBA

Sekil 3.2. Temel Bilesenler Analizi ve Bagimsiz Bilesenler Analizi ile Elde Edilen

Bilesenler I¢in Bir Ornek

e TBA’da verideki varyansi en iyi agiklayan temel bilesenler bulunur ve birinci
temel bilesen varyansin en biiyiik kismini agiklar. Ikinci temel bilesen de varyansm ikinci
en biiyiik kismini agiklar. Ayrica birinci temel bilesen ile ikinci temel bilesen birbirine
dik oldugu icin iligkisizdirler. Bagka bir deyisle, TBA varyansi maksimize eder ve bu
nedenle TBA’da elde edilen temel bilesenler varyansin maksimum oldugu yonlere
karsilik gelir. Buna karsin BBA, ortaya cikarilacak bilesenlerin normal olmamasini
maksimize ederek birbirinden bagimsiz bilesenlerin elde edilmesini saglar. Boylece BBA

vektorleri Sekil 3.2°deki gibi verinin eksenlerine karsilik gelir.

e TBA’da elde edilen temel bilesenler i¢cin dnem siralamasi yapilabildiginden bazi
bilesenler digerlerine gore daha Onemlidir. Ancak BBA’da bdyle bir siralama
yapilamadig1 i¢in elde edilen tiim bagimsiz bilesenlerin esit Oneme sahip oldugu

diistiniiliir.

e TBA’nm esas amaci, verinin daha diigiikk boyutlarda temsilini saglamak iken,

BBA’nin asil amaci ise verinin olabildigince bagimsiz dik vektdrlerle temsil edilmesini
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saglamaktir. Kisacasi bir anlamda, TBA veriyi bir araya toplayip sikistirrken BBA ise

verinin ayrigmasini saglar (Shlens, 2014).

Bu boliimde ayrica TBA ile BBA'nin ayni veri kiimesi tlizerinde karsilastirildigr ve
BBA’nin daha iyi sonug¢ verdigi bir uygulamaya da yer verilmistir. Uygulamada, 512

gozlemden (t=1,2,...,512) olusan alt1 tane birbirinden farkli ve normal dagilmayan

seriler tiretilmistir. Serilerin tiretildigi fonksiyonlar Esitlik 3.31’den Esitlik 3.36’ya kadar
verilmistir. Ayrica Sekil 3.3’ten Sekil 3.8’¢ kadar iretilen bu serilerin grafikleri de
goriilmektedir. Serilerin iiretiminde kullanilan fonksiyonlar icin Mutihac ve Vun

Helle’nin (2004) ¢alismalari baz alinmustir.

5, (t) = 2sin(t/149)cos(t/8) +0.2 (uniform ~ 0,1]) (3.31)
s, (t) =sign(sin (12t +9cos(2/ 29))) +0.1(uniform ~[0,1]) (3.32)
s,(t) =(rem(t, 79)-17)/ 23+0.1(uniform ~ [0,1]) (3.33)
s.(t) = ((rem(t,23)-11)/9)"+0.1(uniform ~ [0.1]) (3:34)
55 (t) = 5exp(~t/121)cos (37t) +0.1(uniform ~[0,1]) (3.35)
5,(1)=((2(uniform ~[0,]) <05) 1) ag uniform ~ 0.1 336)

Uretilen bu serilerin bagimsiz bilesen olarak kullanilmasiyla gdzlenen X matrisi Esitlik
3.38’de yer alan A karigim matrisi kullanilarak olusturulmustur. X matrisinin

gbzlemlerinin grafikleri de Sekil 3.9°dan itibaren goriilmektedir.
X =AS (3.37)

(509 246 094 990 4.68 8.74]

956 932 3.16 433 837 147

405 1.07 514 9.83 0.64 8.60

A= (3.38)
553 0.10 5.03 626 2.87 9.64

407 136 256 6.06 628 0.92

1190 4.62 359 1.61 197 147
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Sonrasinda, olusturulan bu gozlemler BBA ve TBA ile orijinal bilesenlerine ayrilmaya

caligilmistir. FastICA algoritmasmin kullanildigi BBA ve TBA sonucu elde edilen A

matrisinin tahminleri sirasiyla Esitlik 3.39 ve Esitlik 3.40°ta goriilmektedir.

>>

BBA

>>

TBA —

[9.88 9.44
409 1.05
-5.61 -0.16
468 217
455 -1.24
|-228 -6.38

[—0.45 —-0.36
0.13  0.61
020 0.34
0.13 0.52
055 0.32

|-0.65 0.10

3.51
4.97
—4.99
0.60
-2.93
-5.04

-0.42
-0.10
0.68
-0.59
-0.06
0.00

4.83
9.94
—-6.19
9.08
-7.06
-1.79

-0.42
-0.36
-0.29
—0.06
0.71
-0.30

8.48
0.69
-2.92
4.45
—7.24
—2.47

-0.41
0.34
-0.53
—0.37
-0.11
0.53

211 |
8.72
-9.61
7.97
—0.98
~1.57

—0.37 |
-0.60
0.07
0.48
-0.26

0.44 |

(3.39)

(3.40)

BBA ile tahmin edilen orijinal bilesenler Sekil 3.15’ten itibaren, TBA ile tahmin edilen

orijinal bilesenler ise Sekil 3.21°den itibaren verilmistir. Grafiklerin hepsi birlikte

incelendiginde, BBA’nin S matrisinin bilesenleriyle neredeyse ayni bilesenleri (serileri)

buldugu ve bu yiizden de TBA’ya gore normal dagilim gostermeyen orijinal bilesenleri

bulmada daha basarili oldugu goériilmektedir.

100
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t

300

Sekil 3.15. Bagimsiz Bilesenler Analizi Sonucunda Tahmin Edilen Bagimsiz Bilesen-1
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BBA’nm orijinal bilesenleri bulmada TBA’ya gore daha basarili oldugu, Cizelge 3.1 ve

Cizelge 3.2’deki korelasyon matrislerinden de goriilmektedir.

Cizelge 3.1 incelendiginde BBA ile tahmin edilen bilesenlerin S matrisindeki bilesenler
ile neredeyse %100’ liik bir iliski icerisinde oldugu gozlenmektedir. Cizelgeye gore, BBA
ile tahmin edilen 3. bagimsiz bilesen (BB3); s,’e, 1. bagimsiz bilesen (BB1); s, ’ye, 2.

bagimsiz bilesen (BB2); S, ’e, 4. bagimsiz bilesen (BB4); s,’e, 5. bagimsiz bilesen (BBS);

S: e, 6. bagimsiz bilesen (BB6) ise S;’ya karsilik gelmektedir. BB2 ve BB3 karsilik
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geldikleri bilesenler ile negatif bir iliskiye sahip olduklar1 i¢in Sekil 3.16 ve Sekil 3.17’nin

sirastyla, Sekil 3.5 ve Sekil 3.3’{in tam tersi olduklar1 goriilmektedir.

Cizelge 3.1. Bagimsiz Bilesenler ile Orijinal Bilesenler Arasindaki Pearson Korelasyon

Katsayilar1
Sl SZ SS SA SS S6
BB1 0.001 0.999 0.029 0.037 -0.012 0.013
BB2 -0.050 -0.005 -0.997 0.003 0.007 0.036
BB3 -0.997 0.004 0.056 0.002 -0.001 -0.049
BB4 0.002 0.013 -0.016 0.999 -0.005 -0.071
BB5 -0.005 -0.029 -0.001 0.005 0.999 0.026
BB6 0.059 0.020 -0.032 -0.008 0.022 -0.999

Cizelge 3.2 incelendiginde ise TBA ile tahmin edilen bilesenlerin S matrisindeki
bilesenler ile ¢ok yiiksek iliskilere sahip olmadiklar1 géze ¢arpmaktadir. Ornegin, TBA

ile tahmin edilen 1. temel bilesen (TB1); s,,S,S; ve S, ile neredeyse ayni miktarda

iligkilere sahiptir. Bu yiizden de TBA sonucu elde edilen temel bilesenlerin hangi orijinal

bilesenlere karsilik geldigi tespit edilememektedir.

Cizelge 3.2. Temel Bilesenler ile Orijinal Bilesenler Arasindaki Pearson Korelasyon

Katsayilar1
Sl SZ SS 84 SS S6
TB1 -0.456 -0.486 -0.437 -0.435 -0.342 -0.214
TB2 -0.250 0.674 -0.432 -0.348 0.176 0.310
TB3 -0.307 0.091 0.239 0.197 -0.658 0.599
TB4 0.492 0.364 -0.324 0.151 -0.616 -0.384
TB5 0.484 -0.094 0.321 -0.771 -0.142 0.264
TB6 -0.399 0.400 0.597 -0.182 -0.135 -0.531
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4. BAGIMSIZ BILESENLER ANALIZi iLE iSTATISTIKSEL BiR
SORUNUN COZUMU

Bu béliimde; oncelikle Coklu Dogrusal Regresyon (CDR) modelinden ve bu modelde
karsilasilabilecek sorunlardan biri olan ¢oklu baglanti sorunundan bahsedilmistir.
Ardmdan bu sorunun ¢6ziimii i¢in kullanilan mevcut yontemler anlatilmis ve yeni bir
¢oziim yontemi olarak BBA’nin kullanimi 6nerilmistir. Konuyla ilgili literatiir taramasi

verildikten sonra onerilen yontemin nasil isleyecegine dair bilgiler sunulmustur.

4.1. Coklu Dogrusal Regresyon Analizi

Regresyon analizi, degiskenler arasindaki nedenselligi modellemek, incelemek ve tahmin
ya da Ongorii yapmak icin kullanilan istatistiksel bir yontemdir (Montgomery, Peck ve
Vining, 2013). Regresyon analizi sonucunda agiklanan (bagimli)® degisken ile agiklayici
(bagimsiz) degiskenler arasindaki bagmtiy1 belirtmek i¢in uygun bir denklem bulunur.
Analizde kullanilacak olan degiskenlerin sayilarina, tiirlerine ve dagilimlarina gére farkl
regresyon modelleri mevcuttur. Bu kisimda birden fazla agiklayici degisken iceren CDR

modeli ele alinmustir.

y aciklanan degiskeni ve bu degisken ile iliskili p tane agiklayici de§iskenden olugsan

CDR modeli Esitlik 4.1.°de verilmistir. Regresyon katsayilar1 olarak bilinen p; ,
j=0.1...., p parametreleri; x; (i j) aciklayic1 degiskenleri sabit tutuldugu zaman X;

aciklayict degiskenindeki 1 birimlik degisime karsilik gelen y degiskenindeki beklenen
degisimi gostermektedirler. Bu sebeple, kismi regresyon katsayilar1 olarak da

adlandirilirlar.
Y=+ BX+ X+t B X, e 4.1)

Esitlik 4.1’in Esitlik 4.2°deki gibi matris seklinde gosterimi de mevcuttur. Burada y ;

aciklanan degisken i¢in nx1 boyutlu gozlem vektorii, X ; (p+1)xn boyutlu agiklayict

8 Calismada, BBA’dan elde edilen bagimsiz bilesenler ile karismamasi igin regresyon analizindeki
bagimsiz degiskenler yerine agiklayici degiskenler, bagimli degisken yerine de agiklanan degisken
kullanimzt tercih edilmistir.
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degiskenler matrisi®, p; (p+1)x1 boyutlu regresyon katsayilar1 vektdrii ve ¢ ise nx1

boyutlu rasgele hatalar vektoriidiir.

y=X'B+¢ (4.2)

Regresyon katsayilarinin tahmini igin genellikle hata Kareler toplammin minimize

edildigi En Kiiciik Kareler (EKK) yontemi kullanilir. p *nin EKK tahminleri Esitlik 4.3’te
goriilmektedir. Bu esitlik igin (XXT) matrisinin tersi bulunabilmeli yani det XX' #0

olmalidir.

-1

B=(XX") Xy (4.3)

Bu yontemle elde edilen Y ’ye karsilik gelen tahmin degerleri Esitlik 4.4 teki gibidir.

A

y=X'p (4.4)

y ile y arasindaki fark ise (e = y —y ) artiklar1 vermektedir.

EKK tahmin edicisi B, p ‘nin en iyi, dogrusal, yansiz tahmin edicisidir. B tahmin

edicisinin baz istatistiksel Ozellikleri Esitlik 4.5 ve Esitlik 4.6’da verilmistir. Esitlik

-1

4.5te E(g)=0 Ve (XX") XX =1"drr. Ayrica Esitlik 4.6'da (XX")" X, sabitler

matrisidir ve Yy ’nin varyansi da o1 ’dur.

€ ()= E[ (xX7) "Xy |- E| (XX") " X(XB+) |

1 : (4.5)
- E[(xxT)‘ XXTB+(XX") Xs}:ﬂ

Var (B) =Var [(XXT )71 Xy} = (XXT )71 XVar (y)[(XXT )71 XT 46)

-1

= o2 (XXT) XX (XXT) = 0? (XXT)

® Agiklayici degiskenler matrisi X ; literatiirde genellikle N x( p +1) boyutlu olarak ele alinir ve buna
bagli olarak CDR modeli de Y = XP + € seklinde yazilir. Ancak ¢aligmada, BBA ile paralel bir kullanim
tercih edildigi icin X agiklayici degiskenler matrisi ( p +1) x N olarak belirlenmis ve dolayisiyla da CDR
modeli olarak Y = X' B + € kullanilmstr.
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EKK yontemi ile olusturulan bir CDR modelinin, gegerli ve yeterli olabilmesi igin

asagida siralanan varsayimlari saglamasi gerekmektedir:

e Aciklanan degisken ile agiklayici degiskenler arasindaki iligki, dogrusal ya da en
azindan yaklagik dogrusaldir.

e Hata terimi sifir ortalamaya sahiptir.

e Hata terimi, sabit o varyansina sahiptir
e Hatalar iliskisizdir.

e Hatalar normal dagilmaktadir.

e Aciklayici degiskenler birbirleriyle iligkisizdir.

Bu varsayimlardan bir ya da birkaginin saglanmamasi durumu, varsayim bozulumlari
olarak adlandirilmaktadir. Varsayim bozulumlari; hata terimleri arasinda iliski olmas1
durumunda “6ziligki”, hata terimlerinin varyanslarinm esit olmamasi durumunda
“degisen varyanslilik”, hatalarin normal olmamasi durumunda “normal olmama” ve
aciklayict degiskenlerin iliskili olmas1 durumunda da “¢oklu baglant1” sorunu olarak
ortaya ¢ikmaktadir. Tez ¢alismasinda, varsayim bozulumlarindan sadece ¢oklu baglant1

sorunu ele alinmistir (Rawlings, Pantula ve Dickey, 2001).

4.2. Coklu Baglanti1 Sorunu, Etkileri ve Coziim Yollar

Aciklayict degiskenler arasinda yakin dogrusal bagimliliklar oldugu zaman coklu
baglant1 sorununun var oldugu soylenir. Temel olarak ¢oklu baglanti, X agiklayici
degiskenler matrisinin satirlar1 arasindaki dogrusal bagimliliktir. X ’in satirlar1 bagimsiz

olmadikga her bir veri kiimesi bir dereceye kadar ¢coklu baglantidan etkilenmektedir.

Coklu baglanti;; yanlis veri toplama ydnteminden, model {izerindeki fiziksel
kisitlamalardan, yanlis model se¢iminden ya da gozlemlerden ¢ok daha fazla sayida
aciklayict degiskene sahip olunmasi nedeniyle asir1 tanimlanmis modelden kaynakli

olabilir (Montgomery, Peck ve Vining, 2013).
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Model anlaml1 iken regresyon katsayilarmin anlamsiz ¢ikmasi, bir agiklayici degiskenin
ya da gozlemin modele eklenmesi ya da g¢ikarilmasi durumunda regresyon
katsayilarindaki biiylik degisimler, modelde ¢oklu baglant1 probleminin olabileceginin
gostergeleridir. Bu gostergelerin yani sira ¢oklu baglantmin varhgini ve derecesini tespit

edebilmek i¢in kullanilan farkli yontemlerden bazilari asagida siralanmistir:

e Korelasyon Matrisi

Aciklayict degisken ¢iftleri arasinda basit korelasyon katsayis1 0.80 ve lizerinde ise ¢oklu
baglant1 olabilecegi diisiiniiliir. Korelasyon katsayisinin 1’e yaklasmasi ise giiclii ¢oklu

baglantiy1 igaret eder.

e R}, Tolerans ve Varyans Sisme Degerleri

RJ.2 degeri, X;’ nindiger p-1 sayida agiklayici degisken tizerinden modellendiginde elde

edilen belirtme katsayisidir. Bu katsaymm 1’e yaklagmasi, X;

ile diger agiklayici
degiskenler arasinda gii¢lii ¢oklu baglant1 olabileceginin gostergesidir. Belirtme
katsayisinin 1’den ¢ikarilmasiyla tolerans degeri elde edilir. Bu degerin 0’a yakin olmasi,

X; 'nin diger agiklayici degiskenlerle ¢oklu baglantili oldugunu gosterir. Regresyon

modelindeki her bir terimin varyans sisme degeri (VIF) ise agiklayici degiskenler
arasindaki bagimliliklarin o terimin varyansi iizerindeki birlesik etkilerini 6lgmektedir.
VIF degerleri, agiklayicit degiskenlere iliskin korelasyon matrisinin tersinin kdsegen
ogeleri ile elde edilir. Esitlik 4.8’deki gibi Tolerans degerinin kullanilmasiyla da VIF

degerlerinin hesaplanmas1 miimkiindiir.
Tolerans; =(1-R?) (4.7)

1
R

VIF, degerinin 1’e yakm olmasi X; ile diger agiklayici degigkenler arasinda iligki

VIF, = (4.8)

olmadigmin gostergesidir. 2’den biiyilkk VIF degerleri ¢oklu baglantinin bir sorun

yaratabilecegini gosterirken 10’dan biiyiik degerler ise ¢coklu baglantinin ciddi sorunlar
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yaratabilecegini gosterir. VIF degerinin ¢ok biiyllk olmasi, ¢oklu baglantinin giigli

oldugunun bir gostergesidir.

e Kosul Indeksi:

Kosul indeksi (Ki) agiklayic1 degiskenlerin korelasyon matrisinin 6zdegerleri yardimiyla
Esitlik 4.9°daki gibi hesaplanir. Kosul indeksinin 15 ve 30 arasinda olmasi, c¢oklu
baglantinin bir problem yaratabilecegini gosterir. 30°dan biiyiik degerler ise coklu

baglantin ciddi bir sorun yaratacagini gosterir.

.2
Ki = [|Zmex 4.9
A (49)

min

Coklu baglant1 sorunu olan bir modelde regresyon katsayilari, olmasi gereken deger ve
isaretten farkli tahmin edilebilmektedir. Ayrica regresyon katsayilarinin standart hatalar1
da olmasi gerekenden daha biiyiik tahmin edildigi i¢in katsayilarin 6nemliliklerini
gosteren t degerlerini de etkilemektedir. Bu sebeple ¢coklu baglant: durumunda aciklayici
degiskenlerin anlamliligma iliskin yanlis sonuclar elde edilebilir. Ozellikle tam c¢oklu
baglant1 durumunda regresyon katsayilar1 hesaplanamamakta ve standart hatalar1 da

sonsuz olmaktadir (Alpar, 2013; Montgomery, Peck ve Vining, 2013).

Regresyon analizinde onemli bir yer tutan coklu baglant1 sorunun giderilmesi icin
onerilen pek cok yontem mevcuttur. Bu yontemlerden ilki, ek veri toplanmasidir. Ancak
bu yontem ekonomik kisittan ya da galigilan siirecin sonrasinda tekrar 6rneklemeye uygun
olmamasindan dolay1 her zaman miimkiin olamamaktadur. Ikinci bir yontem ise, degisken
secimidir. Ancak bu yolla analiz dis1 birakilan degiskenlerin bagimli degiskeni iyi
aciklayan degiskenler olmasi durumunda, degisken se¢imi de iyi bir yontem olmaktan
¢ikmaktadir. Bir bagka yontem ise, yanli tahmin tekniklerinin kullanilmasidir. Bu yontem,

coklu baglant1 sorununu gidermek i¢in kullanimi en ¢ok Onerilen yontemdir.

Bilindigi iizere EKK tahmin edicileri yansiz tahmin ediciler i¢inde en kiigiik varyansa
sahiptir. Ancak ¢oklu baglanti durumunda bu en kiigiik varyans, kabul edilemez

biiytikliikte olabilir. EKK tahmin edicisinin yansiz olmas1 kosulundan vazgecilerek daha
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diistik varyansa sahip tahminler, yanli tahmin teknikleri ile elde edilebilir (Rawlings,
Pantula ve Dickey, 2001). Yanlh tahmin tekniklerinin basinda 6zgiin degiskenler yerine
bunlarin dik doniisiimlerinin kullanildigt Temel Bilesenler Regresyonu (TBR) ve
korelasyon matrisinin kosegen elemanlarina kiigiik bir pozitif say1 eklenerek tahmin
varyanslarinin kiigiiltiildiigi Ridge Regresyonu (RR) gelmektedir. Bir diger yanli tahmin
yontemi ise, TBR ile benzer bir teknik kullanan Kismi En Kiigiik Kareler Regresyonu’dur
(KEKR). TBR’de sadece agiklayici degiskenlere TBA uygulanirken, KEKR’de ise hem

aciklanan hem de aciklayic1 degiskenlere es zamanli bir ayristirma uygulanir.

Tez ¢aligmasinda yukarida bahsedilen yontemlerden hareketle, BBA sonucu elde edilen
bagimsiz bilesenlerin de ¢oklu baglant1 sorununu ¢ozebilecegi, hatta mevcut diger
yontemlerin aksine iliski yerine daha giiclii istatistiksel bir 6zellik olan bagimsizligi esas
aldig1 i¢in daha iyi sonuglar verecegi diisiiniilmiistiir. Bu amagla, BBA ile hem agiklayic1
degiskenler arasindaki iligskinin yok edildigi hem de agiklanan degiskenin g6z 6niinde
bulunduruldugu TBR ve KEKR’ye benzer bir mantikla ¢oklu baglanti sorunu ¢oziilmeye
caligtlmistir. Bir sonraki kisimda da, bu konuyla ilgili yapilmis olan ¢alismalar
incelenmistir. Ancak Oncesinde, uygulama bdlimiinde Onerilen modelin, TBR ve
KEKR’ye benzerliginden dolay1 sadece bu yontemlerle karsilastiriimasi: yapildigi igin bu

yontemlerin isleyisine iliskin hatirlatici bilgilere yer verilmistir.

TBR, merkezilestirilmis ve 6l¢eklendirilmis agiklayici degiskenler matrisine (Z, pxn

boyutlu) TBA uygulanmasi iizerine insa edilmistir. Esitlik 4.10°da, TBA ile elde edilen

T temel bilesenleri goriilmektedir.

T=V'Z (4.10)

TBR’de orijinal degiskenler yerine, TBA ile elde edilen temel bilesenlerin yani orijinal

degiskenlerin dik doniigiimleri lizerine Esitlik 4.12°deki gibi EKK ydntemi uygulanir ve

7=(TT )_l Ty = LTy seklindeki regresyon katsayilar1 tahmin edilir.
y=Z"f+¢g (4.11)

y=T'y+¢ (4.12)
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Déniisiim matrisi ortogonal bir matris (VV' =1 ) oldugu igin ayn1 zamanda Esitlik 4.13

de yazilabilir.
Z'Bp=Z'VV' =Ty (4.13)

Gortldigii iizere TBR ile elde edilen temel bilesenlerin regresyon katsayilarindan orijinal
degiskenlerin regresyon katsayilarma B =Vy esitligi ile gegis yapilabilir. Bu nedenle
tiim temel bilesenler kullanildiginda, EKK ile ayni tahmin f = V§ sonuglarina ulagilir.
Ancak tiim temel bilesenlerin regresyon analizinde kullanilmasi ¢oklu baglant1 sorununu

ortadan kaldirmaz. Zaten TBR’nin arkasinda yatan temel diisiince de ¢oklu baglantiya

sebep olan boyutlar1 yok etmektir ki, bunu da agiklayici degiskenler matrisinin korelasyon

matrisinden elde edilen 6zdegerlerin (/1]-) cok kiiciik oldugu boyutlar1 analiz dist

birakarak yapar. Ornegin s tane temel bilesen yok edildiginde genellikle bunlar, en kiiciik

O0zdegere sahip s tane temel bilesendir ve regresyon analizi i¢in geriye kalan ¢ tane
temel bileseni kullanir (s+g = p ). Boyle bir durumda regresyon katsayilari, Esitlik
4.14’teki gibi elde edilir.

A

Boy = Vi Yo

(4.14)
(px1)  (pxg) (9x1)

Ancak temel bilesenler yok edilirken dikkatli olmak gerekir. Ciinkii yok edilen her temel
bilesen, tahminler iizerinde kisitlama ve yan miktarinda bir artig getirir. Uygulamada
genellikle, varyansi biiyiitebilecek yeterince kii¢iik 6zdegerlere sahip temel bilesenler ve
tahmin edilen regresyon katsayisi sifirdan farkli olmayan temel bilesenler yok edilir.

(Rawlings, Pantula ve Dickey, 2001).

KEKR’de, aciklayict degiskenler ile agiklanan degisken ya da degiskenler arasindaki
kovaryans1 maksimum yapan birbirine dik gizli degiskenler bulunur. Her iki degisken
blogu arasindaki iliski, kismi en kiiglik kareler skor vektorleri ile modellenir.

Merkezilestirilmis degisken bloklari, Esitlik 4.15 ve 4.16°daki gibi ayristirilir.
X' =TP" +E (4.15)

Y =UQ'" +F (4.16)
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Esitliklerde X; pxn boyutlu agiklayici degiskenler matrisini, Y; pxm boyutlu
aciklanan degiskenler matrisini, T ve U; nx p boyutlu skor matrislerini, P; nx p ve
Q; mx p boyutlu yiikler matrisini, E; nxp ve F; mx p boyutlu artik matrislerini

gostermektedir. T matrisinin t, U matrisinin u skor vektorleri arasindaki kovaryansi
2
[COV(XTW, YTC)J = [cov(t, u)]2 maksimum olacak sekilde NIPALS algoritmast ile w

ve ¢ agirliklart bulunur. Ayrica bu maksimizasyonu saglayan t, u skor bilesenleri ile p
ve q yiik vektorleri hesaplanir. X ’in skorlari, Y ’nin iyi birer tahmin edicisi olduklar1

i¢in hesaplanan degerler yardimiyla Esitlik 4.16, YT =TQ" + G seklinde de yazilabilir.
Boylece KEKR katsayilar1 Esitlik 4.17°deki gibi elde edilebilir.

Y =TQ"+G=X'WQ'+G=X'"B+F (B=WQ') (4.17)

Istenilen sayida bilesen elde edildiginde ya da agiklanan degiskendeki degisimin biiyiik
bir kismi agiklandiginda algoritma sonlanir (Polat, 2009; Bulut, 2011).

KEKR’de NIPALS algoritmasindan baska kullanilabilecek c¢ekirdek algoritmasi,
Ozvektor algoritmasi, SIMPLS, SAMPLS, UNIPALS gibi ¢ok cesitli algoritmalar da
mevcuttur. KEKR’de yeterli bilesen sayisina karar verilirken genellikle ¢apraz gegerlilik
yontemi kullanilmaktadir (Bulut, 2011).

4.3. Bagimsiz Bilesenler Analizi ile Coklu Baglanti Sorununun Coéziimiine Dair

Literatiir Taramasi

Bu bolimde; ‘regresyon’, ‘goklu baglanti’, ‘Bagmmsiz Bilesenler Analizi’ anahtar
kelimelerinin kullanildig1 genel bir literatiir taramasi yapilmistir. Literatiir taramasinin
sonucunda BBA’nin bir regresyon teknigi olarak ele alindigi ¢aligmalara daha ¢ok

kimyanin kemometri'® alaninda rastlanilmistur.

10 Kimyasal verilerin istatistik, matematik ve bilgisayar algoritmalar ile islenmesi Kemometri bilim dalim

ortaya ¢ikarmigtir.
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Konuyla ilgili ilk ¢alisma, Gustafsson (2005) tarafindan yapilmistir. Calismada 6ncelikle,
CDR modellerinin kimya alaninda standart bir yontem olarak kullanildigindan; ancak
cogu zaman gozlem sayisinin degisken sayisindan kiigiik olmasi, agiklayict degiskenler
arasinda yiiksek iligkilerin var olmasi ve deneysel hatalarm mevcut olmasi gibi
nedenlerden dolay1 olusturulan modellerin kotii uyum sergileme ya da gézlemlere duyarli
¢oziimler iretme sorunlarina sahip oldugundan bahsedilmistir. Bu gibi durumlarda
kullanilan gizli degisken temelli yontemlerden TBR ve KEKR yontemlerine alternatif
olarak BBA’ya dayali iki yeni regresyon algoritmasi yazar tarafindan Onerilmistir.
Onerilen algoritmalardan bir tanesi TBR’deki TBA’y1 BBA ile degistirmekte, digeri de
KEKR’deki gibi sadece agiklayic1 degiskenleri degil, agiklanan degiskeni de kullanarak
gizli degiskenleri tahmin etmektedir. Calismada, uniform ve normal dagilimlardan
iretilen iligkili degiskenler tlizerinde, farkli orneklem biyiikliikleri ve farkli 6l¢iim
hatalar1 i¢in yontemlerin karsilastirmalar1 yapilmistir. Karsilastirilan tiim yontemler
dogru tahminler verirken, yalnizca BBA’ya dayali yontem ile kimyasal olarak

yorumlanabilen gizli degiskenler elde edildigi sonucuna varilmistir.

Shao ve ark. (2006) ise ¢alismalarinda, Bagimsiz Bilesenler Regresyonu (BBR) adini ilk
kez kullanmiglardir. Tiitiin bitkisinin NIR spektrumlarindan elde edilen 6rneklerdeki
genel bilesenlerin (toplam seker, toplam nitrojen, nikotin ve su) tahmini {lizerine bir
uygulama gergeklestirmisler ve BBR ile TBR’den elde ettikleri sonuglari
karsilagtirmiglardir. Her iki yontemde de ayni sayida bagimsiz bilesen ya da temel bilesen
ile ayn1 agiklayicilik giiciine ve ayni tahmin hatasina sahip modeller elde etmislerdir.
Ancak bagimsiz bilesenler ortogonallige gore daha giiclii bir kosul ve yiiksek dereceden
istatistik olan bagimsizlig1 esas aldig1 i¢in, temel bilesenlere gore daha fazla kimyasal
aciklama imkani sunmustur. Bu yargiya, elde edilen temel bilesenlerin ve bagimsiz
bilesenlerin agiklayic1 degiskenler ile aralarindaki iliski katsayilart hesaplanarak
varilmistir. Sonug¢ olarak BBA’nin karmasik kimyasal veri kiimelerinde nicel ve nitel

bilgileri almak i¢in umut vadeden bir ara¢ oldugunu sdylemislerdir.

Kaneko, Arakawa ve Funatsu (2008) c¢alismalarma; CDR, TBR, KEKR gibi ¢ok
degiskenli tekniklerin kimoinformatikteki pek ¢ok problemin ¢dziimiinde kullanildigina

dair bilgilerle bir giris yapmuslardir. Regresyon analizinde kullanilan agiklayici
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degiskenlerden 6nemli bilesenlerin ortaya ¢ikarilmasi i¢in BBA kullanimini ve buna bagli
olarak da Bagimsiz Bilesenler Analizi-Coklu Dogrusal Regresyon (BBA-CDR)
yontemini Onermislerdir. Normal dagilimdan iligkili olarak iretilen iki agiklayici
degisken ve bir aciklanan degisken ile benzetim caligsmasi yapmiglardir. BBA-CDR
yontemi, KEKR’ye gore ¢ok daha dogru tahmin sonuglar1 vermistir. Bunun yani sira
gercek bir veri kiimesi olan 346 degisken ve 1290 gozlemden olusan sulu ¢oziiniirliik veri
kiimesi lizerinde de KEKR, BBA-CDR ve Genetik Algoritma-KEKR ydntemlerinin
tahmin ve acgiklayicilik giiglerini karsilastrmis ve en iyi sonuglar1t BBA-CDR
yonteminden almislardir. EK olarak BBA-CDR yonteminden elde edilen regresyon
katsayilari, her tanimlayici maddenin (degiskenin) sulu c¢oziiniirliige olan katkismi

belirttigi i¢in ayrintili bir sekilde yorum yapabilme sansi da vermistir.

Dai ve ark. (2013), regresyon analizinin baraj deformasyonunun istatistiksel olarak
modellenmesinde yogun olarak kullanildigindan bahsetmislerdir. Ancak regresyon
analizinde kullanilan degiskenler arasindaki ¢oklu baglant1 sorununun zaman zaman bu
alanda yanlis modeller sunabildigini ve bu durumun ¢6ziimii i¢in kullanilan geleneksel
bir yontem olan adimsal regresyonun, deformasyona neden olan bazi ¢evresel faktorleri
g6z ardi edebildigini belirtmislerdir. TBR ve KEKR yontemlerinin de baraj
deformasyonunu fiziksel olarak yorumlamada yetersiz kalmalarindan dolay1 ¢alismada,
baraj deformasyonunu modellemek ve deformasyonun fiziksel kokenlerini belirlemek
icin BBR’nin kullanimimni 6nermislerdir. 6 agiklayict degisken ve bir agiklanan degisken
ile genisligi 400 olan bir O6rneklem iizerinde gerceklestirilen benzetim c¢aligmasmin
sonrasinda Onerdikleri yontemi, Cin'in Hunan eyaletindeki Wugqiangxi Barajimnin
deformasyonunu modellemek i¢in kullanmislardir. Sonug¢ olarak, BBR'nin barajin
deformasyonunu sadece dogru bir sekilde modellemedigi, ayni1 zamanda ortaya ¢ikarilmis
bagimsiz bilesenler araciligiyla deformasyonu etkileyen fiziksel faktorlerin (sicaklik, su

seviyesi, zaman) tanimlanmasma da yardimci1 oldugunu gostermislerdir.

Chakrabarty ve Sarkar (2013) ¢alismalarinda, Hint Borsasindaki (Nifty) oynaklik tizerine
ekonomik degiskenlerin etkisini aragtrmiglardir. Calismada oynakligi hesaplarken
GARCH(1,1) modelini kullanmiglar ve 12 adet makroekonomik degiskenin hesaplanan
bu GARCH oynaklig1 iizerindeki etkisini CDR ile incelenmislerdir. Ancak bu 12
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degiskenden 7’sinin ¢oklu baglanti sorunundan etkilendigi gériilmiistiir. Bu degiskenlerin
hepsini analiz dis1 birakmak miimkiin olmadigi i¢in ¢oklu baglantiy1 yok etmek amaciyla
bu 7 degiskene BBA uygulanmistir. Degiskenler normal dagilim géstermedigi igin TBA
yerine BBA tercih edilmistir. Bu 7 degiskenin bagimsiz bilesenleri elde edildikten sonra
tim degiskenlere tekrar dogrusal regresyon analizi uygulanmistir. Ancak her ne kadar
caligmada bahsedilmese de, regresyon modelinde kullanilan degiskenlerin bir kisminin
orijinal degisken olmasi, diger bir kisminin ise BBA’dan elde edilen bagimsiz bilesenler

olmasinin elde edilen katsayilarin yorumlanmasinda bir sorun yaratacag: asikardur.

Zhan, Dai ve Zhou (2014) galismalarinda, baraj deformasyonu analizinde regresyon
yontemlerinin ¢ok fazla kullanildigin1 ancak deformasyona neden olan degiskenler
arasinda bagimlilik problemi oldugu i¢in her bir degiskenin gergek katkisinin ayirt
edilemedigini belirtmislerdir. Dai ve ark.’m (2013) calismasina benzer sekilde
chismalarinda, bagimliligi yok etmek ve istatistiksel olarak bagimsiz degiskenleri elde
etmek i¢in BBA’nin kullanimin1 6nermislerdir. Yapay bir veri kiimesi iizerinde EKK
regresyonu, TBR ve BBR ile elde ettikleri sonuglar1 karsilastirmiglardir. Ayrica gergek
bir veri kiimesi tizerinde de bir uygulama gerceklestirmislerdir. Sonu¢ olarak BBR’nin
bagimlilik problemini ¢dzebildigini ve bagimli degiskene daha iyi agiklama getirdigini
gostermislerdir. Ayrica BBA’nin deformasyon analizi alanindaki uygulamalarda biiytik

potansiyeller i¢erdigi yorumunda bulunmuslardir.

Haque, de Souza ve Rahman (2017) ¢alismalarinda, su talebinin dogru modellenmesinin
ve tahmin edilmesinin zorluklarindan bahsetmislerdir. Bunun nedeni olarak da mevcut
verinin yapisint  ve kalitesini, havza modellemesindeki cografi farkliliklar1
gostermislerdir. Su talebi tahmininde ¢esitli tekniklerin benimsendigi, ancak BBR nin
uygulamasinin daha 6nce yapilmadigi iizerinde durmuslardir. Bu yiizden ¢aligmada, orta
vadeli kentsel su talebi tahmini i¢in ilk kez BBR yonteminin kullanimi1 Brezilya’nin,
Aquidauana sehrinden alinan veriler iizerinde gergeklestirilmistir. Ayrica gelistirilen
BBR modelinin performansi, CDR ve TBR ile karsilastirilmistir. BBR modelinin, su
talebini modellemede diger iki modelden daha iyi performans gosterdigi goriilmiistiir.

Boylece BBR yonteminin, su talebi modellerini basariyla gelistirme potansiyeline sahip
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oldugu ve kabul edilen yontemin su talebi tahmin modeli gelistirmek i¢in diger iilkelere

de uygulanabilir oldugu sonuglarina varilmistir.

4.4, Bagimsiz Bilesenler Analizi ile Coklu Baglanti Sorununun Coziimii

Bilindigi gibi, TBA ile p boyutlu uzayr ¢ok iyi tanimlayan yeni dik (iliskisiz) temel
bilesenler ya da 6zvektorler elde edilir. Analizin amaci, p tane degiskenin acikladigi
bilginin k tane yeni degiskenle agiklanmasidir ( k < p ). Bu amag¢ dogrultusunda p

boyutlu uzaydaki toplam varyans (6zdegerler toplami), her biri 6zvektorlerle tanimlanan
yeni degiskenlerle ifade edilmektedir. En biiyiik varyans birinci 6zvektore, en kiiciik
varyans sonuncu 6zvektore ait oldugundan birinci temel bilesen en fazla, diger temel
bilesenler ise gittikge azalan oranlarda toplam agiklanan varyansa katkida bulunur.
Boylece az sayida bilesen ile toplam varyansin biiylik bir kismi agiklanabilmektedir

(Tathdil, 2002; Jolliffe, 2011).

TBR ise dogrusal regresyon modelinin, TBA sonucunda 6zgiin bagimsiz degiskenlerin
dogrusal birlesimi olarak elde edilen temel bilesenlerin Kkullanimiyla yeniden
aciklanabilecegi ger¢egine dayanarak olusturulmustur. Bu noktadan hareketle, BBA
sonucu elde edilen bagimsiz bilesenlerin de dogrusal regresyonda 6zgiin degiskenler
yerine kullanilabilecegi ¢alisma kapsaminda incelenmistir. Zira bilindigi {izere
istatistiksel bagimsizlik, iliskisizlige gore ¢ok daha giiclii bir kavramdir ve bagimsiz
bilesenler elde edilirken yiiksek dereceden istatistikler kullanilir. Temel bilesenler elde
edilirken ise kovaryans ya da korelasyon gibi ikinci dereceden istatistikler kullanilir. Bu
nedenle de BBA, TBA’nin basarisiz oldugu durumlarda daha iyi sonuglar veren giiglii bir
yontemdir. Ancak TBA’da, elde edilen temel bilesenler toplam varyansi agiklayicilik
giiclerine gore siralanabilirken, BBA’da analizin dogas1 geregi elde edilen bagimsiz
bilesenler i¢in bir siralama yapilamamaktadir. Bu sebeple, TBR’de hangi temel
bilesenlerin secilecegi dnem seviyelerine gore belli iken BBA nin kullanildig1 regresyon
yonteminde ise bir belirsizlik bulunmaktadir. Ancak TBR’de de baska bir sorun
mevcuttur: Regresyon modeline dahil edilecek temel bilesenlerin se¢iminde agiklanan
degiskenin g6z ardi edilmesi. Zaman igerisinde bu problem fark edilmis ve bunun i¢in

aciklanan degiskenin de g6z 6niinde bulunduruldugu KEKR yontemi gelistirilmistir.
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Yukarida bahsi gegen BBA ile ilgili belirsizlik i¢in bir dnceki baslikta sunulan konuyla
ilgili literatiir genel olarak tekrar degerlendirildiginde, bir¢ok calismanin agiklayici
degiskenlere BBA uyguladiktan sonra elde ettikleri bagimsiz bilesenlerden hangilerinin
regresyon modeline dahil edilmesi gerektigi konusunda yeterli bir bilgi vermedigi,
bazilarinin biitiin bagimsiz bilesenlerle yapilabilecek tiim kombinasyonlar1 denedigi ve
iclerinden tahmin hatasini minimum yapan kombinasyonu sectikleri (islem siiresini
uzatan bir yontemdir), bazilarmin ise agiklanan degisken ile en yiiksek Pearson
korelasyon katsayisina sahip olan bagimsiz bilesenleri segtigi goriilmiistiir. Korelasyon
katsayisin1 kullanan ¢alismalarin KEKR yontemine benzer bir bakis agisiyla aciklanan
degiskeni de g6z Oniinde bulundurduklar1 goriilmektedir. Bilindigi iizere, Pearson
korelasyon katsayist sadece dogrusal iligkilere odaklanmaktadir. Bagimsiz bilesenler,
aciklayici degiskenlerin dogrusal bir birlesimleri oldugu i¢in ve agiklanan degisken de
aciklayici degiskenlerin dogrusal bir birlesimi oldugu i¢in, bagimsiz bilesenler ile
aciklanan degisken arasinda da dogrusal bir iliski oldugu varsayilmaktadir. Ancak;
aciklanan degisken ile agiklayicit degisken arasindaki Pearson korelasyon katsayisimin
yiiksek olmasi, bu agiklayic1 degiskenin iyi bir agiklama giicline sahip olacagi anlamina
gelmemektedir. Ciinkii regresyon analizinde g6z Oniinde bulundurulan, agiklanan
degisken ile agiklayic1 degiskenler arasindaki iliski degil, nedenselliktir. Bu nedenle
calismada, dogrusal iliskinin yan1 sira karmasik iligkileri de gbz oniinde bulunduran bir
Olciitiin kullanilmasmin daha dogru sonuglar verecegi diistiniilerek korelasyon katsayisi
yerine iki sistemin tasidigi ortak bilgi miktarinin 6nerilmistir. Korelasyon katsayis1 yerine
ortak bilgi miktarinin kullanildig1 ¢alismalar incelendiginde, 6zellikle iliskisel baglantilar
yerine nedensellik ortaya ¢ikarilmak istendiginde ortak bilgi miktarinin tercih edildigi
goriilmektedir (Pearl, 2009). Bu agidan, regresyon analizinde agiklanan degiskeni
modelleyecek bagimsiz bilesenlerin se¢iminde ortak bilgi miktarmnin kullaniminin ne

kadar dogru bir tercih oldugu da goriilmektedir.

Ortak bilgi miktarina gore bagimsiz bilesenlerin se¢iminin yapildigi regresyon analizinin

asamalar1 asagida siralanmstir:

1) Agciklayici degiskenlerden olusan X verimatrisi(p degisken sayisi, n gbzlem

sayis1) Oncelikle BBA analizinin hazirlik agamasinin tamamlanmasi i¢in merkezilestirilir

73



ve beyazlatilir. Boylece ortalamasi 0, kovaryans matrisi de birim matris (1) olan Z

matrisi elde edilir.

Z=A"’TTX=QX (4.19)
Esitlik 4.19°da Q = A™Y2T, beyazlatma matrisidir. A , E(XXT) kovaryans matrisinin

Ozdegerlerinden olusan kosegen matris, T de E(XXT) kovaryans matrisinin

ozvektorlerinden olusan ortogonal matristir.

2) Veri matrisinin beyaz hali olan Z matrisinden, BBA’da kullanilan

algoritmalardan biri olan FastICA algoritmas ile bagimsiz bilesenlerden olusan U -

matrisi tahmin edilir.
U=WZ=WQX (4.20)
Buradaki W karigim  matrisi, E(UUT)=E(WZ(WZ)')=WE(ZZ")W" =1

ozelliginden dolay1 ortogonal bir matristir.

3) Bir 6nceki asamada tahmin edilen u bagimsiz bilesen vektorlerinin, agiklanan
degisken ile olan ortak bilgi miktarlar1 hesaplanir. Ortak bilgi miktarlarina gore biiyiikten

kiigtige dogru siralanan bagimsiz bilesenlerden ilk k tanesi (k < p) segilir.

4) Segilen bagimsiz bilesenler, regresyon analizinde agiklayici degisken olarak

kullanilir ve regresyon katsayilar1 asagidaki esitlikler yardimiyla hesaplanir:

y:XTBHy+s y:Uk[}Hy_H;

~ -1 ~ -1

B, =(XX") Xy = B, =(UU;) Uy (4.21)
y=XB,., y=UB,.,

Esitlik 4.21°den hareketle, X", =Up,,, oldugu i¢in §, =(WQ) B,,, olarak

yazilabilir. Boylece, bagimsiz bilesenlerin regresyon katsayilarindan orijinal

degiskenlerin regresyon katsayilarina ge¢is yapilabilir.
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~ -1
EKK regresyonuyla elde edilen g katsayilarinin yansiz ve O'Z(XXT) varyansli

olmalarmdan hareketle bagimsiz bilesenlerin regresyon katsayilarinin beklenen degerini

ve varyansini da hesaplamak miimkiindiir.

-1

E(B., )= E(((WQ)T )l"x»yj =((WQ)") E(B,..,)=((WQ)") B (4.22)

Var (f}u%y) =Var [((WQ)T )71 Bxayj = ((WQ)T )71Var(|3Hy )(((WQ)T )T

~((wWQ)") o (xx7) (W) (4.29)
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5. UYGULAMA

Bu boliimde; regresyon analizindeki agiklayict degiskenlere BBA uygulandiktan sonra
elde edilen bagimsiz bilesenlerin, agiklanan degisken ile sahip olduklar1 ortak bilgi
miktarlarma gore secildikleri ve sonrasinda da regresyon analizinde degisken olarak yer
aldiklar1 BBA-OBM olarak kisaltilan yontemin performansi degerlendirilmistir. Bu
amagcla, ¢oklu baglantiya sahip iki tane yapay veri ve dort tane de gergek veri kiimesi
iizerinde uygulamalar gerceklestirilmistir. Onerilen BBA-OBM ydnteminin sonuglar;
KEKR, TBR ve bilesenlerin ortak bilgi miktar1 yerine Pearson korelasyon katsayisi ile

secildikleri BBA-K yontemlerinin sonuglari ile karsilastirilmistir.

5.1. Yapay Veri Uygulamalan

Yapay veriler iiretilirken Lee, Quin ve Lee (2006) ile Haykin’in (2008) ¢alismalarindan
esinlenilmistir. n =100, 500, 1000, 5000 seklindeki farkli 6rneklem biiyiikliklerinin
3’te 2’si egitim, 3’te 1’1 ise test kiimesi olarak ayrilmistir. Farkli diizeylerde hata
terimlerinin de eklendigi veri kiimelerine; 6nerilen BBA-OBM yontemi ve KEKR, TBR,
BBA-K yontemleriyle regresyon analizi uygulanmistir. Her durum ve yontem i¢in egitim
kiimesinin tahmin, test kiimesinin de Ongorii sonuglarinin performansi hata kareler

ortalamasi (HKO) ile karsilastirilmistir.

HKO == (y, -9, (5.)

i=1

5.1.1. Yapay Veri Uygulamasi-1

Oncelikle S=[s, s,] ve k=1,2,...,n olmak iizere Esitlik 5.2 ve Esitlik 5.3’te verilmis

olan dagilimlardan iki farkli bagimsiz bilesen iiretilmistir.
s, (k) =sin(0.5k) (5.2)

s, (k) =uniform ~ [-1,1] (5.3)

Her ne kadar farkli dagilimlardan {iretilmis olsalar da, {iretilen bilesenlerin istatistiksel

olarak birbirlerinden bagimsiz olup olmadiklarinin kontrolii, parametrik olmayan bir test
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olan Hoeffding Bagimsizlik Testi ile yapilmistir. Hoeffding (1948) tarafindan onerilen
bu testte amag, marjinal dagilimlarin ¢arpimi ile ampirik iki degiskenli dagilim arasindaki
mesafeyi hesaplayarak veri kiimelerinin bagimsizligini sinamaktir. Yokluk hipotezi x ve

y raslant1 degiskenlerinin ya da veri kiimelerinin birbirinden bagimsiz oldugu seklinde

kurulur.

Ho i F(x,y)=F(x)F(y), tim(x,y) ciftleri icin

H,:F(xy)=F(x)F(y), tim(x,y) ciftleri icin

Teste, n gozlemden olusan x raslant1 degiskenine R,, i=1,2,...,n sira sayilar1 ve n
gozlemden olusan Y raslanti degiskenine de T,, i=1,2,...,n sira sayilar1 verilerek
baglanir. Daha sonra i =1,2,...,n igin ¢; degeri hesaplanir. ¢; degeri, X; <X Ve y, <Yy,
olan (X Y j) ciftlerinin sayisidir. Raslant1 degiskenlerinde ayni degeri alan gozlemler

yok ise baska bir deyisle, ortak sira sayisi1 yok ise C; degeri hesaplanirken Esitlik 5.4,
ortak sira sayisi var ise de Esitlik 5.5 kullanilir (Hollander, Wolfe ve Chicken, 2014).

n 1 a<bise
G :§¢(Xi’xi) ¢(yi’yi> ve ¢(a’b):{0, diger durumlarda 54
1, a<bise
C :Zn:¢*(xj,xi) ¢*(yj,yi) ve ¢ (a,b)= % a=bise (5.5)

a#l

0, diger durumlarda

Sonrasinda D;, D, ve D, degerleri ile Hoeffding’in D istatistigi Esitlik 5.9°daki gibi

hesaplanir:

D, =3 (R -1)(R ~2)(T,-1)(T, -2) (5.6)
D, =3 (R -2)(T -2, (5.7)
D, = _n ¢ (c-1) (5.8)
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o D,-2(n-2)D,+(n-2)(n-3)D,

n(n-1)(n-2)(n-3)(n-4)

(5.9)

Hoeffding’in D istatistigi, [—6—]&),%} araliginda degerler alir. Olasilik degerleri

2(n”+5n-32
a:i (n N ) igin P(D>da)£a olarak bulunur ise yokluk
30\9n(n-1)(n-3)(n-4)a

hipotezi ¢ diizeyinde reddedilir (de Siqueira Santos ve ark., 2013).

Uretilen veri kiimelerine her bir drneklem biiyiikliigii géz oniinde bulundurularak
Hoeffding Bagimsizlik Testi uygulandiginda elde edilen olasilik degerleri Cizelge 5.1°de

Ozetlenmistir.

Cizelge 5.1. Yapay Veri Uygulamasi-1 i¢in Hoeffding Test Sonuglari

Hoeffding
Bagimsizhk Testi

5y, S,) p=0.377 P =0.669 p=0.316 p=0.578

n=100 n=500 n=1000 n=5000

Biitiin p olasilik degerleri = 0.05 ’ten biiytik ¢iktig1 i¢in iiretilen S, Ve S, bilesenlerinin

tim Orneklem biiyiikliiklerinde istatistiksel olarak birbirinden bagimsiz olduklar1 %95

giiven diizeyinde sdylenebilir.

Uretilen bagimsiz bilesenlerin istatistiksel olarak birbirlerinden bagimsiz olduklarmnin
gosterilmesinden sonra, temelde iki bagimsiz bilesenin etkisiyle olustugu varsayilan
agiklanan degiskenin gergek degerleri, Y =2s, +7s, esitligi ile retilmistir. Sonrasinda,
dogrudan bu iki bagimsiz degiskenin gozlenemedigi, onlarin yerine alt1 tane agiklayici

degiskenin gozlendigi bir durum olusturmak igin bu iki bagimsiz bilesen kullanilarak

X =AS esitligi ile X=[X1 X, X3 X, Xg Xe] seklindeki aciklayict degiskenlerin
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verileri iiretilmistir. Uretim asamasinda Esitlik 5.10°da verilen A matrisi degerleri

kullanilmistir.

0.86 -0.55 0.17 -0.63 089 0.27
A{ } .10

1039 065 032 012 -097 -0.14

Ayrica tretilen agiklayici degiskenlere normal dagilimdan iiretilmis olan O ortalama ve

farkli standart sapmalara () sahip hata terimleri de eklenmistir. Ornek olarak, n =500
icin dretilen S;,S,, Y, X;, X,, X3, X,, Xs, X; ‘nmn grafikleri swasiyla Sekil 5.1’den

itibaren verilmistir.

1.0

0.5

s1
0.0
I

0.5

-1.0

0 100 200 300 400 500

Sekil 5.1. n =500 Igin s, Bileseni

1.0

0.5

s2
0.0

0.5

-1.0

0 100 200 300 400 500

Sekil 5.2. n =500 I¢in s, Bileseni
79



Sekil 5.3. n=500I¢in y Degiskeni
(; 1[;0 2[;0 3[;0 4[;0 5(;0
Sekil 5.4. n=500 ve o =0.05 igin X, Degiskeni
3 |

Sekil 5.5. n=500 ve o =0.05 igin X, Degiskeni
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0 100 200 300 400 500
Sekil 5.6. n=500 ve o =0.05 Igin X, Degiskeni
Sekil 5.7. n=500 ve o =0.05 igin x, Degiskeni
I (; 1[;0 2(;0 3[;0 4(;0 5(;0

Sekil 5.8. n=500 ve o =0.05 igin X, Degiskeni
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0 100 200 300 400 500

Sekil 5.9. n=500 ve o =0.05 Igin X, Degiskeni

Uygulamada, Karsilastirilan tiim yontemlerde belli bir standardi yakalamak i¢in hepsinde
de aym sayida bagimsiz bilesen kullanimi tercih edilmistir. Agiklanan degisken, yapi
itibartyla iki bagimsiz bilesenden olustugundan dolay1 sonuglar, bir bilesenin ve iKi

bilesenin oldugu iki farkli durum icin ayr1 ayri elde edilmistir. Oncelikle uniform
dagilimdan tretilmis olan S, bagimsiz bileseni, aciklanan degisken igerisinde bir hata
terimi gibi disiiniilmiis ve tahmin edilen bilesenlerden sadece bir tanesi ile y degiskeni
aciklanmaya ¢alisilmistir. KEKR ve TBR i¢in toplam varyans agiklama orani en yiiksek
bagimsiz bilesen secilirken, BBA-OBM i¢in BBA uygulandiktan sonra elde edilen
bagimsiz bilesenlerden y degiskeni ile en yliksek ortak bilgi miktarma sahip bagimsiz
bilesen!! ve BBA-K i¢in de BBA uygulandiktan sonra elde edilen bagimsiz bilesenlerden
y degiskeni ile en yiiksek Pearson korelasyon katsayisina sahip bagimsiz bilesen

se¢ilmistir.

Cizelge 5.2.’de egitim kiimesi i¢in tahmin edilen bagimsiz bilesenlerden bir bagimsiz
bilesen ile y degiskeni agiklanmaya ¢alisildiginda elde edilen HKO’lar goriilmektedir.
Cizelgede, BBA-OBM ve BBA-K yontemlerinin her ikisi de ayni bilesenleri sectikleri
i¢in aynt HKO sonuglarini vermiglerdir. Cizelge 5.2 genel olarak incelendiginde BBA’ya
dayali yontemlerin diger yontemlere gore daha diisik HKO’lara sahip olduklar1 ve

orneklem biiylikligii arttikca da HKO degerlerinin azaldiklar1 goriilmektedir. En yiiksek

11 Cizelgelerde parantez igerisinde hangi bilesenin segildigi goriilmektedir.
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HKO degerlerine TBR yontemi sahiptir. KEKR yontemi ise 6zellikle standart sapmanin
kiigiik oldugu durumlarda TBR’ye gore daha diisik HKO’lar vermektedir. Ayrica
BBA’ya dayali yOntemlerin standart sapmanin biiyiikliiglinden neredeyse hig

etkilenmedikleri goriilmektedir.

Cizelge 5.2. Bir Bagimsiz Bilesenli Egitim Kiimesi Hata Kareler Ortalamas1 Sonuglar1

G KEKR TBR BBA-OBM BBA-K
0.01 3.456687 7.466903  2.454838 ()  2.454838 ()
0.05 3.632650 7517366  2.454632 (s)  2.454632 (s2)
n=100 0.10 4.119004 7.610726  2.458550 ()  2.458550 (s2)
0.50 4.904762 8.537500  2.456162 (ss)  2.456162 (S3)
0.70 5.233858 8.533501  2.459426 (s3)  2.459426 (s3)
0.90 6.530640 8.502792  2.459004 (s3)  2.459004 (s3)
0.01 3.818067 7314321 2157434 ()  2.157434 (o)
0.05 3.994806 7.346429  2.157378(s))  2.157378 (s2)
n=500 0.10 4.434819 7.415003  2.157155(s;)  2.157155 (s)
0.50 6.092425 8.570291  2.861852 (5;)  2.861852 (ss)
0.70 6.377712 8.726106  2.157574 (s5)  2.157574 (ss)
0.90 6.580801 8.766895  2.157464 (55)  2.157464 (ss)
0.01 3.649667 8.147447  2.027997 ()  2.027997 (o)
0.05 3.857672 8.167834  2.028069 ()  2.028069 (s2)
n=1000 0.10 4.362556 8.215545  2.028080 ()  2.028080 (s2)
0.50 6.671310 9.079196  2.028357 (s5)  2.028357 (ss)
0.70 7.307406 9.269358  2.028045 (5;)  2.028045 (s3)
0.90 7.816983 9.330156  2.027864 (s5)  2.027864 (ss)
0.01 3.389468 8.241597  1.980053 ()  1.980053 (so)
0.05 3.641415 8.257634  1.980056 ()  1.980056 (s2)
n=5000 0.10 4.200503 8.298145  1.980064 ()  1.980064 (s2)
0.50 6.697190 8.895673  1.980079 (s)  1.980079 (ss)
0.70 7.356542 9.087617  1.980060 (s)  1.980060 (ss)
0.90 7.859917 9.149830  1.980054 (s;)  1.980054 (ss)

Cizelge 5.3’te ise ayn1 durum igin test kiimesinden elde edilen HKO’lar goriilmektedir.
Beklendigi gibi test kiimesi HKO sonuglari, egitim kiimesi HKO sonuglarina gére ¢ok
daha ytiksektir. Burada da benzer sekilde en diisiik HKO’lara BBA’ya dayali yontemlerle
ulagilmis ve yontemlerin HKO sonuglar1 standart sapma diizeylerinden neredeyse hig

etkilenmemistir. TBR ise en kotii HKO sonucunu veren yontem olmustur.
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Cizelge 5.3. Bir Bagimsiz Bilesenli Test Kiimesi Hata Kareler Ortalamas1 Sonuglar1

c KEKR TBR BBA-OBM BBA-K
0.01 24.64854 53.51748 6.147735 6.147735
0.05 24.82909 53.32287 6.147524 6.147524
n=100 0.10 26.83503 53.09843 6.159422 6.159422
0.50 36.77541 45.31775 6.151068 6.151068
0.70 39.02795 45.98506 6.160182 6.160182
0.90 43.21219 46.20633 6.159835 6.159835
0.01 28.52354 57.39673 7.052714 7.052714
0.05 29.33675 57.40981 7.052524 7.052524
n=500 0.10 31.86766 57.49611 7.051823 7.051823
0.50 42.40438 50.55419 10.20879 10.20879
0.70 43.56209 51.32241 7.053122 7.053122
0.90 44.25607 51.63916 7.052833 7.052833
0.01 22.87033 57.15809 7.468976 7.468976
0.05 24.27931 57.29893 7.469229 7.469229
n=1000 0.10 27.41646 57.49307 7.469283 7.469283
0.50 41.18531 52.15117 7.469869 7.469869
0.70 44.20671 52.81335 7.469242 7.469242
0.90 46.53793 53.08055 7.468623 7.468623
0.01 19.77993 56.07744 7.525511 7.525511
0.05 21.32804 56.14802 7.525535 7.525535
n=5000 0.10 24.66415 56.26432 7.525591 7.525591
0.50 39.56548 51.04816 7.525621 7.525621
0.70 42.96535 51.70986 7.525564 7.525564
0.90 45.52991 52.01574 7.525524 7.525524

Her ne kadar BBA’ya dayali yontemler diger yontemlere gore en iyi HKO sonuglarini
verse de, bu yontemlerin ortak bilgi miktarini ya da korelasyon katsayisini1 kullanarak
tahmin edilen bagimsiz bilesenlerden dogru bagimsiz bilesenleri se¢ip se¢cmediklerinin

saglamasi da ¢aligma kapsaminda ayrica yapilmistir.

Cizelge 5.4 ve Cizelge 5.5’te swrasiyla egitim kiimesi ve test kiimesi i¢in “BBA’ya dayali
yontemlerde diger bagimsiz bilesenler segilmis olsaydi ne kadarhik bir HKO elde
edilirdi?” sorusunun cevabi bulunmaktadir. Her iki ¢izelgeden de hem egitim kiimesinde
hem de test kiimesinde en diisiik HKO’ya sahip olan bagimsiz bilesenlerin se¢ildigi

goriilmektedir.
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Cizelgelerdeki X isareti, agiklayici degiskenelre BBA uygulandiginda bulunamayan
bagimsiz bilesenleri gostermektedir. Bilindigi gibi alt1 tane agiklayici degisken tiretildigi
icin BBA ile alt1 tane bagimsiz bilesen bulunmaya c¢alisilmis ancak zaman zaman

matrislerin tekil olmasindan dolayi ii¢ ya da dort tane bagimsiz bilesen bulunabilmistir.

Cizelge 5.4. Diger Bagimsiz Bilesenlerin (Birli) Egitim Kiimesi Hata Kareler Ortalamasi

Sonuglar1

c s, s, s, s, s S

0.01 6.110959 2.454838 8.528559 X X X

0.05 6.111191 2.454632 8.528533 X X X

n=100 0.10 6.107326 2.458550 8.528480 X X X
0.50 8.528583 6.109611 2.456162 8.54632 X X

0.70 8.528512 6.106419 2.459426 X X X

0.90 8.528507 6.106845 2.459004 X X X

0.01 6.650667 2.157434 8.791206 X X X

0.05 6.650710 2.157378 8.791219 X X X

n=500 0.10 6.650890 2.157155 8.791262 X X X
0.50 8.158877 6.578577 2.861852 X X X

0.70 8.791192 6.650541 2.157574 X X X

0.90 8.791202 6.650641 2.157464 X X X

0.01 1.424477 2.027997 9.389398 9.393318 X X

0.05 7.424433 2.028069 9.389370 X X X

n=1000 0.10 7.424480 2.028080 9.389313 X X X
0.50 9.389430 7.424085 2.028357 X X X

0.70 9.389204 7.424624 2.028045 X X X

0.90 9.389480 7.424529 2.027864 X X X

0.01 7.280518 1.980053 9.241444 X X X

0.05 7.280526 1.980056 9.241433 9.250908 X X

n=5000 0.10 7.280543 1.980064 9.241408 9.250093 X X
0.50 9.241400 7.280536 1.980079 9.248420 X X

0.70 9.241421 7.280534 1.980060 9.154908 X X

0.90 9.241438 7.280523 1.980054 8.177585 X X
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Cizelge 5.5. Diger Bagimsiz Bilesenlerin (Birli) Test Kiimesi Hata Kareler Ortalamasi

Sonuglar1
G S S, S, S, S S
0.01 4547535  6.147735  45.82758 X
0.05 4547914 6.147524 45.82749 X
n=100 0.10 45.46021 6.159422 45.82820 X
0.50 45.46167 45.47106 6.151068  45.68702
0.70  45.82823 45.45597 6.160182 X

0.90 45.82816  45.45804  6.159835
0.01 51.99128  7.052714  51.84469
0.05 51.99151  7.052524  51.84503
n=500 0.10 51.99246  7.051823  51.84555
0.50 45.69648  51.68062  10.20879
0.70  51.84447 5199077  7.053122
0.90 51.84463 5199128  7.052833
0.01 5226929  7.468976  53.07929 53.6
0.05 52.26908  7.469229  53.07904
n=1000 0.10 52.26930  7.469283  53.07867
0.50 53.07946  52.26751  7.469869
0.70  53.07789  52.26991  7.469242
0.90 53.07992  52.26946  7.468623
0.01 50.39061  7.525511  52.28167 X
0.05 50.39065  7.525535  52.28155  52.38933
n=5000 0.10 50.39072  7.525591  52.28130  52.53129
0.50 52.28121  50.39069  7.525621  52.40044
0.70  52.28143  50.39068  7.525564  52.60795
0.90 52.28160  50.39063  7.525524  49.11093

XX [X|[X]|X[X]X

[ES

160

X | X|X[X]X

XA XXX XXX X XXX XX XXX X]XEX| XXX X] X
XA XXX XXX X XXX XX [X]XX[X]XEX|X]X]X]|X]X

Ikinci durumda ise bu kez, iki bagimsiz bilesen ile y degiskeni agiklanmaya caligilmistir.

KEKR ve TBR i¢in toplam varyans agiklama orani en yiiksek iki bagimsiz bilesen
secilirken, BBA-OBM i¢in BBA uygulandiktan sonra elde edilen bagimsiz bilesenlerden
y degiskeni ile en yiiksek ortak bilgi miktarina sahip iki bagimsiz bilesen ve BBA-K i¢in

de BBA uygulandiktan sonra elde edilen bagimsiz bilesenlerden y degiskeni ile en

yiiksek Pearson korelasyon katsayisina sahip iki bagimsiz bilesen se¢ilmistir.

Cizelge 5.6.°da egitim kiimesi, Cizelge 5.7°de de test kiimesi i¢in iki bilesen ile Y
degiskeni a¢iklanmaya ¢alisildiginda elde edilen HKO’lar goriilmektedir. Yine burada da
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ortak bilgi miktarma ve korelasyon katsayisina dayali BBA yontemleri birbirleriyle ayni

bagimsiz bilesenleri se¢mislerdir. Egitim kiimesi sonug¢larinda iki tane istisna diginda

BBA’ya dayali yontemlerin daha iyi sonuglar verdigi goriilmektedir. Ancak 6zellikle

standart sapmanin kii¢iik oldugu durumlarda KEKR’nin test kiimesinde diger tiim

yontemlere gore daha diisitk HKO’ya sahip oldugu goriilmektedir. Standart sapma orani

biiylidiikce ise BBA’ya dayali yontemler diger yontemlere gore daha diisiik HKO’ya

sahip olmaktadir. Bir 6nceki duruma benzer sekilde burada da, BBA’ya dayali yontemler

standart sapmanin biiyiimesinden ya da kii¢iilmesinden neredeyse hi¢ etkilenmemektedir.

Cizelge 5.6. 1ki Bagimsiz Bilesenli Egitim Kiimesi Hata Kareler Ortalamas1 Sonuglar1

c KEKR TBR BBA-OBM BBA-K
0.01 0.017784  0.017941 0.018619 (s1,52)  0.018619 (sy, So)
0.05 0390620  0.490181  0.018645 (51, 52)  0.018645 (sy, So)
n=100 0.10 1.035803  2.462953  0.018698 (51, ;)  0.018698 (51, S2)
0.50 0504934  8.007239  0.018595 (s;, s5)  0.018595 (sy, S3)
0.70 3.040491  8.003704 0.018666 (s;, ss)  0.018666 (s, S3)
0.90 3.994199  8.001377 0.018671 (s, ss)  0.018671 (s, So)
0.01 0.019889  0.020092  0.008448 (s1,s2)  0.008448 (sy, 2)
0.05 0.432004 0552609  0.008435 (s1,s2)  0.008435 (sy, 52)
n=500 0.10 1167156  2.668415  0.008392 (s1,s;)  0.008392 (51, S2)
0.50 2.841159  7.890315 0.640776 (s, s5)  0.640776 (s, S3)
0.70 4206860  7.961756  0.008462 (s, S5)  0.008462 (s, S3)
0.90 4650814  7.996717  0.008451 (S5, S5)  0.008451 (s, S3)
0.01 0.019783  0.019978  0.031538 (s1,52)  0.031538 (sy, 52)
0.05 0432898 0546710  0.031566 (1, 52)  0.031566 (sy, 52)
n=1000 0.10 1204199  2.619762  0.031624 (s1,s;)  0.031624 (51, 2)
0.50 2.355232  8.620194  0.031506 (Sz, S5)  0.031506 (s, S3)
0.70 3.786068  8.733204  0.041347 (s, 55)  0.041347 (s, S3)
0.90 4272730  8.787505  0.031457 (s, s5)  0.031457 (s, S3)
0.01 0.019513  0.019692  0.009564 (s1,s2)  0.009564 (sy, 52)
0.05 0428079 0531674 0.009574 (s1,52)  0.009574 (sy, 52)
n=5000 0.10 1211353 2.495824  0.009600 (51, s;)  0.009600 (s1, 2)
0.50 1748404  8.619305  0.009607 (52, s5)  0.009607 (2, Ss)
0.70 3.287346  8.739617  0.009587 (s, s5)  0.009587 (s, S3)
0.90 3.824328  8.797209  0.009570 (S5, s5)  0.009570 (s, S3)
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Cizelge 5.7. Iki Bagimsiz Bilesenli Test Kiimesi Hata Kareler Ortalamas1 Sonuglari

c KEKR TBR BBA-OBM BBA-K

0.01 0.020273 0.020447 4.951591 4.951591

0.05 0.398496 0.512152 4.951816 4.951816

n=100 0.10 1.070673 4.446456 4.951684 4.951684
0.50 1.247361 54.15470 4.951467 4.951467

0.70 18.79631 54.47726 4.951489 4.951489

0.90 29.38164 54.46000 4.951571 4.951571

0.01 0.019092 0.019288 5.691196 5.691196

0.05 0.491038 0.675399 5.697830 5.697830

n=500 0.10 1.705129 7.159632 5.706231 5.706231
0.50 18.82710 58.49202 9.044689 9.044689

0.70 31.98008 59.41639 5.856496 5.856496

0.90 36.22648 59.76372 5.923085 5.923085

0.01 0.018293 0.018478 5.686489 5.686489

0.05 0.522969 0.711013 5.749748 5.749748

n=1000 0.10 1.915941 6.970380 5.750038 5.750038
0.50 12.19653 57.72575 5.749674 5.749674

0.70 23.62813 58.69299 5.755705 5.755705

0.90 27.75977 59.04177 5.749462 5.749462

0.01 0.018469 0.018642 5.610067 5.610067

0.05 0.508358 0.671327 5.610120 5.610120

n=5000 0.10 1.884144 6.137711 5.610232 5.610232
0.50 7.821385 55.56751 5.610271 5.610271

0.70 18.76452 56.62624 5.610181 5.610181

0.90 23.02070 57.00421 5.610095 5.610095

Bir bagimsiz bilesenin secildigi duruma benzer sekilde iki bagimsiz bilesenin se¢ildigi

durum i¢in de BBA’ya dayali yontemlerin en diisiik HKO’ya sahip bagimsiz bilesenleri

dogru bir sekilde se¢ip se¢gmediZinin kontrolii egitim ve test kiimesi i¢in ayr1 ayri

yapilmustir. Cizelge 5.8 ve Cizelge 5.9°dan hem egitim hem de test kiimeleri i¢in dogru

bagimsiz bilesenlerin se¢ildigi goriilmektedir.

88



Cizelge 5.8. Diger Bagimsiz Bilesenlerin (Ikili) Egitim Kiimesi Hata Kareler Ortalamas1 Sonuglar1

c S1:8; $1,3 S1:8, 1455 51,8 S5, S7,3, 2+55 S5, 53,3, 53,55 $3,56
0.01 0.018619 6.092340 X X X 2.436219 X X X X X X
0.05 0.018645  6.092546 X X X 2.435987 X X X X X X
n=100 0.10 0.018698  6.088628 X X X 2.439852 X X X X X X
0.50 6.091016  2.437567  8.527665 X X 0.018595  6.109384 X X 2.455988 X X
0.70 6.087753  2.440759 X X X 0.018666 X X X X X X
0.90 6.088174  2.440333 X X X 0.018671 X X X X X X
0.01 0.008448  6.642219 X X X 2.148987 X X X X X X
0.05 0.008435  6.642276 X X X 2.148943 X X X X X X
n=500 0.10 0.008392 6.642499 X X X 2.148763 X X X X X X
0.50 5.937801 2.221076 X X X 0.640776 X X X X X X
0.70 6.642079 2.149112 X X X 0.008462 X X X X X X
0.90 6.642190  2.149013 X X X 0.008451 X X X X X X
0.01 0.031538  7.392939  7.389965 X X 1.996459 2.00308 X X 9.322623 X X
0.05 0.031566  7.392867 X X X 1.996503 X X X X X X
n=1000 0.10 0.031623  7.392856 X X X 1.996457 X X X X X X
0.50 7.392579 1.996851 X X X 0.031506 X X X X X X
0.70 7.392892 1.996312 X X X 0.041347 X X X X X X
0.90 7.393072 1.996407 X X X 0.031456 X X X X X X
0.01 0.009564  7.270955 X X X 1.97049 X X X X X X
0.05 0.009574  7.270952 X X X 1.970482 X X X X X X
n=5000 0.10 0.009600  7.270943  7.191500 X X 1.970465 1.927990 X X 9.082562 X X
0.50 7.270929 1.970472  9.239791 X X 0.009607  7.278947 X X 1.969740 X X
0.70 7.270947 1.970473  9.115885 X X 0.009587  7.102216 X X 1.398590 X X
0.90 7.270954 1.970484  7.570509 X X 0.009570  7.155707 X X 1.335724 X X

89



Cizelge 5.9.

Diger Bagimsiz Bilesenlerin (ikili) Test Kiimesi Hata Kareler Ortalamas1 Sonuglar1

c Sl’SZ Sl’SS 81'84 1'55 31'56 SZ'SS 52’54 2’85 2786 33734 SS’SS 53’56
001  4.951591  45.48022 X X X 6.287969 X X X X X X
005  4.951816  45.48126 X X X 6.287696 X X X X X X
n=100 010  4.951684  45.46280 X X X 6.297263 X X X X X X
050  45.47407  6.291363  45.94245 X X 4.951467  45.53633 X X 6.160775 X X
070 4545869  6.299534 X X X 4.951489 X X X X X X
090 4546071  6.298391 X X X 4.951571 X X X X X X
001  5.691196  51.81675 X X X 6.968285 X X X X X X
005 5697830  51.81717 X X X 6.968188 X X X X X X
n=500 010 5706231  51.81868 X X X 6.967788 X X X X X X
050  45.35384  7.113007 X X X 9.044689 X X X X X X
0.70  51.81596  6.968595 X X X 5.856496 X X X X X X
090  51.81658  6.968379 X X X 5.923085 X X X X X X
001  5.686489  52.04049  51.98967 X X 7.389147  7.413400 X X 53.69526 X X
005 5749748  52.04002 X X X 7.389258 X X X X X X
n=1000 0.10 5750038  53.66242 X X X 7.389131 X X X X X X
050  52.03888  7.390059 X X X 5.749674 X X X X X X
0.70  52.03967  7.388765 X X X 5.755705 X X X X X X
0.90  52.55353  7.389017 X X X 5.749462 X X X X X X
001  5.610067  50.27925 X X X 7.482290 X X X X X X
005  5.610120  50.27986 X X X 7.482265 X X X X X X
n=5000  0.10 5610232  50.27968  48.78236 X X 10.57458  7.658662 X X 56.86964 X X
050  50.27956  7.482206  52.25272 X X 5610271  50.69282 X X 7.522140 X X
0.70  50.27977  7.482239  51.97404 X X 5610181  49.87525 X X 5.764530 X X
0.90  50.27990  7.482276  51.23672 X X 5610005  49.08201 X X 7.586027 X X
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5.1.2. Yapay Veri Uygulamasi-2

Bu uygulama igin S = [S1 S, 33] ve k =1,2,...,n olmak iizere Esitlik 5.11, Esitlik 5.12

ve Esitlik 5.13’te verilmis olan dagilimlardan ii¢ farkli bagimsiz bilesen {iretilmistir.

s, (k) =2cos(0.08k )sin(0.006k ) (5.11)
s, (k) =sign| sin (0.03k +9cos (0.01k)) | (5.12)
s, (k) =uniform ~[-11] (5.13)

Uretilen bilesenlerin istatistiksel olarak birbirlerinden bagimsiz olup olmadiklarmin
kontrolii i¢in uygulanan Hoeffding Bagimsizlik Testi’nin olasilik degerleri Cizelge

5.10’da 6zetlenmistir.

Cizelge 5.10. Yapay Veri Uygulamasi-2 i¢in Hoeffding Test Sonuglari

H";g‘tiii“g n=100 n=500 n=1000 n=5000
(s1, 52) p =0.000 p=0.388 p=0.173 P =0.000
(51, 53) p=0.279 P =0.525 p=0.458 P =0.608
(52, 53) p =1.000 p = 1.000 p = 1.000 p =1.000

Orneklem biiyiikliigiiniin 100 ve 5000 oldugu durumdaki (S;,S,) bilesenleri harig geriye

kalan tiim bilesenlerin test sonu¢larinin olasilik degerleri & = 0.05 ’ten biiyiik ¢iktig1 i¢in

%95 giiven diizeyinde istatistiksel olarak birbirlerinden bagimsiz olduklar1 sdylenebilir.

Yapay Veri Uygulamasi-1 kismindaki gibi temelde iki bagimsiz bilesen ile olustugu
diigtiniilen agiklanan degiskenin gercek degerleri, Y = 25, +1s, esitligi ile tretilmistir.

Sonrasinda, bu iki bagimsiz degiskenin dogrudan godzlenemedigi, onlar yerine ii¢

bagimsiz bilesenin etkisiyle olugsmus olan bes tane agiklayici degiskenin gozlendigi bir

durum olusturulmustur. X =AS esitligi kullanilarak X=[X1 X, X3 X, X5]
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seklindeki agiklayic1 degiskenlerin verileri iiretilmistir. Uretim asamasinda asagidaki A

matrisi degerleri kullanilmistir.

0.86 -0.55 017 -0.33 0.89
A=/079 065 032 012 -097 (5.14)
067 046 -0.28 027 -0.74

Ayrica tiretilen agiklayici degiskenlere normal dagilimdan iiretilmis olan O ortalama ve

farkli standart sapmalara sahip hata terimleri de eklenmistir. Ornek olarak, n=1000 i¢in
dretilen S;,5,,5, y, X;, X,, X5, X,, X;’in grafikleri sirasiyla Sekil 5.10’dan itibaren

verilmistir.

~ -

0 200 400 600 800 1000

Sekil 5.10. n=1000 I¢in s, Bileseni

1.0

0.5

s2
0.0
1

-1.0

0 200 400 600 800 1000

Sekil 5.11. n=1000i¢in s, Bileseni
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Sekil 5.12. n=1000 I¢in s, Bilegeni
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Sekil 5.13. n=1000 i¢in y Degiskeni
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Sekil 5.14. n=1000ve o =0.9i¢in X, Degiskeni
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Sekil 5.15. n=1000ve o =0.9I¢in X, Degiskeni
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Sekil 5.16. n=1000Vve o = 0.9 igin X, Degiskeni
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Sekil 5.17. n=1000ve o =0.9i¢in X, Degiskeni
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Sekil 5.18. n=1000ve o =0.9 Igin X, Degiskeni

Aciklanan degisken, yapi itibariyla iki bagimsiz bilesenden olustugundan dolay1 sonuglar,
iki bilesenin ve {ii¢ bilesenin oldugu iki farkli durum icin ayr1 ayr1 elde edilmistir.
Oncelikle uniform dagihmdan iiretilmis olan s, bagimsiz bileseni, agiklanan degiskeni
olusturan bilesenler igerisinde yer almadigi i¢in tahmin edilen bilesenlerden sadece iKi

tanesi ile y degiskeni agiklanmaya ¢alisilmustir.

Yapay Veri Uygulamasi-1’e benzer sekilde KEKR ve TBR igin toplam varyans agiklama
orani en yiiksek iKi bilesen segilirken, BBA-OBM i¢in BBA uygulandiktan sonra elde
edilen bagimsiz bilesenlerden y degiskeni ile en yiiksek ortak bilgi miktarina sahip iKi

bilesen ve BBA-K i¢cin de BBA uygulandiktan sonra elde edilen bagimsiz bilesenlerden

y ile en yiiksek Pearson korelasyon katsayisina sahip iKi bilesen se¢ilmistir.

Swrasiyla Cizelge 5.11.’de egitim kiimesi, Cizelge 5.12de de test kiimesi i¢in iki bagimsiz

bilesen kullanilarak Yy agiklanmaya c¢alisildiginda elde edilen HKO sonuglari

goriilmektedir.
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Cizelge 5.11. iki Bagimsiz Bilesenli Egitim Kiimesi Hata Kareler Ortalamas1 Sonuglari

¢ KEKR TBR BBA-OBM BBA-K
0.01 0.016944 0.022497 1.255625 (51, 52)  1.255625 (51, S2)
0.05 0.036883 0.044585 1.242015 (51, 52)  1.242015 (sy, 52)
n=100 0.10 0.067259 0.102558 1.261418 (51, 52)  1.261418 (s, 52)
0.50 2.296172 4.496763 1.242161 (s2, 55)  1.242161 (s, S3)
0.70 3.089904 4.668159 1.241832 (s2, 55)  1.241832 (s, S3)
0.90 3.440282 4.627333 1.242182 (s, 55)  1.242182 (s, S3)
0.01 0.051238 0.061051 0.100803 (51,52)  0.100803 (s1, S2)
0.05 0.442286 0.428989 0.100701 (s1,52)  0.100701 (51, S2)
n=500 0.10 1.380698 1.596960 0.090890 (s1,52)  0.090890 (51, S2)
0.50 1.621594 33.13579 0.090952 (51,52)  0.090952 (s1, S2)
0.70 1.968866 40.05432 0.091029 (51, 55)  0.091029 (sy, S3)
0.90 3.632831 41.71349 0.092927 (s2,55)  0.092927 (s, S3)
0.01 0.058772 0.073010 0.002700 (51,52)  0.002700 (s1, So)
0.05 0.424898 0.449717 0.002694 (s1,52)  0.002694 (sy, S2)
n=1000  0.10 1.410989 1.639291 0.047931 (s1,52)  0.047931 (51, 52)
0.50 1.832579 32.61886 0.047986 (51,52)  0.047986 (51, S)
0.70 2.171710 39.19383 0.048639 (52, 55)  0.048639 (s, S3)
0.90 3.885324 40.76749 0.048067 (s2,55)  0.048067 (s, S3)
0.01 0.066465 0.084075 0.007461 (s1,52)  0.007461 (51, S2)
0.05 0.400670 0.427927 0.007459 (51, 52)  0.007459 (sy, 52)
n=5000  0.10 1.302667 1.521413 0.007452 (51, 52)  0.007452 (sy, 52)
0.50 1.712182 33.09739 0.007459 (s1,52)  0.007459 (sy, S2)
0.70 2.266888 39.85705 0.007461 (52, 55)  0.007461 (s, Sa)
0.90 4.039988 41.09575 0.007460 (s2,55)  0.007460 (s, S3)

Cizelge 5.11°e gore ortak bilgi miktarma ve korelasyon katsayisina dayali BBA
yontemleri, ayn1 bagimsiz bilesenleri se¢mislerdir. Egitim kiimesi sonuglarinda birkag
istisna disinda genel olarak BBA’ya dayali yontemlerin daha iyi sonuglar verdigi
goriilmektedir. Ozellikle kiigiik orneklem ve kii¢iik standart sapma durumlarmda
KEKR’nin test kiimesinde diger tiim yontemlere gore ¢ok daha diisiik HKO’lara sahip
oldugu goriilmektedir. Standart sapma orani biiyilidiikce ise BBA’ya dayali yontemler,
diger tiim yontemlere gdre cok daha diisik HKO’ya sahip olmaktadir. Yapay Veri
Uygulamasi-1’e benzer sekilde burada da BBA’ya dayali yontemler standart sapmanin

biiylimesinden ya da kiigiilmesinden neredeyse hi¢ etkilenmemektedir.
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Cizelge 5.12. iki Bagimsiz Bilesenli Test Kiimesi Hata Kareler Ortalamasi Sonuglar1

c KEKR TBR BBA-OBM BBA-K
0.01 0.083172 0.112215 11.15032 11.15032
0.05 0.105746 0.136130 11.09768 11.09768
n=100 0.10 0.145756 0.198735 11.20858 11.20858
0.50 14.68439 23.70662 11.09777 11.09777
0.70 19.97880 26.32434 11.09731 11.09731
0.90 22.56199 27.41845 11.09794 11.09794
0.01 0.305976 0.386194 1.906702 1.906702
0.05 0.414992 0.812548 1.906478 1.906478
n=500 0.10 1.821483 2.066046 1.471180 1.471180
0.50 8.376895 34.42564 1.470846 1.470846
0.70 14.28411 41.84784 1.470399 1.470399
0.90 18.53678 43.60336 1.460045 1.460045
0.01 0.299670 0.398619 3.813122 3.813122
0.05 0.629332 0.722241 3.810675 3.810675
n=1000 0.10 1.566237 1.800513 4.421576 4.421576
0.50 8.183824 31.78308 4.421943 4.421943
0.70 14.10129 38.34169 4.423378 4.423378
0.90 18.15798 39.83737 4.421987 4.421987
0.01 0.350840 0.469152 3.439800 3.439800
0.05 0.676305 0.791030 3.439825 3.439825
n=5000 0.10 1.569307 1.833755 3.440042 3.440042
0.50 7.752844 32.96077 3.440097 3.440097
0.70 14.27249 40.56763 3.440013 3.440013
0.90 19.10308 42.37709 3.440106 3.440106

Ikinci durumda ise bu kez ii¢c bagimsiz bilesen ile y aciklanmaya ¢alisiimistir. KEKR ve

TBR i¢in varyans agiklama orani en yliksek ii¢c bagimsiz bilesen secilirken, BBA-OBM
icin BBA uygulandiktan sonra elde edilen bagimsiz bilesenlerden Y ile en yiiksek ortak

bilgi miktarma sahip ti¢ bagimsiz bilesen ve BBA-K i¢in de BBA uygulandiktan sonra
elde edilen bagimsiz bilesenlerden Yy degiskeni ile en yiiksek Pearson korelasyon

katsayisia sahip {i¢ bagimsiz bilesen se¢ilmistir.
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Cizelge 5.13. Ug Bagimsiz Bilesenli Egitim Kiimesi Hata Kareler Ortalamas1 Sonuglari

¢ KEKR TBR BBA-OBM BBA-K
001  0.001224 0.001288 1.231171 (51, S2, Sa) 0.024455 (S1, So, S4)
0.05  0.004484 0.034000 1.216509 (S1, Sz, S) 0.025506 (S1, S2, S4)
n=100 0.0  0.008255 0.067086 1.238486 (s1, Sz, S3) 0.022933 (S1, S2, S4)
050  0.602039 1.218103 1.216652 (2, S3, Sa) 0.025509 (S1, S2, S3)
070  1.029374 1.978205 1.216323 (2, S5, S4) 0.025510 (S1, S2, S3)
090 1342114 2.461043 1.216677 (S2, S3, S4) 0.025505 (S1, S2, S3)
001  0.016086 0.016319 0.052920 (1, So, S4) 0.047883 (51, S2, S3)
005  0.172001 0.409775 0.052932 (S1, So, S4) 0.047770 (s1, S2, Ss)
n=500 0.0  0.072303 1.471686 0.079715 (s1, S2, S4) 0.011175 (51, S2, Ss)
050  1.114136 1.555522 0.079702 (s1, S2, Ss) 0.011250 (s1, So, S4)
070 1576252 2.003966 0.091028 (1, So, S5) 0.011344 (s1, Sa, S4)
090 1917936 2.310199 0.079299 (s1, S2, Ss) 0.013628 (S2, Sa, S4)
001  0.016249 0.016465 0.002053 (S1, So, S4) 0.000647 (S1, Sz, S3)
005  0.225033 0.415270 0.002091 (s1, So, S4) 0.000602 (s1, Sz, Ss)
n=1000 0.0  0.029950 1.599915 0.000145 (S1, So, S4) 0.000145 (s1, S2, S4)
050  1.237480 1.835483 0.000147 (s1, S2, Ss) 0.000147 (s1, S2, Ss)
070  1.770267 2.351706 0.048639 (2, S3, S5) 0.000148 (51, S2, S5)
090  2.169046 2.696856 0.000146 (s1, S2, Ss) 0.000146 (51, Sz, S3)
001  0.014892 0.015097 0.003102 (s1, Sz, Ss) 0.003102 (51, S2, S3)
005  0.219146 0.381759 0.003101 (s1, Sz, Ss) 0.003101 (51, Sz, S3)
n=5000 0.10  0.013909 1.501222 0.003090 (1, Sz, S5) 0.003090 (1, Sz, S5)
050  1.206893 1.819525 0.004095 (1, Sz, S5) 0.004095 (1, Sz, S5)
070  1.770843 2.378287 0.006742 (S2, S3, S5) 0.006742 (s2, Sa, S5)
090  2.194623 2.756442 0.003097 (2, S3, S4) 0.003097 (2, Sa, S4)

Cizelge 5.13’te egitim kiimesi i¢in li¢ bagimsiz bilesen ile Y degiskeni acgiklanmaya
calisildiginda elde edilen HKO sonuglar1 goriilmektedir. Cizelgeye gére BBA-OBM ve
BBA-K genel olarak birbirlerinden farkli bilesenleri segmislerdir. Kiigiik 6rneklem ve
kiiciik standart sapma durumlarinda KEKR’nin iyi sonuglar verdigi gézlenmektedir.
Genel olarak bakildiginda ise BBA-K’nin diger yontemlere gore daha diisik HKO
degerleri verdigi; ancak orneklem biiylikliigli artttkga BBA-OBM’nin BBA-K ile ayni
bagimsiz bilesenleri secerek diisiik HKO’lara sahip oldugu goriilmektedir. Yine burada
da en yiiksek HKO degerlerini veren TBR yontemi olmustur.

Cizelge 5.14’te ise ayn1 durum i¢in test kiimesinden elde edilen HKO’lar goriilmektedir.

Burada da benzer sekilde kii¢iik 6rneklemlerde en diisiik HKO’lara KEKR ile ulasilmistir.
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Orneklem biiyiikliigii arttikca en diisik HKO’lara diger yontemlere gére BBA-OBM
yontemi ile daha fazla ulasgilmistir. Ayrica BBA temelli yontemler degisen standart sapma
biiyiikliiklerinden hem egitim kiimesinde hem de test kiimesinde neredeyse hig

etkilenmemislerdir.

Cizelge 5.14. Ug Bagmmsiz Bilesenli Test Kiimesi Hata Kareler Ortalamas1 Sonuglar1

c KEKR TBR BBA-OBM BBA-K

0.01 0.001404 0.001488 12.88171 9.625957

0.05 0.008174 0.045413 12.86442 9.588943

n=100 0.10 0.042073 0.298296 12.88658 9.681084
0.50 2.975597 7.309540 12.86449 9.588816

0.70 5.315692 12.53870 12.86404 9.588819

0.90 7.065580 15.98084 12.86467 9.588950

0.01 0.015793 0.016070 1.790610 3.186457

0.05 0.449246 0.469247 1.790500 3.194507

n=500 0.10 0.568653 3.792492 1.621020 2.858515
0.50 8.804613 12.05879 1.621123 2.857900

0.70 12.04246 15.49668 1.470044 2.857145

0.90 14.80160 17.81355 1.623970 2.839662

0.01 0.014416 0.014591 3.826046 4.123393

0.05 0.442514 0.381501 3.823195 4.123810

n=1000 0.10 0.207690 2.507732 4.221204 4.221204
0.50 8.588046 12.37666 4.221535 4.221535

0.70 11.72564 15.81909 4.221941 4.221941

0.90 14.59390 18.08263 4.221745 4.221745

0.01 0.013783 0.013968 3.033960 3.033960

0.05 0.358849 0.366611 3.033961 3.033961

n=5000 0.10 0.091001 2.336479 3.034005 3.034005
0.50 8.131694 11.86020 3.255576 3.255576

0.70 11.29361 15.48831 3.387212 3.387212

0.90 14.25350 17.91040 3.033969 3.033969

5.2. Gerg¢ek Veri Uygulamalan

Gergek veri uygulamalarmimn ilk itigiinde, farkli alanlardan giiclii, zayif ve orta diizeyde
coklu baglantiya sahip olan veri kiimeleri tizerinde ¢aligilmistir. Bu uygulamalar igin veri
kiimelerinin 3’te 2’si egitim, 3’te 1’1 ise test kiimesi olarak ayrilarak onerilen yontemin
ve diger yontemlerin tahmin ve 6ngorii performanslar1 degerlendirilmistir. Ayrica ¢oklu

baglantinin aciklayici degiskenlerin standart hatalarini artirdig1 bilindigi i¢in dordiincii
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bir uygulama olarak da Onerilen yontem ile degiskenlerin tahmin edilen regresyon
katsayilarinin standart hatalar1 incelenmis ve mevcut yontemler ile karsilastiriimasi

yapilmistir.

5.2.1. Gergek Veri Uygulamasi-1

Ilgili veri North Carolina State Universitesinden Dr. Rick Linthurst’un (1979) doktora
tezinden almmustir. Calismanm amaci, Korku Burnu Halici’nde gol otu olan Spartina
alterniflor’nun havaya iliskin biyokiitle iretimini etkileyen 06nemli o6zellikleri
belirlemektir. Her bir bitki ortiisii tiirii (toplam 45 6rnek) igin rasgele 5 mevkiden alinan
topragin alt katmanma ait 6rnekler 14 toprak fizikokimyasali i¢in aydan aya analiz
edilmistir. Ayrica her 6rnek mevki igin yer iistii biyokiitlesi (BIO- agiklanan degisken) de
her ay ol¢iilmiistiir (Rawlings, Pantula ve Dickey, 2001).

Analizde kullanilan agiklayici degiskenler ve kisaltmalar1 asagidaki gibi siralanmuastir:
e Tuzluluk orani1 (SAL)
e Sudaki ¢oziinmiis pH degeri (pH)
e Potasyum yogunlugu (p)
e Sodyum yogunlugu (Na)
e (inko yogunlugu (Zn)
e Serbest siilfiir molekiilleri (H2S)
e pH 7’de Redox potansiyeli (Eh7)
e pH 6.6’da yag asitligi (BUF)
e Fosfor yogunlugu (P)
e Kalsiyum yogunlugu (Ca)
e Magnezyum yogunlugu (Mn)
e Manganez yogunlugu (Mn)

e Bakir yogunlugu (Cu)
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e Amonyum yogunlugu (NH4)

Cizelge 5.15’te analizde kullanilan degiskenler arasindaki korelasyonlar sicaklik grafigi
seklinde goriilmektedir. Istatistiksel olarak %5 anlamlilik diizeyinde dnemli bulunan
korelasyonlar renkli bir sekilde gdsterilmistir. Korelasyon degerleri iizerindeki rengin
koyu maviye yakin olmasi degiskenler arasi pozitif yonlii giicli bir iliski oldugunu
gosterirken, koyu turuncuya yakin olmasi da negatif yonli giiglii bir iliski oldugunu
gostermektedir. Sekle gore en yiiksek iliskiye sahip degisken ¢ifti -0.951ik bir iliskiyle
pH ve BUF degiskenleridir. Bu iligkiler haricinde de yiiksek iligkilerin oldugu goze
carpmaktadir.

Cizelge 5.15. Gergek Veri Uygulamasi-1’de Degiskenler Arasi Korelasyon Matrisi

™
9‘?"62**_.{\’019@‘1'@“@ P & o &

1
o0 01 [ 02 o[ ooc PSR .«

SAL -0.05-0.02 0.16 -0.42 0.1 0.31 -0.01 -0.19 0.09 -0.01 -0.25 -0.27 -0.16 08

pH 0.02 -004.027 009--0.4. """ - -

.007 0.07 0.42 -0.07 -0.23 -0.27 -0.12

Na 012 0 0.34 -0.06 -0.16 -0.25

-0.11

H2S ' 0.4 -0.37 -0.12 0.09 -0.11 0.14 0.01 -0.43

Zn -0.27 -0.23

Eh7 -0.15 -0.31 -0.04 0.3 -0.11 0.09 -0.24

BUF m. 0.13 0.

P -0.31 -0.06

Ca -0.42 -0.31 -0.11

-0.6
Mg -0.22. 0.11

Cu 0.01
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Cizelge 5.16. Gergek Veri Uygulamasi-1’de Egitim ve Test Kiimeleri I¢in VIF ve Kosul

Indeksi Degerleri
Egitim Kiimesi (2/3) Test Kiimesi (1/3)
Degiskenler VIF Kosul indeksi VIF Kosul indeksi
SAL 5.16 3.48 30.10 3.71
pH 71.50 4.99 1200.00 6.08
K 46.50 6.85 39.10 9.95
Na 9.76 8.76 359.00 11.62
Zn 16.30 14.07 42.00 15.50
H2S 3.65 16.97 96.90 20.18
EH7 2.40 21.79 11.90 21.81
BUF 33.30 29.69 676.00 40.79
P 1.97 39.51 40.00 47.90
Ca 18.40 46.37 544.00 79.43
Mg 49.00 56.51 865.00 104.35
Mn 8.02 95.83 41.7 187.64
Cu 6.42 110.37 40.0 625.38
NH4 7.98 318.09 36.8 1310.27

Her ne kadar korelasyon matrisinde yiiksek iligkiler tespit edilmis olsa da ¢oklu baglant1
sorununun varligindan emin olmak ve ne derece oldugunu belirlemek i¢in her iki veri
kiimesi i¢in de VIF ve kosul indeksi degerleri hesaplanmistir. Her iki veri kiimesinde de
Cizelge 5.16’ya gore 30’un ¢ok daha iizerinde kosul indeksi degerleri (318.09 ve
1310.27) ve 10’nun ¢ok daha tlizerinde VIF degerleri (49, 1200) bulundugu i¢in agiklayic1
degiskenler aras1 gii¢lii coklu baglanti oldugu sdylenebilmektedir.

Giiglii goklu baglantinin varligr belirlendikten sonra KEKR, TBR, BBA-OBM ve BBA-
K analizleri veriye uygulanmistir. YOntemler arasinda bir standardi yakalamak ve ¢ok
fazla bilgi kaybmi 6nlemek i¢in tiim yontemlerde tahmin edilen bagimsiz bilesenlerden
bir tanesi analiz dis1 birakilmistir. Bu bilesen; KEKR ve TBR igin en diisiik a¢iklayicilik
giicline sahip bilesen, BBA-OBM’de agiklanan degisken ile en diisiik ortak bilgi

102



miktarina sahip bilesen (bkz. Cizelge 5.17) ve BBA-K’da ise agiklanan degisken ile en

diistik Pearson korelasyon katsayisina sahip bilesendir.

Cizelge 5.17. Bagimsiz Bilesenler ile A¢iklanan Degisken Arasindaki Ortak Bilgi Miktar1
ve Korelasyon Katsayilari

Bagimsiz Bilesenler Ortak Bilgi Miktar Korelasyon
St 0.213476 -0.0027868
S2 0.309705 0.2370226
S3 0.505721 -0.1834112
Sa 0.341213 0.4434943
Ss 0.291787 0.2455409
S6 0.213659 0.1970826
S7 0.249830 -0.3787109
Sg 0.362441 0.2809784
So 0.225376 0.1285829
S10 0.159472 0.0718991
S11 0.254771 0.2246259
S12 0.200049 0.2417396
513 0.239295 -0.3034499
S14 0.267835 -0.1916895

Analizler sonucu elde edilen HKO sonuglar1 Cizelge 5.18’de goriilmektedir. Buna gore
egitim kiimesinde en diisiik HKO, KEKR ile yakalanirken test kiimesinde en diisiik HKO,
BBA-OBM yontemi ile yakalanmugtur.

Cizelge 5.18. Giiglii Coklu Baglant1 Durumu i¢in Hata Kareler Ortalamas1 Sonuglar1

BBA-OBM BBA-K
KEKR (13B)  TBR (13 TB)
(13 BB - S10) (13 BB - S1)
Egitim-HKO  55372.98 55772.79 57531.77 55375.61
Test-HKO 249040.4 254534.60 248143.80 256935.00
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5.2.2. Gergek Veri Uygulamasi-2

Ilgili veri, Mroz (1987) tarafindan gesitli sosyoekonomik degiskenlerin evli kadmlarin
isgiicli piyasasindaki caligma siireleri (hours) {izerindeki etkilerini belirmeye ¢aligmak

amactyla toplanmustir.

Veriler, 1975 yili i¢in 753 evli kadina ait yatay-kesit verileridir. Ancak iglerinden 329
tanesi ¢alismadig1 i¢in analizde sadece 429 adet evli ve c¢alisan kadmnlarin verileri

kullanilmastir.

Analizde kullanilan agiklayici degiskenler ve kisaltmalar1 asagidaki gibi siralanmastir:
e 6 yasim altindaki ¢ocuk sayisi1 (kidslt6)
e 6 ve 18 yaslar1 arasindaki ¢ocuk sayis1 (kidsge6)
¢ Yil bazinda kadinin yas1 (age)
e Kazanglardan tahmin edilen iicret (wage)
e Kocan saatlik ¢caligma siiresi (hushrs)
e Kocanin yil bazinda egitim siiresi (huseduc)
e Kocanin saatlik ticreti (huswage)
e 1975te aile geliri (faminc)
e Kadin i¢in federal marjinal vergi oran1 (mtr)
e Annenin yil bazinda egitim siiresi (motheeduc)
e Babanin yil bazinda egitim siiresi (Fatheeduc)
e ikamet edilen bdlgedeki issizlik oran1 (unem)

e Fiili iggiicli piyasasi deneyimi (exper)
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Cizelge 5.19. Gergek Veri Uygulamasi-2°de Degiskenler Aras1 Korelasyon Matrisi

O
o S &
'@ (g & 3’ 0 %) Q A
N § K4 & & $
FEFS °° Q8 é\ FE & &S x’f"& § e

hours -0.17-0.180.05-0.06 -0.1 -0.020.05 -0.09-0.110.15 -0.18-0.02-0.06-0.08 0.3
kidsit 0.09-0.340.13 0.03 -0.02-0.35 0.1 -0.02-0.070.12 0.06 0.06 0.01-0.19 08
kidsge6 -0.4 -0.09-0.08 0.12 -0.35-0.03-0.02-0.050.16 0.05-0.05-0.02-0. 39

AR

age -0.050.03 -0. 12.-0 070.09 0.11-0.12-0.22-0.110.09 0. .
educ 0.34 0.1 -007. 0.3 0.36-0.410.39 042 0.12-0.02 | 04
wage -0.030.03 0.17 0.22 0.3 -0.310.06 0.11 0.03 0.05

- 0.2
hushrss -0.130.14-0.280.14 -0.19 0.07 0.06 -0.17-0.09
husage -0.110.07 0.09 -0.1 -0.22-0.090.07041 | [ ©
huseduc 0.4 0.35-0.440.28 0.33 0.07 -0.08
- -0.2

huswage 0.09 0.15 0.17-0.11
faminc 0.120.17 0.07-0.03 |  -04
mir -0.16-0.22-0.08-0.04

0.6
motheeduc . 0 -0.11

fatheeduc 0.07-0.12 08

unem 0.03

Cizelge 5.19’a gore en yiiksek iligkiye sahip degisken ¢ifti 0.89°luk bir iliskiyle age ve

husage degiskenleridir. Bu degisken ¢ifti haricinde de -0.88, -0.69 gibi yiiksek iliskilere

sahip degisken ciftleri géze ¢arpmaktadir.

Her ne kadar korelasyon matrisinde yiiksek iliskiler tespit edilmis olsa da VIF ve kosul

indeksi degerleri incelenerek ¢oklu baglanti sorunuyla ilgili daha ayrintili bilgiler elde

edilebilir. Cizelge 5.20’ye gore her iki veri kiimesinde de VIF degerlerinin 2-10 arasinda

(6.92, 9.31) olmas1 ve kosul indekslerinin de yine ¢ok biiyilk olmamas1 (6.69, 7.63)

sebebiyle agiklayic1 degigkenler arast zayif da olsa bir ¢coklu baglant: sorunu oldugu

sOylenebilir.
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Cizelge 5.20. Gergek Veri Uygulamasi-2’°de Egitim ve Test Kiimeleri I¢in VIF ve Kosul

Indeksi Degerleri

Egitim Kiimesi (2/3) Test Kiimesi (1/3)
Degiskenler VIF Kosul indeksi VIF Kosul indeksi
kidslt6 1.21 1.11 1.43 1.16
kidsge6 1.47 1.52 1.56 1.60
age 6.52 1.68 5.24 1.71
educ 2.01 1.87 2.23 1.82
wage 1.25 1.88 1.32 1.97
hushrss 1.95 2.04 2.04 2.01
husage 6.08 2.09 4.73 2.15
huseduc 1.93 2.17 2.09 2.34
huswage 3.61 2.29 431 2.59
faminc 5.10 2.57 5.93 2.82
mtr 6.92 2.89 9.31 3.28
motheeduc 1.56 3.26 1.85 3.32
fatheeduc 1.58 4.46 1.85 4.68
unem 1.10 6.03 1.14 5.88
exper 1.60 6.69 1.54 7.63

Zayif ¢oklu baglantinin varligi belirlendikten sonra KEKR, TBR, BBA-OBM ve BBA-K
analizleri veriye uygulanmistir. Gergek Veri Uygulamasi-1’e benzer sekilde yontemler
arasinda belli bir standardi yakalamak ve c¢ok fazla bilgi kaybini 6nlemek i¢in tiim
yontemlerde KEKR ve TBR i¢in en diisiik agiklayicilik giiciine sahip bagimsiz bilesen,
BBA-OBM’de agiklanan degisken ile en diisiikk ortak bilgi miktarmna sahip bagimsiz
bilesen (bkz. Cizelge 5.21) ve BBA-K’da ise agiklanan degisken ile en diisiikk Pearson
korelasyon katsayisina sahip bagimsiz bilesen analiz dis1 birakilmistir. Analizler sonucu
elde edilen HKO’lar Cizelge 5.22°de goriilmektedir. Buna gore yine egitim kiimesinde en
diisik HKO, KEKR ile yakalanirken test kiimesinde en diisik HKO ise BBA-OBM

yontemi ile yakalanmustir.
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Cizelge 5.21. Bagimsiz Bilesenler ile A¢iklanan Degisken Arasindaki Ortak Bilgi Miktar1

ve Korelasyon Katsayilari

Bagimsiz Bilesenler Ortak Bilgi Miktari Korelasyon
St 0.132199 0.111885
S2 0.289684 0.278757
S3 0.215554 0.038798
Sa 0.201058 -0.250021
Ss 0.095975 0.034613
S6 0.146824 0.041689
S7 0.135013 0.327551
Sg 0.253467 -0.173553
So 0.156594 0.206283
S10 0.136644 -0.020119
S11 0.126402 0.005250
S12 0.144675 -0.015231
513 0.096817 0.028159
S14 0.079744 -0.099371
S15 0.080933 -0.086386

Cizelge 5.22. Zayif Coklu Baglanti Durumu I¢in Hata Kareler Ortalamas1 Sonuglar

BBA-OBM BBA-K
KEKR (14B) TBR (14 TB)
(14BB-S14) (13 BB-S11)

Egitim-HKO 336005.5 336007.5 341157.9 336019.9

Test-HKO 535456.7 535818.9 533715.0 534782.5

5.2.3. Gergek Veri Uygulamasi-3

Ilgili veri, R programu igerisinde HSAUR3 paketinde bulunan Amerika’ya ait bir hava
kirliligi verisidir (R Core Team, 2019). Bu veri kiimesi iklim ve niifus gibi degerleri
kullanarak bolgedeki hava kirliliginin bir gostergesi olan kiikiirtdioksit (SO2)

yogunlugunu tahmin etmek amaciyla kullanilmaktadir.
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Analizde kullanilan agiklayici degiskenler ve kisaltmalar1 asagidaki gibi siralanmistir:
e Yillik ortalama sicaklik (temp)
e 20’den fazla ¢alisani olan iiretim yerlerinin sayis1 (manu)
e Niifus (popul)
e Yillik ortalama riizgar hizi (wind)
e Yillik ortalama yagis (precip)

e Bir yilda ortalama yagish giin sayis1 (predays)

Cizelge 5.23e gore en yiiksek iligkiye sahip degisken ¢ifti, 0.96’lik bir iliskiyle manu ve
popul degiskenleridir. Agiklayici degiskenler arasindaki bir sonraki ikinci en yiiksek iliski

ise 0.5 ile precip ve predays degiskenleri arasindadir.

Cizelge 5.23. Gergek Veri Uygulamasi-3°te Degiskenler Arasi Korelasyon Matrisi

: N
) N > S R °
& <& R & & ° :
SO2 | 043 0.09 0.05 0.37 -
06
temp -0.19 -0.06 -0.35 0.39 -0.43
04
manu - 0.24 -0.03 0.13 [ €
r 0
popul  0.21 -0.03 0.04 e
L 0.4
wind  -0.01 0.16

-0.6

preCip - N
-1

Cizelge 5.24’¢ gore her iki veri kiimesinde de VIF degerlerinin 10’nun {izerinde ya da
10’a yakin olmasi1 (17.20, 9.10) ve kosul indekslerinin de yine 10’a yakin (8.77, 7.77)
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degerler olmas1 sebebiyle agiklayici degiskenler arasi ¢oklu baglant1 diizeyi, orta olarak

adlandirilmistir.

Cizelge 5.24. Gergek Veri Uygulamasi-3’te Egitim ve Test Kiimeleri i¢in VIF ve Kosul

Indeksi Degerleri

Egitim Kiimesi (2/3) Test Kiimesi (1/3)
Degiskenler VIF Kosul indeksi VIF Kosul indeksi
temp 4.47 1.17 591 1.23
manu 17.20 1.45 9.04 1.66
popul 16.40 1.49 9.10 1.80
wind 1.29 1.75 2.07 3.02
precip 4.66 4.85 3.13 5.87
predays 2.59 8.77 6.76 7.77

Cizelge 5.25. Bagimsiz Bilesenler ile A¢iklanan Degisken Arasindaki Ortak Bilgi Miktar1

ve Korelasyon Katsayilari

Bagimsiz Bilesenler Ortak Bilgi Miktari Korelasyon
S1 0.441761 -0.665170
S2 0.364126 -0.311517
S3 0.221755 -0.433524
S4 0.212238 -0.155755
Ss 0.179988 -0.062210
Se 0.318931 -0.210381

Orta diizey ¢oklu baglantiya sahip verilere KEKR, TBR, BBA-OBM ve BBA-K analizleri
uygulanmustir. Diger uygulamalara benzer sekilde yontemler arasinda belli bir standardi
yakalamak ve ¢ok fazla bilgi kaybini 6nlemek i¢in tiim yontemlerde KEKR ve TBR i¢in
en diisiik agiklayicilik giiciine sahip bagimsiz bilesen, BBA-OBM’de agiklanan degisken
ile en diisiik ortak bilgi miktarina sahip bagimsiz bilesen (bkz. Cizelge 5.25) ve BBA-
K’da ise agiklanan degisken ile en diisiik Pearson korelasyon katsayisina sahip bagimsiz

bilesen, analiz dis1 birakilmustir.
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Cizelge 5.26. Orta Diizey Coklu Baglant: Durumu I¢in Hata Kareler Ortalamasi1 Sonuglar1

BBA-OBM BBA-K
(5 BB - S5) (5 BB — S5)

KEKR (5B)  TBR (5 TB)

Egitim-HKO 156.7649 225.612 133.747 133.747

Test-HKO 466.6779 513.231 361.416 361.416

Analizler sonucu elde edilen HKO’lar Cizelge 5.26’da goriilmektedir. Buna gore egitim
kiimesinde ve test kiimesinde en diisik HKO degerlerine BBA temelli yontemler ile
ulagilmistir. Hem ortak bilgi miktar1 hem de korelasyon katsayisi temelli BBA’larda ayn1
bagimsiz bilesen analiz dis1 birakildigi i¢in her iki yontemde de ayn1t HKO degerleri elde

edilmistir.

5.2.4. Gergek Veri Uygulamasi-4

Coklu baglant1 sorununun, regresyon katsayilarmin standart hatalarini yiikseltebilecegi
bilindigi i¢in bu kisimdaki gercek veri uygulamasi, standart hatalarin incelenmesine

ayrilmstir.

KEKR’de regresyon katsayilarmin tahminlerinin dagilimi bilinmediginden dolay1
standart hatalar dogrudan bulunamamakta, Jackknife gibi tahmin edicilerle varyansin
tahmin edilmesinden sonra bulunabilmektedirler. Bu nednele, tim yontemlerde elde
edilen regresyon katsayilarinin standart hatalar1 birbirleriyle karsilastirilirken aralarinda

bir paralellik olmasi agisindan hepsinin tahmininde Jackknife yontemi kullanilmaistir.

Orijinal Jackknife varyans tahmin edicisi; n gozlem sayisi, E,i ; 1. gozlem disarida

birakildiginda tahmin edilen regresyon katsayis1 ve /? ; E,i ’lerin ortalamas1 olmak {izere

Esitlik 5.15’teki gibi hesaplanmaktadir (Wu, 1986; Martens ve Martens, 2000):

n _—

(”;1)2( B B) (5.15)

n o
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Analizde kullanilan veri, NCSS programiin kullanici rehberi i¢erisinde TBR anlatiminda

kullanilan bir veri kiimesidir. Amag Y ’yi, X;, X, ve X;’i kullanarak tahmin etmektir

(Hintze, 2007).

Cizelge 5.27. Gergek Veri Uygulamasi-4’te Degiskenler Arasi Korelasyon Matrisi

< L

-0.02

0.2

-0.2

-04

06
x3 0.12

08

Cizelge 5.27’e¢ gore X; ve X, degiskenleri arasinda neredeyse %100’lik bir iligki

mevcuttur. Hem iligskinin yiiksekligi hem de Cizelge 5.28’deki VIF ve kosul indeksi
degerlerinin ¢ok biiylik olmasi, agiklayic1 degiskenler arasinda giiclii ¢oklu baglanti

oldugunu gostermektedir.

Cizelge 5.28. Gergek Veri Uygulamasi-4’te VIF ve Kosul Indeksi Degerleri

Degiskenler VIF Kosul indeksi
X1 477 3.72
X2 486 6.69
X3 11.70 134.46
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Cizelge 5.29. Bagimsiz Bilesenler ile A¢iklanan Degisken Arasindaki Ortak Bilgi Miktar1
ve Korelasyon Katsayilari

Bagimsiz Bilesenler Ortak Bilgi Miktar Korelasyon
St 0.554695 -0.984577
S2 -0.137895 0.148408
S3 -0.203149 -0.011003

Coklu baglantiya sahip verilere CDR, KEKR, TBR, BBA-OBM ve BBA-K analizleri
uygulanmistir. Yine diger uygulamalara benzer sekilde yontemler arasinda belli bir
standard1 yakalamak ve ¢ok fazla bilgi kaybini 6nlemek i¢in tiim yontemlerde KEKR ve
TBR i¢in en diisiik a¢iklayicilik giiciine sahip bagimsiz bilesen, BBA-OBM’de aciklanan
degisken ile en diisiik ortak bilgi miktarina sahip bagimsiz bilesen (bkz. Cizelge 5.29) ve
BBA-K’da ise agiklanan degisken ile en diisiitk Pearson korelasyon katsayisina sahip

bagimsiz bilesen, analiz dig1 birakilmustir.

Cizelge 5.30. Coklu Baglant1 Durumu I¢in Jackknife Standart Hatasmin Tahmin

Sonuglar1
BBA-OBM BBA-K
Degiskenler CDR KEKR(2B) TBR (2TB)
(2BB-S2) (2BB - S3)
X1 1.0945 0.6767 0.6828 0.0588 7.8912
X2 1.0909 0.6632 0.6560 0.1304 0.1007
X3 0.8347 0.2935 0.2902 0.6880 7.3145

Analizler sonucu Jackknife yontemi ile elde edilen standart hatalar Cizelge 5.30°da
goriilmektedir. Buna gore her ikinci degisken hari¢ diger degiskenler icin en diisiik
standart hataya BBA-OBM yontemi ile ulagilmigtir. TBR ve KEKR yontemleri benzer
sonuglar vermis, BBA-K yontemi ise CDR yOntemi ile elde edilen standart hatalardan

bile daha yiliksek degerler vermistir.
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6. SONUCLAR VE TARTISMA

Tez ¢alismasinm ana hedeflerinden ilki, cok degiskenli istatistiksel bir yontem olmasina
ragmen istatistik¢iler tarafindan pek fazla bilinmeyen BBA’nin bilinirliginin artirilmasi
ve konuya dair kisith Tirkge literatiire katkida bulunulmasidir. Bu baglamda tezde ilk
olarak, BBA’nin tarihsel siireci ve uygulama alanlari ele alinmistir. Sonrasinda, BBA’nin
anlasilabilmesi i¢in gerekli matematiksel ve istatistiksel kavramlar anlatilmistir. Temel
BBA modeline, modelin 6zelliklerine, modelin ¢6ziimiinde kullanilan algoritmalara yer
verildikten sonra ise BBA’ya benzer bir yontem olan ve 6zellikle istatistik alaninda sik
kullanilan TBA ile BBA’nin karsilastirilmasi 6rnek bir uygulama c¢ergevesinde ele
alinmstir. Tezin bahsedilen bu kisimlarmin; BBA ile ilgili telekomiinikasyondan
kimyaya, jeolojiden ekonomiye kadar ¢ok cesitli alanlarda calisan ya da c¢alisacak

arastirmacilar i¢cin ayrmtili bir Tiirk¢e kaynak eksigini giderecegi diistiniilmektedir.

Tez ¢alismasinda iKinci olarak ise istatistik alaninda sik karsilagilan sorunlardan birine,
BBA’nin ara¢ olarak kullanildig1 alternatif bir ¢6ziim yonteminin kazandirilmasi
hedeflenmistir. Bu amagla BBA’ nin, ¢oklu dogrusal regresyon analizinde sik karsilasilan
ve tahmin edilen regresyon modelleri tizerinde ¢esitli olumsuzluklar yaratan c¢oklu
baglant1 sorununun ¢oziimiinde kullanilabilecegi iizerinde durulmustur. BBA’nin, daha
once Ozellikle kimya alaninda benzer kullanimlarina rastlanilmasindan dolayi, ¢alismaya
Ozgiinliik katabilmek amaciyla elde edilen bagimsiz bilesenlerden hangilerinin modele
dahil edilmesi gerektigi konusunda yeni bir yontem Onerilerek literatiire katki

saglanmistir.

Onerilen ydéntem, entropi alaninda sik¢a kullanilan ve iki raslant1 degiskeni arasindaki
birliktelik derecesini veren ortak bilgi miktarinin, korelasyon Kkatsayisi yerine
kullanimindan olugmaktadir. Ortak bilgi miktarmm korelasyon katsayis1 yerine tercih
edilmesinde en Onemli sebep; regresyon analizinde goz Oniinde bulundurulanm,
aciklanan degisken ile aciklayici degiskenler arasindaki iliski yerine nedensellik
olmasidir. Ortak bilgi miktari, dogrusal iliskinin yani sira karmagik iligkileri de goz
onilinde bulundurdugu icin nedenselligin ortaya cikarilmasimda korelasyon katsayisina

gore daha basarilidir.
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Onerilen yontemin performansi, coklu baglant1 sorununu ¢dzmek igin kullanilan mevcut
diger yontemler ile birlikte yapay veri kiimelerinde ve gergek veri kiimelerinde

karsilastirmali olarak degerlendirilmistir.

Yapay veri kiimesi uygulamalarinin sonuglarina gére hem egitim hem de test kiimesinde,
onerilen yontemin; diger yontemlere nazaran degisen standart sapma diizeylerinden gok
fazla etkilenmedigi, 6rneklem biiyiikliigi arttikca aciklanan degiskenin tahmininde daha
disik HKO’lara ulastigi goriilmistiir. Ayrica standart sapmanin diisiik oldugu
durumlarda KEKRnin iyi sonuglar verdigi goriilse de, standart sapmanin yiiksek oldugu
durumlarda BBA’ya dayali yontemlerin daha iyi sonuglar verdigi belirlenmistir. TBR

yontemi ise genel olarak diger yontemler icerisinde en kotii sonuglar1 vermistir.

Yapay veri uygulamalarinda korelasyon katsayisina ve ortak bilgi miktarina dayali BBA
yontemleri ¢ogu zaman birbirleriyle ayn1 sonuglar1 verseler de farkli sonug verdikleri
durumlar da gozlenmistir. Farkli sonug elde edilen durumlar incelendiginde, korelasyon
katsayis1 yonteminin egitim, ortak bilgi miktar1 yonteminin ise test kiimelerinde daha 1yi
sonug verdigi goriilmiistiir. Ayrica 6rneklem biiytlikliigii arttikga her iki yontemden elde

edilen HKO degerlerinin de birbirine yaklastigi da tespit edilmistir.

HKO degerlerinin karsilastirildig: ti¢ farkl alandaki gerg¢ek veri uygulama sonuglarina
gore farkh diizeydeki ¢oklu baglant1 durumlarinda, dnerilen yontemin diger yontemlere
gore Ozellikle test kiimesinde daha diisiik HKO’lara sahip oldugu goriilmiistiir. Egitim
kiimelerinin sonuglar1 incelendiginde ise onerilen yontemin; orta diizey ¢oklu baglantida
diger yontemlere gore en diisiik, zayif coklu baglantida kabul edilebilir, giiclii ¢oklu
baglantida ise en yiiksek HKO’lara sahip oldugu goriilmiistiir. Karsilastirilan
yontemlerden KKER yontemi, diger yontemlere gore gligli ve zayif ¢oklu baglanti
durumlarinda egitim kiimesinde daha basarili sonuglar sergilerken, TBR yontemi ise

genellikle en kotii sonuglart vermistir.

Coklu baglant1 sorununun en 6nemli etkilerinden biri, regresyon katsayilarmin standart

hatalarmin olmas1 gerekenden daha biiyiik hale gelmesi oldugu i¢in dordiincii gercek veri
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uygulamasinda, regresyon Katsayilarinin Jackknife yontemi ile tahmin edilen standart
hatalar1 karsilastirilmigtir. Onerilen yontem, diger yontemler igerisinde en diisiik standart

hatalar1 vererek bu agidan da kullanilabilirligini gostermistir.

Bu bulgular 151g1nda tez ¢aligmasi, kimyadan insaat mithendisligine kadar pek ¢ok alanda
uygulama alanina sahip olan regresyon analizinde sik karsilasilan sorunlardan biri olan
coklu baglant1 sorununun BBA ile ¢oziilebilecegini ve ozellikle korelasyon katsayisi
yerine ortak bilgi miktarmnin kullanilmasi ile regresyon analizi i¢in daha dogru bagimsiz
bilesenlerin segilebilecegini ortaya koymustur. Ayrica, onerilen yontem ile regresyon
modellerinde daha disiik standart sapmaya sahip parametre tahminlerinin elde
edilebilecegi ve ozellikle gelecege yonelik kullanilacak regresyon modelleri i¢in daha

diistik HKO’lara sahip dngoriiler gerceklestirilebilecegi gosterilmistir.

Genel olarak degerlendirildiginde, BBA’nin istatistik alanindaki sorunlardan birine
basarili bir sekilde ¢6ziim bulmasinin konuyla ilgili istatistik alanindaki yeni ¢calismalara
onciilik edecegi ve konunun cesitli disiplinlerde farkli amaglar i¢in kullanimmin

yaygimlasacagi diistiniilmektedir.
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