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ÖZET 

 

PARTİKÜL BAZLI SIVI KROMATOGRAFİSİ KOLONLARINDA 

TRANSPORT MODELLERİNİN KAŞILAŞTIRMALI OLARAK 

İNCELENMESİ 

 

Erhan ŞENLİK 

 

 

Doktora, Nanoteknoloji ve Nanotıp Anabilim Dalı 

Tez Danışmanı: Prof. Dr. Süleyman Ali TUNCEL  

Haziran 2019, 99 sayfa 

 

Tez çalışması kapsamında yüksek performanslı sıvı kromatografisi(YPSK) için 

literatürde kullanılan transport modelleri olan İdeal Model(İM), Denge Dağılım 

Modeli(DDM) ve Rastgele Yürüme Modeli(RYM) detaylı olarak incelenerek bu 

modelleri esas alan Modifiye Denge Dağılım Modeli (MDDM) geliştirilmiştir. YPSK 

kolonlarında ana olarak iki bileşen bulunmaktadır. Bunlardan biri sıvı olan hareketli faz 

diğeri ise sabit olan katı fazdır. Katı fazı oluşturan dolgu malzemesi küresel ve gözenekli 

partiküllerden oluşmaktadır. Bu partiküllerin ayırma performansına etkilerinin daha iyi 

anlaşılabilmesi için partikülün temel özellikleri olan özgül yüzey alanı, partikül 

gözenekliliğini ifade eden birimsiz bir çarpan önerilmiştir. Birimsiz çarpan MDDM ‘inde 

kullanılmıştır. Elde edilen modeller nümerik çözüm yöntemlerinden olan sonlu farklar 

tekniği kullanılarak çözülmüştür. Sonlu farklar yöntemi, problemin iki boyutlu olması, 

programlama kolaylığı sağlaması ve yüksek doğrulukta sonuç vermesi nedeniyle tercih 

edilmiştir. Karşılaştırma kapsamında ayrıca RYM’de incelenerek çözülmüştür. Elde 

edilen sonuçlar literatürle uyumlu olarak bulunmuştur. 

Anahtar Kelimeler: Yüksek Performanslı Sıvı Kromatografisi,Sonlu Farklar Yöntemi, 

Rastgele Yürüme Modeli  



 

 

 

ii 

ABSTRACT 

 

 

COMPARATIVE INVESTIGATION OF TRANSPORT MODELS IN 

PARTICLE BASED LIQUID CHROMATOGRAPHY COLUMS 

 

Erhan ŞENLİK 

 

 

Doctor of Philosophy, Department of Nanotechnology and Nanomedicine 

Supervisor: Prof. Dr. Süleyman Ali TUNCEL 

June 2019, 99 pages 

Within the scope of the thesis, the Ideal Model (IM), Equilibrium Dispersive Model 

(EDM) and Random Walk Model (RWM) which are used in the literature as transport 

models for  high performance liquid chromatography (HPLC) are examined in detail. 

Modified Equilibrium Dispersive Model (MEDM) is developed based on these models. 

There are mainly two components in HPLC columns. One of them is the mobile phase 

which is liquid and the other is the stationary solid phase. The solid phase forming 

material is composed of spherical and porous particles. In order to better understand the 

effects of these particles on the separation performance, a unitless multiplier, which 

expresses the particle's specific properties, the specific surface area and the particle 

porosity, has been proposed. The unitless multiplier is used in MEDM. The obtained 

models were solved by using finite difference technique which is one of numerical 

solution methods. The finite difference method has been preferred because the problem 

is two dimensional, provides ease of programming and gives high accuracy results. In the 

scope of the comparison, it was also examined and solved in RWM. The results obtained 

consistent with the literature.  

Keywords: High Performance Liquid Chromatography,Finite Difference 

Method,Random Walk  
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1. GİRİŞ 

Karışık maddelerin ayrıştırılması ve saflaştırılması pek çok endüstri için en önemli 

çalışma alanlarındandır. Bu endüstrilerin en yaygınları farmasötik, gıda ve değerli 

kimyasalların işlendiği alanlardır. Kromatografi ayırma yöntemleri arasında en fazla 

adaptasyonu sağlayan ve gelişen tekniklerden biridir. Konvansiyonel teknikler olan 

distilasyon ve ekstraksiyona karşı daha verimli ve gelişmiş bir yöntemdir. 

Kromatografinin özellikle tercih edilme nedenlerinden biriside yüksek saflıkta ürün elde 

edilmesidir. Bu nedenle geçen yıllar içerisinde kromatografi popüler ve gelişen bir ayırma 

tekniği olarak endüstride yerini almıştır.[1] 

Kromatografinin diğer yöntemlere karşı avantaj sağladığı bir diğer durum ise; reaktif 

kromatografi tekniğidir. Kimyasal karışım ya da ayrıştırılacak ürün, kromatografi kolonu 

içerisindeki tersinir dönüşümü sırasında ürünü en iyi şekilde yakalayıp saflaştırmayı 

sağlar. Bu yöntem reaktif distilasyon, reaktif ekstraksiyon ve reaktif adsorpsiyona kıyasla 

daha verimlidir.[2] Kromatografinin seçicilik, saflık ve üretim veriminin yüksek olması 

nedeniyle bu konuda pek çok matematiksel model geliştirilmiş ve bu modeller yardımıyla 

ticari kromatografi reaktörleri üretilmiştir.[3,4,5,7,8] 

 

Kromatografik ayrım temel olarak kolon içerisine sabitlenmiş spesifik bir adsorbentin 

bulunduğu ortama ayrıştırılacak kimyasalların gönderilmesi ve bu karışımın adsorbente 

karşı gösterdiği davranış sonucu kolondan  farklı zamanlarda çıkmasına dayanır. 

Kromatografik reaktörler 1960 yıllar itibaren patentlenmeye başlanmıştır.[9,6,10] Sabit 

yataklı kromatografi reaktörü Langer[11] tarafından “kromatografi kolonu bir veya bir 

çok analitin kolon içerisinde tam veya kısmi olarak dönüşerek alıkonma sürelerine göre 

ayrıştırılmasıdır” şeklinde tanımlanmıştır. 

 

Kromatografi tekniği uzun yıllardan beri maddelerin saflaştırılmasında ve boyaların 

bitkilerde ekstrakte edilmesinde kullanılmaktadır. Boya pigmentlerini ayrıştırmasıyla 

birlikte kromatografi kelimesini ilk olarak Rus kimyager ve botanikçi Michael 

Tswett[12,13] kullanmıştır. Yaptığı çalışma temel dikey olarak konumlandırılmış cam 

kolonun içerisini alüminyum ve silika gibi adsorblama yeteneğine sahip maddelerle 
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doldurarak üst kısmından bitki pigmentleri göndermiştir. Sonrasında organik çözücü ile 

kolonu yıkandığında cam kolon içerisinde farklı renklerin bant şeklinde ayrıldığını 

gözlemiş ve bu renk bantları nedeniyle “chromatography” terimini kullanmıştır. 

Kromatografi yani renk yazımı eski yunanca ifadesiyle “color (renk) “ – chroma ve write 

(yazmak) graphein” kelimelerinden türetmiştir. Tswett’in çalışması uzunca bir süre 

görmezden gelinmiştir ta ki Kuhn [14] ‘un bitki pigmentlerini ayırma çalışması ve 

Zechmeister ile Cholnoky[40] ‘nin kromatografi hakkındaki ilk kitapları yayınlanana 

kadar. 

Kromatografinin modern haline 1940 -1950 yılları arasında ulaşmıştır. Kromatografideki 

teknikler ve yöntemler Martin[15]’in çalışmalarıyla artmıştır. Kağıt bazlı, gaz-katı, gaz-

sıvı kromatografileri gibi çalışmalar yapılmıştır. Zamanla bu alandaki çalışmalar çeşitlilik 

kazanarak kromatografinin yaygınlaşmasını ve gelişmesini sağlamıştır. 

 

1.2. Problem ve Motivasyon  

Matematiksel modelleme kimyasal proses mühendisliğinde oldukça önemli ve geniş bir 

alana sahiptir. Çeşitli matematiksel modeller fiziksel dünyadaki problemlerin ve farklı 

seviyedeki karmaşık sistemlerin çözümünde kullanılmaktadır. Bilgisayarlardaki 

hesaplama gücünün ve hafıza gücünün hızla artmasıyla birlikte nümerik modellemeler 

giderek yüksek oranda bilimsel dünyada ve diğer endüstrilerde maliyetleri düşürmek, 

deneylerde öngörü sağlamak amacıyla kullanımı giderek artmıştır. Matematiksel 

modeller geleneksel deneylere kıyasla çok daha düşük maliyette çok daha fazla verinin 

elde edilmesini sağlamaktadır.[1,16] 

 

Standart kromatografik modeller konveksiyon-difüzyona dayalı kısmi diferansiyel 

denklemler ve çeşitli cebirsel denklemlerden oluşmaktadır. Bu denklem setleri için 

analitik çözümler belirli koşullarda sağlansa bile problemin kompleks hale gelmesiyle 

çözüm zorlaşmaktadır. Laplace çevrimi bu analitik çözümlerden en kullanışlı olandır. 

Analitik çözümün mümkün olmadığı veya zor olduğu durumlarda denklemi nümerik 

forma çevirerek çözmek büyük kolaylık sağlamaktadır. Ayrıca kromatografi 

problemlerinin çözümlerinde moment analizi alıkonma süresi ve kütle transfer kinetiği 
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hakkında bilgiler vermektedir. Bu konuda pek çok literatür araştırması 

mevcuttur.[1,41,42,17,18,19,20,21,22,23,24] 

Doğrusal olmayan kromatografi problemleri için analitk çözüm üretmek mümkün 

değildir. Bu nedenle nümerik çözümler üretilerek problem çözülür. Fakat denklemlerin 

karmaşık yapıları ve doğrusal olmamaları nedeniyle üretilen nümerik çözümün kalitesi 

ve güvenirliği deneysel verilerle kıyaslanarak test edilmelidir. 

Yaygın olarak literatürde tanımlanmış ve sınıflandırılmış üç tip nümerik ayrıklaştırma 

yöntemi mevcuttur. Bu yöntemler sonlu farklar yöntemi, sonlu elemanlar yöntemi ve 

sonlu hacimler yöntemleridir.[1]  

Sonlu farklar yönteminde kısmi diferansiyel denklem bu yöntem uygulanarak ve istenen 

mertebede doğruluğu elde edilecek şekilde düzenlenir. Sonlu farklar yönteminde 

problemin doğasına uygun olarak ileriye fark, merkezi fark veya geriye fark yöntemleri 

veya bunların ortak kullanımıyla nümerik form elde edilerek denklem nümerik hale 

getirilir. Bu yöntemler açık (explicit) veya kapalı (implicit) olarak çözülür. Sonlu farklar 

yönteminde etkin olarak kullanılan algoritmalardan biride Godunov-Rouchon [25] ‘dur. 

Bunun dışında çözüm etkinliğini arttırmak için Crank-Nicolson [48] yöntemi de sonlu 

farklar tekniklerinden birisidir. 

 

Sonlu elemanlar yöntemi ilk olarak Clough [26] tarafından 1960’ta kullanılmıştır. Bu 

yöntemle ilgili ilk kitap ise Zienkiewicz ve Chun [27] tarafından 1967 de yayımlanmıştır. 

Sonlu elemanlar yöntemi taşınım, statik, dinamik ve akışkanlar mekaniği gibi pek çok 

mühendislik probleminin çözümünde başarıyla uygulanmıştır. Bu yöntem sonlu farklar 

yöntemine göre daha başarılı bir yöntem olmasına rağmen problemin hesaplama 

gereksinimi açısından maliyeti daha yüksektir. Ayrıca daha basite indirgenmiş veya temel 

çözüm prensiplerinde sonuçları sonlu farklar yöntemi ile aynıdır. Bu yöntemde 

çözümlerde ortaya çıkan çeşitli sorunları gidermek için farklı teknikler üretilmiştir. Bu 

tekniklerden yaygın olanı Galerkin/Least-square (GLS) ve Streamline-Upwind/Petrov-

Galerkin teknikleridir.[28,29] 

 

Sonlu hacimler yöntemi hesaplamalı mühendislikte en çok kullanılan ayrıklaştırma 

yöntemlerinden diğeridir. [30,31,32,33,68,34] Diferansiyel hacimlerin nümerik olarak 
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integrallerinin alınarak problemin çözümüne gidildiği yöntemlerden birisidir. Farklı 

problemler için çeşitli teknikleri geliştirilmiştir. Bunlar Süreksiz-Galerkin tekniğin başka 

bir formu olaran Runge-Kutta Süreksiz Galerkin tekniğidir. Sonlu hacimler yönteminden 

Süreksiz - Galerkin yöntemi Reed ve Hill [35] tarrafından ilk olarak nötron taşınımının 

hesaplamasında kullanılmıştır. Yöntemin yaygınlaşmasıyla birlikte hiperbolik doğrusal 

olmayan sistemler için Cockburn ve Shu tarafından geliştirilmiştir. [36,37,38,39] Sonlu 

hacimler yönteminin en yaygın kullanıldığı alan akışkanlar mekaniği problemleridir. 

 

Bu tez kapsamında uygulanmasının kolay olması sonuçlarının yüksek doğrulukta elde 

edilmesi nedeniyle sonlu farklar yöntemi kullanılmıştır. Kimya mühendisliğindeki kütle 

taşınım problemlerinin çözümünde yaygın olarak kullanılması ayrıca tercih 

nedenidir.[48]  

 

Tez çalışmasında kromatografide yaygın olarak kabul görmüş İdeal Model, Denge 

Dağılım Modeli ve Rastgele Yürüme Modeli detaylı olarak incelenmiştir. Modeller için 

belirlenen sınır şartları ve başlangıç koşulları kullanılarak nümerik çözümler 

geliştirilmiştir. Nümerik çözümler için sonlu farklar yöntemi ve bunun alt teknikleri olan 

merkezi fark tekniği ile ileri fark tekniği kullanılmıştır. Nümerik çözümlerin bilgisayarda 

çözülmesi için C programlama dili kullanılarak bilgisayar kodu geliştirilmiştir. 

Geliştirilen bilgisayar kodları belirlenmiş koşullar altında çalıştırılarak her model için 

sonuçlar elde edilmiştir. Bu modeller esas alınarak Modifiye Denge Dağılım Modeli 

önerilmiştir. MDDM ile sabit faz olan ve kolon dolgu malzemesi olarak kullanılan 

partiküllerin özelliklerinin sonuca etkisi incelenmiştir. Partikülün etkilerinin anlaşılması 

için birimsiz bir katsayı önerilerek denklem geliştirilmiştir. Partiküle ait olan özgül yüzey 

alanı, gözenekliliğinin ayırma performansına etkisi bu model için geliştirilen bilgisayar 

programıyla incelenmiştir. Son olarak Monte Carlo yöntemlerinden olan rastgele yürüme 

modeli Yüksek Performanslı Sıvı Kromatografisi için modellenmiş ve bilgisayar 

ortamında çözdürülmüştür. 
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2. GENEL BİLGİLER  

Kromatografik sistemin matematiksel olarak modellenmesi için öncelikle fiziksel 

davranışın ve süreçteki fiziğin net olarak tanımlanması buna göre gerekli varsayımların 

yapılarak diferansiyel denklemlerin türetilmesi gerekmektedir. 

 

Şekil 2.1 Yüksek Performanslı Sıvı Kromatografisi Çalışma Sistemi 

Genel olarak kromatografide standart modeller üçe ayrılmıştır. İlki kesikli tabaka modeli 

(plate model), diğerleri sürekli model (rate model) ve istatistiksel modeldir. 

Tabaka modeli ilk olarak öne sürülen Martin ve Synge [15] çalışmalarıyla Nobel aldıkları 

yöntemdir. Bu yöntemde kromatografi kolonu denge halinde bulunan sonlu plakalardan 

yada tabakalardan oluşmaktadır. Plakalardan/tabakalardan sıvı faz her geçtiğinde o 

tabaka denge durumundadır. Yöntemin süreksiz hali Craig [43] tarafından tanımlanmıştır. 

Plaka/tabaka modelinde eksenel dağılım olduğu kabul edilmesine rağmen kütle transfer 

etkileri yok sayılır. Her iki modelde de kromatografi kolonunun yüksek sayıda teorik 

plakadan oluştuğu kabul edilmektedir. 

İkinci model ise ilk modelden yola çıkarak türetilmiştir. Kolonun çok küçük ince 

kesitlerden meydana geldiği ve her bir diferansiyel kesitte kütle transfer denkliği 

kurularak tüm kolon üzerinden diferansiyel denklem oluşturulmaktadır. Bu denklemlerin 

çözümü için kromatografik kolonun davranışının tam olarak anlaşılması gerekmektedir. 

Farklı komplekslik derecelerine sahip olmakla birlikte üç ana denklem geliştirilmiştir. 

Lumped (birleştirilmiş) kinetik model, genel hız (general - rate ) modeli ve denge dağılım 

modelidir (equilibrium dispersive model). Tez çalışması kapsamında denge dağılım 

modeli ana model olarak kullanılmıştır. 

 

Overview

Giriş

1 Giriş
Tez çalışması kapsamında partikül bazlı sıvı kromatografisi için matematiksel
modeller karşılaştırmalı olarak incelenmmiştir. Kromatografi özellikle yüksek
saflıktaki maddelerin eldesi için en effektif ayırma yöntemlerinden birisidir.
Kromatografik sistemlerin son on yıllarda gelişmiş ve yaygınlaşmış olmasına
rağmen ticari anlamda genel bir veri tabanına sahip değildir. Teorik çalış-
maların yaygın olmasına karşın kromatografik sistemin pek çok değişkenden
etkilenmesinden dolayı bu konudaki araştırmalarda devam etmektedir.
Yapılan çalışmada partikül bazlı sıvı kromatografisi için mevcut matema-
tiksel modeller incelenerek bunların deneysel verilerle karşılaştırmalı olarak
iyileştirilmeye çalışılmıştır.

Şekil 1: Sıvı Kromatografisi Şematik Gösterimi

Partikül bazlı sıvı kromatografisinde, kolon uygulama tipine, çalışacağı
basınca ve ayrıştırılacak analitlerin yapısına bağlı olarak 5 µm yada farklı
büyüklükte polimerik veya seramik partiküllerle doldurulur. İçerisinden mo-
bil faz olarak partiküllerle etkileşime girmeyen sıvı pompa yardımı ile ge-
çirilir.Mobil faza enjekte edilen karışım halindeki analitler kolonun çalışma
tipine bağlı olarak farklı zamanlarda kolon çıkışından dedektöre ulaşırlar.
Bilgisayar programı yardımıyla dedektörden gelen veriler işlenir.

YPSK 
Sıvı Fazı

YPSK 
Pompası

Enjeksiyon 
Sistemi

Atık

Örnek

YPSK Kolonu
Dedektör

Dataların İşlenmesi
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Yaygın olarak kullanılan son model ise makro ölçekteki denklemlerin istatisiksel olarak 

mikro ölçeğe uygulanarak ortaya çıkarılan modellerdir. İstatisiksel olarak kullanılan 

modeller rastgele yürüme (random walk) modeli ve karakter fonksiyonlu modellerdir. 

Tez kapsamında rastgele yürüme modeli incelenmiştir. [52] 
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2.1. Model Parametreleri 

Matematiksel modelin kurgulanması ve oluşturulabilmesi için gerekli fiziksel 

tanımlamaların net olarak yapılması gerekmektedir. İlk olarak kolonun içeriği ve bunların 

özelliklerini tanımlamak denklemin oluşturulmasında ve problemin tanımlanmasında 

kolaylık sağlayacaktır. Kromatografi kolonu sabit faz denilen katı parçacıklarla 

dolgulandığından öncelikle bunların gözeneklilikleri (boşluk/porozite) ardından bu fazın 

adsorblama eğilimini ve davranışını tanımlamak gerekmektedir. 

 

2.1.1. Kolon Gözenekliliği 

Kromatografi kolonu gözenekli katı partüküllerle veya içinde gözenekli olacak şekilde 

polimerizasyon yöntemiyle üretilmektedir. Kolon hacmini tanımlamak gerekirse 

içerisinde bir sıvı akışı olacağından sıvının hacmi, katı partikülün hacmi ve gözenek 

hacmi olarak üçe ayırabiliriz. Kolon içerisindeki katı partiküle ait hacim katı hacmi ve 

gözenek hacmidir.  

 

 

Hacimlerin tanımlanmasıyla birlikte kolon içerisindeki gözeneklilik oranını rahatlıkla 

hesaplayabiliriz. Kolon için kullanabileceğimiz iki tip gözeniklilik oranı hesaplanır ilki 

partikül içi gözenekliliği (interstitial porosity), diğeri ise toplam gözenekliliktir (total 

porosity). 
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set of partial differential equations. Afterwards, there is a need to find the mathematical

solution of the set of partial differential equations to describe the chromatographic behavior

in a column. Continuous models are further classified into many categories depending on

different levels of complexity of describing the mass transfer and partition processes. Var-

ious mathematical models are available in the literature for understanding and analyzing

dynamic composition fronts in chromatographic columns. The most important of these

models are the general rate model, the lumped kinetic model, the equilibrium-dispersive

model, and the ideal model of chromatography.

The third approach to modeling is a microscopic statistical method for chromatography.

The corresponding models deal with the probability density function for solute molecules

in time and space. An entire discussion on this topic is beyond the scope of this work. For

more details, the readers are referred to consult [19, 81].

2.2 Model parameters

This section focuses on the parameters entering into the chromatographic model equations

presented in the next section. Firstly, the porosity and the efficiency of a column related

to the apparent dispersion coefficient are explained. Afterwards, the adsorption isotherms

are discussed.

2.2.1 Column porosities

The chromatographic column is packed with porous particles. The volume of a column

vcol can be divided into an interstitial volume of mobile phase vm and a stationary phase

volume vst. The stationary phase volume vst can be further divided into two sub-volumes,

such as the solid volume vs and the intraparticle volume of the pores vpore. Thus, the total

volume of the column becomes

vcol = vm + vs + vpore. (2.1)

14 Chapter 2. Theory of Chromatography

On the basis of these volumes two types of porosities, the interstitial porosity ϵint and the

total porosity ϵ can be formulated as

Interstitial porosity: ϵint =
vm
vcol

, (2.2)

Total porosity: ϵ =
vm + vpore

vcol
. (2.3)

The volume of a column is given as

vcol =
πd2

4
L, (2.4)

where, d is diameter of a column, while L represents the length of a column. The interstitial

porosity ϵint is relevant for large molecules, while for small molecules the total porosity ϵ

can be considered. The total porosity can be estimated from the formula given below

ϵ =
t0V̇

vcol
, (2.5)

where V̇ is the actual volumetric flow rate of the mobile phase. The t0 denotes the dead

time of the column and can be calculated from the ratio of first and zeroth moments of an

elution profile of a non retained component after a pulse injection is

t0 =

∫∞

0 ctdt
∫∞
0 cdt

. (2.6)

In this work, the total porosity, c.f. Eq. (2.5), was taken into account.

The Phase ratio (F): The ratio between the volume fractions of the columns which are

occupied by the stationary vst and the mobile phases vm. Using the total porosity ϵ, it is

defined as

F =
1− ϵ

ϵ
. (2.7)

Linear velocity (u): The linear (or interstitial) velocity u can be calculated from the

subsequent formula, provided the volumetric flow rate V̇ and the total porosity ϵ are

constant.

u =
V̇

ϵπd
2

4

. (2.8)
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Kolon silindirik bir yapıya sahip olduğundan kolon hacmi silindir hacmi olarak 

hesaplanır; 

 

 

Bu denklemde d kolon çapını, L ise kolon uzunluğunu temsil etmektedir. Bu 

denklemlerde ara yüzey gözeneklilik oranı geniş/büyük moleküller için kullanılmakla 

birlikte toplam gözeneklilik oranı yaygın olarak kullanılmaktadır. Toplam gözeneklilik 

oranını bir diğer şekliyle ifade etmek gerekirse 

 

 

Denklemde V sıvı fazın (hareketli faz) hacimsel akış hızını, t0 ise kolon içerisindeki ölü 

zamanı göstermektedir. t0 değeri birinci ve sıfırıncı momentlerin oranından hesaplanabilir 

[54]. 

 

 

2.1.2. Faz Oranı 

Faz oranı katı ve sıvı ya da sabit ve hareketli faz arasındaki hacimsel oranı ifade 

etmektedir. Bu oranı gözeneklilik oranlarını kullanarak elde etmek gerekirse denklem 

aşağıdaki gibi olacaktır.  
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where, d is diameter of a column, while L represents the length of a column. The interstitial

porosity ϵint is relevant for large molecules, while for small molecules the total porosity ϵ

can be considered. The total porosity can be estimated from the formula given below

ϵ =
t0V̇

vcol
, (2.5)

where V̇ is the actual volumetric flow rate of the mobile phase. The t0 denotes the dead

time of the column and can be calculated from the ratio of first and zeroth moments of an

elution profile of a non retained component after a pulse injection is

t0 =

∫∞

0 ctdt
∫∞
0 cdt

. (2.6)

In this work, the total porosity, c.f. Eq. (2.5), was taken into account.

The Phase ratio (F): The ratio between the volume fractions of the columns which are

occupied by the stationary vst and the mobile phases vm. Using the total porosity ϵ, it is

defined as

F =
1− ϵ

ϵ
. (2.7)

Linear velocity (u): The linear (or interstitial) velocity u can be calculated from the

subsequent formula, provided the volumetric flow rate V̇ and the total porosity ϵ are

constant.

u =
V̇

ϵπd
2

4

. (2.8)
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2.2.2 Efficiency

The efficiency of a column is related to the number of theoretical plates Nt. This number

is related to the height equivalent to a theoretical plate (HETP) as

HETP =
L

Nt
. (2.9)

The number of theoretical plates or HETP can be measured by the statistical moment

method from measured elution profiles. The n-th moment of the chromatographic band

profile denoted by C(x, t) at the exit of column bed of length x = L is

Mn =

∫ ∞

0

C(x = L, t) tndt. (2.10)

The n-th initial normalized moment is

µn =

∫∞

0 C(x = L, t) tndt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.11)

The second central moment or the variance can be defined as

σ2 = µ
′

2 =

∫∞

0 C(x = L, t) (t− µ1)2dt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.12)

The number Nt can be obtained by considering the first normalized moment µ1 (c.f. Eq.

(2.11)), and the second central moment µ
′

2 or variance (σ2) (c.f. Eq. (2.12)), as

Nt =
µ2
1

σ2
. (2.13)

For uniformly packed columns with incompressible fluid flow and for an analytical peak

with near Gaussian shape, Nt can be estimated easily as

Nt = 5.54

(
tR
w1/2

)2

, (2.14)

where tR is the first initial moment of the component peak or the retention time of the

elution profile. Further, w1/2 is the peak width at half height. A dispersion coefficient Dapp

is related for efficient columns to the number of theoretical plates Nt by

Dapp =
Lu

2Nt
. (2.15)

2.2. Model parameters 15

2.2.2 Efficiency

The efficiency of a column is related to the number of theoretical plates Nt. This number

is related to the height equivalent to a theoretical plate (HETP) as

HETP =
L

Nt
. (2.9)

The number of theoretical plates or HETP can be measured by the statistical moment

method from measured elution profiles. The n-th moment of the chromatographic band

profile denoted by C(x, t) at the exit of column bed of length x = L is

Mn =

∫ ∞

0

C(x = L, t) tndt. (2.10)

The n-th initial normalized moment is

µn =

∫∞

0 C(x = L, t) tndt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.11)

The second central moment or the variance can be defined as

σ2 = µ
′

2 =

∫∞

0 C(x = L, t) (t− µ1)2dt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.12)

The number Nt can be obtained by considering the first normalized moment µ1 (c.f. Eq.

(2.11)), and the second central moment µ
′

2 or variance (σ2) (c.f. Eq. (2.12)), as

Nt =
µ2
1

σ2
. (2.13)

For uniformly packed columns with incompressible fluid flow and for an analytical peak

with near Gaussian shape, Nt can be estimated easily as

Nt = 5.54

(
tR
w1/2

)2

, (2.14)

where tR is the first initial moment of the component peak or the retention time of the

elution profile. Further, w1/2 is the peak width at half height. A dispersion coefficient Dapp

is related for efficient columns to the number of theoretical plates Nt by

Dapp =
Lu

2Nt
. (2.15)

2.2. Model parameters 15

2.2.2 Efficiency

The efficiency of a column is related to the number of theoretical plates Nt. This number

is related to the height equivalent to a theoretical plate (HETP) as

HETP =
L

Nt
. (2.9)

The number of theoretical plates or HETP can be measured by the statistical moment

method from measured elution profiles. The n-th moment of the chromatographic band

profile denoted by C(x, t) at the exit of column bed of length x = L is

Mn =

∫ ∞

0

C(x = L, t) tndt. (2.10)

The n-th initial normalized moment is

µn =

∫∞

0 C(x = L, t) tndt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.11)

The second central moment or the variance can be defined as

σ2 = µ
′

2 =

∫∞

0 C(x = L, t) (t− µ1)2dt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.12)

The number Nt can be obtained by considering the first normalized moment µ1 (c.f. Eq.

(2.11)), and the second central moment µ
′

2 or variance (σ2) (c.f. Eq. (2.12)), as

Nt =
µ2
1

σ2
. (2.13)

For uniformly packed columns with incompressible fluid flow and for an analytical peak

with near Gaussian shape, Nt can be estimated easily as

Nt = 5.54

(
tR
w1/2

)2

, (2.14)

where tR is the first initial moment of the component peak or the retention time of the

elution profile. Further, w1/2 is the peak width at half height. A dispersion coefficient Dapp

is related for efficient columns to the number of theoretical plates Nt by

Dapp =
Lu

2Nt
. (2.15)

2.2. Model parameters 15

2.2.2 Efficiency

The efficiency of a column is related to the number of theoretical plates Nt. This number

is related to the height equivalent to a theoretical plate (HETP) as

HETP =
L

Nt
. (2.9)

The number of theoretical plates or HETP can be measured by the statistical moment

method from measured elution profiles. The n-th moment of the chromatographic band

profile denoted by C(x, t) at the exit of column bed of length x = L is

Mn =

∫ ∞

0

C(x = L, t) tndt. (2.10)

The n-th initial normalized moment is

µn =

∫∞

0 C(x = L, t) tndt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.11)

The second central moment or the variance can be defined as

σ2 = µ
′

2 =

∫∞

0 C(x = L, t) (t− µ1)2dt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.12)

The number Nt can be obtained by considering the first normalized moment µ1 (c.f. Eq.

(2.11)), and the second central moment µ
′

2 or variance (σ2) (c.f. Eq. (2.12)), as

Nt =
µ2
1

σ2
. (2.13)

For uniformly packed columns with incompressible fluid flow and for an analytical peak

with near Gaussian shape, Nt can be estimated easily as

Nt = 5.54

(
tR
w1/2

)2

, (2.14)

where tR is the first initial moment of the component peak or the retention time of the

elution profile. Further, w1/2 is the peak width at half height. A dispersion coefficient Dapp

is related for efficient columns to the number of theoretical plates Nt by

Dapp =
Lu

2Nt
. (2.15)

2.2. Model parameters 15

2.2.2 Efficiency

The efficiency of a column is related to the number of theoretical plates Nt. This number

is related to the height equivalent to a theoretical plate (HETP) as

HETP =
L

Nt
. (2.9)

The number of theoretical plates or HETP can be measured by the statistical moment

method from measured elution profiles. The n-th moment of the chromatographic band

profile denoted by C(x, t) at the exit of column bed of length x = L is

Mn =

∫ ∞

0

C(x = L, t) tndt. (2.10)

The n-th initial normalized moment is

µn =

∫∞

0 C(x = L, t) tndt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.11)

The second central moment or the variance can be defined as

σ2 = µ
′

2 =

∫∞

0 C(x = L, t) (t− µ1)2dt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.12)

The number Nt can be obtained by considering the first normalized moment µ1 (c.f. Eq.

(2.11)), and the second central moment µ
′

2 or variance (σ2) (c.f. Eq. (2.12)), as

Nt =
µ2
1

σ2
. (2.13)

For uniformly packed columns with incompressible fluid flow and for an analytical peak

with near Gaussian shape, Nt can be estimated easily as

Nt = 5.54

(
tR
w1/2

)2

, (2.14)

where tR is the first initial moment of the component peak or the retention time of the

elution profile. Further, w1/2 is the peak width at half height. A dispersion coefficient Dapp

is related for efficient columns to the number of theoretical plates Nt by

Dapp =
Lu

2Nt
. (2.15)

2.2. Model parameters 15

2.2.2 Efficiency

The efficiency of a column is related to the number of theoretical plates Nt. This number

is related to the height equivalent to a theoretical plate (HETP) as

HETP =
L

Nt
. (2.9)

The number of theoretical plates or HETP can be measured by the statistical moment

method from measured elution profiles. The n-th moment of the chromatographic band

profile denoted by C(x, t) at the exit of column bed of length x = L is

Mn =

∫ ∞

0

C(x = L, t) tndt. (2.10)

The n-th initial normalized moment is

µn =

∫∞

0 C(x = L, t) tndt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.11)

The second central moment or the variance can be defined as

σ2 = µ
′

2 =

∫∞

0 C(x = L, t) (t− µ1)2dt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.12)

The number Nt can be obtained by considering the first normalized moment µ1 (c.f. Eq.

(2.11)), and the second central moment µ
′

2 or variance (σ2) (c.f. Eq. (2.12)), as

Nt =
µ2
1

σ2
. (2.13)

For uniformly packed columns with incompressible fluid flow and for an analytical peak

with near Gaussian shape, Nt can be estimated easily as

Nt = 5.54

(
tR
w1/2

)2

, (2.14)

where tR is the first initial moment of the component peak or the retention time of the

elution profile. Further, w1/2 is the peak width at half height. A dispersion coefficient Dapp

is related for efficient columns to the number of theoretical plates Nt by

Dapp =
Lu

2Nt
. (2.15)

2.2. Model parameters 15

2.2.2 Efficiency

The efficiency of a column is related to the number of theoretical plates Nt. This number

is related to the height equivalent to a theoretical plate (HETP) as

HETP =
L

Nt
. (2.9)

The number of theoretical plates or HETP can be measured by the statistical moment

method from measured elution profiles. The n-th moment of the chromatographic band

profile denoted by C(x, t) at the exit of column bed of length x = L is

Mn =

∫ ∞

0

C(x = L, t) tndt. (2.10)

The n-th initial normalized moment is

µn =

∫∞

0 C(x = L, t) tndt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.11)

The second central moment or the variance can be defined as

σ2 = µ
′

2 =

∫∞

0 C(x = L, t) (t− µ1)2dt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.12)

The number Nt can be obtained by considering the first normalized moment µ1 (c.f. Eq.

(2.11)), and the second central moment µ
′

2 or variance (σ2) (c.f. Eq. (2.12)), as

Nt =
µ2
1

σ2
. (2.13)

For uniformly packed columns with incompressible fluid flow and for an analytical peak

with near Gaussian shape, Nt can be estimated easily as

Nt = 5.54

(
tR
w1/2

)2

, (2.14)

where tR is the first initial moment of the component peak or the retention time of the

elution profile. Further, w1/2 is the peak width at half height. A dispersion coefficient Dapp

is related for efficient columns to the number of theoretical plates Nt by

Dapp =
Lu

2Nt
. (2.15)

Equations

1.2 The Equilibrium Dispersive Model

@Ci

@t
+ �

@q⇤i
@t

+ u
@Ci

@z
= Dapp

@2Ci

@z2
(10)

1.3 The General Rate Model

✏
@Ci

@t
+ u

@Ci

@z
= ✏Di

@2Ci

@z2
� (1� ✏)kexp,iaP (Ci � CP,i(r = RP )) (11)

✏P
@Cp, i

@t
+ (1� ✏P )

@q⇤i
@t

= Deff
1

r2
@

@r

✓
r2
@CP,i

@r

◆
(12)

� =
1� ✏

✏
(13)

(14)

Equations

1.2 The Equilibrium Dispersive Model

@Ci

@t
+ �

@q⇤i
@t

+ u
@Ci

@z
= Dapp

@2Ci

@z2
(10)

1.3 The General Rate Model Phase Ratio(�)

✏
@Ci

@t
+ u

@Ci

@z
= ✏Di

@2Ci

@z2
� (1� ✏)kexp,iaP (Ci � CP,i(r = RP )) (11)

✏P
@Cp, i

@t
+ (1� ✏P )

@q⇤i
@t

= Deff
1

r2
@

@r

✓
r2
@CP,i

@r

◆
(12)

� =
1� ✏

✏
(13)

(14)



 

 9 

 

2.1.3. Doğrusal Hız 

Doğrusal akış hızı hacimsel akış hızı ve hareketli fazın alanı kullanılarak aşağıdaki 

şekilde hesaplanır, 

 

 

2.1.4. Kolon Verimi 

Tabaka/plaka modelleri günümüz kromatografi kolonlarında önemli bir kabul 

olduğundan verim tanımı yapılırken teorik tabaka/plaka sayısı temel alınır. Yükseklik 

eşdeğeri tabaka/plaka (HETP) sayısı denklemi kolon uzunluğunun teorik tabaka/plaka 

sayısına oranıdır.  

 

Teorik tabaka/plaka sayısı ya da eşdeğer kolon yüksekliği elüsyon profilinin istatistiksel 

momentinden hesaplanır. n‘inci moment hesabı kolonun çıkış noktasındaki 

kromatografik profilinden aşağıdaki şekilde hesaplanır [54] 

 

Burda  C(x,t) kolon çıkışındaki konsantrasyonu temsil etmektedir. 

n’inci moment aşağıdaki şekilde normalize edilebilir [54]. 

 

Bu tanımlamalar çerçevesinde ikinci merkezi momenti veya varyansı hesaplamak 

gerekirse aşağıdaki ifade yazılabilir. 
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On the basis of these volumes two types of porosities, the interstitial porosity ϵint and the

total porosity ϵ can be formulated as

Interstitial porosity: ϵint =
vm
vcol

, (2.2)

Total porosity: ϵ =
vm + vpore

vcol
. (2.3)

The volume of a column is given as

vcol =
πd2

4
L, (2.4)

where, d is diameter of a column, while L represents the length of a column. The interstitial

porosity ϵint is relevant for large molecules, while for small molecules the total porosity ϵ

can be considered. The total porosity can be estimated from the formula given below

ϵ =
t0V̇

vcol
, (2.5)

where V̇ is the actual volumetric flow rate of the mobile phase. The t0 denotes the dead

time of the column and can be calculated from the ratio of first and zeroth moments of an

elution profile of a non retained component after a pulse injection is

t0 =

∫∞

0 ctdt
∫∞
0 cdt

. (2.6)

In this work, the total porosity, c.f. Eq. (2.5), was taken into account.

The Phase ratio (F): The ratio between the volume fractions of the columns which are

occupied by the stationary vst and the mobile phases vm. Using the total porosity ϵ, it is

defined as

F =
1− ϵ

ϵ
. (2.7)

Linear velocity (u): The linear (or interstitial) velocity u can be calculated from the

subsequent formula, provided the volumetric flow rate V̇ and the total porosity ϵ are

constant.

u =
V̇

ϵπd
2

4

. (2.8)
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The second central moment or the variance can be defined as

σ2 = µ
′

2 =

∫∞

0 C(x = L, t) (t− µ1)2dt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.12)

The number Nt can be obtained by considering the first normalized moment µ1 (c.f. Eq.

(2.11)), and the second central moment µ
′

2 or variance (σ2) (c.f. Eq. (2.12)), as

Nt =
µ2
1

σ2
. (2.13)

For uniformly packed columns with incompressible fluid flow and for an analytical peak

with near Gaussian shape, Nt can be estimated easily as

Nt = 5.54

(
tR
w1/2

)2

, (2.14)

where tR is the first initial moment of the component peak or the retention time of the

elution profile. Further, w1/2 is the peak width at half height. A dispersion coefficient Dapp

is related for efficient columns to the number of theoretical plates Nt by

Dapp =
Lu

2Nt
. (2.15)
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Teorik tabaka/plaka sayısı normalize edilmiş birinci merkezi moment ve normalize 

edilmiş ikinci merkezi moment veya varyans kullanılarak hesaplanır [51]. 

 

 

Eş boyutlu partiküllerle dolgulanmış sabit yataklı bir kromatografi kolonundan 

sıkıştırlamayan bir mobil faz /sıvı faz geçirildiğinde çıkış konsantrasyon profili aşağıdaki 

gibi kabul edilir [51]. 

 

Denklemde  ilk moment tepe noktası ya da alıkonma süresi olarak tanımlanır. Diğer 

yandan  ise pikin tepe noktasına göre yarı yüksekliğin genişliğidir.  

Dispersiyon katsayısı veya difüzyon katsayısı da teorik tabaka/plaka sayısı ile 

ilişkilendirilmiştir [51]. 

 

Yükseklik eşdeğeri tabaka/plaka sayısı doğrusal hızın bir fonksiyonu olmakla birlikte 

Van Deemter denklemi ile uyumlu ifade edilir.[98] 

 

 

Denklemde A girdap difüzyon terimini, B eksenel difüzyon terimini ve C is kütle transfer 

direncini ifade etmektedir. A terimi etkileyen faktörler kolonun dolgulanması sırasında 

oluşan düzensizlikler ve dolgulanan partiküllerin boy dağılımıdır. İkinci terim B ise 

eksenel difüzyonu ifade etmekle birlikte yüksek akış hızlarında ihmal edilmektedir. Son 
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2.2.2 Efficiency

The efficiency of a column is related to the number of theoretical plates Nt. This number

is related to the height equivalent to a theoretical plate (HETP) as

HETP =
L

Nt
. (2.9)

The number of theoretical plates or HETP can be measured by the statistical moment

method from measured elution profiles. The n-th moment of the chromatographic band

profile denoted by C(x, t) at the exit of column bed of length x = L is

Mn =

∫ ∞

0

C(x = L, t) tndt. (2.10)

The n-th initial normalized moment is

µn =

∫∞

0 C(x = L, t) tndt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.11)

The second central moment or the variance can be defined as

σ2 = µ
′

2 =

∫∞

0 C(x = L, t) (t− µ1)2dt
∫∞

0 C(x = L, t)dt
. (2.12)

The number Nt can be obtained by considering the first normalized moment µ1 (c.f. Eq.

(2.11)), and the second central moment µ
′

2 or variance (σ2) (c.f. Eq. (2.12)), as

Nt =
µ2
1

σ2
. (2.13)

For uniformly packed columns with incompressible fluid flow and for an analytical peak

with near Gaussian shape, Nt can be estimated easily as

Nt = 5.54

(
tR
w1/2

)2

, (2.14)

where tR is the first initial moment of the component peak or the retention time of the

elution profile. Further, w1/2 is the peak width at half height. A dispersion coefficient Dapp

is related for efficient columns to the number of theoretical plates Nt by

Dapp =
Lu

2Nt
. (2.15)
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The HETP is a function of linear velocity u and can be correlated by the Van Deemter

equation which can be expressed as (e.g. in [98])

HETP = A+
B

u
+ Cu. (2.16)

In the above equation, A is the eddy diffusion term, B is the axial diffusion term and C is

the mass transfer resistance term. The first term A is influenced by packing imperfections

and by the particle size distributions. The second term B represents the axial diffusion of

the molecules, which can be usually ignored provided the velocity is high enough. The last

term represents a linear dependence with interstitial velocity, where C takes into account

mass transfer resistances, which are unavoidable at very high velocities.

2.2.3 Adsorption isotherms

Isotherms provide thermodynamic information for designing a chromatographic separation

processes and are important to accurately predict the development of concentration profiles

in the column. The adsorption isotherm is the equilibrium relationship between the solute

molecules in the mobile phase and the molecules adsorbed on the surface of the stationary

phase at a constant temperature. This functional relationship is essential to describe the

interactions between the components in the mixture to be separated. By evaluating the

shape of the isotherm, one can distinguish between linear chromatography and nonlinear

chromatography.

In linear chromatography, the equilibrium isotherm is defined by a linear equation given as

q∗i = aici , i = 1, 2, · · · , Nc , (2.17)

where the ai are Henry’s coefficients and Nc represent the number of components in the

sample.

In nonlinear chromatography, the equilibrium relationship between the liquid phase and

solid phase concentrations is nonlinear. A nonlinear effect occurs in most applications of

preparative chromatography. Many nonlinear adsorption isotherm models are available in

the literature, namely Langmuir, Bilangmuir, Freudlich, and Flower models [30]. Nonlinear
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terim olan C ise kütle transfer direncini ifade etmekle birlikte partüküllerin büyüklüğü ve 

hızdan etkilenen terimdir. 

2.2. Adsorbsiyon İzotermleri 

İzotermler termodinamik verilerin etkilerinin incelenmesinde ve kromatografi ayrımında 

çok önemli bir yere sahiptirler. Tasarımı yapılan kromatografi kolonunun süreç ve çıkış 

konsantrasyounu izotermlere bağlı olarak oluşturulur. Adsorbsiyon izotermi sabit 

sıcaklıkta ve denge durumunda sıvı ve katı faz arasındaki moleküler adsorbsiyonu ifade 

eder. Bu yaklaşım moleküllerin katı ve sıvı faz arasında veya mobil ve sabit faz arasındaki 

davranışını ifade etmek açısından önemlidir. Buradaki moleküler davranış doğrusal 

olabileceği gibi doğrusal olmayabilirde. 

Doğrusal kromatografi için izoterm ifadesi aşağıdaki haliyle gösterilmiştir[51]. 

 

Denklikte ai Henry sabitini ci ise konsantrasyonu ifade etmektedir.  i indisi ise birden fazla 

komponent veya molekülü temsil etmektedir. 

Doğrusal olmayan kromatografide ise adsorbsiyon sıvı ve katı fazlar arasında doğrusal 

olarak davranmamaktadır. Kullanılan pek çok kromatografi yönteminde aslında davranış 

doğrusal değildir..Bu konuda yapılan araştırmalara göz atıldığında yaygın olarak 

literatürde geçen üç veya dört tip doğrusal olmayyan davranış modeli bulunmaktadır. Bu 

modeller Langmuir, Bilangmuir, Freudlich ve Flower modelleri şeklinde 

adlandırılmaktadır.[1] 

 

Şekil 2.2. Doğrusal (a) ve Doğrusal Olmayan(b) Davranış Modelleri 
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Figure 2.1: Left: linear isotherm, right: nonlinear isotherm.

isotherm can have various complex forms. A special case of convex isotherm is the Langmuir

adsorption isotherm, defined for multiple component mixtures as

q∗i =
aici

1 +
Nc∑

j̃=1

bj̃cj̃

, i = 1, 2, · · · , Nc , (2.18)

where, the ai represent again the Henry’s coefficients and the bj̃ quantify the nonlinearity of

the single component isotherms. For demonstration, plots of linear and nonlinear isotherms

for a single component with a = 1 and b = 4 are displayed in Figure 2.1. At very low

concentrations, the isotherm behaves linearly due to the vanishing influence of the second

term in the denominator of Eq. (2.18), while in case of higher concentrations, the influence

of this denominator becomes significant causing the nonlinearity.

2.3 Continuous chromatographic models

This part explains four well established models of chromatographic columns, namely the

ideal model, the equilibrium-dispersive model, the lumped kinetic model, and the general

rate model of chromatography. These models can be used for both linear and nonlinear

chromatography. All considered models were derived exploiting several basic assumptions

which are listed as follows
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term in the denominator of Eq. (2.18), while in case of higher concentrations, the influence

of this denominator becomes significant causing the nonlinearity.

2.3 Continuous chromatographic models

This part explains four well established models of chromatographic columns, namely the

ideal model, the equilibrium-dispersive model, the lumped kinetic model, and the general

rate model of chromatography. These models can be used for both linear and nonlinear

chromatography. All considered models were derived exploiting several basic assumptions

which are listed as follows

Doğrusal İzoterm Doğrusal-olmayan İzoterm

Konsantrasyon [g/l] Konsantrasyon [g/l]
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Doğrusal olmayan formdaki denklikler genellikle daha kompleks formdadır. Çoklu 

bileşik için Langmuir tipi adsorbsiyon izotermi denkliği aşağıdaki şekilde ifade 

edilmiştir. 

 

Eşitlikte  ai Henry sabitini bi is tek bir madde için doğrusallık katsayısını göstermektedir. 

Birden fazla maddenin bulunduğu durum için denklem ifade edilmiştir. Grafikte de 

görüleceği üzere düşük konsantrasyonlarda başlangıçta doğrusal bir profil göstersede 

konsantrasyonun artmasıyla birlikte b katsayısının etkisiyle doğrusal olmayan davranış 

baskın hale gelmektedir. 

2.3. Sürekli Kromatografik Modeller 

Literatürde tanımlanmış ve yaygın olarak kullanılan dört tip sürekli kromatografik model 

bulunmaktadır. Modeller aşağıdaki gibi sıralanabilir.  

• İdeal Model 
• Denge Dağılım Modeli (Equilibrium Dispersive Model) 
• Birleştirilmiş Kinetik Model (Lumped Kinetic Model)  
• Genel Hız Modeli (General Rate Model)  

 
Tez çalışması kapsamında ilk iki model incelenmiş ve Denge dağılım modeli yeniden 

düzenlenmiştir. Tüm bahsi geçen modeller doğrusal ve doğrusal olmayan kromatografik 

uygulamalarının modellenmesinde yaygın olarak kullanılmaktadır. Bu modellerin 

türetilişinde aşağıdaki temel kabuller esas alınmıştır. 

• Kromatografik sürecin izotermal olduğu. 
• Akış yatağının homojen bir dağılıma sahip olduğu ve sabit faz olarak kullanılan 

dolgu partiküllerinin eş boyutlu ve gözenekli olduğu, 
• Eksenel yönde dağılım gerçekleştiği ve bunun bant yayılımına sebep olduğu,  
• Mobil fazın yani sıvı fazın sıkıştırılamayan bir akışkan olduğu kabul edilmiştir. 
• Radyal yöndeki konsantrasyon değişimi ihmal edilmiştir. 

 
Tüm bu varsayımlar yüksek performanslı sıvı kromatografisi kolonu için yapılmıştır. 
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2.3 Continuous chromatographic models

This part explains four well established models of chromatographic columns, namely the

ideal model, the equilibrium-dispersive model, the lumped kinetic model, and the general

rate model of chromatography. These models can be used for both linear and nonlinear

chromatography. All considered models were derived exploiting several basic assumptions

which are listed as follows
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2.3.1. İdeal Model - (İM) 

İdeal model sürekli kromatografi modelleri arasında kullanılan en temel modeldir. 

Modelde kromatografi kolonunun sonsuz verime sahip olduğu kabul edilir. Eksenel 

yönde bir dağılımın olmadığı ve anlık olarak termodinamik dengeye geldiği, difüzyon 

değerinin sıfır kabul edildiği haldir. İdeal model için radyal bir konsantrasyon farkının 

olmadığı durumda kütle denkliği aşağıdaki şekilde ifade edilir. 

 

Bu denklikte Nc sıvı içerisindeki karışım sayısını ci  i’ninci  sıvının konsantrasyonunu qi* 

ise katı fazda bulunan maddenin konsantrasyonunu temsil etmektedir. u arayüzey akış 

hızını, F poroziteye bağlı faz oranını, t zamanı, z ise eksenel koordinatı temsil etmektedir. 

Denklem belirtilen varsayımlar çerçevesinde türetilmiş olmasına rağmen düşük verimli 

kolonlar  için doğru sonuç vermemektedir. Bunun nedeni bu tarz kolonlarda kütle 

transferinin ve eksenel dağılımın baskın olmasıdır. 

 

2.3.2. Denge Dağılım Modeli(Equilibrium Dispersive Model)- (DDM) 

Denge dağılım modelinde ideal model gibi kütle transfer direncinin hemen yenildiği ve 

partikülün sıvı faz ile dengeye geldiği kabul edilmektedir. Buna rağmen partül ve eksenel 

difüzyonun olduğu kabul edilir. Eksenel difüzyon katsayısı kütle transferi ve diğer 

etkilerin toplam (lumped) halini ifade etmektedir.Tez çalışması kapsamında bu model baz 

alınmış ve temel kromatografik modellerde ve ticari çalışmalarda partikülün yapısındaki 

değişimin kolon verimine etkisi incelenmiştir. Modelin türetilişi ve gelişim aşaması ilerki 

bölümlerde detaylı olarak gösterilmiştir.Denge dağılım modelinin kütle transfer denkliği 

türetildiğinde aşağıdaki gibi bir sonuç elde edilecektir. 

 

Yukarıdaki denklemde Dapp i’ninci bileşenin eksenel dağılım katsayısını temsil 

etmektedir. Denge dağılım modelinde kromatografik sürecin doğru olarak çalıştığı ve 

kolon veriminin yüksek olduğu kabul edilmiştir. Dolgulanan kolonun eş boyutlu 

partiküllerle katı fazı oluşturduğu kabul edilmiştir. Kütle transfer denkliğine reaksiyon 

18 Chapter 2. Theory of Chromatography

1. The chromatographic process is isothermal.

2. The bed is homogeneous and the packing material used in the stationary phase is

made of porous spherical particles of uniform size.

3. Radial concentration gradients in the column can be neglected.

4. Axial dispersion occurs, and causes band broadening.

5. The mobile phase is considered to be incompressible. This holds for liquid chro-

matography.

6. There is no interaction between the solvent (mobile) and the solid (stationary) phase.

2.3.1 The ideal model

The ideal model assumes that the column has an infinite efficiency. It means that the

axial dispersion is negligible i.e., Dapp = 0, and the thermodynamic equilibrium is achieved

instantaneously. The one dimensional mass balance equation for incompressible fluid and

the isotherm are given as

∂ci
∂t

+F
∂q∗i
∂t

+ u
∂ci
∂z

= 0 , i = 1, 2, · · · , Nc , (2.19)

q∗i = f (ci) . (2.20)

In the above equations, Nc represents the number of mixture components in the sample,

ci denotes the i-th liquid phase concentration, q∗i is the i-th solid concentration, c.f. Eq.

(2.18), u is the interstitial velocity, F = (1− ϵ)/ϵ is the phase ratio based on the porosity

ϵ ∈]0, 1[, t is time, and z stands for the axial-coordinate. This model provides a first

estimation of the concentration profiles but cannot predict accurately the elution profiles

for low-efficiency columns. In such situations, the contributions of the mass transfer kinetics

and axial dispersion become eminent.
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2.3.2 The equilibrium dispersive model (EDM)

The equilibrium dispersive model still assumes that the mass transfer is of infinite rate.

Moreover, all contributions due to non-equilibrium and axial dispersion are aggregated into

the corresponding apparent (lumped) dispersion coefficient Dapp. The mass balance equa-

tion of the multi-component equilibrium dispersive model for a fixed bed chromatography

column is written as

∂ci
∂t

+ F
∂q∗i
∂t

+ u
∂ci
∂z

= Dapp,i
∂2ci
∂z2

, i = 1, 2, · · · , Nc . (2.21)

Here, Dapp,i represents the i-th apparent axial dispersion coefficient. The EDM predicts the

chromatographic profiles accurately when the column efficiency is high and small particles

are used as the stationary phase in the column. The mass balance equation of the multi-

component fixed-bed chromatographic reactor (FBCR) model adds a reaction term and is

given as

∂ci
∂t

+ F
∂q∗i
∂t

+ u
∂ci
∂z

= Dapp,i
∂2ci
∂z2

+ Fνir , i = 1, 2, · · · , Nc , (2.22)

where, r is the rate of the reaction, and the νi are the corresponding stoichiometric coef-

ficients of the components. Note that, the stoichiometric coefficients νi are negative for

reactants and positive for products.

For convenience, the source term in Eq. (2.22) can be re-written as

∂ci
∂t

+ F
∂q∗i
∂t

+ u
∂ci
∂z

= Dapp,i
∂2ci
∂z2

+Qi(t, z, c) , i = 1, 2, · · · , Nc . (2.23)

The source term Qi(t, z, c) will be explicitly defined in the test problems discussed in

Chapter 5.

2.3.3 The lumped kinetic model (LKM)

The lumped kinetic model incorporates with the rate of variation of the local concentration

of solute in the stationary phase and local deviation from equilibrium concentrations. The

model lumps the contribution of internal and external mass transport resistances into a
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mass transfer coefficient k. The one-dimensional mass balance laws of a multi-component

LKM are expressed as

∂ci
∂t

+ u
∂ci
∂z

= Di
∂2ci
∂z2

−
ki
ϵ
(q∗i − qi) , (2.24)

∂qi
∂t

=
ki

1− ϵ
(q∗i − qi) , (2.25)

q∗i = f (ci) , i = 1, 2, · · · , Nc . (2.26)

This simple model accounts for the mass transfer kinetics and is more exact than the

equilibrium dispersive model.

2.3.4 The general rate model (GRM)

The GRM considers several contributions of mass transfer kinetics occurring in chromatog-

raphy. As there are several ways to describe these effects, there are many versions of this

model. Usually, axial dispersion, the mass transfer between mobile and stationary phase

and intraparticle the pore diffusion are included in the equations. Also possible limited

rates of adsorption-desorption are often still ignored. The GRM contains two mass balance

equations for the solute, one for inside the particles, and the other for outside the particles.

The mass balance for a fluid percolating through a bed of spherical particles of radius RP

is given as

ϵ
∂ci
∂t

+ u
∂ci
∂z

= ϵDi
∂2ci
∂z2

− (1− ϵ) kexp,iaP × (ci − cP,i(r = RP )) , (2.27)

where, cP,i is the concentration in the particle pores, kexp is the external mass transfer

coefficient, and aP represents the external surface area of the adsorbent particles. The

mass balance inside the particles can be given by

ϵP
∂cP,i
∂t

+ (1− ϵP )
∂q∗i
∂t

= Deff,i
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂cP,i
∂r

)

, (2.28)

where, ϵP is the internal porosity of the particles and theDeff ,i are the effective pore diffusion

coefficients. In principle the GRM has the potential to achieve an accurate description of

chromatographic profiles. However, the implementation and the computation of the GRM
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1. The chromatographic process is isothermal.

2. The bed is homogeneous and the packing material used in the stationary phase is

made of porous spherical particles of uniform size.

3. Radial concentration gradients in the column can be neglected.

4. Axial dispersion occurs, and causes band broadening.

5. The mobile phase is considered to be incompressible. This holds for liquid chro-

matography.

6. There is no interaction between the solvent (mobile) and the solid (stationary) phase.

2.3.1 The ideal model

The ideal model assumes that the column has an infinite efficiency. It means that the

axial dispersion is negligible i.e., Dapp = 0, and the thermodynamic equilibrium is achieved

instantaneously. The one dimensional mass balance equation for incompressible fluid and

the isotherm are given as

∂ci
∂t

+F
∂q∗i
∂t

+ u
∂ci
∂z

= 0 , i = 1, 2, · · · , Nc , (2.19)

q∗i = f (ci) . (2.20)

In the above equations, Nc represents the number of mixture components in the sample,

ci denotes the i-th liquid phase concentration, q∗i is the i-th solid concentration, c.f. Eq.

(2.18), u is the interstitial velocity, F = (1− ϵ)/ϵ is the phase ratio based on the porosity

ϵ ∈]0, 1[, t is time, and z stands for the axial-coordinate. This model provides a first

estimation of the concentration profiles but cannot predict accurately the elution profiles

for low-efficiency columns. In such situations, the contributions of the mass transfer kinetics

and axial dispersion become eminent.
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2.3.2 The equilibrium dispersive model (EDM)

The equilibrium dispersive model still assumes that the mass transfer is of infinite rate.

Moreover, all contributions due to non-equilibrium and axial dispersion are aggregated into

the corresponding apparent (lumped) dispersion coefficient Dapp. The mass balance equa-

tion of the multi-component equilibrium dispersive model for a fixed bed chromatography

column is written as

∂ci
∂t

+ F
∂q∗i
∂t

+ u
∂ci
∂z

= Dapp,i
∂2ci
∂z2

, i = 1, 2, · · · , Nc . (2.21)

Here, Dapp,i represents the i-th apparent axial dispersion coefficient. The EDM predicts the

chromatographic profiles accurately when the column efficiency is high and small particles

are used as the stationary phase in the column. The mass balance equation of the multi-

component fixed-bed chromatographic reactor (FBCR) model adds a reaction term and is

given as

∂ci
∂t

+ F
∂q∗i
∂t

+ u
∂ci
∂z

= Dapp,i
∂2ci
∂z2

+ Fνir , i = 1, 2, · · · , Nc , (2.22)

where, r is the rate of the reaction, and the νi are the corresponding stoichiometric coef-

ficients of the components. Note that, the stoichiometric coefficients νi are negative for

reactants and positive for products.

For convenience, the source term in Eq. (2.22) can be re-written as

∂ci
∂t

+ F
∂q∗i
∂t

+ u
∂ci
∂z

= Dapp,i
∂2ci
∂z2

+Qi(t, z, c) , i = 1, 2, · · · , Nc . (2.23)

The source term Qi(t, z, c) will be explicitly defined in the test problems discussed in

Chapter 5.

2.3.3 The lumped kinetic model (LKM)

The lumped kinetic model incorporates with the rate of variation of the local concentration

of solute in the stationary phase and local deviation from equilibrium concentrations. The

model lumps the contribution of internal and external mass transport resistances into a
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mass transfer coefficient k. The one-dimensional mass balance laws of a multi-component

LKM are expressed as

∂ci
∂t

+ u
∂ci
∂z

= Di
∂2ci
∂z2

−
ki
ϵ
(q∗i − qi) , (2.24)

∂qi
∂t

=
ki

1− ϵ
(q∗i − qi) , (2.25)

q∗i = f (ci) , i = 1, 2, · · · , Nc . (2.26)

This simple model accounts for the mass transfer kinetics and is more exact than the

equilibrium dispersive model.

2.3.4 The general rate model (GRM)

The GRM considers several contributions of mass transfer kinetics occurring in chromatog-

raphy. As there are several ways to describe these effects, there are many versions of this

model. Usually, axial dispersion, the mass transfer between mobile and stationary phase

and intraparticle the pore diffusion are included in the equations. Also possible limited

rates of adsorption-desorption are often still ignored. The GRM contains two mass balance

equations for the solute, one for inside the particles, and the other for outside the particles.

The mass balance for a fluid percolating through a bed of spherical particles of radius RP

is given as

ϵ
∂ci
∂t

+ u
∂ci
∂z

= ϵDi
∂2ci
∂z2

− (1− ϵ) kexp,iaP × (ci − cP,i(r = RP )) , (2.27)

where, cP,i is the concentration in the particle pores, kexp is the external mass transfer

coefficient, and aP represents the external surface area of the adsorbent particles. The

mass balance inside the particles can be given by

ϵP
∂cP,i
∂t

+ (1− ϵP )
∂q∗i
∂t

= Deff,i
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂cP,i
∂r

)

, (2.28)

where, ϵP is the internal porosity of the particles and theDeff ,i are the effective pore diffusion

coefficients. In principle the GRM has the potential to achieve an accurate description of

chromatographic profiles. However, the implementation and the computation of the GRM
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kinetiği veya kolon içerisinde bulunan mobil faz içersinde bir kimyasal dönüşümün oldğu 

kabul edilirse denklem aşağıdaki formu alacaktır. 

 

 

 

Bu denklemde r  reaksiyon hızını vi  ise stokiyometrik katsayıyı temsil etmektedir. vi 

reaksiyona girenler için negatif, reaksiyondan çıkanlar yani ürünler için pozitif değere 

sahiptir.Yani kolon boyunca üretimin olduğu durumlarda aşağıdaki genel formdaki 

denklem yazılır.Yeni formda kaynak bileşen olarak Q temsil edilmektedir. Ürün kolon 

boyunca herhangi bir noktada oluşabilir ve çıkış profili hesaplanır. 

 

 

2.3.3. Birleştirilmiş Kinetik Model (The Lumped Kinetic Model) (BKM) 

Birleştirilmiş kinetik modelde lokal olarak sıvı fazda denge durumunda bulunan 

konsantrasyon ile katı fazdaki konsantrasyon arasında bir kütle transfer katsayısı ile 

dolgulanmış partikül için dış ve iç yapı arasında bir denklem oluşturulmuştur. Kütle 

transfer direnci için k değişkeni tanımlanmıştır. Tanımlamaya göre kütle denkliği 

oluşturulduğunda denklem aşağıdaki gibi olacaktır. 

 

Kabaca kütle transfer direncini ayrı bir denklemle ifade etmesi nedeniyle ilk iki modele 

göre daha doğru sonuçlar vermesi beklenmektedir. 
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where, ϵP is the internal porosity of the particles and theDeff ,i are the effective pore diffusion

coefficients. In principle the GRM has the potential to achieve an accurate description of

chromatographic profiles. However, the implementation and the computation of the GRM
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2.3.4. Genel Hız Modeli (General Rate Model) (GHM)  

Genel akış modeli kütle transfer direncinin daha tanımlı olarak dahil edildiği modeldir. 

Katı ve sıvı faz arasındaki kütle transferi katı partikül için ayrıca tanımlanmaktadır. 

Modelde partikül için kütle transfer denklemleri yeniden türetilmiştir. Eksenel dağılım bu 

modelde de kullanılmaktadır. Kromatografi kolonlarının dolgulanmasında kullanılan 

partiküllerin gözenekli olması nedeniyle partikül içinde kütle denkliği hesaplanmaktadır. 

Genel hız modeline göre kütle denkliği kolon ve partikül için aşağıdaki şekilde ifade 

edilir. 

 

Verilen denklikte cP,i partikül gözeneklerindeki konsantrasyonu ifade etmektedir, kexp dış 

kütle transfer katsayısını, aP  partiküller için dış yüzey alnını temsil etmektedir. Bu model 

için ayrıca oluşturulan partikül kütle denkliği aşağıdaki şekilde ifade edilmiştir. 

 

 

Denklemde  iç partikül gözenekliliğini ve Deff  ise efektif gözenek difüzyon katsayısını 

temsil etmektedir. Teorik olarak genel hız modeli herhangi bir sıvı kromatografi 

probleminin modellenmesinde gerçeğe en yakın sonuçları vermesi beklenmektedir. Fakat 

modelin girdi sayısının çok olması ve kromatografik ürünlerin ticari olması nedeniyle bu 

konudaki çalışmalar için daha fazla parametre gerekmektedir. Bu nedenle İdeal Model, 

Denge Dağılım Modeli veya Birleştirilmiş Kinetik model daha yaygın olarak 

kullanılmaktadır.  

Bilinen başlangıç koşulları ve sınır şartları ile herhangi bir sıvı kromatografisinin 

modellenmesi ve karşılaştırılması İdeal Model ve Denge Dağılım Modeli ile daha kısa 

zamanda ve gerçeğe yakın sonuçlar vermektedir. 

20 Chapter 2. Theory of Chromatography

mass transfer coefficient k. The one-dimensional mass balance laws of a multi-component

LKM are expressed as

∂ci
∂t

+ u
∂ci
∂z

= Di
∂2ci
∂z2

−
ki
ϵ
(q∗i − qi) , (2.24)

∂qi
∂t

=
ki

1− ϵ
(q∗i − qi) , (2.25)

q∗i = f (ci) , i = 1, 2, · · · , Nc . (2.26)

This simple model accounts for the mass transfer kinetics and is more exact than the

equilibrium dispersive model.

2.3.4 The general rate model (GRM)

The GRM considers several contributions of mass transfer kinetics occurring in chromatog-

raphy. As there are several ways to describe these effects, there are many versions of this

model. Usually, axial dispersion, the mass transfer between mobile and stationary phase

and intraparticle the pore diffusion are included in the equations. Also possible limited

rates of adsorption-desorption are often still ignored. The GRM contains two mass balance

equations for the solute, one for inside the particles, and the other for outside the particles.

The mass balance for a fluid percolating through a bed of spherical particles of radius RP

is given as

ϵ
∂ci
∂t

+ u
∂ci
∂z

= ϵDi
∂2ci
∂z2

− (1− ϵ) kexp,iaP × (ci − cP,i(r = RP )) , (2.27)

where, cP,i is the concentration in the particle pores, kexp is the external mass transfer

coefficient, and aP represents the external surface area of the adsorbent particles. The

mass balance inside the particles can be given by

ϵP
∂cP,i
∂t

+ (1− ϵP )
∂q∗i
∂t

= Deff,i
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂cP,i
∂r

)

, (2.28)

where, ϵP is the internal porosity of the particles and theDeff ,i are the effective pore diffusion

coefficients. In principle the GRM has the potential to achieve an accurate description of

chromatographic profiles. However, the implementation and the computation of the GRM

20 Chapter 2. Theory of Chromatography

mass transfer coefficient k. The one-dimensional mass balance laws of a multi-component

LKM are expressed as

∂ci
∂t

+ u
∂ci
∂z

= Di
∂2ci
∂z2

−
ki
ϵ
(q∗i − qi) , (2.24)

∂qi
∂t

=
ki

1− ϵ
(q∗i − qi) , (2.25)

q∗i = f (ci) , i = 1, 2, · · · , Nc . (2.26)

This simple model accounts for the mass transfer kinetics and is more exact than the

equilibrium dispersive model.

2.3.4 The general rate model (GRM)

The GRM considers several contributions of mass transfer kinetics occurring in chromatog-

raphy. As there are several ways to describe these effects, there are many versions of this

model. Usually, axial dispersion, the mass transfer between mobile and stationary phase

and intraparticle the pore diffusion are included in the equations. Also possible limited

rates of adsorption-desorption are often still ignored. The GRM contains two mass balance

equations for the solute, one for inside the particles, and the other for outside the particles.

The mass balance for a fluid percolating through a bed of spherical particles of radius RP

is given as

ϵ
∂ci
∂t

+ u
∂ci
∂z

= ϵDi
∂2ci
∂z2

− (1− ϵ) kexp,iaP × (ci − cP,i(r = RP )) , (2.27)

where, cP,i is the concentration in the particle pores, kexp is the external mass transfer

coefficient, and aP represents the external surface area of the adsorbent particles. The

mass balance inside the particles can be given by

ϵP
∂cP,i
∂t

+ (1− ϵP )
∂q∗i
∂t

= Deff,i
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂cP,i
∂r

)

, (2.28)

where, ϵP is the internal porosity of the particles and theDeff ,i are the effective pore diffusion

coefficients. In principle the GRM has the potential to achieve an accurate description of

chromatographic profiles. However, the implementation and the computation of the GRM

20 Chapter 2. Theory of Chromatography

mass transfer coefficient k. The one-dimensional mass balance laws of a multi-component

LKM are expressed as

∂ci
∂t

+ u
∂ci
∂z

= Di
∂2ci
∂z2

−
ki
ϵ
(q∗i − qi) , (2.24)

∂qi
∂t

=
ki

1− ϵ
(q∗i − qi) , (2.25)

q∗i = f (ci) , i = 1, 2, · · · , Nc . (2.26)

This simple model accounts for the mass transfer kinetics and is more exact than the

equilibrium dispersive model.

2.3.4 The general rate model (GRM)

The GRM considers several contributions of mass transfer kinetics occurring in chromatog-

raphy. As there are several ways to describe these effects, there are many versions of this

model. Usually, axial dispersion, the mass transfer between mobile and stationary phase

and intraparticle the pore diffusion are included in the equations. Also possible limited

rates of adsorption-desorption are often still ignored. The GRM contains two mass balance

equations for the solute, one for inside the particles, and the other for outside the particles.

The mass balance for a fluid percolating through a bed of spherical particles of radius RP

is given as

ϵ
∂ci
∂t

+ u
∂ci
∂z

= ϵDi
∂2ci
∂z2

− (1− ϵ) kexp,iaP × (ci − cP,i(r = RP )) , (2.27)

where, cP,i is the concentration in the particle pores, kexp is the external mass transfer

coefficient, and aP represents the external surface area of the adsorbent particles. The

mass balance inside the particles can be given by

ϵP
∂cP,i
∂t

+ (1− ϵP )
∂q∗i
∂t

= Deff,i
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂cP,i
∂r

)

, (2.28)

where, ϵP is the internal porosity of the particles and theDeff ,i are the effective pore diffusion

coefficients. In principle the GRM has the potential to achieve an accurate description of

chromatographic profiles. However, the implementation and the computation of the GRM



 

 16 

2.4. İstatistiksel Modeller 

Kromatografide istatistiksel modeller yada mikroskopik modeller ilk olarak Giddings ve 

Erying [52] tarafından geliştirilmiştir. Teorik olarak bir molekülün kromatografi kolonu 

boyunca olan rastgele hareketi esas alınmıştır.  

 

2.4.1. Rastgele Yürüme Modeli 

Rastgele yürüme modeli kromatografi için moleküler modellemenin en temel ve kolay 

yöntemidir. Tam olarak gerçekçi bir yaklaşım olmamasına rağmen sonuçların doğruluğu 

ve kolay anlaşılırlığı nedeniyle en yaygın kullanılan modeldir. Bu modelde bir molekülün 

tek boyutlu bir eksen boyunca eksene pozitif yani ileri veya eksene negatif yani geri 

hareket ettiği kabul edilir. Molekül herbir adımda belirli bir süre hareket halinde yani sıvı 

fazda kalır ardından bir süre için katı fazda duraklar. Duraklamanın ardından molekül 

yine ileri veya geri olarak hareketine devam eder. Bu durum molekül kolonu terk edene 

kadar devam eder. Molekülün sağa yada sola gitme olasılığı ½ dir. Molekül n adım atarsa 

ve her adımda δ kadar ilerlerse molekül için beklenen konumun varyansı aşağıdaki gibi 

olacaktır.[44] 

 

 

Bu işlem için yayılan süre aşağıdaki formülle tanımlanmıştır. [45] 

 

 

 

Denklikte D difüzyon katsayısını ifade etmektedir.  

Kromatografide sıvı faz sabit bir akış hızına sahiptir. Molekülün yer değiştirmesi sıvı faz 

içindeki taşınımına ve difüzyon etkisine bağlıdır. Bu nedenle molekülün ortalama hızı 

sıvı fazın hızından daha düşüktür. Molekül sıvı faz içerisinde taşınırken t0 zamanı 

harcarsa kolon içerisinde geçireceği zaman t’R  alıkonma süresi aşağıdaki gibi hesaplanır. 

 

Bu denkliğe göre molekülün gerçek hızı aşağıdaki gibi hesaplanır. 
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Denklemde R aşağıdaki gibi ifade edilmiştir. 

 

 

Moleküler düzeyde adsorbsiyon ve desorbsiyon sabitlerini tanımlamak gerekirse birim 

zamanda sabit faza geçen molekülün adsorblanma ihtimalini ka aynı şekilde birim 

zamanda sabit fazda bulunan molekülün ayrılarak sıvı faza geçme ihtimalini de kd olarak 

tanımlanırsa, sıvı ve katı fazda geçirilen zamanı aşağıdaki denklemlerle ifade ederiz. 

Katı fazda geçirilen zaman :  

Sıvı fazda geçirilen zaman :   

Molekülün ortalama hızını aşağıdaki gibi yeniden ifade edersek 

 

 

Molekül için ortalama adsorbsiyon  ve desorbsiyon sayısı aşağıdaki gibi olacaktır. 

, 

 

Alıkonma süresinin denklemi aşağıdaki gibi ifade edilirse 

 

 

Elde edilen denklemler kullanılarak alıkonma faktörü aşağıdaki gibi hesaplanır. 
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2.5. Sonlu Farklar Yöntemi 

Sonlu farklar yönteminin türev için olan tanımı türevin kendi tanımıyla gelmekle birlikte 

doğruluk derecesi problemin yapısına ve beklenen sonuca göre değişmektedir. Türevin 

en genel tanımının herhagi bir kesitin bir boyuta veya duruma göre sıfıra yakınsarken bu 

iki yakınsama değeri ile yakınsama arasındaki farkın oranının limit değeridir. Sonlu 

farklar yöntemi analitik olarak çözümün zor olduğu veya mümkün olmadığı durumlarda 

diferansiyel denklemlerin çözümünde yaygın olarak kullanılan bir yöntemdir. Sonlu 

farklar yöntemi üç temel şekilde ifade edilmektedir. Bunlar ileri farklar, merkezi farklar 

ve geri farklardır. İleri farklar tekniğini aşağıdaki şekli kullanarak kısaca göstermek 

gerekirse.[46,47,48] 

2.5.1. İleri Fark Tekniği 

İleri fark tekniğinde merkezden bir sonraki nod  ile merkez nod arasındaki eğim formülü 

aşağıdaki gibi ifade edilir. Belirtilen formda x-eksenindeki iki nokta arasındaki uzaklık 

sabittir. 

 

Şekil 2.3. İleri Fark Tekniği Grafiksel Gösterimi[47] 
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Matematiksel olarak aşağıdaki formda ifade edilir. 

 

 

2.5.2. Merkezi Fark Tekniği 

Merkezi fark tekniğinde merkez nodun bir sonraki ve bir önceki nodun fonksiyon 

değerlerinin aradaki farka oranıyla hesaplanır. 

 

Şekil 2.4. Merkezi Fark Tekniği Grafiksel Gösterimi[47] 

 

Merkezi farklar yöntemini matematiksel olarak aşağıdaki şekilde ifade edilir. 

 

 

 

2.5.3. Geri Fark Tekniği 

Geri fark tekniğinde ise merkez nod ile bir önceki nod arasındaki fonksiyon değerinin 

farkının aradaki mesafeye oranıdır. 

 

 

x

f(x)

xi-1 xi xi+1

Gerçek Türev

Yaklaşık Türev
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Şekil 2.5. Geri Fark Tekniği Grafiksel Gösterimi[47] 

Geri fark tekniğinde aradaki farkın oranlarını aşağıdaki türev formunun yaklaşımı olarak 

ifade edebiliriz. 

 

İleri,geri ve merkezi fark teknikleri türev ifadesinin birer yaklaşımı olduklarından bu 

matematiksel formları ünlü Taylor serisi ile türetmekte mümkündür. Yaklaşık formlarını 

Taylor serisi ile merkezi bir nokta veya bu noktanın ya da nodun önceki veya bir sonraki 

nodunu kullanarak açabiliriz. Seri formda yazmanın en büyük avantajlarından bir tanesi 

kesme hatası oranını görmektir.  

İleri, geri ve merkezi fark teknikleri birinci derece türevlerin yaklaşık değerlerini 

hesaplamak için kullanılmıştır. Bu teknikler üst derece türev formları içinde kullanılır. 

Fakat kesme hataları ve daha doğru yaklaşım formunu görmek için Taylor serisi ile 

istediğimiz mertebedeki türevin nümerik veya seri formunu elde edebiliriz. 

Taylor serisinin genel formu aşağıdaki gibi ifade edilir [46,47,48]. 

  

 

x

f(x)

xi-1 xi xi+1

Yaklaşık Türev

Gerçek Türev
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2.5.4. İki Nokta için İleri Fark Tekniğine Göre Birinci Türev 

İki nokta için ileri fark tekniği için Taylor serisine açıldığında aşağıdaki formu elde 

ederiz. Fonksiyonun xi+1 değeri için için seriye açtığımızda türevi için xi noktasında 

olacağından ve aradaki farkı sabit bir h değeri kabul ettiğimizde şöyle olacaktır.[46,47,48] 

 

 

 

 

 

Serinin ilk üç elemanın aldığımızda ve kesme hatasını hesaplayacağımız üçüncü terimi 

kullandığımızda aşağıdaki formu elde ederiz. 

 

 

 

bir x değeri olmak üzere ve  xi  ve xi+1 arasında bir değer olmak üzere, birinci türevi yalnız 

bırakacak şekilde denklemi aşağıdaki gibi yeniden düzenlersek 

 

 

Birinci türevin hesaplanmasında son elaman ihmal edilirse değer xi için hesaplanmış 

olacaktır. Bu denklemdeki son eleman kesme hatası veya kesikli forma çevirmeden gelen 

hata seviyesini göstermektedir. Hatanın derecesi oluşturulan fark ile yani h değerine göre 

orantılı olarak artmaktadır. Hata mertebesini göstermek için aşağıdaki matematiksel form 

kullanılmaktadır. 
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Kesme hatası denkleminde hata oranı h  değerinin küçülmesiyle doğal olarak 

küçülecektir. Hata oranıyla birlikte klasik bir formda denklem aşağıdaki hali alcaktır. 

 

 

2.5.5. İki Nokta için Geri Fark Tekniğine Göre Birinci Türev 

Geri fark tekniği için Taylor serisini bir önceki yaklaşım gibi aynı şekilde ifade edebiliriz. 

İfade gereği aradaki eşit farkı tanımlamak için kullandığımız h  değeri aynı olmakla 

birlikte aşağıdaki gibi olacaktır.[46] 

 

 

Bu ifadeye göre geri fark tekniği için seriye açtığımızda aşağıdaki denklemi elde ederiz. 

 

 

bir x değeri olmak üzere ve  xi  ve xi-1  arasında bir değer olmak şartıyla. 

İfadeyi ileri fark tekniğinde yaptığımız gibi ilk üç terim için düzenlediğimizde aşağıdaki 

formu lacaktır. 

 

 

Eşitlikteki ikinci terimin kesme hatası olarak kabul edilmesiyle denklem aşağıdaki şekli 

alacaktır. 

 

 

 

Kesme hatası oranı O(h) ile ifade edilmiştir. 
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2.5.6. İki Nokta için Merkezi Fark Tekniğine göre Birinci Türev 

Merkezi fark tekniğinini iki nokta için Taylor serisine açılımı diğer iki yöntemden biraz 

farklı olmasına rağmen temelde aynı ilkelere sahiptir. Sadece merkezi fark tekniğinde ilk 

iki tekniği kullanarak merkezi fark yöntemini elde edebiliriz. Bu tekniğe göre birinci 

türev için seri formu yazıldığında aşağıdaki eşitlik elde edilecektir.[46] 

 

İleri fark tekniğine göre yazıldığında; 

 

Geri fark tekniğine göre yazıldığında; 

 

 

 İki denklemi birbirinden çıkardığımızda aşağıdaki formu elde ederiz. 

 

 

Son iki terimi kesme hatası olarak kabul ettiğimizde ve denklemiz yeniden 

düzenlediğimizde aşağıdaki gibi olacaktır. 

 

 

Denkliğin önceki eşitliklerden en büyük farkı kesme hatası oranının ikinci derece 

büyümüş olmasıdır. Bunun nedeni alınan h uzaklığının merkezi fark yönteminde iki 

katına çıkmasıdır. 
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2.5.7. Üç Nokta için Merkezi Fark Tekniğine göre İkinci Türev 

Birinci türev için geliştirilen eşitliklerin tamamı daha yüksek mertebeden türevler içinde 

aynı yöntemle geliştirilir.Yine ileri ve geri fark tekniklerinin birleşimi kullanılarak 

merkezi fark için ikinci türevin türetimi aşağıdaki şekilde yapılacaktır. Taylor serisi 

yaklaşımı kullanılarak oluşturulacak denklemlerden xi noktası için ikinci türev 

denklemleri elde edilecektir.[47] 

 

 

 

 

 

 

 ve   

 

İkinci türev için denklemleri yeniden düzenlediğimizde aşağıdaki denklem ortaya 

çıkacaktır. 

 

 

 

Son iki terim kesme hatası olarak kabul edilir ve ikinci türev için denklem yeniden 

düzenlendiğinde ; 

 

 

Formu elde edilir. İkinci türev için üç noktanın kullanıldığı seri açılımı daha fazla nokta 

içinde kullanılabilinir. Bu durumda doğruluk sayısı artmaktadır. Temel amaç kesme 

hatasını problemin el verdiği veya anlamlı sonuçlar eldesi için en alt seviyeye çekmektir. 
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Denklem için kabul edilen hata oranı diğer türevler için aynı olan O(h2) kullanılmıştır. 

Aynı yöntemi kullanarak ileri ve geri fark tekniği için ikinci türevin formları aşağıdaki 

şekilde elde edilir. 

 

Üç nokta için ikinci türevin ileri fark tekniği denklemi; 

 

 

 

Üç nokta için ikinci türevin geri fark tekniği denklemi; 

 

 

 

Yüksek mertebe türevler içinde Taylor serisi yaklaşımı kullanılarak yaklaşık nümerik 

eşitlik kolaylıkla elde edilir. Seri açılımı ile normal grafiksel yaklaşım arasında kesme 

hatasının tayini dışında bir fark yoktur. Tez kapsamında yukarıdaki eşitlikler yeri geldikçe 

kullanılmıştır. Bu teknikler sınır koşulları denklemin yapısı gibi nedenlerle farklı 

durumlar için farklı teknikler tercih edilmiştir. 
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2.6. Kısmi Diferansiyel Denklemler  

Birden fazla bağımsız değişkenin ifade edildiği diferansiyel denklemler herbiri için veya 

farklı çözüm teknikleri üretilmesi nedeniyle kısmi diferansiyel denklikler olarak 

adlandırılmaktadır. Kısmi diferansiyel denkliklerde adi diferansiyel denklikler gibi 

nümerik olarak çözülür. Hatta doğrusal olmayan denklikler için en uygun çözüm 

yöntemlerinden birisi sonlu farklar yöntemidir. Sonlu farklar yöntemi diğer denkliklere 

uygulandığı gibi aynı şekilde kısmi türev formlarınada uygulanır. Buradaki uygulama 

denklemin nümerik çözüm esnasında iteratif veya matris formu şeklikdeki çözümüyle 

ikiye ayrılır. doğrusal olmayan veya matris formuna gelmeyen denklemler için açık form 

tercih edilirken çeşitli kısıtlamalardan kurtulmak ve direk çözümler için kapalı form 

tercih edilir. 

2.6.1. Kısmi Diferansiyel Denklemlerin Sonlu Farklar Yöntemine göre Açık Form 

İfadesi 

Diferansiyel denklemlerin sonlu farklar ile ifadesinde birden fazla değişkenin bulunduğu 

durumda aşağıdaki gibi bir parabolik eşitlik elde edilirse;  

 

 

 

Bağımsız değişkenler ve eşitliğin sol ve sağ tarafı için nümerik bir çözü olan sonlu farklar 

yöntemi uygulanır. 

Eşitliğin sol ve sağ tarafına sonlu farklar yöntemi ayrı ayrı bağımsız değişkenler dahil 

edilerek uygulandığında aşağıdaki form elde edilir. Bu yöntemin daha iyi anlaşılması 

açısından grafiksek olarak betimlemek gerekirse ki literatürde hesaplama molekülü 

olarak bahsi geçmektedir. 
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Şekil 2.6. Sonlu Farklar Yönteminde Kullanılan Hesaplama Molekülü[48] 

Hesaplama molekülüne göre ifade etmek gerekirse sonlu farklar için zaman ekseni 

aşağıdaki gibi olacaktır. 

 

 

Aynı denklemin sağ tarafı için z eksenine göre kısmi olarak uyguladığımızda denklem 

aşağıdaki gibi olacaktır. 

 

 

 

Denklemler birarada tekrar ifade edildiğinde aşağıdaki şekli alacaktır. 

 

 

 

Eşitlik bir sonraki zaman nodu veya noktası için düzenlendiğinde aşağıdaki gibi olacaktır. 
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Yukarıda belirtilen denklemdeki merkezi nodun katsayısının çözüm olabilmesi için 

sıfırdan büyük olması gerekmektedir. Aksi durumda merkez nod yok sayılacağından 

çözüm stabiliteden uzaklaşarak yanlış sonuç verecektir. 

 

 

Açık form haline getirilen nümerik çözümdeki en büyük sorun stabilite probleminin 

üstesinden düşük hata oranıyla gelmektir. Kriterlerin sağlandığı minimum durumda kısmi 

diferansiyel denklem için anlamlı ve düşük hata oranına sahip çözüm 

üretilecektir.[Carnahan et al 1969] 

Denklemin genel formundan anlaşılacağı üzere açık form iterasyona dayalı bir çözüm 

yöntemidir. Her nokta/node/düğüm için bir sonraki zaman değer hesaplanarak işlem 

ardışık olarak tekrarlanır.  
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2.6.2. Kısmi Diferansiyel Denklemlerin Sonlu FarklarYöntemine göre Kapalı Form 

İfadesi 

Diferansiyel denklemlerin çözümünde kullanılan bir diğer yöntemde kısmi diferansiyel 

denklemin sonlu farklar yöntemine göre ifade edildikten sonra kapalı formda çözmektir. 

Kapalı form temel yaklaşım olarak açık forma çok benzemekle birlikte çözüm 

iterasyondan ziyade matris çözümünü temel almaktadır. Kapalı formu şematik olarak 

göstermek gerekirse. 

 

Şekil 2.7. Sonlu Farklar Yöntemi Kapalı Form Şematik Gösterimi[48] 

Açık formda bilinen konum ve zaman için bir sonraki zaman noktası hesapladığından 

ileriye dönük cebirsel bir hesabı içerir. Fakat kapalı form bir sonraki zaman noktası için 

yazıldığından denklem sayısı kadar bilinmeyen elde edilecek ve tüm denklem setinin eş 

zamanlı olarak çözülmesi gerekecektir. 

Kapalı formu matematiksel olarak aşağıdaki gibi ifade edebiliriz. 

 

 

 

 

 

 

z

t

ti

ti+1

zi-1 zi zi+1
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Denklemi yeniden aşağıdaki gibi düzenlersek 

 

 

 

 

Denklem her bir nokta için yazıldığında diyagonal boyunca katsayılardan oluşan bir 

matris formatı oluşacaktır. Çarpan olarak herbir noktanın bulunduğu bir vektör formu ve 

eşitliğin sağ tarafı ise bir önceki zamanı ifade eden vektör değerlerini içerir. Kapalı form 

doğrusal denklemler için kolaylıkla ifade edilmesine rağmen denklemin kompleks olması 

halinde yapısı her zaman matris formuna getirmek kolay olmamaktadır. Doğrusal formlar 

için tez kapsamında kapalı form çözüm tekniğinin gösterilmesi ve lapacak(doğrusal cebir 

kütüphanesi)[54] gibi kütüphaneleri değerlendirmek açısından kullanılmıştır. 
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2.7. Derleyiciler ve Programlama Dilleri 

Tez çalışması kapsamında kısmi diferansiyel denklem setlerinin çözümü için bilgisayar 

kodları geliştirilmiştir. Geliştirilen kodun esnek,hızlı, bağımsız ve ücretsiz olması gibi 

nedenlerden C/C++ programlama dili temel alınarak ve  kullanılarak GNU GCC 

derleyicileri kullanılmıştır. 

GNU derleyici koleksiyonu C,C++,Objective C, Fortran, Ada, Go ve D gibi diller için 

temel kütüphaneleri geliştirmektedir. Derleyici orijinal olarak GNU işletim sistemi için 

yazılmış olmasına rağmen OSX, Windows, Linux gibi işletim sistemlerinde de ücretsiz 

olarak kullanılmaktadır. 

Tez kapsamında C/C++ programlama dilinin yanısıra küçük betikler yazmak ve test 

sonuçlarını hızlı görmek adına Python Programlama dili, kapalı form çözümleri ve 

bunların paralel hesaplanması için FORTRAN ve OpenMP kütüphanesi, grafiklerin 

çizimi için yine GNU tabanlı geliştirilmiş olan grafik programı GNUPlot kullanılmıştır. 

 

C programlama dili her ne kadar bilimsel hesaplamalar için geliştirilmiş olmasa bile 

makine diline olan yakınlığı, düşük seviye donanımsal iletişime izin vermesi ve 

tanımların net yapılması nedeniyle mühendislik problemlerinin çözümünde yaygın olarak 

kullanılmaktadır. Nümerik çözümlerdeki en büyük avantajı dilin en yüksek hızda cevap 

verebilme kabiliyeti ve esnekliğidir. C dili gibi olan fakat mühendislik problemleri için 

kullanılan dil FORTRAN kapalı form denklemlerin çözümlerinde kullanılmıştır. 

FORTRAN düşük seviye bir dil olması ve çok hızlı çözüm oluşturması nedeniyle tercih 

edilmiştir. 

OpenMP kütüphanesi ortak hafıza bazlı olarak kodun çekirdekler arasında bölünmesi 

birden fazla işlem betiğinin aynı anda paralel olarak çözmesi nedeniyle kullanılmıştır. 

GNUPlot betik/komut bazlı olması ve LATEX dahil pek çok çıktı türünü desteklemesi 

nedeniyle grafik çizim programı olarak kullanılmıştır. [49] 
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3. MODELLEME ÇALIŞMALARI 

Tez kapsamında kullanılan İdeal model ve Denge Dağılım modeli nümerik olarak 

modellenerek farklı durumlar için sonuçlar elde edilmiştir. Kullanılan modellerde kütle 

transfer denkliklerinin çıkarımı ve bunların nümerik formları esas alınmıştır. Çözüm 

tekniklerinden detaylı olarak bahsedilen sonlu farklar yöntemi kullanılmıştır. Kısaca 

problemi yeniden özetlemek gerekirse sıvı bazlı ve katı bir adsorpsiyon işlemi yapabilen 

partiküllerden oluşan dolgulanmış sabit yataklı kolon için kütle transfer modellemesi 

yapılmıştır. Yapılan modellemelerde aslında en büyük katkının dolgu malzemesi veya 

katı faz olan partiküllerden geldiği anlaşılmıştır. Çalışmalar bu kapsamda katı fazın 

birleştirilmiş değerlerinin irdelenerek birden fazla karaktere ve etkiye sahip olduğu 

hesaplanmıştır. Tez çalışmasında sabit faz olan partiküllerin veya monolitik yapıya sahip 

katı fazın yüzey alanı, gözenek yapısı gibi morfolojik özelliklerinin yüksek performanslı 

sıvı kromatografisi için etkileri detaylı olarak incelenmiştir.Bu çalışmaları kıyaslamak 

açısından her bir model farklı olarak ve sırasıyla benzer koşullar için test edilmiştir. 

 

3.1. Kütle Transfer Modeli 

Problemi daha detaylı olarak tanımlamak gerekirse; reaktif olmayan dolgulu yani sabit 

yataklı bir kolondan geçen bir veya birden fazla kimyasalın veya maddenin çıkış 

konsantrasyonun tayinine dayanmaktadır. Çıkış konsantrasyonunun tayini için bahsi 

geçen her bir model ayrı ayrı incelendiğinde temel form olan kütle transferi ve akış 

dinamiği denkliklerinin çözümü gerekmektedir. Tez çalışması kapsamında akış 

dinamiğine ihtiyaç duyulmadığından sadece kütle transfer denklikleri farklı modeller için 

modellenerek  çözülmüştür. Sistemi kütle transferi açısından şematik olarak aşağıdaki 

gibi tanımlayabiliriz. 
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Şekil 3.1. YPSK Kolonu Kütle Transfer Modeli 

Şekil 3.1. ‘daki ifadeleri tanımlarsak silindirin YPSK kolonunu temsil ettiğini 

varsaydığımızda z=0 noktası kolona olan girişi, z=L noktası kolonun çıkışını L ise kolon 

uzunluğunu  ise diferansiyel uzunluğu temsil etmektedir. Kolon için S yüzey alanını 

ifade etmektedir. 

L uzunluğuna sahip gözenekli katı partiküllerle dolgulanmış bir kolon için Yüksek 

Performanslı Sıvı Kromatografis’nin çalışma mantığı veya kromatografideki uygulama 

esası herhangi bir zaman aralığı için sabit bir konsantrasyonda bir karışımın veya bir 

maddenin verilerek çıkış konstantrasyonun dedektörle ölçülerek hesaplanmasına 

dayanmaktadır. Buna göre kütle transfer denkliği aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

 

Konvektif kütle transferi + Difüzyon kütle transferi  = Mobil Fazdaki Kütle Değişimi + 

Katı Fazdaki Kütle Değişimi 

 

Denklemi sembolik olarak ifade ettiğimizde aşağıdaki formu alacaktır. 

 

 

 

 

 

Denklemde yukarıdaki sözel tanımlama sembolik olarak ifade edilmiştir.Matematiksel 

olarak herbir durum detaylı olarak ilerleyen kısımlarda türetilmiştir. 
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3.1.1. Kütle transfer denkliğinin detaylı olarak türetilişi 

En genel hali düşünüldüğünde kütle transfer denkliği diferansiyel formda aşağıdaki gibi 

ifade edlir. 

 

Sisteme zaman içinde kütlece girenler – Sistemden zaman içintde kütlece çıkanlar = 

Sistemdeki kütlenin değişimi 

 

Bu tanımlamaya göre sembolik veya matematiksel olarak ifade etmek gerekirse eşitlik 

aşağıdaki gibi olacaktır. 

 

 

 

Denklikteki n kütle miktarını temsil etmektedir. Buna göre denklem çözümlenirse 

aşağıdaki gibi olacaktır. 

 

Kütlenin mol veya kilogram olarak ifadesini aşağıdaki gibi hacime bağlı formda ifade 

edebiliriz. 

 

Bu formda ifade ettiğimizde denklik aşağıdaki hali alacaktır. Bu denklikte katı 

içerisindeki ve sıvı faz içerisindeki kütle tanımı korunmuştur. 

 

Hacimsel ifadeyi alan ve hız cinsinden ifade ettiğimizde denklem aşağıdaki formu 

alacaktır. 
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Katı ve sıvı faz içerisindeki kütle değişimini konsantrasyon ve hacim cinsinden ifade 

ettiğimizde aşağıdaki denklem oluşacaktır. 

 

Hacim denkliğini alan ve eksen olarak ifade etmek gerekirse denklem aşağıdaki formu 

alacaktır. 

 

Bu şartlar altında ifade edilen kütle transfer denkliği diferansiyel forma 

dönüştürüldüğünde aşağıdaki gibi yazılabilir. Bu form nihai düzenleme ve nümerik veya 

analitik çözüm için en uygun ifadedir. 

 

 

 

 

Fick’in birinci kanunu olan kütle akısını denklem içerisinde ifade ettiğimizde son 

nümerik forma dönüştürebileceğimiz veya analitik olarak çözüme gidilecek aşağıdaki 

eşitlik elde edilir. 
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kullanılan şematik gösterimdir.Aynı şematik yaklaşım kütle transfer modeli için daha 

önce bahsedilen kapalı ve açık formlar kullanılacaktır.  

  

Şekil 3.2. Kütle Transfer Modeli için Kullanılacak Kapalı ve Açık Form Modeli[48] 

Yukarıda aynısı verilen şekiller kütle transfer modellerinde probleme ve modele 

uygulanarak kullanılacaktır. 

  

z

t

ti

ti+1

zi-1 zi zi+1
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3.2.1. İdeal Modelin Nümerik Formu 

İdeal model için kısmi diferansiyel denklemi yazıldığında ve eksenel difüzyonun 

olmadığı kabul edilirse aşağıdaki denklem elde edilecektir. 

 

 

Denklemde  i  indisi birden fazla kimyasal veya bileşenin bulunduğu durumu temsil 

etmektedir. Kolona verilen çözeltinin doğrusal olduğu kabul edildiğinde denklem 

aşağıdaki gibi olacaktır. 

 

 

Zincir türev kuralına uygun olarak yukarıdaki denklemi konsantrasyon cinsinden ifade 

ettiğimizde aşağıdaki denklikler elde edilir. 

 

 

 

İdeal model için kütle denkliğini yeniden düzenlediğimizde elde edeceğimiz kısmı 

diferansiyel denklem aşağıdaki gibi olacaktır. 

 

Kısmi diferansiyel denklemlin nümerik formda yani sonlu farklar yöntemine göre yazmak 

istediğimizde zaman ve konuma bağlı kısımlarını ayırarak herbiri için gerekli yöntemleri 

uyguladığımızda aşağıdaki formda olacaktır. 
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Zamana bağlı nümerik formun elde edilmesinin ardından konuma bağlı sonlu farklar 

yöntemi kullanılarak aşağıdaki nümerik yapı elde edilir. 

 

Bu denklemlerin elde edilmesiyle birlikte tüm denklemin genel formu aşağıdaki gibi 

olacaktır. 

 

 

Oluşan denklemin katsayılarını ve açık veya kapalı formunu düzenlemek istediğimizde 

aşağıdaki değişikliklere uğrayacaktır 

 

 

Kaysayıların elde edilecek yapıya ulaşmasıyla birlikte yeni ve işlemi kolaylaştıracak 

tanımlamalar yapmak gerekirse aşağıdaki katsayıları kullanmak düzenleme açısındak 

kolaylık sağlayacaktır. 

 

 

Bu denkliklerde  ve  katsayıları denklemin stabilite yani denke koşullarını sağlmada 

temel rol oynamaktadır. Bu katsayılara göre yeniden düzenleme yaptığımızda denge 

koşulu aşağıdaki şekilde elde edilecektir. 
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Elde edilen denkliğe göre denge/stabilite koşulu aşadağıdaki durmda sağlanacaktır 

[46,47]. 

 

İdeal modelin nümerik formunda denge koşulunun elde edilmesi ve gerekli nümerik 
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ve bu işlem zaman aralıklarının herbiri için tekrarlanır. Kapalı form için en teme çözüm 

yöntemi aşağıdaki şekilde verilmiştir. 
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3.2.2. Denge-Dağılım Modelinin Nümerik Formu (DDM) 

Denge dağılım modeli eksenel difüzyonun olduğu ve ideal modelden bu yönüyle daha 

gerçekçi bir yapıya sahip olduğunu kabul edilir. Denge dağılım modelinin kütle transfer 

denkliğine göre kısmı diferansiyel denklem ifadesi aşağıdaki gibi olacaktır [51]. 

 

 

Bu denklemde q katı faz konsantrasyonunu ifade etmektedir. Katı fazın konsantrasyonun  

bir denge sabitiyle doğrusal olarak aşağıdaki formda ifade edebiliriz. Keq  sabiti aslında 

pek çok değişkenin içerisine dahil edildiği bir sabittir. 

 

q  değişkenini konsantrasyon cinsinden ifade etmek için zincir kuralını uyguladığımızda 

denklemde tüm ifadeleri aynı türden aşağıdaki gibi göstermiş oluruz. 

 

 

 

Zincir kuralıyla konsantrasyon cinsinden ifade ettiğimiz denklemi Denge Dağılım Modeli 

denkleminde yerine konduğunda aşağıdaki formu alacaktır. 

 

Denge dağılım modeli ifadesinde İdeal modelden farklı olarak ikinci derece kısmi 

diferansiyel denklem ifadesi bulunmaktadır. Birinci derece türevlerin ve ikinci derece 

türevlerin sonlu farklar yöntemine göre nümerik formu aşağıdaki gibi ifade edilir. 

Zamana bağlı birinci derece nümerik formu 
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Konuma bağlı birinci derece nümerik formu aşağıdaki gibidir. 

 

 

 

Konuma bağlı kısmi diferansiyel denklemin nümerik formu aşağıdaki gibi ifade edilir. 

 

Kısmi türevlerin nümerik formlarının elde edilmesiyle birlikte denklem çözüm için 

aşağıdaki basamaklarda gösterildiği gibi sırasıyla katsayılarına göre yeniden düzenlenir. 

 

 

 

 

İfadelerin kısaltılması ve sonlu farklar yöntemine göre katsayıların daha belirgin olması 

için aşağıda iki değişken tanımlanır. 

 

 

Değişkenleri yerine yazdığımızda denklem sonlu farklar ifadesinin genel görünümüne 

aşağıdaki gibi kavuşacaktır. 
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Açık form denklemi için denge yani stabilite koşulunu i  düğümünün veya nodunun 

katsayısı olduğundan aşağıdaki gibi olacaktır. 

 

 

Açık form ifadesini matris formunda aşağıdaki şekildedir.Kapalı form çözümü içinde 

aynı ifade rahatlıkla kullanılır. 
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3.2.3. Modifiye Denge-Dağılım Modelinin Nümerik Formu (MDDM) 

Tez çalışması kapsamında yapılan ana çalışma Denge Dağılım Modeli’nin temel alınarak 

geliştirilmesi ve yüksek performanslı sıvı kromatografisinde asıl belirleyici olan katı fazın 

etkisi incelenmiştir. 

Kütle denkliğini yüksek performanslı sıvı kromatografi kolonu için aşağıdaki şekilde 

tekar ifade edilir. 

 

 

 

 

Bu aşamadan itibaren denklemin sağ tarafındaki iki ifade olan sıvı faz ve katı faz olan 

ifadeleri hacim ve alan cinsinden eşdeğer ifadeleri yerine konulduğunda aşağıdaki 

denklikler ortaya çıkacaktır. 

 

 

Sıvı kromatografisinde ayrımın temel öğesi olan katı faz hacim ifadesi birimsiz bir katsayı 

çarpanı ile birlikte aşağıdaki gibi ifade önerdiğimizde; 

 

 

Bu çarpanın öğeleri dolgulanan kolonun yapısını temel olarak etkileyen faktörlerdir. 

Birimsiz olarak ifade edilmesi çarpanın kullanımını kolaylaştırmaktadır. İfadede geçen 

büyüklükler aşağıdaki şekilde tanımlanır. 
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SSA: Özgül yüzey alanı [m2/g] 

ρsp :Katı partikülün yoğunluğu [g/m3]   

εp : Partikülün gözenekliliğ 

kf : Partikülün film bağlanma kalınlığı [m]      

 

Birimler cinsinden sabit tekrar yazılırsa aşağıdaki birimsiz ifade elde edilir. 

 

Bu çarpanın açık haliyle denklemi aşağıdaki gibi düzenlenirse  aşağıdaki denklem 

bulunur. 

 

 

 

Tanımlanmış olan birimsiz hacim çarpanı ve faz oranı denklikte yerine konulduğunda 

denklem son formuna ulaşacaktır. 

 

 

 

 

Modifiye edilmiş Denge Dağılım Modeli nümerik çözüm için kullanılır. Model 

adsorbsiyonun doğrusal ve doğrusal olmadığı iki durum için aşağıdaki gibi nümerik 

forma getirilebilir. 
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3.3. Doğrusal Adsorbsiyon Modeli için Modifiye Denge Dağılım Modeli 

Doğrusal modelde katı fazdaki adsorbsiyon sıvı faz konsantrasyonu ile doğru orantılı 

olduğundan daha önce elde ettiğimiz şekilde yine zincir türev yöntemiyle denklemi tekrar 

ifade edebiliriz. 

 

 

 

Katı faz konsantrasyon ifadesinin elde edilmesiyle sonlu farklar yöntemi için denklem 

aşağıdaki şekilde türetilir. 
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3.4. Doğrusal olmayan Adsorbsiyon Modeli için Modifiye Denge Dağılım Modeli 

Langmuir modeli olarakta geçen doğrusal olmayan modellerden biri katı faz için 

konsantrasyonu aşağıdaki şekilde ifade edilmektedir [51]. 

 

 

Katı faz için ifade edilen bu denkliği Modifiye Denge Dağılım modelinde yerine 

koyabilmek için zincir türev yöntemi kullanıldığında aşağıdaki ifade elde edilir. 

 

Bu ifadeyi ana denklemde yerine koyduğumuzda denklik aşağıdaki şekli alacaktır. 

 

 

Elde edilen denkliği sonlu farklar yöntemi kullanarak nümerik formda aşağıdaki şekilde 

ifade edilir. 

 

 

 

 

Denklemin sade bir görünüme kavuşması için tanımlanan değişkenlerle ifade ettiğimizde 

sonlu farklar açık form çözüm aşağıdaki denklem elde edilir. 
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Denklemin doğrusal olmaması ve parametrelerin ayrışmaması nedeniyle kapalı form için 

düzenlemeye ihtiyaç duyulmamamıştır. 

 

3.5. Rastgele Yürüme Modeli 

Monte Carlo yöntemlerinden biri olan rastgele yürüme modeli kromatografide en kolay 

uygulanan yöntemlerden birisidir. Fizikokimyasal işlemlerin teorik olarak matematiksel 

modellenmesi bu işlemlerin gelişmesini doğal olarak hızlandırmaktadır[53]. 

Rastgele yürüme modelinden aşağıdaki temel prensipler kullanılmıştır. 

1. Objenin veya molekülün yalnızca iki yönde hareket edebildiği 
2. Eksponansiyel bir fonksiyonla adım sayısı ve bağlanma süresi rastgele seçilmiştir. 
3. Molekülün kolon boyunca harcadığı zaman toplanmıştır. 
4. Aynı işlem bir molekül için çok kere (bir milyar) seviyesine kadar tekrar 

edilmiştir. 
 

Modelde kullanılan alıkonma ve mobil fazda zaman geçirme süreleri aşağıdaki tanımlı 

fonksiyonlara göre yapılmıştır. 

 

 

Denklemde λm ve λs  mobil faza geçiş  ve katı faza geçiş frekanslarını ifade etmektedir.  

Bu denklikler kullanılarak bilgisayar programı hazırlanmıştır. 
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3.6. Modeller için Genel Çözüm Algoritmasının Geliştirilmesi 

Geliştirilen herbir model için ayrı bir bilgisayar kodu yazılmıştır. Bunun nedeni kodun 

açık kaynak kodlu olarak yayınlanması ve sonradan geliştirilmeye açık olmasını 

sağlamaktır. 

Modeller için temelde aynı çözüm algoritması kullanılmıştır. Geliştirilen algoritma 

aşağıdaki basamklar ile ifade edilebilir. 

1. Başlangıç koşulları değerlerinin ve sabitlerin girilmesi 
2. Ana çözüm kodunda kullanılacak modelin seçilmesi 
3. Tüm koşulların ve girdilerin kontrolü 
4. Enjeksiyon miktarına göre başlangıç için kullanılına değerlerin zaman adımının 

tayin edilmesi 
5. Başlangıç koşullarıyla ilk döngünün tamamlanması  
6. Döngünün zaman koşulunu sağlayana kadar çevrilmesi  
7. Başarıyla tamamlanmış döngünün sonuçlarının bir dosyaya yazdırılması 
8. Tüm işlemlerin başarıyla tamamlanması halinde programdan çıkılması 
 

Yaklaşık sekiz adımda ifade edilen algoritma tüm modeller için uygulanmıştır. Bunun 

dışında C/C++ programlama dilinin doğası gereği farklı başlık kütüphaneleri 

tanımlanmıştır. Bu yöndeki tüm bilgiler ekte sunulmaktadır. 
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4. MODELLEME SONUÇLARI 

4.1. İdeal Model Simülasyonu 

En yaygın olarak kullanılan İdeal Model için oluşturulan sonlu farklar yönteminin 

nümerik çözümü verilen başlangıç koşulları ile program test edildiğinde aşağıdaki sonuç 

elde edilmiştir. 

Çizelge 4.1. İdeal Model Simülasyonu program parametreleri 

Kolon Özellikleri Birimler 

Kolon Uzunluğu(L) 300 mm 

Kolon Gözenekliliği 0.5 

Kolon İç Çapı 0.1 mm 

Enjeksiyon Hacmi 1 uL 

Hacimsel Akış Hızı 1uL/min 

  

Yukarıdaki tanımlamaları model için kullanıldığında aşağıdaki grafik elde edilmektedir. 

 

Şekil 4.1. İdeal Model Kolon Çıkışı Konsantrasyon Profili 

Ideal Model
Concentration profile at exit of column
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Grafiksel sonuç modelin ve yazılan kodun değerlendirilmesinde en temel test 

mekanizmasıdır. Modelin güvenilirliği ve doğru algoritma ile çalıştığı bu test 

mekanizması ile değerlendirilir. Bunları sıralamak gerekirse; 

• Elde edilen grafikte salınım olmaması, 

• Oluşan grafiğin Gaussian bir eğri olması  

• Gerçek bir kromatograma benzer yapıda olması 

 

ön testler açısından kodun doğruluğunu göstermektedir.  

Aynı kodun farklı uzunluklara sahip kromatografi kolonları için testi yapıldığında 

aşağıdaki sonuç elde edilecektir.Yukarıda tanımlanan başlangıç koşullarına ek olarak 

aşağıdaki uzunluklar kullanılmıştır. 

Çizelge 4.2. İdeal Model simülasyonu için kullanılan farklı uzunluk parametreleri 

Kolon Uzunluğu 

(mm) 

1. 2. 3.  4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 

 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 

 

 

Şekil 4.2. İdeal Model Farklı Uzunluklarda YPSK Kolonları için Çıkış Konsantrasyonu 

Profilleri 

Concentration profiles in column
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Şekil 4.2. ‘de  görüldüğü üzere kolon uzunluğu arttıkça moleküllerin veya ayrılacak 

analitin kolon içerisinde geçirdiğiz zaman artmış bununla birlikte pik genişliği artmıştır. 

Kolon uzunluğu ile alıkonma süresi doğru orantılı olduğundan kolonun uzunluğu arttıkça 

enjeksiyonu yapılan analitin dışarı çıkma süresi artmıştır. 

İdeal model için kodun ve algoritmanın değerlendirmesi yapıldığında ve difüzyonun 

olmadığı durumda analitin çıkışının akış hızına veya kolon uzunluğuna bağlı olduğu 

görülmüştür.İkinci bir test olarakta akış hızının iki katına çıkarıldığı durum için aynı 

model yeniden çalıştırıldığında aşağıdaki sonuç elde edilmiştir. 

 

Şekil 4.3. İdeal Model için farklı akış hızlarında kolon çıkışı konsantrasyon profilleri 

Sonuç akış hızının artmasıyla çıkış profili arasında doğrusal bir ilişki olduğunu ve 

içerideki alıkonma süresinin artmasıyla birlikte grafiğin yayıldığı görülmüştür. Elde 

edilen sonuç denklemin difüzyon olmadığı durumda temel kriterleri sağladığını ve 

beklenen sonuçları verdiğini göstermiştir. Bu durumda modelin doğru olarak çalıştığı ve 

bundan sonra oluşturulacak modeller içinde temel alınması gerektiği konusunda yeterli 

veri elde edilmiştir. 

  

Concentration profiles at exit of column with two different flow rate.
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4.2. Denge Dağılım Modeli Simülasyonu 

Model kapsamında yapılan simülasyon oluşturulan sonlu farklar yöntemine göre eksenel 

difüzyonun olduğu durum için İdeal Model programın düzenlenmesidir. Bu nedenle aynı 

koşullarda difüzyonun olmadığı durum için Denge Dağılım Model ile İdeal Modelin 

sonuçlarının çakışması gerekmektedir. Yazılan ilk kod iki modelin aynı şartlar altında 

nasıl çalıştığını ve sonuçlarını kıyaslamak için oluşturulmuştur. 

Çizelge 4.3. İdeal Model ve Denge Dağılım Modeli simülasyonu için başlangıç değerleri 

Kolon Özellikleri Birimler 

Kolon Uzunluğu(L) 300 mm 

Kolon Gözenekliliği 0.5 

Kolon İç Çapı 0.1 mm 

Enjeksiyon Hacmi 1 uL 

Hacimsel Akış Hızı 1uL/min 

Difüzyon Katsayısı 0 mm2/s 

Belirtilen koşullarla denklem çözüldüğünde ve İdeal Model sonucu ile kıyaslandığında 

aşağıdaki sonuç elde edilmiştir. 

 

Şekil 4.4. İdeal Model ve Denge Dağılım Modelinin Kolon Çıkışı Konsantrasyon 

Profilleri 

Ideal Model vs EDM ( no diffusion)
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Denge dağılım modeli difüzyonun olmadığı durum için İdeal modele yakınsadığı ve aynı 

sonucu verdiği görülmüştür. Kodun ve algoritmanın İdeal modele yakınsayan kısmının 

test edilmesiyle birlikte denklemin sağ tarafını ifade eden difüzyonun etkisi aşağıdaki gibi 

elde edilmiştir. 

Çizelge 4.4. Denge Dağılım Simülasyonu için difüzyon katsayıları 

Difüzyon 

Katsayısı (mm2/s) 

IM 1. 2.  3. 4. 5. 

 0.00 0.05 0.10 0.30 0.50 1.00 

 

 

Şekil 4.5. Farklı Difüzyon Katsayıları için İdeal Model ve Denge Dağılım Modeli Kolon 

Çıkış Konsantrasyon Profilleri 

Eksenel difüzyanla birlikte çıkış noktasındaki konsantrasyonun daha keskin bir yapıdan 

giderek daya yayık bir yapıya geçmesi beklenmektedir. Kodun çalıştırılmasıyla elde 

edilen sonuç grafiğin beklendiği gibi eksenel difüzyanla birlikte yayıldığını 

göstermektedir. Denge dağılım modelinin İdeal modele göre temel farkı eksenel 

difüzyonun işleme dahil edilmesidir. Bu kapsamda yazılan kodun beklenen değerleri 

verdiği görülmüştür. 
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Denge dağılım modeli için farklı adsorbsiyon sabitlerinin test edildiği durumda aşağıdaki 

sonuçlar elde edilecektir. 

  

Çizelge 4.5. Denge Dağılım Modeli Simülasyonu için Denge Sabitleri 

Denge Sabiti(Keq) 1. 2. 3.  4. 5. 6. 

 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 

 

 

Şekil 4.6. Farklı Denge Sabitleri için Denge Dağılım Modeli Çıkış Konsantrasyonu 

Profilleri 

Farklı denge sabitleri için program test edildiğinde daha yüksek değerlerde analitin daha 

uzun süre alıkonulduğu daha düşük değerlerde ise analitin neredeyse hıza bağlı olarak 

hemen çıktığı görülmüştür. Denge sabiti katı fazın etkisini göstermekle birlikte sıvı 

kromatografisinde bu değerler çalkalamalı bir reaktör kullanılarak elde edilir. Tez 

kapsamındaki kullanılan değerler tamamen teorik olup deneysel verilerle ilerki aşamada 

kıyaslanmıştır. 

Denge dağılım modeli tezin geliştirilmesinde baz model olması nedeniyle sistemi 
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adsorbsiyonun doğrusal olduğu kabul edilmiştir. Elde edilen grafikler bir sonraki aşama 

için temel oluşturmakla birlikte şimdiye kadar yapılan modelleme ve simülasyon 

çalışmalarının doğruluğu göstermiştir. Teorik olarak oluşturulan sonlu farklar yönteminin 

yüksek performanslı sıvı kromatografisi için beklenen sonuçları verdiği görülmüştür. 

Elde edilen tüm nümerik yapı ve programlar ticari veya deneysel olarak kullanıma uygun 

olduğu test edilmiştir. 
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4.3. Modifiye Denge Dağılım Modeli Simülasyonu 

Tez kapsamında yapılan ana çalışmada Denge Dağılım Modeline birimsiz hacim çarpanı 

eklenerek katı fazın sisteme etkisi incelenmiştir. Bu kapsamda Modifiye Denge Dağılım 

Modeli diğer modellerden katsayının etkisi ile ayrılmaktadır. Oluşturulan katsayı katı 

fazın temel niteliklerini ifade etmektedir. Bunlar katı fazın özgül yüzel alanı, yoğunluğu, 

gözenekliliği ve bağlanma kalınlığıdır. Aynı başlangıç koşulları ve sonuçları aşağıdaki 

gibi ifade edilebilir. 

 

Çizelge 4.6. Modifiye Denge Dağılım Modeli Simülasyonu Kolon Parametreleri 

Kolon Özellikleri Birimler 

Kolon Uzunluğu(L) 300 mm 

Kolon Gözenekliliği 0.5 

Kolon İç Çapı 0.1 mm 

Enjeksiyon Hacmi 1 uL 

Hacimsel Akış Hızı 1uL/min 

 

Denge Dağılım Modelinin başlangıç koşullarının yanısıra Modifiye Denge Dağılım 

Modelinin getirdiği yeni değişkenler  aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

 

Çizelge 4.7. Modifiye Denge Dağılım Modeli Simülasyonu Partikül Özellikleri 

Partikül Özellikleri Değerler 

Partikül Çapı (um) 5 

Partikül Yoğunluğu (g/cm3) 2.65 

Partikül Özgül Yüzey Alanı (m2/g) 120 

Partikül Gözenekliliği  0 
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Şekil 4.7. Modifiye Denge Dağılım Modeli Kolon Çıkışı Konsantrasyon Profili 

 

Katı fazın esas alındığı ve belirtilen özelliklerle dolgulanan kolon için  Modifiye Denge 

Dağılım modeli yukarıdaki çıkış konsantrasyon profilini vermiştir. Elde edilen profil 

salınım olmaması ve diğer etkilerin gözlenmesi açısından kodun doğru bir şekilde ifade 

edildiğini ve uygulandığını göstermiştir. Modifiye denge dağılım modelini diğer 

modellerle kıyasladığımızda aşağıdaki sonucu elde edebiliriz. 
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Şekil 4.8. İdeal Model, Denge Dağılım Modeli ve Modifiye Denge Dağılım Modelinin 

Kolon Çıkış Konsantrasyonlarını Karşılaştırılması 

Oluşturulan modelin temel model olan İdeal Model ve Denge Dağılım Modeli ile aynı 

zamanda tepe noktasına gelmesi ve arada bir değere sahip olması oluşturulan modelin 

doğruluğunu göstermektedir. Bu çalışma kapsamında türetilen katsayının herbir 

parametresi sırasıyla aşağıdaki gibi test edilecektir. 

4.3.1. Partikül Gözenekliliğinin Etkisi 

Modifiye Denge Dağılım modelinde diğer modellerden farklı olarak dolgu malzemesi 

olan katı fazın ana özelliklerinden biri olan gözenekliliğin etkisi aşağıdaki parametrelerle 

incelenmiştir.  

Çizelge 4.8. Modifiye Denge Dağılım Modeli Simülasyonu Partikül Gözenekliliği Testi 

Kolon Parametreleri 

Kolon Özellikleri Birimler 

Kolon Uzunluğu(L) 300 mm 

Kolon Gözenekliliği 0.5 

Kolon İç Çapı 0.1 mm 

Enjeksiyon Hacmi 1 uL 

Modified Equilibrium Dispersive Model
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Hacimsel Akış Hızı 1uL/min 

Çizelge 4.9. Modifiye Denge Dağılım Modeli Simülasyonu Partikül Gözenekliliği Testi 

Partikül Parametreleri 

Partikül Özellikleri Değerler 

Partikül Çapı (um) 5 

Partikül Yoğunluğu (g/cm3) 2.65 

Partikül Özgül Yüzey Alanı (m2/g) 120 

 

Çizelge 4.10. Modifiye Denge Dağılım Modeli Simülasyonu Partikül Gözenekliliği Testi 

Partikül Gözeneklilikleri  

Partikül Gözenekliliği 1. 2. 3.  4. 5. 6. 7. 

 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 

 

Şekil 4.9. Modifiye Denge Dağılım Modeli Farklı Partikül Gözenekliliği Oranları için 

Kolon Çıkış Konsantrasyonu Eğrileri 

  

Modified Equilibrium Dispersive Model
Effect of particle porosity on concentration profile
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4.3.2. Partikül Yüzel Alanının Etkisi 

Modifiye denge dağılım modeli diğer modellerden farklı olarak katı fazın bir diğer önemli 

özelliği olan partükülün yüzey alanının kolonun ayırma perfomansına etkisi aşağıdaki 

değerlerle hesaplanmıştır. 

Çizelge 4.11. Modifiye Denge Dağılım Modeli Simülasyonu Partikül Özgül Yüzey Alanı 

Parametreleri 

Özgül Yüzey Alan  1. 2. 3.  4. 5. 

 120(m2/g)  240(m2/g) 320(m2/g) 500(m2/g) 800(m2/g) 

 

 

Şekil 4.10. Modifiye Denge Dağılım Modeli Farklı Yüzey Alanına Sahip Dolgulanmış 

YPSK Kolonunun Çıkış Konsantrasyonu Profili 

  

Modified Equilibrium Dispersive Model
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4.3.3. Moleküler Difüzyonun Etkisi 

Moleküler difüzyon katı faz içerisindeki konsantrasyonun tayininde önemli bir değişken 

olmakla birlikte Modifiye edilmiş Denge Dağılım Modeline dahil edilmiştir. Bu 

çalışmada farklı difüzyon değerleri için çıkış konsantrasyon profili değerlendirilmiştir.  

 

Çizelge 4.12. Modifiye Denge Dağılım Modeli Simülasyonu Difüzyon Katsayısı 

Parametreleri 

Difüzyon 

Katsayıları  

1. 2. 3.  4. 5. 

 0.001(mm2/s) 0.050(mm2/s) 0.100(mm2/s) 0.500(mm2/s) 1.00(mm2/s) 

 

 

Şekil 4.11. Modifiye Denge Dağılım Modeli Farklı Difüzyon Katsayıları için Kolon Çıkış 

Konsantrasyonu Profili  

  

Modified Equilibrium Dispersive Model
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4.3.4. Doygunluk eğrilerinin çıkarılması 

Analitin sürekli olarak enjekte edildiği durumda sabit faz bir süre sonra doygunluğa 

ulaşacağından çıkışta aşağıdaki grafik elde edilecektir. 

 

Şekil 4.12 Modifiye Denge Dağılım Modeli Doygunluk Eğrileri  

Elde edilen grafik yukarıda belirtilen akış ve sabit faz parametrelerine sahip olmakla 

birlikte kolona sürekli olarak enjeksiyon yapıldığı kabul edilmiştir. Buna göre yüksek 

yüzey alanına sahip sabit fazın en son doyuma ulaşması beklenmektedir. Teorik veriler 

ile simülasyon verileri birebir örtüşmekle birlikte yüzey alanının yüksek performanslı sıvı 

kromatografisi için ne derece önemli olduğunu da göstermektedir. 

  

Modified Equilibrium Dispersive Model
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4.3.5. Yüzey Alanının Kromatografik Ayırmaya Etkisi İki Bileşenle İncelenmesi 

İki analitin enjekte edildiği ve partikül yüzey alanının etkisini dedektörün gördüğü şekilde 

incelemek gerekirse aşağıdaki sonuçlar elde edilir.  

Çizelge 4.13. İki enjeksiyonlu simülasyon için düşük yüzey alanlı partikül özellikleri  

Partikül Özellikleri  

Çapı [um] 5 

Özgül Yüzey Alanı [m2/g] 120 

Yoğunluğu [g/cm3] 2.65 

Gözenekliliği 0.5 

 

 

Şekil 4.13. Modifiye Denge Dağılım Modeli iki bileşenli örneğin sırasıyla kolona 

enjeksiyonunun kolon çıkışı konsantrasyon eğrileri 

Belirtilen başlangıç koşulları için iki analitin enjekte edildiği durumda modelleme sonucu 

kolon çıkış konsantrasyonu yukarıdaki gibi olacaktır. 
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Şekil 4.14. Modifiye Denge Dağılım Modeli iki bileşenli örneğin kolona enjeksiyonu 

sonucu dedektör verisi 

Yüksek performanslı sıvı kromatografisinde kullanılan UV dedektörler analit ayrımı 

yapmadığından kolon çıkış konsantrasyonunu tekbir değer olarak yukarıdaki gibi 

okuyacaktır. 

Çizelge 4.14. İki enjeksiyonlu simülasyon için yüksek yüzey alanlı partikül özellikleri  

Partikül Özellikleri  

Çapı [um] 5 

Özgül Yüzey Alanı [m2/g] 1000 

Yoğunluğu [g/cm3] 2.65 

Gözenekliliği 0.5 

 

Dolgu malzemesi olarak kullanılan partiküllerin veya katı fazın yüzey alanının ayırmaya 

etkisini modelleme sonucu elde edilen grafikler aşağıdadır. 
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Şekil 4.15. Modifiye Denge Dağılım Modeli yüksek yüzey alanına sahip kolona iki 

bileşenin sırasıyla enjeksiyonunun kolon çıkışı konsantrasyon eğrileri 

Yüzey alanının artmasıyla birlikte analitler kolondan farklı zamanda çıktığından dedektör 

herbir analitin grafiğini ayrı ayrı verir. 

 

Şekil 4.16. Modifiye Denge Dağılım Modeli yüksek yüzey alanına sahip kolona iki 

bileşenin aynı anda enjeksiyonun kolon çıkışı konsantrasyon eğrileri 
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4.4. Modifiye Denge Dağılım Modelin Deneysel Kıyaslaması 

Tez çalışmasının ana kısmını oluşturan Modifiye Denge Dağılım Modelinin teorik 

doğruluğunun elde edilmesiyle birlikte deneysel gerçek veri ile kıyaslanması 

gerekmektedir. Doğru bir karşılaştırılmanın yapılması için deneysel verinin elde edileceği 

yüksek performanslı sıvı kromatografisi kolonun belirli bir standartta olması 

gerekmektedir. Karşılaştırma için ticari olarak kendini kanıtlamış ThermoScientific© 

markalı özellikleri tanımlanmış kromatografi kolonunun sonuçları kullanılmıştır. 

 

Şekil 4.17. Ticari kolonun özellikleri ve çalışma şartları[50] 

Deney parametreleri ve kolon özellikleri firmanın kendi kataloğundan alınmıştır. 

Yapılacak deneysel karşılaştırmada kreatin ve kreatinin bulunduğu bir karışımın kolon 

çıkış konsantrasyonları tayin edilmiştir. 

 

 

 

 

 

Modified Equilibrium Dispersive Model
Test case of commertial to HPLC column with Model

Time (m)
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Ticari kolon için kromatogram ve ayırma özlellikleri aşağıdaki gibi verilmiştir. 

 

Şekil 4.18. Ticari kolonun deneysel kromatogram sonuçları[50] 

Sunulan kromatogram firmanın kendi belirlediği şartlar altında iki analitin ayrılma 

performansını göstermektedir. Verilen alıkonma katsayıları ve kolon parametreleri 

Modifiye Denge Dağılım Modeli için kullanıldığında aşağıdaki kromatogram elde 

edilmiştir. 

Modified Equilibrium Dispersive Model
Test case of commertial to HPLC column with Model

Time (m)

Modified Equilibrium Dispersive Model
Test case of commertial to HPLC column with Model

Time (m)
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Şekil 4.19. Modifiye Denge Dağılım Modeli ve Ticari Kolonun iki bileşenli karışımı 

ayırma sonuçlarının karşılaştırması 

Kromatogramda simülasyon ve deneysel veri aynı grafikte verilerek programın sonucu 

gerçek veri ile kıyaslanmıştır.  
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4.5. Doğrsusal Olmayan Modifiye Denge Dağılım Modeli Simülasyonu 

Adsorbsiyonun doğrusal olmadığı durumlarda buna bağlı olarak kolon davranışıda 

değişmektedir. Bu değişimi geliştirilen modelle uyguladığımızda geliştirlen programın 

buna uygun olarak sonuç verdiği hesaplanmıştır. Farklı doyum kapasitelerine sahip 

partiküllerle program test edildiğinde doyum kapasitesi yüksek olan partikülde analitin 

en geç geldiği ve grafiğin yayıldığı düşük doyum kapasitesinde ise partikülün analite 

hızlıca doyması ve bırakması nedeniyle kromatogramın daha erken oluştuğu 

hesaplanmıştır.  

 

 

Şekil 4.20. Doğrusal Olmayan Modifiye Denge Dağılım Modeli için kolon çıkış 

konsantrasyon eğrileri 
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4.6. Rastgele Yürüme Modeli Simülasyonu 

Monte Carlo yönteminde işlemin çok kere tekrarlanması çıkan sonucun gerçek değere 

yakınsamasını sağlamaktadır. Tez çalışması kapsamında belirlenen algoritma 

çerçevesinde yazılan bilgisayar programında iki durum için kromatogram elde edilmiştir. 

 

Partikülün sabit faz tarafından hiç yakalanmadığı ki bu molekül veya partikülün kolon 

içerisindeki davranışının Gaussian olup olmadığı yönünde ve kodun adsorbsiyon 

olmadığı durumda çalıştığını göstermiştir. 

 

Şekil 4.21. Rastgele Yürüme Modeli için kolon çıkış konsantrasyonu eğrileri 

 

İkinci durumda ise molekülün sabit faz tarafından belirli bir olasılıkla adsroblandığını ve 

farklı  bir olasılıkla  tekrar sıvı faza geçtiği program sonucundan elde edilmiştir. Program 

sonucu modelin gerçeğe yakın davranış sergilediğini ve algoritma açısından doğru 

çalıştığını göstermiştir. 
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5. SONUÇLAR VE TARTIŞMA 

Tez çalışması kapsamında yüksek performanslı sıvı kromatografisinin matematiksel 

modellemesi farklı yöntemlerle yapılmıştır. Sıvı kromatografisinde temel olan İdeal 

Model, Denge Dağılım Modeli ve Genel Hız Modeli incelenerek İdeal Model ve Denge 

Dağılım Modeli üzerinde çalışma yapmak için tercih edilmiştir.  

İdeal Model difüzyonun olmadığı durumda ve eksenel kimyasal dengenin anında 

oluştuğu esasına dayanmaktadır. Modelin incelenmesi kodun geliştirilmesi ve yüksek 

performanslı sıvı kromatografisine temel oluşturmuştur. İdel model için yazılan kod 

başarıyla uygulanarak sonuçlarının literatürle kıyaslanarak doğrulanmıştır. 

 

Eksenel difüzyonun olduğu durum için Denge Dağılım modeli incelenmiş ve bu model 

için sonlu farklar yöntemi kullanılarak kısmi diferansiyel denklem çözümü için bilgisayar 

programı yazılmıştır. Denge Dağılım Modeli ve İdeal Modelin difüzyon terimi dışında 

birbirleri ile aynı olmaları geliştirilen kodun doğruluğunu test etmeyi kolaylaştırmaktadır.  

 

Tezin literatüre temel katkısı yaygın olarak kullanılan ve ticari versiyonları bulunan 

Denge Dağılım Modelini yeniden düzenleyerek hesaplama sonucuna etki eden faktörleri 

ayrıştırmak olmuştur. 

Yüksek performanslı sıvı kromatografisinde kolon verimini etkileyen en önemli faktör 

dolgu malzemesi olan partikülün özellikleridir.  

Mevcut çalışmalarda partiküle ait nitelikler tek bir sabitin içersine dahil edilerek genel 

denklemin çözüm teknikleri üzerine yoğunlaşılmıştır. Tez kapsamında esas olan deneysel 

veriye daha yakın çözüm üretilmeye çalışılmıştır. Yeni bir kolonun geliştirilmesinde esas 

olan dolgu malzemesinin özelliklerinin kromatogramı nasıl etkileyeceği geliştirilen 

program ile önceden tespit edilebilir.  

Tez çalışmasının son kısmında ilerki çalışmalara temel oluşturması açısından Monte 

Carlo yöntemi kullanılarak program yazılmış ve diğer modellere uyumu incelenmiştir. 

Ayrıca tez kapsamında yazılan ve geliştirilen tüm programlar açık kaynak kodlu olarak 

tezle birlikte yayımlanacaktır. Tezin kütle transferi, nümerik hesaplama ve programlama 

yöntemi açısından katkıları olacaktır.   
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EKLER 

EK 1 – Bilgisayar Kodları 

İdeal Model ve Denge Dağılım Modeli  C Kodu 
Main.C 
#include <stdio.h> 
#include "colspec.h" 
int main(void){ 
 col_prop col1; 
 run_cond run1; 
 
 col1.Dapp=0.01; // [mm^2/s]column diff. const.  
 col1.L=300.0 ;  // [mm]column length 
 col1.epsilon=0.55; // porosity of col. 
 col1.K=4.2; // langmuir adsorbtion const. 
 col1.ID=0.1; // diameter  
 run1.delta_t=0.5; // seconds 
 run1.delta_z=1.0;  // mm 
 run1.runtime=1200; // run time 
 run1.Vinj=1.0/60; //injection volume 
 run1.Q=0.5/60.0; //flow rate 
 run1.ic=1.0; // initial consantration   
// char fn[]="test_idm3.dat"; 
 char fn2[]="test_edm4.dat"; 
// idmsolver_exp(fn,col1,run1); 
 edmsolver_exp(fn2,col1,run1); 
 return 0; 
} 
idm.C 
void coffMatrix_idm(double *A,int N,int M,double alpha){ 
 for (int i=1;i<N;i++){ 
  for (int j=0;j<M;j++){ 
   if (i-1==j){ 
    A[i*M+j]=-1.0*alpha; 
   } 
   else if (i==j){ 
    A[i*M+j]=(1.0+alpha); 
   } 
   else { 
    A[i*M+j]=0.0; 
   } 
  } 
 } 
 A[0]=1.0; 
} 
void coffVec_idm(double *x,int N,double C0){ 
 x[0]=C0; 
} 
idmsolver.c 
#include "linalg.h" 
#include "idm.h" 
#include "colspec.h" 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
int idmsolver_exp(char *fname,col_prop cp,run_cond rc){ 
 FILE *fp; 
 double phi; 
 double *A; 
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 double *x; 
 double *b; 
 double alpha,beta;  
 double Area; 
 const double pi=3.141592653589793; 
 double u; 
 double injtime=0.0; 
 int N,M; 
  
 
 N=(int) cp.L/rc.delta_z; 
 M=(int) rc.runtime/rc.delta_t; 
 
 A=zerosMatrix(N,N); 
 b=zerosVec(N); 
 x=zerosVec(N); 
 Area=cp.ID*cp.ID*pi*0.25; 
 u=rc.Q/(cp.epsilon*Area); 
 printf("Linear velocity = %f mm/s \n",u);   
 phi=(1-cp.epsilon)/cp.epsilon; 
 beta=-1.0*u/(1.0+phi*cp.K); 
 alpha=beta*(rc.delta_t/rc.delta_z); 
 
 printf("beta = %f \t alpha = %f \n",beta,alpha); 
 coffMatrix_idm(A,N,N,alpha); 
 coffVec_idm(x,N,rc.ic/rc.delta_t); 
  
// printMatrix(A,N,N); 
// printMatrix(x,N,1); 
// printMatrix(b,N,1); 
 fp=fopen(fname,"w"); 
 fprintf(fp,"delta_z = %f ,delta_t = %f , column length = %f , runtime = %f , porosity = %f , 
Keq= %f \n",rc.delta_z,rc.delta_t,cp.L,rc.runtime,cp.epsilon,cp.K); 
 injtime=rc.Vinj/(rc.Q); 
 double temptime=0.0; 
 for (int i=0;i<M;i++){ 
  if (temptime<=injtime){ 
   dotMatVec(A,N,N,x,b); 
   cpyVec(b,x,N); 
  } 
  else{ 
   coffVec_idm(x,N,0.0); 
   dotMatVec(A,N,N,x,b); 
   cpyVec(b,x,N); 
  } 
  temptime+=rc.delta_t; 
  fprintf(fp,"%f\t%f\n",temptime,b[N-1]); 
 } 
 fclose(fp); 
 free(A); 
 free(b); 
 free(x); 
 
 return 0; 
} 
Linalg.c 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
//#include <omp.h> 
void printMatrix(double *A,int N,int M){ 
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 int i; 
 int j; 
 for ( i=0;i<N;i++){ 
  for (j=0;j<M;j++){ 
   printf("%f\t",A[i*M+j]); 
  } 
  printf("\n"); 
 } 
 printf("**********************************************************************\n
"); 
} 
  
 
double *zerosMatrix(int N,int M){ 
 double *A; 
 A=(double *) malloc(N*M*sizeof(double)); 
 if (A==NULL) exit(1) ; 
 int i; 
 int j; 
 for ( i=0;i<N;i++){ 
  for ( j=0;j<M;j++){ 
   A[i*M+j]=0.0; 
  } 
 } 
 return A; 
} 
double *onesMatrix(int N,int M){ 
        double *A; 
        A=(double *) malloc(N*M*sizeof(double)); 
        if (A==NULL) exit(1) ; 
 int i; 
 int j; 
        for ( i=0;i<N;i++){ 
                for ( j=0;j<M;j++){ 
                        A[i*M+j]=1.0; 
                } 
        } 
        return A; 
} 
double *identMatrix(int N,int M){ 
        double *A; 
        A=(double *) malloc(N*M*sizeof(double)); 
 int i,j; 
        if (A==NULL) exit(1) ; 
 if (N==M) { 
 
        for ( i=0;i<N;i++){ 
                for ( j=0;j<M;j++){ 
   if (i==j){ 
                         A[i*M+j]=1.0; 
   } 
   else{ 
    A[i*M+j]=0.0; 
   } 
                } 
        } 
 } 
 else{ 
  printf("Identity matrix not generated\n"); 
   exit(1); 
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 } 
        return A; 
} 
 
void dotMatVec(double *A,int N,int M, double *x,double *b){ 
 int i; 
 int j; 
//#pragma omp parallel 
//{ 
//#pragma omp parallel for 
 for ( i=0;i<N;i++){ 
  *(b+i)=0.0; 
  for (j=0;j<M;j++){ 
   b[i]+=A[i*M+j]*x[j]; 
  } 
 } 
//} 
} 
void cpyVec(double *x,double *y,int N){ 
 int i; 
//#pragma omp parallel for 
 for ( i=0;i<N;i++){ 
  *(y+i)=*(x+i); 
 } 
} 
double *zerosVec(int N){ 
 double *x; 
 int i; 
 x=(double *)malloc(N*sizeof(double)); 
 if (x==NULL){ printf("zeros vector could not created mem error\n");  exit(1); } 
 for ( i=0;i<N;i++){ 
  x[i]=0.0; 
 } 
 return x; 
} 
double *onesVec(int N){ 
 double *x; 
 x=(double *)malloc(N*sizeof(N)); 
 int i; 
 if (x==NULL){ printf("zeros vector could not created mem error\n");  exit(1); } 
 for ( i=0;i<N;i++){ 
  x[i]=1.0; 
 } 
 return x; 
} 
double *sum2vec(double *x,double *y,double *z,int N){ 
 int i; 
 for ( i=0;i<N;i++){ 
  z[i]=x[i]+y[i]; 
 } 
 return z; 
}   
   
     
Edm.c 
void coffMatrix_edm(double *A,int N,int M,double alpha,double beta){ 
 for (int i=1;i<N;i++){ 
  for (int j=0;j<M;j++){ 
   if (i-1==j){ 
    A[i*M+j]=(alpha-beta); 
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   } 
   else if (i==j){ 
    A[i*M+j]=(1.0+beta-2.0*alpha); 
   } 
   else if (i+1==j){ 
    A[i*M+j]=alpha; 
   } 
   else { 
    A[i*M+j]=0.0; 
   } 
  } 
 } 
 A[0]=1.0; 
} 
void coffVec_edm(double *x,int N,double C0){ 
 x[0]=C0; 
} 
Edmsolver.c 
#include "linalg.h" 
#include "edm.h" 
#include "colspec.h" 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
int edmsolver_exp(char *fname,col_prop cp,run_cond rc){ 
 FILE *fp; 
 double phi; 
 double *A; 
 double *x; 
 double *b; 
 double alpha,beta;  
 double Area; 
 const double pi=3.141592653589793; 
        double u; 
        double injtime=0.0; 
 int N,M; 
 N=(int) cp.L/rc.delta_z; 
 M=(int) rc.runtime/rc.delta_t; 
 
 A=zerosMatrix(N,N); 
 b=zerosVec(N); 
 x=zerosVec(N); 
        Area=cp.ID*cp.ID*pi*0.25; 
        u=rc.Q/(cp.epsilon*Area); 
 
 phi=(1-cp.epsilon)/cp.epsilon; 
 printf("Retention factor phi*K = %f \n",phi*cp.K); 
 alpha=((cp.Dapp*rc.delta_t)/(1.0+phi*cp.K))*(1.0/(rc.delta_z*rc.delta_z)); 
 beta=((-1.0*u*rc.delta_t)/(1.0+phi*cp.K))*(1.0/rc.delta_z); 
 
 printf("beta = %f \t alpha = %f \n",beta,alpha); 
 coffMatrix_edm(A,N,N,alpha,beta); 
 coffVec_edm(x,N,rc.ic/rc.delta_t); 
  
 fp=fopen(fname,"w"); 
 fprintf(fp,"delta_z = %f ,delta_t = %f , column length = %f , runtime = %f , porosity = %f , 
Keq= %f ,Dapp = %f  \n",rc.delta_z,rc.delta_t,cp.L,rc.runtime,cp.epsilon,cp.K,cp.Dapp); 
 double temptime=0.0; 
 injtime=rc.Vinj/(rc.Q); 
 for (int i=0;i<M;i++){ 
  if (temptime<=injtime){ 
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   dotMatVec(A,N,N,x,b); 
   cpyVec(b,x,N); 
  } 
  else{ 
   coffVec_edm(x,N,0.0); 
   dotMatVec(A,N,N,x,b); 
   cpyVec(b,x,N); 
  } 
  temptime+=rc.delta_t; 
  fprintf(fp,"%f\t%f\n",temptime,b[N-1]); 
 } 
 fclose(fp); 
 free(A); 
 free(b); 
 free(x); 
 
 return 0; 
} 
idm.h 
#ifndef _IDM_H 
#define _IDM_H 
void coffMatrix_idm(double *A,int N,int M,double alpha); 
void coffVec_idm(double *x,int N,double C0); 
#endif 
Colspec.h 
#ifndef _COLSPEC_H 
#define _COLSPEC_H 
typedef struct col_prop { 
 double Dapp; 
 double L; 
 double epsilon; 
 double K; 
 double ID; // milimeter 
} col_prop; 
 
typedef struct run_cond{ 
 double delta_t; 
 double delta_z; 
 double runtime; 
 double Vinj; // microLiter 
 double Q; //flow rate 
 double ic; 
} run_cond; 
int idmsolver_exp(char *fname,col_prop cp,run_cond rc); 
int edmsolver_exp(char *fname,col_prop cp,run_cond rc); 
#endif 
Linalg.h 
#ifndef _LINALG_H 
#define _LINALG_H 
void printMatrix(double *A,int N,int M); 
double *zerosMatrix(int N,int M); 
double *onesMatrix(int N,int M); 
double *identMatrix(int N,int M); 
void dotMatVec(double *A,int N,int M,double *x,double *b); 
void cpyVec(double *x,double *y,int N); 
double *zerosVec(int N); 
double *onesVec(int N); 
double *sum2vec(double *x,double *y,double *z,int N); 
#endif 
Modifiye Denge Dağılım Modeli C Kodu 
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Main.C 
#include <stdio.h> 
#include <time.h> 
#include "specs.h" 
 
 
void infoP(FILE *f,particles Pl,column Cl,analyte Al,runConditions rc); 
int main(void){ 
 particles Pl; 
 column Cl; 
 analyte Al; 
 runConditions rc; 
 
 Pl.Dia=5.0e-3; 
 Pl.eps=0.75; 
 Pl.ssA=120.0e6; 
 Pl.rho=0.00265; 
 Pl.kf=1.5e-7*0.5*10; 
  
 Cl.L=100; 
 Cl.ID=2.1; 
 Cl.porosity=0.75; 
 
 Al.Dapp=0.01; 
 Al.Keq=122.76729559748428; 
 Al.IC=10.0e-2; 
 
 rc.delta_t=0.5; 
 rc.delta_z=0.35; 
 rc.runtime=600; 
 rc.Vinj=5/60; 
 rc.Q_dot=220.0/60; 
 
 char fn[]="test2.dat"; 
 FILE *fp; 
 fp=fopen(fn,"w+"); 
 infoP(fp,Pl,Cl,Al,rc); 
 solver(fp,Pl,Cl,Al,rc); 
 
 return 0; 
} 
void infoP(FILE *f,particles Pl,column Cl,analyte Al,runConditions rc){ 
 time_t t; 
 time(&t); 
 fprintf(f,"%% *************************** ChrmxSim 
******************************* %% \n"); 
 fprintf(f,"%% @@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ Develeoped by Erhan Senlik 
@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ %% \n"); 
 fprintf(f,"%% %s \n",ctime(&t)); 
 fprintf(f,"%% 
******************************************************************** %% \n"); 
 fprintf(f,"%% ======================== Particle Properties 
======================= %% \n"); 
 fprintf(f,"%% Particle Diameter: %f mm \n",Pl.Dia); 
 fprintf(f,"%% Particle Porosity: %f \n",Pl.eps); 
 fprintf(f,"%% Particle Specific Surface Area: %f  mm^2/g \n",Pl.ssA); 
 fprintf(f,"%% Particle Density: %f g/mm^3 \n",Pl.rho); 
 fprintf(f,"%% Particle Film Transfer Coeff. :  %f mm \n",Pl.kf); 
 fprintf(f,"%% 
******************************************************************** %% \n"); 
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 fprintf(f,"%% ======================= Column Properties 
========================== %% \n"); 
 fprintf(f,"%% Column Length: %f mm \n",Cl.L); 
 fprintf(f,"%% Column Internal Diameter: %f mm \n",Cl.ID); 
 fprintf(f,"%% Column Porosity: %f \n",Cl.porosity); 
 fprintf(f,"%% 
******************************************************************** %% \n"); 
 fprintf(f,"%% ======================= Analyte Properties 
========================= %% \n"); 
 fprintf(f,"%% Analyte Diffusion Coef. : %f mm^2/s \n",Al.Dapp); 
 fprintf(f,"%% Analyte Langmuir Conct. : %f \n",Al.Keq); 
 fprintf(f,"%% Analyte Initial Conct. : %f (mg/ug/mol/)/mm^3 \n",Al.IC); 
 fprintf(f,"%% 
******************************************************************** %% \n"); 
 fprintf(f,"%% ======================= Run Conditions 
============================= %% \n"); 
 fprintf(f,"%% Time step : %f \n",rc.delta_t); 
 fprintf(f,"%% Space step: %f \n",rc.delta_z); 
 fprintf(f,"%% Run Time: %f s \n",rc.runtime); 
 fprintf(f,"%% Injection Volume: %f uL \n",rc.Vinj); 
 fprintf(f,"%% Flow rate: %f uL/s \n",rc.Q_dot);  
 fprintf(f,"%% 
******************************************************************** %% \n"); 
} 
 
Solver.C 
#include "specs.h" 
#include "linalg.h" 
#include "edm.h" 
#include <stdlib.h> 
#include <stdio.h> 
 
int solver(FILE *fp,particles Pl,column Cl,analyte Al,runConditions rc){ 
 double *A; 
 double *x; 
 double *b; 
 double alpha,beta; 
 const double pi=3.141592653589793; 
 double phi; 
 double u; 
 double injtime=0.0; 
 double Area=0.0; 
 double Deff; 
 int N,M; 
  
 N=(int) Cl.L/rc.delta_z; 
 M=(int) rc.runtime/rc.delta_t; 
  
 A=zerosMatrix(N,N); 
 x=zerosVec(N); 
 b=zerosVec(N); 
  
 Area=Cl.ID*Cl.ID*pi*0.25; 
 u=rc.Q_dot/(Cl.porosity*Area); 
 Deff=(u/2.0)*(1.5*Pl.Dia+Al.Dapp/u+(1.0/(6.0*Al.Dapp))*(Pl.Dia*Pl.Dia*u));  
 printf("Linear velocity = %f \n",u); 
 phi=((1.0-Cl.porosity)/Cl.porosity)*Pl.ssA*Pl.rho*(1.0-Pl.eps)*Pl.kf; 
 printf("phi = %f \n",phi); 
 printf("phi*Keq = %f \n",phi*Al.Keq); 
 alpha=((Deff*rc.delta_t)/(1.0+phi*Al.Keq))*(1.0/(rc.delta_z*rc.delta_z)); 
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 beta=((-1.0*u*rc.delta_t)/(1.0+phi*Al.Keq))*(1.0/rc.delta_z); 
 printf("beta = %f \t alpha = %f \n",beta,alpha); 
 coffMatrix_edm(A,N,N,alpha,beta); 
 coffVec_edm(x,N,Al.IC/rc.delta_t); 
  
 double temptime=0.0; 
 injtime=rc.Vinj/(rc.Q_dot); 
 fprintf(fp,"Time:\tConcentration \n"); 
 for (int i=0;i<M;i++){ 
  if (temptime<=injtime){ 
   dotMatVec(A,N,N,x,b); 
   cpyVec(b,x,N); 
  } 
  else{ 
   coffVec_edm(x,N,0.0); 
   dotMatVec(A,N,N,x,b); 
   cpyVec(b,x,N); 
  } 
  //printMatrix(b,N,1); 
//  for(int nn=0;nn<N;nn++){ 
   fprintf(fp,"%f\t%f\n",temptime,b[N-1]); 
//  } 
  temptime+=rc.delta_t; 
 } 
 fclose(fp); 
 free(A); 
 free(b); 
 free(x); 
 
 return 0; 
} 
 
Specs.h 
#include <stdio.h> 
#ifndef _SPECS_H 
#define _SPECS_H 
 
typedef struct particles{ 
 double Dia; 
 double eps; 
 double ssA; 
 double rho; 
 double kf; 
}particles; 
typedef struct column{ 
 double L; 
 double ID; 
 double porosity; 
}column; 
typedef struct analyte{ 
 double Dapp; 
 double Keq; 
 double IC; 
}analyte; 
typedef struct runConditions{ 
 double delta_t; 
 double delta_z; 
 double runtime; 
 double Vinj; 
 double Q_dot; 
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}runConditions; 
int solver(FILE *fp,particles Pl,column Cl,analyte Al,runConditions rc); 
#endif 
Doğrusal Olmayan Modifiye Denge Dağılım Modeli C Kodu 
Main.c 
#include <stdio.h> 
#include <time.h> 
#include "specs.h" 
 
 
void infoP(FILE *f,particles Pl,column Cl,analyte Al,runConditions rc); 
int main(void){ 
 particles Pl; 
 column Cl; 
 analyte Al; 
 runConditions rc; 
 
 Pl.Dia=5.0e-3; 
 Pl.eps=0.1; 
 Pl.ssA=200.0e6; 
 Pl.rho=0.00265; 
 Pl.kf=1.5e-7*0.5*10; 
 Pl.qmax=0.1; 
  
 Cl.L=300; 
 Cl.ID=2.1; 
 Cl.porosity=0.5; 
// a 50 b 75 
 Al.Dapp=0.01; 
 Al.Keq=50.0; 
 Al.IC=1.0; 
 
 rc.delta_t=1.0; 
 rc.delta_z=2.0; 
 rc.runtime=600.0; 
 rc.Vinj=1.0/60.0; 
 rc.Q_dot=200.0/60.0; 
 
 char fn[]="test_nonlinear.dat"; 
 FILE *fp; 
 fp=fopen(fn,"wb+"); 
 infoP(fp,Pl,Cl,Al,rc); 
 solverNL(fp,Pl,Cl,Al,rc); 
 
 return 0; 
} 
void infoP(FILE *f,particles Pl,column Cl,analyte Al,runConditions rc){ 
 time_t t; 
 time(&t); 
 fprintf(f,"%% *************************** ChrmxSim 
******************************* %% \n"); 
 fprintf(f,"%% @@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ Develeoped by Erhan Senlik 
@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ %% \n"); 
 fprintf(f,"%% %s \n",ctime(&t)); 
 fprintf(f,"%% 
******************************************************************** %% \n"); 
 fprintf(f,"%% ======================== Particle Properties 
======================= %% \n"); 
 fprintf(f,"%% Particle Diameter: %f mm \n",Pl.Dia); 
 fprintf(f,"%% Particle Porosity: %f \n",Pl.eps); 
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 fprintf(f,"%% Particle Specific Surface Area: %f  mm^2/g \n",Pl.ssA); 
 fprintf(f,"%% Particle Density: %f g/mm^3 \n",Pl.rho); 
 fprintf(f,"%% Particle Film Transfer Coeff. :  %f mm \n",Pl.kf); 
 fprintf(f,"%% 
******************************************************************** %% \n"); 
 fprintf(f,"%% ======================= Column Properties 
========================== %% \n"); 
 fprintf(f,"%% Column Length: %f mm \n",Cl.L); 
 fprintf(f,"%% Column Internal Diameter: %f mm \n",Cl.ID); 
 fprintf(f,"%% Column Porosity: %f \n",Cl.porosity); 
 fprintf(f,"%% 
******************************************************************** %% \n"); 
 fprintf(f,"%% ======================= Analyte Properties 
========================= %% \n"); 
 fprintf(f,"%% Analyte Diffusion Coef. : %f mm^2/s \n",Al.Dapp); 
 fprintf(f,"%% Analyte Langmuir Conct. : %f \n",Al.Keq); 
 fprintf(f,"%% Analyte Initial Conct. : %f (mg/ug/mol/)/mm^3 \n",Al.IC); 
 fprintf(f,"%% 
******************************************************************** %% \n"); 
 fprintf(f,"%% ======================= Run Conditions 
============================= %% \n"); 
 fprintf(f,"%% Time step : %f \n",rc.delta_t); 
 fprintf(f,"%% Space step: %f \n",rc.delta_z); 
 fprintf(f,"%% Run Time: %f s \n",rc.runtime); 
 fprintf(f,"%% Injection Volume: %f uL \n",rc.Vinj); 
 fprintf(f,"%% Flow rate: %f uL/s \n",rc.Q_dot);  
 fprintf(f,"%% 
******************************************************************** %% \n"); 
} 
 
SolverNL.c 
#include "specs.h" 
#include "linalg.h" 
#include <stdlib.h> 
#include <stdio.h> 
#include "edm.h" 
 
int solverNL(FILE *fp,particles Pl,column Cl,analyte Al,runConditions rc){ 
 double *x; 
 double *b; 
 double beta; 
 const double pi=3.141592653589793; 
 double phi; 
 double u; 
 double injtime=0.0; 
 double Area=0.0; 
 double Deff; 
 double w; 
 double psi,fi; 
 int N,M; 
  
 N=(int) Cl.L/rc.delta_z; 
 M=(int) rc.runtime/rc.delta_t; 
  
 x=zerosVec(N); 
 b=zerosVec(N); 
 Area=Cl.ID*Cl.ID*pi*0.25; 
 u=rc.Q_dot/(Cl.porosity*Area); 
 Deff=(u/2.0)*(1.5*Pl.Dia+Al.Dapp/u+(1.0/(6.0*Al.Dapp))*(Pl.Dia*Pl.Dia*u));  
 printf("Linear velocity = %f \n",u); 
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 phi=((1.0-Cl.porosity)/Cl.porosity)*Pl.ssA*Pl.rho*(1.0-Pl.eps)*Pl.kf; 
 w=phi*Al.Keq*Pl.qmax; 
 printf("phi = %f \n",phi); 
 printf("phi*Keq*qmax = %f \n",phi*Al.Keq*Pl.qmax); 
 psi=Deff/(rc.delta_z*rc.delta_z); 
 fi=-1.0*(u/rc.delta_z); 
 double temptime=0.0; 
 injtime=rc.Vinj/(rc.Q_dot); 
 fprintf(fp,"Time:\tConcentration \n"); 
 coffVec_edm(x,N,Al.IC); 
 printf("start loops"); 
 printf("injection time = %f \n",injtime); 
 for (int i=0;i<M;i++){ 
  for (int j=1;j<N;j++){ 
   if (temptime<=injtime){ 
    coffVec_edm(x,N,Al.IC); 
   
 beta=((1.0+Al.Keq*(x[j]))*(1.0+Al.Keq*(x[j]))+w)/((1.0+Al.Keq*(x[j]))*(1.0+Al.Keq*(x[j]))); 
    *(b+j)=(rc.delta_t*psi/beta)*(x[j+1]) + ((1.0+((fi*rc.delta_t)/beta))-
((2.0*rc.delta_t*psi)/beta))*(x[j])+((rc.delta_t*psi/beta)-(fi*rc.delta_t/beta))*(x[j-1]); 
   } 
   else{ 
    coffVec_edm(x,N,0.0); 
    //printf("mem check ok %d %d \n",i,j); 
   
 beta=((1.0+Al.Keq*(x[j]))*(1.0+Al.Keq*(x[j]))+w)/((1.0+Al.Keq*(x[j]))*(1.0+Al.Keq*(x[j]))); 
                                *(b+j)=(rc.delta_t*psi/beta)*(x[j+1]) + ((1.0+((fi*rc.delta_t)/beta))-
((2.0*rc.delta_t*psi)/beta))*(x[j])+((rc.delta_t*psi/beta)-(fi*rc.delta_t/beta))*(x[j-1]); 
   } 
  } 
  int kk=0; 
  for (kk=0;kk<N;kk++){ 
 //  printf("b[%d]= %f \n",kk,b[kk]); 
   //printf("copy mem check %d \n",kk); 
   *(x+kk)=*(b+kk); 
   //x[kk]=b[kk]; 
  } 
 // printf("***************************\n"); 
  fprintf(fp,"%f\t%f\n",temptime,b[N-1]); 
  temptime+=rc.delta_t; 
 } 
 fclose(fp); 
 free(x); 
 
 return 0; 
} 
 
 
 
 
 
Rastgele Yürüme Modeli C Kodu 
Main.C 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
#include "reduce.h" 
#include "vector.h" 
#include <time.h> 
#include "specs.h" 
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void infoP(FILE *f,particles Pl,column Cl,analyte Al,runConditions rc); 
int main(void){ 
        particles Pl; 
        column Cl; 
        analyte Al; 
        runConditions rc; 
 
        Pl.Dia=2.6e-3; 
        Pl.eps=0.1; 
        Pl.ssA=200.0e6; 
        Pl.rho=0.00265; 
        Pl.kf=1.5e-7*0.5*10; 
        Pl.qmax=1.5; 
 
        Cl.L=200; 
        Cl.ID=2.1; 
        Cl.porosity=0.5; 
         
     Al.Dapp=0.01; 
        Al.Keq=50.0; 
        Al.IC=1.0; 
 
        rc.delta_t=0.5; 
        rc.delta_z=2.0; 
        rc.runtime=600.0; 
        rc.Vinj=2.0; 
        rc.Q_dot=600.0/60.0; 
  
 char fn[]="accucore.dat"; 
        FILE *fp; 
        fp=fopen(fn,"wb+"); 
        infoP(fp,Pl,Cl,Al,rc); 
        solverMC(fp,Pl,Cl,Al,rc); 
 
 return 0; 
} 
void infoP(FILE *f,particles Pl,column Cl,analyte Al,runConditions rc){ 
 time_t t; 
 time(&t); 
 fprintf(f,"%% *************************** ChrmxSim 
******************************* %% \n"); 
 fprintf(f,"%% @@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ Develeoped by Erhan Senlik 
@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ %% \n"); 
 fprintf(f,"%% %s \n",ctime(&t)); 
 fprintf(f,"%% 
******************************************************************** %% \n"); 
 fprintf(f,"%% ======================== Particle Properties 
======================= %% \n"); 
 fprintf(f,"%% Particle Diameter: %f mm \n",Pl.Dia); 
 fprintf(f,"%% Particle Porosity: %f \n",Pl.eps); 
 fprintf(f,"%% Particle Specific Surface Area: %f  mm^2/g \n",Pl.ssA); 
 fprintf(f,"%% Particle Density: %f g/mm^3 \n",Pl.rho); 
 fprintf(f,"%% Particle Film Transfer Coeff. :  %f mm \n",Pl.kf); 
 fprintf(f,"%% 
******************************************************************** %% \n"); 
 fprintf(f,"%% ======================= Column Properties 
========================== %% \n"); 
 fprintf(f,"%% Column Length: %f mm \n",Cl.L); 
 fprintf(f,"%% Column Internal Diameter: %f mm \n",Cl.ID); 
 fprintf(f,"%% Column Porosity: %f \n",Cl.porosity); 
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 fprintf(f,"%% 
******************************************************************** %% \n"); 
 fprintf(f,"%% ======================= Analyte Properties 
========================= %% \n"); 
 fprintf(f,"%% Analyte Diffusion Coef. : %f mm^2/s \n",Al.Dapp); 
 fprintf(f,"%% Analyte Langmuir Conct. : %f \n",Al.Keq); 
 fprintf(f,"%% Analyte Initial Conct. : %f (mg/ug/mol/)/mm^3 \n",Al.IC); 
 fprintf(f,"%% 
******************************************************************** %% \n"); 
 fprintf(f,"%% ======================= Run Conditions 
============================= %% \n"); 
 fprintf(f,"%% Time step : %f \n",rc.delta_t); 
 fprintf(f,"%% Space step: %f \n",rc.delta_z); 
 fprintf(f,"%% Run Time: %f s \n",rc.runtime); 
 fprintf(f,"%% Injection Volume: %f uL \n",rc.Vinj); 
 fprintf(f,"%% Flow rate: %f uL/s \n",rc.Q_dot);  
 fprintf(f,"%% 
******************************************************************** %% \n"); 
} 
 
Reduce.c 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
#include "vector.h" 
#include "reduce.h" 
int reduce(double *x,int N){ 
 FILE *fp; 
 double *tx; 
 double *y; 
 int *fq; 
 int *c; 
 int occ; 
 fp=fopen("mc2.dat","w+"); 
 tx=vecD(N); 
 copyV(tx,x,N);  
// printArrD(tx,N); 
 c=counter(tx,N); 
 occ=occuArr(c,N);  
// printArrI(c,N); 
 
 fq=listOcc(c,N,occ); 
 y=listEvt(x,c,N,occ); 
// printArrD(y,occ); 
 for (int i=0;i<occ;i++){ 
  fprintf(fp,"%f \t %d \n",y[i],fq[i]); 
 } 
 fclose(fp); 
 return 0; 
} 
int occuArr(int *D,int N){ 
 int nZ; 
 nZ=0; 
//#pragma omp parallel for 
 for (int i=0;i<N;i++){ 
  if (D[i] != 0){ 
   nZ++; 
  } 
 } 
// printf("%d elements\n",nZ); 
 return nZ; 
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} 
double *listEvt(double *x,int *c,int N,int occ){ 
 double *y; 
 y=(double *)malloc(sizeof(double)*occ); 
 int j=0; 
 if (y==NULL) exit(1); 
//#pragma omp parallel for 
 for (int i=0;i<N;i++){ 
  if (c[i] != 0){ 
   y[j]=x[i]; 
   j++; 
  } 
 } 
 return y; 
} 
int *listOcc(int *c,int N,int occ){ 
 int *fq; 
 fq=(int *)malloc(sizeof(int)*occ); 
 int j=0; 
 if (fq==NULL) exit(1); 
//#pragma omp parallel for 
 for (int i=0;i<N;i++){ 
  if (c[i] != 0){ 
   fq[j]=c[i]; 
   j++; 
  } 
 } 
 return fq; 
}  
SolverMC.c 
#include "specs.h" 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
#include "reduce.h" 
#include "vector.h" 
#include <time.h> 
#include <math.h> 
 
 
int solverMC(FILE *fp,particles Pl,column Cl,analyte Al,runConditions rc){ 
    double *x; 
    int N; 
    double ttime; 
    double pos; 
    double r; 
    double deltatm=0.0; 
    double deltats=0.0; 
 
    int Cm=0; 
    int Cs=0; 
    int Ct=100; 
 
    double L=Cl.L; 
    N=50000; 
    x=vecD(N); 
  
 double alpha,beta; 
 const double pi=3.141592653589793; 
 double phi; 
 double u; 
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 double injtime=0.0; 
 double Area=0.0; 
 double Deff; 
 
 Area=Cl.ID*Cl.ID*pi*0.25; 
 u=rc.Q_dot/(Cl.porosity*Area); 
 Deff=(u/2.0)*(1.5*Pl.Dia+Al.Dapp/u+(1.0/(6.0*Al.Dapp))*(Pl.Dia*Pl.Dia*u));  
 printf("Linear velocity = %f \n",u); 
 phi=((1.0-Cl.porosity)/Cl.porosity)*Pl.ssA*Pl.rho*(1.0-Pl.eps)*Pl.kf; 
 printf("phi = %f \n",phi); 
 printf("phi*Keq = %f \n",phi*Al.Keq); 
 alpha=((Deff*rc.delta_t)/(1.0+phi*Al.Keq))*(1.0/(rc.delta_z*rc.delta_z)); 
 beta=((-1.0*u*rc.delta_t)/(1.0+phi*Al.Keq))*(1.0/rc.delta_z); 
 printf("beta = %f \t alpha = %f \n",beta,alpha); 
 
    srand(time(0)); 
    for (int i=0;i<N;i++){ 
        ttime=0.0; 
        pos=0.0; 
        while(1){ 
            r=(double)rand()/(double)RAND_MAX; 
            //Cs=(int)(Ct*r); 
            //Cm=Ct-Cs; 
            //r=(double)rand()/(double)RAND_MAX; 
            if (r>=0.5){ 
                r=(double)rand()/(double)RAND_MAX; 
                deltats=(-1.0/(phi*Al.Keq))*log(r); 
            } 
            else { 
                r=(double)rand()/(double)RAND_MAX; 
                deltatm=(-1.0/(phi*Al.Keq))*log(r); 
                pos+=u*deltatm; 
            } 
            ttime+=deltats+deltatm; 
            if (pos>=L){ 
                break; 
            } 
            if (pos<=0.0){ 
                pos=0.0; 
            } 
 } 
        printf("total time for molecule :%f \n",ttime ); 
        x[i] = roundf(ttime*10)/10; 
        //x[i] = (int)ttime; 
    } 
    reduce(x,N); 
    free(x); 
} 
Vector.c 
#include <stdlib.h> 
#include <stdio.h> 
 
int *vecI(int N){ 
 int *I; 
 I = (int *)malloc(sizeof(int)*N); 
 if (I==NULL){ 
  printf("Error allocating\n"); 
  exit(1);  
 } 
 for (int i=0;i<N;i++){ 
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  *(I+i)=0; 
 } 
 return I; 
} 
void copyV(double *x,double *y,int N){ 
 for (int i=0;i<N;i++){ 
  x[i]=y[i]; 
 } 
} 
 
double *vecD(int N){ 
 double *I; 
 I = (double *) malloc(sizeof(double)*N); 
 if ( I == NULL){ 
  printf("Error allocating \n"); 
  exit(1); 
 } 
 for (int i=0;i<N;i++){ 
  *(I+i)=0.0; 
 } 
 return I; 
} 
int *counter(double *A,int N){ 
 int cnt; 
 double tmp; 
 int *D; 
 D=vecI(N); 
 for (int i=0;i<N;i++){ 
  tmp=A[i]; 
  cnt=0; 
  for (int j=0;j<N;j++){ 
   if ((tmp==A[j]) & (tmp !=-1.0)) { 
    cnt++; 
    A[j]=-1.0; 
   } 
  } 
  D[i]=cnt;  
 } 
 return D;  
} 
 
void printArrD(double *A,int N){ 
 for (int i=0;i<N;i++){ 
  printf("%f \n",A[i]); 
 } 
} 
void printArrI(int *A,int N){ 
        for (int i=0;i<N;i++){ 
                printf("%d \n",A[i]); 
        } 
} 
 
   
Reduce.h 
#ifndef _H_REDUCE_H 
#define _H_REDUCE_H 
int occuArr(int *D,int N); 
int *listOcc(int *c,int N,int occ); 
double *listEvt(double *x,int *c,int N,int occ); 
int reduce(double *x,int N); 
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#endif 
Vector.h 
#ifndef _H_VECTOR_H 
#define _H_VECTOR_H 
int *vecI(int N); 
double *vecD(int N); 
void printArrD(double *A,int N); 
void printArrI(int *A,int N); 
int *counter(double *A,int N); 
void copyV(double *x,double *y,int N); 
#endif 
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