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OZET

BAZI SECME OZELLIKLERININ ZAYIF VE GORECELI
FORMLARI

Ali Emre EYSEN

Doktora, Matematik Bolimii
Tez Danigsmani: Prof. Dr. Selma OZQAG

Haziran 2019, 68 sayfa

Bu tezin amaci, bazi klasik se¢gme 0Ozelliklerinin zayif formlarini ikili topolojik uzay-
larda tanitmak, aralarindaki iligkileri incelemek ve bu ozellikleri topolojik oyunlarla
karakterize etmektir. Bu tez bes boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde tezin ko-

nusu hakkinda bilgiler verilmigtir.

Ikinci boliimde klasik secme prensipleri, ikili topolojik uzaylar ve topolojik oyunlarla

ilgili tezde kullanilacak temel bilgiler verilmistir.

Uciineii boliimde, ikili topolojik uzaylarda Menger 6zelliginin zayif formlarn tanimlan-
mig bu ozelliklerin birbirleriyle ve klasik secme prensipleriyle olan iligkileri incelenmis
ayrica bazi topolojik ozellikleri ele alinmigtir. Bu boliimde son olarak, bir klasik se¢me

prensibi olan Hurewicz ozelligi ikili topolojik uzaylarda tanimlanmigtir.

Dordiinct boliim, ikili topolojik uzaylarda Alster 6zelliginin zayif formlaria ayrilmigtir.
Bu baglamda ikili topolojik uzaylarda hemen hemen Alster ve zayif Alster ozellikleri
tanitilmig ve bu ozellikler segme prensipleriyle karakterize edilmistir. Ayrica hemen
hemen Alster ikili topolojik uzaylarin ¢arpimsal hemen hemen Lindelof oldugu goste-

rilmigtir.



Son boliim ise zayif segme prensiplerinin oyun teorisine olan uygulamalarini konu alir.
Bu boliimde ikili topolojik uzaylarda hemen hemen Menger ve hemen hemen Als-
ter ozelliklerine paralel olan topolojik oyunlar tanimlanmig ve oyunlarla bu ozellikler

arasindaki iligkiler incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Ikili topolojik uzaylar, Se¢me prensipleri, Menger, Alster,

Carpimsal Lindelof, Topolojik oyunlar.
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ABSTRACT

WEAK AND RELATIVE FORMS OF SOME SELECTION
PROPERTIES

Ali Emre EYSEN

Doctor of Philosophy, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Selma GZQAC}

June 2019, 68 pages

The aim of this thesis is to introduce the weak forms of some classical selection proper-
ties in bitopological spaces, investigate the relationships between them and characterize
these properties with topological games. This thesis consists of five chapters. In the first

chapter, information about the topic of the thesis is given.

In the second chapter, basic information about classical selection principles, topological

games and bitopological spaces to be used in the thesis is given.

In the third chapter, weak Menger properties are defined in the bitopological spaces, the
relationships of these properties with one another and the classical selection principles
are studied, and also some topological properties of them are discussed. Finally, in this

chapter, Hurewicz property, which is a classical selection principle, is defined.

The fourth chapter is devoted to the weak forms of Alster property in bitopological
spaces. In this context, almost Alster and weakly Alster properties are introduced and
these properties are characterized with selection principles. In addition, it is shown

that the almost Alster bitopological spaces are productively Lindelof.

The final chapter is about the applications of the weak selection principles to the game

theory. In this chapter, the games parallel to the almost Menger and almost Alster
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properties in bitopological spaces are defined and relationships between games and

these properties are examined.

Keywords: Bitopological Space, Selection principles, Menger, Alster, Productively
Lindelof, Topological games.
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Int.,(A)
O, (A)
I 1G
I+G

SIMGELER VE KISALTMALAR

X’in kuvvet kiimesi

X’in agik oOrtiilerinin sinifi

X’in w-ortiilerinin sinifi

X’in vy-ortilerinin simifi

i,je{l,2} vei#j

P ozelliginin 7; topolojisine gore 7; topolojisi icin gegerli olmasi
(1,2)-P ve (2,1)-P

P topolojik 6zelliginin 7; topolojisi igin gecerli olmasi
1-P ve 2-P

A kiimesinin 7; topolojisine gore ici

A kiimesinin 7; topolojisine kapanis

I. oyuncunun G oyununda kazanma stratejisi vardir
[. oyuncu’nun G oyununda kazanma stratejisi yoktur

Kanitin bittigini belirten simge
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1 GiRis
Bu tez caligmasinin amaci, bir X kiimesi iizerinde tanimh keyfi iki 7y ve 75 topoloji-
lerinden olusan ve (X ,T1, 7'2) bi¢iminde gosterilen ikili topolojik uzaylarda bazi se¢me
ozelliklerinin zayif formlarini tanitmak, bu kavramlar arasindaki iligkileri incelemek ve

Menger ile Alster ozelliklerinin zayif formlarimi topolojik oyunlarla karakterize etmeye

caligmaktir.

Cantor, 1874 yilinda yayinladigi kiimeler kuraminin basglangici sayilan makalesinde
gercel sayilar kiimesinin sayilamaz oldugunu ispatlamigtir. Se¢me prensipleri teorisi-
nin temeli, Cantor'un bu ispatta kullandigi kosegenlestirme yontemine dayanir. Bu

yontem, asagida verilen sekliyle matematikte yeni arastirmalar ortaya cikarmigtir.

“Aym tiirden olan A, matematik nesnelerinin bir (An n € N) dizisi
verildiginde, belirlenen bir kurala gore her A, nesnesiyle iligkili bir se¢im

yapilarak istenilen tiirde bir matematik nesnesinin elde edilmesi.”

Sonsuz kombinatorik topoloji veya matematikte se¢gme prensipleri olarak bilinen bu
teorinin geg¢misgi 1920’li yillarda Borel, Menger, Hurewicz, Rothberger ve Sierpinski’nin
yaptig1 caligmalara [6, 12, 27, 33, 40] dayansa da bu konudaki sistematiksel yap1 Sche-
epers’in [35] makalesi ile olugsmaya baglamigtir. Klasik se¢me prensiplerin ¢ikig motivas-
yonlar1 ve tarihsel stirecleri hakkinda bilgi edinmek icin 6n bilgiler boliimiine bakilabilir

ve [21, 38, 37| kaynaklar incelenebilir.

Secme prensipleri teorisinin kiime teorisi, genel topoloji, oyun teorisi, Ramsey teorisi,
fonksiyon uzaylari, diizgiin yapilar, topolojik gruplar, Karamata teorisi gibi mate-
matigin bircok alaniyla iliskisi bulunmaktadir. Ozellikle oyun teorisi ile yakin bir iligkisi
olup se¢me prensipleri ile tanimlanan bircok 6zellik oyunlar ile karakterize edilebilmek-

tedir. Topolojik oyunlar ile ilgili temel bilgiler i¢in [39] kaynag: incelenebilir.

Scheepers [35]'te A ve B, X kiimesinin alt kiimelerinden olugan ailelerin iki sinifi
olmak tizere Sy(A,B), Sfin(A, B) ve Uyin(A, B) ile gosterilen ii¢ klasik se¢gme pren-
sibi notasyonu vermistir. Menger [27], metrik uzaylar igin Menger taban ozelligini
tanimlamigtir. Hurewicz de 1925 yilinda bu 6zelligin, X topolojik uzayinin agik ortiileri-

nin siifi O ile gosterilmek {izere Scheepers’in notasyonuyla Sy, (O, O) se¢gme prensibine



denk oldugunu gostermistir. Rothberger 1938 yilinda, Rothberger 6zelligi olarak bili-
nen Ortii 6zelligini tamimlamig ve bu 6zelligin S1(O, O) segme prensibine denk oldugunu

gostermigtir.

Son yillarda klasik segme prensiplerinin zayif formlarinin arastirilmasina ilgi artmig ve

bu konuda birgok makale yayimlanmgtir [3, 4, 5, 17, 18, 42, 43, 44].

Klasik se¢me prensiplerinin genel ve zayif formlar1 temelde asagida verilen dort

yontemle yapilmaktadir.

1. Se¢me prensiplerinin ideal versiyonlari.
2. Yildiz1l se¢me prensipleri.
3. Kapanig operatorii kullanilarak elde edilen zayif versiyonlar.

4. Genellestirilmis agik kiimelerle elde edilen zayif versiyonlar.

Bu tez caligmasinda, yildizil se¢gme prensipleri ve se¢me prensiplerinin zayif versiyon-
larindan olan hemen hemen Menger (Rothberger, Hurewicz) ve zayif Menger ozellikleri
ikili topolojik uzaylarda ele alinacaktir. Diger taraftan zayif Alster ozellikleri se¢me

prensipleriyle ifade edilecektir.

Literatiire yeni katilacak olan bu kavramlar ve aralarindaki iligkiler ikili topolojik uzay-
larda incelenecegi icin ikili topolojik uzaylardan da bahsedilmesi gerekir. Ikili topoloijk
uzay kavrami 1963 yilinda Kelly tarafindan [13]'te tammlanmigtir. Uzerinde herhangi
iki topoloji tanimlanmig bir kiimeye ikili topolojik uzay denir. X bir kiime, 7, ve 75 bu
kiime tizerinde herhangi iki topoloji olmak tizere (X ) T1, 7'2) gosterimi bir ikili topolojik
uzay belirtir. Bu teorideki temel caligmalar Kelly tarafindan yapilsa da ikili topolojik
uzay kavrami ¢ok dar bir anlamda Baire uzaylarini karakterize etmek i¢in Motchane

tarafindan tammlanmigtir [28, 29].

Bes boliimden olusan bu tez caligmasinin ikinci boliimiinde tezde kullanilacak temel

bilgi ve kavramlar verilmigtir.

U(;iincii boliimde, ikili topolojik uzaylarda hemen hemen Menger (Rothberger) ve zayif
Menger orti ozellikleri tanimlanmig birbirleriyle ve klasik topolojideki Menger, hemen
hemen Menger, zayif Menger ozellikleri ile iligkileri ortaya konmustur. Ayrica yildizil
Menger ozelliginin zayif formlar1 tanitilmig ve hemen hemen Menger 6zelligi ile olan
iligkileri incelenmigtir. Son olarak bazi ortii 6zelliklerinin belirli kogullar saglayan fonk-

siyonlar altindaki goriintiileri incelenmigtir.
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Dordiincii boltimde, hemen hemen Alster ve zayif Alster ikili topolojik uzaylar: tanim-
lanmigtir. Bu uzaylarin bazi topolojik o6zellikleri incelenmigtir. Hemen hemen (zayif)
Alster ikili topolojik uzaylarin ¢arpimsal hemen hemen (zayif) Lindelof oldugu goste-

rilmigtir. Ayrica bu zayif Alster ozellikleri secme prensipleri ile karakterize edilmistir.

Besinci boliimde, ikili topolojik uzaylarda hemen hemen Menger ve hemen hemen Alster
oyunlar1 tanimlanmigtir. Hemen hemen Menger oyunu ile hemen hemen Menger 6zelligi
karakterize edilmigtir. Hemen hemen kompakt-Gs oyunu ile hemen hemen Alster oyu-
nunun dual oldugu gosterilmistir. Dual olan bu oyunlarda bir kosul saglandiginda ikili

topolojik uzayin hemen hemen Alster 6zelliginde oldugu gosterilmistir.



2 ON BILGILER

Bu béliimde, tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan bazi tanimlar, teoremler, 6ner-
meler ve gosterimler verilecektir. Ayrica segme prensipleri teorisi, ikili topolojik uzaylar

ve topolojik oyunlarla ilgili temel kavramlara deginilecektir.

2.1 Topolojik Uzaylar ve Secme Prensipleri

Se¢me prensipleri teorisinin temelini olugturan iki temel fikir ¢ok basit olup asagida

verilen iki sablonla izah edilebilir [24].

Sablon 1: Bir P topolojik ozelligini secici olarak P ile iligkilendirmek.

P: Her A i¢in ...saglayan bir B vardir.

Secici P: Her (An ‘n € N) dizisi icin . ..olan bir (Bn 'n e N) dizisi vardir.

Ornegin, P topolojik 6zelligi kompaktlik ise (X uzaymin her agik ortiisiiniin sonlu bir

V., W, nin sonlu bir alt ailesi olmak tizere; |J V,, X i¢in bir 6rtii olacak bigimde bir
neN

(Vn ‘n € N) dizisi vardir.
Sablon 2: A ve B matematik nesnelerinin iki sinifi ve 7 bir se¢gme yontemi olmak

tizere, A’dan B elde etmek i¢in 7 yontemini uygulamak.

Yukarida bahsedilen A ve B smiflari, genellikle topolojik uzaylarin cesitli ortiilerinin
siniflar1 olarak alinir. O halde topolojik uzaylarin baz ortiilerine ve ortii simiflarina

deginelim.

Tanim 2.1.1. X bir kiime ve A C X olsun. Eger bir U C P(X) ailesi igin

Ac U

saglaniyorsa bu U ailesine A alt kiimesinin bir ortisi denir. X bir topolojik uzay ve
U, X’in bir ortiisii olmak iizere, U'nun tiim elemanlar1 bu uzayda acik ise Uya X’in

bir a¢ik ortisi denir. X'in agik ortiilerinin siifi O ile gosterilir.
Tanim 2.1.2. X bir topolojik uzay, U da X’in bir acik ortiisii olsun.

a) X’in sonlu her alt kiimesi i¢in UW'nun bu kiimeyi kapsayan en az bir elemam varsa
Wya X’in bir w-ortisu denir. X'’in w-ortiilerinin smifi € ile gosterilir.
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b) U sonsuz elemanh olmak tizere, her x € X i¢in {U € U : x ¢ U} ailesi sonlu ise

Wya X'in bir y-ortustu denir. X’in y-ortiilerinin siifi I" ile gosterilir.

Tanim 2.1.3. U ve V, X kiimesinin iki ortiisii olsun. Eger her U € U icin U C V

olacak sekilde bir V' € 'V varsa U ortiistine V’'nin bir incesi denir.

Agagida, segme prensipleri teorisinin temelini olugturan 3 klasik se¢me Ozelligi ve-

rilmigtir.
Tanim 2.1.4. (X, T) bir topolojik uzay ve (un 'n € N) bu uzaymn agik ortiilerinin

herhangi bir dizisi olsun.

a) Her n € N i¢in V,,, U,’'nin sonlu bir alt ailesi olmak iizere bu uzay ic¢in |J V,
neN
biciminde bir ortii elde edilebiliyorsa (X , 7') topolojik uzayma Menger ya da

Menger ézelligindedir denir [27].

b) Her U, oOrtiistinden bir U,, kiimesi segilerek bu uzay igin {Un :neN } bigiminde
bir ortii elde edilebiliyorsa (X , 7') topolojik uzaymma Rothberger ya da Rothberger
dzelligindedir denir [33].

c) Her n € N igin V,,, U, ’nin sonlu bir alt ailesi olmak iizere X igin { uv,:neN }
biciminde bir y-orti elde edilebiliyorsa (X , 7') topolojik uzayma Hurewicz ya da

Hurewicz ézelligindedir denir [12].

Scheepers [35]’te asagida verilen 3 klasik se¢me yontemini tanimlamigtir.
Tanim 2.1.5. A ve B matematik nesnelerinin iki sinifi olsun.

a) 8;1(A,B) yontemi:

A'nin elemanlarindan olusan her (un tn € N) dizisinden, her n € N icin bir

U, € U, secerek B’de {Un 'n € N} bi¢ciminde bir eleman elde etmektir.

b) Sfin(A, B) yontemi:

A’nin elemanlarindan olusan her (un in € N) dizisinden, her n € N i¢in U,,'nin

sonlu bir V,, alt ailesini secerek B’de |J,,cy Vy bigiminde bir eleman elde etmektir.



c) Uyin(A, B) yontemi:

A'nin elemanlarindan olugan her (un 'n € N) dizisinden, her n € N i¢in U, 'nin
sonlu bir V,, alt ailesini secerek B’de { UV, :néeN } biciminde bir eleman elde

etmektir.

Simdi de bu se¢gme yontemlerinin ¢ikis motivasyonlarina deginelim.

81 Yontemi

Borel, 1919 yilinda metrik uzaylar icin agagidaki tanimi vermistir.

(X, d) metrik uzayinda pozitif gergel sayilardan olusan keyfi (¢, : n € N) dizisi veril-
diginde, her n € N igin Capy(U,) < €, olacak sekilde X’in bir {Un in € N} acik

ortiisii varsa X'e kuvvetl, ol¢imi sufirdir denir.

Rothberger, 1938 yilinda agagidaki ortii 6zelligini tanimlamigtir.

X topolojik uzayinin agik ortiilerinden olusan keyfi (un 'n e N) dizisi verildiginde her
n € Nigin bir U,, € U,, secerek X’in bir {Un 'n e N} acik ortiistiniin elde edilmesi [33].
Rothberger 6zelligi olarak bilinen bu ortii 6zelligi, Scheepersin notasyonuyla 8;(0, O)

se¢me prensibine denktir.

Rothberger [33]'te bir metrik uzay Rothberger ozelligine sahipse kuvvetli 6l¢iimiiniin

sifir oldugunu gostermistir.

Ssin YOntemi

Menger, 1924 yilinda metrik uzaylar icin Menger taban ozelligini su sekilde vermigtir:
(X,d) metrik uzaymm her B tabam i¢in B’de dyle bir (B, : n € N) dizisi vardwr ki
{Bn ‘n e N}, X'in bir agik ortiisii olmak tizere lim,, o, Capy(B,,) = 0’dr.

Hurewicz, 1925 yilinda asagidaki teoremi kanitlamigtir.
(X, d) metrik uzay1 Menger taban ozelligine sahip olmasi igin gerek ve yeter kogul X’in
acik ortilerinin keyfi (un ‘n e N) dizisinden, her n € N igin U,,'nin sonlu bir V,, alt

ailesi segilerek X’in (J V,, bi¢iminde bir &rtiistiniin elde edilmesidir.
neN

Hurewicz’'in yukaridaki teoreminin sag kismi Menger ozelligi olarak adlandirilir. Bu

ozellik Scheepersin notasyonuyla 8;, (0, O) se¢gme prensibine denktir.



Uy YOntemi

Hurewicz kendi adi ile bilinen Hurewicz ozelligini su sekilde vermigtir:

X topolojik uzayimnin acik ortiilerinin herhangi bir (Un 'n e N) dizisinden, her n € N
icin U, 'nin sonlu bir V,, alt ailesi segilerek |J ) (UV,,) = X olacak bi¢imde bir

neNm>n

(Vn 'n € N) dizisi elde edilebilir.

Hurewicz 6zelligi, Scheepers’in notasyonuyla U, (O, I") secme &zelligine denktir.

Asagida, Menger o6zelliginin zayif formlar: olan hemen hemen Menger ve zayif Menger

ozelliklerinin tanimlar:1 verilmistir.

Tanim 2.1.6. (X , 7') bir topolojik uzay ve (un 'n e N) bu uzayin acik ortiilerinin bir

dizisi olsun. Her n € N i¢in V,,, U,,’nin sonlu bir alt ailesi olmak tizere

a)
JUT-x

neNVev,
olacak bicimde bir (Vn 'n € N) dizisi bulunabiliyorsa (X , 7') topolojik uzayina

hemen hemen Menger denir [20].

b)

JUv. - x

neN
olacak bicimde bir (Vn 'n € N) dizisi bulunabiliyorsa (X , 7') topolojik uzayina
zayyf Menger denir [31].

Tanim 2.1.7. Bir topolojik uzayin sayilabilir ¢oklukta acik kiimesinin arakesiti bigi-

minde ifade edilebilen alt ktimelerine G kiime denir.

Bir topolojik uzayin her acik ortiisiiniin sayilabilir bir alt ortiisii varsa bu uzaya Lin-
delof uzay denir. Lindelof topolojik uzaylarin sonlu carpimlari Lindelof olmayabilir.
Diger taraftan, Lindelof bir uzayla ¢arpimi Lindelof olan topolojik uzaylar da vardir.
Bu uzaylara carpimsal Lindelof uzaylar denir. Carpimsal Lindelof topolojik uzaylarin
karakterizasyonu uzun yillardir tizerinde galigilan bir problemdir. Alster [1)’de agagidaki

tanimi vermigtir.

Tanim 2.1.8. X bir topolojik uzay, U'da X’in G alt kiimelerinden olusan bir ortiisi

olsun. X’in kompakt her alt kiimesi i¢cin U'nun bu kiimeyi kapsayan en az bir elemani
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varsa UWya X'in bir Alster ortist denir. X’in her Alster Ortiisiiniin sayilabilir bir alt

ortiisti varsa X'e bir Alster uzay denir.

Alster [1]’de, Alster uzaylarin ¢garpimsal Lindel6f oldugunu kanitlamigtir ancak ¢arpim-
sal Lindelof olan her topolojik uzay Alster uzay midir sorusuna halen ¢éztim buluna-

mamaigtir.

Alster 0zelligi ile se¢me prensipleri teorisi arasinda yakin bir iliski vardir. Diger taraf-
tan Alster ozelliginin zayif formlar1 da tammmlanarak zayif Lindelof topolojik uzaylarin

karakterizasyonu tizerinde caligmalar yapilmigtir.

Tanmim 2.1.9. ([18]) X topolojik uzaymin her U Alster ortiistintin

Jcuv)=x

vev
olacak bicimde sayilabilir bir V alt ailesi varsa X’e hemen hemen Alster uzay denir.
Teorem 2.1.10. ([18]) Hemen hemen Alster topolojik uzaylar hemen hemen Men-
ger’dir.
Tamm 2.1.11. ([10]) Bir (X, 1) topolojik uzaymda sayilabilir coklukta acik alt kii-

menin arakesiti acik oluyorsa bu uzaya P-uzay: denir.

Tanim 2.1.12. Bir (X ) 7') topolojik uzay1 kompakt alt kiimelerinin sayilabilir birlegimi

biciminde ifade edilebiliyorsa bu uzaya o-kompakt uzay denir.

Tanim 2.1.13. (X, T) bir topolojik uzay ve U C P(X) olsun. Eger her x € X nok-
tasinin, U'nun en ¢ok sonlu sayida elemanini kesen bir komgulugu varsa U ailesine yerel

sonlu aile denir.

Tamm 2.1.14. R gercel sayilar kiimesi iizerinde, B = {[a,b) : a,b € R} ailesi bir
topoloji tabanidir. B ailesinin R iizerinde taban oldugu topolojiye Sorgenfrey topolojisi

denir.

2.2 Ikili Topolojik Uzaylar
Ikili topolojik uzaylar 1963 yihnda Kelly tarafindan tanimlanmistir.

Tanim 2.2.1. ([13]) Uzerinde herhangi iki topoloji tanimlanmus olan bir kiimeye ikili
topolojik uzay denir. X bir kiime, 71 ve 75 bu kiime tizerinde herhangi iki topoloji olmak
lizere (X ,T1, 7'2) gosterimi bir ikili topolojik uzay belirtir.
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Kelly’nin tanimi ashinda bos olmayan bir X kiimesi tizerinde iki farkli topoloji tireten
bir pseudo-quasi metrik ve onun eglenigine dayaniyordu. X kiimesi tizerinde d pesudo-

quast metrigi; her x,y, z € X igin
(i) d(x,z) =0
(i) d(z,2) < d(z,y) +d(y, z)

kosullarimi saglayan d : X x X — R biciminde bir fonksiyondur.

X kiimesi tizerinde her d pseudo-quasi metrigi; By(z,¢) = {y € X : d(x,y) < €,¢ > 0}
olmak fizere, tabam {By(z,€) : € X, e > 0} ailesi olan bir 7(d) topolojisi tanimlar.
Ayni zamanda d~'(z,y) = d(y,z) ile tanimh d~! eglenigi de bir pseudo-quasi metrik
olup bu metrik de benzer bigimde 7(d ') topolojisini tanimlar. Dolayisiyla bir d pseudo-

quasi metriginden 7, = 7(d) ve 7, = 7(d~!) bigiminde iki topoloji elde edilir.

Ikili topolojik uzaylarda agagida verilen sembol ve notasyonlar icin [8] kaynag: referans
alinmigtir. Her zaman 4, j € {1,2},i # j kabul edilecektir. (X ST, 7'2) bir ikili topolojik
uzay ve P bir topolojik 6zellik olsun. (7, 7)-P ile, P topolojik 6zelligine paralel ve 7;
topolojisi ile iligkili olan bir ozelligin 7; topolojisi i¢in gecerli oldugu belirtilecektir.
p-P gosterimi (1,2)-P ve (2,1)-P anlamina gelmektedir. (X, 7'1,7'2) ikili topolojik uza-
yinin ¢-P 6zelliginde olmasi ile (X , Ti) topolojik uzaymin P 6zelliginde olmasi denktir.
d-P gosterimi ise P topolojik 6zelliginin ikili topolojik uzayin her iki topolojisi i¢in de

gegerli oldugunu (i-P ve j-P) belirtir.

Tamm 2.2.2. ([41]) (X, 7, 7) ikili topolojik uzaymda her x € X ve z’i igermeyen
7;-kapali her F alt kiimesi i¢cin z € U, F C V ve U NV = () olacak bicimde 7;-acik bir

U kiimesi ve 7;-acik bir V' kiimesi varsa bu uzaya (4, j)-regtiler denir.

Onerme 2.2.3. ([41]) (X, 71,7'2) ikili topolojik uzayinin (i, 7)-regiler olmast igin ge-

rekli ve yeterli kosul her x € X wve x i iceren 7;-a¢ik her U kumesi i¢in
reVcCl,(V)cU
olacak bicimde T;-acik bir V' kumesinin olmasidar.

Tamim 2.2.4. ([8]) (X, 71, 7) bir ikili topolojik uzay olsun. Eger (X, ) ve (X, )
topolojik uzaylar1 kompakt ise (X ,T1, 7'2) ikili topolojik uzayma d-kompakt denir.
9



Tanim 2.2.5. ([41]) (X ST, 7'2) ikili topolojik uzaymin bir A alt kiimesi i¢in
o Int.Cl. (A) = A esitligi saglaniyorsa A’ya bir (4, j)-regiiler agik kiime,
o Ol Int, (A) = A esitligi saglaniyorsa A’ya bir (4, j)-regiiler kapalr kiime

denir.

Onerme 2.2.6. ([8]) (X, 1, 7'2) ikili topolojik uzayinan her A alt kiimesi i¢in
o Int.Cl. (A) bir (i,])-regiler acik,
o Cly Int, (A) bir (i,7)-regiiler kapal

kimedir.

Tamm 2.2.7. ([16]) (X, 71, 72) bir ikili topolojik uzay olsun. X’in 7;-acik alt kiimele-
rinin her {Un ‘n e N} sayilabilir ailesi icin
(U o) = U et (v)
neN neN

esitligi saglaniyorsa (X, 71, 72) ikili topolojik uzayma (i, j)-zaysf P-uzay: denir.

Tanim 2.2.8. ([26]) (X, 7'1,7'2) ve (Y, 01,02) ikili topolojik uzaylar ve f: X — Y bir
fonksiyon olsun. Y uzaymin (i, j)-regiiler acik her alt kiimesinin f fonksiyonu altindaki

ters resmi 7;-agik ise f fonksiyonuna (i, j)-hemen hemen siireklidir denir.

Tanim 2.2.9. ([34)) (X, 7'1,7'2), (Y, 01,02) ikili topolojiklar uzay ve f : X — Y bir
fonksiyon olsun. Eger X’in 7;-agik her U alt kiimesi i¢in f(U) C Int,,Cl,, (f(U)) kogulu

saglaniyorsa f’ye (i, j)-onacik fonksiyon denir.

Onerme 2.2.10. [ : (X,’Tl,TQ) — (Y, 01,02) bir fonksiyon olsun. f’nin bir (i,7)-
onagik fonksiyon olmasu icin gerekli ve yeterli kosul Y 'nin oj-ac¢tk her V' alt kimesi
¢m

S (Clo,(V)) € CL,(F7H (V)

olmasaidar.

Tamim 2.2.11. ([7]) (X, 7, 72) ve (Y,01,09) ikili topolojik uzaylar ve p : X — YV
bir dontigiim olsun. p doniisimii d-siirekli ve d-kapali olmak ftizere, her y € Y icin
p~!(y) C X, d-kompakt oluyorsa p’'ye miikemmel déoniigim denir.
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Tanim 2.2.12. ([8]) (X, 71772), (Y, 01,02) ikili topolojik uzaylar ve f : X — Y bir

fonksiyon olsun. Eger her x € X ve f(z)’in 0;-agik her V' komsgulugu igin
f(ClTj(U)) C Cly, (V)
olacak bi¢imde z’in 7-acik bir U komgulugu varsa f’ye (i, j)-0-strekli fonksiyon denir.

Tanim 2.2.13. ([34]) {(X,\,T)\, 0)\) AN E A} ikili topolojik uzaylarin bir ailesi olsun.
[T (X, 7) carpim uzaymm carpim topolojisi []7 ve [] (X, 01) ¢arpim uzaymm
AEA AEA

carpim topolojisi [[o olmak tizere, bu ikili topolojik uzay ailesinin ¢arpim uzay

< IT X117 11 0> bi¢gimindedir.

AEA
Onerme 2.2.14. (X, 71, 72) bir ikili topolojik uzay ve (Y,o1,09) bir d-kompakt ikili
topolojik uzay ise

P XxY = X

1zdistim fonksiyonu mikemmeldir.

2.3 Topolojik Oyunlar

Bu kisimda, topolojik uzaylardaki oyunlar hakkinda bilgiler verilecektir. Oyunlar, I. o-
yuncu ve II. oyuncu diye adlandirdigimiz iki oyuncu tarafindan oynanmaktadir. Oyun-
lardaki kargilagmalarda her n € N igin bu iki oyuncu n. rauntta kars: karsiya gelecektir.
Herhangi bir kargilagmanin n. rauntunda I. oyuncu bir [, kiimesi, II. oyuncu ise bir .J,
kiimesi se¢gmekle yiikiimlidiir. Buradaki I,, ve J,, kiimeleri oyunun kuralina gore belirli
kiime ailelerinden segilmelidir. Biz ikili topolojik uzaylardaki oyunlar:1 ele alacagimiz
kargilagsmalar, I. oyuncu ve II. oyuncunun sectigi kiimelerle Iy, Jy, I, Ji,... biciminde
ifade edilir. Bir Iy, Jy, I, Ji,... karsilagmasinda oyunun kuralina gore belirli bir kogul
saglanirsa oyunculardan biri, bu kogul saglanmazsa diger oyuncu kargilagmay1 kazanir.
Beraberlik durumu yoktur. Oyuncularin bir hamle yapmadan 6nce, oyunda o ana kadar

yapilan tiim hamleleri hatirladiklar: kabul edilir.

Biraz da strateji kavramina deginelim. Strateji en kaba tabirle bir oyun oynama yonte-
midir. Bir oyuncu icin strateji, oyuncunun oyun oynarken kargilagabilecegi tiim olasi
durumlarda nasil hamle yapmasi gerektigini bildirmelidir. O halde strateji, diger oyun-
cunun olasi tiim hamlelerine kargi daha onceden hazirlanmig bir cevap olarak nitelen-
dirilebilir.
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Tanim 2.3.1. Herhangi bir oyunda I. oyuncu i¢in bir strateji, tamamlanmamig sonlu

Iy, Jo,...,1I,, J, karsilagmalarindan I.oyuncunun secebilecegi kiimelerin ailesine bir
fonksiyondur. Iy, Jo, ..., I,, J, sonlu kargilagmalar: II. oyuncunun son hamlesi (J,,) ile
bitmelidir.

Tanim 2.3.2. Herhangi bir oyunda I1. oyuncu i¢in bir strateji, tamamlanmamig sonlu
Ly, Jo,...,Jn_1, I, karsilasmalarindan II.oyuncunun segebilecegi kiimelerin ailesine
bir fonksiyondur. Iy, Jo,...,J,_1, I, sonlu kargilagmalari I.oyuncunun son hamlesi

(1,,) ile bitmelidir.

Tanim 2.3.3. ¢ bir oyunda I. oyuncu i¢in bir strateji olsun. o(@)) = Iy ve her n pozi-
tif tam saysi igin 1, = o(lo, Jo, ..., In_1, Jn_1) olmak iizere, I. oyuncu oyundaki tiim
Ly, Jo, I, Ji,... karsilagsmalarini kazaniyorsa, o’ya bu oyunda I. oyuncu i¢in bir ka-
zanma stratejisi denir. Diger bir deyisle, I. oyuncu o stratejisine gore oynadigi tiim
karsilagmalar1 kazaniyorsa o bu oyunda I. oyuncu i¢in bir kazanma stratejisidir.

. oyuncunun bir G oyununda kazanma stratejisi oldugu ve olmadig: sirasiyla I 1 G ve

[ 4 G bigimde belirtilir.

Tanim 2.3.4. ¢ bir oyunda II. oyuncu igin bir strateji olsun. o(ly) = Jy ve her n
pozitif tam sayisi igin J, = o(ly, Jo, ..., Ju_1,I,) olmak tizere, II.oyuncu oyundaki
tim Iy, Jo, 1, Ji,... karsilagmalarin kazaniyorsa, o’ya bu oyunda II. oyuncu i¢in bir
kazanma stratejisi denir. Diger bir deyisle, II. oyuncu o stratejisine gore oynadig tiim
kargilagmalar1 kazaniyorsa ¢ bu oyunda II. oyuncu ic¢in bir kazanma stratejisidir.

IT. oyuncunun bir G oyununda kazanma stratejisi oldugu ve olmadig: sirasiyla I1 T G

ve I1 7 G bigimde belirtilir.

Tamim 2.3.5. G ve G’ topolojik oyunlar i¢in agagidaki kogullar saglaniyorsa bu oyun-

lara dual denir.

i) I.oyuncunun G oyununda bir kazanma stratejisinin olmasi igin gerekli ve yeterli
kogul II. oyuncunun G’ oyununda bir kazanma stratejisinin olmasidir.

11G<I11G)

ii) II. oyuncunun G oyununda bir kazanma stratejisinin olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul I. oyuncunun G’ oyununda bir kazanma stratejisinin olmasidir.
(II1G=11G)
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Se¢me prensipleri teorisi ile topolojik oyunlar arasinda yakin bir iligki vardir. Asagida
S1(A, B) ve Sfin(A, B) segme prensiplerine paralel olan iki oyun verilmistir.

A ve B matematik nesnelerinin iki sinifi olsun.

G1(A, B) Oyunu: n € N olmak iizere; n. rauntta I. oyuncu bir A,, € A, II. oyuncu ise bir
B, € A, seger. {Bn :neN } € B olursa II. oyuncu aksi halde I. oyuncu kargilagmay1
kazanir.

Gfin(A,B) Oyunu: n € N olmak iizere; n. rauntta I. oyuncu bir 4,, € A, II. oyuncu
ise bir B, C A, secer. |J B, € B olursa II. oyuncu aksi halde I. oyuncu kargilagmay1

neN
kazanir.

Simdi de yukarida bahsedilen iligkiye 6rnek verelim.
L. oyuncunun Gy(A, B) (benzer olarak Gy, (A, B)) oyununda bir kazanma stratejisi
yoksa 81 (A, B) (S fin(A, B)) secme prensibi saglanir. Bu ifadenin tersi her zaman dogru

olmayabilir.

Rothberger oyunu yani G1(0, O), Galvin tarafindan [9]’da tanimlanmig ve Pawlikowski

de [30)’da asagidaki teoremi vermigtir.

Teorem 2.3.6. X topolojik uzayimin Rothberger ozelliginde (5’1((‘),(‘))) olmasu i¢in
gerek ve yeter kosul G1(0,0) oyununda I. oyuncunun bir kazanma stratejisinin olma-

masidar.

Hurewicz de Menger oyunu yani Gy;, (0, O) ile Menger 6zelligi arasindaki iliskiyi asa-

gidaki teoremle vermistir.

Teorem 2.3.7. ([11]) X topolojik uzayinin Menger ézelliginde olmast (Sfm(0,0))
icin gerek ve yeter kosul G, (0, 0) oyununda I. oyuncunun bir kazanma stratejisinin

olmamasidar.
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3 IKILI TOPOLOJIK UZAYLARDA SECME
PRENSIPLERI

3.1 Hemen Hemen Menger (“)zelligi

Bu kisimda, ikili topolojik uzaylarda hemen hemen Menger ve hemen hemen Roth-
berger ozelliklerinin birbirleriyle ve klasik topolojideki Menger 6zelligiyle olan iligkileri
incelenecektir. Ayrica hemen hemen Menger 6zelliginin kalitsal 6zellik olup olmadig,
belirli 6zellliklere sahip fonksiyonlar altindaki goriintiileri gibi baz1 topolojik 6zellikle-

rine yer verilecektir.

Topolojik uzaylarda kapanig operatorii kullanilarak klasik se¢gme prensiplerinin zayif
formlari elde edilmistir. Ornegin Tamm 2.1.6(a)’da, bir agik ortii dizisindeki her eleman-
dan sonlu sayida acik kiime secilip bu kiimelerin kapaniglar1 alinarak topolojik uzayin
bir értiisiiniin elde edilmesi hemen hemen Menger 6zelligi olarak adlandirilmgtir. Tkili
topolojik uzaylarda ise acik ortiiler topolojilerden birine gore alimip kapanig diger to-

polojiye gore yapilarak her iki topolojinin de dahil edilmesi saglanmigtir.

Tamm 3.1.1. ([23]) (X, 71, 72) bir ikili topolojik uzay ve (U, : n € N) bu uzaym
Ti-acik ortilerinin bir dizisi olsun. Her n € N i¢in V,,, U,,’nin sonlu bir alt ailesi olmak

uzere

Uy cc,vy=x

neN VGV'VL
olacak bicimde bir (Vn 'n € N) dizisi bulunabiliyorsa (X yT1, 7'2) ikili topolojik uzayina

(1,7)-hemen hemen Menger denir.

Onerme 3.1.2.

(1) (X, Ti) topolojik uzayr Menger ve 7;, X 1zerinde herhangi bir topologi ise (X, T1, 7'2)
ikili topologik uzay (i, 7)-hemen hemen Menger dir.

(2) (X, Ti) topologik uzayr hemen hemen Menger ve 7;, X tzerinde 7;’den daha kaba
bir topoloji ise (X, Ti, 7'2) ikili topolojik uzay (i, j)-hemen hemen Menger’dir.

Kanit: Tanimlardan kolayca gortlebilir. ([l
Ornek 3.1.3. R gercel sayilar kiimesi iizerindeki ahsilmis topoloji 71 ve Sorgenfrey
topolojisi 75 olmak iizere, (R, 7'1) topolojik uzay1 Menger’dir. Béylece Onerme 3.1.2(1)%e

gore (X,71,72) ikili topolojik uzay1 (1,2)-hemen hemen Menger dir.
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Onerme 3.1.2(1)’in tersi genel olarak dogru degildir. Yani (X, 71,72) ikili topolojik
uzayimin (7, j)-hemen hemen Menger olmasi (X , Ti) topolojik uzayimnin Menger olmasini

gerektirmez. Bu durumla ilgili agsagida bir ornek verilmistir.
Ornek 3.1.4. R gercel sayilar kiimesi iizerindeki ahsilmis topoloji 7, olmak iizere,
B={{z}u(@QNU):z€UEe€mn}

ailesi R tizerinde bir topoloji tabanidir [45]. B ailesinin R {izerinde taban oldugu topo-

loji 71 ile gosterilsin. Bu durumda agagidaki bilgiler elde edilir.

e 71 topolojisi, 7, topolojisinden daha incedir.

Q rasyonel sayilar kiimesi (R, 7'1) uzayinda da yogundur.

Her O € 1y i¢in C1,,(0) = Cl,,(O)’dur.

(R, Tl) topolojik uzay1 Lindelof olmadigindan Menger degildir.

(R, 7'1) topolojik uzay1 hemen hemen Menger’dir.
° (R, T, 7'2) ikili toplojik uzay1 (1,2)-hemen hemen Menger’dir.

Asagidaki teorem, Onerme 3.1.2(1)’in tersinin hangi kogul altinda saglandigim belirt-

mektedir.

Teorem 3.1.5. (X, 7y, 72) ikili topolojik uzayu (i, j)-regiiler ve (i, j)-hemen hemen Men-
ger ise (X, Ti) topolojik uzayr Menger’dir.

Kanit: X’in 7;-acik ortiilerinin bir (un in € N) dizisi verilsin. (X L T1, 7'2) ikili topolojik
uzay1 (i, j)-regiiler oldugundan Onerme 2.2.3%¢ gore her n € N icin X'in bir W, mi-acik
ortisti vardir ki

Cl,, (W) ={CL.,(U) : U e W,}

ailesi U,,’'nin bir incesidir.
(X, T1, T2) ikili topolojik uzay1 (7, j)-hemen hemen Menger ve (U’n ‘n e N) bu uzayin
7;-acik Ortiilerinin bir dizisi oldugundan her n € N i¢in U] 'niin sonlu bir V/, alt ailesi

vardir ki

U U ci,(v)=x

neNv’ev,
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olur.
Bu durumda her n € N ve her V' € V! icin V' C Uy olacak bi¢imde bir Uy, € U,
vardir. Her n € N i¢in V,, = {UV/ Ve \7;} bi¢gimindeyse V,,, U, nin sonlu bir alt

ailesi olmak tizere |J 'V, ailesi X'i orteceginden (X , Ti) topolojik uzay1 Menger’dir. [
neN

Topolojik uzaylarda, Rothberger ozelligi ile Menger ozelligi arasinda yakin bir iligki
vardir. Agikca Rothberger 6zelligindeki topolojik uzaylar Menger 6zelligindedir. Sche-
epers [36]'da topolojik uzaylarda hemen hemen Rothberger 6zelliginin tammini ver-
migtir. Song ise [43]’te topolojik uzaylarda Rothberger, hemen hemen Rothberger ve
zaylf Rothberger ozellikleri arasindaki iligkileri inceleyip bu uzaylarin topolojik 6zel-
likleri lizerinde durmustur. Biz de ikili topolojik uzaylarda hemen hemen Rothberger

ozelliginin tanimini verip hemen hemen Menger 0zelligi ile iligkisine kisaca deginecegiz.

Tanim 3.1.6. (X, 71,7'2) bir ikili topolojik uzay ve (un 'n € N) bu uzaymn 7;-agik
ortiilerinin bir dizisi olsun. Her n € N i¢in U,, € U,, olmak tizere

o, ) =x

neN
olacak bi¢cimde bir (Un ‘n e N) dizisi bulunabiliyorsa (X yT1, 7'2) ikili topolojik uzayina

(1,7)-hemen hemen Rothberger denir.

Tammlardan agikca goriilecegi tizere, (i, j)-hemen hemen Rothberger ikili topolojik
uzaylar (7,j)-hemen hemen Menger'dir. Fakat bu ifadenin tersi genel olarak dogru

degildir. Bu durumla ilgili agagida bir 6érnek verilmigtir.

Ornek 3.1.7. R gercel sayilar kiimesi iizerinde 7, alisilmig topoloji ve 75 topolojisi
Ty = {U =G\C:Gen,CCR sayllabilir} bigiminde olsun. (R,Tl) topolojik uzay1
Menger oldugundan Onerme 3.1.2(1)’e gore (]R, 1, 7-2) ikili topolojik uzay1 (1, 2)-hemen
hemen Menger’dir.
R iizerindeki dogal metrik d ve U C R i¢in Capy(U) = 3up{|x —ylzy € U} olmak
iizere, her n € N i¢in U, = {U € 7 : Capa(U) < 27"} biciminde olsun. R'nin 7-agik
ortiilerinin (un tn € N) dizisini goz ontine alalim. Her n € N ve her U € U, i¢in
Cl., (U) = Cl,,(U) olur. Bu durumda her n € N igin U,, € U,, olmak {izere
Gapa( |J €l () <302 =1
neN n=1
olacagimdan (R, 71, 72) ikili topolojik uzay1 (1,2)-hemen hemen Rothberger degildir.
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(7, j)-hemen hemen Menger ikili topolojik uzaylarin taniminda gegen i-agik kiimeleri
(1, j)-regiiler agik kiimeler alabiliriz. Asagidaki teoremde, (i, j)-hemen hemen Menger

ikili topolojik uzaylar (i, j)-regiiler acik kiimelerle karakterize edilmistir.

Teorem 3.1.8. (X, 71,72) ikili topolojik uzaywman (i, j)-hemen hemen Menger olmast
icin gerekli ve yeterli kosul bu uzaywn (i, j)-regiler agik kimelerinden olusan értilerinin
her (Un 'n € N) dizisine karsilik her n € N i¢cin V,,, W,, 'nin sonlu bir alt ailesi olmak

uzere

Uy cc,vy=x

neN VGV'VL

olacak bicimde bir (Vn 'n € N) dizisinin olmasidar.

Kanait:

(=): (i, j)-regiiler agik kiimeler i-agik oldugundan hemen saglanir.

(<): (X ,T1, 7-2) ikili topolojik uzayinin 7;-acik ortiilerinin bir (un 'n e N) dizisi veril-
sin. Her n € N i¢in U/, = {Int, Ol (U) : U € U,} biciminde olsun. Onerme 2.2.6'ya
gore (U, : n € N) bu uzaym (i, j)-regiiler acgtk kiimelerinden olusan ortiilerinin bir
dizisidir. O halde hipoteze gore her n € N i¢in V| U/ 'niin sonlu bir alt ailesi olmak

uzere

U U ClTj(V/) =X (1)

neN v/evy,
olacak bicimde bir (V/, : n € N) dizisi vardr.
Her n € Nve her V' €V, i¢in V' = Int, Cl,, (Uy) olacak bigimde bir Uy € U,, vardir.
Her n € N igin V,, = {UV/ Ve V;L} bi¢imindeyse V,,, U,,’nin sonlu bir alt ailesidir.
Diger taraftan Cl, (UV/) kiimeleri (7, 7)-regiiler kapali oldugundan

Cl, (V') = Cl,, Int,Cl,, (Uy') = Cl, (Uy»)

esitligi saglanir.

O halde (1) esitligine gore

Uy cc,v=x

neNVev,
olacagindan (X ST, 7'2) ikili topolojik uzay (i, 7)-hemen hemen Menger’dir. O
Asgagidaki teoremde, (i,7)-hemen hemen Menger 6zelliginin (7, j)-regiiler agik kiime-
lerle karakterizasyonundan yararlanilarak p-hemen hemen siirekli fonksiyonlar altinda

korundugu gosterilmigtir.
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Teorem 3.1.9. (X, 71,72) ve (Y, 01,02) ikili topolojik uzaylar ve f : X — Y p-hemen
hemen strekli, orten bir fonksiyon olsun. Bu durumda (X, 71,7'2) uzayr (i, 7)-hemen

hemen Menger ise (Y, o1, 02) uzayr da (i,j)-hemen hemen Menger dir.

Kanit: Y uzaymin (i, j)-regiiler agik kiimelerinden olugan ortiilerinin bir (un in € N)
dizisi verilsin. Her n € N i¢in U, = { fYU): U € Un} bi¢imindeyse f fonksiyonu
(1, 7)-hemen hemen stirekli oldugundan (u; 'n e N), X uzayimin 7;-agik ortiilerinin bir
dizisidir. X uzay1 (i, j)-hemen hemen Menger oldugundan her n € N i¢in V/, U 'niin
sonlu bir alt ailesi olmak tizere
U U an,(v)=x (1)
neN Vv/ev,
olacak bigimde bir (V/, : n € N) dizisi vardir.
Her n € N ve her V' € V), i¢cin V' = f~}(Uy) olacak bicimde en az bir Uy € U,
vardir. Her n € N i¢in V,, = {Uvz Ve \7;1} bi¢imindeyse V,,, U, nin sonlu bir alt

ailesidir. Bu durumda

J U ., v) =Y (2)

neN VeV,

esitliginin saglandigini gosterelim.

y = f(x) € Y olsun. (1) esitligine gore en az bir n € N ve en az bir V' € V! i¢in
z € ClL, (V') = Cl,(f~(Uy)) olur. Uy: kiimesi Y uzaymm (i, j)-regiiler agik bir
alt kiimesi oldugundan C’l(,j(UV/) = Cl,,1 ntJiC’lUj(Uvz) esitligi saglanir. Bu esitlige
gore Y\Cl,, (Uv/) kiimesi (j, i)-regiiler agiktir. f fonksiyonu (j,)-hemen hemen siirekli
oldugundan f~*(Y\Cl,,(Uy+)) = X\f'(Cl,,(Uy+)) kiimesi 7;-actk ve dolayisiyla
da f~Y(Cl,,(Uy)) kiimesi 7;-kapalidir. Buradan Cl,, (f~1(Uy)) € f~(Cl,, (Uv))
olacagindan y € Cl,, (UV/)’diir. Boylece (2) esitligi saglandigindan (Y, 01,02) uzayl
(i, j)-hemen hemen Menger’dir. O

Yukaridaki teoremde, f fonksiyonu p-hemen hemen siirekli oldugundan X wuzayi
(1,2)-hemen hemen Menger ise Y uzayi da (1, 2)-hemen hemen Menger; benzer bigimde
X uzay1 (2, 1)-hemen hemen Menger ise Y uzay1 da (2, 1)-hemen hemen Menger’dir. O

halde asagidaki sonuca ulasabiliriz.

Sonug 3.1.10. (X, 71,72) ve (Y, 01,02) kili topolojik uzaylar ve f : X —'Y p-hemen
hemen stirekli, orten bir fonksiyon olsun. Bu durumda (X, T, 72) uzayr p-hemen hemen

Menger ise (Y, o1, 02) uzayr da p-hemen hemen Menger’ dir.
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Teorem 3.1.11. (X, 71,72) ve (Y, 01,02) ikili topolojik uzaylar ve f : X — Y bir
(7,1)-0nagik ve mikemmel déniisim olsun. Bu durumda Y wuzaye (i,j)-hemen hemen

Menger ise X uzayr da (i, j)-hemen hemen Menger’dir.

Kanit: X uzaymin 7;-agik ortiilerinin bir (un 'n € N) dizisi verilsin. f fonksiyonu
mitkemmel oldugundan her y € Y icin f~!(y) kiimesi 7;-kompakttr. Oyleyse her n € N
igin f~!(y) C UWU,, olacak bigimde U, nin sonlu bir U,, alt ailesi vardur.

UWU,, = U,, olsun. f fonksiyonu i-kapali oldugundan V,, = Y\ f (X \Uny) kiimesi
y'nin o;-acik bir komsulugudur. Her n € N i¢in V,, = {Vny ty € Y} bi¢gimindeyse
(Vn 'n € N), Y wuzaymin o;-agik ortiilerinin bir dizisidir. Y uzay1 (i, j)-hemen hemen
Menger oldugundan her n € N i¢in V/, V,,’nin sonlu bir alt ailesi olmak tizere

U Uy cL,v)=v

neNvev,

olacak bicimde bir (V, : n € N) dizisi vardr.
Her n € N i¢in /,, sonlu bir indis kiimesi olmak tizere, V! = {Vnyi 11 € [n} olsun. Bu
durumda U, = |J U,,, bicimindeyse U/, U,,'nin sonlu bir alt ailesidir. Diger taraftan

icly,
f fonksiyonu (j,7)-6nagik oldugundan Onerme 2.2.10’a gore

X = (U U, (Vi)

neNel,

- U U F7H(Clo, (Vi)
neNiel,

cJ U a7 (V)
neNiel,

c U et ()
neNiel,

= U<, (uiy,)
neNiel,

=UJ U e
neN Uel,

elde edilir. O halde (X ,T1, 72) uzay1 (i, j)-hemen hemen Menger'dir. O

Sonug 3.1.12. (X, 7'1,72) ve (Y, 01,02) ikili topolojik uzaylar ve f : X —'Y p-onacgik
ve mukemmel bir donisum olsun. Bu durumda Y wuzayr p-hemen hemen Menger ise X

uzayr da p-hemen hemen Menger’ dir.
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Teorem 3.1.13. (X, 71,72) bir p-hemen hemen Menger ve (Y, 01,02) bir d-kompakt
kili topolojik uzay ise (XXY, TIX 01, 7'2><02) kili topolojik uzayr p-hemen hemen Men-

ger’dir.

Kanit: Onerme 2.2.14% gore p; : XxY — X izdiisiim fonksiyonu mitkemmeldir.
Diger taraftan p; fonksiyonu d-acik oldugundan p-6naciktir. O halde Sonug 3.1.12’ye
gore X xY uzay1 p-hemen hemen Menger’dir. 0

(,7)-hemen hemen Menger ozelliginin hangi alt uzaylarda korundugunu gostermek

amaciyla agagidaki onermeyi verelim.

Onerme 3.1.14. (X, T1, 7'2) bir ikili topolojik uzay ve A bu uzaywn 7;-acik bir alt kumesi
olsun. Bu durumda (A, TlA,TQA) alt wzayimn (i, j)-hemen hemen Menger olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul A’nin 1;-a¢ik alt kiimelerden olusan ortilerinin her (un in € N)
dizisine karsilik her n € N i¢cin 'V,,, U, 'nin sonlu bir alt ailesi olmak tizere

AclJ U v

neNVev,

olacak bicimde bir (Vn 'n € N) dizisinin olmasidar.

Kanit:

(=): Anm 7-agik kiimelerden olugan ortiilerinin bir (U, : n € N) dizisi verilsin. Her
n € Nigin W, = {ANU:U € U,} olsun. Bu durumda (U, : n € N), A'nn 7;,-acik
ortiilerinin bir dizisidir. Oyleyse hipoteze gore her n € N icin V', U/ 'niin sonlu bir alt

ailesi olmak tlzere

A=J U ai,m (1)

neNvev,
olacak bigimde bir (V/, : n € N) dizisi vardur.

Diger taraftan her n € N ve her V € V/ i¢cin V' = A N Uy olacak bi¢imde bir Uy € U,
vardir. Her n € N igin V,, = { Uy :V e V;} bigimindeyse V,, U, 'nin sonlu bir alt

ailesidir. Her V € V) i¢gin
Cl, (V)=Cl,(V)NACCl ,(AnUy) C Cl;;(Uy)

oldugundan (1) esitligine gore

Acly U ci, v

neN Uy eV,
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elde edilir.

(«<): A'min 7; ,-acik Ortiilerinin bir (un tn € N) dizisi verilsin. Her n € N ve her
U € U, i¢in Vy, 1;-acik bir kiime olmak tizere U = A N Vy olsun. Her n € N igin
V, = {VU U € Un} bigimindeyse (Vn 'n € N), A'min 1;-acik kiimelerden olusan
ortiilerinin bir dizisidir. O halde hipoteze gore her n € N i¢in V!, V,,’nin sonlu bir alt

ailesi olmak tlzere

Acl) U o w) (2)

neN vy evy,

olacak bigimde bir (V/, : n € N) dizisi vardur.
Her n € Nicin W, = {U = AN Vy : Vy € V,,} bigimindeyse U,, U, nin sonlu bir alt

ailesidir. Diger taraftan A kiimesi 7;-agik oldugundan her n € N ve her U € U, i¢in
Clr,, (U) = Clr,;, (WwnA)=Cl,(Vy)nA

olur. O halde (2)’ye gore

4=y U @

neNUeW,
olacagindan (A, 7 ,,72,) uzayi (4, j)-hemen hemen Menger'dir. O
Teorem 3.1.15. (i, j)-hemen hemen Menger bir ikili topolojik uzayn 7;-kapalr ve

T;-agik olan bir alt uzay: (i, j)-hemen hemen Menger dir.

Kanait: (X ) T1, 7-2) ikili topolojik uzayi (7, j)-hemen hemen Menger ve X’in A alt kiimesi
7;-kapal1 ve 7j-acik olsun. A'nin 7;-acik kiimelerden olusan ortiilerinin bir (un 'n e N)
dizisi verilsin. A kiimesi 7;-kapali oldugundan her n € N i¢in V,, = U,, U { X\ A} ailesi
X’in bir 7;-acik ortiistidiir. X uzay (4, j)-hemen hemen Menger oldugundan her n € N
icin V!'. V,,’nin sonlu bir alt ailesi olmak {izere

U U c(v)=x M)

neN vev,
olacak bigimde bir (V/, : n € N) dizisi vardir.
Her n € Nigin U, = {V €V, : V # X\ A} bi¢iminde olsun. Bu durumda her n € N
icin U/, U,,'nin sonlu bir alt ailesidir. Diger taraftan X\ A kiimesi 7;-kapali oldugundan
(1) esitligine gore

Acl U cn,(v)

neN Vel
elde edilir. O halde Onerme 3.1.14%¢ gore (A,Tl T2 A) alt uzayi (7, j)-hemen hemen
Menger’dir. ([l
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Teorem 3.1.16. (X, T1, 7'2) bir ikili topolojik uzay olsun. Her n € N i¢in (X”, ", TQ”)
carpem uzayiman (i, j)-hemen hemen Menger olmasu icin gerekli ve yeterli kosul X ’in
T;-w-ortiulerinin her (un 'n € N) dizisine karsilik asagidaki kosullarin saglandigs bir
(Vn 'n € N) dizisinin olmasidar.

(i) Her n € N i¢in V,,, W, 'nin sonlu bir alt ailesidir.

(ii) X ’in her sonlu I alt kiimesi i¢in F' C Cl. (V') olacak bigimde en az bir n € N ve

V €V, vardr.

Kanit:

(=): X’in 7;-w-Ortiilerinin bir (un in € N) dizisi verilsin. Her m € N i¢in N,, C N
sonsuz bir kiime olmak tizere {Nm tm € N} ailesi N'nin bir parcalanigi olsun. Her
m € N ve her k£ € N, i¢cin U, = {Um U € Uk} bi¢gimindeyse (ukm ke Nm),
X"™nin 7;"-acgik ortiilerinin bir dizisidir.

Hipoteze gore (Xm,Tlm,TQm) uzayl (i,j)-hemen hemen Menger oldugundan her
k € N,, icin V", U™ 'nin sonlu bir alt ailesi olmak {izere

U U Clpm(v)=x" (1)

kENm VEV,™
olacak bicimde bir (Vkm ke Nm) dizisi vardir.

Diger taraftan her V € V., icin V' = Uy™ olacak bicimde en az bir Uy € U;, vardir.

aranan kogullarin saglandigini gosterelim.

(i) Agikga her k € N igin Vi, U'nin sonlu bir alt ailesidir.

(i) F = {21, 20,...,2,} C X olsun. (1) esitligine gore (v1,72,...,25) € Cls(V)
olacak bicimde en az bir k € N, ve V € V,* vardir. Diger taraftan en az bir Uy € Uy

icin V' = Uy® bigimindedir. Buradan
Cl.«(V) = Cl,,:(Uy*) = (Cl,,(Uv))*

esitligine gore F' C Cl, (UV) elde edilir.
(<): X* uzaymm 7;%-acik ortiilerinin bir (un 'n € N) dizisi verilsin. Her U,, ortiisii
u, = {Unm tm € Mn} bi¢giminde olsun. F'; X’in sonlu bir alt kiimesi olsun. Bu
durumda F* de X*nin sonlu bir alt kiimesi oldugundan her n € N icin

F*c | Um

meMF
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olacak bigimde M, nin sonlu bir M} alt kiimesi vardir. Diger taraftan

FcVpveVi*C | Umn

meMF

olacak bicimde X’in 7;-acik bir Vi alt kiimesi vardir. Boylece V,, = {VF FCcX sonlu}
ailesi X’in bir 7;-w-Ortusudur.
Hipoteze gore oyle bir (Wn 'n € N) dizisi vardir ki her n € N i¢cin W,,, V,;’nin sonlu
bir alt ailesi olmak tizere, X'in sonlu her S alt kiimesi igin S C CI,, (W) olacak bicimde
en az bir n € N ve en az bir W € 'W,, vardir.
Her n € N i¢in R,, sonlu bir indis kiimesi olmak tizere, W,, = {VFT ir e Rn} bi¢iminde
olsun. Bu durumda H,, = {m € Mf’“ r e Rn} olmak tizere

U U ¢l (0nm) = X* 2)

neNmeH,
esitligi saglanir.
x = (r1,79,....,23) € XF olsun. S = {1, 79, ..., 73} kiimesi sonludur. Oyleyse en az bir
n € Nve en az bir W € W, icin S C Cl,(W)'dir. r € R,, igin W = Vf, olsun.
Buradan

Sk (CL, (Vi) c Cle(Ve ¥y € | Ol (Un)
meMy

oldugundan en az bir m € M, icin x € Cl, (Upm) dir. O halde (2) esitligi saglandi-

gindan (Xk, ., 7'2]“) uzay1 (i, 7)-hemen hemen Menger'dir. O

3.2 Zayif Menger C)zelligi

Bu kisimda oncelikle ikili topolojik uzaylarda zayif Menger ozelliginin tanimi verile-
cektir. Ikili topolojik uzaylarda zayif Menger ozelligi ile hemen hemen Menger 6zelligi
kargilagtirilacak, hangi kosullar altinda denk olduklar: gosterilecektir. Ayrica zayif Men-

ger ikili topolojik uzaylarin bazi ozellikleri incelenecektir.

Tanim 3.2.1. (X, 71,7'2) bir ikili topolojik uzay ve (un 'n € N) bu uzayin T;-acik
ortilerinin bir dizisi olsun. Her n € N ic¢in V,,, U,,’nin sonlu bir alt ailesi olmak iizere
oL (UUv) = x

neN
olacak bicimde bir (Vn 'n e N) dizisi bulunabiliyorsa (X ,T1, 7'2) ikili topolojik uzayina
(1, 7)-zayrf Menger denir.
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Tanimdan agikga goriilecegi tizere (7, j)-hemen hemen Menger ikili topolojik uzaylar
(1, 7)-zayif Menger'dir. Fakat (i, j)-zayif Menger ozelligi, (7, j)-hemen hemen Menger
ozelligini gerektirmez. Asagida (i, j)-zayif Menger olan ancak (4, j)-hemen hemen Men-

ger olmayan bir ikili topolojik uzay ornegi verilmistir.

Ornek 3.2.2. Her z irrasyonel sayis1 icin ahgilmig topolojide z’e yakimsayan bir (z,)
rasyonel say1 dizisi segelim. Her x irrasyonel sayisi icin U, (z) = {z} U {z : k > n}

biciminde olsun. Bu durumda

3:{{y}:yEQ}U{Un(x):xER\Q,nGN}

ailesi R tizerinde bir topoloji tabanmdir. B ailesinin R iizerinde tirettigi topolojiye ras-
yonel dizi topolojisi denir. Rasyonel dizi topolojisi, alisilmig topolojiden daha incedir
[45, 6r:65].

Simdi 6rnek olarak verecegimiz ikili topolojik uzay1 olusturalim.

T1 Ve Ty sirasiyla R tizerinde rasyonel dizi topolojisi ve alisilmig topoloji olsun. (R, Ti, 7'2)
ikili topolojik uzaynn (1, 2)-zayif Menger oldugunu ancak (1, 2)-hemen hemen Menger
olmadigini gorelim.

° (R, Ti, 7'2) ikili topolojik uzay1 (1, 2)-zayif Menger’dir:

Q rasyonel sayilar kiimesi (]R, 72) uzayinda yogun oldugundan (]R, T, TQ) ikili topolojik
uzay1 (1, 2)-zayif Menger’dir.

e (R, 7, 7) ikili topolojik uzay1 (1,2)-hemen hemen Menger degildir:

Her n € Nigin U, = {{y} : y € Q} U{U,(z) : = € R\Q} ailesi R'nin bir -
acik ortiisiidiir. Her irrasyonel sayi, U, nin sadece bir elemaninda vardir. Diger ta-
raftan U, nin elemanlar1 7o-kapalidir. Oyleyse her irrasyonel say1, U, nin sadece bir
elemaninin 7,-kapaniginda bulunur. (un i n € N) orti dizisinde irrasyonel sayilar
kiimesinin sayillamaz oldugu goéz 6niine alindiginda (R, Ti, 7'2) ikili topolojik uzayinin

(1,2)-hemen hemen Menger olmadig goriiliir.

Kocev [18]'de zayif Menger (topolojik uzay anlaminda) P-uzaylarimin hemen hemen
Menger oldugunu gostermistir. Asagidaki iki onermede iki farkli kosul altinda zayif

Menger ikili topolojik uzaylarin hemen hemen Menger oldugu gosterilmistir.

Onerme 3.2.3. (X, T1, 7‘2) bir ikilt topolojik uzay ve (X, Tj) bir P-uzayr olsun. Bu du-
rumda (X, T, 7'2) ikili topolojik uzay (i, j)-zayf Menger ise (i,7)-hemen hemen Men-
ger’dir.
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Kamt: X’in 7;-acik ortiilerinin bir (un 'n € N) dizisi verilsin. X uzay1 (i, j)-zayif
Menger oldugundan her n € N i¢in V,,, U, 'nin sonlu bir alt ailesi olmak iizere

e, (UUv) = x

neN

olacak bicimde bir (Vn 'n € N) dizisi vardir.
(X , Tj) bir P-uzay1 oldugundan bu uzayda sayilabilir coklukta kapali kiimenin birlegimi

kapahdir. Oyleyse |J U Cl,(V) kiimesi 7;-kapahdir. Bu durumda

neNvVev,
x=ct,(UUv) cU U cnm)
neN neNvev,
olacagindan (X ,T1, 7‘2) ikili topolojik uzay1 (i, j)-hemen hemen Menger'dir. O

Onerme 3.2.4. (X7 7'1,7'2) ikili topolojik wzayr (i, j)-zayf P-uzayr olsun. (X, 71,7'2)

uzay (1, j)-zayrf Menger ise (i,7)-hemen hemen Menger’ dir.

Kanit: Tanim 2.2.7’den agiktir. U

Teorem 3.1.5te (X, 1, 7‘2) ikili topolojik uzay: (7, j)-regiiler ve (, j)-hemen hemen Men-
ger oldugunda (X , 7'1-) uzaymin Menger oldugu gosterildi. Onerme 3.2.3 ve Onerme

3.2.4’ten de yararlanarak agagidaki sonuca ulagabiliriz.

Sonug 3.2.5. (X, 7'1,7'2) ikili topolojik uzayr (i, 7)-regiiler olsun. Bu durumda (X, Tj)
bir P-uzayr ya da (X, 71,72) bir (i, j)-zayf P-uzay ise

(1) (X,7:) topolojik uzayr Menger dir.
(2) (X, T, 7'2) ikili topologik uzayr (i, 7)-hemen hemen Menger’dir.
(3) (X, 1, 7'2) ikili topolojik uzays (i, j)-zayif Menger’dir.

ifadeleri denktir.

Teorem 3.1.8’de (i, j)-hemen hemen Menger ozelligi (i, j)-regiiler agik kiimelerle ka-
rakterize edilmigti. Asagidaki teoremde, benzer bicimde (7, j)-zayif Menger 6zelligi de

(1, j)-regiiler agik kiimelerle karakterize edilmistir.
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Teorem 3.2.6. (X, 71,72) ikili topolojik uzaywnin (i, j)-zayrf Menger olmast igin ge-
rekli ve yeterli kosul bu uzayin (i, 7)-regiler a¢ik kiimelerinden olusan drtilerinin her
(un 'n € N) dizisine karsilik her n € N icin 'V,,, W, 'nin sonlu bir alt ailesi olmak tizere
e (UUv) =x
neN

olacak bicimde bir (Vn 'n € N) dizisinin olmasidar.

Kanait:
(=): (i, )-regiiler agik kiimeler i-agik oldugundan hemen saglanir.
(<): (X ,T1, 72) ikili topolojik uzayinin 7;-agik ortiilerinin bir (Un ‘n € N) dizisi veril-
sin. Her n € N i¢in W, = {Int,,Cl,,(U) : U € U, } bi¢iminde olsun. (U, : n € N) bu
uzaym (i, j)-regiiler agik kiimelerinden olugan ortiilerinin bir dizisidir. O halde hipoteze
gore her n € N igin V/, U/ 'niin sonlu bir alt ailesi olmak iizere

ct,, ( Uy v;) — X (1)

neN

olacak bicimde bir (V, : n € N) dizisi vardr.
Her n € Nve her V' €V, i¢in V' = Int, Cl, (Uy) olacak bigimde bir Uy, € U,, vardir.
Her n € N i¢in V, = {Uys : V' € V,,} biciminde secilirse V,,, U, nin sonlu bir alt

ailesidir. Bu durumda

ci,, ( Uy vn) — X 2)

neN

esitliginin saglandigini gosterelim.
x € X ve Ny, ’in bir 7;-acik komgulugu olsun. (1) egitligine gére en az bir n € N ve en
az bir V' € V/ i¢in N, NV’ # ("dir. Diger taraftan Uy € V,, i¢in V' = Int,,Cl. (Uy)

bi¢iminde oldugundan

N,NInt.,Cl,(Uy) #0
N, NCL,(Uyr) #0
N, NUyr #0

olur. Béylece (2) esitligi saglandigindan (X, 7, 7) ikili topolojik uzay1 (i, j)-zayif Men-
ger’dir. 0

Agagidaki teoremde, Teorem 3.1.9’a paralel olarak (i,j)-zayif Menger 6zelliginin p-

hemen hemen siirekli fonksiyonlar altinda korundugu gosterilmistir.
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Teorem 3.2.7. (X, 71,72) ve (Y, 01,02) ikili topolojik uzaylar ve f : X — 'Y p-he-
men hemen strekli, orten bir fonksiyon olsun. Bu durumda (X, Ti, 7'2) uzay (i, j)-zayif

Menger ise (Y, o1, 02) uzayr da (i, j)-zayf Menger’dir.

Kanit: Y uzaymin (i, j)-regiiler agik kiimelerinden olugan ortiilerinin bir (un ‘n e N)
dizisi verilsin. Her n € N icin U, = {f~'(U) : U € U, } bi¢imindeyse f fonksiyonu

(7, j)-hemen hemen siirekli oldugundan (U’ in € N), X uzaymin 7;-acgik Ortiilerinin

n

bir dizisidir. X uzay1 (i, j)-zayif Menger oldugundan her n € N i¢in V/; W, 'niin sonlu

bir alt ailesi olmak tlizere

Csz( U Uv;) =X (1)

neN

olacak bicimde bir (V, : n € N) dizisi vardr.
Her n € N ve her V' € V! i¢in V' = f‘l(UV/) olacak bicimde en az bir Uy € U,
vardir. Her n € N i¢in V,, = {UV/ Ve \7’n} bi¢gimindeyse V,,, U, 'nin sonlu bir alt

kiimesidir. Bu durumda

Clo,(UUva) =¥ 2)

neN

esitliginin saglandigini gosterelim.

y = f(r) € Y ve Ny, y'nin bir 0;-acik komsulugu olsun. Int, Cl,,(N,) kiimesi Y 'nin
(7,1)-regiiler acik bir alt kiimesi ve f fonksiyonu (7, 7)-hemen hemen siirekli oldugundan
f(Int,,Cl,,(N,)) kiimesi 2’in bir 7;-acik komsulugudur. O halde (1) esitligine gore
en az bir n € N ve en az bir V' € V! igin f‘l(IntJjC’lgi(Ny)) NV’ # (’dir. Diger
taraftan Uy € V, igin V' = f~1(Uy~) bi¢iminde oldugundan

F7HInt, Clo (N,)) N f~H(Uyr) #0
Int,,Cly,(Ny) N Uys # 0
Cl,,(N,)) N Uys # 0
N, N Uy # 0

olur. Boylece (2) esitligi saglandigindan (Y, o1, 02) uzay (1, j)-zayif Menger’dir. O

Sonug 3.2.8. (X, 71,72) ve (Y, 01,02) ikili topolojik uzaylar ve f : X — 'Y p-hemen
hemen sturekli, orten bir fonksiyon olsun. Bu durumda (X ,T1, 7'2) uzayr p-zayrf Menger

ise (Y, o1, 02) uzayr da p-zayf Menger’dir.
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Teorem 3.2.9. (X, 1, 7'2) ve (Y, o1, 02) ikili topolojik uzaylar ve f : X —'Y bir (j,1)-
onagik ve mikemmel bir donisim olsun. Bu durumda Y wzay (i, 7)-zayf Menger ise

X wzayr da (i, j)-zayyf Menger’dir.
Kanit: Teorem 3.1.12'nin kanitina benzer olarak yapilabilir. ([l

Sonug 3.2.10. (X, 71,7'2) ve (Y, 01,02) ikili topolojik uzaylar ve f : X — Y bir p-
onagik ve mikemmel bir dontsim olsun. Bu durumda Y wuzayr p-zayf Menger ise X

uzayr da p-zayrf Menger’dir.

Teorem 3.2.11. (X, T1, 7'2) bir p-zayf Menger ve (Y, o1, 02) bir d-kompakt ikilt topo-
lojik uzay ise (X><Y, T X071, TQXO'Q) wkili topolojik uzayr p-zayrf Menger’dir.

Kanit: Onerme 2.2.14 ve Sonuc 3.2.10°dan elde edilen bilgilerle Teorem 3.1.13’in ka-

nitina benzer olarak yapilabilir. ([l

Teorem 3.2.12. (X, 7'1,7'2) bir ikili topolojik uzay ve (Y, 01,02) (1, )-zayf Menger
bir ikili topolojik uzay olsun. A, X 'in 7;-yogun bir alt kimesi olmak tizere AXY uzay

(1, 7)-zayf Menger ise X XY uzay da (i, j)-zaysf Menger’dir.

Kanit: X XY uzayinin 7; X g;-agik ortiilerinin bir (un 'n e N) dizisi verilsin. Her n € N
icin U, = {UN(AXY) : U € U,} bicimindeyse (U, : n € N), AxY nin 7;, x0;-acik
ortiilerinin bir dizisidir. AXY uzay1 (i, j)-zayif Menger oldugundan her n € N igin V/ ,
W 'niin sonlu bir alt ailesi olmak tizere

Clry o, (U UWL) = AxY (1)

neN
olacak bicimde bir (V, : n € N) dizisi vardur.
Her n € N ve her V' € V! icin V' = Uy N(AXY') olacak bi¢imde bir Uy, € U,, vardir.
Bu durumda her n € N i¢in V,, = {UV/ Ve V;L}, U, ’nin sonlu bir alt ailesidir.

Diger taraftan AxY, X xY uzaymin 7;xc;-yogun bir alt kiimesi oldugundan ve (1)

esitliginden
Cloyo, (U Va) = XY
neN
elde edilir. O halde X xY uzay1 (i, j)-zayif Menger’dir. O
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3.3 Hemen Hemen Yildizil Menger Ozellikleri

Secme prensipleri teorisinde yildizil operatori ilk kez Kocinac tarafindan kullanilmig
ve yildizil Menger, kuvvetli yildizil Menger, yildizil Hurewicz tanimlari yapilmigtir [19,
20, 22]. Yildizil se¢me prensipleri ile ilgili detayli bilgiye [20, 25]'ten ulagilabilir.

Topolojik uzaylarda yildizil segme prensiplerinin zayif formlar1 Kocev tarafindan ¢alisil-
mugtir [17]. Biz de ikili topolojik uzaylarda yildizil segme prensiplerinin zayif formlarim

inceleyecegiz.

X bir kilme, A C P(X), B C X ve x € X olmak iizere;

St(x,A) =U{A €A :ze€ A}
St(B,A)=U{Ae€A:BNA#0D}
bigiminde tamimlanir. Agikga, St(B,A) = |J St(x,A) esitligi saglanir.
T€EB
Tanim 3.3.1. (X, 71,7'2) bir ikili topolojik uzay ve (un 'n € N) bu uzayin T;-acik

ortilerinin bir dizisi olsun. Her n € N i¢in F},, X’in sonlu bir alt kiimesi olmak tizere

U ¢t (St(Fa,Un)) = X

neN

olacak bicimde bir (Fn 'nE N) dizisi bulunabiliyorsa (X ,T1, 7'2) ikili topolojik uzayimna

(1, 7)-hemen hemen kuvvetli yildizil Menger denir.

(4, j)-hemen hemen Menger ikili topolojik uzaylarin (i, j)-hemen hemen kuvvetli yildizil

Menger oldugu kolayca gortilebilir.

Tanim 3.3.2. (X, 71,72) bir ikili topolojik uzay ve (un 'n € N) bu uzaymn 7;-agik
ortilerinin bir dizisi olsun. Her n € N i¢in K,,, X'’in 7;-kompakt bir alt kiimesi olmak

uzere

U Ct,, (St(K, ) = X

neN
olacak bi¢imde bir (Kn 'n € N) dizisi bulunabiliyorsa (X ,T1, 7—2) ikili topolojik uzayina
(1,7)-hemen hemen yildizal K Menger denir.

Bir topolojik uzaym sonlu alt kiimeleri kompakt oldugundan (¢, j)-hemen hemen kuv-

vetli yildizil Menger ikili topolojik uzaylar, (i, j)-hemen hemen yildizil K Menger’dir.
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Tanim 3.3.3. (X, 71,72) bir ikili topolojik uzay ve (un ‘n € N) bu uzayin 7;-acik
ortilerinin bir dizisi olsun. Her n € N i¢in V,,, U,,’nin sonlu bir alt ailesi olmak iizere
U ¢t (st(uvn, ) = X

neN
olacak bicimde bir (Vn 'n € N) dizisi bulunabiliyorsa (X yT1, 7'2) ikili topolojik uzayina

(1, 7)-hemen hemen wyuldizal Menger denir.

(1, 7)-hemen hemen kuvvetli yildizil Menger ikili topolojik uzaylar, (i, j)-hemen hemen
yildizil Menger’dir. Diger taraftan (X, 71,72) (4, j)-hemen hemen yildizil K Menger ikili

topolojik uzay: icin 7; C 7; ise bu uzay (7, j)-hemen hemen yildizil Menger'dir.

Tanim 3.3.4. ([32]) (X, 7‘1,7'2) bir ikili topolojik uzay olsun. Eger X’in her 7;-acik
ortiisiiniin 7;-acik ve 7j-yerel sonlu olan bir incesi varsa bu uzaya (i, j)-parakompakt

denir.

Teorem 3.3.5. (X, 7'1,7'2) ikili topolojik uzayu (i, j)-parakompakt olsun. Bu durumda

X uzay (i, 7)-hemen hemen yildizil K Menger ise (i, j)-hemen hemen Menger dir.

Kanit: X’in 7;-acik ortilerinin bir (un ‘n e N) dizisi verilsin. X, (4, j)-parakompakt
oldugundan genelligi bozmadan U, ortiilerini 7;-yerel sonlu kabul edebiliriz. X, (3, j)-
hemen hemen yildizal K Menger oldugundan her n € N i¢in K,,, X’in bir 7;-kompakt

alt kiimesi olmak tizere

U ¢t (St(K,, U,)) = X (1)

neN

olacak bigimde bir (Kn 'n € N) dizisi vardir.
U,, ortiileri 7;-yerel sonlu oldugundan her z € X noktasimmin U, nin sonlu sayida ele-
manini kesen bir N, 7;-komgulugu vardir. Diger taraftan, K, kiimeleri 7;-kompakt

oldugundan her n € N i¢in K,, C |J N.n olacak bi¢imde K, ’nin sonlu bir F,, alt
x€F,

kiimesi vardir. Oyleyse her n € N i¢in V,, = {Uel,:UNN,, # 0,z € F,}, U, nin
sonlu bir alt ailesi olmak tizere
St( U Nm,un) —uv, 2)
z€Fy,
esitligi elde edilir. O halde (1) ve (2) esitliklerinden (X , 71,72) ikili topolojik uzay1
(i, j)-hemen hemen Menger’dir. O
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Agagidaki sema, verilen yildizil Menger ozellikleri arasindaki iligkileri ifade etmektedir.

t,7)-h. h. Menger
(:9) (1, )-parakompakt

(7,7)-h. h. kuv. y1l. Menger == (4, j)-h. h. yil. K Menger

Teorem 3.3.6. (X, 71,72) ve (Y, 01,02) ikili topolojik uzaylar ve f : X —'Y d-surekli,
orten bir fonksiyon olsun. Bu durumda (X, 71,7'2) uzayr (i,7)-hemen hemen yildizil

Menger ise (Y, o1, 02) uzayr da (i, j)-hemen hemen yildizil Menger’dir.

Kanit: Y uzaymin o;-agik ortiilerinin bir (un 'n € N) dizisi verilsin. Her n € N igin
V, ={f(U): U € U,} bicimindeyse f fonksiyonu i-siirekli oldugundan (V, : n € N)
X uzaymin 7;-agik ortiilerinin bir dizisidir. X uzayi (4, j)-hemen hemen yildizil Menger
oldugundan her n € N igin V/, V,,’nin sonlu bir alt ailesi olmak tizere

U ¢t (St(uv,,, V) = X (1)

neN
olacak bigimde bir (V/, : n € N) dizisi vardur.
Her n € N ve her V' € V/ igin V' = f~!(Uy~) olacak bigimde en az bir Uy € U,, vardur.
Her n € N i¢in U, = {Uy : V' € V,,} bicimdeyse U,, U, nin sonlu bir alt ailesi olmak
uzere

U Cl,, (st u0,)) =Y (2)

esitligi saglanir. Ciinkii f fonksiyonu orten oldugundan her n € N icin
F(StUV,,,V,)) = St(ul), Us,)
olur. Diger taraftan f fonksiyonu j-siirekli oldugundan
f (czfj (St(LV, vn))> C Cl,, (SHUW,, U,,))

kapsamasi vardir. O halde (2) egitligine gore (Y, o1, 02) uzay1 (i, j)-hemen hemen yildizl

Menger’dir. 0
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Sonug 3.3.7. (X, 71,72) ve (Y, 01,02) ikili topolojik uzaylar ve f . X — 'Y d-strekli,
orten bir fonksiyon olsun. Bu durumda (X, Ti, 7'2) uzayr p-hemen hemen yildizil Menger

ise (Y, o1, 02) uzayr da p-hemen hemen yldizel Menger dir.

Teorem 3.3.8. (X, 7'1,72) ve (Y, 01,02) ikili topolojik uwzaylar, f : X — Y d-a¢ik
ve mikemmel bir donisim olsun. Bu durumda (Y, 01,02) uzayr (i,j)-hemen hemen

yildizal Menger ise (X, T1, 7'2) uzaye da (i, j)-hemen hemen yldizal Menger’dir.

Kanit: f fonksiyonu d-acgik ve d-kapali oldugundan f(X) = Y kabul edebiliriz. X
uzayinin 7;-agik ortilerinin bir (un 'n € N) dizisi verilsin. f fonksiyonu miikemmel
oldugundan her y € Y i¢in f~!(y) C UU,, ve her U € U, i¢in f~'(y) N U # 0 olacak
bicimde U, nin sonlu bir U,,, alt ailesi vardir.

f fonksiyonu i-kapali oldugundan V,, = Y\ f(X\ U Uny) kiimesi y'nin o;-agik bir
komgulugu olmak tizere f~1(V,,) C UU,, olur. Diger taraftan f fonksiyonu i-agik
oldugundan her U € U, icin f(U) da y’nin o-acik bir komsulugudur. Oyleyse y'nin
o;-acik bir W, komsulugu i¢in W,,, C V,,, ve her U € U,,, i¢in W,,,, C f(U) olur.

Her n € Ni¢gin W,, = {Wny ty € Y} bi¢imindeyse (Wn 'n € N), Y uzaymin o;-agik
ortiilerinin bir dizisidir. Y uzay1 (7, j)-hemen hemen yildizil Menger oldugundan her

n € N igin W/, W,,'nin sonlu bir alt ailesi olmak iizere

U ¢t (Stuw;,, W,)) =Y (1)

neN
olacak bicimde bir (W’n ‘n € N) dizisi vardir.
Her n € N igin Y,, C Y sonlu bir kiime olmak iizere W, = {W,,,, : y € ¥,,} bi¢iminde
olsun. Bu durumda her n € N icin W, = |J U,, biciminde segilirse U,,, U,,'nin sonlu

yeYsy,
bir alt ailesi olmak tlizere

U ¢t (st u,)) = X (2)
neN

esitliginin saglandigini gorelim.

r € X ve N, 2’in 7;-agik bir komgulugu olsun. f fonksiyonu j-agik oldugundan f(XV)

kiimesi f(z)'in o;-agik bir komugulugudur. Oyleyse (1) esitligine gore en az bir n € N
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icin f(N) N St(UW!,'W,,) # 0’dir. Buradan

enaz biry € Yicin  f(N)NWyy, #0 ve Wy, N (UW,) #0

enazbiry €Yicin NN fTH(Wyy) #0 ve Wy N (UW,) # 0
enaz bir U € Uy, icin - NNU #0 ve f(U)N(UW,) #0
enaz bir U € U, icin -~ NNU#0D ve UN(UU,) #0

oldugundan N N St(UU,, U,) # @’dir. Boylece z € Cl,, (St(UU,, U,)) olup (2) esitligi
saglamr. O halde (X, 7, 7) uzay1 (4, j)-hemen hemen yildizil Menger’dir. O

3.4 Hemen Hemen Hurewicz ézelligi

Bu kisimda, ikili topolojik uzaylarda hemen hemen ~-kiime ve hemen hemen Hurewicz
ozellikleri verilecektir. Bu ozelliklerin bazi 6zel tanimli fonksiyonlar altinda gortintiileri

incelenecektir.

Tanim 3.4.1. (X, 71,72) bir ikili topolojik uzay ve (un 'n € N) bu uzaym 7;-w-
ortilerinin bir dizisi olsun. Her n € N i¢in U, € U, olmak iizere, her x € X i¢in
{neN:z¢Cl,(U,)} sonlu olacak bicimde bir (U, : n € N) dizisi bulunabiliyorsa

(X, 1, 7'2) ikili topolojik uzayma (i, j)-hemen hemen ~y-kiime denir.

Tanim 3.4.2. (X, 71,7'2) bir ikili topolojik uzay ve (Un NS N) bu uzayin 7;-acik
ortiilerinin bir dizisi olsun. Her n € N i¢in V,,, WU,,'nin sonlu bir alt ailesi olmak iizere,
her z € X i¢in {n € N: z ¢ Cl, (UV,)} sonlu olacak bicimde bir (V,, : n € N) dizisi

bulunabiliyorsa (X, T1, 7'2) ikili topolojik uzayma (i, j)-hemen hemen Hurewicz denir.

Agagidaki teoremde (i, j)-hemen hemen ~-kiimelerin (4, j)-6-siirekli fonksiyonlar altin-

daki gortintiilerinin (4, j)-hemen hemen Hurewicz oldugu gosterilmigtir.

Teorem 3.4.3. (X, Ti, 7'2) ve (Y, o1, 02) kil topolojik uzaylar ve f : X — 'Y fonksiyonu
(i, §)-8-siirekli ve orten olsun. Bu durumda (X, 1, 72) uzay (i, j)-hemen hemen ~-kime

ise (Y, o1, 02) uzay (i, j)-hemen hemen Hurewicz dir.

Kanit: Y uzaymin o;-acik ortiilerinin bir (Vn 'n € N) dizisi verilsin. Her x € X ve

her n € N igin en az bir V,,, € V,, vardir ki f(z) € V,,,’dir. f fonksiyonu (i, j)-6-stirekli
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oldugundan her n € N i¢in
F(Clyy(Usn)) C Cloy (Vi)

olacak bi¢imde x’in 7;-acik bir U,,, komgulugu vardir.

Her n € N i¢in U,, ailesi, U,,, kiimelerinin sonlu birlegsimlerinden meydana geliyorsa
(un 'n € N), X’in 7~w-Ortiilerinin bir dizisidir. X uzay1 (7, j)-hemen hemen ~-kiime
oldugundan her n € Nicin U,, € U,, olmak iizere, her x € X icin {n eEN:z ¢ ClTj(Un)}
sonlu olacak bi¢imde bir (Un 'n € N) dizisi vardir. Oyleyse her z € X icin en az bir
n, € N vardir ki her n > n, i¢in 2 € Cl,(U,) olur.

Her n € N i¢in F,, X’in sonlu bir alt kiimesi olmak tizere U, = |J U,, olsun. Her
n € Nigin W, = {Vm x € Fn} bi¢imindeyse W,,, V,,’nin SOIﬁiF%ir alt ailesidir.
Bu durumda her y € Y i¢in {n € N : y ¢ Cl,,(UW,)} kiimesinin sonlu oldugunu

gosterelim. y = f(z) € Y olsun. Her n > n, icin z € Cl, (U,) = Cl;( U Usn)
mGFn

oldugundan en az bir ¥ € F, i¢in x € Cl,,;(Uz,) dir. Oyleyse her n > n, icin
y = f(z) € f(Cly,(Usn)) C Cly,(Vzn) C Cly, (UW,)

oldugundan istenilen elde edilir. O halde (Y, 01,02) uzay1 (i, 7)-hemen hemen Hure-

wicz'dir. 0

Teorem 3.4.4. (X, 71,72) ve (Y, 01,02) ikili topolojik uzaylar ve f : X — Y (i,])-
0-stirekli, orten bir fonksiyon olsun. Bu durumda (X, Ti, 7'2) uzay (i, j)-hemen hemen

Menger ise (Y, o1, 02) uzayr da (i, j)-hemen hemen Menger dir.

Kanit: Y uzaymin o;-acik ortiilerinin bir (Vn 'n € N) dizisi verilsin. Her z € X ve
her n € N igin en az bir V,,, € V,, vardir ki f(z) € V,,,’dir. f fonksiyonu (i, j)-0-siirekli

oldugundan her n € N i¢in
F(Cley(Usn)) C Cloy (Vi)

olacak bi¢imde x’in 7;-acik bir U, komsgulugu vardir.

Her n € Ni¢in U,, = {Um ‘€ X} biciminde olmak tizere (un 'n € N), X’in 1;~acik
ortiilerinin bir dizisidir. X uzay1 (7, j)-hemen hemen Menger oldugundan her n € N
icin Uj,, U,,’nin sonlu bir alt ailesi olmak iizere

Uy cnw=x

neNUelU!,

34



olacak bicimde bir (U, : n € N) dizisi vardur.
Her n € N igin F),, X’in sonlu bir alt kiimesi olmak tizere U, = {Um X € Fn}
bi¢iminde olsun. Bu durumda her n € N i¢in V), = {Um Cx € Fn}, V,.,’nin sonlu bir

alt ailesidir. Diger taraftan

=50 = (U U etz) e U U ) = U U et v)

neN zeFy, neNzeFy, neN VeV,

oldugundan (Y, 01, 02) uzay1 (i, j)-hemen hemen Menger'dir. O

Teorem 3.4.5. (/8]) (X, 7'1,7'2) ve (Y, 01,02) ikili topolojik uzaylar ve f : X — Y bir

fonksiyon olsun. f fonksiyonu p-hemen hemen siirekli ise (i, 7)-0-stireklidir.

Sonug 3.4.6. Teorem 3.1.9°da (i,j)-hemen hemen Menger uzaylarin p-hemen he-
men strekli fonksiyonlar altindaki gérintilerinin (i, 7)-hemen hemen Menger oldugu
gosterilmisti. Teorem 3.4.5°e gore, p-hemen hemen strekli fonksiyonlar (i, 7)-0-strekli
oldugundan ve Teorem 3.4.4°e gore, (i,j)-hemen hemen Menger uzaylarin (i,7)-0-
strekli fonksiyonlar altindaki gorintileri (i, j)-hemen hemen Menger oldugundan daha

1yt bir sonug elde edilmis oldu.
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4 IKILI TOPOLOJIK UZAYLARDA ALSTER
OZELLIGI
Bircok matematikci Lindelof topolojik uzaylarla carpimlar: Lindelof olan topolojik u-
zaylar1 aragtirmigtir. Lindelof uzaylarin sonlu ¢arpimlar: Lindelof olmayabilir. Ornegin,
gercel eksen 8 Sorgenfrey topolojisi ile bir Lindelof uzaydir, fakat §x§ Lindelof degildir.
Alster [1]’de Alster uzaylarin tanimini vererek Alster uzaylarin Lindelof uzaylarla car-
piminin Lindel6f oldugunu goéstermistir. Yine [1)’de stireklilik hipotezi dogru kabul edi-

lerek Lindelof bir uzayla ¢carpimi Lindelof olan uzaylarin Alster uzaylar oldugu goste-

rilmistir.

4.1 Hemen Hemen Alster ézelligi

Kocev [18)’de hemen hemen Alster kavramini verip bazi ézelliklerini incelemistir. Biz
de, ikili topolojik uzaylarda hemen hemen Alster tanimini verip bazi topolojik 6zellikle-
rini ve se¢gme prensipleriyle olan iligkilerini inceleyecegiz. Ayrica hemen hemen Lindel6f
ikili topolojik uzaylarin sonlu ¢carpiminin hemen hemen Lindelof olmayabilecegini, fa-
kat hemen hemen Alster ikili topolojik uzaylarla hemen hemen Lindelof ikili topolojik

uzaylarin ¢arpiminin hemen hemen Lindel6f oldugunu gorecegiz.

Tanim 4.1.1. (X ,T1, 7'2) bir ikili topolojik uzay olsun. X’in her U, 7;-Alster ortiistintin

e, v)=x

Ve
olacak bicimde sayilabilir bir V alt ailesi varsa (X ,T1, 7'2) ikili topolojik uzayma (i, 7)-

hemen hemen Alster denir.

Tanim 4.1.2. (X , 71,7'2) bir ikili topolojik uzay olsun. X uzay1 sayilabilir ¢oklukta
7;-kompakt alt kiimenin 7;-kapanislarinin birlesimi biciminde ifade edilebiliyorsa

(X, Ti, 7'2) ikili topolojik uzayma (i, j)-hemen hemen o-kompakt denir.

Agikga, (X, Ti) topolojik uzayi1 o-kompakt ise (X, 7'1,72) ikili topolojik uzay1 (i, 7)-

hemen hemen o-kompakttir.

Onerme 4.1.3. (X, 7'1,7'2) (1,7)-hemen hemen o-kompakt ikili topolojik uzayr (i,j)-
hemen hemen Alster’dir.
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Kanit: U, X’in bir 7;-Alster ortiisii olsun. X, (7, j)-hemen hemen o-kompakt oldugun-

dan

U ClTj (Kn) =X

neN

olacak bicimde X’in 7;-kompakt alt kiimelerinden olusan bir (Kn 'n € N) dizisi vardir.
U, X’in bir 7;-Alster ortiisii oldugundan her n € N i¢in K,, C U, olacak bicimde bir
U, € U vardir. O halde,

X = U ¢l (Kn) C U Cly, (Un)

neN neN

kapsamasina gore X (i, j)-hemen hemen Alster’dir. 0

Teorem 4.1.4. (X, Ti) metriklenebilir bir topolojik uzay olsun. Bu durumda (X, Ti, 7'2)
ikili topolojik uzayiman (i, j)-hemen hemen Alster olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul bu

uzayin (i, 7)-hemen hemen o-kompakt olmasidar.

Kanait:

(«<): Onerme 4.1.3’ten saglamr.

(=): (X ,T1, 7'2) ikili topolojik uzay1 (7, j)-hemen hemen Alster olsun. X’in 7;-kompakt
alt kiimelerinin ailesini U ile gosterelim. (X, 7’,') metriklenebilir bir topolojik uzay
oldugundan T3, ozelligindedir. Dolayisiyla da U'nun elemanlar1 7;-kapalidir. Diger ta-
raftan metriklenebilir bir topolojik uzayda kapali alt kiimeler bir G kiimedir. O halde
U, X'in bir 7;-Alster ortiisudiir.

(X,71,72), (i,j)-hemen hemen Alster oldugundan Unun sayilabilir bir V alt ailesi i¢in
Ucnv)=x

esitligi saglanir.
X’in 7;-kompakt alt kiimelerinden olugan V sayilabilir ailesi i¢in yukaridaki esitlik

saglandigindan (X, 71, 7) ikili topolojik uzay1 (i, j)-hemen hemen o-kompakttir. O

Onerme 4.1.5. (X, T, TQ) (1,7)-hemen hemen Alster ikili topolojik uzay (i, j)-hemen

hemen Menger’dir.

Kanit: (un in € N) X’in -acik ortiilerinin bir dizisi olsun. Genelligi bozmadan her
U, 'nin sonlu birlesim altinda kapali oldugunu kabul edelim.

O = { (Y Un : (¥n)(U, € un)}

neN
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bigiminde olsun. Acikca, O’'nun her elemani1 X’in bir 7;-G; alt kiimesidir. Diger taraftan,
X’in 7;-kompakt her K alt kiimesi ve her n € N i¢in K C U, olacak bicimde en az bir
U, € U,, vardir. Oyleyse O, X’in bir 7;-Alster ortistudir.
(X L T1, 7'2) (4, j)-hemen hemen Alster oldugundan, O’nun

U Cl, (Ok) =X

keN
egitligini saglayan sayilabilir bir {Ok ke N} alt ailesi vardir. Her k£ € N i¢in
Ok = ﬂ Ui, (‘v’n € N, U, € Un)
neN
bi¢ciminde olsun. Bu durumda her n € N i¢in O,, C U,,, € U,, olmak tizere

U ct, (Unn) = X

neN

olacagindan (X, 7y, 7) ikili topolojik uzay1 (¢, j)-hemen hemen Menger’dir. O

(7, j)-hemen hemen Menger 6zelligi, (i, j)-hemen hemen Alster 6zelligini gerektirmez.
Asgagida (1,2)-hemen hemen Menger olan fakat (1,2)-hemen hemen Alster olmayan bir

ikili topolojik uzay ornegi verilmigtir.

Ornek 4.1.6. R gercel sayilar kiimesi tizerindeki aligilmig ve tiimleyenleri sayilabilir
kiimeler topolojileri sirasiyla 7, ve 74, ile gosterilmek tizere, 7, U7y, ailesinin R iizerinde
urettigi 7 topolojisine timleyenler:t sayilabilir kumelerin genisletme topolojisi denir.
U ve S, R'nin sirasiyla 7.-acik ve sayilabilir alt kiimeleri olmak tizere; (R, 7) uzayi-
nin agik kiimeleri U\S bigimindedir. (R, 7) metriklenebilir bir topolojik uzay degildir.
(R, 7) topolojik uzaymin kompakt alt kiimeleri sonlu oldugundan bu uzay o-kompakt
degildir [45, 6r:63]. (R, 7) topolojik uzay1r Menger 6zelligindedir [23].
Simdi 6rnek olarak verecegimiz ikili topolojik uzay1 olusturalim.
71 Ve Ty sirasiyla R tizerindeki tiimleyenleri sayilabilir kiimelerin genisletme topolojisi ve
aligilmig topoloji olsun. (R, T1, TQ) ikili topolojik uzaymin (1,2)-hemen hemen Menger
oldugunu ancak (1,2)-hemen hemen Alster olmadigim gorelim.
° (R, T, 7'2) ikili topolojik uzay1 (1, 2)-hemen hemen Menger’dir:
(]R, 7‘1) topolojik uzay1 Menger oldugundan (R, 1, 7'2) ikili topolojik uzay1 (1, 2)-hemen
hemen Menger'dir.
° (]R, T, 7'2) ikili topolojik uzay1 (1,2)-hemen hemen Alster degildir:
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R’nin 7-kompakt alt kiimelerinin ailesini U ile gosterelim. U € U olsun. U sonlu
oldugundan mo-kompakttir. Ayrica, (R, 7'2) bir metriklenebilir uzay oldugundan U, 7,-
kapali dolayisiyla da bir 75-Gs kiimedir. Diger taraftan 7 C 7 oldugundan U bir 7-
Gy kiimedir. Oyleyse U, R'nin bir 7i-Alster ortiisiidiir. Fakat UWnun sayilabilir bir alt
ailesindeki kiimelerin m5-kapaniglarindan olusan aile R’yi ortemeyeceginden (R, Ti, 7'2)

ikili topolojik uzay1 (1, 2)-hemen hemen Alster degildir.

Tamm 4.1.7. ([14]) (X, 71, 72) bir ikili topolojik uzay olsun. X’in her U, 7-agik ortii-
sunun

U ClTj (Un) =X

esitligini saglayan bir {Un :n €N } alt ailesi varsa (X , 7'1,72) ikili topolojik uzayina

(i,7)-hemen hemen Lindeldf denir.

Onerme 4.1.8. (X, 1, 7'2) (1, 7)-hemen hemen Menger ikili topolojik uzay (i, j)-hemen

hemen Lindelof tir.

Kamit: U, X ikili topolojik uzayimin bir 7;-acik ortiisii olsun. Her n € N i¢in U,, = U
aliirsa (un 'n € N) X’in T;-agik ortilerinin bir dizisi olur. Bu ortii dizisinde X’in

(7, j)-hemen hemen Menger oldugu g6z 6niine alindiginda istenilen elde edilir. ([l

Onerme 4.1.5 ve Onerme 4.1.8’den (7, 7)-hemen hemen Alster ikili topolojik uzaylarin
(7, 7)-hemen hemen Lindel6f oldugu elde edilir. Ancak (4, j)-hemen hemen Lindeldf olan
ikili topolojik uzaylarin (7, j)-hemen hemen Alster olmasi gerekmez. Asagida (1,2)-
hemen hemen Lindel6f olan fakat (1,2)-hemen hemen Alster olmayan bir ikili topolojik

uzayl Ornegi verilmigtir.

Ornek 4.1.9. B ailesi, R gercel sayilar kiimesi tizerindeki aligilmig topolojinin bir

tabani olsun.
3*:BU{{q}:q€Q}

ailesi R tizerinde bir topoloji tabanidir. B*'in R tizerinde tirettigi 7 topolojisine alisilmas
topolojinin ayrik rasyonel genisletilmesi denir.

(R, 7) bir metriklenebilir topolojik uzaydir. Bu uzay Lindelof’tiir fakat o-kompakt
degildir [45, 6r:70].
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R tizerinde aligilmig topoloji 73 ile, bu topolojinin ayrik rasyonel genisletilmesi de 7 ile
gosterilsin. Bu durumda (R, 1, 7'2) ikili topojik uzay1 (1, 2)-hemen hemen Lindelof tiir
fakat (1,2)-hemen hemen Alster degildir.

. (R,Tl,TQ) ikili topolojik uzay1 (1,2)-hemen hemen Lindelof tiir: (]R, 7'1) topolojik
uzayl Lindelof oldugundan (R,Tl,Tg) ikili topolojik uzay1 (1,2)-hemen hemen Lin-
delof tiir.

° (R, Ti, 7'2) ikili topolojik uzay1 (1,2)-hemen hemen Alster degildir : (R, 7'1) bir met-
riklenebilir topolojik uzay oldugundan Teorem 4.1.4’e gore (R, 71,72) ikili topolojik
uzaynin (1,2)-hemen hemen Alster olmasi ile (1,2)-hemen hemen o-kompakt olmasi
denktir. Oyleyse (]R, Ti, 7'2) ikili topolojik uzaymin (1,2)-hemen hemen o-kompakt ol-
madigini gosterelim.

K, X’in bir 7;-kompakt alt kiimesi ise 79 C 7 oldugundan bu kiime 75 topolojisine
gore de kompakttir. (R, 73) topolojik uzayr metriklenebilir oldugundan K kiimesi bu
uzayda kapalidir. Diger taraftan (R, 71) uzay1 o-kompakt olmadigindan R gergel sayilar
kiimesi, sayilabilir ¢okluktaki 7i-kompakt alt kiimenin 7p-kapaniglarindan olusan bir
aile tarafindan ortiillemez. O halde (R, 7, 7) ikili topolojik uzay1 (1,2)-hemen hemen

o-kompakt degildir.

Onerme 4.1.10. (X, 7'1,7'2) bir ikili topolojik uzay ve (X, TZ') bir P-uzayr olsun. Bu
durumda (X, 7'1,7'2) ikili topolojik uzayu (i,7)-hemen hemen Lindeldf ise (i,7)-hemen

hemen Alster’dir.

Kanit: U, X’in bir 7;-Alster ortiisii olsun. (X, Ti) bir P-uzay1 oldugundan U, X’in bir
T;-acik ortisidiir. (X ,T1, 7'2) ikili topolojik uzayi (7, j)-hemen hemen Lindel6f ise UWnun
sayilabilir bir alt ailesinin 7;-kapaniglarindan olusan aile X'i orteceginden (X ,T1, 7'2)

ikili topolojik uzay1 (i, j)-hemen hemen Alster olur. O

Sonucg 4.1.11. (X, 7'1,7'2) bir ikili topolojik uzay ve (X, Ti) bir P-uzay: olsun. Bu du-
rumda

(1) (X, 1, 7'2) ikili topolojik uzay (i, j)-hemen hemen Alster’dir.

(2) (X, 71,72) ikili topolojik uzayu (i, j)-hemen hemen Menger dir.

(8) (X, 71,72) ikili topolojik uzayu (i, j)-hemen hemen Lindeldf tir.

ifadeleri denktir.
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Agagida, hemem hemen Lindeldf ikili topolojik uzaylarin sonlu ¢arpimlarimin hemen

hemen Lindel6f olmadigini gosteren bir 6rnek verilmistir.

Ornek 4.1.12. ([15]) R gergel sayilar kiimesi iizerinde 7 Sorgenfrey topolojisi ve 7
aligilmig topoloji olmak tizere, (R, T, 7'2) ikili topolojik uzay1 (1, 2)-hemen hemen Lin-
delof’tiir. Fakat (]RXR, TIXTL, 7'2><7'2) ikili topolojik uzay1 (1, 2)-hemen hemen Lindel6f
degildir.

Teorem 4.1.13. (X, 1, 7'2) ikili topolojik uzaye (i, 7)-hemen hemen Alster, (Y, o1, 02)
ikili topolojik uzay (i, 7)-hemen hemen Lindeldf ise (XXY, TIX 01, To ><02) carpim uzayl

(1,7)-hemen hemen Lindelof tiir.

Kanit: W, X XY carpim uzayimin bir 7;xo;-acik ortiisii olsun. Genelligi bozmadan
W’nin sonlu birlesim altinda kapali oldugunu kabul edelim.

X’in 7;-kompakt her A alt kiimesi ve her y € Y igin Ax{y} kiimesi X xY ¢arpim
uzaymda 7;xo;-kompakt oldugundan Ax{y} C W(A,y) olacak bigimde en az bir
W(A,y) € W vardir. Diger taraftan

Ax{y} CU(Ay)xV(Ay) CW(A,y)

olacak bigimde A'nin en az bir U(A,y) 1-agik komgulugu ve y'nin en az bir V(A,y)
o;-acik komsulugu vardir.
{V(A,y) : y € Y}, Y'nin bir ;-agik ortiisii ve Y uzay1 (¢, j)-hemen hemen Lindelof
oldugundan Y’nin sayilabilir bir Y'(A) alt kiimesi i¢in
U L, (VAy) =Y
y€eY (A)

esitligi saglanir.

UA)= () U4y

y€Y (A)

bigiminde olsun. Agikga U(A), A’y1 kapsayan bir 7;-G4 kiime olmak tizere; her y € Y(A)
icin Ax{y} CU(A)xV(A,y) C W(A,y)dir.
{U(A) : A C X, 7-kompakt} ailesi X’in bir 7,-Alster ortiisii ve X uzay1 (4, j)-hemen
hemen Alster oldugundan X’in 7;-kompakt alt kiimelerinin sayilabilir bir {An :neN }
ailesi icin

ot (U(An) =X
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esitligi saglanir.

Boylece

Xxv = (Cls(U) x U Clo, (V(Anp))

neN y€Y (An)

- ( U ¢, (UAn) x i, (V(Amy)))

neN  yeY (An)

C U U ClTJan Ana y))

neNyeY (Ayn)

elde edildiginden (X XY, 1 X071, TQXO'Q) carpim uzay1 (i, j)-hemen hemen Lindel6f tiir.

O

Teorem 4.1.14. (X, 1, T2) ve (Y, o1, 02) (1, j)-hemen hemen Alster ikili topolojik uzay-

lariman (XXY, T X071, TQXO'Q) carpim uzayr da (i, j)-hemen hemen Alster’dir.

Kanit: W, X XY carpim uzaymin bir 7; xo;-Alster ortiisi olsun.

X'’in 1-kompakt her A alt kiimesi ve Y 'nin o;-kompakt her B alt kiimesi i¢in Ax B
kiimesi X xY carpim uzaymda 7; xc;-kompakt oldugundan AxB C W(A, B) olacak
bi¢imde en az bir W (A, B) € W vardir. W (A, B) bir 7;x0,-Gs kiime oldugundan her
n € Nigin W, (A, B) C X XY bir 7;x0;-acik alt kiime olmak {izere, W (A, B) kiimesi
Nnen Wn(A, B) biciminde ifade edilebilir.

Oyleyse her n € N icin AxB C W.(A, B)dir. A ve B kiimeleri sirasiyla 7; ve o4~
kompakt oldugundan

AxB C Uy(A, B)xV,(A, B) C W,(A, B)

olacak bi¢imde A'nin en az bir U, (A, B) 1;-acik komsulugu ve B’nin en az bir V,,(A, B)
o;-acik komsgulugu vardir.

U(A,B) = () Un(A,B) ve V(A,B) = () Via(A, B) bigiminde olmak {izere; U(A, B),
A’y kapsayg;Nbir 7,-Gs kilme ve V(A, éL)G,N B’yi kapsayan bir 0,-Gs kiimedir.

X’in 7-kompakt her A alt kiimesi i¢in {V(A, B):BCY, Ji—kompakt} ailesi Y'nin bir
o:-Alster ortiisiidiir. Oyleyse Y'nin o;-kompakt alt kiimelerinin sayilabilir bir A ailesi

icin

U Cl,,(V(A,B)) =Y

BeA

olur.
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U(A) = Ngea U(A4, B) bigimindeyse U(A), X'in A’y1 kapsayan bir 7,-G5 alt kiimesi
olmak iizere, her B € A igin AxB C U(A)xV (A, B) C W(A, B) olur.
{U (A) : A C X, Ti—kompakt} ailesi X’in bir 7;-Alster ortistidir. Oyleyse X’in 7;-
kompakt alt kiimelerinin sayilabilir bir {An :n €N } ailesi i¢in

U, (UA) =x

neN
esitligi saglanir.
Boylece

Xy = (01, 0A) < | 0L, (v(A,.3)

neN BeAn,

= ( U ¢, (U(An) x ¢, (V(AmB))>

neN  BeA,

clJ U Clyuo,(W(A,, B))

neN BeA,

elde edileceginden (X XY, Ty X071, Ty ><02) carpim uzay1 (i, j)-hemen hemen Alster’dir.[]

Teorem 4.1.15. (X, 7'1,7'2) bir (i,7)-hemen hemen Alster ikili topolojik uzay olsun.
F C X, 71i-kapaly ve 1j-agik bir alt kime ise (F, T1F,7'2F) alt uzayr da (i,7)-hemen

hemen Alster’dir.

Kamt: U, F' alt uzaymnn bir 7;,.-Alster ortiist olsun. Her U € U, F'in bir 7;,.-G; alt
kiimesi oldugundan her n € N i¢in U,,, X’in bir 7;-acik alt kiimesi olmak tizere
U=()(U.NF)
neN
biciminde yazlabilir. Oyleyse

UU(X\F) = ((UnﬂF)U(X\F)> -N (UnU(X\F)>

neN neN

esitligine gére U U (X \F'), X'in bir 7;,-G; alt kiimesidir.
K, X’in bir 7;-kompakt alt kiimesi ise K N F' de F'nin bir 7;,-kompakt alt kiimesi
oldugundan K N F' C Uk olacak bicimde en az bir Ux € U vardir. Buradan

K=(KNF)UK\F)CUgU(X\F)

elde edildiginden
V={UU(X\F):UeU}
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ailesi X’in bir 7;-Alster ortustudiir.
(X LT, 7'2) ikili topolojik uzay1 (7, j)-hemen hemen Alster oldugundan
o, . u(x\F)=x
neN
olacak bicimde U'nun sayilabilir bir {Un :neN } alt ailesi vardir. Diger taraftan F,
7;-actk oldugundan yukaridaki esitlikten

OJQAWQUM\RZX

neN

elde edilir. Son egitligin her iki tarafin1 da F' kiimesiyle kesigtirdigimizde
Uct, (U.)=F
neN

olacagindan (F y T1ps T2 F) alt uzay1 da (7, j)-hemen hemen Alster’dir. 0

Teorem 4.1.16. (i, j)-hemen hemen Alster ikili topolojik uzaylarin d-sirekli fonksi-

yonlar altindaki resmi de (i, j)-hemen hemen Alster’dir.

Kanit: (X, 1, 72) bir (i, j)-hemen hemen Alster ve (Y, o1, 02) bir ikili topolojik uzay
olmak tizere f : X — Y bir d-siirekli, orten fonksiyon olsun. Bu durumda Y uzayinin
da (i, j)-hemen hemen Alster oldugunu gosterelim.
U, Y'nin bir o,-Alster ortiisii olsun. V = {f~}(U) : U € U} ailesinin X'in bir 7;-Alster
ortisii oldugunu gosterelim. UWnun her elemani bir ;-G kiime ve f fonksiyonu i-stirekli
oldugundan V’nin elemanlar1 da 7;-G kiimedir. Diger taraftan K, X’in bir 7;-kompakt
alt kiimesi ise f fonksiyonu i-siirekli oldugundan f(K) da Y’nin bir o;-kompakt alt
kiimesidir. Oyleyse f(K) C U olacak bicimde en az bir U € U vardir. Boylece en az
bir V € Vigin K C V oldugundan V, X’in bir 7;-Alster ortiistudiir.
X uzayi (i, j)-hemen hemen Alster oldugundan

o, (v,) =x

neN
olacak bigimde V'nin sayilabilir bir {Vn :neN } alt ailesi vardir. Diger taraftan her
n € Nicin V,, = f‘l(Un) olacak bicimde bir U, € U vardir. f fonksiyonu orten ve

j-strekli oldugundan

v=Ur(onm) c U, (1) e U, )

olur. O halde Y uzay1 da (7, j)-hemen hemen Alster’dir. O
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4.2 Alster ézelliginin Secme Prensipleriyle Karakterizasyonu

Bu kisimda ikili topolojik uzaylarda hemen hemen Alster ozelligi segme prensipleri
yardimiyla karakterize edilecektir. Bu karakterizasyon yardimiyla da hemen hemen
Alster ikili topolojik uzaylarla hemen hemen Menger ikili topolojik uzaylarin ¢arpiminin

hemen hemen Menger oldugu gosterilecektir.

(X ,T1, 7'2) bir ikili topolojik uzay olmak, iizere agagida bazi ailelerin simiflar1 verilmistir.

G7 . X'’in 7;-G alt kiimelerinden olusan ortiilerinin siifidir.
G4 X'in 7;-Alster ortiilerinin siifidir.

GG U € 7 ortiilerinin simifidir 6yle ki X’in sonlu her alt kiimesi, U'nun en az bir

elemani tarafindan kapsanir.

Cl, (9”) : X'’in ;-G alt kiimelerinden olugsan U ailelerinin sinifidir oyle ki {CZT]. (U) :
U e U} ailesi X1 orter.

Cl, (96’) U e Ol (9”) ailelerinin smifidir 6yle ki X’in sonlu her F alt kiimesi i¢in
FcCl, (U F) olacak bicimde bir Ur € U vardir.

Teorem 4.2.1. Bir (X, 7'1,7'2) tkili topolojik uzayr i¢in asaqidakiler denktir.
(1) X bir (i,7)-hemen hemen Alster uzayidr.

(2) X, Sl< 1,0l (9”)) se¢me prensibini saglar.
(3) X, S1 (9;{', Cl, (96)) se¢me prensibini saglar.

Kanait:

(1) = (2): X'in 7-Alster értiilerinin bir (U, : n € N) dizisi verilsin.

V={ N (), € W)}

neN

bigiminde olsun. Agikga 'V de X’in bir 7;-Alster ortiisiidiir. X, (¢, j)-hemen hemen Alster

oldugundan

U Cl, (Vn) =X

neN

olacak bicimde V'nin sayilabilir bir {Vn 'n e N} alt ailesi vardir. Her n € N icin

Vo=[\Ur (U €Uk €N)

keN
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bi¢ciminde olsun. Bu durumda her n € N icin V,, C U} € U,, olmak {izere,

x=Jc, ) c |,

neN neN

oldugundan X, Sy (92, Cl, (9”)) se¢me prensibini saglar.

(2) = (1): U, X'in bir 7-Alster ortiisii olsun. Her n € N i¢in U,, = U olmak tizere
(un 'n e N), X’in 7;-Alster ortiilerinden olusan bir dizidir. O halde hipoteze gore,

U CZTj (UN) =X

neN

olacak bicimde her n € N i¢in bir U,, € U,, vardir.
Diger taraftan {Un :neN }, Unun sayilabilir bir alt ailesi oldugundan X, (4, j)-hemen

hemen Alster’dir.

(2) = (3): Teorem 4.1.14’¢ gore (i,j)-hemen hemen Alster ikili topolojik uzaylarin
sonlu kuvvetleri de (i, j)-hemen hemen Alster’dir. O halde X, S} <9f4i, Cls, (9”)) secme

prensibini saglarsa her n € N i¢in X" de S (9;{, ClTJn (971'" )) se¢me prensibini saglar.

X'’in 7;-Alster ortiilerinin bir (un 'n € N) dizisi verilsin. Her n € N i¢in Y,, C N
sonsuz olmak ftizere, {Yn 'n € N} ailesi N'nin bir parcalanigi olsun. Her n € N ve
her k € Y, i¢in V;, = {U” U € uk} bi¢iminde olsun. Bu durumda her n € N i¢in
(Vk ke Yn), X"™nin 7]*-Alster ortiilerinin bir dizisidir. X", S; (9;{”, ClTJn (9%‘”)> se¢me
prensibini sagladigindan

U ¢l (Vi) = X™
k€Y

olacak bicimde her k € Y, i¢in bir Vi € V; vardir. Diger taraftan her n € N ve her

k €Y, icin V}, = U," olacak bicimde bir U, € U, vardir.

Simdi {Un 'n € N} € Cl, (98) oldugunu gorelim. F' = {:Ul,xg, e ,xm}, X’in sonlu
bir alt kiimesi ise z = (:Cl,a:Q,...,:cm) € X' oldugundan en az bir k£ € Y, icin
z € C’lT]m (Vk)’dir. Bu durumda i = 1,2,...,m i¢in z; € Cl, (Uk) oldugundan F C
Cl,;(Uyg) dir. Oyleyse X, S, (9;{, Cl, (96)) secme prensibini saglar.

(3) = (2): Cl,,(95) C Cl,,(97) oldugundan agiktar. O

Teorem 4.2.2. (X, 71,72) ikili topolojik uzayr (i,j)-hemen hemen Alster, (Y, 01,02)
ikili topolojik uzay (i, 7)-hemen hemen Menger ise (XXY, TIX 01, To xag) carpim uzayl

(1,7)-hemen hemen Menger’dir.
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Kanit: X XY uzaymin 7;Xo;-agik ortilerinin bir (un 'n e N) dizisi verilsin. Genelligi
bozmadan U,,’lerin sonlu birlesim altinda kapali oldugunu kabul edelim.

X’in 7;-kompakt her C' alt kiimesi ve her y € Y igin C'x{y} kiimesi X xY uzayinda
7; X o;-kompakt oldugundan her n € N i¢in C'x{y} C U, (C,y) olacak bigimde en az bir
Un(C,y) € U,, vardir. Diger taraftan,

Cx{y} CVu(C,y)x Wi (C,y) C Un(Cy)

olacak bicimde C’nin bir V,,(C,y) 7-acik komsgulugu ve y'nin bir W,(C,y) o-acik
komsgulugu vardir.

Boylece X'in 7;-kompakt her C' alt kiimesi ve her n € N i¢in
W,(C) = {Wa(C.y) :y €Y}

ailesi Y 'nin bir o;-acik ortiisudir.
Her m € Nicin S,,, C N sonsuz olmak tizere, {Sm tm e N} ailesi N'nin bir parcalanis
olsun. Oyleyse her m € N i¢in (Wn(C) ‘n € Sm), Y'nin o;-acik ortiilerinin bir dizisidir.
Y uzay1 (i, j)-hemen hemen Menger oldugundan her m € N ve her n € S,, igin Y nin
sonlu bir F(C, n) alt kiimesi vardir ki, her m € N i¢in
U {Clgj (Wn(C, y)) cy € F(C, n)}

nESm
ailesi Y'yi orter.
Her m € N igin

V(@) = () (V{ValC,y) : y € F(C,n)}

neSm

kitmesi X’in C"yi kapsayan bir 7;-Gs alt kiimesidir. Oyleyse her m € N i¢in
V,, = {Vm(C’) CCX, T,--kompakt}

ailesi X’in bir 7;-Alster ortiisiidiir. X uzay1 (7, j)-hemen hemen Alster oldugundan
Teorem 4.2.17ye Sl< 1,0, (9”)) secme prensibini saglar. Oyleyse

U ¢t (Vin(Cr)) = X

meN
olacak bigimde her m € N igin bir V,,(C,,) € V,, vardir.

Simdi her m € N ve her n € §5,, i¢in

T = {Va(Cons ) <Wal (G ) 1y € F(Cosm) |
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olmak fizere,

U U U CZTjXUj(F):XXY

meNneSy, FeF,

oldugunu gorelim.
(z0,70) € XxY olsun. Oyleyse en az bir m € N icin z, € Cly, (Vin(Cyn)) dir. Diger
taraftan en az birn € S5, ve y € F(Cm, n) icin yo € Cl,, (Wn(C’m, y))’dir. Oyleyse

(an yo) S lej (Vm(cm)) X Clﬂj (Wn<Cm’ y))
C Cly, (Va(Crny y)) X Cly, (Wi (Cony )
C Clrso; (Va(Coy ) X (W (Cin, )

olur.
Diger taraftan, her n € N ve her F' € &, icin F' C Up olacak bigimde bir Ur € U,

vardir. O halde her n € N i¢gin
H,={Up:FeF,} CU,

segimi X XY 'nin (7, j)-hemen hemen Menger oldugunu gosterir. O

4.3 Zayif Alster Ozelligi

Bu kisimda, ikili topolojik uzaylarda zayif Alster ozelligi tanimlacak ve diger zayif
se¢me Ozellikleriyle iligkileri incelecektir. Ayrica zayif Alster 6zelligi segme prensipleri
yardimiyla karekterize edilecektir. Son olarak ikili topolojik uzaylarda tanimlanan zayif

se¢me prensipleri arasindaki iligkiler bir sema iizerinde verilecektir.
Tanim 4.3.1. (X ,T1, 7'2) bir ikili topolojik uzay olsun. X’in her U, 7;-Alster ortiistintin
Cl,(UV) =X

olacak bigimde sayilabilir bir V alt ailesi varsa (X, 71, 72) ikili topolojik uzayma (i, j)-

zayf Alster denir.

Tanimdan agikga goriildiigii gibi (7, j)-hemen hemen Alster ikili topolojik uzaylar (i, 7)-

zayif Alster’dir.
Onerme 4.3.2. (X, 71, 72), (1, 7)-zayf Alster ikili topolojik uzay (i, j)-zayif Menger dir.

Kanit: Onerme 4.1.5’in ispatina benzer olarak yapilabilir. 0
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Tanim 4.3.3. ([16]) (X, 1, 72) bir ikili topolojik uzay olsun. X’in her U, 7;-acik ortii-
stinin

Cl,, (V) = X

olacak bigimde sayilabilir bir V alt ailesi varsa, (X LT, 7'2) ikili topolojik uzayma (i, 7)-

zayf Lindelof denir.

(1, j)-zayif Menger ve (i, j)-hemen hemen Lindeldf ikili topolojik uzaylarin (i, j)-zayif
Lindelof oldugu agiktir.

Teorem 4.3.4. (X, 1, 7'2) ikili topologik uzay (i, 7)-zayf Alster, (Y, o1, 02) ikili topo-
logik wzay (i, j)-zayyf Lindeldf ise (X XY, x01, T2x02) ¢arpum wzay (i, j)-zayf Lin-
delof tur.

Kamit: W, X XY carpim uzaymin bir 7;xo;-acik ortisii olsun. Genelligi bozmadan
W’nin sonlu birlesim altinda kapali oldugunu kabul edelim.

X’in 7;-kompakt her A alt kiimesi ve her y € Y igin Ax{y} kiimesi X xY c¢arpim
wzaymda 7;xo;-kompakt oldugundan Ax{y} C W(A,y) olacak bigimde en az bir
W(A,y) € W vardir. Diger taraftan

Ax{y} CU(A,y)xV(Ay) CW(A,y)

olacak bi¢cimde A'nin en az bir U(A,y) 7;-agik komsgulugu ve y'nin en az bir V(A,y)
o;-acik komsulugu vardir.

{V(A,y) :y € Y} Y'nin bir o;-acik ortiisii ve Y uzay1 (4, j)-zayif Lindelof oldugundan
Y nin sayilabilir bir Y (A) alt kiimesi i¢in

o, (U viAy)=v M

yEY (A)

esitligi saglanir.

UA) = () U4y

y€Y (A)
bigiminde olsun. Agikga U(A), A’y1 kapsayan bir 7;-G4 kiime olmak tizere; her y € Y(A)
icin Ax{y} CU(A)xV(A,y) C W(A,y)dir.
{U(A) : A C X, 7i-kompakt} ailesi X’in bir 7,-Alster ortiisii ve X uzay1 (i, j)-zayif
Alster oldugundan X’in 7;-kompakt alt kiimelerinin sayilabilir bir {An in € N} ailesi
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icin

o, (Juan)) =x 2)

neN

esitligi saglanir.

Bu durumda, Wnin {W(A,,y) : y € Y(A,),n € N} saylabilir alt ailesinin birlesi-
minin X xY ¢arpim uzayinda 7;xo,-yogun oldugunu gérelim. (a,b) € X xY ve SxT,
(a,b)’yi igeren bir 7;x0;-temel agik kiime olsun. (2) esitligine gore, en az bir n, € N
icin SNU(A,,) # 0’dir. Benzer bi¢imde (1) esitligine gore, en az bir y, € Y (A,,) igin
TNV (A, y) # Bdir. Oyleyse

0#(SNUAL)) x (TNV(An,.m) = (SXT) N (U(An,) X V(An,. 1))
C(SxT)NW(A,,,y)

oldugundan istenilen elde edilir. O halde (X XY, T1 X071, Ty xag) garpim uzayi (4, j)-zayif

Lindelof’tir. O

Teorem 4.3.5. (X, 7'1,7'2) ve (Y, 01,02) (1, 9)-zayf Alster ikili topolojik uzaylarinin
(XXY, TIX07, TQXO'Q) carpim uzayr da (i, j)-zayf Alster’dir.

Kanit: W, X xY carpim uzaymin bir 7;xo;-Alster ortiisii olsun. X’in 7;-kompakt
her A alt kiimesi ve Y’nin o;-kompakt her B alt kiimesi icin Ax B kiimesi X xY
carpim uzayinda 7; X o;-kompakt oldugundan AxB C W (A, B) olacak bigimde en az
bir W(A, B) € W vardir.

Diger taraftan W (A, B) bir 7;x0,-Gs kiime oldugundan

AxB C U(A, B)xV (A, B) C W(A, B)

olacak bigimde X’in bir U(A, B) 7;-G5 alt kiimesi, Y'nin bir V(A, B) 0;-G5 alt kiimesi
vardir.

X'in 7-kompakt her A alt kiimesi i¢in {V(A, B):BCY, cri—kompakt} ailesi Y'nin bir
oi-Alster ortiisiidiir. Oyleyse Y'nin o;-kompakt alt kiimelerinin sayilabilir bir A ailesi
icin

czgj( U v, B)) —y (1)

BeA

esitligi saglanir.
U(A) = Ngea U(A, B) bicimindeyse U(A), X'in A’y1 kapsayan bir 7,-Gs alt kiimesi
olmak iizere; her B € A igin AxB C U(A)xV (A, B) C W(A, B) olur.
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{U (A) : A C X, Ti—kompakt} ailesi X’in bir 7-Alster ortisiidiir. Oyleyse X’in 7;-

kompakt alt kiimelerinin sayilabilir bir {An :n €N } ailesi i¢in

csz( U U(An)) =X 2)

neN
esitligi saglanir.
Bu durumda, W’nin {W(An,B) B e A,,n € N} sayilabilir alt ailesinin birlegimi-
nin X xY c¢arpim uzaynda 7;x0j-yogun oldugunu gorelim. (a,b) € XxY ve SxT,
(a,b)’yi igeren bir 7;xo;-temel agik kiime olsun. (2) esitligine gore, en az bir n, € N
icin SNU(A,,) # 0’dir. Benzer bigimde (1) esitligine gore, en az bir B, € A,, igin
TNV (A,,, By) # ¢dir. Oyleyse

0#(SNUA)) x (TNV(An, By) = (S xT) N (U(A,,) x V(A,,, By))
C (SxT)NW(A,,,B)

oldugundan istenilen elde edilir. O halde (X XY, T1 X0, Ty XO'Q) garpim uzayi (i, j)-zayif

Alster’dir. O

Teorem 4.3.6. (X, Ti, 7'2) bir ikili topolojik uzay ve A bu uzaywn 7;-yogun bir alt kime-
si olsun. Bu durumda, A alt uzay (i, j)-zayf Alster ise (X, 1, 72) wzayr da (i, j)-zayf
Alster’dir.

Kanit: U, X ikili topolojik uzayimnin bir 7;-Alster ortiisii olsun. U € U, X’in bir 7;-Gj
alt kiimesi oldugundan U N A, A'nin bir 7; ,-G; alt kiimesidir. Diger taraftan K, A'nin
7; ,-kompakt bir alt kiimesi ise K, X'in de bir 7;-kompakt alt kiimesi oldugundan en
az bir U € Wigin K ¢ UN A C U olur. Oyleyse Uy = {UNA : U € U} A bir
7; ,~Alster ortiisidir. A alt uzay: (4, j)-zayif Alster oldugundan

a=cr, (U @w.na)

neN

esitligini saglayan U 4 'nin sayilabilir bir {Un NA:neN } alt ailesi vardir.
Yukaridaki esitlikten ve A, X’in 7,-yogun bir alt kiimesi oldugundan

ACClTj(U(UnﬂA>COl (Uu)

neN neN

X = c(4) e (|J v)

neN

ol



elde edilir. O halde (X ,T1, 72) ikili topolojik uzay1 (i, j)-zayif Alster’dir. O

Ikili topolojik uzaylarda zayif Alster 6zelligi de segme prensipleri yardimiyla karakterize
edilebilir. Bunun i¢in asagidaki ortii sinifin1 verelim.

(X ,T1, 7'2) bir ikili topolojik uzay olsun.

D, (9”’) : X'in 7;-G alt kiimelerinden olusan U ailelerinin siifidir 6yle ki UU kiimesi

X'te 7j-yogundur.

Teorem 4.3.7. Bir (X, 71,72) tkile topolojik uzayr i¢in asagqidakiler denktir.
(1) X bir (i, 7)-zayf Alster uzayidr.

(2) X, S (92, D, (9”)) se¢me prensibini saglar.

Kanait:
(1) = (2): X’in 7-Alster ortiilerinin bir (U, : n € N) dizisi verilsin.
V= { () Un : (¥0)(U, € un)}

neN
bigiminde olsun. Agikga 'V de X'in bir 7;-Alster ortiistdiir. X, (4, j)-zayif Alster oldugundan

ct,(Uva) = X

neN
olacak bicimde V'nin sayilabilir bir {Vn in e N} alt ailesi vardir. Her n € N icin
Vo=[U¢ (UF €U keN)
keN

bi¢iminde olsun. Bu durumda her n € N i¢in V,, C U € U,, olmak iizere,

X = ci, (nLEJNVn) ccn (U

neN

oldugundan X, Sy (9;{, D, (9”)) se¢me prensibini saglar.

(2) = (1): U, X’in bir 7-Alster ortiisti olsun. Her n € N i¢in U,, = U olmak iizere
(Un 'n € N), X’in 7;-Alster ortiilerinden olugan bir dizidir. O halde hipoteze gore,
e (Ju) =x
neN
olacak bicimde her n € N i¢in bir U,, € U,, vardir.
Diger taraftan {Un :neN }, Wnun sayilabilir bir alt ailesi oldugundan X, (i, j)-zayif
Alster’dir.
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Asagidaki sema; simdiye kadar verilen se¢cme 6zelliklerini, aralarindaki iligkileri, 6zel-

liklerin hangi kogullar altinda denk olduklarini ve ters 6érnekleri ifade etmektedir.

i—metriklenebilme

i-o-kompakt i-Alster

1-Menger i-Lindelof
4% ®
/ : (4,3)
(3'1'4)T ( /1—9) 3.1.5) reguler
N I R
.. =~ ~, .\ T~ ~
(,7)-h. h. (i,7)-h. ho (41O (G j)-h. h (i,)-h. h.
a—kompaktvm..(.f}f’f») ______ Alsteg <o (418 Nienggr .............. (4.1.8) . Ll}ldG%Of
(4.1.4) /(4.1.10}. /
; : / i,§)~zayn
ir;—P (3.2.2)4 1(3.2.3)  (3.24,[16])¢ (03)-zagnf
; \ .:__- \ Ptﬁzayz
\ \ :
(4,)-zaynf (4, Jrzayif (4 })—zaylf
Alster (4.3.2) Menger Lindelof
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5 IKILI TOPOLOJIK UZAYLARDA
TOPOLOJIK OYUNLAR

Bu boliimde ikili topolojik uzaylarda bazi oyunlar tanimlanip bu oyunlarla hemen

hemen Menger ve hemen hemen Alster 6zellikleri arasindaki iligkiler incelenecektir.

5.1 Hemen Hemen Menger ve Alster Oyunlari

Tamm 5.1.1. (X, 7, 7) ikili topolojik uzaymda oynanan (i, j)-hemen hemen Menger
oyunu su sekildedir: n € N olmak tizere; n. rauntta I.oyuncu X'in 7;-acik bir U,

ortisiinii, II. oyuncu ise U, 'nin sonlu bir V,, alt kiimesini seger. Oyunun
u07V07u17V15 s 7unvvn> cee

bi¢imindeki bir kargilagmasinda
Uy cc,vy=x
neN VEV’VL

esitligi saglanirsa II. oyuncu, aksi halde I. oyuncu karsilasmay1 kazanir.

Bir topolojik uzayin Menger veya Rothberger ozelligini saglamasi, ilgili topolojik o-
yunda I. oyuncunun kazanma stratejisinin olmamasiyla karakterize edilmistir [11, 30].
Diger taraftan bu ozelliklerin zayif formlar1 da topolojik oyunlarla iligkilendirilmistir
[3]. Ikili topolojik uzaylarda hemen hemen Menger 6zelligi ile hemen hemen Menger
oyunu arasinda da benzer bir iligki kurulabilir mi sorusuna agagidaki teorem ve kani-

tiyla cevap verebiliriz.

Teorem 5.1.2. (X, 7'1,72) bir ikili topolojik uzay, (X, Ti) bir Lindelof topolojik uzay

olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.
(1) (X,71,72) ikili topolojik uzayu (i, j)-hemen hemen Menger ézelligindedir.

(2) (X, 71, 72) ikili topologik uzayinda oynanan (i, j)-hemen hemen Menger oyununda

1. oyuncunun bir kazanma stratejisi yoktur.
Kanit:
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(2) = (1): (X, 7, 7) ikili topolojik uzaymda oynanan (i,j)-hemen hemen Menger
oyununda I. oyuncunun bir kazanma stratejisi olmasim. Bu uzaym (i, j)-hemen hemen
Menger ozelliginde oldugunu gosterelim.

(X ,T1, 7'2) uzayimin 7;-acik ortiilerinin bir (un ‘n e N) dizisi verilsin. Her n € N i¢in
U, ’yi I. oyuncunun n. rauntta segegi 7;-acik ortii olarak aldigimizda I. oyuncu icin bir
strateji belirlemis oluruz. Fakat bu oyunda I.oyuncunun bir kazanma stratejisi olma-

digindan I. oyuncu bu strateji altinda oynadigi en az bir
Uo, Vo, -+ s U, Vi -

kargilasmasini kaybeder. O halde her n € N i¢in V,,, U,,’nin sonlu bir alt ailesi olmak

uzere,

Uy cc,v=x

neNVeV,
esitligi saglanacagindan (X ,T1, 7'2) ikili toplojik uzay1 (7, j)-hemen hemen Menger 6zel-
ligindedir.
(1) = (2): (X, 71, 7) ikili topolojik uzay1 (4, j)-hemen hemen Menger 6zelliginde olsun.
Bu uzayda oynanan (i, j)-hemen hemen Menger oyununda I. oyuncunun bir kazanma
stratejisinin olmadigini gosterelim.

Genelligi bozmadan agagidakileri kabul edebiliriz.

e [. oyuncunun sececegi 7;-acik ortiileri artan ortiiler alarak sinirlayabiliriz.

e Yukaridaki kogul altinda II. oyuncu rakibinin sectigi 7;-acik ortiilerin sadece bir

elemanini segebilir.

e Kargilagmanin herhangi bir rauntunda I. oyuncunun segecegi 7;-agik ortiiniin her
elemaninin bir onceki rauntta II. oyuncunun sectigi kiimeyi kapsadigini kabul e-

debiliriz.

o, I.oyuncu i¢in bir strateji olsun. ¢'nin bu oyuncu i¢in bir kazanma stratejisi olma-
digimi, yani II. oyuncunun o’y1 bagarisiz kilabilecegini gosterelim. I.oyuncunun o’ya
gore ilk hamlesi 0(#) = {Un) : n € N} biciminde olsun. II.oyuncu Uy, ’yi secerse
[. oyuncunun o’ya gore karsilig: O'(U(n)) = {U(njm) tm € N} bigiminde olsun. Bu
yontemi genelleyecek olursak ny, no, ..., ng € Nolmak iizere, II. oyuncunun k. raunttaki
hamlesi Uy, ns,...n,) 18€ 1. oyuncunun o stratejisine gore karsihig { Unino,ngm) = 1€
N } bigimdedir.
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Her n, k € N icin U}’ kiimelerini asagidaki gibi tanimlayalim.

U(k) 3 n=~0
Uz?flﬂ( N Um(k)) ; n#0

TEN?

Up =

Bu durumda her n € N igin U, = {U} : k € N} ailelerinin X’in bir artan 7-acik

ortisi oldugunu gorelim.

e U, aileleri artandir, yani her n, k € N i¢in U C U}, dir.
n = 0 ic¢in; U,g = U(k) - U(k+1) = U,S+1’dir.

n=1icin; U} = UL 0 (N Upqy) ve Uy = Uy 01 ([ Urean)) bicimin-

dedir. Her k € N ve her Eeg k icin <

U,? =Uw) C Uy CUpup ve U,S = Uy C Ugg,g+1) oldugundan

Ut =U2NUow N ... N U1k N Ukt

Ul = Ui NUog+1) N N U=t 541) N U

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden de U} C U}, oldugu kolayca goriiliir.

n = m icin; U" C U}y, olsun.

n=m+1i¢in; U C U4 oldugunu gérelim.

U,TH =Upr < N UTA(;C)) ve U,?fll = U,;’ilﬂ< N UTA(kH)) bicimindedir.
TeENm+1 TENm+1

N, M2, ... Nme1) € N ve k € Nicin n; = maks{n,, na, ..., Nmy1} > k ise
+ 9 9 9 ) +

U(n17n2,~~,nj7~~~,nm+1Jf) ) U(”l’n%mvnj) ) U%;l ) UZZ_ ) Uzin

olacagindan
Azn—i_l = {(nlynQa s 7nm+l) € Nm+1 : maks{nl, N, ... ’nm+1} < k}
B = {(ni,na, ..., nmy1) € N imaks{ny, na, ..., npyr } = k}

sonlu kiimeleri igin

Ut =uprn ( N Urﬁ(k)> N ( N Um(k+1))

TEATT! repmt

<T S B,T—H icin U]:n C U’T/\(k?) C UT,\(k_H))
UGy = U N ( n u A<k+1>> N ( n u m(k+1>>

reAprtt rept!

esitliklerinden U} C U oldugu gériiliir.
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e Her n,k € Nicin U}! kiimeleri 7;-agiktir.
n =0 i¢in; U = Uy, 7i-agiktr.
n=1ign; U} = U,?ﬂ( NuU ,\(k)> = U,Sﬂ( ﬂl U ,\(k)> 7-agik kiimelerin sonlu
arakesiti biciminde oldtzgelljndan T;~agiktir. o
n = m icin; U;" 7;-acik olsun.
n =m+ 1 i¢gin; U, g”“ kiimesinin 7;-acik oldugunu gorelim.
U, ,;"“ =U"N ( N B UTA(;C)) T;~acik kiimelerin sonlu arakesiti biciminde oldu-
gundan Ti—a(;lktn:eAk

e Her n € Nigin U,, = {U,’C1 ke N} ailesi X'i orter.
n=0icin; Up = {U : k € N} = {Uy, : k € N} Xi orter.
n=1igin; Uy = {U,i ke N} ailesinin X'i orttiigiinii gorelim. x € X olsun. Uy,
X1 orttuglinden x € U,?w olacak bigimde bir k, € N vardir. Diger taraftan her
i=0,1,...,k, — 1Ligin {Upyy) : [ € N} X1 orttiigiinden o € U,y olacak bigimde
bir [; € N vardir. Simdi k& > maks({l; : i =0,1,...,k, — 1} U {k,}) i¢in z € U}
oldugunu gorelim.
Ult=U20 U N Uapy NN Upu-14) N U k) N Utlgyt1,6) N - - . bigimindedir.
z e U ve U} C U oldugundan z € U dir.
i < kyicin @ € Uyyy C Uypy ve i > ky icin @ € U] = U,y C Uy C Uiy
oldugundan x € U}'dir.
n = m i¢in; U,,, X’i ortsin.
n = m+1icin; U,,11’'in X1 orttiigiinii gorelim. z € X olsun. U,,,, X1 orttiigiinden
r € Uy olacak bigimde bir k, € N vardir. Diger taraftan her 7 € AZH icin
{Ur~@ : 1 € N}, X'i orttiigiinden « € U,y olacak bigimde bir I, € N vardir.
Bu durumda k > maks({l, : 7 € A7} U{k,}) i¢in z € U"*" oldugunu gérelim.
vt =upn (N Uew)n (N Ureg) bigimindedir,

TeA ! TEAPTI\ AT
k > k, oldugundan x € U;" C U"dir.

T EC AZL—H icin x € UT,\(ZT) cU ,\(k)7dir.
T = (n1,n9,...,Myme1) € AZ‘H\AZ;H icin maks{ny,ng, ..., Nypi1} > ky ve do-
laywsiyla © € U C Up~@x,) C Ur~)’dir. Boylece z € U,Z”H oldugundan U,, 1,

X'i Orter.

Simdi (X, 7'1,7'2) ikili topolojik uzaymmn 7-agik ortilerinin (U, : n € N) dizisine
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(1, j)-hemen hemen Menger 6zelligini uyguladigimizda, dogal sayilar kiimesinden dogal

sayilar kiimesine dyle bir f fonksiyonu vardir ki X = (J Cl, (U;}(n)) esitligi saglanir.
neN

Her n € N icin Uf,) C U0),701),..5(n)) Oldugundan X = %g(jhv(LwaxﬂlﬁujﬁwD

esitligi de saglanir.

Oyleyse II. oyuncunun

Uir0), Utr), (1)) - - - Ulr0), (1) f () - - -

hamleleri I. oyuncunun o-stratejisini bagarisiz kilar. 0

Asgagida ikili topolojik uzaylarda, hemen hemen Alster ve hemen hemen kompakt-Gg

oyunlarinin tanimlari verilmis ve bu oyunlarin dual olduklar1 gosterilmigtir.

Tanim 5.1.3. (X, 1, 7'2) ikili topolojik uzayinda oynanan (i, j)-hemen hemen Alster
oyunu su sekildedir: n € N olmak tizere; n. rauntta 1. oyuncu X’in bir U, 7;-Alster

ortisiinii, II. oyuncu ise U, 'nin bir U,, elemanini secer. Oyunun
uO) UOa u17 U17 s 7un7 Un; cee

bicimindeki bir kargilagsmasinda II. oyuncunun sectigi kiimelerin 7;-kapaniglar1 X’i or-

terse yani

o, w,) =x
esitligi saglanirsa II. oyuncu, aksi halde I. oyuncu karsilasmay1 kazanir.
Bir sonraki 6nerme ve ispat1 [46], Lemma 6.1’e paralel olarak verilmigtir.

Onerme 5.1.4. ([46]) o, (X, 7'1,7'2) ikili topolojik uzayinda oynanan (i, j)-hemen he-
men Alster oyununda II. oyuncu i¢in bir strateji ve (uo,ul, . ,un) X'in 1;-Alster
ortulerinin bir dizist olsun.

Bu durumda, X in ;-kompakt bir K alt kumesi vardwr ki X in K yi kapsayan her U

7:-Gg alt kimesi i¢in
U= O(UO,ul, Ce ,un,U)
olacak bicimde X "in bir W 7;-Alster ortist vardur.

Kanit: II. oyuncunun o stratejisine gore secemeyecegi X’in 7;-G alt kiimelerinin ailesi

W olsun. Bagka bir deyisle
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W ={G € X : G bir 7,-G; kiime, G # o(Up, U, ..., Un, W), U bir 7-Alster ortii

biciminde olsun.

W, X’in bir 7-Alster ortiisi degildir. Aksine W, X’in bir 7;-Alster oOrtiisii ise
U(UO, Uy, ..., Uy, W) € W olacagindan bir celigki elde edilir.

Onermede iddia edilen dogru degilse bir celigki elde edilecegini gorelim.

X'’in 1-kompakt her K alt kiimesi icin K C U olacak bicimde X’in bir U, 7;-Gy alt
kiimesi var ve X'in her U 7;-Alster orttist i¢in U # o(uo,ul, oo Uy, U) ise W, X’in

bir 7;-Alster ortiisii olacagindan bir celigki elde edilir. O

Tanim 5.1.5. (X, 7'1,7'2) ikili topolojik uzayinda oynanan (i, j)-hemen hemen kom-
pakt-Gs oyunu su sekildedir: n € N olmak tizere, n. rauntta I.oyuncu X’in bir K,
T;i-kompakt alt kiimesini, II. oyuncu ise K,,’yi kapsayan X'in bir U,, ;-G alt kiimesini
seger. Oyunun

K(bUOaKlaUlv"'7KnaUn7"'

bicimindeki bir karsilagsmasinda II. oyuncunun sectigi kiimelerin 7;-kapamiglar1 X’i or-

terse yani

ot =x
esitligi saglanirsa I. oyuncu, aksi halde II. oyuncu kargilagmay1 kazanir.

Teorem 5.1.6. (i, j)-hemen hemen Alster ve (i, j)-hemen hemen kompakt-Gs oyunlary

dualdir.

Kanait: (X ,T1, 72) ikili topolojik uzayinda oynanan bu oyunlarin dual oldugunu goste-
relim. o, (7,7)-hemen hemen Alster oyununda II.oyuncu i¢in bir kazanma stratejisi
olsun. (i, j)-hemen hemen kompakt-Gs oyununda I. oyuncu i¢in bir ¢’ kazanma strate-
jisi belirleyelim.

Koy, Onerme 5.1.4'te varlig: ispatlanan 7,-kompakt kiime olmak iizere, o'(§) = K,
olsun. Onerme 5.1.4%e gore Ky'1 kapsayan X in bir Uy, -G alt kiimesi icin Uy = a(Up)
olacak bicimde X'in bir Uy, 7-Alster ortiisii vardir(Burada U, kiimesi (i, j)-hemen
hemen kompakt-G5 oyununda II. oyuncunun ilk hamlesi, Uy ve o(Uy) ise (i, j)-hemen
hemen Alster oyununda sirasiyla 1. ve II. oyuncularin ilk hamleleridir.). Yine Onerme
5.1.4°e gore bir K7, 1;-kompakt kiime vardir ki K7 C U big¢imindeki her 7;-G5 kiime icin
U = o(Up, U) olacak bigimdeki bir U, 7;-Alster értii vardir. o’(Up) = K; olsun. Uy, Ky’
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kapsayan bir 7;,-G kiime ise Uy, 7;-Alster ortii i¢in U; = o(Up, U;) olsun. Bu yontemle
devam ederek (7, j)-hemen hemen kompakt-Gs oyununda I. oyuncu igin bir ¢’ stratejisi
belirleyelim.
o, (i, 7)-hemen hemen Alster oyunun II. oyuncu igin bir kazanma stratejisi oldugundan
asagidaki esitlik elde edilir.

U ClT]’(Un> =X

O halde, yukaridaki esitlige gore o', (i, j)~hemen hemen kompakt-Gs oyununda I.o-

yuncu i¢in bir kazanma stratejisidir.

o, (i,7)-hemen hemen kompakt-Gs oyununda I. oyuncu igin bir kazanma stratejisi ol-
sun. (7,7)-hemen hemen Alster oyununda II. oyuncu i¢in bir ¢’ kazanma stratejisi be-
lirleyelim.

Uy bir 7;-Alster ortii olsun. Bu durumda o (@) C Uy olacak bigimde bir Uy € Uy vardir.
o'(Ug) = Uy olsun. U; bir 7;-Alster 6rtii olsun. Bu durumda o(Uy) C U; olacak bigimde
bir Uy € Uy vardir. o/'(Up,U;) = U; olsun. Bu yoéntemle devam ederek (i, j)-hemen
hemen Alster oyununda II. oyuncu icin bir ¢’ stratejisi belirleyelim.

o, (i,j)-hemen hemen kompakt-Gs oyununda I.oyuncu i¢in bir kazanma stratejisi

oldugundan asagidaki egitlik saglanir.
o, ) =X

O halde, yukaridaki esitlige gore o', (7, j)-hemen hemen Alster oyununda II.oyuncu

i¢in bir kazanma stratejisidir.

o, (i,j)-hemen hemen Alster oyununda I.oyuncu igin bir kazanma stratejisi olsun.
(7, 7)-hemen hemen kompakt-Gs oyununda II.oyuncu igin bir ¢’ kazanma stratejisi
belirleyelim.

Ky bir 7-kompakt kiime olsun. Bu durumda o((), 7;-Alster ortiisiiniin Ky'1 kapsayacak
bi¢imde bir Uy eleman: vardir. ¢’(Kjy) = Uy olsun. Benzer bi¢gimde K; bir 7-kompakt
kiime olsun. Bu durumda o (Uy), 7-Alster ortiisiintin K71 kapsayacak bigimde bir Uy
elemani vardir. o' (Ko, K1) = U; olsun. Bu yontemle devam ederek (i, j)-hemen hemen
kompakt-Gs oyununda II. oyuncu i¢in bir ¢’ stratejisi belirleyelim.

o, (i, j)-hemen hemen Alster oyununda I. oyuncu i¢in bir kazanma stratejisi oldugundan

U Cl, () # X

neN
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olur. O halde ¢, (7, j)-hemen hemen kompakt-Gs oyununda II. oyuncu igin bir kazanma

stratejisidir.

o, (i,j)-hemen hemen kompakt-Gs oyununda II.oyuncu igin bir kazanma stratejisi
olsun. (7, j)-hemen hemen Alster oyununda I.oyuncu i¢in bir ¢’ kazanma stratejisi
belirleyelim.

Uy = {o(K) : K C X, 7-kompakt} bi¢iminde olmak iizere o’() = Uy olsun. Uy € Uy
ise Uy = o(Kj) olacak bi¢imde 7;-kompakt bir Kq kiimesi vardir. Uy = {o(Ko, K) : K C
X, Ti-kompakt} bi¢iminde olmak iizere, o' (Uy) = U, olsun. Uy € U ise Uy = o (Ko, K1)
olacak bi¢imde 7;-kompakt bir K kiimesi vardir. Bu yontemle devam ederek (i, j)-
hemen hemen Alster oyununda I. oyuncu i¢in bir ¢’ stratejisi belirleyelim.

o, (i,j)-hemen hemen kompakt-Gs oyununda II.oyuncu igin bir kazanma stratejisi

oldugundan

neN

olur. O halde ¢’, (i, j)-hemen hemen Alster oyununda I. oyuncu igin bir kazanma stra-

tejisidir. ([l

Onerme 5.1.7. (X, Ti, 7'2) ikili topolojik uzayinda oynanan (i, j)-hemen hemen Alster
oyununda I. oyuncunun bir kazanma stratejisi yoksa bu uzay Sl( % C’ZT].(STZ')) se¢me

ozelligini saglar.

Kanmit: X uzaymin 7;-Alster ortiilerinden olugan bir (Un 'n € N) dizisi verilsin. Her
n € Ni¢in U, ’yi [. oyuncunun (7, j)-hemen hemen Alster oyununda n. rauntta segecegi
T;-Alster ortii olarak alirsak bu oyuncu icin bir strateji belirlemis oluruz. Hipoteze gore
bu strateji bir kazanma stratejisi olmadigindan I. oyuncu bu strateji altinda oynadig:

en az bir kargilagsmay1 kaybeder.
uQ,Uo,ul,Ul,...,un,Un,... (V?”LENIQIH Uneun)

. oyuncunun kaybettigi bir kargilagma ise

esitligi saglanacagindan (X , 71,72) uzayl 51(9;{, ClTj(STi)) ozelligindedir. O
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Sonug 5.1.8. (X, 71,72) ikili topologik uzayinda oynanan (i,j)-hemen hemen Alster
oyununda I. oyuncunun bir kazanma stratejisi yoksa bu uzay (i,j)-hemen hemen Als-

ter’dir.

Sonug 5.1.9. (X, T1, 72) ikili topolojik uzayinda oynanan (i, j)-hemen hemen kompakt-
Gs oyununda II. oyuncunun bir kazanma stratejisi yoksa bu uzay (i,j)-hemen hemen

Alster’dir.

(,7)-hemen hemen kompakt-G5 ve (i,j)-hemen hemen Alster oyunlar: dual olduk-
larindan yukaridaki sonuca ulagiyoruz. Ancak ikili topolojik uzay (i, j)-hemen hemen
Alster ise II.oyuncunun (4, j)-hemen hemen kompakt-Gs oyununda ve I.oyuncunun

(1, 7)-hemen hemen Alster oyununda kazanma stratejisinin olmadigini sdyleyemiyoruz.
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