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ÖZET

TARIM S�GORTALARINDA KONUMSAL

KÜMELEME ÜZER�NE B�R ÇALI�MA

�smail GÜR

Yüksek Lisans, Aktüerya Bilimleri Bölümü

Tez Dan�³man�: Doç. Dr. �. Kas�rga YILDIRAK

Haziran 2017, 84 sayfa

Bu çal�³man�n amac�, bu§day üretim yap�lan ve hasar geçmi³i bulunan konumlar için

adil prim hesab� yapmakt�r. Çal�³mada konum, hasar gerçekle³me oran� ve daha sonra

hasar gerçekle³me olas�l�§� de§i³kenlerini katmanlar ³eklinde kümeleme yöntemi izlen-

mi³tir. �lk olarak analizin birinci katman�n� olu³turan konumsal özellikler incelenmi³tir.

Bu a³amada da§�l�m bazl� kümeleme esasl� sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�m� ve

uzakl�k bazl� kümeleme yakla³�m� olarak küresel k-ortalamalar algoritmas� kullan�larak

hasar bölgeleri için, optimal kümeleme sonuçlar� elde edilmi³tir. �kinci a³amada her bir

konum kümesi için üretimi yap�lan tar�msal ürünün yüzde kaç�n�n hasarl� oldu§unu gös-

teren hasar gerçekle³me oran� de§i³keninin da§�l�m� incelenmi³tir. Ard�ndan da farkl�

konum kümeleri içinde yer alan hasar gerçekle³me oran�na göre yap�land�r�lm�³ alt kü-

meler için hasar gerçekle³me olas�l�§�na dayal� kümeleme çal�³mas� yap�lm�³t�r. Her iki

de§i³kenin de incelemesinde sonlu karma Beta da§�l�m� modeli kullan�lm�³t�r. Her iki

kümeleme yöntemi ile aktüeryal risk primi hesab� yap�lm�³t�r.

Çal�³man�n sonucunda sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�m� ve küresel k-ortalamalar

algoritmas� ile hesaplanan primlerin, konumsal özelliklere göre de§i³kenlik gösterdi§i

saptanm�³t�r. Buna ek olarak,sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�m� ile hesaplanan

i



primin hasar gerçekle³me oran� ve olas�l�§�ndaki de§i³imi daha do§ru bir ³ekilde ölçe-

bildi§i gösterilmi³tir.

Anahtar Kelimeler: Yönsel Veri, Konumsal K-ortalamalar Kümeleme Algoritmas�,

Sonlu Karma von-Mises Fisher Da§�l�m�, Sonlu Karma Beta Da§�l�m� modeli
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ABSTRACT

A STUDY ON SPATIAL CLUSTERING IN

AGRICULTURAL INSURANCE

�smail GÜR

Master of Sciences, Department of Actuarial Sciences

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. �. Kas�rga YILDIRAK

June 2017, 84 pages

The purpose of this study is to make a fair premium estimation for wheat produc-

tion. We prefer layer based clustering model where location, damage ratio and damage

probability compose the layers. For the �rst layer, claim regions' location properties

are examined. Optimal clustering results are obtained by using the spherical k-means

algorithm, which is a distance-based clustering approach, and �nite mixture von-Mises

Fisher distribution which makes a density-based clustering. For the second layer, given

the claim clusters, damage ratio values are �tted and for the third layer, given the �rst

two layers, we model the damage probability obtained from claim data. Finite mixture

of Beta distribution model is used for modelling the second and the third layers. The

actuarial risk premium account is calculated by both clustering methods.

The result of the study shows that the premiums calculated by �nite mixtures of

von-Mises Fisher distribution and spherical k-means algorithm vary according to the

locational characteristics. In addition, the change in damage ratios and probabilities

can be more accurately measured by the premium using �nite mixtures of von Mises

Fisher distribution .
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1. G�R��

Tar�m sigortas�, Tar�m Sigortalar� Havuzu (TARS�M) ile sistemi güvence alt�na al�n-

m�³, ya³anan risklere maruz kalan üreticilerin ürünleri teminat alt�na al�narak, üretimin

sürdürülebilir olmas�n� sa§layan bir sigorta türüdür [1]. Tar�m sigortas� ürünleri, üç ana

ba³l�kta incelenmektedir. Bunlar; tazminat bazl� tar�m sigortalar�, endeks bazl� tar�m

sigortalar� ve ürün gelir ya da verim sigortalar�d�r [2]. Bu çal�³mada tazminat bazl�

tar�m sigortalar� ele al�nm�³t�r.

Tar�m sigortalar�n�n de§erlemesinde üretilen ürünün �yat de§i³im riski ve üretim re-

kolte riskinin dikkate al�nmas� gerekmektedir. Bu risk türleri, di§er risk türlerinin ak-

sine, meteorolojik ve co§ra�k olaylardan, di§er bir deyi³le, konumsal özelliklerden daha

fazla etkilenmektedir. Konumsal özelliklerdeki de§i³imi daha iyi aç�klayabilmek için

yönsel veri analizine ihtiyaç duyulmaktad�r. Tar�m sigortalar�nda adil net risk priminin

elde edilebilmesi için ise risk türlerine göre optimal risk s�n��and�r�lmas�n�n yap�lmas�

gerekmektedir.

Bu çal�³mada, 2010-2014 y�llar� aras�nda dolu riskine ba§l� bu§day ürünü tar�m si-

gortas�na ili³kin 5 y�ll�k hasar verisi; enlem-boylam bilgisi (il, ilçe, köykod, ada-parsel),

hasar gerçekle³me oran�, hasar gerçekle³me olas�l�§� de§i³kenleri dikkate al�narak çok

a³amal� konumsal kümeleme yöntemi ile optimal risk s�n��and�r�lmas� çal�³mas� yap�l-

m�³t�r.

Ortalama hasar gerçekle³me oran�, E³. 1.1'de ve hasar gerçekle³me olas�l�§� E³. 1.2

'de tan�mlanm�³t�r.

Hasar Gerçekle³me Oran� =
Gerçekle³en Hasar Tutar�

Tar�msal Üretim Yap�lan Arazinin Ekonomik De§eri
(1.1)

Hasar Gerçekle³me Olas�l�§� =
Hasar Gerçekle³mi³ Poliçe Say�s�

Teminat Verilmi³ Toplam Poliçe Say�s�
(1.2)

Çok a³amal� konumsal kümeleme çal�³mas� a³amalar�, �ekil 1.1'de gösterilmi³tir. Bu

çal�³man�n ilk a³amas�nda hasar bölgelerinin konumsal özellikleri, uzakl�k bazl� (küre-

sel k-ortalamalar algoritmas�) ve da§�l�m bazl� (sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�m�)

kümeleme yöntemleri ile ayr� ayr� incelenmi³tir. Bu yöntemlerle risk gruplar� belirlen-

mi³ ve risk gruplar�n�n konumsal farkl�l�klar� incelenmi³tir. Ard�ndan her bir risk grubu

1



için, s�ras�yla, ortalama hasar gerçekle³me oran� ve ortalama hasar gerçekle³me olas�l�§�

de§i³kenlerine göre a³ama a³ama dalland�rma çal�³mas� yap�lm�³t�r.

�ekil 1.1: Çok A³amal� Konumsal Kümeleme Çal�³mas�

Dünya'da tar�m sigortalar�, ilk kez 1949 y�l�nda Halcrow [3] taraf�ndan aktüeryal aç�-

dan incelenmi³tir. �lk aktüeryal prim hesab� çal�³mas� ise 1986 y�l�nda Skees ve Reed

[4] taraf�ndan yap�lm�³t�r. Risk s�n��ar�n�n belirlenmesinin ard�ndan hasar bölgeleri için

ortalama sigorta bedeli, ortalama hasar gerçekle³me oran�, ortalama hasar gerçekle³me

olas�l�§� de§erleri kullan�larak ve bu de§i³kenlerin birbirinden ba§�ms�z oldu§u varsa-

y�m� alt�nda aktüeryal net risk prim hesab� yap�lm�³t�r. Hem uygun kümeleme modeli

hem de optimal küme say�s� belirlenmesi amac�yla, ROC analizi kullan�lm�³t�r. Analiz

sonucunda 10 adet kümenin en iyi aç�klanabilirlik düzeyine sahip oldu§u sonucu elde

edilmi³tir.

Hasar bölgelerinin, konumsal özelliklerinin modellemesi için von-Mises Fisher da§�l�-

m�ndan yararlan�lm�³t�r. Bu da§�l�m, en temel küresel da§�l�m olmakla birlikte, R3

uzay�nda çok de§i³kenli Gaussian da§�l�m� ile benzerlik göstermektedir. Ayr�ca Türkiye

dünya üzerinde sadece s�n�rl� bir bölümü kapsad�§�ndan, bu alandaki konumsal de§i³imi

ölçmek için von-Mises Fisher da§�l�m�n yeterli oldu§u dü³ünülmü³tür.

Hasar gerçekle³me oran� ve olas�l�§� de§i³kenleri için s�n�r ko³ullar� at�ld�§�nda (0, 1)

aral�§�nda tan�m kümesine sahip olmaktad�r. Bu durumda bu de§i³kenlerin de§i³imi-

nin incelenmesinde sonlu karma Beta da§�l�m� kullan�lm�³t�r.

�zleyen kesimde, yönsel veri kümelemesi ve tar�m sigortalar�nda aktüeryal prim he-

saplamas� için yap�lan çal�³malar k�saca özetlenmi³tir.
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1.1. Literatür Taramas�

Yönsel veriler için kümeleme çal�³malar�, uzakl�k bazl� ve da§�l�m bazl� olmak üzere

ikiye ayr�lmaktad�r.

Uzakl�k bazl� kümeleme çal�³malar�, ilk kez Salton ve McGill [5] taraf�ndan yap�lm�³-

t�r. Bu çal�³mada uzakl�k bazl� kümeleme algoritmas�n�n temelini olu³turan "kosinüs

benzerli§i" tan�mlanm�³t�r. Ard�ndan bu tan�m Rasmussen [6] taraf�ndan k-ortalamalar

kümeleme algoritmas�nda kullan�lm�³t�r. Bu çal�³ma konumsal k-ortalamalar kümeleme

çal�³malar�na �³�k tutmu³tur.

Dhillon ve Modha [7] 2001 y�l�nda konumsal k-ortalamalar kümeleme çal�³mas�n� yap-

m�³lard�r. Dhillon ve Modha bu çal�³mas�nda "kosinüs benzerli§i", konsept vektörleri

tan�mlamalar�n� ve k-ortalamalar algoritmas� kullanarak büyük metin verilerini küme-

lemeyi ba³arm�³lard�r.

2010 y�l�nda Maitra ve Ramler [8] taraf�ndan çal�³mada farkl� uygulama alanlar� denen-

mi³tir. Maitra ve Ramler'in çal�³mas�nda hem tomurcuklanan maya için gen ifadeleme

verisi kullan�l�rken hem de metin verisi kullan�larak farkl� alanlardan uygulamalar ya-

p�lm�³t�r.

Yönsel verilere ait da§�l�m bazl� kümeleme çal�³malar�na bak�ld�§�nda, Banerjee ve di-

§erlerinin [9] 2003 ve 2005 y�llar�nda kümeleme çal�³malar� dikkati çekmektedir. Bu

çal�³malarda yönsel da§�l�m olarak von-Mises Fisher da§�l�m� kullan�lm�³t�r [10]. Ay-

r�ca her iki çal�³mada da a§�rl�kl� atama ve kesin atama algoritmalar� tan�t�lm�³t�r.

Çal�³man�n uygulama k�sm�nda, bu algoritmalar� küçük ve büyük say�daki verisetinde

uygulayarak kar³�la³t�rma yapm�³lard�r.

Hasar gerçekle³me oran� ve hasar gerçekle³me olas�l�§� de§i³kenleri gibi oran veya gö-

receli olas�l�k oranlar� de§i³kenleri için kullan�lmak üzere beta regresyonu 2004 y�l�nda

Ferrari ve Cribato-Neto [11] taraf�ndan ele al�nm�³t�r. Bu çal�³man�n ard�ndan, Espin-

heira ve di§erleri [12] 2008 y�l�nda, bu regresyon modeli tan�mlay�c�lar� için art�klar�

incelemi³tir.

Dünya'da tar�m sigortalar� de§erleme çal�³malar� ilk kez 1986 y�l�nda Skees ve Reed

[4] taraf�ndan yap�lm�³t�r.

Miranda [13], 1991 y�l�nda alan verim sigortas� üzerine alternatif bir model olarak

kom³u bölgelerin verimini de hesaba katm�³t�r.
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Goodwin [14],1994 y�l�ndaki çal�³mas�nda çok bile³enli tar�m sigortas�n� ele alarak ters

seçim üzerine çal�³malar ortaya koymu³tur.

1997 y�l�nda Knight [15], 1980'den itibaren ABD'deki çok bile³enli tar�m sigortas�n-

daki ahlaki tehlike ve ters seçilim üzerine çal�³ma yapm�³t�r.

Skees ve di§erleri [16] 1997 y�l�nda ABD'de yer alan Grup Risk Plan� adl� plan� or-

taya koymu³lard�r. Bu plan kapsam�nda alan verimlili§i tekrar incelenmi³lerdir.

Goodwin ve Ker [17], 1998 y�l�nda parametrik olmayan yöntemler ile alan-verim he-

saplamalar� yapm�³lard�r.

Goodwin [18] 2001 y�l�nda gerek ahlaki tehlike gerekse ters seçilim gibi unsurlar ne-

deniyle özel tar�m sigortas�n�n pek de mümkün olamayaca§�n� göstermi³tir. Ar�ca Go-

odwin [19] 2004 y�l�nda tar�msal üretimin risk modellemesi üzerine çal�³malar ortaya

koymu³tur.

Bu çal�³malara ek olarak, Nelson [20] 1990 y�l�nda tar�m sigortalar�nda �yatlama için

farkl� da§�l�mlar� deneyerek beta da§�l�m�n�n bitkisel ürün sigortas�nda kullanabilece-

§ini göstermi³tir.

Turvey [21] tar�m sigortas�na hava durumuna ba§l� türev ürünü bak�³� kazand�rarak

farkl� bir çal�³ma ortaya koymu³tur.

Son y�llardaki tar�m sigortalar� üzerine yap�lan çal�³malara bak�ld�§�nda, tar�m sigor-

talar� uygulamalar�n�n tüm dünyada yayg�nla³t�§� görülmektedir.

2017 y�l�nda Farzaneh ve di§erleri [22] �ran için pamuk ürününü ele al�rken, 2013 y�l�nda

Lou ve di§erleri [23] Çin Halk Cumhuriyeti için çay bitkisinin dolu sigortas� için hava

durumu endeksi ve alan verim anlay�³�n� harmanlayarak �yatlama çal�³mas� yapm�³t�r.

Çin Halk Cumhuriyeti için yap�lan di§er çal�³malar Zhao ve di§erleri [24], Zhang ve di-

§erlerinin [25] yapm�³ oldu§u Çin'in belirli bölümlerini inceleyen bölgesel çal�³malard�r.

2014 y�l�nda Farrin ve Murray [26], Zambiya için endeks sigortas� çal�³mas�n� ortaya

koyarken 2015 y�l�nda ise Ahmed ve Serra [27], �spanya için elma ve portakal ürünleri

için tar�m gelir sigortas� çal�³mas� yürütmü³lerdir. Bu çal�³malar�n yan�nda, Tack ve

di§erleri [28], Ghimire ve di§erleri [29] iklim de§i³ikli§i dü³üncesi ele al�narak de§i³ken

meteorolojik etkilerin sigorta üzerine etkisini incelemi³tir.
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Türkiye çerçevesinde tar�m sigortalar� kapsam�nda yap�lan çal�³malara bak�ld�§�nda

ise, endeks bazl�, tazminat bazl� ve verim bazl� sigorta türleri kullan�larak tar�m sigor-

talar� aktüeryal �yatlama çal�³malar� yap�ld�§� görülmektedir. �ahin ve di§erleri [30],

bu§day ürününü ele alarak bitkisel ürün sigortas�na tazminat bazl� yakla³arak prim

hesab� çal�³mas� yapm�³lard�r. Binici ve di§erleri [31] ise yine bu§day ürününü ele ala-

rak Konya ili için verim bazl� aktüeryal prim hesaplama çal�³malar� ortaya koymu³tur.

Evkaya [32] doktora tezi çal�³mas�nda Orta Anadolu illeri için hava durumu endeksli

bitkisel ürün sigortas� prim hesaplama çal�³mas� yapm�³t�r.

1.2. Çal�³ma Plan�

Tezin ikinci bölümünde, yönsel veri ve özellikleri anlat�lacak ve yönsel verinin model-

lenmesi için kullan�lan von-Mises Fisher da§�l�m� incelenecek ve bu da§�l�m� dikkate

alan Sonlu Karma Modeli aç�klanacakt�r. Sonlu Karma von-Mises Fisher da§�l�m�n�n

parametre tahmini, EM (expectation maximization -beklenti ençoklama) algoritmas�

ile elde edilecektir.

Üçüncü bölümde, uzakl�k bazl� kümeleme yöntemi olan küresel k-ortalamalar algorit-

mas� öncelikle "kosinüs benzerli§i" tan�m� yap�larak; konsept vektörü, hedef fonksiyonu

ve algoritman�n teorik ve görsel olarak aç�klamas� yap�larak anlat�lacakt�r.

Dördüncü bölümde hasar gerçekle³me oranlar� ve hasar gerçekle³me olas�l�klar�n� mo-

dellemek için kullan�lacak Beta da§�l�m� anlat�lacakt�r. Ayr�ca, bu bölümde parametre

tahmin yöntemleri ve kümeleme çal�³mas� için temel olu³turan Sonlu Karma Beta da-

§�l�m� aç�klanacakt�r.

Be³inci bölümde karma modellerin ve kümeleme algoritmalar�n�n geçerliliklerin ve uy-

gunlu§unun test edilmesi için gerekli olan Silhoutte (Gölge) metodu aç�klanacakt�r.

Tezin uygulamas�n� içeren son bölümde ise, TARS�M (Tar�m Sigortalar� Havuzu) bün-

yesinde yer alan 2010-2014 y�llar� aras�nda dolu riskine ba§l� bu§day ürün sigortas� için,

s�ras�yla, enlem-boylam bilgisi, hasar gerçekle³me oran� ve hasar gerçekle³me olas�l�k-

lar� kullan�larak üç a³amal� kümeleme çal�³mas� yap�lacakt�r.

Risk gruplar�na ayr�lan hasar bölgeleri için bu§day ürünü baz al�narak dolu riskine

ba§l� saf aktüeryal prim hesab� yap�lacakt�r. En uygun kümeleme yöntemi ve küme

say�s�n� bulmak için ROC Analizi kullan�lacakt�r.

5



2. YÖNSEL VER�

Yönsel veri, aç�sal de§erler ve yönsel büyüklük bar�nd�ran bir veri türüdür [37]. Bu

veri türü, hem sosyal bilimlerinde hem de fen bilimlerinde kullan�labilmektedir. Örne-

§in, yönsel veri, biyoloji alan�nda, ku³lar�n göç yollar�n�; meteoroloji alan�nda, rüzgar

yönlerini, jeoloji alan�nda, depremlerin merkezlerini ya da arkeoloji alan�nda geçmi³ten

günümüze uygarl�klar�n merkezlerini tespit etmek için kullan�lmaktad�r. olabilmektedir.

Zaman kavram�n�n da yönsel veri olarak tan�mland�§� çal�³malar bulunmaktad�r. Za-

man birimi gün, saat, ay olarak incelendi§i zaman döngüsel süreçler olmu³maktad�r.

Bu bak�³ aç�s�yla zaman kavram� ile ilgilenen bilim dallar� da yönsel istatistikten ya-

rarlanabilmektedir.

Yönsel veri, örneklerde görüldü§ü gibi iki boyutlu yani dairesel ya da üç boyutlu yani

küresel olabilmektedir. �ki boyutlu yönsel veri, seçilen uygun bir ba³lang�ç noktas� ve

dönü³ yönü ele al�narak tan�mlan�r. Ba³lang�ç noktas�na örnek olarak Kuzey-Güney-

Do§u-Bat� gibi temel yönler olabilmekle birlikte belirli bir aç� veya yön de olabilmekte-

dir. Dönü³ yönü ise, elde edilecek pozitif de§erli aç�n�n saat yönünde ya da saat yönünün

tersinde hareket etmesi anlam�na gelmektedir.

Yönsel veri, ele al�nan yön ya da aç� de§erinin herhangi bir büyüklü§ü olmad�§�ndan

dolay�, birim çemberinin çevresindeki noktalar ya da birim çemberinin orijininden bu

noktalara giden birim vektörler ³eklinde gösterilir. Bu dairesel gösterim sayesinde iki

boyutlu yönsel veri içeren gözlemlere dairesel veri denilmektedir.

Benzer ³ekilde, üç boyutlu yönsel veri içeren gözlemlerde de iki aç�, birim çemberin

yüzeyinde yer alan noktalar ya da birim kürenin orijininden bu noktalara giden birim

vektörler ³eklinde temsil edilebilmektedir. Bu durumun en büyük örne§i gezegenimizdir.

Dünya üzerindeki herhangi bir yerle³im yeri, enlem ve boylam koordinatlar� kullan�larak

belirlenir. �ekil 2.1'de görüldü§ü üzere enlem ve boylam de§erlerinin belirlenmesinde

Ekvator ve Greenwich standart al�n�r [33]. Bulunmak istenen konum bu standart kul-

lan�larak elde edilir.

Yönsel veri, istatistiksel modellemelerde kendine özgü özelliklere sahiptir. Örnek olarak,

iki boyutlu bir yönsel verinin matematiksel gösterimi ele al�n�rsa, çe³itli temellendir-

melere göre farkl� gösterimler elde edildi§i görülür.
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�ekil 2.1: Enlem ve Boylam Gösterimi

�ekil 2.2'de yer alan aç�sal de§er herhangi bir rüzgar yönünü temsil ediyor olsun. Bu

rüzgar yönünün ba³lang�ç noktas�na ve dönü³ yönüne göre matematiksel gösteriminde

de§i³iklikler gözlenecektir. �lk olarak ba³lang�ç noktas�n� ve dönü³ yönünü s�ras�yla Gü-

ney yönü ve saat yönünde al�n�rsa, elde edilen aç� β aç�s� olacakt�r.

Ba³lang�ç noktas�n� ve dönü³ yönünü s�ras�yla Bat� yönü ve saat yönününün tersine

al�nd�§�nda ise aç� 90 − β olacakt�r, örnekleri ço§alt�p, kuzey ve do§u gibi di§er yön-

leri de ele ald�§�m�zda daha farkl� sonuçlar elde edilebilir. Sonuç olarak kullan�lan veri

de§i³mese de yap�lan varsay�mlara göre elde edilen sonuçlar ve buna ba§l� olarak yap�-

lacak yorumlar farkl� olacakt�r.

�ki boyutta gerçekle³en bu farkl�l�klar�n benzeri üç boyutlu verilerde de görülmektedir.

Bu nedenle bu veriler için kullan�lacak istatistik hesaplamalardan elde edilen sonuçla-

r�n gözlem verisiyle uyumlu sonuç vermesi ve rastlant�sal seçilen ba³lang�ç noktas� ve

dönü³ yönünden ba§�ms�z olmas� çok önemli bir unsurdur. Aksi takdirde hesaplama-

larda kullan�lan aç�sal veri ile modelleme sonucunda yap�lan yorum tutars�z olacakt�r.

Bu nedenle, yönsel veriler analizinde en temel amaçlardan biri, yap�lacak istatistiksel

hesaplamalar� rastgele seçilen ba³lang�ç noktas�na veya dönü³ yönüne ba§l� olmadan

yapabilmektir.

Örne§in yönsel veri içeren gözlemler aras�nda s�ralama yap�lmak istendi§inde, rast-

lant�sall�k nedeniyle bu gözlemler aras� s�ralama yap�labilmesi mümkün olmayacakt�r.

Bunun nedeni bir yönsel veri ele al�n�rken ba³lang�ç noktas�n�n neresi oldu§unun yan�
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�ekil 2.2: Rüzgar Yönü Örne§i

s�ra dönü³ yönünün, saat yönünde ya da saat yönünün tersinde olmas� durumuna ba§l�

olarak farkl� sonuçlar elde edilece§inden, kullan�lan model hatal� tan�mlanabilecek ve

s�ralama hatas� yap�labilecektir. Tan�mlay�c� istatistikler olarak kullan�lan ve bir veri

için en temel aç�klay�c� de§erleri bar�nd�ran, örneklem ortalamas�, varyans�, momentleri

vb. gibi di§er istatistiklerde hatal� sonuçlar ortaya ç�kabilecektir.

Ayr�ca yönsel verilerin bir di§er temel özelli§i döngüsel olmas�d�r. Bu verilerin ba³-

lang�ç ve biti³ noktalar�nda çak�³ma ya³anmaktad�r yani yönsel verilerde 0 = 2 ∗ π
oldu§undan dolay� periyodiklik söz konusudur. Örne§in bir β aç�s�,n tam say� olmak

ko³uluyla, ayn� zamanda derece ölçüsünde bak�ld�§�nda β+p∗360'a, radyan ölçüsünde

bak�ld�§�nda ise β + 2 ∗ π'ye e³it olabilmektedir. Bu nedenle, iki aç�n�n birbirine olan

uzakl�§�n� ele alan istatistiksel hesaplamalar yap�l�rken bu özellik dikkate al�nmal�d�r

[34].

Ayr�ca yönsel veriler girdi olarak kullan�ld�§�nda, çok de§i³kenli veri analizinde kulla-

n�lan standart Pearson korelasyon veya do§rusal regresyon gibi istatistiksel modellerde

de anlams�z sonuçlar elde edilebilmektedir [35]. Bu nedenle gerek tan�mlay�c� istatis-

tikler gerekse kullan�lmak istenen di§er istatistiksel yöntemler yönsel veriler için tekrar

tan�mlanm�³t�r.
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2.1. Tan�mlay�c� �statistikler

Yönsel verilerin birim çemberin çevresinde yer alan noktalar ya da aç�lar olarak tan�m-

lanabilece§i bu bölümün ba³lang�c�nda belirtilmi³ti. �ki boyutlu yönsel verilerin birim

çemberdeki de§erleri, polar koordinat düzlem veya dikdörtgensel koordinat sistemi ile

tan�mlanabilmektedir. Birim çember üzerindeki bu noktalar tan�mlan�rken O orijin

de§eri olan, (X, Y ) düzlemine sahip dikdörtgensel koordinat sisteminden faydalan�la-

cakt�r.

Birim çemberde herhangi bir A noktas� dikdörtgensel koordinat sistemindeki de§er-

leri (X,Y) ile ya da polar koordinat sistemde (r,β) ³eklinde belirtilebilmektedir. Polar

koordinat sistemdeki r, orijin de§erine olan uzakl�§�, β ise aç�sal yönünü göstermektedir.

Polar koordinat sistem ile dikdörtgensel koordinat sistemi aras�ndaki geçi³ler, sinüs

ve kosinüs trigonometrik fonksiyonlar� ile sa§lanmaktad�r.

Herhangi bir A noktas�n�n polar koordinatlar� (r,β) olsun. Bu durumda dikdörtgen-

sel koordinat sistemine geçi³ler E³. 2.1 ve E³. 2.2 ³eklinde bulunur.

x = r cos(β) (2.1)

y = r sin(β) (2.2)

Yönsel verilerin analizinde, vektör büyüklü§ünün de§il yönlerin önemli olmas�ndan do-

lay� bütün vektörler kullan�m kolayl�§� aç�s�ndan, orijinden birim çembere do§ru giden

1 birimlik (r = 1) vektörler olarak ele al�nacak�r. Böylece analiz edilecek her bir yön, as-

l�nda birim çember üzerindeki herhangi bir A noktas�na denk gelecektir ve �ekil 2.3'teki

gibi sadece aç� ile gösterilebilecektir.
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�ekil 2.3: Birim Çember Üzerindeki Herhangi A noktas�

Birim çemberin çevresinde yer alan herhangi bir A noktas�n�n, polar koordinat ve dik-

dörtgensel koordinat gösterimi E³. 2.3 ³eklindedir.

(1, β)⇔ (x = cos(β), y = sin(β)) (2.3)

2.1.1 Ortalama Yön, Bile³ke Uzunlu§u, Ortalama Bile³ke Uzunlu§u

Verilen bir dairesel veri setinde ortalama yönü bulmak için, do§rusal ya da çoklu ista-

tistiksel analizde oldu§u gibi veri setindeki aç�lar�n aritmetik ortalamas�n� hesaplamak

yanl�³ olacakt�r; çünkü gerek örneklem ortalamas�, gerekse örneklem standart sapmas�

ve momentlerinin hesaplanmas�nda, yönsel verilerin, ba³lang�ç noktas� ve dönü³ yönü

seçimleri yap�lan tüm hesaplamalar� de§i³tirmektedir. Bu nedenle örneklem ortalamas�

hesaplanmas�nda aritmetik ortalama kullanmak uygun olmamaktad�r.

Bu durum çe³itli örneklerle ele al�ns�n. Örne§in, ilk örnekte, örneklem ortalamas� he-

saplamas�nda neden aritmetik ortalama kullanman�n yanl�³ oldu§u ikinci örnekte ise,

örneklem ortalamas�n�n ba³lang�ç noktas�na göre de§i³ebilece§i anlat�lacakt�r.

Örnek 1: Bir meteorolog ara³t�rmas�nda Kuzey yönünü ba³lang�ç noktas� ve saat yönünü

de dönü³ yönü olarak belirleyip bir bölgeye esen rüzgarlar�n yönlerini kaydetmi³tir.

�ekil 2.4'te görülece§i üzere, tüm rüzgar yönleri kuzey, kuzeydo§u, kuzeybat� yönlerinde

esmekte iken, aritmetik ortalamas� al�nd�§�nda, ortalama rüzgar�n güney yönünde es-
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�ekil 2.4: Örnek 1

ti§i dü³ünülmektedir. Ancak bu de§er, veri seti ile kar³�la³t�r�ld�§�nda tam ters yönde

kalmaktad�r. Sonuç olarak, yönlerin ortalamas�n� bulmak için aritmetik ortalama kul-

lanmak yanl�³ olacakt�r.

Örnek 2: Bir biyolog Kuzey yönünü ba³lang�ç noktas� ve saat yönünü de dönü³ yönü

olarak belirleyip ku³lar�n uçu³ yönleri hakk�nda bir ara³t�rma yapmak istemektedir.

Ku³lar�n uçu³ yönleri s�ras�yla 30, 150, 210, 330, 60, 120, 240, 330 derece olsun.

�ekil 2.5: Örnek 2
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�ekil 2.5'te görülece§i üzere, tüm uçu³ yönleri birbirine simetrik yönlerdedir, bu ne-

denle örneklem ortalamas� ba³lang�ç noktas�na göre sürekli de§i³kenlik gösterecektir.

Bu örnekte 180 derecelik bir ba³lang�ç noktas� fark� al�narak iki farkl� gra�k elde edil-

mi³tir. Sonuç olarak, aritmetik ortalama hesaplanmas�nda ba³lang�ç noktas� ve dönü³

yönü farkl�l�lar� farkl� sonuçlar do§urabilmektedir.

Örneklerden de anla³�laca§� üzere, do§rusal veriler için temel istatistiksel analiz olan

ve yo§un bir ³ekilde kullan�lan aritmetik ortalama, gözlenen yönsel verilerin merkezi-

nin ölçüsü anlam�na gelmemektedir. Bu ortalama, ba³lang�ç noktas� ve dönü³ yönünün

seçimine ba§l� bir fonksiyondur [36].

Tek bir yön do§rultusunda y�§�lmal� ya da tek tepe noktas� bulunan yönsel veri kümesi

için uygun ve anlaml� bir ortalama bulunmal�d�r. Bu hesaplama için, veri setindeki

her gözlem birer birim vektör olarak dü³ünülür ve bu vektörlerinin bile³kesi al�narak

bile³ke yön vektörü kullan�l�r.

Veri kümesinde yer alan aç�sal veriler için bile³ke vektörünün yönü hesaplamas� ³u

³ekildedir: β1, β2, β3...βn aç� cinsinden verilmi³ dairesel gözlem kümesindeki veriler ol-

sun. Her bir gözlem için polar koordinat sistemden dikdörtgensel koordinat sistemine

dönü³ümü E³. 2.4'teki gibi ele al�n�r.

(cos(βi), sin(βi)), i = 1, 2, 3...n (2.4)

n adet birim vektörün bile³ke vektörü ise E³. 2.5 ile bulunur:

R =

(
n∑
i=1

cos βi,
n∑
i=1

sin βi

)
= (C, S) (2.5)

R = ‖R‖ =
√
C2 + S2 (2.6)

E³. 2.6 ile elde edilen R bile³ke vektörü için dairesel merkezi yön olarak aç�klanan aç�sal

de§er β̄0 olarak gösterilsin. Bu aç�sal de§erin polar koordinat sistemde gösterimi E³.

2.7 ³eklindedir.

β̄0 = arg

(
n∑
j=1

cos βj + i
n∑
j=1

sin βj

)
(2.7)

Bu aç�sal de§erin kosinüs ve sinüs denklemleri E³. 2.8 ve E³. 2.9'da verilmi³tir.

cos β̄0 =
C

R
(2.8)
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sin β̄0 =
S

R
(2.9)

Kosinüs ve sinüs denklemlerinin çözümünde E³. 2.10'da yer alan arctanjant fonksiyonu

kullan�l�r.

β̄0 = arctan∗
(
S

C

)
(2.10)

β̄0 =



arctan(S/C) e§erS ≥ 0, C ≥ 0

π/2 e§erC = 0, S > 0

arctan(S/C) + π e§er C < 0

arctan(S/C) + 2π e§erC ≥ 0, S < 0

tan�ms�z e§erS = 0, C = 0


(2.11)

Denklem çözümünün sonucunda β̄0 de§eri, ortalama yön olarak adland�r�lmaktad�r.

Tanjant fonksiyonunun tersi al�rken dikkat edilmesi gereken tan(β) = tan(β+π) olmas�

durumudur. Bu nedenle herhangi β aç�s�n�n 2 adet tersi elde edilmektedir. Ancak E³.

2.11 kullan�ld�§�nda, C ve S ifadelerinin i³aretlerine göre [0, 2π] aral�§�ndaki aç�n�n

tanjant fonksiyonuna göre tersi bir adet olacak ³ekilde elde edilir.

Bu yöntemle, β̄0 de§eri veri setinde yer alan yönsel verilerin merkezi olarak gösterilebilir

ve ba³lang�ç noktas�ndan ve dönü³ yönünden ba§�ms�z olarak elde edilebilir.

Birim vektörlerin bile³ke vektörünün uzunlu§u (0, n) aral�§�nda de§erler almaktad�r.

Ortalama bile³ke uzunlu§u ise ortalama yön, β̄0 ile ili³kilidir ve E³. 2.12 ile bulunur:

R̄ =
R

n
(2.12)

Bile³ke vektörün tan�mlanabilmesi için uzunlu§unun s�f�rdan büyük olmas� gerekmekte-

dir. Bile³ke vektör pozitif uzunlukta ise bu vektör yönü olarak hesaplanan β̄0, ortalama

yön olacakt�r. Ayr�ca bile³ke vektörün örneklem say�s�na e³it olmas� durumunda bütün

noktalar�n�n ayn� aç�sal de§eri gösterdi§i yani çak�³t�§� anlam�na gelmektedir. [37].

Bile³ke vektörün uzunlu§un s�f�ra e³it olmas� durumu, veri setinde dairesel noktala-

r�n daire üzerinde e³it uzakl�klarla da§�ld�klar�n� ve verilerin herhangi bir yöne y�§�lma

göstermedi§ini anlatmaktad�r.

2.1.2 Yo§unla³ma Parametresi

Yo§unla³ma parametresi, yönsel verinin ortalama yön yak�nlar�nda ne kadar yo§unla³-

t�§�n� gösteren bir parametredir. Bu parametre κ ile gösterilir. Yo§unla³ma parametre-

13



sinin en çok olabirlik tahmini κ̂, E³ 2.13 ³eklinde bulunmaktad�r.

A1(κ̂) =
R

n
= R̄ (2.13)

E³ 2.13'te yer alan R̄ ifadesi bile³ke vektörünün ortalama uzunlu§u olarak tan�mlan�r.A1(κ)

fonksiyonu, sürekli artan bir fonksiyondur ve [0,∞) aral�§�ndaki de§er kümesini, [0,1)

de§er kümesine tan�mlamaktad�r. E³ 2.14'te yer alan A1() fonksiyonu iki Bessel fonk-

siyonunun oran�n� göstermektedir.

A1(x) =
I1(x)

I0(x)
(2.14)

Örne§in κ = 0 oldu§unda, yönsel veriler tekdüze da§�l�m özelli§i göstermekte iken

κ = ∞ oldu§unda yönsel veriler, ortalama yön üzerinde tepe olan bir nokta da§�l�m

özelli§i göstermektedir [38].

A1() fonksiyonu bilgisayar destekli yinelemeli çözümler ile bulunabilmektedir. Bu çö-

zümler, tezin Kappa(Yo§unla³ma) Parametresi Tahmin Yöntemleri bölümünde detayl�

incelenecektir.

2.1.3 Dairesel Varyans

R bile³ke vektörünün aç�sal de§eri, β̄0 gözlem de§erleri için ortalama yönü göstermekle

birlikte, bile³ke vektörün uzunlu§u da tek bir yön do§rultusunda y�§�lm�³ ya da tek

tepe noktas� bulunan yönsel veri kümesi için gözlem de§erlerinin merkezi etraf�nda ne

kadar yo§unla³t�§�n� gösterebilmektedir.

E§er tüm birim vektörler ayn� aç�sal de§ere sahip olursa, R bile³ke vektörü n adet

birim vektörün toplam� haline gelir ve örneklem say�s�na e³it olur. Tam tersi, e§er veri

seti çember üzerinde yo§unluk göstermeden e³it ³ekilde yay�l�rsa, R bile³ke vektörü 0

de§erine sahip olur.

Örneklem varyans� çember üzerinde uygun bir uzakl�k ölçüsü ³eklinde gösterilirse, 1−R̄
de§erine e³it olur. �ki nokta aras�nda çembersel uzakl�k alman�n bir yolu, bu noktalar

aras�nda yer alan iki yay uzunlu§unun k�sa olan�n� almak olarak dü³ünülebilir. Yani,

herhangi iki aç� (α, β) de§eri dü³ünüldü§ünde, k�sa olan uzakl�k E³. 2.15 ile bulunur.

d0{α,β) = min(α− β, 2π−(α− β)) =π− |π− |α− β|| (2.15)

Örne§in, �ekil 2.8'de yer alan A ve B noktalar� aras�ndaki uzakl�k, ACB yay� ya da

ADB yay� uzunlu§u olabilir. Ancak ACB yay uzunlu§u, ADB yay uzunlu§una göre daha
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�ekil 2.6: ACB Yay�

k�sa oldu§undan ACB yay uzunlu§u çembersel uzakl�k olarak tan�mlan�r. Bir çember

üzerindeki iki noktan�n uzakl�k de§eri [0, π] aral�§�ndad�r. A ve B noktalar� aras�ndaki

çembersel uzakl�§�n ba³ka bir ³ekildeki tan�m� ise E³. 2.16'daki gibidir.

d(α,β) = (1− cos(α−β)) (2.16)

Çembersel uzakl�k denkleminde yer alan α ve β de§erleri A ve B gözlem de§erlerinin

sahip oldu§u aç�sal de§erlerdir. E§er θ aç�s� A ve B gözlem de§erlerinin aras�nda aç�sal

de§eri gösteriyor ise çembersel uzakl�k denklemi bu parametreye ba§l� monoton artan

bir fonksiyon olacakt�r. E§er iki gözlem de§eri aras�ndaki aç� 0 ise uzakl�k de§eri de 0

olacakt�r, iki gözlem de§eri aras�ndaki aç� π de§erine e³it olmas� durumunda çembersel

uzakl�k de§eri 2 olacakt�r.

Do§rusal istatistiksel analizdeki örneklem varyans� s2 ile benzer olarak yönsel veri-

ler için yay�l�m ölçüsü olarak 1− R̄ kullan�labilir.

Gözlem de§erleri birim vektörler ³eklinde olacak ³ekilde, {ui, i = 1, 2, ..., n} olarak ta-

n�mlans�n.Dz(u1, u2, ..., un) ise rastgele seçilen z = (a, b) birim vektörüne göre örneklem

yay�l�m�n� göstersin. Gözlem de§eri ui ile rastgele seçilen v vektörü aras�ndaki aç� θi ol-

sun. Bu aç� 0 ≤ θi ≤ π ko³ulunu sa§lamak durumundad�r. E³. 2.16 kullan�larak, n adet

gözlem de§erinin v vektörüne olan dairesel uzakl�klar�n�n ortalamas� E³. 2.17 ³eklinde
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bulunur.

Dz(u1, u2, ..., un) =
1

n

n∑
i=1

d(z, ui)

=
1

n

[
n−

n∑
i=1

cos(θi)

]

=
1

n

n∑
i=1

[1− cos(θi)]

(2.17)

Do§rusal istatistiksel modellerde oldu§u gibi herhangi m de§eri çevresinde yay�l�m öl-

çüsü
∑

(xi −m)2 de§erinin en küçük olmas�, m de§erinin örneklem ortalamas�na e³it

olmas� ile mümkün olabilmektedir. Yönsel veriler için de ayn� mant�k çerçevesinde bir

yakla³�ma gerek vard�r. Yönsel veriler için E³. 2.18'de yer alanD fonksiyonunu en küçük

yapacak birim çember üzerindeki noktan�n ara³t�r�lmas� gerekmektedir. Buna göre, z∗

normalle³tirilmi³ bile³ke vektörü olmas� durumunda Dz∗(u1, u2, ..., un) yay�l�m ölçüsü

en küçük de§eri al�r ve normalle³tirilmi³ bile³ke vektörü z∗ =
(
C
R
, S
R

)
olarak bulunur ve

örneklem varyans� 1− R̄ olarak bulunur [39].

2.1.4 Dairesel Standart Sapma

Do§rusal istatistiksel analizde kullan�lan standart sapma tan�m�na benzer bir yap�da

olan dairesel standart sapma fonksiyonu için, R̄ fonksiyonunun bir dönü³ümü kullan�l-

maktad�r. Bu dönü³üm E³. 2.18'de verilmi³tir.

v = [−2loge(1− V )]
1
2 =

[
−2loge(R̄)

] 1
2 (2.18)

Bu dönü³ümde kullan�lan R̄, ortalama bile³ke uzunlu§un tan�m aral�§� (0, 1) iken stan-

dart sapma(v) de§erinin tan�m aral�§� (0,∞) olmaktad�r.

2.1.5 Trigonometrik Momentler

Trigonometrik momentlerin elde edilmesi için, aç�lar�n kosinüs ve sinüs bile³enleri ayr�

ayr� incelenmektedir. C ve S tan�mlamalar� s�ras�yla kosinüs ve sinüs bile³enleri toplam�

olarak gösterilmektedir ve kosinüs bile³eninin ortalamas� E³. 2.19'da, sinüs bile³eninin

ortalamas� ise E³. 2.20'de verilmi³tir.

C̄n =
1

n

n∑
i=1

cos(βi) (2.19)

S̄n =
1

n

n∑
i=1

sin(βi) (2.20)
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eiβ = (cos β + i sin β) e³itli§inden dolay�, kosinüs ve sinüs bile³enlerinin ortalamas�n�n

kutupsal formda gösterimi E³. 2.21 ³eklinde olacakt�r.

C̄n + iS̄n =
1

n

n∑
j=1

eiβj (2.21)

Benzer ³ekilde, yüksek dereceden momentler elde edilebilmek için p fonksiyonu tan�m-

lan�r. p tam say� olmak üzere, E³. 2.22 edilir.

eipβ = (cos pβ + i sin pβ) (2.22)

Aç�sal de§erler, birden n de§erine kadar al�nd�§�nda ise s�ras�yla E³. 2.23 ve E³. 2.24

elde edilir.

1

n

n∑
j=1

(
eiβj
)

=
1

n

n∑
j=1

cos(pβj) + i
1

n

n∑
j=1

sin(pβj) (2.23)

1

n

n∑
j=1

(
eiβj
)

= C̄n(p) + iS̄n(p) (2.24)

(C̄n(p), S̄n(p)) de§erleri örneklemin p. trigonometrik momentleri olarak tan�mlan�r.
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3. SONLU KARMA VON-MISES FISHER

DA�ILIMLARI YÖNTEM�

Sonlu karma da§�l�mlar, her bir bile³eni uygun parametrik da§�l�m özelli§i göstermesi

varsay�m� kullan�larak gözlem de§erlerinin kümelenmesine olanak sa§lamaktad�r. Sonlu

karma da§�l�mlar, sonlu say�da, birden çok da§�l�m�n d�³bükey(konveks) birle³mesi ile

türetilmektedir [40].

Sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�mlar� yöntemi, standartla³t�r�lm�³ uzakl�klar� yani

birim küre üzerinde yer alan noktalar kullan�larak bu noktalar�n üzerinde da§�l�m bazl�

kümeleme yöntemi kullan�lmas�na imkan sa§lamaktad�r. Bu yöntem ile sonlu karma

von-Mises Fisher da§�l�m�n�na uygun örneklemler üretilebilmektedir [9]. Herhangi bir

yönsel veri için en çok olabilirlik yöntemi tahmini ile EM algoritmas� kullan�larak sonlu

karma von-Mises Fisher da§�l�m� parametreleri bulunabilmektedir [10].

E§er veri kümesi olarak birim kürede yer alan noktalar incelenmek istenirse,uygulanacak

karma da§�l�m için von-Mises Fisher da§�l�m� do§al bir seçenek olacakt�r. Benzer ³e-

kilde,R2 kümesinde yer alan veriler, di§er bir deyi³le, birim çemberde yer alan gözlemler

için ise von-Mises da§�l�m� uygun olabilecektir ve birim çemberdeki gözlem de§erleri

bu da§�l�m ile ifade edilebilecektir.

3.1. von-Mises Fisher Da§�l�m�

x herhangi bir d boyutlu birim vektörü göstermektedir. Sd−1, d boyutlu bir hiperküre

(hypersphere) olsun. Yani Sd−1 = {x ∈ Rd : ‖x‖ = 1} olacakt�r. E³. 3.1 'de görüle-

ce§i üzere Sd−1 üzerindeki olas�l�k ö§esi dSd−1 ile gösterilsin ve Sd−1 üzerinde polar

koordinatlar (r, θ) ile ifade edilsin. r = 1 ve θ = [θ1, θ2, ..., θd−1] oldu§u kabul edilsin.

Sonucunda xj = sin θ1.... sin θd−1 cos θd, 1 < j < d ve xd = sin θ1.... sin θd−1 olacakt�r

[41].

dSd−1 =

(
d−1∏
k=2

sind−kθk−1

)
dθ (3.1)

3.1.1 von-Mises Fisher Da§�l�m� Olas�l�k Yo§unluk Fonksiyonu

Herhangi bir rastgele birim vektör Cd(κ)eκµ
T xdSd−1 olas�l�k ögesine sahip ise, bu birim

vektörün, d boyutlu von-Mises Fisher da§�l�m�na sahip oldu§u söylenebilir. Bu da§�l�m
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için normalle³tirme parametresi Cd(κ) E³. 3.2'de verilmi³tir.

Cd(κ) =
κd/2−1

(2Π)d/2Id/2−1(κ)
(3.2)

Bu normalle³tirme parametresinde yer alan I fonksiyonu birinci tip düzeltilmi³ Bes-

sel fonksiyonudur. Bessel fonksiyonunun genel formu E³. 3.3'te gösterilmektedir. E³.

3.3'de gösterilen Bessel fonksiyonundaki toplam�n ilk bölümünün paydas�nda yer alan

fonksiyon, Γ, gamma fonksiyonudur.

Id(κ) =
∑
k≥0

1

Γ(k + d+ 1)k!

(κ
2

)2k+p

(3.3)

von Mises-Fisher da§�l�m�nda yer alan normalle³tirme parametresinin hesab� için in-

tegrasyon ölçüsünün, tekdüze ölçüm normalle³tirilmesi kullan�labilir [41]. Bu nedenle

Cd(κ) yerine Cd(κ)(2Π)d/2

Γ(d/2)
ifadesi kullan�l�r. Bunun sonucunda von-Mises Fisher olas�l�k

yo§unluk fonksiyonu E³. 3.4 gibi elde edilir.

p(x, µ, κ) = Cd(κ)eκµ
T x (3.4)

Bu olas�l�k yo§unluk fonksiyonunda µ ortalama yönü, κ ise yo§unla³ma parametresini

göstermektedir. Bilindi§i üzere, κ de§eri, von-Mises Fisher da§�l�m�ndan elde edilen

birim vektörlerin, sahip olduklar� ortalama yönün yak�nlar�nda yo§unla³�p yo§unla³-

mad�§�n� gösteren bir parametredir.

Örne§in κ = 0 oldu§unda, bu olas�l�k yo§unluk da§�l�m� tekdüze da§�l�m özelli§i gös-

termekte iken κ =∞ oldu§unda bu da§�l�m, ortalama yön üzerinde tepe olan bir nokta

da§�l�m özelli§i göstermektedir.

von-Mises Fisher da§�l�m�, yönsel istatisti§in en temel da§�l�mlar�ndan biridir. Bu da-

§�l�m, Rd üzerinde yer alan veriler için kullan�lan çok de§i³kenli Gaussian da§�l�m� ile

benzer özelliklere sahiptir.

3.1.2 von-Mises Fisher Da§�l�m� ile En Çok Olabilirlik Yöntemi ile Para-

metre Tahmini

von-Mises Fisher da§�l�m�na sahip n tane birim vektör örnekleminin log-olabilirlik fonk-

siyonu E³. 3.5'te yer almaktad�r.

n log(Cd(κ)) + κµT r (3.5)
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Log-olabilirlik fonksiyonunda yer alan r, herhangi birim vektörlerin bile³ke vektörüdür,

r =
n∑
i=1

xi. Log-olabilirlik fonksiyonunun, µTµ = 1 ve κ ≥ 0 k�s�tlar� alt�nda, parametre-

lere göre türevlenmesinin ard�ndan elde edilen fonksiyonun s�f�ra e³itlenip çözülmesi ile

en çok olabilirlik tahmini edicileri E³. 3.6 ve E³. 3.7'deki gibi elde edilir. E³. 3.6'da yer

alan µ̂ ortalama yönü gösterirken, E³. 3.7'te yer alan ρ ifadesi ortalama bile³ke yönü

göstermektedir.

µ̂ = r/ ‖r‖ (3.6)

ρ = −C
′
d(κ)

Cd(κ)
=
‖r‖
n

(3.7)

Log-olabilirlik fonksiyonunun türevi al�n�rken, 1
Cd(κ)

ifadesinin logaritmik türevi ald�k-

tan sonra Ad(κ) = −C′d(κ)
Cd(κ)

olarak yaz�ld�§�nda ve ortalama bile³ke vektörü ρ = ‖r‖
n

olarak bulunur ve κ, yo§unla³ma parametresi için en çok olabilirlik tahmin edicisi

Ad(κ̂) = ρ olarak elde edilir. Ad(κ) fonksiyonu, Bessel fonksiyonlar�na ait yineleme

özelli§i kullan�larak ifade edilebilir [37].

Ad(κ̂) = −C
′
d(κ)

Cd(κ)
=

Id/2(κ)

Id/2−1(κ)
(3.8)

E³. 3.8'de yer alan Ad(κ) fonksiyonu, sürekli artan bir fonksiyondur ve [0,∞) aral�-

§�ndaki de§er kümesini, [0,1) de§er kümesine dönü³türmektedir. Ayr�ca bu fonksiyon,

Riccati e³itli§ini de sa§lamaktad�r [42]. Riccati e³itli§i E³. 3.9'da verilmi³tir.

Ad
′(κ) = 1− Ad(κ)2 − d− 1

κ
Ad(κ) (3.9)

κ parametresinin en çok olabilirlik yöntemi tahmin edicisini bulabilmek için çe³itli

yakla³�mlar ve bilgisayar destekli yinelemeli yöntemler kullan�l�r.

3.1.3 Kappa (Yo§unla³ma Parametresi) Tahmin Yöntemleri

1. �lk tahmin yöntemi olarak, Mardia ve Jupp [43], dü³ük boyutlu veriler için E³.

3.10 gibi basit bir yakla³�m kullanm�³lard�r. Ancak bu yakla³�m hem κ
d
oran�

birden büyük veriler için hem de çok boyutlu veriler için do§ru sonuçlar verme-

mektedir.

Ad(κ) ≈ κ

d
(3.10)

2. Sonras�nda, Banerjee ve di§erleri ise, κ tahmini için, Ad(κ), kesirli gösteriminde

k�saltmalara gitmi³lerdir ve elde ettikleri bu yeni fonksiyonun çözümü ile tahmin
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yapm�³lard�r. Bu kesme i³lemi ile yo§unla³ma parametresini E³. 3.11 ³eklinde

tahmin etmi³lerdir. Bu tahmin yöntemi, Mardia ve Jupp'�n tahmin yöntemine

göre daha do§ru sonuçlar vermi³lerdir [10].

κ̂ =
R̄d− R̄3

1− R̄2
(3.11)

3. Ard�ndan, Tanabe ve di§erleri ise, κ, yo§unla³ma parametresi için s�n�rlar elde

etmi³lerdir. Bu s�n�rlar, Ad(κ) çözümünde yer alan Bessel e³itsizli§i ile elde edil-

mi³tir. Ayr�ca Tanabe ve di§erleri, bu çal�³malar�na ek olarak, κ yakla³�k çözümü

için E³. 3.12'de görülen sabit nokta iterasyonu yöntemi algoritmas� geli³tirmi³-

lerdir [44]. E³. 3.12'de yer alan κl ve κu ifadeleri E³. 3.13 de gösterilmektedir.

Ayr�ca yo§unla³ma parametrelerinin tahminde yer alan Φ2d ifadesi ise E³. 3.14'te

verilmi³tir.

κ̂ =
κlΦ2d(κu)− κuΦ2d(κl)

Φ2d(κu)− Φ2d(κl)− (κu − κl)
(3.12)

κl =
R̄d− 2R̄

1− R̄2
≤ κ̂ ≤ κu =

R̄d

1− R̄2
(3.13)

Φ2d(κ) = R̄κAd(κ)−1 (3.14)

4. Son yöntem olarak, Banerjee ve di§erlerinin kulland�§� tahmin yöntemi ile Newton

metodu birle³iminden elde edilen "Kesilmi³ Newton Yakla³�m�" yöntemi daha

kesin ve daha çabuk bir tahmin yöntemi olarak elde edilmi³tir. Bu yöntemde iki

ad�ml� Newton iterasyonu kullan�lmaktad�r [41].

Ad
′(κ) = 1− Ad(κ)2 − d− 1

κ
Ad(κ) (3.15)

Ad(κ) − R̄ = 0 çözümü kullan�larak iterasyonlar E³. 3.15'de oldu§u gibi tekrar-

lanm�³t�r. Newton yöntemine göre ilk ad�m E³. 3.16'da verilmi³tir.

κ1 = κ0 −
Ad(κ0)− R̄

1− Ad(κ0)2 − d−1
κ0
Ad(κ0)

(3.16)

�kinci iterasyon sonucunda κ tahmini elde edilmi³tir. Bu tahmin yöntemi, Tanabe

ve di§erlerinin kulland�§� modelle benzerlik göstermektedir. Her iki modelde iki

adet Ad(κ) fonksiyonuna ihtiyaç duyar. Ancak bu model, Tanabe ve di§erlerinin

kulland�§� modele göre daha h�zl� cevap vermektedir.
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3.2. Sonlu Karma von-Mises Fisher Da§�l�m�nda EM Algorit-

mas�

Karma da§�l�mlar, sonlu say�da da§�l�m�n belirli a§�rl�klarla konveks bile³imi ile elde

edilmektedir. Buna göre K bile³ene sahip sonlu bir karma da§�l�m E³. 3.17 ³eklinde

gösterilir.

f(x|Θ) =
K∑
h=1

αhfh(x|θh) (3.17)

E³. 3.17'de yer alan f fonksiyonu, karma da§�l�m�n olas�l�k yo§unluk fonksiyonunu, Θ

ise α, bile³im olas�l�klar�ndan ve θ, da§�l�m parametrelerininden olu³an vektörü gös-

termektedir. fh fonksiyonu, parametreleri θh olan von-Mises Fisher da§�l�m�n�n olas�l�k

yo§unluk fonksiyonunu göstermektedir. Karma da§�l�mlarda, bile³en a§�rl�klar�n�n s�-

f�rdan büyük ve bile³en a§�rl�klar� toplamlar�n�n bire e³it olmas� gerekmektedir. Sonlu

karma von-Mises Fisher da§�l�m�n�n en çok olabilirlik yöntemi ile parametre tahmini

için EM algoritmas� kullan�lmaktad�r [9].

Sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�mlar� özelli§i gösteren herhangi bir noktadan ör-

neklem olu³turulmas� için öncelikle herhangi αh olas�l�kla rastgele h. von-Mises Fisher

da§�l�m� seçilir, ard�ndan bu da§�l�ma ait fh(x|θh) olas�l�k yo§unluk fonksiyonuna sahip
bir nokta olu³turulur.

X = {x1, x2, ...., xn} ifadesini örneklemden çekilmi³ n tane ba§�ms�z noktadan olu³an

bir veri seti olsun. Z = {z1, z2, ...., zn} ifadesi ise X veri setine uyumlu sakl� rastlant�

de§i³kenleri kümesini olu³turmaktad�r. Bu Z rastlant� de§i³keni kümesi, örneklemde

olu³turulan noktalar�n hangi von-Mises Fisher da§�l�m�ndan olu³turuldu§unu göster-

mektedir. Örne§in, herhangi xi noktas� fh(xi|θh) olas�l�k yo§unluk fonksiyonuna sahip

h. von-Mises Fisher da§�l�mdan çekilirse, zi = h olmaktad�r. Bu rastlant� de§i³keni,

sakl� raslant� de§i³keni olarak da isimlendirilebilir.

Z kümesinde yer alan de§erlerin bilindi§i varsay�m� alt�nda, örneklemden çekilen nokta-

lara ait log-olabilirlik fonksiyonu E³. 3.18 ³ekildedir. En çok olabilirlik tahmin edicileri

bu fonksiyonun maksimizasyonu sonucunda elde edilmektedir.

ln(P (X,Z|Θ) =
n∑
j=1

ln(αzjfzj(xj|θzj) (3.18)

Her bir zj de§erinin bilinmesi durumunda, en çok olabilirlik yöntemi ile tahmin edi-

cileri bulmak kolay olacakt�r. Ancak sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�m modeline
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böyle bir durum söz konusu de§ildir. E³. 3.18'te belirtilen log-olabilirlik fonksiyonu Z

rastlant� de§i³keninin da§�l�m�na ba§l� olarak de§i³kenlik gösterecektir. Bu ³ekildeki

log-olabilirlik fonksiyonlar�na, tam veri log-olabilirlik fonksiyonu denmektedir.

Bu modelde, (X,Θ) de§i³kenlerine ait bilgilere sahip olundu§unda, en olas� (Z|(X,Θ))

ko³ullu da§�l�m�na ait tahminler yap�labilmektedir. Bu tahmin, EM algoritmas�n�n,

beklenen de§er ad�m�n� olu³turmaktad�r. Sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�m�na ait

EM algoritmas�n�n beklenti ad�m�nda iki farkl� yol izlenebilir ve bu yollar vas�tas�yla

iki farkl� ³ekilde sakl� raslant� de§i³kenlerine ait da§�l�m tahmini yap�labilmektedir. Bu

tahmin yöntemindeki farkl�l�klar iki farkl� algoritma ile sa§lanmaktad�r. Bu algoritma-

lar s�ras�yla a§�rl�kl� atama ya da kesin atama algoritmalar� olacakt�r [10].

3.2.1 Maksimizasyon Ad�m�

EM algoritmas�n�n bu ad�m�nda parametre tahmini yap�lmaktad�r. Öncelikle,bu ad�m

için p(h|xi,Θ) = p(zi = h|x = xi,Θ) e³itli§i varsay�ls�n. Bir ba³ka deyi³le, tüm verilen

noktalar ve h de§erleri için sonsal olas�l�k de§erlerinin bilindi§i dü³ünülsün.

Aksi belirtilmedi§i sürece, tüm beklenen de§er hesaplamalar� (Z|(X,Θ)) rastlant� de-

§i³kenin da§�l�m� üzerinden hesaplanacakt�r. Aksi takdirde (Z|(X,Θ)) rastlant� de§i³-

kenine ait her de§i³im, sonras�nda yap�lacak beklenen de§er hesaplamalar�nda ve buna

ba§l� olarak parametre tahminlerinde de§i³ikli§e neden olacakt�r.

Bu varsay�m alt�nda tam veri log-olabirlik fonksiyonunun p da§�l�m� üzerinden elde

edilen beklenen de§er fonksiyonu E³. 3.19'da ifade edilmi³tir.

Ep[ln(P (X,Z|Θ) =
k∑

h=1

n∑
i=1

(lnαh + ln fh(xi, θh)) p(h|xi,Θ) (3.19)

Parametre tahmini ad�m�nda ba³ka bir deyi³le maksimizasyon ad�m�nda, Θ paramet-

releri, log-olabilirlik fonksiyonunun beklenen de§erini maksimize edecek ³ekilde sürekli

yeniden tahmin edilmektedir. Beklenen de§eri maksimize etmek için, beklenen de§er

fonksiyonunun αh ve θh terimlerini içeren bölümlerinin ayr� ayr� maksimize edilmesi

gerekmektedir; çünkü αh ve θh parametreleri aralar�nda yani bile³en parametreleri ile

karma da§�l�m parametreleri aras�nda ba§�ml�l�k söz konusu de§ildir.

αh, a§�rl�k de§erlerini elde etmek için
h∑
h=1

αh = 1 k�s�t� alt�nda λ Lagrange çarpan�

kullan�l�r. Lagrange amaç fonksiyonunun her bir αh de§erine göre k�smi türevleri al�n�p
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çözüldü§ünde, E³. 3.20 elde edilir.

α̂h =

n∑
k=1

p(h|xk,Θ)

n
(3.20)

Sonras�nda µhTµh = 1 ve κh ≥ 0 k�s�tlar� alt�nda ortalama yön ve yo§unla³ma pa-

rametresi tahmininin yap�labilmesi için λ1, λ2..., λk Lagrange çarpanlar� kullan�larak,

Lagrange fonksiyonundan yararlan�l�r. Bu Lagrange fonksiyonu E³. 3.21 ³ekilde bulu-

nur.

L({µh, κh, λh}kh=1) =
k∑

h=1

[
n∑
i=1

ln(Cd(κh))p(k|xi,Θ)

]
+

k∑
h=1

[
n∑
i=1

κhµ
T
hxip(h|xi,Θ) + λh

(
1− µThµh

)] (3.21)

Lagrange fonksiyonun µh, κh, λh parametrelerine göre k�smi türevleri al�nd�ktan sonra

s�f�ra e³itlenmesi ile, ortalama yön de§eri E³. 3.22'te gösterilmi³tir.

µ̂h =

n∑
k=1

p(h|xk,Θ)xk∥∥∥∥ n∑
k=1

p(h|xk,Θ)xk

∥∥∥∥ (3.22)

Ayn� yöntemle, yo§unla³ma parametresi, E³. 3.23 kullan�larak bulunur [10].

Ad(κ̂h) =

∥∥∥∥∥ n∑
j=1

xjp(h|xj,Θ)

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

p(h|xj,Θ)
(3.23)

κ, yo§unla³ma parametresin tahmininde kullan�lan Ad fonksiyonu Bessel fonksiyonla-

r�n�n oran� ³eklindedir ve E³. 3.24 ³eklinde gösterilebilir.

Ad(κ) =
Id/2(κ)

Id/2−1(κ)
(3.24)

Bu algoritmada yo§unla³ma parametresinin tahmini için ρ = Ad(κ) e³itli§i kullan�l�r.

Yo§unla³ma parametresi tahmini yöntemlerinden, Banerjee ve di§erlerinin [9], Tanabe

ve di§erlerinin [44] ya da kesilmi³ Newton yakla³�m� yöntemlerinden [41] herhangi biri

kullan�larak κ, yo§unla³ma parametresi elde edilir.

3.2.2 Beklenti Ad�m�: Da§�l�m Tahmini

Bu ad�mda, (Z|(X,Θ)) da§�l�m�n� elde etmek için kullan�lacak iki farkl� yöntem bu-

lunmaktad�r. Bu iki farkl� yöntem sayesinde iki farkl� ³ekilde sonsal da§�l�mlar hesap-

lanmaktad�r. Beklenti ad�m�nda bulunan sonsal da§�l�mlar kullan�larak, maksimizasyon
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ad�m�nda veriye ait olabilirlik fonksiyonu elde edilir ve bu fonksiyon maksimize edilerek

parametre tahminleri yap�labilmektedir.

Sonsal da§�l�mlar�n tahmini için ilk yöntem, a§�rl�kl� atama yöntemidir. Standart EM

algoritmas�nda, sakl� rastlant� de§i³kenlerinin da§�l�m� E³. 3.25'te verilen ³ekilde kulla-

n�lmaktad�r. Sakl� rastlant� de§i³keninlerine ait bu da§�l�m a§�rl�kl� atama algoritma-

s�nda kullan�lmaktad�r [45].

p(h|xi,Θ) =
αhfh(xi|Θ)
k∑
j=1

αjfj(xi|Θ)

(3.25)

Da§�l�m tahminindeki ikinci yöntem ise kesin atama yöntemidir. Bu yöntemde sakl�

rastlant� de§i³kenlerine ait da§�l�m E³. 3.26'da verilen ³ekilde kullan�l�r [46].

q(h|xi,Θ) =

{
1, e§er h = arg maxh′p(h

′|xi,Θ)

0, di§er

}
(3.26)

Banerjee ve di§erleri, 2005 y�l�ndaki çal�³mas�nda, kesin atama algoritmas�nda kullan�-

lan q da§�l�m�n�n konumsal kümeleme çal�³mas� için optimal oldu§unu göstermi³lerdir

[9]. Bu çal�³malar�nda, q da§�l�m� ile elde edilen beklenen de§er fonksiyonunun, p da-

§�l�m� ile hesaplanan olabilirlik fonksiyonu için alts�n�r olu³turdu§unu göstermi³lerdir.

Bu alt s�n�r dikkate al�nd�§�nda, q da§�l�m� üzerinden hesaplanan beklenen de§er, tam

veri log-olabilirlik fonksiyonu ile s�n�rland�r�ld�§� için bu da§�l�m�n kabul edilebilir ve

makul olabilece§ini söylemi³lerdir [10].
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3.2.3 A§�rl�kl� atama algoritmas�

Algoritma 1 A§�rl�kl� Atama Algoritmas�
Girdi: Enlem ve Boylam de§erlerine sahip konumlar

Ç�kt�:Konumlar�n a§�rl�kl� atama ile kümelenmesi

Ba³lat:αh, µh, κh, h = 1, 2..., k

tekrar

EM algoritmas�n�n Beklenen De§er k�sm�

for j = 1 : n

for h = 1 : k

fh(xj|θh)← Cd(κh) exp(κhµh
Txj)

end

for h = 1 : k

p(h|xj,Θ) =
αhfh(xj |Θ)

k∑
m=1

αmfm(xj |Θ)

end

end

EM algoritmas�n�n Maksimizasyon k�sm�

for h = 1 : k

αh = 1
n

n∑
m=1

p(h|xm,Θ)

rh =
n∑

m=1

xmp(h|xm,Θ)

µ̂h = rh
‖rh‖

κh ← Ad
−1

∥∥∥∥ n∑
m=1

p(h|xm,Θ)xm

∥∥∥∥
n∑

m=1
p(h|xm,Θ)


end

yak�nsakl�k sa§lanana kadar

A§�rl�kl� atama algoritmas� her bir noktaya olas�l�ksal etiketler atamaktad�r. Bu olas�l�k-

lar, her bir küme için elde edilen sonsal olas�l�klar ile bulunmaktad�r. Sonsal olas�l�klar

p(h|xi,Θ) ile gösterilmektedir.

A§�rl�kl� atama algoritmas�nda uygulanan EM algoritmas�n�n beklenti k�sm�nda p(h|xi,Θ)

sonsal olas�l�k da§�l�m� kullan�lmaktad�r. Ard�ndan EM algoritmas�n�n maksimizasyon

k�sm�na gelindi§inde bu a³amada en çok olabilirlik yöntemi ile parametre tahminleri

yap�lmaktad�r.

Bu algoritman�n sonuç a³amas�nda, sonsal olas�l�k de§erleri veri al�narak, herhangi
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bir nokta için hangi kümeye ait sonsal olas�l�k de§eri en büyükse, noktan�n o kümeye

atamas� gerçekle³tirilir [47].

3.2.4 Kesin atama algoritmas�

Algoritma 2 Kesin Atama Algoritmas�
Girdi: Enlem ve Boylam de§erlerine sahip konumlar

Ç�kt�:Konumlar�n kesin atama ile kümelenmesi

Ba³lat:αh, µh, κh, h = 1, 2..., k

tekrar

EM algoritmas�n�n Beklenen De§er k�sm�

for j = 1 : n

for h = 1 : k

fh(xj|θh)← Cd(κh) exp(κhµh
Txj)

end

for h = 1 : k

q(h|xj,Θ) =

{
1, e§er h = arg maxh′p(h

′|xj,Θ)

0, di§er

}
end

end

EM algoritmas�n�n Maksimizasyon k�sm�

for h = 1 : k

αh = 1
n

n∑
j=1

q(h|xj,Θ)

rh =
n∑

m=1

xmq(h|xm,Θ)

µ̂h = rh
‖rh‖

κh ← Ad
−1

∥∥∥∥ n∑
m=1

q(h|xm,Θ)xm

∥∥∥∥
n∑

m=1
q(h|xm,Θ)


end

yak�nsakl�k sa§lanana kadar

Kesin atama algoritmas� vas�tas�yla q fonksiyonu ile elde edilen sonsal da§�l�mlar kul-

lan�larak kümeleme yap�l�r. Kesin atama algoritmas� ile a§�rl�kl� atama algoritmas�

aras�ndaki fark, beklenen de§er ad�mlar�nda farkl� sonsal da§�l�m kullan�lmas�ndan kay-

naklanmaktad�r. Kesin atama algoritmas�nda, a§�rl�kl� atama algoritmas�nda kullan�lan

p fonksiyonu yerine q fonksiyonu kullan�lmaktad�r. Kesin atama algoritmas�nda sonsal

olas�l�klar sadece 0 ve 1 de§erlerini almaktad�r.
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Kesin atama algorimas�nda, a§�rl�kl� atama algoritmas� ile benzer ³ekilde, maksimi-

zasyon ad�m�nda yap�lan parametre tahmininde en çok olabilirlik yöntemi kullan�lmak-

tad�r.

3.2.5 Küresel K-ortalamalar algoritmas�

Algoritma 3 Küresel K-ortalamalar Algoritmas�
Girdi: Enlem ve Boylam de§erlerine sahip konumlar

Ç�kt�:Konumlar�n K adet ayr� ayr� kümelenmesi

Ba³lat:µh, h = 1, 2..., k

tekrar

EM algoritmas�n�n Beklenen De§er k�sm�

Xh ← φ, h = 1, ..., k

for j = 1 : n

Xh ← Xh ∪ {xj}, h = arg maxh′xj
Tµh′

end

EM algoritmas�n�n Maksimizasyon k�sm�

for h = 1 : k

µh ←
∑

x∈Xh
x∥∥∥∥∥ ∑

x∈Xh
x

∥∥∥∥∥
end

yak�nsakl�k sa§lanana kadar

Küresel K-ortamalar algoritmas�, hem a§�rl�kl� atama hem de kesin atama algoritma-

s�n�n özel bir durumu olarak dü³ünülebilir. Her iki algoritma için de belirli k�s�tlar

tan�mland�§�nda küresel k- ortalamalar algoritmas�na benzer özellikler ta³�maktad�r.

Bu algoritman�n, kesin atama algoritmas�na benzemesi için ilk olarak her bir k. von-

Mises Fisher da§�l�m�n�n e³it yo§unla³ma parametresine sahip oldu§u varsay�m� kulla-

n�lmaktad�r. Bu varsay�ma ek olarak, karma da§�l�mda kullan�lan a§�rl�klar�n birbirine

e³it olmas� durumu yani, αh = 1/k kullan�lm�³t�r.

Küresel k-ortalamalar algoritmas�n�n, a§�rl�kl� atama algoritmas�n�n özel bir durumu

olmas� için ise, tüm bu varsay�mlara ek olarak tüm bile³enler için yo§unla³ma para-

metresi, κh = κ→∞,∀h yani sonsuz olarak al�nacakt�r [9].

Bu varsay�mlar alt�nda, EM algoritmas�nda yer alan beklenti ad�m�nda, kümelenecek

olan nokta ile küme içindeki noktalar aras�nda kosinüs benzerli§i hesab�na dayal� ola-
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rak yak�nl�k tan�m� yap�lm�³t�r. Bu yak�nl�k tan�m�na ba§l� olarak noktan�n en yak�n

kümeye atamas� öngörülmü³tür [48].

Böylece, xi noktas� hi∗ = arg maxhxi
Tµh kümesine atanabilecektir; çünkü p(h∗|xi,Θ) =

lim
κ→∞

eκxi
T µh∗

k∑
h=1

eκxi
T µh

→ 1 ve p(h|xi,Θ)→ 0, ∀h olacakt�r.

Bu varsay�mlar alt�nda, ortak yo§unla³ma parametresinin tahmin edilmesine gerek kal-

mamaktad�r; çünkü kesin atama fonksiyonu sadece xiTµh kosinüs benzerli§ine ba§�ml�

hale gelmi³ olacakt�r.

Küresel k-ortalamalar algoritmas�nda {µh}kh=1 , her bir küme için merkez de§erler kü-

mesi olarak verilmi³ olsun. Xh =
{
x : x ∈ X, h = arg maxh′x

Tµh′
}
olarak tan�mlans�n.

{Xh}kh=1 kümesi, X verisetindeki noktalardan, küresel k-ortalamalar algoritmas� so-

nucu elde edilen k adet ayr�k kümeyi göstermektedir.

Küresel K-ortalamalar algoritmas�n� daha detayl� incelemesi, bir sonraki bölümde yer

almaktad�r.
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4. KÜRESEL K-ORTALAMALAR ALGOR�TMASI

4.1. Kosinüs Benzerli§i

x1, x2, ..., xn, Rd kümesine ait birim küre üzerindeki noktalar� göstermektedir. Bu nok-

talar için, iç çarp�m hesab�, noktalar aras� benzerli§in do§al bir ölçüsü olarak dü³ünü-

lebilir. Rd içerisinde yer alan herhangi x ve y noktalar� iki birim vektörünü, θ(x, y) ise

aralar�ndaki aç�sal de§eri göstermekte olsun. Buna göre, x ve y noktalar�n�n iç çarp�m�

E³. 4.1 'de verilmi³tir.

xTy = |x| |y| cos θ(x, y) = cos θ(x, y) (4.1)

Bu e³itlik, xTy iç çarp�m�n�n asl�nda bu iki nokta aras�ndaki aç�n�n kosinüs de§erine

e³it oldu§unu göstermektedir. Kosinüs benzerli§i gerek hesaplama gerekse yorumlama

aç�s�ndan büyük kolayl�k sa§lamaktad�r ve kümeleme i³lemi gerektiren bir çok alanda

kullan�lmaktad�r [49].

4.2. Konsept Vektörü

x1, x2, ..., xn, Rd kümesinde yer alan birim vektörler olsun.Π1,Π2, ...,Πk ise k ayr�k

kümeye ayr�lan bölümler olsun. Öyle ki, E³. 4.2'de gösterildi§i gibi, her bir kümenin

birle³imi verisetini olu³turmaktad�r ve E³. 4.3'teki gibi, bu kümeler aras�nda ortak

nokta yer almamaktad�r [50].

k⋃
l=1

Πl = {x1, x2, ..., xn} (4.2)

Πj

⋂
Πl = ∅ e§er j 6= l (4.3)

Her bir 1 ≤ l ≤ k için ve Πj kümesi için, ortalama vektör ya da birim vektörlerin

a§�rl�k merkezi, E³ 4.4 'te verilen ³ekilde olacakt�r.

ml =

∑
x∈Πl

x

nl
(4.4)

A§�rl�k merkezi hesaplamas�nda yer alan nl ise Πl kümesine ait eleman say�s�n� gös-

termektedir. Ortalama vektör ml birim ölçüye sahip olmak zorunda olmakla birlikte,

Konsept vektörü dikkate al�narak yön tayini yap�labilmektedir.

cl =
ml

‖ml‖
(4.5)
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z, Rd içerisinde herhangi birim vektör olsun. Herhangi x vektörleri için Cauchy-Schwarz

e³itsizli§i kullan�larak E³itsizlik 4.6 elde edilmektedir [51].∑
x∈Πl

xT z <
∑
x∈Πl

xT ci (4.6)

Bu sayede hesaplanan konsept vektörün, Πl kümesine ait tüm noktalar için kosinüs

benzerli§inde en yak�n vektörü gösterdi§i anla³�lmaktad�r.

4.3. Hedef Fonksiyonu

Cauchy-Schwarz e³itsizli§inden yararlanarak, her bir Πl kümesine ait konsept vektörün

uygunlu§unun ve kalitesinin ölçülmesi gerekir. Bu ölçüm ise
∑
x∈Πl

xT cl toplam� ile yap�-

labilmektedir.

Verisetinde yer alan noktalar�n, tek bir kümede ve ayn� de§ere sahip olmas� durumunda,

bu kümeye ait ortalama uyumun kesin olas�l�§a yani 1 de§erine sahip olabilece§i dü-

³ünülür. Di§er taraftan, verisetinde yer alan noktalar�n, bir küme içerisinde çok de§i³-

kenlik göstermesi durumunda yani küme içerisinde yay�l�m�n fazla olmas� durumunda,

ortalama uyum dü³ük ve s�f�r de§erine yak�n bir de§er olmas� beklenir.
∑
x∈Πl

x = nlml

ve ‖cl‖ = 1 e³itlikleri dü³ünüldü§ünde E³. 4.7 elde edilmektedir.

∑
x∈Πl

xT cl = nlml
T cl = nl ‖ml‖ clT cl = nl ‖ml‖ =

∥∥∥∥∥∑
x∈Πl

x

∥∥∥∥∥ (4.7)

E³. 4.7'de yer alan bu basit gösterim, her bir Πl kümesinin kalitesinin, bu küme içeri-

sinde yer alan birim vektörlerin L2 normunda toplam� ile ölçülebilece§ini göstermekte-

dir.

Hedef fonksiyonu ise, bu toplam�n her bir küme için toplanmas�yla olu³turulmakta-

d�r. Buna göre ölçüt fonksiyonu E³. 4.8 'deki gibi bulunur.

Q
(
{Πl}kl=1

)
=

k∑
l=1

∑
x∈Πl

xT cl (4.8)

4.4. Küresel K-ortalamalar Algoritmas�nda Kullan�lan Tan�tlar

Hedef fonksiyonunu maksimize eden, n adet konumsal vektörün k adet kümeye ay-

r�lmas� planlanmaktad�r [8]. Bu maksimizasyon probleminin çözümü için küresel k-

ortalamalar algoritmas� ortaya konulmu³tur. E³. 4.9 ve E³. 4.10'da küresel k-ortalamalar
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algoritmas�na ait hedef fonksiyonunun azalmayan bir fonksiyon oldu§u gösterilmi³tir.

{Πl}kl=1 = arg max
{Πl}kl=1

Q
(
{Πl}kl=1

)
(4.9)

Tan�t 1:Her bir t ≥ 0 için,

Q

({
Πl

(t)
}k
l=1

)
≤ Q

({
Πl

(t+1)
}k
l=1

)
(4.10)

Tan�t 1, küresel k-ortalamalar algoritmas�nda konsept vektör ve kümeler aras�ndaki

ili³kiyi göstermektedir.E³. 4.11'e göre, küresel k-ortalamalar algoritmas� ad�mlar�nda

konsept vektörler ci(t), Πi
(t+1) kümelerini meydana getirmekte iken, bu kümelerden de

bir sonraki ad�m için konsept vektörler, ci(t+1) olu³maktad�r [7].

�spat:

Q

({
Πl

(t)
}k
l=1

)
=

k∑
l=1

 ∑
x∈Πl

(t)

xT cl
(t)


=

k∑
l=1

 k∑
j=1

 ∑
x∈Πl

(t)∩x∈Πj
(t+1)

xT cl
(t)


≤

k∑
l=1

 k∑
j=1

 ∑
x∈Πl

(t)∩x∈Πj
(t+1)

xT cj
(t)


=

k∑
j=1

 k∑
l=1

 ∑
x∈Πl

(t)∩x∈Πj
(t+1)

xT cj
(t)


=

k∑
j=1

 ∑
x∈Πj

(t+1)

xT cj
(t)


≤

k∑
j=1

 ∑
x∈Πj

(t+1)

xT cj
(t+1)

 =Q

({
Πl

(t+1)
}k
l=1

)

(4.11)

Tan�t 2:Hedef fonksiyonu bir limite sahiptir.

lim
t→∞

Q

({
Πl

(t)
}k
i=1

)
(4.12)

Tan�t 2'de küresel k-ortalamalar algoritmas�n�n sonsuz kez tekrarlanmas� durumunda,

hedef fonksiyon de§erinin yak�nsakl�k gösterece§i kan�tlanm�³t�r. E³. 4.13'e göre hedef
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fonksiyonu, artan bir seri oldu§u ve sonunda sabit bir say� ile s�n�rland�§� ispatlanm�³t�r

[7].

Q

({
Πl

(t)
}k
l=1

)
=

k∑
l=1

∑
x∈Πl

xT cl
(t) =

k∑
l=1

nl
(t)
∥∥ml

(t)
∥∥ ≤ k∑

l=1

nl
(t) = n (4.13)

4.5. Küresel K-ortalamalar Algoritmas� �³leyi³i

Ad�m 1:

Küresel k-ortalamalar algoritmas�, veri setinde yer alan noktalar�n rastgele bölümlen-

mesi ile ba³lanmaktad�r, böylece t = 0 yani ba³lang�ç zaman� için, {Πi}ki=1, her bir

küme belirlenmekte ve bu kümelere göre konsept vektörler,{ci}ki=1 elde edilmektedir.

Ad�m 2:

Her bir nokta, xj, 1 < j < n için xi noktas�na kosinüs benzerli§i bak�m�ndan en yak�n

konsept vektör bulunmaktad�r. E³. 4.14'te gösterildi§i gibi, t zaman�nda elde edilen

konsept vektörleri kullan�larak t+ 1 zaman�nda yer alacak yeni kümeler elde edilmek-

tedir.

Π
(t+1)
i =

{
x ∈ {xj}ni=1 : xT ci

(t) > xT cl
(t), 1 < l < n, l 6= i

}
, 1 ≤ i ≤ k (4.14)

E³. 4.14'te Π
(t+1)
i , ci(t) konsept vektörlerine en yak�n noktalar kümesini göstermekte-

dir. Bu noktalar�n birden fazla konsept vektöre yak�n olmas� durumunda, atama yak�n

kümeler aras�nda rastgele bir ³ekilde yap�lmaktad�r.

Ad�m 3:

Yeni konsept vektörler, E³. 4.15'te gösterilen ³ekilde, yeni ortalama vektörlerin, bu

ortalama vektörlerin uzunlu§una bölünmesi ile bulunmaktad�r. Bu e³itlikte yer alan

mi
(t+1) ifadesi, Pii(t+1) kümesinde yer alan noktalar�n a§�rl�k merkezi ya da ortalamas�

olarak dü³ünülebilir.

ci
(t+1) =

mi
(t+1)

‖mi
(t+1)‖

, 1 ≤ i ≤ k (4.15)

Ad�m 4: Durma Kriteri
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Πi∗ = Π
(t+1)
i , ci∗ = c

(t+1)
i , 1 ≤ i ≤ k olmas� durumunda durma kriterine ula³�lmakta

ve algoritmadan ç�k�lmaktad�r. Aksi takdirde, t birer art�r�larak devam edilmekte ve

2. ad�mdan devam edilmektedir. Durma kriteri için E³. 4.16, örnek olarak dü³ünülebilir.∣∣∣∣Q({Πi
(t)
}k
i=1

)
−Q

({
Πi

(t+1)
}k
i=1

)∣∣∣∣ < ε (4.16)

Bu kriterde, ε gibi bir e³ik de§eri belirlenmekte ve hedef fonksiyonunun t, t + 1 za-

manlar�ndaki de§i³imine bak�kmaktad�r. Bu de§i³imin mutlak de§eri belirlenen e³ik

de§erinden dü³ük olmas� durumunda kümeleme algoritmas� durdurulmaktad�r.
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5. SONLU KARMA BETA DA�ILIMI MODEL�

5.1. Beta Regresyon Modeli

Beta regresyon modeli, yan�t de§i³keni beta da§�l�m�na sahip aç�klay�c� de§i³kenler için

kullan�lmak üzere çe³itli kurallarla ortalama ve saç�l�m parametreleri ile ifade edilen

bir regresyon modeli sunmaktad�r.

Bu regresyon modelinde yan�t de§i³keni, sürekli ve (0, 1) aral�§�nda tan�ml� olan oran

ya da olas�l�k de§erleri olarak dü³ünülmektedir. Beta regresyon modelinde, regresyon

katsay�lar�, yan�t de§i³keninin ortalamas� ya da logit ba§ fonksiyonu kullan�ld�§�nda,

olas�l�k oran�(odds ratio) ortalamas� cinsinden yorumlanabilmektedir [11].

Beta regresyon modeli, yan�t de§i³kenine uygulanan çe³itli dönü³ümlerle do§rusalla³-

t�r�larak bir regresyon modeli ortaya koymaktad�r. Ayr�ca beta regresyon modelinde

parametre tahmin yöntemi olarak en çok olabilirlik yöntemi kullan�lmaktad�r [40].

Beta da§�l�m�, herhangi oran ya da olas�l�k de§erlerinin modellenmesi için oldukça uy-

gun bir da§�l�md�r. Beta da§�l�m�, da§�l�m�n göstergeleri olan iki parametreye ba§l�

olarak, olas�l�k yo§unluk fonksiyonunda farkl� de§erlere sahip olabilmektedir.

Beta da§�l�m�n�n olas�l�k yo§unluk fonksiyonu E³ 5.1'deki gibi gösterilmektedir.

f(z; p, q) =
Γ(p+ q)

Γ(p)Γ(q)
zp−1(1− z)q−1, 0 < z < 1 (5.1)

Bu olas�l�k yo§unluk fonksiyonunda p ve q parametreleri s�f�rdan büyük olmal�d�r. Olas�-

l�k yo§unluk fonksiyonununda Γ ifadesi ile gösterilen fonksiyon bir gamma fonksiyonu

göstermektedir. Beta da§�l�m�na sahip herhangi bir z ba§�ml� de§i³keninin beklenen

de§eri ve varyans� s�ras�yla E³. 5.2 ve E³. 5.3 ³eklinde bulunmaktad�r.

E(z) =
p

p+ q
(5.2)

V (z) =
pq

(p+ q)2(p+ q + 1)
(5.3)

Beta da§�l�m�nda yer alan p ve q parametrelerinin birden büyük olmas� durumunda, z

ba§�ml� de§i³keninin modu, E³. 5.4'te verilmi³tir.

mod(z) =
p− 1

p+ q − 2
(5.4)
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Beta da§�l�m�n�n özel bir durumu olarak, p ve q parametreleri bire e³it olmas� duru-

munda, elde edilen beta da§�l�m� tekdüze da§�l�m�na yak�nsakl�k göstermektedir [11].

5.2. Beta Regresyon Modelinde Parametre Tahmini

Beta regresyon modelinin ba³l�ca amac�, beta da§�l�m�na sahip ba§�ml� de§i³ken için

anlaml� bir regresyon modeli ortaya koymakt�r ve girdi olarak kullan�lan ba§�ms�z de-

§i³kenlerin etkisini incelemektedir. Beta da§�l�m�n�n olas�l�k yo§unluk fonksiyonu, p ve

q parametreleri ile aç�klanabilen bir fonksiyondur. Herhangi bir oran� ya da olas�l�§�

modellemek için kullan�lan bu regresyon modeli, ba§�ml� de§i³kenin ortalamas� ve sa-

ç�l�m�n� modellemek için uygun olmal�d�r.

Yan�t de§i³keninin ortalama ve saç�l�m parametresi ile regresyon modeli elde etmek

için, beta da§�l�m�na uygun olacak ³ekilde p ve q parametrelerinin farkl� bir ³ekilde ye-

niden tan�mlanmas� gerekmektedir. Bu yeni tan�mlaman�n sonucunda sonucunda p ve q

parametreleri yerini µ ve φ parametrelerine b�rakacakt�r ve bu parametreler µ = p
p+q

ve

φ = p+q olacakt�r. Ayr�ca bu yeni de§i³kenlerin dönü³ümü p = µφ ve q = (1−µ)φ e³it-

likleri elde edilecektir. Buna göre, y ba§�ml� de§i³keninin ortalamas�n�n ve varyans�n�n

yeni parametrelerle gösterimi s�ras�yla E³. 5.5 ve E³. 5.6'da verilmi³tir.

E(z) = µ (5.5)

V (z) =
V (µ)

1 + φ
(5.6)

E³. 5.6'da yer alan varyans fonksiyonunun pay� olan V (µ) ifadesi µ(1 − µ) çarp�m�na

denk olacakt�r. Beta da§�l�m�na uyumlu yan�t de§i³keninin ortalama de§eri de§i³medi§i

varsay�m�nda, kesinlik parametresindeki, φ herhangi art�³ varyans�n dü³mesine neden

olacakt�r. Bu durumda de§i³ken varyansl�l�ktan söz edilebilmektedir. Elde edilen yeni

parametreler kullan�larak beta da§�l�m� olas�l�k yo§unluk fonksiyonu, E³. 5.7'deki gibi

elde edilir.

f(z, µ, φ) =
Γ(φ)

Γ(µφ)Γ((1− µ)φ)
zµφ−1(1− z)(1−µ)φ−1, 0 < z < 1 (5.7)

Beta olas�l�k yo§unluk fonksiyonunda yer alan yeni parametreler için 0 < µ < 1 ve

φ > 0 k�s�tlar� dikkate al�nmal�d�r. Ayr�ca, beta da§�l�m�, ortalamas� 0.5 olmas� duru-

munda simetrik bir da§�l�m özelli§i gösterirken, buna ek olarak kesinlik parametresi 2

olmas� durumunda, standart tekdüze da§�l�ma uyumlu hale gelecektir. Ayr�ca bu da§�-

l�m, p ve q parametreleri birbirine e³it oldu§unda ve limit durumunda standart normal
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da§�l�ma yak�nsama göstermektedir.

Beta regresyon modelinde, z1, z2, ..., zn birbirinden ba§�ms�z rastlant� de§i³kenleri ol-

mak üzere, herbir zi, µi ve φ parametrelerine sahip beta da§�l�m�na ait olsun. zi'nin

ortalama de§eri a³a§�daki ifade ³eklinde yaz�labildi§inde, bu rastlant� de§i³keni için

beta regresyon modeli elde edilebilmektedir.

g(µi) =
k∑
j=1

xijβi = ηi (5.8)

E³. 5.8'de β = (β1, β2, ..., βk) bilinmeyen regresyon parametrelerini göstermektedir. xij
ise k adet gözleme ait e³de§i³keni göstermektedir. E³. 5.8'de yer alan g fonksiyonu,

monoton ve iki kez türevlenebilir bir ba§ fonksiyonudur [52]. Bu fonksiyon (0, 1) aral�-

§�nda yer alan de§erleri R kümesine ta³�maktad�r.

Bu modelde kullan�lacak g, ba§ fonksiyonu logit, probit, birikimli da§�l�m fonksiyonu,

tamamlay�c� log-log ba§ fonksiyonu ya da log-log ba§ fonksiyonu olabilir. Ba§ fonksiyon

çe³itleri Çizelge 5.1'de yer almaktad�r [53].

Çizelge 5.1: Ba§ Fonksiyon Çe³itleri ve Fonksiyon �fadeleri

Ba§ fonksiyon çe³itleri Fonksiyon �fadeleri

Logit fonksiyonu log((µ/(1− µ))

Probit fonksiyonu Φ−1(µ)

Tamamlay�c� log-log fonksiyonu log(-log(1-µ)

Log-log fonksiyonu -log(-log(1-µ))

Beta regresyon modelinde ba§ fonksiyonu kullan�lmas� iki farkl� amaca hizmet etmekte-

dir. �lk olarak, regresyon denkleminin sa§ ve sol e³itlikler farkl� tan�m kümesine sahip

oldu§undan, bu denklemlerde do§rusall�k olmayacakt�r. Modelde, yan�t de§i³keninin

ortalama de§erine uygulanan bu ba§ fonksiyonu yoluyla regresyon denkleminin her iki

taraf� da reel kümelerde tan�ml� hale gelece§i varsay�l�r. �kinci amaç ise, uygulay�c�ya

farkl� ba§ fonksiyonlar� kullan�m� imkan� sa§layarak, herhangi bir regresyon modeli için,

özellikle fazla yay�l�m gösteren veri setlerinde, veriye en iyi ³ekilde uyum sa§layacak

ba§ fonksiyonunun bulunmas� yoluyla kullan�c� aç�s�ndan veri analizinde kolayl�k sa§-

lamaktad�r [54].

Herhangi bir yan�t de§i³keni için, bu de§i³kenin varyans� ayn� zamanda ortalamas�-

n�n bir fonksiyonu oldu§undan, bu regresyon modeli de§i³ken varyansl�l�k özelli§ine

37



sahip olacakt�r. Bu durumda, saç�l�m ortalamaya ba§l� hale gelecek ve ortalama art�-

§�nda varyans de§erinde de art�³ beklenebilecektir.

V (z) =
µ(1− µ)

1 + φ
=
g−1(xi

Tβ)[1− g−1(xi
Tβ)]

1 + φ
(5.9)

Beta da§�l�ma ait Log-olabilirlik fonksiyonu l(β, φ) olarak gösterilsin. Buna göre, l(β, φ) =
n∑
i=1

li(µi, φ) olacakt�r. Herhangi n gözlem için log-olabilirlik fonksiyonu E³. 5.10 ³eklinde

olacakt�r.

li(µi, φ) = log Γ(φ)−log Γ(µiφ)−log Γ((1−µi)φ)+(µiφ−1) log zi+{(1−µi)φ−1) log(1−zi)
(5.10)

Beta regresyon modeli içerisinde yer alan herhangi i. özniteli§e ait ortalama hesab� için

ba§ fonksiyonunun tersi E³. 5.11'deki gibi kullan�l�r.

µi = g−1(xTi β) (5.11)

Bu regresyon modelinde parametre tahmini için en çok olabilirlik yöntemi kullan�larak

tahmin yap�lmaktad�r. Bu modelin devam� niteli§inde olan, Smithson ve Verkuilen'in

[55] 2006 y�l�nda ortaya koydu§u ve Simas ve di§erleri [56] taraf�ndan 2010 y�l�nda geli³-

tirilen bir ba³ka beta regresyon modeli ise, de§i³ken saç�l�ml� beta regresyon modelidir.

De§i³ken saç�l�ml� beta regresyon modelinde, kesinlik parametresi her bir gözlem için

sabit kabul edilmeyip, modelde kesinlik parametresinin de§i³kenli§i ele al�nm�³t�r. Bu

model için iki farkl� ba§ fonksiyonu tan�mlanm�³t�r. Bu ba§ fonksiyonlar�, E³. 5.12 ve

E³. 5.13'te gösterildi§i gibi, hem ortalama hem de kesinlik parametrelerini aç�klamak

için kullan�lmaktad�r. β ve γ s�ras�yla ortalama ve kesinlik parametreleri için kullan�lan

regresyon katsay�lar� vektörünü göstermektedir.

g1(µi) = η1i = xTi β (5.12)

g2(φi) = η2i = yTi γ (5.13)

Bu ba§ fonksiyonlar�, monotonluk özelli§ine sahip olmak durumundad�r. Buna ek ola-

rak g1 fonksiyonu, herhangi bir beta da§�ml� ba§�ml� de§i³kenin ortalama de§erini yani

(0, 1) aral�§�na sahip herhangi bir de§eri reel say�lar kümesine, g2 fonksiyonu ise, (0,∞)

aral�§�nda de§ere sahip kesinlik parametresini reel say�lar kümesine tan�mlayan bir

fonksiyon olacakt�r [57]. E³. 5.12 ve E³. 5.13'te yer alan η1i ve η2i parametreleri ise

do§rusal tahmin edicileri göstermektedir.
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sabit kesinlik parametreli beta regresyonuna benzer ³ekilde, de§i³ken kesinlik paramet-

reli beta regresyonu için de tahmin ediciler en çok olabilirlik yöntemi ile bulunmaktad�r.

Regresyon modelleri için çe³itli art�k türlerinden bahsedilebilmektedir [12]. Bunlardan

ilki, ham yan�t de§i³keni art�klar�d�r. Bu art�klar, zi− µ̂i ³ekildedir. Ancak bu tip art�k-

lar, ancak sabit varyansl�l�k özelli§i gösteren modeller için kullan�labilmektedir. Beta

regresyon modeli için kullan�labilecek art�klar, Pearson art�klar�d�r. Bu art�klar,

rp,i =
zi − µ̂i
V (zi)

(5.14)

³eklindedir. Ferrari ve Cribati-Neto [11], 2004 y�l�ndaki çal�³mas�nda bu art�klar�, "stan-

dartla³t�r�lm�³ basit art�klar" ³eklinde tan�mlam�³t�r. V (zi) = µ̂i(1− µ̂i)/(1+ φ̂i) e³itli§i

dü³ünüldü§ünde, Pearson art�klar� denkleminin paydas�nda yer alan varyans ifadesinin

bulunmas�nda de§i³ken varyansl�l�k özelli§i gösteren beta regresyon modelinde yer alan

iki farkl� ba§ fonksiyonunun tersi de yer almaktad�r.

5.3. Sonlu Karma Beta Da§�l�m Modeli

Sonlu karma modeller, herhangi bir veri seti için, veri seti içerisinde farkl� özelliklere

sahip oldu§u varsay�m� yap�labilecek veriler için kullan�labilir. Bu veriler için herhangi

bir s�n��and�rma bilgisi olmamas� gerekmektedir.

Bir karma modelde, uygulay�c� sadece verisetinde ayn� özelliklere sahip verileri ay�r-

makla kalmay�p, s�n��anan bu verilerin da§�l�msal özelliklerini ve her bir s�n�f�n içeri-

sinde yer alan veri say�s�n� da ö§renmek istemektedir. Bu sayede, ayr�lan her bir s�n�fa

ait istatistiksel bilgiye sahip olacakt�r.

Ba§�ml� de§i³kenin beta da§�l�m�na uygunluk sa§lamas� ko³ulunda bu ba§�ml� de§i³-

ken için sonlu karma beta da§�l�m modeli uygulanabilir. S�n��and�rma i³lemi ba§�ml�

de§i³kenin ortalama ve kesinlik parametrelerindeki farkl�la³ma göz önüne al�narak uy-

gulan�r. Karma da§�l�mdaki her bir kümenin eleman say�s� ise bu farkl�l�§a ba§l� olarak

de§i³kenlik gösterecektir [58]

K bile³enli bir karma da§�l�m modeli E³. 5.15 ³eklinde gösterilmektedir.

h(z|x, ψ) =
K∑
k=1

πkf(z|x, (g−1
1 (xTβk),g

−1
2 (yTγk)) (5.15)

E³. 5.15'te h fonksiyonu karma da§�l�m�n olas�l�k yo§unluk fonksiyonunu, f fonksiyonu

ise ortalama ve kesinlik parametreleri ile tan�mlanm�³ beta da§�l�m�na ait bir olas�l�k

yo§unluk fonksiyonunu göstermektedir. π ifadesi ise her bir bile³enin a§�rl�§�n� göster-

mektedir. Her bir a§�rl�k de§erlerinin s�f�rdan büyük ve tüm a§�rl�k de§erleri toplam�n�n
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1 olmas� gerekmektedir. θk =
(
g−1

1 (xTβk), g
−1
2 (yTγk)

)
ifadesi beta fonksiyonuna ait pa-

rametreleri göstersin. Bu durumda ψ = (π1, π2, π3, ..., πK , θ1, θ2, θ3, ..., θK) ifadesi karma

da§�l�mda yer alan tüm da§�l�mlar�n bilgisini içermektedir.

Herhangi bir (x, z) gözleminin i. kümeye ait olmas� sonsal olas�l�§� E³. 5.16 ile veri-

lir.

P (i|x, z, ψ) =
πif(z|x, θi)
K∑
k=1

πlf(z|x, θl)
(5.16)

Verisetindeki her bir gözlem de§erinin kümelere ayr�lmas� a³amas�nda sonsal olas�l�k

fonksiyonlar� kullan�l�r. Gözlem de§erinin, sonsal olas�l�k yo§unluk fonksiyonu de§eri

hangi kümede en yüksek de§eri gösterirse o kümeye atamas� yap�l�r.

5.4. Sonlu Karma Beta Da§�l�m Modelinde Parametre Tahmini

N adet gözlem de§erine sahip bir örneklemin log-olabilirlik fonksiyonu E³. 5.17'de gös-

terildi§i ³ekildedir.

logL =
N∑
n=1

log h(zn|xn, ψ) =
N∑
n=1

log

(
K∑
i=1

π(k)f(zn|xn, θk)

)
(5.17)

Beta regresyon modelinde, log-olabilirlik fonksiyonunun do§rudan maksimizasyonu ya-

p�lamamaktad�r; çünkü log-olabilirlik fonksiyonda gerek olas�l�k de§erleri gerekse a§�rl�k

ifadesi bilinememektedir. Bu sorunun çözümü için Dempter ve di§erleri [40] taraf�ndan

iterasyon bazl� EM algoritmas� kullan�lmaktad�r.

EM algoritmas� a³amalar� iki bölümde incelenebilmektedir. Bu bölümler s�ras�yla tah-

min ve maksimizasyon a³amalar�d�r [45].

Tahmin A³amas�:

Bu a³amada her bir gözlem için sonsal olas�l�k fonksiyonlar� kulllan�larak sonsal s�n�f

olas�l�klar� bulunur.

p̂nk = P (k|xn, zn, ψ̂) (5.18)

E³. 5.18'de bulunan sonsal s�n�f olas�l�klar� bulunduktan sonra her bir kümeye ait a§�r-

l�klar E³. 5.19 kullan�larak elde edilir.

πk =

N∑
n=1

p̂nk

N
(5.19)
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Maksimizasyon A³amas�:

E³. 5.20'de gösterilen ³ekilde, sonsal olas�l�klar kullan�larak her bir bile³en için log-

olabilirlik fonksiyonu maksimize edilir.

max
θk

N∑
n=1

p̂nk log f(zn|xn, θk) (5.20)

Tahmin ve maksimizasyon a³amalar�, olabilirlik fonksiyonu maksimize edildi§i sürece

devam ettirilir. Ancak süreç maksimum iterasyon say�s�na ya da herhangi bir e³ik de-

§erine ula³t�§�nda durdurulur.

Küme say�s�n�n seçimi için çe³itli bilgi kriter� analizleri kullan�labilir. Bu bilgi kriteri

analizleri s�ras�yla Akaike Bilgi Kriteri(AIC), Bayezyen Bilgi Kriteri(BIC) analizleridir.
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6. SILHOUTTE (GÖLGE) METODU

Gölge metodu, 1986 y�l�nda Rousseuw [59] taraf�ndan geli³tirilen bir gra�ksel gösterim

yöntemidir. Bu yöntem ile kümelere ayr�lan verilerin hem küme içindeki uzakl�klar�na

hem de di§er kümeler ile uzakl�klar�na bak�larak ortalama gölge geni³li§i tan�m� geli³ti-

rilmi³tir. Ortalama gölge geni³li§i, yap�lan kümelemenin geçerlili§i ile birlikte kümeleme

için kullan�labilecek uygun küme say�s�na ait de§erlendirme yapma imkan� sunmakta-

d�r.

Literatürde verilerin özelliklerini ay�rt edilebilmesi için bir çok kümeleme algoritmas�

geli³tirilmi³tir. Bu algoritmalar ba³ta uzakl�k bazl� ve da§�l�m bazl� olmak üzere ikiye

ayr�l�rken uzakl�k bazl� kümeleme algoritmalar�n�n baz�lar� k-ortalamalar, k-ortancalar

ya da k-a§�rl�k merkezi algoritmalar� olabilmektedir. Da§�l�m bazl� kümeleme algorit-

malar�na örnek olarak sonlu karma da§�l�mlar gösterilebilmektedir. Da§�l�m bazl� kü-

meleme algoritmalar�nda veri hangi da§�l�ma uygunluk sa§l�yorsa o da§�l�ma ait karma

da§�l�m modelleri kullan�l�r.

6.1. Gölge Metodu

Bu yöntem içerisinde iki tip yak�nl�k kavram�ndan bahsedilmektedir. Bunlar benzemez-

lik(dissimilarity) ve benzerlik(similarity) kavramlar�d�r. Benzemezlik kavram�, herhangi

iki verinin birbirine ne kadar uzak oldu§u ölçmeye yarmaktad�r. �kinci kavram olan

benzerlik(similarity) kavram� ise herhangi iki noktan�n birbirine ne kadar benzedi§ini

ölçmektedir.

Kümeleme algoritmas� olarak herhangi uzakl�k bazl� algoritma kullan�ld�§�n� varsay�l-

s�n. Herhangi n adet verinin kümelendi§i sü³ünülsün. Bu durumda algoritman�n amac�,

verisetindeki n adet noktan�n birbirine en yak�n olacak ³ekilde k adet kümeye ayr�l-

mas� olacakt�r. Kullan�lan uzakl�k bazl� kümeleme algoritmas�nda, ayn� kümeye ait

noktalar�n birbirine yak�n, farkl� kümelerdeki noktalar�n ise birbirinden uzak olmas�

amaçlanmaktad�r. Bu durumun test edilebilmesi, 6.1 ifadesinin minimize edilmesi ile

mümkün olacakt�r.
n∑
i=1

d(i,m(i))

n
(6.1)

6.1 ifadesinin pay�nda yer alan d(i, (m(i)) ifadesi herhangi bir i noktas� ve bu i noktas�na

en yak�n noktay� temsil eden m(i) noktas� aras�ndaki benzemezlik ölçüsünü göstermek-

tedir.
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Herhangi bir kümeleme algoritmas� kullan�ld�§�nda verinin k adet ayr�m� yap�labilir

ancak algoritma bu ayr�m�n kalitesi hakk�nda bilgi vermez. Kümeleme algoritmas�n�n

kalitesinin test edilmesi için öncelikle her bir nokta için gölgelerin belirlenmesi gerekir.

6.2. Gölgelerin Belirlenmesi

Gölgelerin belirlenmesi için iki duruma ihtiyaç vard�r. �lk olarak kümeleme algoritmas�

ile elde edilecek ayr�³maya, ikincisi olarak veriler aras�nda benzer olanlar�n birle³imine

ihtiyaç vard�r.

�ekil 6.1: i noktas� ve Kümelerin Gösterimi

�ekil 6.1'e göre, verisetinde A kümesine atamas� gerçekle³tirilmi³ herhangi bir i nok-

tas� ele al�ns�n ve A kümesine ait tek nokta i noktas� olmas�n. Bu durumda a(i), A

kümesine ait tüm noktalar�n i'ye göre ortalama farkl�l�§�n� göstersin. Ayr�ca herhangi

A kümesinden farkl� bir B ve C kümeleri de mevcut olsun. Bu durumda d(i, B) ve

d(i, C) s�ras�yla i noktas�n�n B ve C kümelere ait noktalara göre ortalama farkl�l�§�n�

göstermektedir. b(i) de§erinin d(i, C) de§erinin en dü³ük de§eri oldu§u dü³ünülsün. Bu
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durumda B kümesi i noktas� için kom³u küme yani en iyi ikinci seçim olacakt�r. Bu

bak�³ aç�s� kullan�larak s(i) indeksi E³. 6.2'deki gibi elde edilmi³tir.

s(i) =


1− a(i)/b(i) e§er a(i) < b(i)

0 e§er a(i) = b(i)

b(i)/a(i)− 1 e§er a(i) > b(i)

 (6.2)

Gölge metodu indeksi olan,s(i) E³. 6.2'de gösterilen ³ekilde parçal� fonksiyon gibi ele

al�n�rken, ayn� indeks E³. 6.3'te verildi§i gibi, tek bir e³itlik ile de gösterilebilmektedir.

E³. 6.3 sayesinde s(i) indeksinin -1 ve 1 aral�§�nda tan�ml� olabilece§i rahatl�kla görü-

lebilmektedir.

s(i) =
b(i)− a(i)

max(a(i), b(i))
(6.3)

Gölge metoduna ait s(i) indeksini daha iyi anlamak için uç de§erleri incelemek ge-

rekmektedir. s(i) de§eri 1 de§erine yak�n oldu§u durumda, a(i) içerisindeki farkl�l�§�n,

b(i) fark�n�n en küçü§ünden de küçük olmas� beklenir. Bu durumda i noktas�n�n iyi bir

³ekilde kümelendi§i söylenebilir.

Di§er bir durum ele al�n�rsa, s(i) de§eri −1 de§erine yak�n oldu§u durum içerisinde,

a(i) de§eri b(i) de§erinden daha büyük olacakt�r yani i noktas� A kümesine de§il B

kümesine yak�n olacakt�r. Bu durumda i noktas�, yanl�³ kümelenmi³ olacakt�r.

Son durum ise s(i) de§erinin 0 olmas� durumudur. Bu durumda i noktas� a(i) ve b(i)

noktas� yakla³�k olarak e³it olacakt�r. Bu durumda i noktas�n�n kümelenmesinde kay�t-

s�zl�k mevcut olacakt�r ve bu nokta A ya da B aras�nda rastgele kümelenecektir.

6.3. Gölge Metodunun Yorumlanmas�

Gölge de§erleri hesapland�ktan sonra bu de§erlerin gra�k ³ekilde gösterimi yap�labilir.

Gölge metodu, verisetindeki noktalar�n sahip olduklar� kümeyi ne kadar iyi ya da kötü

temsil ettiklerini aç�klamaya yaramaktad�r [60].

Gölge gra�§inin geni³li§i, s(i) de§erini göstermektedir. Gölge gra�§inin geni³li§inin

fazla olmas�, bu küme için büyük s(i) de§erlerinin varl�§�n� simgelemektedir, bu du-

rumda kullan�lan kümeleme algoritas�n�n etkin bir sonuç verdi§i sonucuna var�labilir.
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Bu sonuç, veriseti için kullan�lan bu algoritman�n do§ru sonuçlar verece§ine i³aret et-

mektedir. Gölge gra�§inin di§er bir göstergesi de gra�k boyudur. Bu yöntemde gölgenin

boyu herhangi bir kümeye ait nokta say�s�n� göstermektedir. E§er bir kümede nokta

say�s� fazla ise, bu kümeye ait gölge gra�§inde de bu büyüklü§ün görülmesi beklenir.

Genellikle gölge metodunun gra�ksel gösteriminde kümeleme algoritmalar� sonucunda

elde edilen tüm kümeler için s(i) de§erleri elde edilir ve gra�k her bir küme alt alta

gösterilerek olu³turulur. Bu sayede hangi kümenin daha iyi hangi kümenin daha kötü

ayr�³t�r�ld�§� kolayca görülebilir.

Gölge metodunun bir di§er avantaj� da belirli bir kümeleme algoritmas� için en uy-

gun küme say�s�n� belirleyerek modelin iyile³tirilmesini sa§lamaktad�r. En uygun küme

say�s�, verisetindeki her bir nokta için en uygun olan kom³u küme ve sahip olunan küme

aras�ndaki uzakl�k baz al�narak hesaplanmaktad�r. Elde edilebilecek en büyük ortalama

gölge büyüklü§ü de§erine sahip küme say�s�, model için en uygun küme say�s� olacakt�r

[61].
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7. UYGULAMA

7.1. Tar�m Sigortalar� Havuzu (TARS�M)

7.1.1 Kurulu³ Amac�

Türkiye benzeri tar�m bazl� ekonomilerde, tar�m gerek ya³amsal faaliyetlerin devam�nda

gerekse ekonomik ve sosyal süreklili§in sa§lanmas�nda ve geli³mesinde çok önemli bir

yere sahiptir. Bu nedenle üretimin ekonomik olarak korunmas� ve çe³itli meteorolo-

jik olaylardan etkilenmeden devam etmesi ya da mümkün oldu§unca az etkilenmesi

için tar�msal ürünlerin sigortalanmas� devlet taraf�ndan desteklenmektedir. Bu amaçla

üreticiler Çiftçi Kay�t Sistemi'ne kaydedilerek sisteme dahil edilir. Üreticinin ki³isel bil-

gileri ve sahip oldu§u tar�msal arazinin özellikleri, yeti³tirilen ürünler hakk�nda bilgiler

sürekli olarak toplanmaktad�r. Böylece sistem kendi içerisinde güncelli§ini korurken,

yeni üretici kay�tlar� ile yeni üretim bölgeleri hakk�nda bilgi alabilmektedir.

Tar�msal üretimi tehdit eden meteorolojik risklerin teminat alt�na al�nmas� ve tar�msal

üretimin güvence alt�na al�nmas� için 14 Haziran 2005 tarihinde 5363 say�l� "Tar�m

Sigortalar� Kanunu" ç�kart�lm�³t�r. Kanun kapsam�na al�nan meteoreolojik riskler ile

ilgili olarak yap�lacak sigorta sözle³melerinde standard�n sa§lanmas�, riskin en iyi ko-

³ullarda transferi için uygun ortam olu³turulmas�, olu³acak hasarlarda tazminat�n tek

merkezden ödenmesi ve tar�m sigortalar�n�n geli³tirilmesi, yayg�nla³t�r�lmas� hede�erine

yönelik Tar�m Sigortalar� Havuzu(TARS�M) kurulmu³tur [62].

TARS�M'in kurulu³ amaçlar�; s�ras�yla, sel, kurakl�k benzeri katastro�k riskler için

sigorta teminat� sa§lamak, reasürans ³irketlerinin tar�msal ürünlerin sigortas� kapsa-

m�nda kat�l�m�n� sa§layarak reasürans teminat�n� ve kapasitesini art�rmak, sigorta prim-

lerinin tek �yattan belirlenmesini sa§layarak �yat farklar�ndan olu³acak adaletsizli§i

ortadan kald�rmak, üreticilere sigorta bilinci a³�lamak, devlet destekli üretimin üreticiye

daha anlaml� ula³mas�n� sa§lamak gösterilebilir.

7.1.2 Faaliyet Alanlar�

2005 y�l�ndan bugüne Tar�m Sigortalar� Havuzu (TARS�M) tar�msal ürünlerin sigor-

talanmas�, tar�msal üretimin dengeli bir ³ekilde devam etmesi amac�yla faaliyet ver-

mektedir. Bu amaçla, TARS�M, bitkisel ürün, sera, ilçe bazl� kurakl�k verim sigortas�,

büyükba³ ve küçükba³ hayvan hayat sigortas�, kümes hayvanlar�, su ürünleri hayat

sigortas� ve son olarak ar�c�l�k (ar�l� kovan) sigortas� alanlar�nda çal�³malar�n� sürdür-

mektedir.
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Devlet destekli bitkisel ürün sigortalar�nda temel olarak don, dolu, f�rt�na, hortum,

yang�n, deprem, heyelan, sel ve su bask�n� gibi do§al meteorolojik olaylar�n bitkisel

ürünlerde neden oldu§u miktar kayb�, yine dolu olay� için ya³ meyve, ya³ sebze ve

kesme çiçeklerde neden oldu§u kalite kayb� teminat kapsam�na al�nmaktad�r. [63].

7.1.3 Mua�yet ve Mü³terek Sigorta Tan�mlar�

Tar�m Sigortalar� Havuzu (TARS�M), tarife ve genel ³artlar�nda prim hesaplan�rken

iki sigorta tan�m�ndan faydalan�r. Bunlar s�ras�yla mua�yet ve mü³terek sigorta kav-

ramlar�d�r. Mua�yet kavram� poliçede yaz�l� önceden belirlenmi³ bir miktara kadar olan

hasarlar�n sigortac� taraf�ndan ödenmemesi ve/veya belirlenmi³ o miktardan daha yük-

sek hasarlar�n o miktar tenzil edildikten sonra ödenmesi olarak tan�mlanabilmektedir

[62]. Mü³terek sigorta ise teminat kapsam�ndaki risklerin gerçekle³mesi sonucunda mey-

dana gelen bir hasar�n belli bir bölümünü veya belli bir yüzdesini sigortal�n�n üzerinde

tutmas� anlam�na gelmektedir [62].

Mua�yet ve mü³terek sigorta kavramlar� sayesinde üretici, sigortal�l�k süresince sigor-

tac� gibi davranarak bilinçli bir ³ekilde üretim faaliyetinde bulunmaktad�r. Herhangi

bir hasar�n gerçekle³mesi durumunda üreticinin de hasara kat�l�m� beklenir. Örnek ola-

rak, Çizelge 7.1'de yer alan dolu sigortas�na ait oranlar kullan�larak ödenecek tazminat

tutar�,gerçek hasar tutar�n�n mua�yet ve mü³terek sigorta tutarlar�ndan ç�kart�lmas� ile

bulunmaktad�r. Sigortal�ya ödenen tazminat mua�yet ve mü³terek sigorta oranlar� kul-

lan�larak manipüle edildi§inden, ödenen tazminat tutar� ile ortaya ç�kan gerçek hasar

aras�nda farkl�l�k olmaktad�r.

Çizelge 7.1: Dolu Sigortas� için Mua�yet ve Mü³terek Sigorta Oran�

Teminat Ürünler Toplam Sigorta Bedeli Üzerinden Sigortal�n�n Üzerinde Kalan

Mua�yet Oran� (%) Mü³terek Sigorta Oran� (%)

Dolu Tüm Ürünler 10 0

TARS�M bünyesinde teminat alt�na al�nm�³ hasar bölgelerinin risk s�n��and�rmas� ça-

l�³mas�nda gerçekle³en hasar ile farkl� de§erler sunan ödenen tazminat de§i³keni yerine

herhangi bir ³ekilde de§i³ikli§e u§ramayan hasar gerçekle³me oran� ve hasar gerçek-

le³me olas�l�§� de§i³kenleri kullan�lm�³t�r.
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7.2. TARS�M Konumsal Kümeleme Uygulamas�

Türkiye'de 2010-2014 y�llar� aras�nda bu§day ürünü bitkisel ürün sigortas� kapsam�nda

dolu riskine ba§l� olarak teminat verilmi³ konumlar�n da§�l�m� �ekil 7.1'te görülmekte-

dir. Bu çal�³mada, 5 y�l içerisinde en az 1 kez TARS�M sisteminde yer alan konumlar ele

al�nm�³t�r. Konumsal kümeleme çal�³mas� kapsam�nda kullan�lan toplam konum say�s�

1.314.114 adettir. �ekil 7.1'te görülece§i üzere, bu§day ürününe ait bitkisel ürün sigor-

tas� kapsam�nda teminat verilen konumlar aras�nda bölgesel farkl�l�klar görülmektedir.

�ekil 7.1: Bu§day Dolu Sigortas� Poliçesine Sahip Konumlar

Bu§day ürününe ait dolu riskine kar³� sigortalanan konumlar incelendi§inde, �ekil 7.1'e

göre konumlar�n temelde üç ana parçaya ayr�labilece§i görülmektedir. Bu üç bölge, s�ra-

s�yla Marmara Bölgesi ve çevresi, Orta Anadolu Bölgesi ve Güneydo§u, Do§u Anadolu

bölgeleri ³eklindedir. Ancak bu bölgelerin de kendi içerisinde teminat alt�na al�nm�³

konum say�lar�nda farkl�l�k gösterdi§i görülmektedir. Örne§in, sadece Orta Anadolu

Bölgesine bak�ld�§�nda, tek bir tepe de§erinin olmad�§�, konum say�s�n�n birden fazla

bölgede yo§unluk gösterdi§i görülmektedir.

TARS�M kapsam�nda tüm Türkiye'de bu§day ürünü baz al�narak dolu riskine kar³�

sigortalanm�³ poliçelere ait konumlar�n y�llara göre da§�l�m� Çizelge 7.2'de verilmi³tir.

Bu§day ürünü için gerçekle³tirilen hasar kümeleme çal�³mas�nda 2010-2014 y�llar� aras�,

5 y�ll�k veri göz önüne al�nd�§�nda hasarl� konum say�lar�n�n y�llara göre farkl�l�k gös-

terdi§i anla³�lmaktad�r. Bu kümeleme çal�³mas�nda 14.415 adet sigortalanm�³ konum
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Çizelge 7.2: Y�llara Göre Bu§day Dolu Hasarl� Konum Say�lar�

Y�l Konum Say�s� Hasarl� Konum Say�s�

2010 5650 732

2011 6297 707

2012 9304 487

2013 10100 673

2014 10165 1030

incelenmi³tir.

Bu konumsal farkl�l�klar�n incelenmesinde, gerek uzakl�k bazl� kümeleme algoritmas�

olan küresel k-ortalamalar gerekse da§�l�m bazl� kümeleme algoritmas� olan sonlu karma

von-Mises Fisher da§�l�m� modellleri gibi konumsal kümeleme algoritmalar� kullanmak

gerekmektedir.

Konumlar�n incelenebilmesi için 5 y�ll�k süreçin herhangi bir diliminde bitkisel ürün

sigortas� kapsam�nda o konuma teminat verilmi³ olmas� gerekmektedir. Belirlenen ko-

numlar için hem uzakl�k hem de da§�l�m bazl� kümeleme çal�³mas� yap�lm�³t�r. Bu

konumlar için konumsal uzakl�klar ele al�narak küresel k-ortalamalar algoritmas�, ko-

numlar�n aç�sal de§erlerinin da§�l�m özelli§i göstermesi varsay�m� kullan�larak da§�l�m

bazl� konumsal kümeleme algoritmas� olan sonlu Karma von-Mises Fisher da§�l�m� algo-

ritmas� çal�³t�r�lm�³t�r. Birbirine yak�n olan hasar bölgelerinin, co§ra�k ve meteorolojik

benzerlikleri göz önüne al�narak risk s�n��and�rmas� yap�lm�³t�r.

Hasar bölgeleri için öncelikle da§�l�m bazl� kümeleme algoritmas� olan sonlu karma

von-Mises Fisher kümeleme algoritmas� kullan�larak Bayezyen bilgi kriteri(BIC) ve

log-olabilirlik de§erleri incelenmi³tir. Ard�ndan hasar bölgelerinin konumsal bilgileri

kullan�larak bu kez küresel k-ortalamalar algoritmas� çal�³t�r�lm�³t�r. Kümeleme algo-

ritmas�n�n uygunlu§unun test edilebilmesi için gölge metodundan yararlan�lm�³t�r. Bu

sayede kümeleme algoritmas�n�n kalitesi ölçülmü³tür.

�ekil 7.2'de poliçelendirilmi³ konumlar�n enlem boylam bilgileri kullan�larak konumsal

kümeleme sonucunda yap�lan ayr�m gösterilmi³tir. Konumsal kümeleme çal�³mas�n�n

ard�ndan her bir küme için öncelikle sonlu Karma Beta da§�l�m� modeli içerisinde or-

talama hasar gerçekle³me oranlar� ba§�ml� de§i³ken kabul edilerek, konumlar�n dü³ük,

orta ve yüksek hasar gerçekle³me oranlar�na sahip bölgeler olmak üzere kümeleme ça-

l�³mas� yap�lm�³t�r.
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�ekil 7.2: Dolu Hasar Bölgeleri �emas�

Ortalama hasar gerçekle³me oranlar� de§i³kenine göre yap�lan kümeleme çal�³mas�-

n�n ard�ndan ayr� ayr� elde edilen konumsal özelliklere ve hasar gerçekle³me oranlar�

ortalamas�na sahip konumlar için, �ekil 7.3'de görülece§i üzere bu kez ortalama hasar

gerçekle³me olas�l�klar� de§i³keni kullan�larak hasar gerçekle³me olas�l�klar�n�n da§�l�m

özelliklerine göre de dü³ük, orta ve yüksek olas�l�§a sahip hasar bölgeleri olarak s�n�f-

land�r�lmas� amaçlanm�³t�r.
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�ekil 7.3: Dü³ük,Orta, Yüksek Hasar Ortalamas� ve Olas�l�§� Ayr�l�³ �emas�

7.3. TARS�M Konumsal Kümeleme Uygulamas� Sonuçlar�

Uygulaman�n ilk a³amas�nda, dolu riskine kar³� teminat vermi³ buday üretimi yap�lan

konumlar için sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�m� modeli kullan�lm�³t�r. Bu model

farkl� küme say�lar� için uygulan�p Log-olabilirlik ve BIC de§erleri elde edilmi³tir. Da§�-

l�m bazl� kümeleme çal�³malar�nda Log-olabilirlik ve BIC de§erleri incelenerek optimal

küme say�s� belirlenebilmektedir.

�ekil 7.4 ve �ekil 7.5'de görülece§i üzere, gra�klerde s�ras�yla yer alan Bayezyen Bilgi

Kriterei(BIC) ve log-olabilirlik de§erleri incelendi§inde, bu konumsal kümeleme ça-
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l�³mas� için 10 ve 12 kümenin hem en dü³ük BIC hem de en yüksek Log-olabilirlik

de§erlerinden birini verdi§i görülebilmektedir.

�ekil 7.5'e göre, Log-olabilirlik de§erindeki ilk tepe de§eri küme say�s� 10 oldu§unda

gerçekle³irken, ikinci tepe de§eri ise küme say�s� 12 oldu§unda elde edilmektedir. Bu

durumda 10 ve 12 küme say�s�n�n, di§er küme say�lar�na göre modeli daha iyi aç�k-

layabilme imkan� olabilecektir. 10 ve 12 küme say�lar�na ait log-olabilirlik de§erleri

incelendi§inde iki de§er aras�ndaki mutlak fark�n az oldu§u görülmektedir. Kümeleme

çal�³malar�nda, mevcut farkl�l�klar� mümkün olan en az küme say�s� ile aç�klamak amaç-

land�§�n�ndan, kullan�lan bu da§�l�m bazl� kümeleme çal�³mas� için optimal küme say�-

s�n�n 10 olabilece§i dü³ünülmü³tür.

�ekil 7.4: Küme Say�s�na Göre BIC de§erleri
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�ekil 7.5: Küme Say�s�na Göre Log-olabilirlik De§erleri

Da§�l�m bazl� kümeleme çal�³mas� için optimal küme say�s� elde edildikten sonra ayn�

küme say�s� küresel k-ortalamalar algoritmas� için veri kabul edilerek çal�³t�r�lm�³t�r.

�ekil 7.6'ya göre, hasar bölgeleri, uzakl�k bazl� kümeleme algorimas� olan küresel k-

ortalamalar yöntemi kullan�larak 10 adet kümeye ayr�ld�§�nda ortalama gölge geni³li§i

0.47 de§erini vermektedir. Bu sonuç, bu§day ürünü için teminat alt�na al�nan konumlar

için küresel k-ortalamalar algoritmas�n�n anlaml� bir kümeleme sonucu ortaya koydu-

§unu göstermektedir.
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�ekil 7.6: Gölge Metodu Gra�ksel Gösterimi

Hem da§�l�m bazl� hem de uzakl�k bazl� kümeleme yöntemleri için uygun küme say�lar�

belirlenirken yöntemlerin kümeleme kaliteleri test edilerek, dolu riskine kar³� teminat

verilen konumlar için iki farkl� kümeleme sonucu elde edilmi³tir.

7.3.1 Sonlu Karma von-Mises Fisher Da§�l�m� Yöntemi ile Kümeleme

Sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�m� yönteminde, konumlar�n hasar geçmi³ine bak�l-

maks�z�n da§�l�m bazl� konumsal kümeleme çal�³mas� yap�lm�³t�r. Hasar geçmi³i olan

bölgeler için sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�m� kümeleme sonucu �ekil 7.7'de, 5

y�l içerisinde herhangi bir ³ekilde riske maruz kalmam�³ yani hasars�z bölgeler ise �ekil

7.8'de gösterilmi³tir.

Kümeleme sonucu elde edilen kümeler için, Rivest'in [64] 1986 y�l�nda ortaya koy-

du§u von-Mises Fisher uyum iyili§i testi yap�ld�§�nda, bu kümelerin von-Mises Fisher

da§�l�m�na uygunluk gösterdi§i görülmü³tür. Ek 1'de s�n��and�r�lan konumlar için elde

edilen parametreler ve uyum iyili§i test sonuçlar� (p de§erleri) verilmi³tir.

Bu kümeleme çal�³mas�n�n sonucunda elde edilen kümeleme bilgisi, hasar geçmi³i olan
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bölgeler için, bir sonraki a³ama olan hasar gerçekle³me oranlar� kümeleme çal�³mas�nda

kullan�lmaktad�r. �ekil 7.9'a göre, Hasar gerçekle³me oranlar� kümeleme çal�³mas� so-

nucunda 29 adet farkl� risk gruplar� elde edilir. Bu çal�³man�n ard�ndan her bir hasar

bölgesi, o risk grubuna ait konumlar�n hasar gerçekle³me olas�l�klar�na göre tekrar ay-

r�³t�r�larak 54 farkl� hasar bölgesi elde edilir.

Kümeleme çal�³mas�n�n ikinci ve üçüncü a³amalar�nda kullan�lan sonlu karma Beta

da§�l�m� modeli için her bir s�n��ama a³amas�nda en küçük Akaike Bilgi Kriteri de§eri

elde edilecek ³ekilde kümeleme algoritmas� çal�³t�r�lm�³t�r. Ek 2'de sonlu karma Beta

da§�l�m� ve sonlu karma Beta da§�l�m modellerinde optimal küme say�s� kullan�larak

yap�lan her bir dallanma sonucunda elde edilen Akaike Bilgi Kriteri de§erleri yer almak-

tad�r. Ek 4'te ise uyum iyili§i testleri sonucu, her bir risk s�n�f� için hasar gerçekle³me

oran� ve olas�l�§� de§i³kenlerinin Beta da§�l�m�na uyumlu oldu§u gösterilmi³tir.

Konumsal özellikleri sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�m�, sigorta ve hasar geçmi³i

sonlu karma Beta da§�l�m� modeli kullan�larak ayr�³t�r�lan hasar bölgeleri için elde

edilen hasar gerçekle³me oran� ve hasar gerçekle³me olas�l�§� tan�mlay�c� istatistikleri

Çizelge 7.3'te verilmi³tir.
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�ekil 7.7: von-Mises Fisher Da§�l�m� Kümeleme Algoritmas�-Hasarl� Bölgeler Haritas�
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�ekil 7.8: von-Mises Fisher Da§�l�m� Kümeleme Algoritmas� Sonucu-Hasars�z Bölgeler

Haritas�
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�ekil 7.9: von-Mises Fisher Da§�l�m� ve Sonlu Karma Beta Da§�l�m� Modeli ile Hasarl�

Bölgeler Haritas�
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Çizelge 7.3: Sonlu Karma von-Mises Fisher Algoritas� ve Sonlu Karma Beta Da§�l�m�

Modeli Sonucu Kümelerin Hasar Gerçekle³me Oran� ve Olas�l�§� Tan�mlay�c� �statistik-

leri

Sonlu Karma von-Mises Fisher Algoritmas�

Kume Hasar Oran� Ortalamas� (Yüzde) Hasar Ortalamas� Standard Sapmas� (Yüzde) Hasar Olas�l�§� Ortalamas� Hasar Olas�l�§� Standart Sapmas�

111 32.9440 12.2325 0.2659 0.0491

112 34.3891 12.9643 0.5401 0.1534

113 30.4919 12.7239 0.0737 0.0531

121 77.1523 12.0784 0.3355 0.1988

122 74.1666 10.0118 0.0366 0.0250

211 77.6667 12.0554 0.0199 0.0188

221 8.3769 3.3795 0.0419 0.0404

231 34.5416 3.1230 0.1569 0.0043

232 53.8373 5.3260 0.2637 0.0435

233 39.4327 9.8881 0.0315 0.0305

241 20.6440 4.0471 0.0893 0.0225

242 19.9928 2.9630 0.2929 0.1303

243 18.8871 4.0530 0.0208 0.0065

244 20.0000 7.0710 0.0008 0.0004

311 79.9151 8.1424 0.0453 0.0215

312 72.9915 5.3973 0.1917 0.1096

321 49.4277 8.4214 0.1522 0.1358

331 5.7833 3.7604 0.0150 0.0054

332 7.9159 3.2958 0.0867 0.0605

341 25.9432 4.6994 0.5328 0.1236

342 25.6293 6.3823 0.0883 0.0220

343 22.8140 5.6978 0.0282 0.0125

344 24.9633 5.6133 0.2175 0.0660

411 24.5317 4.4760 0.0093 0.0026

412 25.8419 12.4598 0.1222 0.1056

421 65.5833 5.5132 0.1435 0.1175

511 62.7857 13.2566 0.1035 0.1119

521 19.5047 9.3239 0.6477 0.1615

522 17.8917 4.8916 0.0815 0.0825

531 34.7922 5.5646 0.4637 0.1540

532 34.4218 5.9461 0.0717 0.0583

541 5.0000 2.5298 0.0232 0.0134

542 6.6333 1.4651 0.1568 0.0602

611 31.4375 16.8191 0.4682 0.1822

612 29.0927 13.0364 0.0600 0.0577

621 73.0222 13.7419 0.2729 0.1397

622 71.418 12.1031 0.0518 0.0332

711 19.0367 6.6729 0.0391 0.0274

712 15.3391 8.2664 0.0055 0.0030

721 51.6775 8.2054 0.1249 0.0297

722 40.3549 9.5391 0.0327 0.0244

811 6.2311 2.5759 0.0114 0.0120

821 16.4985 3.9247 0.0086 0.0039

822 18.5483 4.3564 0.0591 0.0550

831 40.3344 14.5076 0.1245 0.0439

832 46.6182 6.9411 0.0118 0.0078

911 70.5000 0.7071 0.1882 0.0166

912 83.1488 8.3835 0.0260 0.0198

921 42.4030 8.6914 0.0685 0.0571

922 45.1926 8.0880 0.4177 0.1434

931 20.2630 6.6880 0.0578 0.0818

1011 5.2646 1.2036 0.0198 0.0239

1021 44.9032 7.8525 0.0543 0.0363

1031 18.0364 7.1790 0.0394 0.0532

11010 100.0000 0.0000 0.1469 0.1082

11030 100.0000 0.0000 0.1153 0.1449

11060 100.0000 0.0000 0.0484 0.0631

11090 100.0000 0.0000 0.0394 0.0299

12010 22.2733 13.7476 1.0000 0.0000

12020 15.9000 4.2225 1.0000 0.0000

12030 37.4833 21.8923 1.0000 0.0000

12040 26.8333 16.7348 1.0000 0.0000

12050 34.8000 24.7022 1.0000 0.0000

12080 6.0000 0.0000 1.0000 0.0000

12090 41.0000 0.0000 1.0000 0.0000

59



7.3.2 Küresel K-ortalamalar Kümeleme Yöntemi ile Kümeleme

Bu kümeleme çal�³mas�nda ise, da§�l�m bazl� kümeleme çal�³mas�nda ele al�nan konum-

sal veri kullan�larak, bu§day üretilen konumlar�n 10 adet kümeye ayr�lmas� ba³ar�l-

m�³t�r. Ard�ndan, küresel k-ortalamalar kümeleme çal�³mas�n�n sonucunda elde edilen

bilgi, ayn� sonlu Karma von-Mises Fisher yönteminde oldu§u gibi bir sonraki a³ama

olan hasar gerçekle³me oranlar� kümeleme çal�³mas�nda kullan�lmaktad�r.

Hasar geçmi³i olan bölgeler için küresel k-ortalamalar kümeleme çal�³mas�n�n sonucu

�ekil 7.10'da, 5 y�l içerisinde herhangi bir ³ekilde riske maruz kalmam�³ yani hasars�z

bölgeler ise �ekil 7.11'de gösterilmi³tir. Bu kümeleme çal�³mas� sonucunda hasar ger-

çekle³me oranlar� aç�klay�c� de§i³ken olarak ele al�nd�§�nda, �ekil 7.11'de 24 adet farkl�

hasar bölgesi elde edilir. Bu çal�³man�n ard�ndan her bir hasar bölgesi, o bölgeye ait

konumlar�n hasar gerçekle³me olas�l�klar�na göre tekrar ayr�³t�r�larak 48 farkl� hasar

bölgesi elde edilir.

Kümeleme çal�³mas�n�n ikinci ve üçüncü a³amalar�nda, hasar gerçekle³me oran� ve ola-

s�l�§� de§i³kenlerinin incelemesinde kullan�lan sonlu karma Beta da§�l�m� modeli için

her bir s�n��ama a³amas�nda en küçük Akaike Bilgi Kriteri de§eri elde edilecek ³e-

kilde kümeleme algoritmas� çal�³t�r�lm�³t�r. Ek 2'de küresel k-ortalamalar algoritmas�

ve sonlu karma Beta da§�l�m modellerinde optimal küme say�s� kullan�larak yap�lan her

bir dallanma sonucunda elde edilen Akaike Bilgi Kriteri de§erleri yer almaktad�r. Ek

3'te ise uyum iyili§i testleri sonucu, her bir risk s�n�f� için hasar gerçekle³me oran� ve

olas�l�§� de§i³kenlerinin Beta da§�l�m�na uyumlu oldu§u gösterilmi³tir.

Küresel k-ortalamalar algoritmas� ve sonlu karma Beta da§�l�m� modelleri kullan�larak

ayr�³t�r�lan hasar bölgeleri için elde edilen hasar gerçekle³me oran� ve olas�l�§� tan�mla-

y�c� istatistikleri Çizelge 7.4'te verilmi³tir.
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�ekil 7.10: Konumsal K-ortalamalar Kümeleme Algoritmas� Sonucu-Hasarl� Bölgeler

Haritas�
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�ekil 7.11: Konumsal K-ortalamalar Kümeleme Algoritmas� Sonucu-Hasars�z Bölgeler

Haritas�

62



�ekil 7.12: Konumsal K-ortalamalar Kümeleme Algoritmas� ve Sonlu Karma Beta Da-

§�l�m� Modeli Sonucu-Hasarl� Bölgeler Haritas�
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Çizelge 7.4: Konumsal K-ortalamalar Algoritas� ve Sonlu Karma Beta Da§�l�m� Modeli

Sonucu Kümelerin Hasar Gerçekle³me Oran� ve Olas�l�§� Tan�mlay�c� �statistikleri

Konumsal K-ortalamalar Algoritmas�

Kume Hasar Oran� Ortalamas� (Yüzde) Hasar Oran Standart Sapmas�(Yüzde) Hasar Olas�l�§� Ortalamas� Hasar Olas�l�§� Standart Sapmas�

111 35.9882 16.6115 0.4992 0.1896

112 32.0040 17.3985 0.0644 0.0607

211 24.4648 5.0751 0.2103 0.0527

212 14.6964 9.3648 0.0124 0.0095

213 20.3620 9.6674 0.0715 0.0216

311 49.5523 3.8532 0.0562 0.0978

321 7.2578 3.2563 0.0816 0.0706

322 6.9333 3.0858 0.0054 0.0028

331 74.2500 12.1484 0.0194 0.0156

341 20.0000 7.0711 0.0008 0.0004

342 18.0250 3.0504 0.0209 0.0055

343 22.8681 6.6086 0.1009 0.0509

344 18.1666 2.7537 0.4407 0.0577

411 26.7592 11.9080 0.4228 0.1657

412 22.4080 11.1609 0.0832 0.0598

421 75.7547 10.4581 0.0924 0.1131

511 25.3957 5.9363 0.3821 0.1467

512 24.8263 6.43044 0.0577 0.0491

521 49.0145 13.7974 0.4188 0.1713

522 37.3361 16.1315 0.0616 0.0526

531 80.4629 9.9234 0.0235 0.0179

532 76.3246 8.1062 0.1575 0.0356

541 4.5000 0.7071 0.0889 0.0400

542 4.2857 1.2999 0.0201 0.0149

611 41.0005 6.6183 0.0168 0.0109

612 49.6999 10.9442 0.1063 0.0345

621 19.7877 5.3718 0.0272 0.0351

622 19.7877 5.3718 0.0272 0.0351

711 29.5768 14.7139 0.0152 0.0079

712 34.6075 15.7182 0.1253 0.1063

721 83.6731 12.4206 0.4036 0.1157

722 78.1832 9.3609 0.0871 0.0562

811 35.3308 14.2820 0.2817 0.0426

812 37.9023 14.8170 0.5434 0.1540

813 32.6302 14.2084 0.0797 0.0595

821 86.1153 7.4979 0.2319 0.2445

911 5.7833 3.7604 0.0151 0.0054

912 8.2479 3.3975 0.0864 0.0582

921 68.8128 6.0538 0.3223 0.1974

922 77.4502 9.0562 0.0579 0.0312

931 48.2420 7.5951 0.0777 0.0539

932 48.8932 8.2029 0.2871 0.0568

941 25.9579 5.0728 0.3445 0.1343

942 24.1868 6.0588 0.0809 0.0556

1011 53.4873 14.7162 0.0174 0.0135

1012 49.0353 13.8344 0.1314 0.0352

1021 20.9573 6.3684 0.0157 0.0113

1022 23.1030 7.5579 0.0833 0.0488

11050 100.0000 0.0000 0.1425 0.1400

11070 100.0000 0.0000 0.0328 0.0485

11080 100.0000 0.0000 0.1469 0.1082

11090 100.0000 0.0000 0.0608 0.0907

12010 31.5555 14.3849 1.0000 0.0000

12020 6.0000 0.0000 1.0000 0.0000

12030 17.7500 3.8891 1.0000 0.0000

12040 27.2500 20.8226 1.0000 0.0000

12050 54.9167 0.0000 1.0000 0.0000

12080 22.2733 13.7476 1.0000 0.0000

12090 33.1250 22.6362 1.0000 0.0000

12100 38.6000 37.3352 1.0000 0.0000
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7.4. Kümeleme Çal�³mas� Sonucunda Bu§day Ürünü �çin Prim

Hesab�

Bu§day ürünü için dolu riskine ba§l� net prim hesab� için, öncelikle, TARS�M bünye-

sinde yer alan 1.314.114 adet poliçe için sahip olduklar� köy kodlar�na göre �ltreleme

i³lemi yap�lm�³t�r. Filtreleme i³leminin ard�ndan elde edilen 14.415 farkl� konum için

ortalama hasar gerçekle³me oran�, ortalama hasar gerçekle³me olas�l�§�, ortalama si-

gorta bedeli de§i³kenleri elde edilmi³tir.

Konumlara ait enlem boylam verileri kullan�larak, hem sonlu karma von-Mises Fisher

da§�l�m� hem de küresel k-ortalamalar algoritmas� ile konumsal kümeleme çal�³malar�

yap�lm�³t�r. Belirlenen kümeler için sonlu karma beta da§�l�m� kullan�larak hem hasar

gerçekle³me oran� hem de hasar gerçekle³me olas�l�§� de§i³kenlerine göre derecelendirme

yap�lm�³ ve her bir küme için ortalama hasar gerçekle³me oran� ve ortalama hasar ger-

çekle³me olas�l�§� de§erleri tahmin edilmi³tir.

Hasar geçmi³i bulunan konumlar için, bu§day ürünü için risk primi hesaplamas�nda,

o konuma ait ortalama sigorta bedeli, hasar gerçekle³me oran� ve hasar gerçekle³me

olas�l�§� çarp�larak net aktüeryal risk primi hesaplanm�³t�r [30].

Her iki kümeleme yöntemi için ortak kabul edilen küme say�lar� kullan�larak, bu ko-

numlar için sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�m� ile hesaplanan primler, küresel k-

ortalamalar kümeleme algoritmas� sonucu hesaplanan primler ile kar³�la³t�r�lm�³t�r. Dü-

³ük riskli bölgeler için en dü³ük prim seviyeleri elde edilirken, yüksek risli bölgeler için

en yüksek prim seviyeleri tahmini elde edilmi³tir.

Çal�³man�n sonucunda; farkl� konumsal özelliklere ve hasar geçmi³ine sahip konum-

lar için primlerin farkl� olmas� gere§i aç�klanm�³t�r.
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�ekil 7.13: Sonlu Karma von-Mises Fisher Da§�l�m� Kümeleme Algoritmas� Sonucu-

Hasar Olas�l�§� ROC Analizi

�ekil 7.14: Küresel K-ortalamalar Kümeleme Algoritmas� Sonucu-Hasar Olas�l�§� ROC

Analizi

Uygun kümeleme algoritmas�n�n seçilmesi için, her iki algoritma ile hesaplanan prim-

lerin, hasar gerçekle³me oran� ve olas�l�§� de§erlerinde gerçekle³en de§i³imi aç�klanabi-

lirli§i kar³�la³t�r�lmal�d�r. �ekil 7.13'e göre, sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�m� ile

hesaplanan primlerin, hasar gerçekle³me olas�l�§�ndaki de§i³imin yüzde 85'inin aç�kla-
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nabildi§i görülmektedir. Uzakl�k bazl� kümeleme algoritmas� ile hesaplanan primler ele

al�nd�§�nda ise, �ekil 7.14'e göre, primlerin hasar gerçekle³me olas�l�§�ndaki de§i³imin

yüzde 83'lük k�sm�n� aç�klayabildi§i görülmektedir.

Sonlu Karma von-Mises Fisher da§�l�m�na ait kümeleme çal�³mas� ve konumsal k-

ortalamalar yöntemi ile elde edilen primlerin, ortalama hasar gerçekle³me oran�ndaki

de§i³imi ne kadar aç�klayabilece§ine bak�ld�§�nda ise, da§�l�m bazl� kümeleme sonu-

cunda elde edilen primlerin uzakl�k bazl� kümeleme algoritmas� ile hesaplanan prime

göre de§i³imi daha iyi aç�klad�§� sonucuna var�lm�³t�r. �ekil 7.15'e göre da§�l�m bazl� kü-

meleme algoritmas� ile hesaplanan primler yüzde 88.7 ve �ekil 7.16'ya göre k-ortalamalar

algoritmas� ile hesaplanan primler ise yüzde 76.35 oran�nda hasar oran�ndaki de§i³ken-

li§i aç�klayabildi§i görülmektedir.

�ekil 7.15: von-Mises Fisher Kümeleme Algoritmas� Sonucu-Hasar Oran� ROC Analizi
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�ekil 7.16: Küresel K-ortalamalar Kümeleme Algoritmas� Sonucu-Hasar Oran� ROC

Analizi

Ayr�ca �ekil 7.17'e göre, hasar geçmi³i olan bölgeler için sonlu karma von-Mises Fisher

da§�l�m� kümeleme yöntemi elde edilen primler, ortalama sigorta bedelindeki gerçekle-

³en de§i³imin yüzde 94.5'lik k�sm�n� aç�klamaktad�r.

�ekil 7.17: Sonlu Karma von Mises Fisher Kümeleme Algoritmas� Sonucu-Sigorta Te-

minat� ROC Analizi
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�ekil 7.18: Küresel K-ortalamalar Kümeleme Algoritmas� Sonucu-Sigorta Teminat�

ROC Analizi

�ekil 7.18'e göre, küresel k-ortalamalar algoritmas� kullan�larak hesaplanan aktüeryal

primler, ortalama sigorta teminat�ndaki de§i³iminin yüzde 85'ini aç�klayabilmektedir.

Bu sonuçlar �³�§�nda, her iki yöntemin de ortalama hasar gerçekle³me oran�, olas�l�§�

ve sigorta bedelinde gerçekle³en de§i³imi anlaml� bir ³ekilde aç�klad�§� sonucuna va-

r�lm�³t�r. Bu sonuç, dü³ük ve/veya yüksek de§erlere sahip ortalama hasar gerçekle³me

oran� ve olas�l�§� de§i³kenlerinin do§ru bir ³ekilde ayr�ld�§�n� ve hesaplanan primlerin bu

de§i³imi do§ru bir ³ekilde ölçebildi§ini göstermektedir. Her iki kümeleme çal�³mas� kar-

³�la³t�r�ld�§�nda, da§�l�m bazl� sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�m�n�n uzakl�k bazl�

konumsal k-ortalamalar algoritmas�na göre hem hasar gerçekle³me oran� hem de hasar

gerçekle³me olas�l�§� de§erlerinde gerçekle³en de§i³imi daha iyi ölçebildi§i sonucuna va-

r�lm�³t�r.

7.5. Farkl� Küme Say�lar� ile Hesaplanan Primlerin Kar³�la³t�-

r�lmas�

Uygulama kapsam�nda, kümeleme algoritmalar�nda kullan�lacak optimal küme say�s�,

hem silhoutte(gölge) yöntemiyle hem de sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�m�na ait

log-olabilirlik ve BIC de§erleri vas�tas�yla belirlenmi³ti. Bu analizlerin sonucunda ise

10 adet kümenin uygun olabilece§i dü³ünülmü³tü. Ancak bilindi§i üzere, her ne kadar
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optimal küme say�s� belirlenip hasar gerçekle³me oran� ve olas�l�§� de§i³kenleri ayr� ayr�

incelenip, farkl� kümeleme algoritmalar� için aç�klanabilirlik analizi yap�lsa da, baz� ko-

³ullarda optimalli§in ötesini dü³ünerek hareket etmek gerekir.

Özellikle, tar�m sigortalar�n�n, gerek devlet politikalar� gerekse ekonomik göstergeler-

den kolayca etkilenecek bir piyasa oldu§u dü³ünülürse, her zaman optimallik dü³üncesi

ile ekonomik faaliyetleri sürdürmek mümkün olmayacakt�r.

Bu bak�³ aç�s�yla, öncelikle konumsal kümeleme algoritmas�nda kullan�lan küme say�-

s�n�n de§i³imi incelenecek. Ard�ndan bu durumdan etkilenen hasar bölgeleri için tekrar

hasar gerçekle³me oran� ve hasar gerçekle³me olas�l�§� de§erlerine göre kümeleme yap�-

lacakt�r. Sonucunda ise belirlenen küme say�s�na göre risklilik ölçütünde yer alan hasar

say�s� ve ³iddeti tan�mlar�na denk gelen hasar gerçekle³me olas�l�§� ve hasar gerçekle³me

oran� de§erleri kullan�larak performans de§erlendirmesi yap�lacakt�r.

Çal�³man�n bu bölümünde, küme say�s� 8 ve 12 olacak ³ekilde farkl� küme say�lar�na

göre hesaplanan aktüeryal risk priminin, hasar gerçekle³me oran� ve hasar gerçekle³me

olas�l�§�n� ne kadar aç�klayabildi§i test edilmi³tir.

Test edilecek küme say�s�n�n seçiminde dikkat edilmesi gereken çe³itli durumlar söz

konusudur. Örne§in, hasar bölgeleri için az say�da küme seçilmesi durumunda, hasar

gerçekle³me oran� ve hasar gerçekle³me olas�l�§� incelenirken, alt kümelerde y�§�lmalar

olacakt�r. Dü³ük, orta ve yüksek olarak derecelendirilen de§i³kenler, üç dereceden daha

fazla s�n�fa ayr�labilecektir ve bu da her bir hasar bölgesi için dallanmay� art�racakt�r.

Bu durumda, hasar bölgeleri, konumsal özelliklerine göre tam olarak ayr�lmad�§� için

hatal� sonuçlar ortaya ç�kabilecektir. Di§er taraftan, hasar bölgeleri için küme say�s�

fazla seçildi§inde ise, hasar gerçekle³me oran� ve hasar gerçekle³me olas�l�§� de§i³kenle-

rinde gerçekle³en de§i³im tam olarak ölçülemeyecektir. Bu nedenle test edilecek küme

say�lar�, optimal küme say�s�na yak�n de§erler seçilmi³tir.

Çizelge 7.5: Farkl� Küme Say�lar� için ROC Alan Analizi

Küme Say�s� Yöntem Hasar Oran� Hasar Olas�l�§� Sigorta Bedeli

8
Sonlu Karma von-Mises Fisher Da§�l�m� 0.6654 0.8673 0.8763

Küresel k-ortalamalar Algoritmas� 0.6138 0.7487 0.7893

10
Sonlu Karma von-Mises Fisher Da§�l�m� 0.8872 0.8549 0.9450

Küresel k-ortalamalar Algoritmas� 0.7635 0.8351 0.8540

12
Sonlu Karma von-Mises Fisher Da§�l�m� 0.7484 0.8274 0.7830

Küresel k-ortalamalar Algoritmas� 0.6063 0.7936 0.7698
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Çizelge 7.5'e göre, test edilen küme say�s� 8 ve 12 olarak seçildi§inde, her iki küme sa-

y�s�na göre de, sonlu karma von-Mises Fisher da§�l�m� kullanarak hesaplanan aktüeryal

risk primi, küresel k-ortalamalar algoritmas� kullanarak yap�lan aktüeryal risk primine

göre hasar gerçekle³me oran�nda, hasar gerçekle³me olas�l�§�nda ve sigorta bedelinde

gerçekle³en de§i³imi daha iyi aç�klamaktad�r.

Farkl� küme say�lar� ve optimal olarak seçilen 10 küme say�s� kullan�larak yap�lan kü-

meleme çal�³malar�na göre, optimal olarak 10 küme seçilerek yap�lan prim hesab�n�n

di§er küme say�lar�na göre yap�lan hesaba göre hem hasar gerçekle³me oran�nda hem

hasar gerçekle³me olas�l�§�nda hem de sigorta bedelinde gerçekle³en de§i³imi daha iyi

aç�klad�§� görülmektedir.
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8. SONUÇLAR VE ÖNER�LER

Risklili§i en do§ru ³ekilde s�n��ayan yöntemlerle adil risk primi hesab� yap�lmas� hem

sigortac� hem sigortal� aç�s�ndan oldukça önemlidir.

Sigortac�l�k sektöründe, risklili§in ölçülebilmesi için kullan�lan istatistiksel yöntemler-

den en yayg�n olan� kümeleme çal�³malar�d�r. Kümeleme çal�³mas�, di§er tüm etkenler

sabit tutuldu§unda, bir etkendeki de§i³kenli§in s�n��and�r�lmas�na imkan sa§lamakta-

d�r.

Bu tez çal�³mas�nda, Türkiye'de bu§day üretimi yap�lan alanlarda hasar verisi kul-

lan�larak dolu riski için adil prim hesaplanm�³t�r. Öncelikle bu bölgeler için konumsal

özellikleri dikkate al�narak; kümeleme çal�³mas� yap�lm�³, ard�ndan ise sigorta geçmi³i

ele al�narak risk kümelerine göre s�n��ama yap�lm�³t�r. Bu çal�³man�n ard�ndan risk kü-

melerine ayr�lan konumlar için net prim ilkesi kullan�larak, aktüeryal risk primi hesab�

yap�lm�³t�r.

Tar�msal zararlar� olu³turan risk türleri, içerisinde en s�k tekrarlayan� ve en çok hasara

sebep olan� hava durumuna ba§l� olaylard�r. Meteorolojik özellikler dikkate al�narak

yap�lacak olan kümeleme çal�³mas�, her bölgenin kendine özgü olan riske katk� tipini

ve büyüklü§ünü bölgeler aras�nda ayr�³t�rarak, her bölgeye farkl� bir sabit etki belir-

ler. Maalesef meteorolojik istasyonlardan gelen sa§l�ks�z ve yetersiz veriler ile yap�lan

endeksleme çal�³malar�ndan do§an baz riskinden dolay� istasyon verisi bazl� kümeleme

çal�³malar�ndan ç�kan sonuçlar ³üphelidir. Bu sebeple bu tez çal�³mas�nda meteorolojik

de§i³kenleri kullanmak yerine konum bazl� hasar verisinden yararlan�lm�³t�r. Bu tez

çal�³mas�nda TARS�M'den al�nan 2010-2014 y�llar� aras� 5 y�ll�k veri kullan�lm�³t�r.

Da§�l�m bazl� ve uzakl�k bazl� olarak iki farkl� konumsal kümeleme yöntemi kullan�lm�³-

t�r. Konumsal kümeleme yöntemleri kar³�la³t�r�ld�§�nda, da§�l�m bazl� yönsel, uzakl�k

bazl� kümeleme yöntemine göre riskin s�n��and�r�lmas� daha iyi sonuçlar vermektedir.

Sonuç olarak, her iki yöntemle hesaplanan primler kar³�la³t�r�ld�§�nda, da§�l�m bazl�

kümeleme algoritmas� kullan�larak hesaplanan primin, uzakl�k bazl� kümeleme algorit-

mas� kullan�larak hesaplanan prime göre, hasar gerçekle³me oran�nda ve olas�l�§�ndaki

de§i³imi daha iyi yans�tt�§� sonucuna var�lm�³t�r. Ayr�ca konumsal kümeleme algoritma-

lar� kullan�l�rken, belirlenen optimal küme say�s� s�nand�§�nda, da§�l�m bazl� kümeleme

algoritmas�n�n daha da iyi sonuçlar verdi§i görülmü³tür.

Bu çal�³man�n katk�s�, hasar geçmi³i olan tar�msal bölgeler için konumsal kümeleme
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çal�³mas� yap�larak, bu bölgeler için risk gruplar�na göre adil primin al�nabilece§ini

göstermektir. Gelecekte bu§day üretimi yap�labilecek herhangi tar�msal üretim bölgesi

için, hangi risk grubuna ait oldu§u bilindi§inde, o risk grubuna ait hesaplanan orta-

lama hasar gerçekle³me oran� ve olas�l�k de§i³kenleri bilinecektir. Bu sayede, o bölgeye

ait olarak ürünün birim �yat� ve miktar� dü³ünülerek bildirilen sigorta bedeli bilgisi ile

aktüeryal risk primi hesab� yap�labilecektir. Bu modelde, dü³ük hasar oran� ve olas�l�§�

özelli§i gösteren risk gruplar� için dü³ük prim, yüksek hasar oran� ve olas�l�§� özelli§i

gösteren risk gruplar� için yüksek prim al�nmas� gerekti§i sonucu elde edilmi³tir.

Çal�³man�n uygulama k�sm�nda yer alan TARS�M veri setinde, incelenen köykodlar�

için yaz�l� il, ilçe, köy bilgileri birle³tirilerek, adresten koordinat bulan web bazl� inter-

net siteleri kullan�l�rken, ç�kt� olarak enlem ve boylam bulunup, her bir ç�kt� de§eri-

nin uygunlu§u test edilerek kullan�lm�³t�r. �lerideki çal�³malarda adreslerden enlem ve

boylam bulunmas� konusunda daha i³levsel bir çözüm üretilebilir ya da yaz�l�m bazl�

yard�mlar al�narak bu sorunun üstesinden gelinebilir.

Gelecekte yap�lacak çal�³malarda, farkl� tar�msal ürün sigortalar� ve farkl� risk türleri

için de konumsal kümeleme çal�³malar� yap�larak aktüeryal risk primi hesaplanabilir.

Ayr�ca hasar bölgelerine ait tarihsel veri kullan�larak, Türkiye kapsam�nda ya da böl-

gesel uzay-zaman (spatio-temporal) analizleri yap�labilir.
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Ek 1: 10 Küme için Sonlu Karma von-Mises Fisher

Da§�l�m� Kümeleme Çal�³mas� Parametre Sonuçlar�

Küme Say�s� Theta x y z Kappa �shkent test p-de§eri

1 0.1870 0.7827601 0.4713487 0.4063460 2440.032 0.511

2 0.1508 0.7854139 0.5401032 0.3023467 7361.261 0.546

3 0.1670 0.7578859 0.5332089 0.3758951 7135.873 0.530

4 0.0846 0.7670537 0.5634131 0.3069108 8426.419 0.496

5 0.1182 0.7961348 0.4946601 0.3485410 5378.812 0.510

6 0.1194 0.7746361 0.5162052 0.3653369 8428.317 0.547

7 0.0131 0.7469053 0.5930282 0.3007490 96838.750 0.612

8 0.0182 0.7513593 0.5834065 0.3083765 49402.620 0.532

9 0.1130 0.7702573 0.5417944 0.3363964 7887.499 0.511

10 0.0292 0.7585522 0.5818313 0.2933783 30091.500 0.484
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Ek 2: Hasar Gerçekle³me Oran� ve Olas�l�§� De§erleri

için AIC De§erleri

Sonlu Karma von-Mises Fisher-10Kume Küresel k-ortalamalar-10Kume

1. Katman

Küme Ad�

1. Katman

AIC De§eri

2. Katman

Küme Ad�

2. Katman

AIC De§eri

1. Katman

Küme Ad�

1. Katman

AIC De§eri

2. Katman

Küme Ad�

2. Katman

AIC De§eri

10.1 -352.6793 10.1.1 -528.7032 10.1 -291.7139 10.1.1 -579.4496

10.1.2 -38.0358 10.2 -85.44071 10.2.1 -262.4051

10.2 -83.4620 10.2.1 -51.1047 10.3 -548.9324 10.3.1 -170.2417

10.2.2 -7.1626 10.3.2 -83.2915

10.2.3 -57.6790 10.3.3 -807.9889

10.2.4 -157.9614 10.3.4 -254.6772

10.3 -549.5134 10.3.1 -89.3448 10.4 -528.9043 10.4.1 -829.5966

10.3.2 -251.9071 10.4.2 -228.2012

10.3.3 -175.5417 10.5 -232.7585 10.5.1 -726.3368

10.3.4 -836.7276 10.5.2 -262.3127

10.4 -32.5701 10.4.1 -80.9629 10.5.3 -35.4049

10.4.2 -2.0176 10.5.4 -27.1857

10.5 -226.7589 10.5.1 -27.2412 10.6 -194.9488 10.6.1 -130.0408

10.5.2 -16.8818 10.6.2 -1044.1660

10.5.3 -303.5007 10.7 -77.3741 10.7.1 -43.0905

10.5.4 -43.1103 10.7.2 -304.9316

10.6 -194.9487 10.6.1 -1044.1660 10.8 -147.5542 10.8.1 -251.0974

10.6.2 -130.0359 10.8.2 -125.6981

10.7 -77.3429 10.7.1 -272.3190 10.9 -513.7670 10.9.1 -65.9231

10.7.2 -69.2550 10.9.2 -525.0572

10.8 -144.4057 10.8.1 -114.3714 10.9.3 -647.2911

10.8.2 -82.1888 10.9.4 -483.4996

10.8.3 -180.1965 10.10 -122.8807 10.10.1 -94.0629

10.9 -517.9456 10.9.1 -452.8704 10.10.2 -349.1516

10.9.2 -1156.715

10.9.3 -62.0563

10.10 -118.1937 10.10.1 -11.44536

10.10.2 -72.6145

10.10.3 -223.4660
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Ek 3: Küresel K-Ortalamalar Kümeleme Sonucu-

Beta Uyum �yili§i Testi Sonuçlar�

Küresel k-ortalamalar Yöntemi-Beta da§�l�m� Uyum �yili§i Test Sonuçlar�

Küme De§i³ken
Kolmogorov Smirnov

Test �statisti§i De§eri

Anderson Darling

Test �statisti§i De§eri
Küme De§i³ken

Kolmogorov Smirnov

Test �statisti§i De§eri

Anderson Darling

Test �statisti§i De§eri

111 Olas�l�k 0.1571 0.9261 611 Olas�l�k 0.1541 2.1901

Ortalama 0.1992 2.1682 Ortalama 0.2230 0.9037

112 Olas�l�k 0.0943 2.3552 612 Olas�l�k 0.2562 2.0109

Ortalama 0.0423 0.3007 Ortalama 0.2909 1.0210

211 Olas�l�k 0.1585 1.3962 621 Olas�l�k 0.1029 0.9211

Ortalama 0.1867 2.6369 Ortalama 0.0972 0.5601

212 Olas�l�k 0.1525 1.4363 622 Olas�l�k 0.1935 2.7023

Ortalama 0.0596 0.1885 Ortalama 0.0762 0.3942

213 Olas�l�k 0.1102 0.6105 711 Olas�l�k 0.0503 1.2181

Ortalama 0.1400 1.5514 Ortalama 0.0957 1.1080

311 Olas�l�k 0.4480 1.1650 712 Olas�l�k 0.0778 1.5227

Ortalama 0.1609 1.2649 Ortalama 0.0544 0.7469

321 Olas�l�k 0.2620 1.7970 721 Olas�l�k 0.2148 2.0345

Ortalama 0.1599 1.6803 Ortalama 0.2381 0.7284

322 Olas�l�k 0.2130 0.5810 722 Olas�l�k 0.1875 1.7772

Ortalama 0.2751 1.4485 Ortalama 0.0945 0.7480

331 Olas�l�k 0.2762 0.6701 811 Olas�l�k 0.1027 1.3806

Ortalama 0.3211 1.5598 Ortalama 0.0742 0.2076

341 Olas�l�k 0.3511 1.1020 812 Olas�l�k 0.1625 2.2264

Ortalama 0.5183 1.7656 Ortalama 0.0673 0.1797

342 Olas�l�k 0.1507 0.9351 813 Olas�l�k 0.0481 1.501

Ortalama 0.1889 0.5893 Ortalama 0.0519 0.6798

343 Olas�l�k 0.2131 0.5810 821 Olas�l�k 0.2377 1.5636

Ortalama 0.1787 2.9918 Ortalama 0.2307 1.3780

344 Olas�l�k 0.3189 1.4540 911 Olas�l�k 0.1047 0.7987

Ortalama 0.3173 1.3844 Ortalama 0.1889 1.0847

411 Olas�l�k 0.1147 0.9053 912 Olas�l�k 0.1761 1.9283

Ortalama 0.1091 1.2081 Ortalama 0.1071 2.2488

412 Olas�l�k 0.0515 0.5283 921 Olas�l�k 0.2244 1.2603

Ortalama 0.0459 0.3516 Ortalama 0.2055 4.0195

421 Olas�l�k 0.2873 1.1055 931 Olas�l�k 0.07001 4.2137

Ortalama 0.1972 1.6117 Ortalama 0.0706 1.1098

511 Olas�l�k 0.1412 1.0798 932 Olas�l�k 0.1212 1.3999

Ortalama 0.2808 1.1969 Ortalama 0.0771 0.5352

512 Olas�l�k 0.1046 2.2919 941 Olas�l�k 0.1664 6.2420

Ortalama 0.0796 1.5719 Ortalama 0.0917 0.3529

521 Olas�l�k 0.1721 0.7028 942 Olas�l�k 0.0604 2.6362

Ortalama 0.2397 1.2764 Ortalama 0.0381 0.4538

522 Olas�l�k 0.1371 2.9654 1011 Olas�l�k 0.1511 0.9891

Ortalama 0.2911 1.7185 Ortalama 0.1731 1.0542

531 Olas�l�k 0.1318 0.7041 1012 Olas�l�k 0.1666 1.516

Ortalama 0.2561 2.0363 Ortalama 0.2522 0.4885

532 Olas�l�k 0.5121 1.6521 1021 Olas�l�k 0.0732 2.1682

Ortalama 0.7115 2.9836 Ortalama 0.0884 0.3688

541 Olas�l�k 0.5791 1.0109 1022 Olas�l�k 0.2391 2.5306

Ortalama 0.6594 1.9848 Ortalama 0.1436 1.7962

542 Olas�l�k 0.2597 2.5857

Ortalama 0.2613 2.7798
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Ek 4: Sonlu Karma von Mises Fisher Da§�l�m� �çin

Beta Da§�l�m� Uyum �yili§i Testi Sonuçlar�

Sonlu Karma von Mises-Fisher da§�l�m� -Beta Da§�l�m� Uyum �yili§i Test Sonuçlar�

Küme De§i³ken
Kolmogorov Smirnov

Test �statisti§i De§eri

Anderson Darling

Test �statisti§i De§eri
Küme De§i³ken

Kolmogorov Smirnov

Test �statisti§i De§eri

Anderson Darling

Test �statisti§i De§eri

111 Olas�l�k 0.0754 0.7440 611 Olas�l�k 0.1862 1.3224

Ortalama 0.0670 0.3327 Ortalama 0.1576 0.4809

112 Olas�l�k 0.0845 0.4392 612 Olas�l�k 0.0794 2.3652

Ortalama 0.0726 0.2412 Ortalama 0.0679 2.0187

113 Olas�l�k 0.0409 0.4715 621 Olas�l�k 0.1492 1.0741

Ortalama 0.0667 1.0931 Ortalama 0.0637 0.5059

121 Olas�l�k 0.1137 1.3305 622 Olas�l�k 0.1003 1.1224

Ortalama 0.1276 0.9928 Ortalama 0.0845 2.1990

122 Olas�l�k 0.1111 1.1187 711 Olas�l�k 0.1549 1.0369

Ortalama 0.1417 2.2132 Ortalama 0.1863 1.3224

211 Olas�l�k 0.0901 0.8977 712 Olas�l�k 0.1854 2.0466

Ortalama 0.0955 1.0448 Ortalama 0.1087 1.7244

221 Olas�l�k 0.1446 1.9679 721 Olas�l�k 0.3067 1.6645

Ortalama 0.0982 1.6023 Ortalama 0.2217 1.1461

231 Olas�l�k 0.2635 0.7540 722 Olas�l�k 0.1936 0.9427

Ortalama 0.2636 0.7541 Ortalama 0.1924 1.1704

232 Olas�l�k 0.2499 2.3729 811 Olas�l�k 0.1311 1.1209

Ortalama 0.2499 1.3812 Ortalama 0.1732 2.1598

233 Olas�l�k 0.1090 0.6451 821 Olas�l�k 0.1205 1.3964

Ortalama 0.1269 2.4773 Ortalama 0.1414 1.6472

241 Olas�l�k 0.1570 1.4513 822 Olas�l�k 0.1931 1.2243

Ortalama 0.1018 0.9929 Ortalama 0.0891 0.8752

242 Olas�l�k 0.2150 1.3419 831 Olas�l�k 0.1591 2.0205

Ortalama 0.2026 2.5162 Ortalama 0.1860 1.0684

243 Olas�l�k 0.1244 0.9858 832 Olas�l�k 0.1999 1.4781

Ortalama 0.2540 1.8608 Ortalama 0.2683 2.0294

244 Olas�l�k 0.3511 1.1020 911 Olas�l�k 0.2635 0.7540

Ortalama 0.3183 1.7656 Ortalama 0.2635 0.7540

311 Olas�l�k 0.1388 0.2805 912 Olas�l�k 0.1498 1.1809

Ortalama 0.1443 2.3750 Ortalama 0.1649 1.9729

312 Olas�l�k 0.1803 0.8612 921 Olas�l�k 0.1071 1.4232

Ortalama 0.1538 1.6469 Ortalama 0.0314 0.3093

321 Olas�l�k 0.1058 2.2708 922 Olas�l�k 0.1591 0.8149

Ortalama 0.0440 0.6152 Ortalama 0.2028 1.3444

331 Olas�l�k 0.1047 0.7987 931 Olas�l�k 0.0281 0.2792

Ortalama 0.1889 1.0847 Ortalama 0.0524 0.4181

332 Olas�l�k 0.1802 1.3695 1011 Olas�l�k 0.2799 1.3531

Ortalama 0.1113 1.3329 Ortalama 0.2686 1.6019

341 Olas�l�k 0.1022 1.1607 1021 Olas�l�k 0.2539 2.8408

Ortalama 0.0617 0.6924 Ortalama 0.2618 0.8373

342 Olas�l�k 0.1123 1.1656 1031 Olas�l�k 0.1467 1.6776

Ortalama 0.0662 2.3339 Ortalama 0.0713 0.6143

343 Olas�l�k 0.0619 0.6131

Ortalama 0.0491 0.3706

344 Olas�l�k 0.0610 1.4106

Ortalama 0.0412 0.1859

411 Olas�l�k 0.2440 1.5265

Ortalama 0.2440 1.5265

412 Olas�l�k 0.1533 1.4551

Ortalama 0.1126 1.1415

421 Olas�l�k 0.3686 1.0705

Ortalama 0.3078 1.3129

511 Olas�l�k 0.1620 0.9375

Ortalama 0.1706 1.2102

521 Olas�l�k 0.2052 2.3535

Ortalama 0.2440 1.5265

522 Olas�l�k 0.1119 1.4021

Ortalama 0.0698 0.4810

531 Olas�l�k 0.1315 1.4961

Ortalama 0.1622 1.1337

532 Olas�l�k 0.1284 1.7748

Ortalama 0.1119 2.4021

541 Olas�l�k 0.2194 1.3428

Ortalama 0.3320 2.0341

542 Olas�l�k 0.3299 2.3456

Ortalama 0.2027 1.3770
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