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Degismeli Cebirde ideallerin nasil geligtiginin anlagilmasi tizerine pek ¢ok 6nemli
caligma yapilmig ve halen de yapilmaya devam etmektedir. Bu yondeki aragtirmalarin
en temel dayanaklarindan biri Hilbert-Samuel Polinomlaridir. Buna gore, (R, m) yerel
halkasi ile bir m-asil ) ideali verildiginde yeterince biiyiik n tamsayilar igin R/Q™ mo-
diiliiniin uzunlugu tamsay1 degerli bir polinom vermektedir. Bu polinomun katsayilari
rasyonel olup R ve @ ikilisini calismak icin 6nemli parametreler sunmaktadir. Ornegin
bu polinomun derecesi d ise d = dim R ve bagkatsayisinin d! kat1 Q'nun R tizerindeki
cokkatlilign dedigimiz ve () hakkinda pek ¢ok bilgi saglayan bir degismezdir. Tezimizde,
bu degismezi bozmadan, gereksiz bazi elemanlarini eleyerek idealler tizerinde calisma-
miza olanak saglayan ve ideallerin analitik teorisi i¢inde pek ¢ok uygulamasi kegfedilmis
olan “ideal indirgemelerini” inceleyecegiz.

Tez calismamiz dort boltimden olugsmaktadir. Birinci Boliimde, diger boltimlerde
kullamlan Halka ve Modiil Teorisi'nin temel kavramlarina ve sonuglarina yer verilmistir.

Ikinei boliime rasyonel sayilar cismi {izerindeki polinomlarin temel dzellikleri ince-
lenerek baglanmaktadir. Daha sonra Z-kademeli modiillerin Hilbert Fonksiyonlar1 ve
bunlar yardimiyla tanimlanan cokkatlilik kavrami ele alinarak ileride kullanilacak olan
ve bazi temel Ozellikler kanitlanmaktadir.

Uciincii béliime, ideal indirgemelerinin tanim ve temel 6zellikleri ile minimal in-
dirgemelerin varligi gosterilerek baglanmigtir. Daha sonra analitik yayilim kavrami ta-
nimlanmig ve bu kavramin minimal indirgemelerin minimal tabanlarinin biyiikligii ile
iligkisi ortaya konmustur. Bu boliimde son olarak bir idealin integral kapanigi kavrami

tanimlanmig ve ideal indirgemeleri ile olan yakin iligkisi ortaya konmustur.



Son boliimde, ilk olarak, ideal indirgemelerinin modiillere genisgletilebilmesi i¢in ge-
rekli altyapiy1 tesis etmek amaciyla Rees deger fonksiyonlar: tizerinde bazi 6énemli so-
nuclar verilmigtir. Daha sonra modil indirgemeleri tanimlanmig ve bunlarla ilgili baz
temel sonuglar elde edilmistir. Bunlar arasinda, ozel olarak, modiil indirgemelerini ha-

rici ve simetrik cebirler yardimiyla aciklayabildigimiz bazi sonuclar bulunmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Hilbert polinomu, Hilbert-Samuel polinomu, ¢okkatlilik, ideal
indirgemesi, minimal indirgeme, analitik yayilim, analitik bagimsizlik, integral kapanis,

kesikli deger halkasi, Rees deger fonksiyonu, modiil indirgemesi
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ABSTRACT
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In Commutative Algebra, there have been numerous significant contributions for
understanding growth of ideals. Research in this direction is mostly based on the con-
cept of Hilbert-Samuel polynomials. In fact, given an m-primary ideal @) in a local ring
(R,m), the length of the R—module R/Q™ is equal to an integer-valued polynomial for
sufficiently large n. This polynomial has rational coefficients which provide important
parameters for studying the pair R and (). For instance, if the degree of this polynomial
is d, then dim R = d and d! times the leading coefficient (called the multiplicity of Q
on R) is a significant invariant that carry much information about @. In this thesis, we
investigate reductions of ideals as a technique which has proved to have many applica-
tions in analytic theory of ideals and which enables us to study ideals by eliminating
some superfluous elements.

This thesis consists of four chapters. In the introductory chapter we give some
important notions and results on commutative rings and their modules which will be
used in the sequel.

In the second chapter, we start with some fundamental properties of polynomials
with rational coefficients. Then we study Hilbert polynomials of Z-graded modules as
well as the concept of multiplicity arising from Hilbert polynomials. Moreover, we prove
some important results related to Hilbert-Samuel polynomials and multiplicity which
will be crucial for the remaining part of the thesis.

In the third chapter, we begin with the definition and some basic properties of
reductions of ideals and prove the existence of minimal reductions. Next we define the

notion of analytic spread and give its relation with the extent of any minimal basis
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of minimal reductions. Finally in this chapter we define integral closure of ideals and
explore its close relation with reductions.

In the last chapter, firstly, in order to set the stage necessary for developping a
parallel theory of reductions for modules, we give some important results on Rees va-
luations. Then we define reductions of modules and prove some fundamental theorems.
Among them are two results by which we can explain reductions of modules in terms

of symmetric and exterior algebras.

Keywords: Hilbert polynomial, Hilbert-Samuel polynomial, multiplicity, reduction
of ideals, minimal reduction, analytic spread, analytical independence, integral closure,

discrete valuation ring, Rees valuations, reduction of modules.
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SIMGELER VE KISALTMALAR
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Anng(M) veya (0 :x M) M’nin R halkasindaki sifirlayicist
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(Z) binom katsayisi
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Bolum 1

On Bilgiler

1.1 Genel Kavramlar

Tez ¢alismamiz halka, halka homomorfizmasi, ideal, bolim halkasi, modiil, alt modiil,
boliim modiili gibi kavramlar: temel kavram olarak kullanmaktadir. Bu kavramlar ile
ilgili detayli bilgilere hemen hemen tiim lisans ve lisansiistii cebir kitaplarinda rastla-
nabilir. Tez ¢aligmamiz boyunca ele alacagimiz halkalar, aksi belirtilmedikge, birimli
ve degismeli, modiiller ise iiniter olacaktir. Ayrica halka elemanlarinin modiil eleman-
lar1 tizerine etkisi soldan ¢arpma bigiminde gosterilecektir. Genel olarak bir halkay1 R
seklinde gosterecegiz. Dolayisiyla tez caligmamiz boyunca R ile, birimli ve degismeli
olan herhangi bir halka ifade edilecek, R tizerindeki modiiller ile de, sol R-modiiller
kastedilecektir. Ayrica alt modiil olma durumu < simgesi ile gosterilecektir.
Eger bir R halkasinin

LCLC...Cl,CLnC...,

seklindeki ideallerinin her artan zinciri i¢in I,,, = I,;,+1 = I,40 = - - - olacak gekilde bir
m pozitif tamsayis1 bulunabiliyorsa; yani R'nin ideallerinin her artan zinciri belli bir
yerden sonra sabitleniyorsa, o zaman, R’ye bir Noether halka denir. Ayni tanimi R’nin
ideallerinin azalan zincirleri i¢in yineleyecek olursak R halkasinin Artin halka olma-
sin1 tanimlamig oluruz. R halkasinin Noether halka olmasi ile tiim ideallerinin sonlu
tiretilmis olmas1 denktir. Ideallerin artan veya azalan zincirleri iizerinden verdigimiz
Noether ve Artin halka tanimlarini, modiiller i¢in, alt modiillerinin artan veya azalan
zincirleri tizerinden yinelersek, Noether ve Artin modiil kavramlarini tanimlamis oluruz.
Kolayca gortilebilir ki bir M modiilii Noether modiildiir ancak ve ancak M 'nin biitiin
alt modiilleri sonlu tretilmistir ancak ve ancak M’nin alt modiillerin bogtan farkli her
kiimesinin kapsama bagintisina gore bir maksimal eleman1 vardir.

R bir halka ve P, R’nin bir 6z ideali olsun. Eger her a,b € R i¢in ab € P iken
a € P yadab e P oluyorsa P idealine R'nin bir asal ideali denir. R halkasinin tiim
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asal ideallerinin kiimesini Spec(R) seklinde gosterecegiz. I, R 'nin herhangi bir 6z ideali
olsun. O zaman Zorn Lemmasinin basit bir uygulamasi sayesinde I'nin bir maksimal
ideal tarafindan igerilebilecegini gosterebiliriz. Maksimal idealler birer asal ideal olaca-
gindan R'nin I'y1 iceren en az bir asal ideali olacagi goriiliir. R'nin [ idealini igeren
biitiin asal ideallerinin ara kesiti olan ideale I'nin R i¢indeki radikali denir ve bu ideal
Rad I geklinde gosterilir. Eger I idealini igeren biitiin asal ideallerin kiimesini Var([l)
ile gosterirsek, Zorn Lemmasi sayesinde, Var(/) kiimesinin kapsama bagmtisina gore
en az bir tane minimal elemani oldugu gosterilebilir (bkz. [10, 3.52]). Var(/) kiimesinin
minimal elemanlarina /'nin minimal asal idealleri denir. /'nin minimal asal ideallerinin
kiimesini Min(7) ile gosterecegiz. Ozel olarak sifir idealinin minimal asal ideallerine R
halkasinin minimal asal idealleri diyecegiz ve bunlarin kiimesini ise Min(R) ile goste-
recegiz. Kolayca goriilebilir ki Rad 7, I'nin minimal asal ideallerinin ara kesitine egittir
(bkz. [10, 3.54]). Diger taraftan eger R bir Noether halka ve I, R'nin bir 6z ideali ise

o zaman Min(/) kiimesi sonludur.

@, R'nin bir 6z ideali olsun. Eger her a,b € R i¢in ab € @ iken a € @ ya da
b € Rad @ oluyorsa @) idealine R’'nin bir asil ideali denir. ), R’nin bir asil ideali ise
P = Rad @) ideali R'nin bir asal idealidir. Bu durumda @) idealine R'nin bir P-asul ideali
denir. Buna gore asil ideallerin radikalleri asal ideal olur. Fakat bunu tersi her zaman
dogru degildir. Yani radikali asal olan tiim idealler asil ideal olmak zorunda degildir.
Ancak bu duruma bir istisna olarak, radikali maksimal ideal olan tiim ideallerin birer

asil ideal olacagini soyleyebiliriz.

M bir R-modil ve S C M olsun. AnngS = {r € R:rs =0, Vs € S} kiimesine
S’nin R i¢indeki sifirlayicist denir. Dikkat edilirse Anng S, R'nin bir idealidir. Eger S =
{s1,...,8,} ise Anng S yerine kimi zaman Anng(si,...,s,) gosterimini kullanacagz.
Ozel olarak S = {s} ise AnnpS = Anng(s) yazacagiz. Ote yandan N, M nin bir
alt modiili olmak tizere Anng(M/N) idealini ¢ogu defa (N : M) sekline gosterecegiz.
Buna gore (N : M), her m € M i¢in rm € N kosulunu saglayan r € R elemanlarimin

kiimesidir.

M bir R-modiil ve @), M nin bir 6z alt modiilii olsun. Eger her r € R ve m € M igin
rm € @ iken r € Rad(Q : M) ya da m € @ oluyorsa Q’ya M’nin bir asil alt modiili
denir. @), M nin bir asil alt modiili ise P = Rad(Q : M) € Spec(R) olur. Bu durumda
Q’va M’nin bir P-asil alt modiilii denir. Bir N < M ve @4, ...,Q, asil alt modiiller
olmak tizere

N=@:N...NQ,,  Rad(Q;:M)=PF, (*)

seklindeki bir yazima N'nin M ic¢indeki bir asil ayrisim: denir. Bu durumda N alt

modiliine de M’ nin bir ayrisabilir alt modili denir. Eger (*) ile verilen asil ayrigimda
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i # jiken P, # P; ve her i =1,...,n icin

Qi2(Q
i

oluyorsa bu asil ayrisgitma N 'nin bir normal asil ayrisyme denir. Eger N'nin bir asil ayri-
sim1 varsa bu ayrigim N’'nin bir normal asil ayrigimina inceltilebilir. Ancak her zaman
alt modiillerin asil ayrigima sahip olmasim bekleyemeyiz (bkz. [10, 4.30]). Diger taraf-
tan M bir Noether modiil ise M nin her 6z alt modiilintin bir asil ayrigim (dolayisiyla

da bir normal asil ayrigimi) bulunabilir. Eger () ayrigimi ile
N=@Q\n...nQ,, Rad(Q;: M) = P, (**)

N’nin iki normal asil ayrigimi ise bu durumda n = m ve {Py,..., P} ={P,..., P}
olur. Ayrica {P,..., P,} kiimesinin kapsama bagintisina gore minimal olan eleman-
larma karsilik gelen Q; ve @ terimleri esittir. Diger taraftan {P,..., P,} kiimesinin
kapsama bagntisina gére minimal olan elemanlar1 (N : M) idealinin minimal asal
idealleri ile aynidir.

R halkasinin bir P asal idealini alalim. n > 0 bir tamsay1 olmak tizere eger P ideali
ile baglayan ve kesin olarak azalan P D P, D ... D P, asal ideal dizisi var ve bu dizi
daha fazla terim igeren bagka bir asal ideal dizisine genisletilemez ise o zaman P asal
idealinin ranki n’dir denir ve rank P = n geklinde gosterilir. Eger her n tamsayisi igin
n+ 1 terimli en az bir P D P; D ... D P, asal ideal dizisi var ise o zaman rank P = oo
olarak tanimlanir. Dolayisiyla her asal idealin ranki tanimhdir.

Bu tanimdan asagidaki sonuclar elde edilebilir:

1. Bir P asal ideali i¢in rank P = 0 ancak ve ancak P ideali halkanin minimal asal

idealidir.

2. Eger P ;Cé P’ asal idealler ise o zaman rank P < rank P’ olur. Ayrica eger rank P <

oo ise 0 zaman rank P < rank P’ elde edilir.

Rank kavramini asal olmayan idealler i¢in su sekilde genigletebiliriz: Bir A 6z ideali

icin, A'min ranki, P idealleri asal idealler olmak tizere
rank A = inf rank P
PDA

egitligi ile tammmlanir. Dikkat edilirse burada, P asal idealleri, A idealinin minimal asal
idealleri olarak da almabilir. Kolayca goriilebilir ki A, B 6z idealler ve A C B ise o
zaman rank A < rank B olur.

P, R’nin bir asal ideali ve n > 0 bir tamsay1 olsun. Eger ilk terimi P olan ve kesin

olarak artan P C P; C ... C P, seklinde bir asal ideal dizisi var ve bu dizi, daha
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fazla terim iceren bagka bir asal ideal dizisine genisletilemez ise o zaman n sayisina P
idealinin (Krull) boyutu denir ve bu durum dim P = n geklinde yazilarak gosterilir.
Eger her n > 0 i¢cin P C P, C ... C P, gibi en az bir asal ideal dizisi var ise o zaman
P ideali sonsuz boyutludur denir ve dim P = oo yazilir. Dolayisiyla boyut kavrami her
P asal ideali i¢in tanimhdir.

Tanmimdan asagidaki sonuclar elde edebilir:
1. P asal ideali i¢in dim P = 0 ancak ve ancak P ideali maksimaldir.

2. Eger P & P’ asal idealler ise o zaman dim P > dim P’ olur. Ayrica eger dim P’ <

oo ise 0 zaman dim P > dim P’ elde edilir.

Boyut kavramimi asal olmayan idealler i¢in su sekilde genigletebiliriz: Bir A 6z ideali

icin, A'nin (Krull) boyutu, P idealleri asal idealler olmak tizere

dim A = sup dim P
PDA

egitligi ile tamimlanir. Dikkat edilirse burada P asal idealleri A idealinin minimal asal
idealleri olarak da alinabilir.

R halkasinin boyutu, sifir idealinin boyutu olarak tanimlanir ve dim R ile gosterilir.

E sifirdan farkli bir R—modil olsun. O zaman F modilinin boyutu ile aslinda
R/ Anng FE halkasinin boyutu kastedilir ve dim E ile gosterilir. Dolayisiyla eger R
bir Noether halka ise P idealleri Anng F idealinin minimal asal idealleri olmak tizere

dim F = m}z}x(dim P) yazlabilir.

1.2 Transandantlik Derecesi

E/F bir cisim geniglemesi ve S C E olsun.
v : S — N sonlu destege sahip bir fonksiyon (yani sonlu tanesi hari¢ her s € S
i¢in v(s) = 0) olsun.
M (S) = 1] 2V

reS
gosterimini tanmimlayalim. M, (S) ifadesine S tizerinde bir monom denir. S’den N'ye
sonlu destege sahip biitiin fonksiyonlarin kiimesini N(%) geklinde gosterelim. Eger her

v icin a(,) € F' ve sonlu tanesi hari¢ her v i¢in a(,) = 0 olmak tizere

Y awMwy(S) =0

vEN(S)

sonlu toplami geklindeki bir egitlik ancak her v i¢in a(,) = 0 olmasi ile miimkiin oluyorsa
o zaman S kiimesine F' lizerinde cebirsel bagimsizdir denir. E'nin F' iizerinde cebirsel

bagimsiz alt kiimelerini, kapsama bagintisina gore siralarsak, Zorn lemmasinin basit
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bir uygulamasi ile maksimal cebirsel bagimsiz alt kiimeler segebilecegimizi gorebiliriz.
E’nin bu tiir alt kiimelerinin her birine E’'nin F' tizerindeki bir transandanthk tabani
denir. Kolayca goriilebilir ki S C E, F tizerinde bir transandantlik tabanidir ancak ve
ancak F, F'(S) tizerinde cebirseldir.

Teorem 1.2.1. E/F bir cisim genislemesi ve S C E olsun. Eger S, E 'nin F izerindeki
bir transandantlik tabani ise o zaman E 'nin F dzerindeki her transandantlk tabani S

ile es glclidiir.

Tanim 1.2.2. E/F bir cisim geniglemesi olsun. E’'nin F iizerindeki herhangi bir tran-
sandantlik tabaninin kardinalitesine E’nin F' uzerindeki transandantlik derecesi denir

ve tr.derpE bi¢iminde gosterilir.

Tanimdan kolayca gortlebilir ki F, F' iizerinde cebirseldir ancak ve ancak tr.derp E =
0 “dir.

Tanim 1.2.3. R C S degigmeli halkalarin bir geniglemesi ve .S bir tamlik bolgesi olsun.
Q(R) ve Q(S), sirasiyla R ve S'nin kesirler cismi ise tr.dergp Q(S), S'nin R tizerindeki

transandantlik derecesi seklinde ifade edilir ve bu derece tr.dergS ile gosterilir.

Teorem 1.2.4. [3, Theorem B.2.5] R bir Noether halka ve S, R’nin bir genislemesi
olsun. Kabul edelim ki S (dolaysiyla R) bir tambik bélgesi olsun. Q@ € Spec(S) wve
P =QNR olsun. O zaman

rank@ + tr.dergpyK(Q) < rankP + tr.dergS

olur. (Burada K(P), R/P’nin, K(Q) ise S/Q nun kesirler cismidir.)

1.3 Kademeli Halkalar ve Kademeli Modiller

Tanim 1.3.1. Bir R halkasinm alt gruplarmm bir {R,}, ., ailesi
(i) R=@, R, ve
(ii) her n,m tamsayisi i¢in R,- R,y € Ry

ozelliklerini saghyorsa R halkasina bir Z-kademeli halka denir. Eger her n < 0 tamsayisi

icin R,, = 0 ise R’ye Ozel olarak bir negatif olmayan Z-kademeli halka denir.

Aslinda kademeli halkalar daha genel bir bigimde, indeks kiimesi Z yerine herhangi
bir sirali yari-grup alinarak tanimlanabilmektedir. Ancak tez ¢aligmamizda ele alinan
biitiin kademeli halkalar Z-kademeli halkalar olacagindan kademeli halka kavramini

daha genel bir diizlemde inceleme geregi duymayacagiz. Bu nedenle tez caligmamiz
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boyunca, ozellikle belirtilmese dahi, kademeli halka bahsi gegen her yerde kastedilen
Z-kademeli halkalar olacaktir.

Bir R halkas1t Ry = R ve n # 0 i¢in R, = 0 alinarak bir kademeli halka seklinde
distiniilebilir, bu halkaya asikar kademeli halka denir.

Tanim 1.3.2. R bir kademeli halka olmak tizere sifirdan farkhi bir x € R,, elemanina
R'nin n dereceli homojen elemans denir. Eger x # 0 ve x = Y x,,, homojen elemanlarin
tek tirli belirli sonlu toplami seklindeki yazimi ise sifirdan farkh z,, elemanlarina x’in

n dereceli homojen bileseni denir.

n dereceli bir homojen elemanla m dereceli bir homojen elemani ¢arparsak n + m

dereceli bir homojen eleman elde ederiz.
Ac¢iklama 1.3.3. R = @ R,, bir kademeli halka ise Ry, R'nin bir alt halkasidir. (dolay1-
siyla 1 € Ry’dir.) ve her n tamsayisi i¢in R,, bir Ry-modildiir.

R = @ R,, bir kademeli halka ve E bir R-modiil olsun. E’nin elemanlar1 R tizerinde
toplamaya gore bir grup olugturur ki bu grubu E£’nin toplamsal grubu ile isimlendiririz.

Simdi buradan faydalanarak kademeli R-modiil tanimini verelim.

Tanim 1.3.4. R = @ R, bir kademeli halka ve F bir R-modiil olsun. E’nin toplamsal

grubunun alt gruplarmm bir {E,}, , ailesi

1. E=QF, ve

2. her n, m tamsayis1 i¢in R,. E,, C E,,1n
ozelliklerini sagliyorsa E’ye bir kademeli R-modil denir.

Onerme 1.3.5. [7, Proposition 28] R = @ R, bir kademeli halka, E bir kademeli
R-modiil ve K da E 'nin bir alt modiili olsun. O zaman asagidaki durumlar denktir:
(i) K= ,(E,NK).
(ii) Eger x € K ise x’in homojen bilesenleri de K 'min elemanidar.

(7ii) K bir R-modil olarak homojen elemanlar tarafindan tretilebilir.

E'nin Onerme 1.3.5°deki (i)-(iii) ézelliklerini saglayan K alt modiiliine bir homojen
alt modil denir. Buradan yola ¢ikarak, R’yi kendi tizerinde bir kademeli R-modiil olarak

diisiiniirsek, homojen ideal tanimini elde ederiz.

Tanim 1.3.6. A ideali R kademeli halkasinin homojen elemanlar1 tarafindan tretili-

yorsa A’ ya R'nin bir homojen ideali denir.

Onerme 1.3.7. R bir kademeli halka ve {[j}jeZ R’nin homojen ideallerinin bir ailesi

olsun. O zaman 3_; I; ve (; I; idealleri de homojen olur.

Lemma 1.3.8. [/, Lemma 4.1] R bir kademeli halka ve M bir Noether (Artin) kademeli
R-modil olsun. O zaman her n i¢in M, de bir Noether (Artin) Ro-modildiir.
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Teorem 1.3.9. [/, Theorem 4.1] Bir R kademeli halkasimin Noether olmasu i¢in ge-
rekli ve yeterli kosul Ry in Noether ve R’nin Ry tzerinde cebir olarak sonlu tretilmis

olmasaidar.

Lemma 1.3.10. /4, Lemma 4.2] R bir kademeli halka ve M bir kademeli R-modiil

olsun. O zaman M bir basit R-modiildir ancak ve ancak M bir basit Ro-modiildir.

M bir R-modil olsun. M ’nin alt modillerinin
M=>My>M >--->M,=0 (1.3.1)

seklinde, M’de baslayip 0’da biten ve kesin olarak azalan bir dizisi verilsin. Eger her
i=1,...,nigin M;_1/M; bir basit R-modil ise (1.3.1) dizisine M 'nin bir kompozisyon
serist denir. M;_; /M, boliimlerine ise kompozisyon serisinin kompozisyon faktéorleri de-
nir. Her modiil bir kompozisyon serisine sahip olmak zorunda degildir. Ornegin Znin
bir kompozisyon serisi yoktur ¢tinkii Z’'nin basit alt modili yoktur. Ashinda bir M
modiiliiniin kompozisyon serisine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M ’nin hem
Noether hem de Artin modil olmasidir (bkz. [1, Proposition 11.1]). Bir kompozisyon
serisine sahip olan bir M modiili i¢in “sonlu uzunluga sahiptir” diyecegiz. Literatiirde
Jordan-Holder Teoremi olarak bilinen sonug, M nin herhangi iki kompozisyon serisinin
ayni uzunlukta olmasi gerektigini soylemektedir. Bu uzunluga M nin uzunlugu diye-
cegiz ve onu A\(M) ile gosterecegiz. Eger M bir kompozisyon serisine sahip degilse o
zaman M 'nin uzunlugunu sonsuz olarak tanmimlayacak ve A(M) = oo seklinde yazaca-

g1z. Uzunluk kavraminin sagladigi énemli ¢zelliklerden biri de su gsekildedir: Eger

0 M’ M M 0

R-modiillerin bir kisa tam dizisi ise o zaman A(M) = A(M’) + A(M") olur. Bunun bir
sonucu olarak da gu sonucu verebiliriz: M bir R-modiil ve K C N olacak sekilde K, N

M’nin alt modulleri olsun. O zaman

A (M/K) = X(M/N) + X\ (N/K).

Lemma 1.3.11. [4, Corollary 4.1] M bir kademeli R-modiil ve {M,}, ., M 'nin alt
modillerinin bir ailesi olsun. O zaman M sonlu uzunluga sahiptir ancak ve ancak ye-

terince buyik bitin n’ler i¢in A(M,) =0 dor.

Onerme 1.3.12. [7, Proposition 33, §2.13], [4, Lemma 5.2] R bir kademeli halka ve
P R’nin bir asal ideali olsun. P* ile P’deki homojen elemanlarin tirettigi homojen asal

ideali gosterelim. Buna gore asagidakiler saglanr:
(i) P*, R’nin bir homojen asal idealidir.
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(i) P, R’nin bir minimal asal ideali ise o zaman P homojendir.

(iii) Eger P homojen degilse P ile P*arasinda 6z olarak kapsanan bir asal ideal yoktur.

P, R halkasinin bir asal ideali olsun. Bu durumda S = R\ P kiimesi R'nin bir
carpimsal kapali alt kiimesidir. R'nin S carpimsal kapali alt kiimesine gore kesirler
halkasin1 Rp ile gosterecegiz. Buna gore Rp tek maksimal ideali PRp olan bir yari-
yerel halkadir. Eger R Noether ise Rp de Noether olacagindan bu durumda Rp bir
yerel halka olur. Diger taraftan bir R-modiil M verildiginde M nin S ye gore kesirler

modiiliinii tanimlayabiliriz. Bu modiili de Mp seklinde gosterecegiz. Dikkat edilirse
Mp bir Rp—HlOdllldU.I'

Sonug 1.3.13. [/, Corollary 5.1] R bir kademeli halka ve M de sonlu dretilmis bir
kademeli R-modiil olsun. P, R’nin bir asal ideali olmak tizere kabul edelim ki Mp # 0

ve P homojen olmasin. O zaman dim Mp = dim Mp+ + 1

Sonug 1.3.14. [4, Corollary 5.2] R bir negatif olmayan Z-kademeli halka olsun. O

zaman dim R =maks{rank(m) | m bir homojen maksimal ideal}

Lemma 1.3.15. [/, Proposition 5.2] R bir kademeli halka, I, R’nin pozitif dereceli
homojen elemanlarinin trettigi homojen ideal ve Py, Py, ..., P, R’nin Iy icermeyen

asal idealleri olsun. O zaman oyle bir x € I vardwr ki her i i¢in x ¢ P; dir.

Lemma 1.3.16. [}, Lemma 5.3] R/m sonsuz olmak tizere (R, m) bir yerel halka, M bir
R-modiil ve N1, Na, ..., Ny de M nin alt modiilleri olsun. Q) alt modilini Vi =1,...,s

icin N; lerin hi¢ birinde kapsanmayacak sekilde alalim. O zaman oyle bir x € Q) vardir
ki her i(1 <i < s) i¢in x ¢ N; dir.

Sonug 1.3.17. [4, Corollary 5.3] R bir kademeli halka, (Ro, m) bir yerel halka ve Ry/m
sonsuz olsun. I’y R ‘nin aym s dereceli homojen elemanlariyla tiretilen bir ideali ve
Ji, Ja,..., I leri de R'nin I 'y kapsamayan idealleri olarak alalim. O zaman I min en az

bir homojen x elemans vardur dyle ki der(x) = s ve her i(1 <i < n) igin x ¢ J; dir.

Sonug 1.3.18. [4, Corollary 5.4] R bir negatif olmayan Noether Z-kademeli halka,
Ry Artin yerel halka ve m, R’nin dim R = rank(m) = d olacak sekilde bir homo-

jen maksimal ideali olsun. O zaman m = Rad (wy,...,wy) olacak sekilde homojen
Wi, ..., wq € Ry = @,~9 Ry elemanlar vardwr. Ek olarak R = Ry [R1] ve Ry " rezidi
cismi sonsuz ise wy, ..., wq € Ry secebiliriz.

Cesitli Ozel Kademeli Halkalar

R bir degismeli halka ve I R’de bir ideal olsun. I ile iliskili kademeli halka adini

verdigimiz gr;(R) halkasi su sekilde tanimlanmaktadir:

gri(R)=R/ IS/ PO I?)P®--- .
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grr(R) halkas: bir negatif olmayan Z-kademeli halkadir. Eger R bir Noether halka ise
gr1(R) halkasi da Noether olur. Ayrica I = (ay,...,a;) ve her i = 1,...,t i¢in @;, q;

elemanim [/1? icindeki dogal goriintiisii ise
gri(R) = (R/I) [ay, ..., @]

yazilabilir. Yani gr;(R) halkasi, 1. dereceden homojen elemanlar tarafindan iretilen
bir (R/I)-cebiri olur.

R herhangi bir degismeli halka ve ¢, R tizerinde bir degisken olsun. /, R'nin bir

ideali ise I'nin Rees cebiri, R [t]'nin

R[It] = {Zaiti:neN, a; eIi,izo,l,...,n}

=0
=P
n>0
seklinde tanimlanan alt halkasidir. Dikkat edilirse R [It], R [t] polinom halkasmm bir
kademeli alt halkasidir ve Onerme 1.3.5’den dolay1 I R[It] ideali de R[It|'nin bir homo-
jen idealidir. Buna gore R[It]/I R[It] halkasi bir kademeli halkadir. Aslinda R[It]/IR|[It]

kademeli halkasi, gr;(R) = @, ["/I""" kademeli halkasina izomorftur.

J, R'nin bir idealiise J C JR[It)NR C JR[t]NR = J olacagindan JR [[t|NR = J

bulunur. Ayrica

RI[IY] R[]
BIT = rara g = TR
v R[It] _R[I+J
JRINR[Y] J| J
olur.

Q) € Min(R [It]) olsun. R [It] bir kademeli halka oldugundan @, R [It]'nin bir homo-
jen idealidir. Buna gére QQ = @,,5,(Q N1")t" yazilabilir. @ N R € Spec(R) oldugundan
P C QN R olacak sekilde P € Min(R) vardir. Her n > 0 tamsayist igin PN 1" C QNI™
olacagindan PR [t|N R [It] C @ bulunur. @' nun minimal olusundan @ = PR [t]N R [It]

ve P =@ N R elde edilir. Dolayisiyla R [/t]'nin minimal asal ideallerinin kiimesi

(PR[{]NR[If]: P € Min(R)}

) 1P e Min(R)}

seklindedir. Boylece

R

: It — [
dim R [It] sup{dlm(P

I+Pt
P




yazilabilir. Buna gére eger I, R'nin biitiin minimal asal ideallerinin i¢indeyse dim R [/t] =
dim R olur. Simdi kabul edelim ki bir P € Min(R) i¢in [ ¢ P ve dimR/P = dim R

olsun. (Buradan itibaren, alt boliimin sonuna kadar R’yi Noether kabul edecegiz.)

di i
1m F

oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in genelligi bozmadan R’yi bir tamlik bolgesi ve I # 0

I+Pt
P

) =dimR+1

alabiliriz. Bu durumda dim R [/t] = dim R + 1 esitligini elde etmek istiyoruz. R'nin
kesirler cismi k& olsun. Buna gére R [[t]'nin kesirler cismi k(¢) cismidir. Dolayisiyla,
Teorem 1.2.4’den dolayi, R [/t]'nin her @ asal ideali igin

rank @ < rank(Q N R) + tr.derg R[It]
= rank(Q N R) + tr.derk(t)
=rank(QNR) +1

olur. Boylece dim R [/t] < dim R + 1 bulunur. Simdi Py = ItR[It] olsun. Agiktir ki
Py € Spec(R[It]) ve BhbN R = 0’duwr. (It C Py,rankPy, > 0 ve R[It]/Py = R.) Buna
gore dim R [It] > dim R + 1 olur. Béylece R Noether ise

_ dimR+1, I¢ P ve dimR/P = dim R olacak sekilde P € Min(R) var
dim R[[t] =

dim R, diger durumlarda

oldugu gosterilmis olur. Ozel olarak

[ R[] .
dim W <dmR-+1

oldugu goriiliir. Simdi esitligin saglandigim kabul edelim. Bu durumda IR [It] C Q ve
dim (R[/t]/Q) = dim R + 1 olacak sekilde @ € Min(R [It]) vardir. @ N R = P olsun. O
zaman P € Min(R)’dir. ¢ homojen oldugundan

Q=P@nI""=EPnNI""=PR[t]N R[]

n>0 n>0

olur. IR [It] = @,>¢! ntln C @ oldugundan I C P elde edilir. Fakat bu durumda

R[IY] R

Q P

P+l
P

R

P

I

olacagindan dim (R[/t]/Q) < dim R elde edilir. Bu ise kabuliimiiz ile ¢eligir. Dolayisiyla
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R[It
IR |[It]
Simdi (R, m) bir yerel halka ve I, R'nin bir ideali olsun. m’nin elemanlar1 R[I¢]

dim (gr(R)) = dim

< dim R bulunur.

halkasinda homojen oldugundan Onerme 1.3.5 geregince mR[[t], R[It]'nin bir homojen
ideali olur. Dolayisiyla
Fi(R) = R[It]/mR|It]

bolim halkast bir kademeli halka olur. F;(R) kademeli halkasma I'nin fiber konisi adi
verilir. Dikkat edilirse
I I? r

R
FR) = SO ap O mp®

= gri(R)/m.gri(R)

izomorfizmalar: vardir.

1.4 Noether Halkalar

Onerme 1.4.1. R bir Artin (Noether) halka ve M bir sonlu diretilmis R-modiil ise M
de bir Artin (Noether) R-modiildir.

M agikar olmayan bir R-modiil olsun. Kabul edelim ki S, M nin bir iirete¢ kiimesi
olsun. Yani M nin her elemani S’nin elemanlarinin R-iizerindeki bir dogrusal birlegimi
olarak yazilabiliyor olsun. Eger M, S’nin hi¢bir 6z alt kiimesi tarafindan tiretilemiyorsa
o zaman S kiimesine M nin bir minimal tirete¢ kiimesi denir. Her modiiliin bir mini-
mal iirete¢ kiimesi vardir ¢iinkii her iirete¢ kiimesi bir minimal tirete¢ kiimesi igerir.
Eger M sonlu iiretilmis bir modiil ise sonlu bir minimal iirete¢ kiimesine de sahip ola-
caktir. Eger R bir cisim ise M bir vektor uzayi olur ve bu durumda M nin minimal
iirete¢ kiimeleri R-lizerindeki tabanlarindan bagkasi degildir. Buna gore vektor uzay-
larinda minimal irete¢ kiimelerinin kardinaliteleri aymidir. Fakat R cisim degilse bu
durum herhangi bir R-modiil icin dogru olmak zorunda degildir. Ornegin R = Z ve
M = Zg alimirsa {1} ve {2,3} kiimeleri M nin birer minimal tireteg kiimesi olmasina
ragmen ayni sayida elemana sahip degildir. Agsagidaki teorem, vektor uzaylarinin mini-
mal tirete¢ kiimeleri i¢in sahip oldugu degismezlik 6zelliginin yerel halkalar iizerindeki
sonlu tiretilmis modiiller tarafindan da paylagildigin1 gostermesi agisindan 6énemli bir

sonuctur.

Teorem 1.4.2. [10, Proposition 9.3] (R,m) bir yerel halka ve G bir sonlu tretilmis
R-modiil olsun. O zaman {g1,...,gm}, G nin bir minimal irete¢ kimesidir ancak ve

ancak {g1 + mG, ..., gm +mG} kimesi G/mG uzayinin bir bazidar.
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Tanim 1.4.3. R bir yari-yerel halka ve my,my,... my 'ler de R 'nin tiim maksimal

idealleri olsun. R'nin bir B idealini alalim. Eger bir k£ € Z i¢in

(mNmeN...Nm)"CBCmNmyN...Nm,

saglaniyorsa B ’'ye R'nin tanim ideali denir.

Kolayca goriilebilir ki B’nin tanim ideali olmas1 agsagidakilerle denktir:
(i) RadB=m; NmyN...Nm,.

(ii) B 'nin minimal asal idealleri m;, my, ..., mg 'dir.

Teorem 1.4.4. [7, Theorem 23, §4.9] R bir yari-yerel halka ve dim R = d (d > 0)
olsun. O zaman R’ de R’nin bir tanwvm idealini treten d tane eleman bulabiliriz. Ayrica

tanam idealleri en az d tane elemanla tretilir.

Tanim 1.4.5. R bir yari-yerel halka ve dim R = d olsun. R 'nin bir tanim idealini

iireten d tane elemandan olusan kiimeye R'nin bir parametreler sistemi denir.

Not 1.4.6. Teorem 1.4.4’den dolay1 R yari-yerel halkasinda parametreler sistemi her

zaman bulunabilir.

Agiklama 1.4.7. (R, m) bir yerel halka ve dim R = d ise R'nin bir parametreler sistemi,

m-as1l ideal treten d elemanl bir kiimedir.

Lemma 1.4.8. [10, Lemma 8.21] R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. Eger Rad I,
R’nin bir sonlu iretilmis ideali ise o zaman uygun bir m tamsayse i¢in (Rad I)™ C
1 dar.

Teorem 1.4.9. R bir Noether halka ve I, R’nin n(n > 0) tane elemanla tretilen bir

0z ideali olsun. Eger P, A’mn bir minimal asal ideali ise o zaman rank P < n ’dir.

1.5 Integral Olma

Teorem 1.5.1. [10, Proposition 13.20] R C S degismeli halkalarin bir genislemesi ve
u € S olsun. Asaqidakiler denktir:

(1) u, R[X]’deki bir monik polinomun kokidir.

(ii) S'nin Ru] = {X riu’ :n €N, ro,r1,...,r, € R} alt halkasy bir sonlu iire-
tilmis R-modildair.

(i1i) R[u] tuzerinde oyle bir faithful modil vardwr ki bu modil R tzerinde sonlu

tretilmaistir.

Tanim 1.5.2. R C S degigmeli halkalarin bir geniglemesi ve u € S olsun. Eger u

yukaridaki teoremin denk kogullarini sagliyorsa u’'ya R tzerinde integraldir denir.
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Teorem 1.5.3. [10, 13.22] R C S degismeli halkalarin bir genislemesi olsun. S’nin R

tzerindeki integral olan biutin elemanlarinin kimesi S 'nin R yi iceren bir alt halkasidur.

Tanim 1.5.4. R C S degismeli halkalarin bir geniglemesi olsun. S'nin R iizerinde
integral olan biitiin elemanlarindan olugsan alt halkasina R'nin S i¢indeki integral kapa-
nist denir. R'nin integral kapanmisini genellikle R ile gosterecegiz. Eger R = R ise R'ye
S icinde integral kapahdir denir. Eger S = R ise S’ye R’nin bir integral genislemesi

denir.

Teorem 1.5.5. [10, 13.23] R C S C T olmak tzere R, S’nin, S de T 'nin bir alt
halkast olsun. Eger R, S i¢inde; S de T i¢inde integral kapalr ise o zaman R, T i¢inde
integral kapalidar.

Teorem 1.5.6. [10, 13.24] R C S degismeli halkalarn bir genislemesi olsun. Buna
gore R'nin S icindeki integral kapamisy R, S icinde integral kapalidar.

Teorem 1.5.7. [3, Theorem 2.3.2] R C S Z-kademeli halkalarn bir genislemesi olsun.
O zaman R’nin S i¢indeki integral kapanist da Z-kademeli halkadar.

1.6 Kesikli Deger Fonksiyonlar: ve Deger Halkalari

Tanim 1.6.1. K bir cisim, K* = K \ {0} ve v : K* — Z bir fonksiyon olsun. Eger
(i) v Orten
(ii) her z,y € K* i¢in v(zy) = v(z) + v(y)
(iii) her z,y € K* igin z + y # 0 ise v(x +y) > min{v(z),v(y)}
kogullar1 saglaniyorsa v’'ye K tizerinde bir kesikli deger fonksiyonu denir.
Eger v, K cismi tizerinde bir kesikli deger fonksiyonu ise {x € K* : v(z) > 0} U{0}
kiimesi K'nin bir alt halkasidir. Bu alt halkaya v’nin bir deger halkasi ad1 verilir.
R bir tamlik bolgesi ve K, R'nin kesirler cismi olsun. Eger K tizerindeki uygun bir
v kesikli deger fonksiyonu i¢in R, v’'nin deger halkasina egitse o zaman R’ye bir kesikli

deger halkasi denir.

Teorem 1.6.2. [2, Theorem 16.2.7] R bir tamlik bilgesi olsun. Asagidakiler denktir.
(i) R bir kesikli deger halkasidor.
(7i) R bir yerel temel ideal bolgesidir.
(1ii) R, Krull boyutu 1 olan integral kapaly bir yerel tamlik bolgesidir.

Sonug 1.6.3. R bir Noether integral kapaly tamlik bolgesi ve P, R ’nin ranky 1 olan bir

asal ideali ise Rp bir kesikli deger halkasidur.

Tanim 1.6.4. R cisim olmayan bir tamlik boélgesi ve K R'nin kesirler cismi olsun.

Eger,

13



(i) Vi, vo'nin deger halkasi olmak tizere R = N,¢; Vi olacak sekilde K tizerindeki
kesikli deger fonksiyonlarinin bir {v, : « € I} kiimesi var ve

(ii) her a € K* igin yalmzca sonlu tane «a € I igin v,(a) # 0
kosullar1 saglaniyorsa R’ye bir Krull bilgesi denir.

Eger R bir Krull bolgesi ise R'nin ranki 1 olan her P asal ideali i¢in Rp bir kesikli
deger halkasidir ve

R ={\{Rp: P € Spec(R) ve rank P = 1}

olur.

Teorem 1.6.5 (Mori-Nagata Teoremi). [6, Teorem 33.10] R bir Noether tamlik bolgesi,
K, R’nin kesirler cismi ve R , R'nin K icindeki integral kapamsi olsun. Buna gore

asagqidakiler saglanar:
1. R bir Krull bélgesidir.

2. P € Spec(R) ise PNR = P olacak sekilde R nin yalnizca sonlu tane P asal ideali
vardar ve eger P boyle bir asal ideal ise o zaman R/ P ’nin kesirler cismi R/ P nin

kesirler cisminin bir sonlu genislemesidir.

1.7 Simetrik Cebirler ve Harici Cebirler
R bir degigsmeli halka ve M bir R-modil olsun. Her k£ > 1 tamsayis1 i¢in
THM) =M @r M ®5 ... Q5 M (k tane)

ve T°(M) = R olsun.
TOM) = Re T (M) TX(M) & ... = @ THM)

yazalim. m; @ ... @ m; € T"(M) ve m} ® ... @ m; € T/(M) igin
(M e®...em)me..emj)=m®..0mem ... Qm;

seklinde tanimlanan carpma iglemini, dagilma ozelligini saglayacak sekilde T (M)’ye
genisletirsek 7 (M), homojen alt gruplar1 7*(M)’ler olan bir kademeli halka olur. Bu
halkaya M’nin tensor cebiri denir.

C(M) , T (M) tensor cebirinin m; @mge—mqo®my (mq, me € M) tipindeki elemanlari
ile iiretilen idealini gostersin. C(M ), T (M )’'nin homojen elemanlar ile tiretildiginden bir

homojen ideal olur. O halde 7 (M)/C(M) bélum halkas: da bir kademeli halkadir. Bu
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kademeli halkaya “M 'nin simetrik cebiri” diyecegiz ve onu Sym(M) ile gosterecegiz.
CF(M) =T*M)NC(M) denirse Sym*(M) = T*(M)/C*(M) olur. C(M), k > 2 olmak
tizere k—tensorleri icerdiginden C(M) N M = 0’dir. Dolayisiyla Sym!'(M) = M olur.
Benzer sekilde Sym®(M) = R ’dir. Sym*(M) R—modiililne M nin k—ymc1 simetrik
kuvveti denir. M nin k—yma simetrik kuvveti Sym*(M) m, ®...Q@my — Me(1) X ... R
Moy, My € M, 0 € Sy, tipindeki elemanlar ile iiretilir. Boylece her my,...,my € M ve
o € Sy i¢in
m;®...Q0 my +C(M)=me1)® ... 0 Mew +C(M)

olur.

Teorem 1.7.1. V bir F' cismi tizerinde n boyutlu vektor uzayr olsun. O zaman Sym(M),

kademeli bir halka olarak F tizerindeki n degiskenli bir polinom halkasina izomorftur.

Ashinda Sym*(M) , F[Xy,...,X,)%in k dereceli homojen polinomlarimin uzayma izo-
k -1
morftur ve dim pSym®*(M) = ( o 1 )
n p—

A(M), T (M) tensor cebirinin m ® m (m € M) tipindeki elemanlar ile iiretilen
ideali olsun. Buna gore A(M), T (M )'nin bir homojen idealidir ve T (M)/A(M) bolim
halkasi bir kademeli halkadir. Bu kademeli béliim halkasina M 'nin harici cebiri denir
ve E(M) ile gosterilir. Dikkat edilirse burada E°(M) = R ve E'(M) = M ’dir. Ayrica
AR(M) = T*(M) N A(M) denirse A*(M), en az bir i # j cifti i¢in m; = m; olmak

iizere my ® ... ® my elemanlar ile tretilir.

Teorem 1.7.2. V bir F' cismi tzerinde n boyutlu vektor uzayr ve B = {vy,...,v,}
V'nin bir baz olsun. Buna gore k < n ise v;; ® ... Qv;, + AM) , 1 < iy < iy <

.. < i < n elemanlars E¥(V) 'nin bir tabaniny olusturur. Ote yandan her k > n igin

E*(V) = 07dur. Ozel olarak dimpE*(V) = <Z> olur.

Simdi R bir Noether tamlik bolgesi ve M sonlu tiretilmis burulmasiz bir R—modiil

olsun. K, R'nin kesirler cismi, V = K ®r M olsun.
¢ SympM — SymgV

em @...0mr+C(M))=m; ®...0my+C(V)

dontigiimii iyi tanmimhidir ve bir halka homomorfizmasidir. S(M) ile ¢’nin SymgV
icindeki goriintiisiinii kastedecegiz. ¢ ayni zamanda bir kademeli halka homomorfiz-
masi oldugundan S(M) de bir kademeli halkadir. Kolayca goriilebilir ki S°(M) = R,
SY M) =M ver >2igin ST(M) = Sym"(M)/t(Sym"(M)) *dir. Burada t(Sym"(M)),

Sym” (M )’nin burulmah alt modiilidiir; yani
t(Sym"(M)) = {z € Sym" (M) : rx = 0 olacak sekilde r € R\ {0} var.}
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alt modiiliidiir. Ote yandan L, M’yi iceren bir sonlu iiretilmis burulmasiz R—modiil ise
S(M) de S(L) 'nin bir kademeli alt halkasidir.
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Bolum 2

Hilbert Fonksiyonlar:1 ve Cokkatlilik

2.1 Q Rasyonel Sayilar Cismi Uzerinde Polinomlar

Lemma 2.1.1. K, Q’nun bir cisim genislemesi olsun. O zaman t bir degisken olmak

{7029

kimesi, K man K [t| polinom halkasi tizerindeki bir K-tabany olur.

uzere

Kamit. n tizerinde tiimevarim kullanarak t" € 7 oldugunu gosterelim.

t+0
+ >€ o/ saglanir.

=0icint’=1=
n icin <0

t+1 t+0
nzligintlzt:t—i-l—l:(—'l— >—< —g )Edoldugundanbudurumda

saglanir.
Simdi n > 0 alalim ve i < n icin #* € & oldugunu kabul edelim. t" € & oldugunu

gostermeliyiz.

n!

<t+n> _ t+n)t+n—1)t+n—-2)...(t+1)

1
:E(tn+ﬁhtn_l+---%)> qk = > L. g

1<y <...<ip<n

olacagindan

t+n _
nl( n >:tn+(Q1t" Y an),

ve bu sayede
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t+n
tn:n'< n )—(qltn_l—i—qn)E%

elde edilir. Boylece t" elemaninin o/ kiimesinde oldugunu soyleriz. Buradan da .o

kiimesi K [t|'nin bir tabani olur. O

Yukaridaki lemmanin ifadesinden

- € Qlt

t+i) (E+)E+i-1D(E+i—2)...(t+1)
S )=
U, . L+, . . ; U : : e
oldugu goriiliir. Boylece ( , ) nin Q iizerinde t’ye bagl bir polinom ifade ettigini
1
soyleyebiliriz ki bu polinomun derecesi de i’dir. Ornegin
t+2 t+2)(t+1 1 3
b - (1) - ey

= 24+ t+1
2 21 2 +2+

ve der [P (t)] = 2 dir.

Not 2.1.2. <t> = <t> = 1’dir.
0 t

Lemma 2.1.3. P (t) € Q[t] polinomunu alalvm ve der [P (t)]=d > 0 olsun. O zaman
asaqidakiler denktir:

(i) Yeterince biyik n’ler i¢in P (n) € N'dir.

(ii) ag > 0 ve P(t) = Zfzoal(t

tamsaylary vardar.

—U> olacak sekilde tek tirli belirli ag,aq,...,aq
7

(i) sikkinda P (n) € Z almirsa aq > 0 sarte kaldvrilabilir.

_y
Kamt. (i) = (#): Lemma 2.1.1'den P (t) = 3¢, ai< %,—Z), aq # 0 olacak sekilde
i

a;(0 < i < d) rasyonel sayilar1 vardir ve taban tanimindan bu rasyonel sayilar tektir.

Vi > 0 igin
<t—1+i> <t+z’—1> (H—z’)
. + ) = )
7 71— 1 7

oldugunu gosterelim:

- -

(t_1+i>+<t+¢_1> (t—14+i)t—14i—=1)...(t) (t+i—1D)(E+i—2)...(t+1)

i i—1 i! (i —1)!
(t+i—1)(t+i—=2)...(t+1) /¢
- (i—1)! '(z 1)
t+i—1)t+i—2)...(t+1) [tHi :<t+i>
N (i — 1) i i
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elde edilir.
P(t)—P(t—1) zd: (HZ) i:(t_l.H)
. =L
; )
i (ttizl) z()<>

Pi(t) = P(t)— P(t—1) € Q[t]olur. (i)’den yeterince bitytik n’ler i¢gin P;(n) € N'dir.

d tzerinde timevarimla aq,...,aq € Z gosterelim. d = 0 ise P(t) — P(t — 1) sabit

‘g
polinom olur. ag = P(t) — X%, az< + Z), N € Nigin P(N) € N olsun. O zaman
i

d
ag = Zaz<N,+Z> eEZ

gM&
L — |
7 N
~
.+
~.
~
I
~~ N\ ©

elde edilir. .
(17) = (i): Yn € N igin (n + Z) € Z oldugunu biliyoruz.
i

n-+1i y . . . e
P(n) = X% ,a;| . ], ag > 0 oldugundan (analizden) n’yi yeterince biiyiik se-
i

cersek P(n) € N elde ederiz. O

Lemma 2.1.4. Keyfi j,n > 0 tamsayilar: i¢in

i(z’+j>_<n+y’+1>
=\ J J+1

esitligi saglanar.

Kanait. Analizden § —1x)5 fonksiyonunun bir kuvvet serisi agilimina sahip oldugunu
biliyoruz.
:i <S+k_1>xk,(—1 <z <1)
( =\ os—1
buradan
x x T 1
T a syt T a sy T G
T x x 1
T s S R T Sl s s S
x (14 1 N 1 - 1 B 1
l—x l—z (1—2)? (1—2x) (1 — )t
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ve buradan da

ixﬂ-l +§: <j+ 1):;5”1 +i (j +2>xj+1 +...+i <j+”>xj+1
7=0 izo\ 1 2 =0\ T

j=0
:i jH+n+1 Ij—"_l:i Jj+n >
o\ ntl S\ n

Son esitlikte her iki taraftan z7*1’in katsayisimi degerlendirerek

L0 1 . 1
(o) ()= (0= 00)
0 1 n n
bulunur. (‘] g 0) = (‘7 + O) oldugundan istenen elde edilir. ]
J

Lemma 2.1.5. R, Q’da kapsanan bir tamlik bolgesi ve Q(n) katsaylar: R’den gelen
der [Q(n)] = d > 0 olacak gekilde n’ye baglh bir polinom olsun. Sabit bir j tamsayisi
icin P(n) = YI_; Q(i) alabm. O zaman P(n) katsayilar R’den gelen n’ye bagh bir

polinomdur. Ayrica der [P(n)] = d + 1 ve Q(n) polinomunun bas katsayisina ¢ dersek

olur.

c
P(n)’nin bas kat
(n) min bas katsayise T
Kamt. P(n) = Y7, Q1) — Y020 Qi) ve )25 Qi) ifadesi n’ ye bagh olmadigindan
P(n) =37 ,Q(i) alabiliriz.
Lemma 2.1.1'dan Q(n) = X% ,a; <n+‘]> , a; €R olarak yazilabilir. Buradan
J

j=0
Lemma 2.1.4’den

P :anzd:aijj) Izd:&jzn: <1+j> :zd:aj<n+j+1>

i=0 j=0 =0 j+1

yazabiliriz. Boylece der [P(n)] = d+1 ve ayrica Q(n) nin bag katsayist % = ¢, P(n)'nin

a; c
bag katsayisi ( d—}—yl)! RS elde edilir. O]

2.2 Hilbert Fonksiyonu ve Poincaré Serisi

Tanim 2.2.1. R bir kademeli halka ve M bir kademeli R-modil olsun. Her n igin
AR, (M) < oo oldugunu varsayalim. M’nin Hilbert fonksiyonu her n tamsayist i¢in
Hy 72 —7Z

Hy(n) = Apy (M)

esitligi ile tanimlanir.
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Not. Eger bir M kademeli R-modiilii i¢in Ag,(M,) < oo (Vn) saglaniyorsa M igin

“Hilbert fonksiyonuna sahiptir” denir.

Tanim 2.2.2. M bir kademeli R-modiil olsun. Eger her n < k i¢in M,, = 0 olacak
sekilde bir k € Z varsa M’ye alttan sinirly denir.

Lemma 2.2.3. Yeterince biyik n tamsayilar: icin R, = 0 ise o zaman bu n’lerin

hepsi i¢in M, = 0’dwr.

Kamt. R=... @Ry R1®D... DR, ®0D0D. .. ve m;’ler k; dereceli homojen elemanlar
olmak tizere M = R,,, + Ry, + R+ - -+ Ry, alalim. k = max {k1, ko, .. ., k,, } diyelim
ve k’dan daha biyiik dereceli eleman olamayacagini gosterelim.

q > k +t ve der [m] = q olmak tizere m € M homojen elemanini alalim.

m =rymy + remg + - - + rymy, , der [r;m;] = ¢’dur.

Ancak k 4+t < g = der [rym;] < k +t oldugundan celigki elde ederiz. Boylece
M =Ry, 4 Ry + Ry + -4 Ry +04+0+---

bulunur.

SimdiR=... 0008 R_,®.. PR2,PR 1 DR D ...

M=R,, +Rn,+Rpn,+ -+ Rp, ,m=rymy+romo+---+r,m, ve der [m;] = k;
(m; homojen elemanlar) alalim.

k =mazx {|k1|,|ke|,. .., |kn|} ve ¢ < —t — k ve der [m] = ¢ olsun.

—k <k <k,

—k < der[m;] = k;

—t < der [r;] oldugundan —t — k < der [r;m;] = ¢ < —t — k olur ve béylece ¢eliski
elde ederiz.

O halde M alttan sirhdir. [l

Tanim 2.2.4. Bir M kademeli R-modiilii alttan sinirli ve Hilbert fonksiyonuna sahipse

M’nin Poincaré serisi

ile tanimhdir.

Teorem 2.2.5. R bir kademeli halka ve M bir kademeli R-modil olsun. O zaman

AR(M) = Apy (M) =Y~ Ap,(M,,).

Kanmit. A\g(M) = oo ise Ag,(M) = oo olacagindan bu durum agiktir.
O halde Ag(M) = n olsun. O zaman
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7

M =My> M D...> M,y DM, =(0) ve

basit olacak sekilde M’ nin
i+l

R alt modiillerinin bir kompozisyon serisi vardir. Lemma 1.3.10 * dan M; (0 < i < n)

alt modiilleri Ry-alt modiil olarak da basittir. Buradan Ag, (M) = n elde edilir. Ayrica

uzunluk tanimindan da

ARO(M) = Z )‘Ro(Mn) =n
elde edilir. O

Sonug 2.2.6. Bir kademeli R halkasimin Artin olmas: i¢in gerekli ve yeterli kosul R,,’

in Artin Rg-modil olmasidar.

Teorem 2.2.7. [4, Theorem 7.1/R bir Noether kademeli halka, M de sonlu tretilmis
ve Poincaré serisine sahip bir kademeli R-modil olsun. O zaman Py(t) t’ye bagl,
rasyonel katsayly bir polinomdur. Ustelik ejer R = Ry [x1, 2o, ..., 2] veVi=1,... k

icin der [(x;)] = s; # 0 ise o zaman

g(t)

O Ay

gt) e Z [t ],

Kamit. Kanit1 k tizerine tiimevarim uygulayarak yapacagiz.
Eger k£ = 0 ise R = Ry olur. M bir Noether R-modiil oldugundan sonsuz sayidaki
R modiillerin dik toplami olarak yazilamaz. Boylece sonlu sayida n disinda M, = 0’

dir. Buradan

Py (t) = Z Hy(n)t" = Z ARy (My)t" = Z Ar(M,)t"

neZ nez neZ

ve A\p(M,) € Z (Hy; : Z — 7Z) oldugundan Py (t) = g(t) € Z[t~1,t] elde ederiz.
Simdi £ > 0 ve k — 1 i¢in dogrulugunu kabul edelim.

— 0

00— (0 g ) () — M) — M — .

tam dizisini diigtinelim.

Aro(Mn) = Aro(M(—s))n = ARy ( Jn = ARy ((0 101 T) (—s3) )

$kM

tn)‘Ro (Mn) - tn)‘Ro (M(—Sk))n - tn)‘Ro(

ka)n — t"Aro ((0 a1 k) (—s) In

Pu(t) — PMH,C)(t) = PM/sz<t) - P(O:Mzk)(—sk)(t)
bulunur. Diger taraftan
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PM(fsk)@) — Z HMesk)(n)tn — Z(HM(nfsm(n)tn_Sk)tSk — PM(t) .15k

nez neE”L

egitligini bir 6nceki ifadede yerine yazarsak

(1 — tsk)PM<t) = PM/sz(t> - tSkP(OiMﬂfk)(t)

bulunur. ve (0 :p x) xp tarafindan sifirlandigindan ve R [z, 2o,..., 25 1] ve
T
R[x1,2a, ..., x;]) modil yapilart ayni oldugundan tiimevarim kabuliinden
fi®) o (1)
1—t%)Py(t) = —
) = e e T e -
P AUR G gt
M pr— — p—
T2 (1 —t) (1 —t) T, (1 —t)
Boylece isteneni elde ederiz. O]

Lemma 2.2.8. R = Ry[z1,xs, ..., xx] bir Noether kademeli halka, Ry Artin, her i i¢in
der [x;] = 1 ve M bir sonlu tretilmis kademeli R-modil olsun. O zaman M Poincaré

serisine sahiptir.

Kamit. R halkasi derecesi 1 olan elemanlarla iiretildiginden derecesi negatif olan ele-

manlar yoktur. Boylece R alttan sinirli ve Lemma 2.2.3’den M de alttan siirhdir.
Lemma 1.3.8’den her n ig¢in M, Noether Ryp-modiil olur. Ry Artin oldugundan

Lemma 1.4.1’den M, de Artindir. Buradan M’nin Hilbert fonksiyonuna sahip oldu-

gunu soyleriz. Boylece M Poincaré serisine sahiptir. O]

Sonug 2.2.9. [/, Corollary 7.1]R = Ry|x1, xa, ..., xx| bir Noether kademeli halka, Ry

Artin, Vi igin der [x;] = 1 ve M de bir sonlu tretilmis kademeli R-modil olsun. O
zaman
g(t)
Py(t) =
() (1—1¢)

olacak sekilde tek tirli belirli bir s = s(M) (0 < s < k) tamsayis1 ve g(t) € Z[t™, 1]
polinomu vardir oyle ki g(1) # 0 dar.

Kanat. Lemma 2.2.8’dan M Poincaré serisine sahiptir. O halde Teorem 2.2.7’i kullana-
biliriz. Bir f(t) € Z[t™!,] i¢in

f(®)
1=+

Uygun bir u > 0 igin t“f(t) € Z[t] olur. Bir m > 0 ve ¢'(t) € Z[t] i¢in de
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tf(t) = (1—1)"g (1)

yazabiliriz. Burada ¢'(1) # 0’dir. Yukardaki esitlikten

(1—1)"g (1)

1) = —;

g (t)

elde ederiz. g(t) = "

0’dur.
Eger s < 0 olsa Py(t) = (1 —t)~%g(t) ve Py(1) = 0 olur. Buradan her n i¢in
Lr(M,) = 0 ve dolaywsiyla M = 0 elde edilirdi. Béylece s > 0’dir.

Son olarak ¢(t) ve s'nin tekligini gosterelim.

ve s = m — k dersek istenen elde edilir. Ayrica g(1) = ¢'(1) #

OR0

(1—t)s (1—t)=
olacak sekilde g, (t) € Z[t™1,t], g1(1) # 0 ve s; > 0 alalm.

g() (1 = 1) = g () (1 = 1)°

Eger s; > s olsa g(t)(1 — t)*** = ¢;(¢) ve buradan g;(1) = 0 olur. Benzer sekilde
s > sp olsa g(1) = 0 olur. O halde s = s; ve dolayisiyla da g(t) = ¢1(t)’dir. O

Onerme 2.2.10. [4, Proposition 7.2]M Poincaré serisine sahip bir kademeli R-modyiil
ve M 'nin Poincaré serisi bir s > 0 ve f(t) € Z[t™1,t], f(1) # 0 igin

seklinde olsun. O zaman tek tirli belirli bir Qu(x) € Q[z] polinomu vardur dyle ki

der [Qu(x)] = s — 1 ve yeterince biiyik n’ler i¢in Hyr(n) = Qp(n) dir.

Kamit. f(t) = ait' + apo it + ..+ apt™ diyelim.

Pt = =S (M)

Put) = S Hyymt" = F(1) S (“ e 1)t"

nez n=0

Son egitlikte t"'nin katsayisini degerlendirecek olursak n > m igin
Ui n—it+s—1
Hy(n) =Y a
i=l s—1
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elde ederiz.

m r—i1+s—1
= a1

ile tammmlayalim. Qs (x) katsayilar1 Q’dan gelen z’e baglh bir polinomdur ve yeterince

biiyiik n'ler i¢in Hy(n) = Qp(n)’dir. Diger taraftan

m (m—i+s—1> m (x—i+s—1(r—i+s—2)...(x—i+1)
a; =) a !
s—1 P (s —1)!
oldugundan der [Qys(x)] < s — 1’dir. Ayrica Q(x) polinomunda z°~! teriminin katsa-

y1S1

al+al+1+...+am f(l)

(s —1)! (s —1)!
ve f(1) # 0 oldugundan der [@y(x)] = s — 1 elde ederiz. Simdi tekligini gosterelim.

m r—1+s—1
=15

ve Vn > m icin Qpr(n) = Hy(n) olsun. Bir Q) () polinomu icin Q),(n) = Qu(n) =
Hy(n) ve P(z) = Q) (7) — Qpr(w) diyelim. O halde her n > m i¢in P(n) = 0 buluruz.
Buradan sonsuz tane n i¢gin P(n) = 0 olur. Ancak bir polinom en fazla kok sayisi kadar

degerde sifir olabileceginden P(z) = 0 ve dolayisiyla Qa(z) = Q3 (2) elde ederiz. [

Tanim 2.2.11. R bir kademeli halka ve M de Hy;(n) Hilbert fonksiyonuna sahip bir
kademeli R-modiil olsun. Yeterince biiyiik n’ler icin Qs (n) = Hys(n) esitligini saglayan

Qu(z) € Qz] polinomuna M nin Hilbert polinomu denir.

Bir R kademeli halkasii¢gin Ry, = Ri® Ry ®...ve R_=...® R_5® R_; seklinde

tanimlanmaktadir.

Lemma 2.2.12. [4, Lemma 7.1]R, Ry — cebir olarak sonlu tretilmis negatif olmayan
bir kademeli halka ve M de bir sonlu tretilmis kademeli R-modiil olsun. O zaman bir

k > 1 ve yeterince biiyiik n tamsaylars i¢in M,, C (Ry)*M “dir.
Kamt. Ry = Ry ® Ry & ... ve (Ry)® R’ nin homojen idealleri oldugundan (R )*M

M R
, M'nin bir homojen alt modilidiir. N = m ve S = W diyelim. N, S

. . . . . g Mn + (RJr)k
kademeli halkasinin bir sonlu tretilmis kademeli alt modiili ve N,, = —————

(R )
olsun. Lemma 2.2.3’dan eger yeterince biiyiik n’ler i¢in 5, = 0 oluyorsa n >> 0 igin
R
N,, = 0 olacagindan M, C (R,)* elde ederiz. O halde S = ———— = 0 oldugunu
(Ry)*M
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R, + (Ry)F

(Ry)*
R = Roly1, 92, - - -, Ys), y;'ler homojen elemanlar ve der [y;] = d; olsun. p = k(dy + ds +

gosterirsek kanit tamamlanir. n >> 0 i¢in S5, = = 0 oldugunu gorelim.
... +dy) diyelim ve ¥n > picin R, C (Ry)* 'y1 gosterelim.

r € R,, der[r] > p homojen elemanimi alahm. O halde r = > x - y{* ... y% Oyle ki
xr € Rve ajdy + axds + ... 4+ asds > p olarak yazilabilir. p’yi yerine yazarsak

a1d1+a2d2+...+asds Zk(d1+d2++d5)
elde ederiz, boylece Ja; > k yani yf*...y% € (R.)" ve r € (R.)* olur. Sonug olarak

her n > p icin R, C (R, )* ve dolayisiyla S = = 0 gosterilir. O

(R )M

Tanim 2.2.13. R bir kademeli halka ve M bir kademeli R-modiil olsun. Eger bir
xr € Ry i¢in sonlu sayida n’den sonra (0 :p; z), = 0 oluyorsa x’e | dereceli M igin

yuzeysel eleman denir.

Onerme 2.2.14. [/, Proposition 7.3]R bir negatif olmayan Noether kademeli halka ve
M bir sonlu tretilmis kademeli R-modil olsun. O zaman homojen bir x € R, vardur
oyle ki x Migin yiizeysel elemandir. Ayrica Ry’wn rezidi cismi sonsuz ise x € Ry

secebiliriz.

Kanit. 0=0Q1NQ2N...NQ, ve P; — asil olmak iizere 0'in Micgindeki asil ayrigimini
alalim. Burada P, = Rad(Q; : M) = Rad (AnngM/Q;)'dir. Q;’leri i = 1,...,s igin
Ri € Pvei=s+1,s+2...,ti¢in Ry C P, olarak simflandiralm. (0 < s <t) Ry €
PLUP,U...U P, oldugundan Lemma 1.3.16’dan dz € R, vardir 6yle ki Vi =1,... s
icinx ¢ PpUP,U...U P tir.

der[z] = [ olsun. Sonug 1.3.17 'dan (I = 1 sectik) Ry € P, U P, U ... U P ise
der [z] = 1 olacak sekilde bir homojen = € R; vardir. z ’ in M igin yiizeysel eleman

oldugunu iddia ediyoruz.

R.CP.NPusn...0FR
R, C Rad (AmmrM/q,. ) N Rad (AnnrM/q,.,) N ... N Rad (AnnrM/q,)

k =min{m,...m;} € N dersek

(RL)* C Annp(M/Q.1) N ... N Anng(M/q,)
(Re)FM C Qe N...NQy

olur.
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Lemma 2.2.12 'den bir N € N vardir ki n > N i¢in M,, C (R, )*M ’dir. Buradan

M, CQsp1N...NC

elde ederiz. Simdi v € (0 :p; x), alahm ve n > N olsun. (0 :p; ), € M, oldugundan
i=s4+1,...,ti¢in u € Q;'dir ve u € (0 :py z), oldugundan Vi(1 < ¢ < t) igin
zu=0¢€ Q;dir. 1 <i<siginzu € Q;, x ¢ P; ve Q; P;—asil oldugundan u € Q); olur.
Boylece u € Q1N ...NQ; = 0 ve buradan da u = 0 elde edilir. O halde her n > N i¢in
(0 :ps ), = 0 ve dolayisiyla da z, M igin yiizeysel elemandir. O

Lemma 2.2.15. [/, Lemma 7.2]R bir negatif olmayan Noether kademeli halka, M bir
sonlu tretilmis kademeli R-modiil ve dim M > dim Ry olsun. O zaman M icin yiizeysel
bir x € Ry igin

dimM/znm = dim M — 1.

Kanit. Genelligi bozmadan AnngM = 0 alalim. O zaman dim M = dim R/Anng =
dim R ve buradan dimM /zM = dim R/xR elde ederiz.

R bir negatif olmayan kademeli halka oldugundan Sonu¢ 1.3.14 ’dan dim R =
dim Ry olacak sekilde R 'nin bir N maksimal homojen ideali vardir. x € N oldugundan
dimR/zR > dimRy/xRy >dimRy —1=dimR—1 ve boylece dimR/xR >
dim R—1 elde ederiz. O halde dimR/xR < dim R  oldugunu gosterirsek kanit tamam-
lanir. Aksini varsayalim. Bu durumda R’nin bir minimal P asal ideali vardir ki z € P
ve dimR/P = dim R’dir. P ideali (0) = AnngM {izerinde minimal ve P € AsspM.
Bu nedenle bir t € M igin P = (0 :x t) yazabiliriz. Ayrica x € P oldugundan da
t € (0 :p ) ve buradan da her k > 1 icin (R, )*t € (0 :p; ) elde ederiz.

Yeterince biiyiik n’ler icin (0 :p; x),, = 0 oldugundan baz1 k > 1 icin (R, )¥t =0 ve
boylece R, C P buluruz. Bu durumda

dim M = dim R = dim #/p < dim #/r; = dim R,

elde edilir ki bu bir geligkidir. O halde dim R/xR < dim R yani dim R/xR = dim R — 1
"dir. O

Teorem 2.2.16. [/, Theorem 7.2]R bir negatif olmayan Noether kademeli halka, Ro
Artin yerel halka ve M’ de sifirdan farkl sonlu tretilmis bir kademeli R-modiil, dim M =

d olsun. O zaman
g(t)

PM(t) = 471(1 _ tsi)

olacak sekilde pozitif s1, 8. sq tamsaylars ve g(1) # 0 olmak tizere g(t) € Z[t™!, ]

,,,,,

vardar.

Kamit. dim M = d tizerine tiimevarim uygulayalim.
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d = 0 olsun. O zaman M bir Artin R-modil olur. M ayni zamanda Noether R-
modiil oldugundan sonlu uzunluga sahiptir. Dolayisiyla Lemma 1.3.11’den sonlu say1-

daki n haricinde biitiin n ler i¢in M,, = 0 olur.

Pu(t) = 3 Hu(n)t" = 3 gy (Mn)t" = 3 A(M)t"

nez neL neL

ve Ag,(M,) € Z oldugundan Py (t) = g(t) € Z[t™',t] *dir. Ayrica

Pu(1) = > Agy(M,) = Ag, (Z Mn) = Ar,(M) = Ag(M) #0

ne” ne”

"dir.
Simdi d > 0 ve d — 1 i¢in dogrulugunu kabul edelim. x € R, M igin bir yiizeysel

eleman ve der [x] = s4 olsun.

0— (0:p )y —> M, —> Myys, — (M/em) —0

n-+sq

tam dizisini alalim.

MMas,) = MM) = A ((Mfem),,,0,) = A0 2ar 7))
N (M ya,) = 5N (M) = 4755 (Mfanr), ) = E759A((0 2 7))
Par(t) = 7 Pyr(t) = Parjors(£) — £ Plosy) ()

buluruz. Lemma 2.2.15’den dim M/aM = d — 1’dir. Ayrica (0 :p; x) sonlu uzunluklu
oldugundan dim(0 :p; ) = 0 ya da (0 :py ) = 0’dir. O halde tiimevarim kabulinden
g1(t), g2(t) € Z[t71,t] ve g1(1) # 0 olmak tizere

Pag(t) - (1= ) = rﬁ:f(ll(?t)

olarak yazabiliriz. Buradan g(t) = g1(t) — go(¢)t% - [T9} (1 — ¢*) almarak

— g2 (t)tsd

elde ederiz.
Simdi g(1) # 0 gosterelim. d > 1 ise

9(t) = g1(t) — ga(B)t* - (L =) (1 —17) ..

oldugundan ¢(1) = ¢;(1) # 0’dur.
d=1olsa g(t) = gi(t) — g2()t" ve g(1) = g1(1) — g(1) olur.
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Prrjan(t) = D A (Mfam) " = gu(t)

neL

Prrjon(1) = X (M/err) = g1(1)

buradan g(1) = X (M/zm) — X ((0 :pr )) elde ederiz. O

Agiklama 2.2.17. Bu kamittan M bir negatif olmayan kademeli R-modiil ise ¢(t) € Z][t]

olacagini anlariz.

Sonug 2.2.18. [4, Corollary 7.3/R = Ry [x1,%2,...x| bir Noether kademeli halka,
Ry Artin yerel halka, Vi i¢in der [x;] = 1 ve M ’de bir sonlu tretilmis kademeli R -
modil olsun. s = s(M) ve dim M = d diyelim. O zaman s(M) = dim M “dir. Ayrica
dim M < k ve der [Qn ()] = dim M — 17dir.

Kanat. Teorem 2.2.16 ve Sonug 2.2.9 ’den
9(t) f(t)

Pl ==y " a oo

burada g(1) # 0 ve f(1) # 0. Yine Sonug 2.2.9’den

(-7~ -ty
o(t) - (L=1)° = £(2) - (1 =)’

dir. s > dolsa g(t)- (1—t)¢- (1—1)5"% = f(t)- (1 —t)? ve buradan g(t)- (1 —1)*"% = f(¢t)
ve dolayisiyla f(1) = 0 olur. Benzer gekilde d > s olsa g(1) = 0 olur. O halde s = d’dir.

Ayrica Sonug 2.2.9 ’den 0 < s < k oldugundan s = dim M < k’dir. Onerme 2.2.10
" den de bir Qp(x) € Q[z] polinomu vardir 6yle ki der [Qp(z)] =d —1 ve n >> 0 igin
Hy(n) = Qu(n) oldugundan der [Qn(z)] = dim M — 1 gosterilir. O

Simdi ¢okkatlilik kavramindan bahsedecegiz.
M bir kademeli R-modiil ve M nin Hilbert polinomu @y, (x) olsun. Yeterince biiyiik
n’ler i¢in Qpr(n) = Hyr(n) € Z oldugundan @y (Z) C Z’dir. Her i = 0,1,...,d —1 igin

tek tirli belirli e; = e;(M) tamsayilar: vardir yle ki

=l ) ol )

seklinde yazilabilir.

Tanim 2.2.19. Yukaridaki eg, eq,...,eqs_1 katsayilarima M 'nin Hilbert katsayilar: ve

(d — 1) dereceli olan eq katsayisina da M'nin ¢okkatllige denir ve e(M) ile gosterilir.
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Eger dim M = 0 ise e(M) = A\(M) ile tanimhdr.

Tanmim 2.2.20. (R, m) yerel halka ve I bir m — asul ideal olsun. O zaman M = gr;(R)
icin

fonksiyonlarinin yeterince biiytik n’ler i¢in esit oldugu rasyonel katsayili polinomlara
sirasiyla I'min Hilbert polinomu ve Hilbert-Samuel polinomu diyecegiz.

Buna goére Lemma 2.1.5 ve Sonu¢2.2.18 ’dan der [QS;(n)] = der [Qum(n)] + 1=
dim gr;(R) ve Qu/'nin bagkatsayist e/(d — 1)! ise @S;(n) polinomunun bagkatsayisi
e/d!dir. Dikkat edilirse buradaki e sayis1 e(M) ¢okkathligina egittir.

Lemma 2.2.21. (R,m) bir yerel halka ve I, J de R’nin m—asil iki ideali olsun. O
zaman
dim gr;(R) = dim gr;(R)

Kanat. Genelligi bozmadan J = m alabiliriz. I, m — asil oldugundan Rad I = m ’dir.

Buradan bir k£ tamsayisi icin m* C I. Buradan her n icin

mkn g K g m"

R/m*" C R/I" C R/m"

oldugundan uzunluga gecersek

A (R/mf) < X(R/IM) < A (R/m")

elde ederiz ki burada A (R/m*") = HSy(kn), A (R/I") = HS;(n), A (R/m") = HSy(n)
ve yeterince biiytik n’ler i¢in bu fonksiyonlar Hilbert-Samuel polinomlarina esit olaca-

gindan n >> 0 icin
Q@Sm(kn) < @S1(n) < QSu(n)

elde ederiz. Son esitsizlikte dereceleri kiyaslarsak der [QS;(n)]=der [QSm(n)] bulunur
ki buradan da dim gr;(R) = dim gry(R) gosterilir. Béylece dim gr;(R) = dim gr;(R)
elde edilir. O

Teorem 2.2.22. [/, Theorem 7.3/(R,m) bir yerel halka ve I bir m — asil ideal olsun.
O zaman

dim gr;(R) = dim R.

Kanat. dim R = d olsun. I'nin bir x;, xs, ... x4 parametreler sistemi ile tretildigini gos-
terirsek I = (21, %2, ...,24) ve Lemma 2.2.21" den dim gr;(R) = dim g7z, 2,,...2,)(R) =

.....

d gosterilir.
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;i = z; + I* € I/I* olmak tizere gr;(R) = R/I[x}, x5, ...,z ve dimgr;(R) =
der [QSr(n)] oldugundan Sonug 2.2.18 ’dan dim gr;(R) < d’dir.

Simdi dim gr;(R) > d gosterelim. dim gr;(R) = d; diyelim ve M, gr;(R) ’ nin
homojen maximal ideali olsun. Sonug 1.3.18 ’dan gr;(R) nin pozitif dereceli homojen
Wy Wa, ..., wg, elemanlar i¢cin M = Rad(wy,...,wy, ) 'dir. w;’lerin uygun kuvvetlerini
alarak her birini ayn1 dereceli segebiliriz. Vi (i = 1,...,d;) i¢in w; = p olsun. Sabit bir

v i¢in w; € I alalm ve u] = w; diyelim. O zaman n >> 0 igin

1t = [(uy, g )P4 T 1
olur. Buradan I = (uy,_,ua, )" " C (uy,...,uq ) elde edilir ki boylece (uy,...,uq,) R

i¢in bir parametreler sistemi ve d; > d gosterilir. Yani dim gr;(R) = dim R ’dir. O

Sonug 2.2.23. (R, m) bir yerel halka ve I, R’nin bir m-asil ideali olsun. Buna gére

I’min Hilbert polinomunun derecesi dim R — 1 ve Hilbert-Samuel polinomunun derecesi
dim R ’dir.

Kamit. Lemma 2.1.5, Sonug 2.2.18 ve Teorem 2.2.22 sayesinde aciktir. ]

R bir halka, P R’nin bir asal ideali ve () bir P — asuil ideal olsun. Rad ) = P ve
Rad Q™ = Rad Q = P oldugundan Q" ideali de P — asul olur. Q" ’in

QU=0QiNE:N...NC,

bir normal asil ayrigimini alalim. Radikale gecersek

Rad Q" = Rad @ N"Rad @2 N ... N Rad Q;

ve Rad Q" = P oldugundan P = Rad @y N Rad @, N ... N RadQ; 'dir. 3¢ = 1,...,¢
icin Rad@Q; = P; C P olsun. Rad Q" C Rad @); olacagindan P C Rad @; ve boylece
Rad Q; = P olur.

Genelligi bozmadan P = Rad @1 diyelim. Q™’in geniglemesine gegersek (x : R —

Rp kanonik doniigiim olmak tizere)

Q"Rp=Q1RpNQRpN...NQRp

vetr > ligin Q; Rp = Rp olacagindan Q" Rp = )1 Rp yazabiliriz. Bu esitlikte daralmaya
gecersek de
(Q@"Rp) = (Q1Rp)* = h

elde ederiz. Boylece sunu soyleyebiliriz:
"™ nin normal asil ayrigiminda bir bileseni P—asil olur. Q™ ’in bu P—asil bilege-

nine Q' nun n. sembolik kuvveti denir ve Q™ ile gosterilir.”
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Onerme 2.2.24. [7, Proposition 11, §4.5]F bir Noether R-modil ve N, E’nin bir

P-asil alt modili olsun.
N=NCNyC...CN,CE, (2.2.1)
E'nin P-asil alt modillerinin kesin olarak artan bir dizisi olsun. O zaman

q < Mg, (Ep/Np)

olur. Ayrica eger (2.2.1) dizisi P-asil alt modillerin daha uzun bir dizisine genigletile-
Miyor ise
q = Arp (Ep/Np)
esitligi saglanar.
Buradaki q saypsina EJ/N modilinin “asil uzunlugu” diyecegiz ve ¢ = A(FE/N)

yazacagiz.

Sonug 2.2.25. P, R’nin bir asal ideali ve Q) da bir P-asil ideal olsun. O zaman her
n € N i¢cin
\a(R/Q™) = An,, (Rp/Q"Rp)

olur.

Lemma 2.2.26. P R’nin bir asal ideali, Q) da bir P — asil ideal ve dim R = d olsun.

O zaman yeterince biyik n’ ler i¢in
Fo(n) = Ao (FfQ™)
ile tanamly Pg(n) n'’ye bagl bir polinomdur ve bu polinomun derecesi d ’dir.

Kamit. x : R — Rp kanonik déniigtim olmak tizere (Rp, PRp) yerel halkasii disii-

nelim.
Ao (R/Q™) = A, (R,/Q"Rp) oldugundan kamtr Ag,, (Rp/Q"Rp) igin yapmak
yeterli olacaktir. Rp Noether oldugundan Rp/Q"Rp de Noether’dir. Ayrica

RadQ =P = P"C Q= P™ C Q"= (PRp)" C Q"Rp

'den (PRp)™ C AnnRp/Q"Rp elde ederiz. Buradan Rp/Q"Rp Noether ve maksimal
idealin bir kuvveti tarafindan sifirlandigindan Artin olur. Yani A\g, (Rp/Q"Rp) < o0

"dur.
Q@ bir P—asil ideal oldugundan QRp de PRp—asil olur. QRp ile iligkili

9rqrp(Rp) = Rp/QRp & QRp/Q*Rp & ... ® Q" 'Rp/Q"Rp
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kademeli halkasin alalm. Sonug 2.2.18’dan yeterince biiytik n’ler i¢in Hgg,(n) =
A (@"7'Re/gnrp) bir polinom ve bu polinomun derecesi de Sonug 2.2.23’den dolay1
dim Rp — 1 ’dir. Lemma 2.1.5 ’ dan

n—1 n—1
Z HQRP (t) = Z /\RP/QRP (Qt_lRP/QtRP) = ARP/QRP (RP/QnRP>
t=0 t=0

de bir polinom ve bu polinomum derecesi de der [Hgr,(n)] + 1 oldugundan derecesi
dim Rp olan bir polinom elde ederiz. Diger taraftan dim Rp = rankP = d oldugundan
ABpior, (Bp/Q"Rp) = Agr, (Rp/Q"Rp) polinomunun derecesi d "dir. Béylece istenen
elde edilir. [l

Tanim 2.2.27. Lemma 2.2.26'nin kamtinda HSgr, = Agr, (Rp/Q"Rp) polinomunun
(Qr, nin Hilbert-Samuel polinomu) bag katsayisina ey = e/d! dersek e sayisina @ asil

idealinin ¢okkathligr denir. Q 'nun ¢okkatlihgini e(Q) ile gosterecegiz.
Bu tanimi asil olmayan ideallere de genisletebiliriz.

Tanim 2.2.28. A R’de bir ideal, P A'nin bir minimal asal ideali, ) da A'nin P-asil
bileseni olsun. O zaman e(A, P) = e(Q) ile tanimhdir ve buna da A’nin P asaly ile

iliskilendirilmis cokkatlilige denir.
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Boluim 3

Ideal Indirgemeleri

3.1 Temel ozellikler

Bu boliimde aksi belirtilmedikge R bir Noether halka ve R’nin idealleri de 6z idealler

olarak alinacaktir.
Tanim 3.1.1. A ve B R’ nin idealleri olsun. Eger,
(i) BCA
(ii) En az bir r pozitif tamsayisi i¢gin BA"™ = A"
saglanirsa B’ ye A'min bir indirgemesi denir. Bunu kisaca B <;,4 A ile gosterecegiz.

Lemma 3.1.2. A ve B R’ nin idealleri ve B C A olsun. O zaman asagidakiler saglanar.
(i) Her ideal kendisinin bir indirgemesidir.
(ii) Eger bir r pozitif tamsayisy i¢in BA™ = A™ ise o zaman her n > r tamsayis

icin BA™ = A" we her m pozitif tamsaiyusy icin B™AT = A™™ “dir.

Kanat. (i) R 'nin her A ideali icin A C A ve her r pozitif tamsayist icin AA” = A"

oldugundan kanmt acgiktir.
(ii)
BAn —_ BAn—rAr — BArAn—r — Ar—l—lAn—r _ An—i—l

"dir. Diger kisim icin m tizerine tiimevarim uygulayalim.
m = 1 i¢in kabulden dogrudur. m — 1 i¢in dogrulugunu kabul edelim ve m igin

dogru oldugunu gosterelim.

BmAr — BmleAr — BmflAr+1 — BmflArA — AmflJrTA —_ Aerr
elde ederiz. O
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Ornek 3.1.3. I = (X2 Y?) ve J = (X,Y)? = (X2, XY, Y?) alahm. I C Jver =1
icin

JJ::Qxﬂxﬁygxﬁﬂ,xyiy4>:<A;Yf::J2

oldugundan 7, J'nin bir indirgemesi olur.

Ornek 3.1.4. " = ™! esitligini saglayan bir halkada 7%, I'nin bir indirgemesi olur.
Ciinkii 12.1"! = I"saglanir. O halde Artin halkalarda ideallerin kareleri indirgemeleri

olacaktr.

Indirgeme tanimindan anlagildig: iizere bir idealin indirgemesi o idealin daha ba-
sit bir formu olur. Ayrica bu ideallerin sagladigi bir takim 6zelliklerin ayni oldugunu
sOyleyebiliriz. Bu ozellikler arasinda en dikkat g¢ekici olani ise her iki idealin de ayni

cebirsel cokkatliliga sahip olmasidir.

Teorem 3.1.5. [8, Theorem 1.1] A, B R’nin idealleri ve B <;,q A olsun. O zaman B

ile A 7 man minimal asal idealleri aymidir ve her P minimal asal ideali i¢in
e(4, P) = e(B, P)
saglanar.

Kant. Uygun bir 7 pozitif tamsayisi icin BA™ = A" olsun. O zaman A" C B C A
‘dir. P, A'min bir minimal asali ve P’, B’nin bir minimal asali olsun. P = P’ oldugunu
gosterelim. B C PP = A" C PP = AC P ve BC AC P C P’ ve P minimal
oldugundan P = P’ elde ederiz. O halde A ve B 'nin minimal asal idealleri aymidir.
Simdi A ve B ’'nin bir P minimal asal idealini alalim. @ ve ) sirasiyla A ve B’nin

P — asil bilegenleri olsun.
A=QNQ,N...nQ,

A’nin asil ayrigimini alalim. y : R — Rp kanonik doniistim olmak tizere genislemeye
gecersek ARp = QRp buradan A™Rp = Q™Rp ve tekrar daralmaya gecersek de
(A™Rp)¢ = (Q™Rp)° elde ederiz. Diger taraftan

A" =Q/Nn...NnQ,

A™nin asil ayrisimmu alirsak bir @ = 1,...,n icin RadQi" = P olacagindan genelligi
bozmadan Rad Q] = P diyelim. Buradan (A™Rp)® = Q] olur. Boylece A™'nin P — asil
bir bilesenin oldugunu gériiriiz. Bu bilesene (Q™Rp)° = Q™ ve benzer sekilde elde

edilebilecek olan B™ 'nin P — as:il bilegenine de ng) diyelim. Her m tamsayisi icin
Ar—l—m g Bm g Am
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oldugundan
QUM C Q™ Q™

ve buradan da
A (R/QUT™) 2 Ay (R/Q™) = Ao (R/Q™)
elde ederiz. Dolayisiyla Lemma 2.2.26 'dan
Po(m+1) = Po,(m) = Po(m)

'dir. Po(m) = Pg(m+7r)=a-mé+..., Pg,(m)=0b-m% + ... diyelim. O zaman

Po(m +r Po,(m Po(m
lim 762( y ) > lim @ ( )Z lim Q(d )
m—r0o0 m m—0o0 m m—0o0 m

egitsizliginde Sandwich teoreminden

. Po,(m+r) Pg,(m) . )
b= lim,,_ — = lim,,, o0 ——=a # 0 elde ederiz. (d = d; olacagma
m m
dikkat ediniz.) Boylece e(Q) = e(Q1) elde ederiz. O

Tanim 3.1.6. B <,,; A olsun. Eger A'min B’de 6z olarak kapsanan bir indirgemesi

yoksa B’ye A'min bir minimal indirgemesi denir.

Tanim 3.1.7. Bir A idealinin kendisinden bagka indirgemesi yoksa A’ya bir ana ideal
denir.

O halde bir idealin minimal indirgemesi bir ana ideal olur.

Z/27.[X,Y]

Ornek 3.1.8. R =
rne i (XY (X +Y))

halkasinda I = m = (X,Y) R alirsak [ bir ana

ideal olur.
Lemma 3.1.9. Eger B <;,q A ve C' <;,q B ise 0 zaman C <;,q A “dur.

Kamt. C C B C A oldugundan C' C A’dir. Uygun bir r,s € ZTigcin BA” = A™! ve
CB?* = B**! olsun. Simdi
CAr+s _ Ar+s+1

gosterelim.
Ar-i—s—f—l — Bs+1Ar — CBSAT — C’AT+8

elde edilir. Boylece C' <;,4 A gosterilir. O

Lemma 3.1.10. /8, Lemma 7.1] Eger By <inq A1 ve By <iuq Ay ise o zaman By +
BQ S’ind Al + A2 ;dZ'T'.

Kanit. Uygun m,n pozitif tamsayilar icin B; AT = A7 ve BoA7 = At olsun. O
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zZamall

m+n m+n m+n
Bl<A1 + A2>m+n — B1 Z A;AgnJrn ro__ Z BlArAm+n T D Z Ar+1Am+n r
r=0 r=0 =
Benzer gekilde
m-+n m-+n
B (Al + A m+n _ Z BQATAm-l—n ro__ Z BQATAm-l—n r + Z B2ArAm+n T
r=0 r=0 r=m+1
2 ZAZBQA;LA?_T 2 ZA;A;n-i-n—r-&-l
r=0 r=0

elde ederiz.Buradan

(Bl + BQ)(A1 + AQ)m+n 2 Bl(Al + A )m+n + BQ(Al + A )m+n

m+n
D Z Ar+1Am+n r +ZArAm+n r+1
r=m r=0
m+n+1
Z ArAm+n r+1 __ (Al + A )m—i—n—f—l
r=0
Boylece istenen elde edilir. O

Teorem 3.1.11. [8, Theorem 7.1] A R’nin bir ideali olsun. O zaman A i¢in asagidaki
ozellikleri saglayan bir A ideali vardwr ve tektir.

(i) A g A

(ii) A’yu indirgeme olarak kapsayan her ideal A’da kapsanar.

Kamit. ¥ kiimesi ile A’y1 indirgeme olarak kapsayan ideallerin kiimesini gosterelim.
A € ¥ oldugundan ¥ kiimesi bogtan farklidir. R Noether oldugundan idealleri igin
maksimal gart1 saglar. Boylece X'nin bir A elemam Y’da maksimal olur.

Simdi A <;,4 A; olacak sekilde bir A; ideali alalim. A, A; ve A'nin bir indirgemesi
oldugundan Lemma 3.1.10 ’den A, A; +A’nm bir indirgemesi olur. Buradan 4,+A €
dir. A C A + A ve A maksimal oldugundan A= A+ A ve buradan da A C A elde
ederiz. O

Sonug 3.1.12. Eger B A’min bir indirgemesi ise o zaman B=A4 dir.

Kamit. B, A'nin bir indirgemesi ve A da A'nm bir indirgemesi oldugundan B, A'nn
bir indirgemesi olur. Buradan A C B du. Diger taraftan uygun bir m tamsayisi i¢in
BB™ = B™*! olsun. AB™ C B! C AB™ oldugundan A, B'nin bir indirgemesi olur
buradan da B C A. Boylece B = A elde edilir. O
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3.2 Minimal Indirgemeler
Bu boliimde aksi belirtilmedikge (R, m) bir yerel halka, ve k = R/m sonsuz alacagiz.

Teorem 3.2.1. [8, Theorem 2.1] B <jnq A olsun. O zaman A’man B’ de kapsanan en

az bir C" minimal indirgemesi vardur.
Kanita ge¢gmeden once kullanacagimiz yardimer lemmalar: verelim.

Lemma 3.2.2. A ve B, R’nin iki ideali olsun. Eger A C B+ Am ise o zaman A C B
‘dir. Ayrica B C A da varsa A = B ’dir.

Kami A+BCB+Am A+ B A+ B _mA+mB—|—BCA+B
anat. 7 S 5 —m ve m 3 = 5 C—5
A+ B A+ B A+ B

oldugundan =m elde ederiz. O halde Nakayama lemmadan 5 =

0 ve A C B bulunur. O]

Lemma 3.2.3. C,R’nin A’da kapsanan bir ideali olsun. O zaman
C <ina A ancak ve ancak C' + Am <;,q A’dr.

Kanit. =: C C C + Am C A 'dir. Ayrica C' <;,4 A oldugundan uygun bir r pozitif
tamsayist icin CA” = A" 'dir.

(C+ Am)A" = CA" + A M'm = A" 4 A" = A

ve buradan C' + Am <,,,; A elde edilir.

—: C'+ Am <;,,4 A olsun. O halde uygun bir r pozitif tamsayisi i¢in (C'+ Am)A" =
A™1 ve buradan CA” + A = A™! buluruz. Lemma 3.2.2 'dan A" C C A" ve diger
yon acik oldugundan CA™ = A" elde edilir. Boylece C <;,q A gosterilir. O

Artik Teorem 3.2.1 'in kanitin1 verebiliriz.

Kamt. C'" C B ve C" <jpq A olsun. ¥ ile C' + Am bicimindeki biitiin ideallerin kiimesini
gosterelim. B C B ve B <;,4 A oldugundan B+ Am € ¥ ve dolayisiyla X kiimesi bogtan
farklidir. & = R/m iizerinde A/Am bir sonlu boyutlu vektor uzay1 ve (C° + Am)/Am
de A/Am ’nin bir alt uzay1 oldugundan éyle bir C"ideali secebiliriz ki C" + Am, ¥’ da
minimaldir.

{e1 + Am, ¢y + Am, ... ¢, + Am} kiimesi (C' + Am)/Am 'nin k iizerindeki tabani
olacak sekilde ¢;, ¢y, . .., ¢, € C'secelim ve C' = (cy, ..., ¢,) diyelim. O zaman C' C C" C
Bve C+ Am = C" + Am 'dir. C" <4 A oldugundan Lemma 3.2.3 ’dan C" 4+ Am =
C 4+ Am <;,4 A ve yine Lemma 3.2.3 'dan C <,,4 A buluruz. Simdi C’nin A’ nin bir

minimal indirgemesi oldugunu gosterelim.
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Eger
ajcy + ...+ ¢ = 0(modAm)

ise
ae+ ... +ae, +AM =0
aer +Am+ ..+ o, + Am =0
ve Vi=1,...,r i¢in a;¢; + Am ’ler taban elemanlar1 oldugundan «;c; + Am = 0 olur.

a;ci + Am = 0 = oy, € Am C m = «; € m oldugunu soyleyebiliriz. Buradan
C N Am C Cm bulunur.

Simdi Cy € C ve Cy A’nin bir indirgemesi olsun. O zaman Cy + Am € X ’dir.
Cy C ¢ oldugundan Cy + Am C C' 4+ Am olur. Ancak C' + Am minimal oldugundan
Co+ Am = C' + Am = C + Am elde ederiz.

C C C + Am oldugundan C' C Cy + Am diyebiliriz. Bir x € C alalim. O halde
x = y+z olacak sekilde y € Cy ve z € Am elemanlar1 vardir. z =x—y € CNAm C C'm
oldugundan x € Cy + C'm buradan C' C Cy + C'm yani C C Cj elde ederiz. Boylece
C = Cy elde ederiz. O

Lemma 3.2.4. [8, Lemma 2.3] C, A’nin bir minimal indirgemesi ve B, C ile A ara-
sinda bir ideal olsun. O zaman Cnin her minimal tabani, B nin bir minimal tabanina

genisletilebilir.

Kanat. {c; + Am,co + Am,... ¢, + Am} kiimesi (C' + Am)/Am 'nin k iizerindeki ta-
bani olacak gekilde ¢y, ¢, ..., ¢, € C segelim. Teorem 3.2.1 'in kanitinda oldugu gibi
(c1.69,...,¢,) NAmM C (¢, ¢9,...,¢,)m ve (cq,...,¢) + Am = C' + Am oldugunu gos-
terebiliriz. Lemma3.2.2 'den (¢y,...,c) A'nin bir indirgemesi olur. C' N Am C C'm ve
B C A oldugundan C'N Bm C Cm diger taraftan Cm C C' N Bm oldugundan da
C' N Bm = Cm elde ederiz. O halde

C+AmN C C NC’+BmC B
Am Cm CNnBm  Bm ~ Bm

ve buradan da Cm — Bm bulunur. Boylece istenen elde edilir. O

3.3 Bir Ideal icin Analitik Yayilhm Kavram

Bu bélumde aksi belirtilmedikge (R, m) yerel halka olarak alimacaktir.

(u1,...,u;) = u, A'min bir tabani olsun. (Bu taban minimal olmak zorunda degil-

dir.)
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o(z) = ¢(x1,...,x) ile katsayilart R’den gelen s dereceli bir formu gosterelim ve
bu formun katsayilarinin tamami m’de olmasin.

¢(z) ile de bu formun k [xy, ..., 2] deki karsthgimi gosterelim.

Tanmim 3.3.1. Bir ¢(x) € kx4, ..., 7 formu igin ¢(u) =0 (mod A*m) oluyorsa ¢(x)

formuna bos form denir.
Not 3.3.2. ¢1,¢92 € Rx1,..., 24 ve ¢ = ¢y ise ¢1(u) = ¢a(u) (mod A*m)’dir.

Kamit. ¢, = ¢, oldugundan ¢, — p,=¢; — ¢ = 0 ve buradan ¢; — ¢ nin katsayilar
m’ ye diiger. Dolayisiyla

(br—do)(@) = > m- X X

a1+...+ai=s

olarak tanimlayabiliriz. (m € m). O halde

(p1—d2)(w) = Y. m-uft...uf e Am

al+...+ar=s

buradan (¢ — ¢2)(u) = ¢1(u) — P2(u) € A°m ve boylece ¢1(u) = ¢o(u) (mod A*m)
elde ederiz. n

Not 3.3.2’dan bos form tanimi yapilirken ¢’ye bagh oldugumuzu ve ¢ nin seciminden

bagimsiz hareket edebilecegimizi anlariz.

Tanim 3.3.3. N, k[xy,...,2¢] 'de bir homojen ideal olsun. N ideali bog formlarla
tiretiliyorsa N'ye A'nin bos form ideali denir. Eger bir idealin bog form ideali yoksa (0)
ideali alinir.

Tanimi biraz daha acacak olursak;
klxy,.. o) =klz|=k®kz],®k[z],®...
olsun. <$(x)> = N idealine A'nin bog form ideali denir. Burada
N=No@&N&N,&...,N;=Nnk|z]

olur.

Teorem 3.3.4. [8, Theorem 3.1]
o(s, A) = dimy, (A°/A°m)

olarak tamimlayalim. ¢(s, A) saypsr A® 'nin minimal tabanindaki eleman sayist ise o

zaman yeterince biyik s’ler i¢in ¢(s, A) s’ye bagl bir polinom olur.
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Kanat.
dimy, (A°/A’m) = dimy, (k [z], /N;)

oldugunu gosterirsek ¢(s, A) N'nin (k [z] /N’nin) Hilbert fonksiyonu olacagindan kanit

tamamlanir.

klx], — A — A°/A’m

¢ — d(u) — ¢(u) + A'm

doniigtimiinii goz 6niine alirsak ¢(u) = 0 (mod A*m) ve doniigimin g¢ekirdegi Ny tir.
Buradan
klz], /Ny = A% /A’m

elde ederiz. Boylece dimy, (A°/A*m) = dimy, (k [z], /N;) ve istenen elde edilir. O

Tanim 3.3.5. der [¢(s, A] sayst ¢(s, A) polinomunun derecesi olmak tizere [(A) =
der [¢(s, A)] + 1 sayisina A’man analitik yaylvme denir.

Sonug¢ 3.3.6. A 'min analitik yayilvmi [(A), A'nan N bos form idealinin boyutuna
esittir. Ayrica
I(A) =dim Fu(R) < dim R

olur.

Kanit. ¢(s, A) k[z]/N'nin Hilbert fonksiyonuna esit oldugundan agiktir. Ayrica yu-
karidaki teoremin kanitindan goriilebilecegi gibi dimy (A%/A’m) = dimy (k[z], /N;)
oldugundan [(A) = dim F4(R) elde edilir. Ote yandan

Fa(R) = gra(R)/m.gra(R)
oldugundan dim F4(R) < dim R olur. Boylece kanit tamamlanir. ]

Tanim 3.3.7 (Analitik Bagimsizhik). v = (v1,...,v,) A'nin elemanlarimin bir si-
ral dizisi, ¢ (z1,...,2;) derecesi p olan (p keyfi) katsayilari R ’den gelen ¢(v) = 0
(mod APm) olacak gekilde bir form iken ¢’'nin katsayilari m’ ye dugiiyorsa v;’lere A’da

analitik bagimsizdir denir.

Tanim 3.3.8. v = (vy,...,v,), R'nin elemanlarmin bir sirali dizisi ve ¢ (z1,...,z,)
de katsayilar1 R’den gelen ¢(v) = 0 olacak sekilde bir form iken ¢’nin katsayilar: m’ye

diistiyorsa v;’lere analitik bagimsizdir denir.

Lemma 3.3.9. v = (vy,...,v,) elemanlar analitik bagimsizdir ancak ve ancak trettigi

ideal olan (vy, ..., v,) de analitik bagimsizdur.
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Kamit. (vy,...,v,) = A diyelim. Keyfi p dereceli bir ¢ formu i¢in ¢(v) =0 (mod APm)
olsun. O zaman ¢(v) € APm ’dir buradan bir & € APm i¢in ¢(v) = « ve buradan da
¢(v) —a = 0 elde ederiz.

¢(v) —a = ¢ (x) dersek ¢ (z)’in katsayilarmin hepsi m’ ye diiser ve boylece ¢(x) =
¢ () + « ’in katsayilar1 m’de olur.

Diger yon i¢in ¢(v) = 0 alalim. O halde her p igin ¢(v) = 0 (mod APm) olacagindan
aciktir. O

Lemma 3.3.10. /8, Lemma 4.1] v = (vy,...,v,) elemanlart A’da analitik bagimsiz ol-
sun. O zaman v;’ler (vq, ..., v,) idealinin bir minimal tabanidir. Ayrica ejer wy, ..., w,
elemanlary (vy, ..., v,) idealinin diger bir minimal tabani ise o zaman w;’ler de A’da

analitik bagimsiz olur.

Kamat. Oncelikle v;’lerin (v, ..., v,) nin minimal taban oldugunu gésterelim. Aksini
kabul edelim. Yani v; € (v1,v9,...,0;_1,Vit1,-..,0,) olsun. Buradan v; = ajv; + ... +
1V +ai+1vi+1 +. .. F+a, yazabiliriz. ¢(X) = L1+.. .+, 1T _$i+ai+lxi+1 +

... + a,x, segersek ¢(v) = 0 ve v; elemanlar1 analitik bagimsiz oldugundan 1 € m

buluruz. Ancak m maksimal oldugundan bu bir geligkidir. Dolayisiyla v;, (¢ =1,...,7)
elemanlar1 (v, ..., v,) nin bir tabani olur.
Simdi B = (vy,...,v,) ve {wy,...,w,} B'nin minimal tabani olsun. Bir p tamsayisi

i¢in ¢, p dereceli bir form ve ¢ (w) = 0 (modAPm) olsun. w; = Y o0, , W;, U; € B/mB,
@;; € R/myazalm. {vy,...,7,} ve {wy,...,w,} kiimeleri B/mB uzaymn birer bazidir.
w; = Y. @; U;; oldugundan [@} matrisi baz déniisiim matrisi ve dolayisiyla tersinir

olur. Buradan det [@;;] # 0 buluruz.

o (w)=¢ (Z Qivj, . .. ,Zozrjvj) =0 (mod A’m)

ve v;'ler A da analitik bagimsiz oldugundan ¢ (3 a7, X/, ..., > @;X;) = 0 olur. {57”} ,

[@7;] matrisinin tersi olsun. O zaman

Xl Zﬂlej
R
Xr Zﬁrij

olur. X, yerine 3 3,;X; yazilirsa ¢ (X1,...,X,) = 0 bulunur ki bu da w;’lerin A ’ya

analitik bagimsiz olmasi demektir. O

Lemma 3.3.11. /8, Lemma 4.2] A,C R’de idealler, C' A’nin bir minimal indirgemesi
ve {v1,...,v.} elemanlar: C nin bir minimal taban elemanlar ise o zaman v; ler A’da

analitik bagimsizdr.
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Kamt. ¢ (Xy,...,X,) p dereceli bir form ve ¢ (v) = 0 (mod APm) olsun. Oncelikle
X? teriminin katsayisimin m’de oldugunu gosterecegiz. Aksini varsayalim. O halde bu
katsay1 unittir. DT derecesi p olan diger terimleri gostermek tizere ¢(X) = ¢;. XV + DT
olarak yazilabilir ve ¢ (vy, ..., v,) € APmoldugundan ¢;. 07+ DT (vq,...,v,) € APmolur.
Ayrica eger nyj+ng+- - -4n, = pise X7 X5% . X" X =X (X{” p2 X .X:”T)

n;—1
[

lece v} € APm + (vg,...,v,) CP7L. (%) yazabiliriz. Diger taraftan C' = (vy,...,v,)
ise CP = ({v,...,0"}: ny+ng+...4+n,. =p) oldugundan bir y € C? igin y €
av! + ... 4 (vg, ..., v,) CP71 ve (%) esitliginden C? C (vy,...,v,) CP~1 + APm elde ede-

riz. C', A'min bir indirgemesi oldugundan uygun bir m tamsayis: icin CA™ = A™Vdir,

ni,,n2

yaziminda v’yi yerine yazarsak vi* ... v = v, (Ul vy .U e UZ}T) elde ederiz. Boy-

Buradan
AP = AMCP C (v, ..., v,) CPTLA™ 4 APmA™
C (vg,...,v,) AMTP7L 4 APy
Lemma 3.2.2dan A™ C (vy,...,v,) A™~! buluruz. Buradan (v, ...,v,) A'nmn bir
indirgemesi olur ki bu da (v, v9, . .., v,) nin minimal oluguyla geligir. Dolayisiyla X} nin

katsayis1 m’ye diser.

Simdi oy, g, . . ., @y € Ralalim. Bu elemanlarin hepsi m’de olmasin. (aq7, @z, ..., %) €
k" \ {0}ve dimk" = r’dir. [aq7, @51, - . ., @51 matrisinin determinanti k’da 0’den farkli
oldugundan

0 # det [az;| = det [ov]

ve buradan det [a;;] ¢ m yani det [a;;] unit olur. Dolayisiyla a;; (1 <@ <7 ,2<j <r)
elemanlarin det [a;;] unit olacak sekilde secebiliriz. {vy,...,v,} k"'nin bir baz ola-
cak gekilde en az bir v; = (@, ... @) elemam vardir. wy,...wy elemanlarmi v; =

> -1 ijw; ile tammlayalim. det [ov;;] unit oldugundan [a;;] matrisi tersinirdir ve

(%1 w1 w1 U1

yazilir. S1w7 + ... + 3,0, = 0 olsun. O zaman

w1 U1

0=[6 ... B]|:i|=[s . B[] =0

Wy Uy
dolayisiyla [f1, ..., 5,] = 0 buluruz. Buradan {wr,...,w,} kiimesi R/m’de lineer ba-
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gimsizdir. {wy, ..., w,} kitmesi C'nin bir minimal taban olur.

) (Z Qqwj, . .. ,Z ozm»wj) =0 (modAPm)

ve X7'nin ¢ (3 o X, ..., 2 a,; X;) 'deki katsayist m’de oldugundan ¢ (aqq, ..., 0p1) =
0 (modm) buluruz. Bu aqy, ..., a1 katsayilar keyfi ve R/m sonsuz oldugundan ¢’nin

katsayilart m’ye diiger. Boylece v;’ler A’da analitik bagimsiz olur. O]

Lemma 3.3.12. vq,...,v, elemanlar: A i¢cinde analitik bagimsizdir ancak ve ancak
her s igin v, ..., v, elemanlarin s dereceli kuvvet ¢arpimlarinin kimesinin A®/A’m

igindeki goriuntileri R/m dzerinde dogrusal bagimsizdar.

Kanat. vy, ...,v, A icinde analitik bagimsiz olsun.
{,0—17117”"1}—717% |n1+-~-+nr:S}

kiimesinin @)/m iizerinde dogrusal bagimsiz oldugunu gosterelim:

= —n1 Ny
Z Cnyom, 01" ... 0" =0

ni+...4+nr=s

olsun. ¢ (z1,...7,) = X Cppom, X1 ... X dersek ¢ (vy,...,v,) = 0 (mod A*m) ve
vy, ..., v ler A’da analitik bagimsiz oldugundan ¢’nin katsayilar1 m’ de olacagindan
istenen elde edilir.

Diger yon i¢in ¢, s dereceli bir form ve ¢(v) = 0 (mod A°m) olsun. O zaman
d(v) + A*m = 0 + A*m yani A°/A*m iginde ¢(v) = 0 'dir.

Pp(x)=> c-vpt. ..o =0

ve kabuliimiizden ¢ = 0 ve boylece ¢ € m elde ederiz. O halde v;” ler analitik bagimsiz

olur. O]
Lemma 3.3.13. [8, Lemma 4.5] Eger v, ..., v, elemanlar: A’da analitik bagimsiz ise
r < I(A) dur.

Kanit. v;’ler A’da analitik bagimsiz oldugundan Lemma 3.3.12’dan v;’lerin s dereceden
bir kuvveti A* 'nin minimal tabaninin bir parcasidir. Binomdan

dimy, (A%/A%m) = ¢(s, A) > (S j:i; 1) 'dir. (Burada <8 e 1) derecesi s olan

kuvvet carpimlariim sayisidir.) Buradan dereceye gegersek der [¢(s, A)] > r — 1 ve
boylece [(A) > r elde ederiz. O

Teorem 3.3.14. [8, Theorem 4.1] B <j,q A ve vy, ..., v, ler B’nin bir minimal taban
elemanlar, olsun. O zaman B A’nin bir minimal indirgemesidir ancak ve ancak v; ler

A’da analitik bagimsizdar.
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Eger B, A’nin minimal indirgemesi ise o zaman B 'nin minimal tabanindaki eleman

sayisy v = 1(A) 'dur.

Kanat. B, A’nin bir minimal indirgemesi olsun. O zaman Lemma 3.3.11 ’den v;’ler A’da
analitik bagimsizdir ve Lemma 3.3.13 "ten de r < [(A)’dir. Simdi [(A) < r oldugunu
gosterelim.

B <jng A olsun. Uygun bir ¢ tamsayis: icin BA® = A" ve her s tamsayisi icin
BsAt = AtTs'dir. At [ tane elemanla tiretilsin. O halde

Atts = B At de ¢(s, B)-l tane elemanla tiretilir. Buradan ¢(t+s, A) < ¢(s, B)-l elde
ederiz. v;'ler A’da analitik bagimsiz oldugundan B’de de analitik bagimsizdir. O halde

v;'lerin s dereceli kuvvet ¢arpimlari B*'nin minimal tabani olur. Boylece ¢(s, B) =
(S j:i; ! elde ederiz. Son egitsizlikte yerine yazarsak ¢(s, A) <1- s j:i; L olur.
Derecelere gegerek der [¢(s, A)] < r—1 ve buradan [(A) < r gosterilir. Boylece r = [(A)
buluruz.

Kanit1 tamamlamak i¢in v;’ler A’da analitik bagimsiz olsun. O zaman Lemma 3.3.13
‘ten r < [(A) oldugunu biliyoruz. Teorem 3.2.1’den C' C B olacak sekilde A'nin bir
minimal indirgemesini bulabiliriz. w;, ..., w, C'nin bir minimal tabani olsun. O zaman
p < r 'dir. Lemma 3.2.4’den C’nin bir minimal tabanini B’nin bir minimal tabanina
genigletebiliriz. w41, ..., w, elemanlarmi i¢in {wy, ..., w,, Wpi1, ..., w,} kilmesi B'nin
bir minimal tabani olacak gekilde alalim. C' minimal oldugundan p = I(A) oldugunu
biliyoruz. Ayrica p < r ve r < [(A) = p oldugundan p = r buluruz. Buradan C' =

(wy,...,wpy) = (wq,...,w,) = B elde ederiz. O

Teorem 3.3.14 yardimiyla bir A idealinin minimal indirgemelerinin minimal taban-
larindaki eleman sayilarinin egit oldugunu soyleyebiliriz. Ayrica bu eleman sayisi da
[(A) degerine esit oldugundan [(A) analitik yayilim kavramimin yeni bir tanimim elde

etmis oluruz.

Teorem 3.3.15. /8, Theorem 4.2] B <j,q A olsun. O zaman B en az [(A) tane ele-
manla turetilir. Eger B, l[(A) tane elemanla tretiliyorsa o zaman B, A’nan bir minimal

indirgemesi olur.

Kanit. C', A'nin B’de kapsanan bir minimal indirgemesi ve wy, ... w,’ ler de C'nin bir
minimal tabanini tiretsin. Bu durumda p = [(A) oldugunu gostermistik. Ayrica w;’ler
B’nin bir minimal tabanina genigletilebileceginden B en az p = [(A) tane elemanla
tretilir.

Simdi B , [(A) tane elemanla tretilsin. O zaman B’nin bir minimal tabani [(A)

tane eleman igereceginden B = C' elde edilir. Yani B minimaldir. O

Sonug 3.3.16. Analitik yayium I(A), A'nin bir minimal indirgemesini treten mini-

mum eleman sayisidar.
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Teorem 3.3.17. [8, Theorem 4.3] I(A) tamsayist A’da analitik bagimsiz olabilecek

maksimum eleman sayisidar.

Kanat. Teorem 3.2.1’den A’nin bir minimal indirgemesi olacagindan Teorem 3.3.14’den
A’da analitik bagimsiz olabilecek [(A) tane eleman bulabiliriz. Ayrica Lemma 3.3.13’
ten wy, ..., w, ler A’da analitik bagimsiz ise r < [(A) olacagindan istenen elde edilir.

O

Lemma 3.3.18. /8, Lemma 4.4] Keyfi bir A ideali i¢in asagidaki egitsizlik saglanar.
rank(A) <I(A) < dimy (A/Am)

Kamit. C'; A'nin bir minimal indirgemesi ve {vq, ..., v} C’nin bir minimal tabani olsun.
O zaman [ = [(A) 'dir ve v;’ler A’da analitik bagimsizdir. Ayrica v;’ler A'nin minimal
tabanimin bir parcasi oldugundan ! < dimy, (A/Am)’dir. Teorem 3.1.5 'dan C' ve A'nin

minimal asallar1 ayni oldugundan
rankA = rank(vy,...,u) <1

olur ki bdylece istenen elde edilir. O]

Teorem 3.3.19. [8, Theorem 4.4]Bir A idealinin ana ideal olmaswyla asagidaki iki
kosulun saglanmasi denktir:

(1) A 'man minimal taban elemanlar: analitik bagimsizdur.
(7i) l(A) = dimy, (A/Am)

Kanit. {vy,...,v.}, A'nin minimal tabani olsun. O zaman r = dimy (A/Am) ’dir.
Oncelikle A ana ideal olsun. O zaman Amim minimal indirgemesi kendisidir. v;’ler
A= (v1,...,v,) da analitik bagimsizdir ve r = [(A) ’duir.
Simdi v;’ler analitik bagimsiz olsun. O zaman v;’ler A = (vq,...,v,)’da da analitik
bagimsiz olacagindan Teorem 3.3.14 'den A, A’nin minimal indirgemesi olur ki bu da

A’nin ana ideal olmas1 demektir. O

Teorem 3.3.19 yardimiyla bir ana idealin analitik bagimsiz elemanlarla tiretilen bir
ideal oldugunu soyleyebiliriz. Ayrica bir R yerel halkasinin maksimal ideali ana ideal

ise yani analitik bagimsiz elemanlarla tiretilebiliyorsa R bir dizenli halka olur.

Teorem 3.3.20. [8, Theorem 4.5] A, r tane elemanla tretilen bir ideal ve rankA = r
olsun. O zaman A bir ana ideal olur ve dolayswyla A’nin minimal taban elemanlar

analitik bagimsizdr.

Kamit. rankA =r ve A | r tane elemanla iiretildiginden
r = dimy (A/Am)
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dir. Lemma 3.3.18’ten
r=rankA <I(A) < dimy (A/Am) =r

buradan da [(A) = dimy (A/Am) buluruz. Teorem 3.3.19 'den A ana ideal olur. O

Sonug 3.3.21. (R, m) yerel halkasinda dim R = d olsun. O zaman R’de bir paramet-

reler sistemi analitik bagimsizdir ve trettikleri tanam ideali de ana idealdir.

Kanit. R’ de d tane elemandan olugan bir parametreler sisteminin bir m—asil ideal
tirettigini biliyoruz. Bu ideale A diyelim. rankA = d ve A, d tane elemanla tiretildi-
ginden A ideali ana ideal ve dolayisiyla da R’de bir parametreler sisteminin analitik

bagimsiz oldugunu soyleriz. O

Teorem 3.3.22. [8, Theorem 6.1] Q bir m-asil ideal ve dim R = d olsun. O zaman
[(Q) = rank@ = dim R = d’dir.

Kamit. (R, m) yerel halka ve @ bir m — asil ideal oldugundan rank@ = dim R olur.
Lemma 3.3.18 ’ten rank@ = d < I(Q) oldugunu biliyoruz. O halde d > I(Q) oldugunu

gosterelim.
¢(s, Q) = dimy (Q*/Q'm) = A (Q*/Q*m) = A (R/Q*m) — A (R/Q")
ve Q! C @Q*m oldugundan

6(5,Q) < A (R/Q™) = A(R/Q")

ve bunlarin derecesi d olan bir polinom belirttigini soylemistik. Ayrica bagkatsayilari

da egittir. Buradan

P(s,Q) < Po(s+1) — Pg(s)

Dereceye gegersek der [¢(s, Q)] < d ve buradan I(Q) < d elde ederiz. O

Sonug 3.3.23. /8, Corollary 6.1] Eger @ bir m-asil ideal ise o zaman Q’da analitik

bagimsiz olabilecek maksimum eleman sayise dim R’ ye egittir.
Kamit. 1(Q) = dim R oldugundan agiktr. O

Sonug 3.3.24. [8, Corollary 6.2] Bir m-asil Q) ideali ana idealdir ancak ve ancak bir

parametreler sistemiyle tretilebilir.

Kanit. Q@ bir m — asuil ideal oldugundan [(Q) = dim R = rank@ ’dur. dimR = d
diyelim.
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Eger @ bir ana ideal ise rank@ = d oldugundan minimal tabam d = [(Q) tane
eleman icerir. O halde bu d tane eleman bir parametreler sistemi olur.
Simdi () bir parametreler sistemiyle iiretilsin. O zaman ()’'nun minimal tabani d tane

elemandan olusur ve rank(@) = d oldugundan Teorem 3.3.20’den () ana ideal olur. [

3.4 Analitik Bagimhlik ve Bir Idealin Integral Ka-
panisi

Bu boliimde aksi belirtilmedikce R bir Noether halka olarak alinacaktir.

Tanim 3.4.1. v, uy,...,u, elemanlari alalim. ¢, r + 1 degiskenli ve m dereceli bir
form olmak tizere ¢ (uq,...,u,,v) = 0 iken v"’nin katsayis1 birimsel oluyorsa v ’ye
Uy, - .., U, elemanlarina analitik bagimlidir denir.

Lemma 3.4.2. B = (by,...,b.) ve by,...,b, B'nin keyfi elemanlars olsun. Ejer o

/ oy . v .
b, elemanlarina analitik bagiml ise o zaman by, ..., b, elemanlarina da

!
elemani by, ..., b,

analitik bagimlidar.

)78

Kanit. ¢ (b’l, b, a) = 0 ve der¢ = m olsun. O zaman o™ 'nin katsayisi birimseldir.

a;; elemanlar icin b;j = >_; ai;b; olarak yazilabileceginden

¢ (Zaljbj’ s 7Zasjbjaoé> =0

ve o 'nin katsayisi birimsel oldugundan v (x1, ..., 2s) = ¢ (X a1jzj, ..., as;x;) alr-

sak «a, b; elemanlarina analitik bagimh olur. O

Yukaridaki lemma sayesinde bir « elemani bir B idealinin bir tabanina analitik
bagimlh oldugunda B’nin herhangi bir tabanina analitik bagimli olacagini soyleyebiliriz.

Bu ise agagidaki tanimi vermemize olanak saglamaktadir.

Tanim 3.4.3. « eleman: bir B idealinin (herhangi) bir tabanina analitik bagimh ise
« elemanina B ideali tizerinde integraldir denir. Ayrica R'nin B tizerinde integral olan
biitiin elemanlarinin kiimesine de B'nin integral kapanis: denir ve B ile gosterilir. Eger

B = B ise B’ye integral kapalidir denir.

Onerme 3.4.4. B, R’nin bir ideali ve o € R olsun. Asaqidakiler denktir:
(i) a, B tzerinde integraldir.
(ii) @™+ a0V +asa™ 2 +. . .+ an,_1a+a, = 0 olacak sekilde a; € B' (i =1,...,n)

elemanlary vardar.

Lemma 3.4.5. Bir B ideali, (B, «) idealinin bir indirgemesidir ancak ve ancak o, B

tizerinde integraldir.
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Kamit. B = (by,...,b,) olsun. B <;,,4 (B, a) oldugunu kabul edelim. O zaman uygun

bir m tamsayisi i¢in

(B,a)™ = (by,...,b,) (by,... boa)™ "

'dir. Buradan o™ = >_, b;+¢; (b1, . . ., b, ) (¢p; derecesi m—1 olan bir form) yazabiliriz.
O halde o™ — 37, b - ¢; (by,..., b, ) = 0 ve boylece istenen elde edilir.
Simdi ¢ (by,...,b,,a) =0, der¢) = m ve o™ nin katsayisi birimsel olsun. O zaman

o™ € (by,....b) (by,... b, a)" " ve buradan da
(by,... by @)™ C (by,....b) (b, ... by )™

bulunur. Diger kapsama acik oldugundan

(b1, by @)™ = (by, ... b,) (b, by )™
elde ederiz. Boylece B, (B, «) 'min bir indirgemesi olur. O

Onerme 3.4.6. [3, Corollary 1.1.8] B, R’nin bir ideali ve v € R olsun. Asagqidakiler
denktir:

1. r € B.

2. rM C BM ve Ann(M).r C Rad0 olacak sekilde sonlu tiretilmis bir R-modil M

vardar.

Onerme 3.4.7. [3, Proposition 1.2.4] B C A idealler ve r1,...,7 € R olsun. Eger
C=B+(r,...,1r) ve B <jq A ise 0 zaman B <;,q C' olur.

Onerme 3.4.8. [3, Corollary 1.2.5] J C I idealler olsun. I sonlu tretilmis ise J, I 'man

bir indirgemesidir ancak ve ancak I C J dir.

Sonug 3.4.9. /3, Corollary 1.5.1] Bir halkanin herhangi bir idealinin integral kapanaig,
o halkada integral kapaly bir idealdir.

Teorem 1.5.7°den dolay1 R [It]'nin R [t] igindeki integral kapanisi uygun Iy, I, I, . . .
idealleri igin Iy It I,t*® . . . bicimindedir. Asagidaki 6nermede R[It] halkasinin R)[t]

icindeki integral kapanisi ile I idealinin integral kapanisi arasindaki iligki verilmektedir.

Onerme 3.4.10. /3, Proposition 5.2.1] R bir halka ve t R dizerinde bir degisken olsun.
Buna gére R’nin herhangi bir I ideali i¢in R [It]’nin R [t] i¢indeki integral kapanig
RoIte P2 ® IB3t* @ . .. kademeli halkasidar.

Sonug 3.4.11. J C [ idealler ve I sonlu tretilmis ise J, I 'nin bir indirgemesidir ancak

ve ancak R[It], R[Jt] nin bir integral genislemesidir.
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Tanim 3.4.12. Bir C idealinin elemanlarinin hepsi sifir bolen degilse C' idealine ilgili

ideal denir.

Not 3.4.13. C ideali ilgili ideal ise o zaman Vn i¢in C™ C I olacak sekildeki her [ ideali
de ilgili idealdir. Dolayisiyla C'nin her indirgemesi de ilgili ideal olur.

Kamit. ¢ € C sifir bolen degilse her n i¢in ¢ € C™ C I de sifir bolen degildir. Buradan
I ilgili ideal olur. Ayrica uygun bir r pozitif tamsayis1 icin BO™ = C™ ise C"*1 C B
olacagindan B ilgili ideal olur. O

Teorem 3.4.14. /8, Theorem 7.2] B C A ve A bir ilgili ideal olsun. O zaman asagi-
dakiler denktir.

(i) B <jna A’dir.
(ii) BC' = AC olacak sekilde bir C' ilgili ideali vardur.

(iii) A’nin her elemany B 1izerinde integraldir.

Kamit. (i) = (i7) : Uygun bir m tamsayisi i¢cin BA™ = AA™ olsun. C' = A™alirsak
istenen elde edilir.
(17) = (dit) : Bir C ilgili ideali igin BC' = AC olsun. o € A alalm. C = (¢, ..., ¢5)

diyelim. O zaman ac; = 3; byc; , by € B.

(CY — bll)cl — b12€2 — ... blSCS =0

—b21C1 -+ (Oé — b22)c2 — ... stCS =0

w4 (@ —bgs)cs =0

a—b;  —bp —b1s €1
—by1  a— by —bas C2 —0
—bs1 bso a—bg| |cs
bulunur. Burada
a—>by  —bip - —by
A —ba1 a—byp - —bas
—1'751 —1.752 s — by

dersek Adj(A) - A = det(A) - I,, olacagindan
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det(A)cy
det(A)cy

det(A)cs

ve buradan da Vi i¢in det(A)c; = 0 dolayisiyla det(A)C' = 0 ancak C' ilgili ideal oldu-
gundan detA = 0 buluruz.
¢(bij, ) = 0 ve o™'nin katsayisi 1 oldugundan o B {izerinde analitik bagimhdir.
(i) = (1): A = (a1,...,q;) olsun.Vj i¢in «a;, B’ye analitik bagiml oldugun-
dan Lemma 3.4.5 'dan B, (B, «;)'nin bir indirgemesi olur. Lemma 3.1.10 dan da B,
(B,ay) + ...+ (B,as) = (B,aq,...,as) = A ’'nim bir indirgemesi olur. ]

Sonug 3.4.15. A bir ideal olsun. O zaman A = A olur. Eger ek olarak A bir ilgili ideal

ise A ile A arasindaki biitiin idealler Ay bir indirgeme olarak kapsar.

Kamit. A <4 A oldugundan Onerme 3.4.8 geregince A C A olur. Tersine o € R, A
tizerinde integral ise Teorem 3.1.11 ve Lemma 3.4.5 geregince (A, a) C A ve dolayisiyla
a € A olur. Boylece A = A elde edilir. Son olarak A C A, C A olsun. O zaman
AC C A,C C AC = AC oldugundan AC = A;C ve boylece Teorem 3.4.14’den dolay1

A, Ay’in bir indirgemesi olur. m
Sonuc 3.4.16. B C A idealler olsun. Buna gére B <;,q A ancak ve ancak A = B.

Kanat. B <,q A ise Sonuc 3.1.12 ve Sonuc 3.4.15’den dolay1 A = B elde edilir. Tersine
eger A = B ise o zaman A C B olacagindan Onerme 3.4.8 geregince B <;,q A olur.

Boylece kanit tamamlanir. O

Teorem 3.4.17. [8, Theorem 7.4] B <jnq A ve A bir ilgili ideal ise o zaman I(A) =

[(B)’dir. Ayrica A'man B de kapsanan indirgemeleri B 'nin de bir indirgemesi olur.

Kanat. Oncelikle ikinci kismi gosterelim. C' <9 A ve C C B olsun. O zaman Sonuc
3.4.16’dan dolayr C = A’dir. Ayrica C C B C A = C ve C ilgili ideal oldugundan
Sonug 3.4.15’dan C' <;,4 B olur.

Simdi C', B’nin bir minimal indirgemesi olsun. O zaman C’nin A'nin da bir minimal
indirgemesi olacagin gosterelim. C; C C' C A olacak sekilde A'nin bir ' indirgemesini
alalim. O halde C; C C C B olacagindan C' = (' elde ederiz. Buradan da C’nin

minimal tabanindaki eleman sayisi olan [(A) = [(B) elde edilir. O

Sonug 3.4.18. B, A ilgili idealinin bir indirgemesi ise o zaman B minimaldir ancak

ve ancak B ana idealdir.

Teorem 3.4.19. [8, Theorem 7.5] A bir ilgili ideal ve vq,...,v, € A olsun. O zaman
vy, ..., v lerin A'man bir minimal indirgemesinin tabani olmast i¢in gerekli ve yeterli

kosul asaqidakilerin saglanmasidar.
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(1) v; ler analitik bagimsizdar.

(ii) A’man bitin elemanlar v; lere analitik bagimlidar.

Kanit. V- = (vq,...,v,), A'nin bir minimal indirgemesi ve tabani minimal olsun. O
zaman Teorem 3.3.14 'den v;’ler A’da analitik bagimsizdir. Boylece v;’ler analitik ba-
gimsiz olur. Ayrica A ilgili ideal oldugundan (vy,...,v,) de ilgili ideal olur ve A C V
Teorem 3.4.14’den A’nin biitiin elemanlar1 v;’lere analitik bagimhidir.

Simdi (i) ve (ii) saglansin. A = (ay,...as) alahm. O zaman Lemma 3.4.5 'dan
her ¢ i¢in (vy,...,v.), (v1,...,0,, a;)'nin bir indirgemesidir. O zaman Lemma 3.1.10
‘den (vy,...,v.), (V1,...,0p, 04, ...,a5) = A'nm bir indirgemesi olur. Ayrica v;’lerin
(v1,...,v,) nin minimal tabam oldugunu biliyoruz. Boylece minimal taban elemanlar
analitik bagimsiz olacagindan Teorem 3.3.19’den (vy, ..., v,) ideali ana idealdir. Sonug

3.4.18 ’den (vq,...,v,) A'min bir minimal indirgemesi olur. ]
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Bolum 4

Modiil Indirgemeleri

4.1 Rees Deger Fonksiyonlar: ve Integral Kapams

R herhangi bir halka ve I, R'nin bir ideali olsun. V; : R — Ny U {0}, her z € R
igin x € I\ I"*! olacak sekilde bir n > 0 tamsayis1 varsa Vi(z) = n, aksi halde (yani

& € Npso 1" ise) Vi(x) = oo geklinde taniml bir fonksiyon olsun.

Omerme 4.1.1. /5, Proposition 11.1] R herhangi bir halka ve I, R’nin bir ideali olsun.

z € R alalvm. O zaman

_ Vi(x™
Vi(z) = lim S
n—oo n
Vi (2"
limiti vardwr. (lim,,_,o. —— limiti sonsuz da olabilir.)
n
. Vi(z") . R, N

Kanit. a = limsup olsun. b < a ve d < lolsun. Eger yeterince biiytik n degerleri
Vi) . o o :
icin > 0b oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir, ¢iinkii buarada b, a’ya ¢ da

n
1’e istenildigi kadar yakin secilebilir.

m

b < a oldugundan

> b olacak gekilde m tamsayisi vardir. ;
m

sekilde bir [ tamsayisi segelim. n > Im olsun. km < n < (k + 1)m olacak sekilde k

1 > § olacak

tamsayis1t vardir. Dikkat edilirse k& > [’dir. Buna gore > § olur. Vi(z™) > mb

k+1
oldugundan

Vi(z™) > Vi(z"™) > kVi(z™) > kmb

elde edilir. n < (k + 1)m oldugundan

Vi(z™) kmb k )
n >m(k:+1)_k+1 -

bulunur. Boylece kanit tamamlanir. O]
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Onerme 4.1.2. [5, Proposition 11.2] k > 0 bir tamsay olsun. © € I* ise o zaman
Vi(z) > k’dwr. Eger Vi(z) > k ise x € I* olur-.

Kamit. x € I* olsun. O zaman

x5+1+a1x3+...+a5+1 =0
olacak sekilde a; € I* vardir. Kolayca goriilebilir ki m > s + 1 ise 2™ € I~ Buna
gore

Vi(z™) - (m — s)k

m - m

olur. m — oo iken V(z) > k bulunur.

Vi(z")

> k olur.

Simdi V7(z) > k olsun. Buna gore yeterince biiyiik n degerleri icin
n
Buna gore Vi(2") > nk ve buradan da 2" € I"*elde edilir. Boylece 2™ + 0.2" 1 + ... +

0.7 + (—a™) = 0 yazilirsa = € I¥ olmas1 gerektigi goriiliir. O

Daha sonra gosterecegimiz gibi R Noether halka iken V;(z) = k oldugu zaman da
z € I* olmaktadir.

Lemma 4.1.3. [5, Lemma 11.3] R bir Krull bélgesi ve I = uR bir temel ideal olsun.
Py, ..., P.u’yu igeren biitun rank: 1 olan asal idealler ve vy, ..., v, siraswyla Rp,, ... Rp,

r

kesikli deger halkalarinin belirledigi kesikli deger fonksiyonlar: olsun. e; = v;(u)(i =

1,...,r) olsun. O zaman her x € R igin
_ vi(x)
Vi(x) = min ci=1,...,r.
€;
i) “
Kamit. a = min ci=1,...,7p ve Vi(z) = k olsun. Oncelikle a — 1 < k < a
€;

oldugunu gosterecegiz. * € I* = u*R oldugundan v;(x) > v;(u*) = ke; ve buradan
a > k elde edilir. Simdi @ — 1 < m < a olacak gekilde bir tamsay1 alalim. Buna gore
vi(u™) = me; < ae; < vi(x); yani x € W™ R = I™ olur. Dolaywsiyla k = Vi(x) > m >
a — 1 elde edilir. Boylece a — 1 < k < a oldugu kanitlanir. Bunu 2" i¢in uygularsak

vi(2™) = nv;(z) oldugunu da diigtinerek, na — 1 < Vi(z™) < na elde edilir. Boylece

Vi(2")
a——< <a
n n
N . 1(2") . o
ve buradan n — oo iken limit alinirsa lim,,,,, —— = a elde edilir. Bagka bir deyisle
_ n
Vi(z) = a'dir. O
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Lemma 4.1.4. [5, Lemma 11.4] I, herhangi bir R tamlik bolgesinin bir ideali ve T,
R nin bir integral genislemesi olsun. J = IT olsun. O zaman her x € R i¢in V() =

V j(x) 'dir.

Kamit. I™ C J" oldugundan Vi (z) < V j(z) olur. Ters esitsizligi gostermek icin énce
J*NR C I" oldugunu gosterecegiz. Bunun icin y € J*NR alalim. y = a1t; +. ..+ amtm
olacak sekilde a; € I"t; € T vardir. wy,...,wx , Ty = Rlty,...,t,)nin R—modiil

olarak tiretecleri olsun.
yw; = ay (wit1) + ... + ap, (wjt,) € I"Ty

oldugundan

yw; = bﬂwl + ..+ bjkwk

olacak sekilde bj; € I" vardir.B = {bﬂ}, k x k matrisi olsun. Buna gore

wq
(B=yl)| :]|=0

W

olacagindan det (B — yI) = 0 olur. Fakat det (B —yI) = (—=1)*y* + byy* ' + ... + by,
olacak sekilde b; € I"™ bulunabileceginden tanim geregi y € I"olur. Béylece J*"NR C I™
elde edilir.

Simdi 8 < V() olacak sekilde bir 8 > 0 rasyonel sayis1 alahm. V;(z") > n8 ve
nf € 7Z olacak sekilde yeterince biiyiik (sonsuz) n degeri bulunabilir. Buna goére, bu
n degerleri icin 2" € J** N R C I8 ve buradan da V;(z") > nf elde edilir. Béylece
Vi(z) > B olur. B, V(z) e istenildigi kadar yakin alinabileceginden V(z) > V ;(z)

bulunur. Boylece kanit tamamlanir. O

R herhangi bir halka, I bir ideal ve ¢ bir degisken olsun. R [t,¢~!] halkasinin

1=—n

R [It,t‘l} = { Xn: at' :neN,a; € I"}

— @I (n<0=I"=R)

nez
seklinde tanimlanan alt halkasina I'nin genisletilmis Rees cebiri denir. Dikkat edilirse

her m > 0 tamsayisi icin t ™R [It,t~'] N R = [™dir.

Teorem 4.1.5. [5, Proposition 11.5] R bir Noether tamlik bolgesi, I bir ideal, S =
R[It,t ] veu =t~1 olsun. S, S 'nin kesirler cismi i¢indeki integral kapanisi, Py, ..., P,

S’nin u’yu iceren ve ranky 1 olan asal idealleri ve vy, . .., v, , siraswyla Sp, kesikli deger
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halkalarinin belirledigi kesikli deger fonksiyonlar: olsun. Heri =1,... 7 i¢in e; = v;(u)

denirse o zaman her x € R icin

Vi(z) :min{vi(x) = 1,...,r}

olur.

Kanit. Her m > 0 igin «S N R = I"™ oldugundan, her n > 0 i¢in V;(z") = V,s(z")
olur. Boylece V(z) = V,s(x) elde edilir. Lemma 4.1.4 ’dan dolay1 da V(z) =V z(z)

yazabiliriz. S bir Krull bélgesi olacagindan Lemma 4.1.3’dan kanit tamamlanir. [

Sonug 4.1.6. [5, Corollary 11.6] R bir Noether tamlik bélgesi ve I bir ideal olsun. O

zaman her k > 0 tamsayist i¢in © € IF ancak ve ancak Vi(z) > k’dur.

Kamit. Daha énce verdigimiz énermeden dolayr Vi(z) = k iken z € T* olmast ge-
rektigini gostermek yeterlidir. Yukaridaki teoremin gosterimlerini kullanirsak her ¢ =
1,...,7icinv;(z) > e;k = v;(u*) olur. Dolayisiyla x € u*SNR olur. Fakat u*SNR = I*

oldugundan istenen elde edilir. O]

R bir Noether tamlik bolgesi ve K, R’'nin kesirler cismi olsun./ ftizerindeki her
kesikli deger fonksiyonu v igin O,, v'nin deger halkasim gostersin. Yani O, = {0} U
{z € K* : v(x) > 0} olsun. Ayrica I', R C O,, ozelligini saglayan K itizerindeki biittin v

kesikli deger fonksiyonlarinin kiimesi olsun. Buna gore asagidaki énermeyi verebiliriz.

Onerme 4.1.7. R bir Noether tamlik bilgesi ve K, R nin kesirler cismi olsun. Asagidakiler
saglanar:
(i) x € R olsun. x, I tzerinde integraldir ancak ve ancak herv € T igin x € 10, dir.
(it) J C I, R’nin iki ideali olsun. J, I’'mn bir indirgemesidir ancak ve ancak her
v el i¢in JO, = 10, dir.

Kamt. (i) Once x, I {izerinde integral olsun. Bu durumda zt, R [It] iizerinde, dolay-
siyla da O, [IO,t] tizerinde integraldir. O, bir temel ideal bolgesi oldugundan 70, tek
bir elemanla tiretilebilir. Dolayisiyla O, [IO,t], O, tizerinde tek degigkenli polinom hal-
kasina izomorf olacagindan integral kapalidir. Buna gore xt € O, [[O,t]; yani z € 10,
olur.

Simdi x, I tizerinde integral olmasm. Bu durumda zt de R [It] tzerinde integral
degildir. Mori-Nagata Teoremine gore R [It] halkasinin R (t) igindeki integral kapanisi
baz1 kesikli deger halkalarinin arakesiti olarak yazilabileceginden K (t) iizerinde Gyle
bir w kesikli deger fonksiyonu bulunabilir ki w, R [It] tizerinde pozitif degerler alirken
w(zt) < 0'dir. v = w |k olsun. Buna gore v, K tizerinde bir kesikli deger fonksiyonudur.

z ¢ 10, oldugunu gosterirsek (i)’nin kanit1 tamamlanmig olur. Kabul edelim ki z €
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10, olsun. O zaman x = a1y1 +. . . + G, Ym olacak sekilde aq,...,a, € I ve y1,...ym €

O, vardir. Buna gore

w(z) =v(z) = v(ay + ... + anlym) > v(ay;)

olacak sekilde ¢+ = 1,..., m vardir. Fakat bu durumda

elde edilir ki bu bir celigkidir. O

4.2 Bir Modiiliin Indirgemesi ve Bir Alt Modiil Uze-
rinde Integral Bagimlilik

R bir Noether halka ve P, ..., P, , R'nin minimal asal idealleri olsun. R; ile R'nin P;
ile yerellestirmesini ve K ile de R;’'nin rezidii cismini yani R/P;'nin kesirler cismini
gosterelim.

L, M sonlu iiretilmis R—modiiller ve M, L’nin bir alt modiilii olsun. O zaman
R; ®p M de R; ®g L'nin bir alt modiludir. W; := K; ®g L ve K; ® M'nin W;
icindeki gortinttstiine de V; diyelim. x;, L;, M; de swasiyla x, L, M'nin L — W; |
M — V; , x — 1®pgx doniistimleri altindaki gortintiileri olsun. O zaman her j i¢in

M; , L;/nin bir alt modiili olur.

Tanim 4.2.1. z € L olsun. Eger her j ve K;’deki v(z) > 0 (Vz € R;) olacak gekildeki
her v kesikli deger fonksiyonu icin z; € O,M; oluyorsa z’e M iizerinde integraldir
denir.

Aksi belirtilmedikge genelligi bozmadan R bir tamlik bolgesi ve L, M modiillerini
de burulmasiz modiiller alarak iglemlerimize devam edecegiz. j’yi sabit tutarak L ve
M ile bunlarin W ve V igindeki goriintiilerini gosterelim ve V’yi de W nin bir alt uzayi
olarak diigiinelim.

Simdi bir x € L i¢in x, M iizerinde integral ise x € V' oldugu aciktir. L = M + Rx
olarak alalim. V'nin M {izerinde integral olan elemanlarinin kiimesi bir R—modiil olur.

Bu modiilii M ile gosterecegiz. Ayrica M sonlu iiretilmis olmak zorunda degildir.

Lemma 4.2.2. [9, Lemma 1.1] M # 0 olsun. M sonlu tiretilmistir ancak ve ancak

R'nin K daki integral kapanist olan R bir sonlu tiretilmis R—modiildiir.
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Kanit. 0 # o € M alahm. O zaman M, R'ye R—modiil olarak izomorf bir Rz alt
modiiliinii icerir. Buradan M sonlu R—modiil ise R de sonlu olur.

Tersi igin R bir sonlu R—modiil olsun. M+ := Homgp(M,R) , V' := Homg(V, K)
diyelim. V ile V** ’y1 ve V'nin sonlu tiretilmis R—alt modiilleri ile de M ™*’y1 tanim-
layalim. Simdi bir g € M™ alalim. O zaman p , V't da tek tiirlii belirli bir elemana
genisletilebilir. Bu elemam da p ile gosterelim. 2 € M olsun. O zaman O,, K’daki
v(z) > 0, (z € R) olacak sekildeki bir v kesikli deger fonksiyonunun deger halkasi ol-
mak ise v(z) € O,R’dir. Ancak O, halkalarimin arakesiti R oldugundan u(z) € R ve
buradan da z € M+ elde ederiz ve buradan da M, M+ nm bir alt modiilii oldugun-

dan sonlu iretilmis oldugu bulunur. O

Tanim 4.2.3. N, M ’'nin bir alt modiilii olsun. Eger M nin her elemani1 N iizerinde
integral ise N ‘ye M 'nin bir indirgemesi denir ve biz bunu N <,,; M ile gosterecegiz.
Ayrica K iizerindeki v(z) > 0, (z € R) olacak sekildeki her v kesikli deger fonksiyonu
icin O,M = O, N saglanir.

Sonug 4.2.4. M, L’nin ve N de M nin bir alt modili olsun. O zaman N <;,q L

ancak ve ancak M <;,q L ve N <;,q M saglanar.

Simdi modiillerin indirgemesini bagka bir yonden ele alalim. M bir sonlu tretilmis
R—modil ve N, M’nin bir alt modiili olsun. E(M) ve E(N) ile M ve N'nin (R iize-
rinde), harici cebirlerinin F (V') igindeki kanonik gériintiileri kastedilsin. M nin ranki
yani V’nin boyutu r ise o zaman E(V)'nin i > r olacak sekildeki E*(V') bilegenleri sifir
ve E"(V)'nin boyutu 1'dir. Buradan E"(M) ranki 1 olan burulmasiz bir R—modiildiir
ve R'nin bir I idealine R—modiil (dolayisiyla da alt modil) olarak izomorftur. Ay-
rica E"(N) de I'da kapsanan bir J idealine bir izomorfizmayla eglenebilir. Buna gore

agagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 4.2.5. [9, Theorem 1.2] N <;,qa M ancak ve ancak J g 1.

Kanst. Oncelikle N, M'nin bir indirgemesi olsun. O zaman uygun bir v icin O,M =
O, N’dir ve buradan O,I = O, J olacagindan J'nin I'nin bir indirgemesi oldugunu elde
ederiz.

Simdi J, I'nin bir indirgemesi olsun ve N, M’ nin bir indirgemesi olmasin. O zaman
O,M # O,N olacak sgekilde bir v segebiliriz. O,M,O,N sonlu iiretilmis, burulmasiz,
K DH—modiilleri ayn1 zamanda O, iizerinde free modiiller olur. Simdi eger N ranki
M’den kiigtik olan bir modiil ise o zaman E"(N) = 0 ve E"(M) # 0 ’dir. Buradan
J = 0 bulunur ve I'nin bir indirgemesi olmaz. O halde N ve M ayni ranka sahiptir.
Bu durumda O,M’ nin bir uq,...,u, tabanim secebiliriz oyleki P, O,’nin maksimal
idealinin bir iireteci olmak iizere N'nin bir P™Wyy, ..., P™Mqy, tabam vardir. O, N #
O, M oldugundan bu m(j) tamsayilarindan en az biri sifirdan biiytktir. Dolayisiyla
m = Y. m(j) > 0 olmak tizere JO, = P™IO,, olur ki bu J'nin ['nin bir indirgemesi
olusuyla ¢eligir. O halde N <;,4 M elde edilir. m
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Tanim 4.2.6. M bir burulmasiz R—modiil ve T' bir kademeli R—cebir olsun. Eger,
(i) T, Ty’in elemanlar ile iiretilen sonlu tretilmig bir R—modtldir.
(i) To =R, Ty =M
(iii) Uygun bir v i¢in O, T kesirler cismi iginde integral kapaldir.
saglanirsa T7ye M icin bir test bolgesi denir.

Teorem 4.2.7. [9, Theorem 1.3] T', M ig¢in bir test bilgesi ve V,, de KT, vektor uzayn
olsun. O zaman T , T 'nin kesirler cismi icindeki integral kapanisi ise T kademeli hal-
kasinan T, modiiliinin V,, deki elemanlarla cakisan n dereceli elemanlar T}, 'ye integral

bagimlidar.

Kanit. T kademelidir. Her v icin O,T integral kapal oldugundan her v icin T O,T
de kapsanir ve buradan x € T,,, O,T,, de kapsanir. Dolayisiyla x eleman1 7T}, iizerinde
integral olur.

Tersi i¢in bir x € V,, alalim 6yleki x, T' iizerinde integral olmasin. O zaman 7T nin
kesirler cisminde bir w kesikli deger fonksiyonu vardir (w(z) > 0,z € T') dyleki w(z) < 0
‘dir. v,w’nin K’ya kisitlamasi olsun. O zaman v sifirdan farkli degerli olmahidir aksi
takdirde w(x) > 0 olur. Buradan O,T,,, O,’de kapsamr ve z’i igermez. Dolayisiyla z,

T,, izerinde integral olmaz. [

Lemma 4.2.8. [9, Lemma 1.4] O,T 'nin kesirler cismi i¢inde integral kapaly olmasi
icin asaqidakiler gereklidir.
(i) KT kesirler cismi i¢inde integral kapalidur.

(7i) p, Oy nin maksimal idealinin ireteci ise o zaman pO,T asaldar.

Kanit. R = O, ve T yerine de O,T alabiliriz. x, T’ye integral bagimli olsun. O zaman
(i1)’den x € KT'dir. Buradan p"z € T olacak sekilde bir r segebiliriz. 7’yi minimal
segelim. r < 0 oldugunu gostermeliyiz. » > 0 oldugunu varsayalim. O zaman p"z ¢
pT’dir. Ancak x, T iizerinde integral oldugundan p"z € p™T 'dir ve dolayisiyla p™z € pT
ve pT asal oldugundan p"x € pT elde ederiz ki bu bir celigkidir. Yani r» < 0’dir. O

Simdi M icin genel test bolgesi tanimina geri donelim. Bu yapit M nin simetrik
cebiri olan SympgrM'nin SymgV simetrik cebiri igindeki gorintisidir. (Burada K
tizerinde V = KM aliyoruz.) Ayrica B, SymgrM 'nin R ile arakesiti (0) ideali olan
tek tiirlit belirli bir minimal asal ideali olmak tizere Sympg(M/B) ’yi tammlayabiliriz.
Symp(M/B)yi S(M) ile gosterelim. N, M’'nin bir alt modiilii ise o zaman S(NNV) de
S(M)'nin bir alt halkasidir.

Asgagidaki teoremle S(M)nin M igin bir test bolgesi olacagini gosterecegiz.
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Teorem 4.2.9. [9, Theorem 1.5] M bir sonlu tretilmis R—modil ve N de M 'nin
KN = KM =V olacak sekilde bir alt modiilii olsun. O zaman asagidakiler saglanar.
(1) S(M), M igin bir test bolgesidir.
(i) N, M "nin bir indirgemesidir ancak ve ancak NS(M), S(M) nin bir ilgili olma-

yan idealidir.

Kanat. (i) O,S(M)’nin kesirler cismi i¢inde integral kapali oldugunu gostermek yeterli
olacaktir. Xy, ..., X,, degiskenler olmak tizere O,S(M), O, [X1, ..., X;n]'ye izomorf ve
M’nin ranki m oldugundan istenen elde edilir.

(ii) S(M), S(N)'nin M’nin elemanlar: ile tiretilen bir sonlu genislemesi ve S(N),
N i¢in bir test bolgesi oldugundan M’'nin elemanlar1 N iizerinde integraldir integral
ancak ve ancak S(M) bir sonlu S(/N)—modildir. Buradan N, M nin bir indirgemesidir
ancak ve ancak NS(M), S(M)’nin bir ilgili olmayan idealidir. O
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Boliim 5
Sonuclar

Tez calismamizda Degismeli Cebirde ideallerin kuvvetlerinin biyiidiikce iyilestiginin
anlagilmasi tizerine yapilan bir ¢ok 6nemli ¢aligmadan biri olan Hilbert-Samuel Po-
linomlarindan yararlanarak bir idealin ¢okkatliligi kavramimi agikladik. Bu kavram
ideallerin anlagilmasi iizerine pek cok parametre sundugundan énemlidir. Ideallerin
cokkathlik degismezini bozmadan bazi gereksiz elemanlarini eleyerek daha basit bir
formu olan ideal indirgemelerini agiklayarak temel 6zelliklerine degindik. Daha sonra
yerel halkalarda bir ideal i¢in analitik yayilim kavramini tamimlayip bu kavramin ide-
alin minimal indirgemelerinin minimal tabanlarindaki eleman sayisina egit oldugunu
gosterdik. Bunu takiben analitik bagimhilik kavramini tanimladiktan sonra bir A ideali
tizerinde integral olan biitiin elemanlarin kiimesinin yani A'nin ashnda fl’ya esit oldu-
gunu gordiik. Son olarak kesikli deger fonksiyonlar1 ve Rees-Deger fonksiyonlarindan
faydalanarak idealler iizerinde tanimladigimiz indirgeme tanimini modiillere geniglete-
rek modiil indirgemelerini acikladik. Aslinda modiil indirgemesi tanimi yapilirken temel

olarak faydalandigimiz yapimin modiillerin integral kapanisi oldugunu gosterdik.
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