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Tez Danışmanı: Doç. Dr. Bülent SARAÇ

Haziran 2017

Değişmeli Cebirde ideallerin nasıl geliştiğinin anlaşılması üzerine pek çok önemli
çalışma yapılmış ve halen de yapılmaya devam etmektedir. Bu yöndeki araştırmaların
en temel dayanaklarından biri Hilbert-Samuel Polinomlarıdır. Buna göre, (R,m) yerel
halkası ile bir m-asıl Q ideali verildiğinde yeterince büyük n tamsayıları için R/Qn mo-
dülünün uzunluğu tamsayı değerli bir polinom vermektedir. Bu polinomun katsayıları
rasyonel olup R ve Q ikilisini çalışmak için önemli parametreler sunmaktadır. Örneğin
bu polinomun derecesi d ise d = dimR ve başkatsayısının d! katı Q’nun R üzerindeki
çokkatlılığı dediğimiz ve Q hakkında pek çok bilgi sağlayan bir değişmezdir. Tezimizde,
bu değişmezi bozmadan, gereksiz bazı elemanlarını eleyerek idealler üzerinde çalışma-
mıza olanak sağlayan ve ideallerin analitik teorisi içinde pek çok uygulaması keşfedilmiş
olan “ideal indirgemelerini” inceleyeceğiz.

Tez çalışmamız dört bölümden oluşmaktadır. Birinci Bölümde, diğer bölümlerde
kullanılan Halka ve Modül Teorisi’nin temel kavramlarına ve sonuçlarına yer verilmiştir.

İkinci bölüme rasyonel sayılar cismi üzerindeki polinomların temel özellikleri ince-
lenerek başlanmaktadır. Daha sonra Z-kademeli modüllerin Hilbert Fonksiyonları ve
bunlar yardımıyla tanımlanan çokkatlılık kavramı ele alınarak ileride kullanılacak olan
ve bazı temel özellikler kanıtlanmaktadır.

Üçüncü bölüme, ideal indirgemelerinin tanım ve temel özellikleri ile minimal in-
dirgemelerin varlığı gösterilerek başlanmıştır. Daha sonra analitik yayılım kavramı ta-
nımlanmış ve bu kavramın minimal indirgemelerin minimal tabanlarının büyüklüğü ile
ilişkisi ortaya konmuştur. Bu bölümde son olarak bir idealin integral kapanışı kavramı
tanımlanmış ve ideal indirgemeleri ile olan yakın ilişkisi ortaya konmuştur.
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Son bölümde, ilk olarak, ideal indirgemelerinin modüllere genişletilebilmesi için ge-
rekli altyapıyı tesis etmek amacıyla Rees değer fonksiyonları üzerinde bazı önemli so-
nuçlar verilmiştir. Daha sonra modül indirgemeleri tanımlanmış ve bunlarla ilgili bazı
temel sonuçlar elde edilmiştir. Bunlar arasında, özel olarak, modül indirgemelerini ha-
rici ve simetrik cebirler yardımıyla açıklayabildiğimiz bazı sonuçlar bulunmaktadır.

Anahtar Kelimeler:Hilbert polinomu, Hilbert-Samuel polinomu, çokkatlılık, ideal
indirgemesi, minimal indirgeme, analitik yayılım, analitik bağımsızlık, integral kapanış,
kesikli değer halkası, Rees değer fonksiyonu, modül indirgemesi

ii



ABSTRACT

REDUCTIONS OF IDEALS AND MODULES

Merve AKIN

Master of Science, Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Bülent SARAÇ

June 2017

In Commutative Algebra, there have been numerous significant contributions for
understanding growth of ideals. Research in this direction is mostly based on the con-
cept of Hilbert-Samuel polynomials. In fact, given an m-primary ideal Q in a local ring
(R,m), the length of the R–module R/Qn is equal to an integer-valued polynomial for
sufficiently large n. This polynomial has rational coefficients which provide important
parameters for studying the pair R and Q. For instance, if the degree of this polynomial
is d, then dimR = d and d! times the leading coefficient (called the multiplicity of Q
on R) is a significant invariant that carry much information about Q. In this thesis, we
investigate reductions of ideals as a technique which has proved to have many applica-
tions in analytic theory of ideals and which enables us to study ideals by eliminating
some superfluous elements.

This thesis consists of four chapters. In the introductory chapter we give some
important notions and results on commutative rings and their modules which will be
used in the sequel.

In the second chapter, we start with some fundamental properties of polynomials
with rational coefficients. Then we study Hilbert polynomials of Z-graded modules as
well as the concept of multiplicity arising from Hilbert polynomials. Moreover, we prove
some important results related to Hilbert-Samuel polynomials and multiplicity which
will be crucial for the remaining part of the thesis.

In the third chapter, we begin with the definition and some basic properties of
reductions of ideals and prove the existence of minimal reductions. Next we define the
notion of analytic spread and give its relation with the extent of any minimal basis
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of minimal reductions. Finally in this chapter we define integral closure of ideals and
explore its close relation with reductions.

In the last chapter, firstly, in order to set the stage necessary for developping a
parallel theory of reductions for modules, we give some important results on Rees va-
luations. Then we define reductions of modules and prove some fundamental theorems.
Among them are two results by which we can explain reductions of modules in terms
of symmetric and exterior algebras.

Keywords: Hilbert polynomial, Hilbert-Samuel polynomial, multiplicity, reduction
of ideals, minimal reduction, analytic spread, analytical independence, integral closure,
discrete valuation ring, Rees valuations, reduction of modules.
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Bölüm 1

Ön Bilgiler

1.1 Genel Kavramlar

Tez çalışmamız halka, halka homomorfizması, ideal, bölüm halkası, modül, alt modül,
bölüm modülü gibi kavramları temel kavram olarak kullanmaktadır. Bu kavramlar ile
ilgili detaylı bilgilere hemen hemen tüm lisans ve lisansüstü cebir kitaplarında rastla-
nabilir. Tez çalışmamız boyunca ele alacağımız halkalar, aksi belirtilmedikçe, birimli
ve değişmeli, modüller ise üniter olacaktır. Ayrıca halka elemanlarının modül eleman-
ları üzerine etkisi soldan çarpma biçiminde gösterilecektir. Genel olarak bir halkayı R
şeklinde göstereceğiz. Dolayısıyla tez çalışmamız boyunca R ile, birimli ve değişmeli
olan herhangi bir halka ifade edilecek, R üzerindeki modüller ile de, sol R–modüller
kastedilecektir. Ayrıca alt modül olma durumu ≤ simgesi ile gösterilecektir.

Eğer bir R halkasının

I1 ⊆ I2 ⊆ . . . ⊆ In ⊆ In+1 ⊆ . . . ,

şeklindeki ideallerinin her artan zinciri için Im = Im+1 = Im+2 = · · · olacak şekilde bir
m pozitif tamsayısı bulunabiliyorsa; yani R’nin ideallerinin her artan zinciri belli bir
yerden sonra sabitleniyorsa, o zaman, R’ye bir Noether halka denir. Aynı tanımı R’nin
ideallerinin azalan zincirleri için yineleyecek olursak R halkasının Artin halka olma-
sını tanımlamış oluruz. R halkasının Noether halka olması ile tüm ideallerinin sonlu
üretilmiş olması denktir. İdeallerin artan veya azalan zincirleri üzerinden verdiğimiz
Noether ve Artin halka tanımlarını, modüller için, alt modüllerinin artan veya azalan
zincirleri üzerinden yinelersek, Noether ve Artin modül kavramlarını tanımlamış oluruz.
Kolayca görülebilir ki bir M modülü Noether modüldür ancak ve ancak M ’nin bütün
alt modülleri sonlu üretilmiştir ancak ve ancak M ’nin alt modüllerin boştan farklı her
kümesinin kapsama bağıntısına göre bir maksimal elemanı vardır.

R bir halka ve P , R’nin bir öz ideali olsun. Eğer her a, b ∈ R için ab ∈ P iken
a ∈ P ya da b ∈ P oluyorsa P idealine R’nin bir asal ideali denir. R halkasının tüm
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asal ideallerinin kümesini Spec(R) şeklinde göstereceğiz. I, R ’nin herhangi bir öz ideali
olsun. O zaman Zorn Lemmasının basit bir uygulaması sayesinde I’nın bir maksimal
ideal tarafından içerilebileceğini gösterebiliriz. Maksimal idealler birer asal ideal olaca-
ğından R’nin I’yı içeren en az bir asal ideali olacağı görülür. R’nin I idealini içeren
bütün asal ideallerinin ara kesiti olan ideale I’nın R içindeki radikali denir ve bu ideal
Rad I şeklinde gösterilir. Eğer I idealini içeren bütün asal ideallerin kümesini Var(I)
ile gösterirsek, Zorn Lemması sayesinde, Var(I) kümesinin kapsama bağıntısına göre
en az bir tane minimal elemanı olduğu gösterilebilir (bkz. [10, 3.52]). Var(I) kümesinin
minimal elemanlarına I’nın minimal asal idealleri denir. I’nın minimal asal ideallerinin
kümesini Min(I) ile göstereceğiz. Özel olarak sıfır idealinin minimal asal ideallerine R
halkasının minimal asal idealleri diyeceğiz ve bunların kümesini ise Min(R) ile göste-
receğiz. Kolayca görülebilir ki Rad I, I’nın minimal asal ideallerinin ara kesitine eşittir
(bkz. [10, 3.54]). Diğer taraftan eğer R bir Noether halka ve I, R’nin bir öz ideali ise
o zaman Min(I) kümesi sonludur.

Q, R’nin bir öz ideali olsun. Eğer her a, b ∈ R için ab ∈ Q iken a ∈ Q ya da
b ∈ RadQ oluyorsa Q idealine R’nin bir asıl ideali denir. Q, R’nin bir asıl ideali ise
P = RadQ ideali R’nin bir asal idealidir. Bu durumda Q idealine R’nin bir P -asıl ideali
denir. Buna göre asıl ideallerin radikalleri asal ideal olur. Fakat bunu tersi her zaman
doğru değildir. Yani radikali asal olan tüm idealler asıl ideal olmak zorunda değildir.
Ancak bu duruma bir istisna olarak, radikali maksimal ideal olan tüm ideallerin birer
asıl ideal olacağını söyleyebiliriz.

M bir R-modül ve S ⊆ M olsun. AnnR S = {r ∈ R : rs = 0, ∀s ∈ S} kümesine
S’nin R içindeki sıfırlayıcısı denir. Dikkat edilirse AnnR S, R’nin bir idealidir. Eğer S =
{s1, . . . , sn} ise AnnR S yerine kimi zaman AnnR(s1, . . . , sn) gösterimini kullanacağız.
Özel olarak S = {s} ise AnnR S = AnnR(s) yazacağız. Öte yandan N, M ’nin bir
alt modülü olmak üzere AnnR(M/N) idealini çoğu defa (N : M) şekline göstereceğiz.
Buna göre (N : M), her m ∈ M için rm ∈ N koşulunu sağlayan r ∈ R elemanlarının
kümesidir.

M bir R-modül ve Q,M ’nin bir öz alt modülü olsun. Eğer her r ∈ R ve m ∈M için
rm ∈ Q iken r ∈ Rad(Q : M) ya da m ∈ Q oluyorsa Q’ya M ’nin bir asıl alt modülü
denir. Q, M ’nin bir asıl alt modülü ise P = Rad(Q : M) ∈ Spec(R) olur. Bu durumda
Q’ya M ’nin bir P -asıl alt modülü denir. Bir N ≤ M ve Q1, . . . , Qn asıl alt modüller
olmak üzere

N = Q1 ∩ . . . ∩Qn, Rad(Qi : M) = Pi (*)

şeklindeki bir yazıma N ’nin M içindeki bir asıl ayrışımı denir. Bu durumda N alt
modülüne de M ’nin bir ayrışabilir alt modülü denir. Eğer (*) ile verilen asıl ayrışımda
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i 6= j iken Pi 6= Pj ve her i = 1, . . . , n için

Qi +
n⋂
j=1
j 6=i

Qj

oluyorsa bu asıl ayrışıma N ’nin bir normal asıl ayrışımı denir. Eğer N ’nin bir asıl ayrı-
şımı varsa bu ayrışım N ’nin bir normal asıl ayrışımına inceltilebilir. Ancak her zaman
alt modüllerin asıl ayrışıma sahip olmasını bekleyemeyiz (bkz. [10, 4.30]). Diğer taraf-
tan M bir Noether modül ise M ’nin her öz alt modülünün bir asıl ayrışımı (dolayısıyla
da bir normal asıl ayrışımı) bulunabilir. Eğer (∗) ayrışımı ile

N = Q′1 ∩ . . . ∩Q′m, Rad(Q′i : M) = P ′i , (**)

N ’nin iki normal asıl ayrışımı ise bu durumda n = m ve {P1, . . . , Pn} = {P ′1, . . . , P ′m}
olur. Ayrıca {P1, . . . , Pn} kümesinin kapsama bağıntısına göre minimal olan eleman-
larına karşılık gelen Qi ve Q′j terimleri eşittir. Diğer taraftan {P1, . . . , Pn} kümesinin
kapsama bağıntısına göre minimal olan elemanları (N : M) idealinin minimal asal
idealleri ile aynıdır.

R halkasının bir P asal idealini alalım. n ≥ 0 bir tamsayı olmak üzere eğer P ideali
ile başlayan ve kesin olarak azalan P ⊃ P1 ⊃ . . . ⊃ Pn asal ideal dizisi var ve bu dizi
daha fazla terim içeren başka bir asal ideal dizisine genişletilemez ise o zaman P asal
idealinin rankı n’dir denir ve rankP = n şeklinde gösterilir. Eğer her n tamsayısı için
n+ 1 terimli en az bir P ⊃ P1 ⊃ . . . ⊃ Pn asal ideal dizisi var ise o zaman rankP =∞
olarak tanımlanır. Dolayısıyla her asal idealin rankı tanımlıdır.

Bu tanımdan aşağıdaki sonuçlar elde edilebilir:

1. Bir P asal ideali için rankP = 0 ancak ve ancak P ideali halkanın minimal asal
idealidir.

2. Eğer P $ P ′ asal idealler ise o zaman rankP ≤ rankP ′ olur. Ayrıca eğer rankP <

∞ ise o zaman rankP < rankP ′ elde edilir.

Rank kavramını asal olmayan idealler için şu şekilde genişletebiliriz: Bir A öz ideali
için, A’nın rankı, P idealleri asal idealler olmak üzere

rankA = inf
P⊇A

rankP

eşitliği ile tanımlanır. Dikkat edilirse burada, P asal idealleri, A idealinin minimal asal
idealleri olarak da alınabilir. Kolayca görülebilir ki A, B öz idealler ve A ⊆ B ise o
zaman rankA ≤ rankB olur.

P , R’nin bir asal ideali ve n ≥ 0 bir tamsayı olsun. Eğer ilk terimi P olan ve kesin
olarak artan P ⊂ P1 ⊂ . . . ⊂ Pn şeklinde bir asal ideal dizisi var ve bu dizi, daha
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fazla terim içeren başka bir asal ideal dizisine genişletilemez ise o zaman n sayısına P
idealinin (Krull) boyutu denir ve bu durum dimP = n şeklinde yazılarak gösterilir.
Eğer her n ≥ 0 için P ⊂ P1 ⊂ . . . ⊂ Pn gibi en az bir asal ideal dizisi var ise o zaman
P ideali sonsuz boyutludur denir ve dimP =∞ yazılır. Dolayısıyla boyut kavramı her
P asal ideali için tanımlıdır.

Tanımdan aşağıdaki sonuçlar elde edebilir:

1. P asal ideali için dimP = 0 ancak ve ancak P ideali maksimaldir.

2. Eğer P $ P ′ asal idealler ise o zaman dimP ≥ dimP ′ olur. Ayrıca eğer dimP ′ <

∞ ise o zaman dimP > dimP ′ elde edilir.

Boyut kavramını asal olmayan idealler için şu şekilde genişletebiliriz: Bir A öz ideali
için, A’nın (Krull) boyutu, P idealleri asal idealler olmak üzere

dimA = sup
P⊇A

dimP

eşitliği ile tanımlanır. Dikkat edilirse burada P asal idealleri A idealinin minimal asal
idealleri olarak da alınabilir.

R halkasının boyutu, sıfır idealinin boyutu olarak tanımlanır ve dimR ile gösterilir.
E sıfırdan farklı bir R–modül olsun. O zaman E modülünün boyutu ile aslında

R/AnnRE halkasının boyutu kastedilir ve dimE ile gösterilir. Dolayısıyla eğer R
bir Noether halka ise P idealleri AnnRE idealinin minimal asal idealleri olmak üzere
dimE = max

P
(dimP ) yazılabilir.

1.2 Transandantlık Derecesi

E/F bir cisim genişlemesi ve S ⊆ E olsun.
υ : S −→ N sonlu desteğe sahip bir fonksiyon (yani sonlu tanesi hariç her s ∈ S

için υ(s) = 0) olsun.
M(υ)(S) :=

∏
x∈S

xυ(x)

gösterimini tanımlayalım. M(υ)(S) ifadesine S üzerinde bir monom denir. S’den N’ye
sonlu desteğe sahip bütün fonksiyonların kümesini N(S) şeklinde gösterelim. Eğer her
υ için a(υ) ∈ F ve sonlu tanesi hariç her υ için a(υ) = 0 olmak üzere

∑
υ∈N(S)

a(υ)M(υ)(S) = 0

sonlu toplamı şeklindeki bir eşitlik ancak her υ için a(υ) = 0 olması ile mümkün oluyorsa
o zaman S kümesine F üzerinde cebirsel bağımsızdır denir. E’nin F üzerinde cebirsel
bağımsız alt kümelerini, kapsama bağıntısına göre sıralarsak, Zorn lemmasının basit
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bir uygulaması ile maksimal cebirsel bağımsız alt kümeler seçebileceğimizi görebiliriz.
E’nin bu tür alt kümelerinin her birine E’nin F üzerindeki bir transandantlık tabanı
denir. Kolayca görülebilir ki S ⊆ E, F üzerinde bir transandantlık tabanıdır ancak ve
ancak E, F (S) üzerinde cebirseldir.

Teorem 1.2.1. E/F bir cisim genişlemesi ve S ⊆ E olsun. Eğer S, E’nin F üzerindeki
bir transandantlık tabanı ise o zaman E’nin F üzerindeki her transandantlık tabanı S
ile eş güçlüdür.

Tanım 1.2.2. E/F bir cisim genişlemesi olsun. E’nin F üzerindeki herhangi bir tran-
sandantlık tabanının kardinalitesine E’nin F üzerindeki transandantlık derecesi denir
ve tr.derFE biçiminde gösterilir.

Tanımdan kolayca görülebilir ki E, F üzerinde cebirseldir ancak ve ancak tr.derFE =
0 ’dır.

Tanım 1.2.3. R ⊆ S değişmeli halkaların bir genişlemesi ve S bir tamlık bölgesi olsun.
Q(R) ve Q(S), sırasıyla R ve S’nin kesirler cismi ise tr.derQ(R)Q(S), S’nin R üzerindeki
transandantlık derecesi şeklinde ifade edilir ve bu derece tr.derRS ile gösterilir.

Teorem 1.2.4. [3, Theorem B.2.5] R bir Noether halka ve S, R’nin bir genişlemesi
olsun. Kabul edelim ki S (dolayısıyla R) bir tamlık bölgesi olsun. Q ∈ Spec(S) ve
P = Q ∩R olsun. O zaman

rankQ+ tr.derK(P )K(Q) ≤ rankP + tr.derRS

olur. (Burada K(P ), R/P ’nin, K(Q) ise S/Q’nun kesirler cismidir.)

1.3 Kademeli Halkalar ve Kademeli Modüller

Tanım 1.3.1. Bir R halkasının alt gruplarının bir {Rn}n∈Z ailesi

(i) R = ⊕
nRn ve

(ii) her n,m tamsayısı için Rn·Rm ⊆ Rn+m

özelliklerini sağlıyorsa R halkasına bir Z-kademeli halka denir. Eğer her n < 0 tamsayısı
için Rn = 0 ise R’ye özel olarak bir negatif olmayan Z-kademeli halka denir.

Aslında kademeli halkalar daha genel bir biçimde, indeks kümesi Z yerine herhangi
bir sıralı yarı-grup alınarak tanımlanabilmektedir. Ancak tez çalışmamızda ele alınan
bütün kademeli halkalar Z-kademeli halkalar olacağından kademeli halka kavramını
daha genel bir düzlemde inceleme gereği duymayacağız. Bu nedenle tez çalışmamız
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boyunca, özellikle belirtilmese dahi, kademeli halka bahsi geçen her yerde kastedilen
Z-kademeli halkalar olacaktır.

Bir R halkası R0 = R ve n 6= 0 için Rn = 0 alınarak bir kademeli halka şeklinde
düşünülebilir, bu halkaya aşikar kademeli halka denir.

Tanım 1.3.2. R bir kademeli halka olmak üzere sıfırdan farklı bir x ∈ Rn elemanına
R’nin n dereceli homojen elemanı denir. Eğer x 6= 0 ve x = ∑

xn, homojen elemanların
tek türlü belirli sonlu toplamı şeklindeki yazımı ise sıfırdan farklı xn elemanlarına x’in
n dereceli homojen bileşeni denir.

n dereceli bir homojen elemanla m dereceli bir homojen elemanı çarparsak n + m

dereceli bir homojen eleman elde ederiz.

Açıklama 1.3.3. R = ⊕
Rn bir kademeli halka ise R0, R’nin bir alt halkasıdır. (dolayı-

sıyla 1 ∈ R0’dır.) ve her n tamsayısı için Rn bir R0-modüldür.

R = ⊕
Rn bir kademeli halka ve E bir R-modül olsun. E’nin elemanları R üzerinde

toplamaya göre bir grup oluşturur ki bu grubu E’nin toplamsal grubu ile isimlendiririz.
Şimdi buradan faydalanarak kademeli R-modül tanımını verelim.

Tanım 1.3.4. R = ⊕
Rn bir kademeli halka ve E bir R-modül olsun. E’nin toplamsal

grubunun alt gruplarının bir {En}n∈Z ailesi

1. E = ⊕
En ve

2. her n, m tamsayısı için Rn. Em ⊆ Em+n

özelliklerini sağlıyorsa E’ye bir kademeli R-modül denir.

Önerme 1.3.5. [7, Proposition 28] R = ⊕
Rn bir kademeli halka, E bir kademeli

R-modül ve K da E’nin bir alt modülü olsun. O zaman aşağıdaki durumlar denktir:
(i) K = ∑

n(En ∩K).
(ii) Eğer x ∈ K ise x’in homojen bileşenleri de K’nın elemanıdır.
(iii) K bir R-modül olarak homojen elemanlar tarafından üretilebilir.

E’nin Önerme 1.3.5’deki (i)-(iii) özelliklerini sağlayan K alt modülüne bir homojen
alt modül denir. Buradan yola çıkarak, R’yi kendi üzerinde bir kademeli R-modül olarak
düşünürsek, homojen ideal tanımını elde ederiz.

Tanım 1.3.6. A ideali R kademeli halkasının homojen elemanları tarafından üretili-
yorsa A’ ya R’nin bir homojen ideali denir.

Önerme 1.3.7. R bir kademeli halka ve {Ij}j∈Z R’nin homojen ideallerinin bir ailesi
olsun. O zaman ∑j Ij ve

⋂
j Ij idealleri de homojen olur.

Lemma 1.3.8. [4, Lemma 4.1] R bir kademeli halka veM bir Noether (Artin) kademeli
R-modül olsun. O zaman her n için Mn de bir Noether (Artin) R0-modüldür.
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Teorem 1.3.9. [4, Theorem 4.1] Bir R kademeli halkasının Noether olması için ge-
rekli ve yeterli koşul R0’ın Noether ve R’nin R0 üzerinde cebir olarak sonlu üretilmiş
olmasıdır.

Lemma 1.3.10. [4, Lemma 4.2] R bir kademeli halka ve M bir kademeli R-modül
olsun. O zaman M bir basit R-modüldür ancak ve ancak M bir basit R0-modüldür.

M bir R-modül olsun. M ’nin alt modüllerinin

M = M0 > M1 > · · · > Mn = 0 (1.3.1)

şeklinde, M ’de başlayıp 0’da biten ve kesin olarak azalan bir dizisi verilsin. Eğer her
i = 1, . . . , n için Mi−1/Mi bir basit R-modül ise (1.3.1) dizisine M ’nin bir kompozisyon
serisi denir.Mi−1/Mi bölümlerine ise kompozisyon serisinin kompozisyon faktörleri de-
nir. Her modül bir kompozisyon serisine sahip olmak zorunda değildir. Örneğin Z’nin
bir kompozisyon serisi yoktur çünkü Z’nin basit alt modülü yoktur. Aslında bir M
modülünün kompozisyon serisine sahip olması için gerek ve yeter koşul M ’nin hem
Noether hem de Artin modül olmasıdır (bkz. [1, Proposition 11.1]). Bir kompozisyon
serisine sahip olan bir M modülü için “sonlu uzunluğa sahiptir” diyeceğiz. Literatürde
Jordan-Hölder Teoremi olarak bilinen sonuç, M ’nin herhangi iki kompozisyon serisinin
aynı uzunlukta olması gerektiğini söylemektedir. Bu uzunluğa M ’nin uzunluğu diye-
ceğiz ve onu λ(M) ile göstereceğiz. Eğer M bir kompozisyon serisine sahip değilse o
zaman M ’nin uzunluğunu sonsuz olarak tanımlayacak ve λ(M) =∞ şeklinde yazaca-
ğız. Uzunluk kavramının sağladığı önemli özelliklerden biri de şu şekildedir: Eğer

0 //M ′ //M //M ′′ // 0

R-modüllerin bir kısa tam dizisi ise o zaman λ(M) = λ(M ′) + λ(M ′′) olur. Bunun bir
sonucu olarak da şu sonucu verebiliriz: M bir R-modül ve K ⊆ N olacak şekilde K,N
M ’nin alt modülleri olsun. O zaman

λ (M/K) = λ (M/N) + λ (N/K) .

Lemma 1.3.11. [4, Corollary 4.1] M bir kademeli R-modül ve {Mn}n∈Z M ’nin alt
modüllerinin bir ailesi olsun. O zaman M sonlu uzunluğa sahiptir ancak ve ancak ye-
terince büyük bütün n’ler için λ(Mn) = 0 dır.

Önerme 1.3.12. [7, Proposition 33, §2.13], [4, Lemma 5.2] R bir kademeli halka ve
P R’nin bir asal ideali olsun. P ∗ ile P ’deki homojen elemanların ürettiği homojen asal
ideali gösterelim. Buna göre aşağıdakiler sağlanır:

(i) P ∗, R’nin bir homojen asal idealidir.
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(ii) P , R’nin bir minimal asal ideali ise o zaman P homojendir.

(iii) Eğer P homojen değilse P ile P ∗arasında öz olarak kapsanan bir asal ideal yoktur.

P , R halkasının bir asal ideali olsun. Bu durumda S = R \ P kümesi R’nin bir
çarpımsal kapalı alt kümesidir. R’nin S çarpımsal kapalı alt kümesine göre kesirler
halkasını RP ile göstereceğiz. Buna göre RP tek maksimal ideali PRP olan bir yarı-
yerel halkadır. Eğer R Noether ise RP de Noether olacağından bu durumda RP bir
yerel halka olur. Diğer taraftan bir R-modül M verildiğinde M ’nin S ye göre kesirler
modülünü tanımlayabiliriz. Bu modülü de MP şeklinde göstereceğiz. Dikkat edilirse
MP bir RP -modüldür.

Sonuç 1.3.13. [4, Corollary 5.1] R bir kademeli halka ve M de sonlu üretilmiş bir
kademeli R-modül olsun. P , R’nin bir asal ideali olmak üzere kabul edelim ki MP 6= 0
ve P homojen olmasın. O zaman dimMP = dimMP ∗ + 1

Sonuç 1.3.14. [4, Corollary 5.2] R bir negatif olmayan Z-kademeli halka olsun. O
zaman dimR =maks{rank(m) | m bir homojen maksimal ideal}

Lemma 1.3.15. [4, Proposition 5.2] R bir kademeli halka, I, R’nin pozitif dereceli
homojen elemanlarının ürettiği homojen ideal ve P1, P2, . . . , Pn R’nin I’yı içermeyen
asal idealleri olsun. O zaman öyle bir x ∈ I vardır ki her i için x /∈ Pi’dir.

Lemma 1.3.16. [4, Lemma 5.3] R/m sonsuz olmak üzere (R,m) bir yerel halka,M bir
R-modül ve N1, N2, . . . , Ns de M ’nin alt modülleri olsun. Q alt modülünü ∀i = 1, . . . , s
için Ni’lerin hiç birinde kapsanmayacak şekilde alalım. O zaman öyle bir x ∈ Q vardır
ki her i(1 ≤ i ≤ s) için x /∈ Ni’dir.

Sonuç 1.3.17. [4, Corollary 5.3] R bir kademeli halka, (R0,m) bir yerel halka ve R0/m

sonsuz olsun. I’yı R ’nin aynı s dereceli homojen elemanlarıyla üretilen bir ideali ve
J1, J2,..., Jn’leri de R’nin I’yı kapsamayan idealleri olarak alalım. O zaman I’nın en az
bir homojen x elemanı vardır öyle ki der(x) = s ve her i(1 ≤ i ≤ n) için x /∈ Ji’dir.

Sonuç 1.3.18. [4, Corollary 5.4] R bir negatif olmayan Noether Z-kademeli halka,
R0 Artin yerel halka ve m, R’nin dimR = rank(m) = d olacak şekilde bir homo-
jen maksimal ideali olsun. O zaman m = Rad (w1, . . . , wd) olacak şekilde homojen
w1, . . . , wd ∈ R+ = ⊕

n>0 Rn elemanları vardır. Ek olarak R = R0 [R1] ve R0 ’ın rezidü
cismi sonsuz ise w1, . . . , wd ∈ R1 seçebiliriz.

Çeşitli Özel Kademeli Halkalar

R bir değişmeli halka ve I R’de bir ideal olsun. I ile ilişkili kademeli halka adını
verdiğimiz grI(R) halkası şu şekilde tanımlanmaktadır:

grI(R) = R/I ⊕ I/I2 ⊕ I2/I3 ⊕ · · · .
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grI(R) halkası bir negatif olmayan Z-kademeli halkadır. Eğer R bir Noether halka ise
grI(R) halkası da Noether olur. Ayrıca I = (a1, . . . , at) ve her i = 1, . . . , t için ai, ai
elemanın I/I2 içindeki doğal görüntüsü ise

grI(R) = (R/I) [a1, . . . , at]

yazılabilir. Yani grI(R) halkası, 1. dereceden homojen elemanlar tarafından üretilen
bir (R/I)-cebiri olur.

R herhangi bir değişmeli halka ve t, R üzerinde bir değişken olsun. I, R’nin bir
ideali ise I’nın Rees cebiri, R [t]’nin

R[It] =
{

n∑
i=0

ait
i : n ∈ N, ai ∈ I i, i = 0, 1, . . . , n

}

=
⊕
n≥0

Intn

şeklinde tanımlanan alt halkasıdır. Dikkat edilirse R [It], R [t] polinom halkasının bir
kademeli alt halkasıdır ve Önerme 1.3.5’den dolayı IR[It] ideali de R[It]’nin bir homo-
jen idealidir. Buna göreR[It]/IR[It] halkası bir kademeli halkadır. AslındaR[It]/IR[It]
kademeli halkası, grI(R) = ⊕

n≥0 I
n/In+1 kademeli halkasına izomorftur.

J , R’nin bir ideali ise J ⊆ JR [It]∩R ⊆ JR [t]∩R = J olacağından JR [It]∩R = J

bulunur. Ayrıca

R/J ↪→
R [It]

JR [t] ∩R [It] ↪→
R [t]
JR [t]

ve
R [It]

JR [t] ∩R [It]
∼=
R

J

I + J

J
t


olur.

Q ∈ Min(R [It]) olsun. R [It] bir kademeli halka olduğundan Q, R [It]’nin bir homo-
jen idealidir. Buna göre Q = ⊕

n≥0(Q∩ In)tn yazılabilir. Q∩R ∈ Spec(R) olduğundan
P ⊆ Q∩R olacak şekilde P ∈ Min(R) vardır. Her n ≥ 0 tamsayısı için P ∩In ⊆ Q∩In

olacağından PR [t]∩R [It] ⊆ Q bulunur. Q’nun minimal oluşundan Q = PR [t]∩R [It]
ve P = Q ∩R elde edilir. Dolayısıyla R [It]’nin minimal asal ideallerinin kümesi

{PR [t] ∩R [It] : P ∈ Min(R)}

şeklindedir. Böylece

dimR [It] = sup

dim
R
P

I + P

P
t

 : P ∈ Min(R)


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yazılabilir. Buna göre eğer I,R’nin bütün minimal asal ideallerinin içindeyse dimR [It] =
dimR olur. Şimdi kabul edelim ki bir P ∈ Min(R) için I * P ve dimR/P = dimR

olsun. (Buradan itibaren, alt bölümün sonuna kadar R’yi Noether kabul edeceğiz.)

dim
R
P

I + P

P
t

 = dimR + 1

olduğunu göstereceğiz. Bunun için genelliği bozmadan R’yi bir tamlık bölgesi ve I 6= 0
alabiliriz. Bu durumda dimR [It] = dimR + 1 eşitliğini elde etmek istiyoruz. R’nin
kesirler cismi k olsun. Buna göre R [It]’nin kesirler cismi k(t) cismidir. Dolayısıyla,
Teorem 1.2.4’den dolayı, R [It]’nin her Q asal ideali için

rankQ ≤ rank(Q ∩R) + tr.derRR[It]

= rank(Q ∩R) + tr.derkk(t)

= rank(Q ∩R) + 1

olur. Böylece dimR [It] ≤ dimR + 1 bulunur. Şimdi P0 = ItR [It] olsun. Açıktır ki
P0 ∈ Spec(R [It]) ve P0 ∩ R = 0’dır. (It ⊆ P0, rankP0 > 0 ve R[It]/P0 ∼= R.) Buna
göre dimR [It] ≥ dimR + 1 olur. Böylece R Noether ise

dimR[It] =

dimR + 1, I * P ve dimR/P = dimR olacak şekilde P ∈ Min(R) var

dimR, diğer durumlarda

olduğu gösterilmiş olur. Özel olarak

dim
 R [It]
IR [It]

 ≤ dimR + 1

olduğu görülür. Şimdi eşitliğin sağlandığını kabul edelim. Bu durumda IR [It] ⊆ Q ve
dim (R[It]/Q) = dimR+ 1 olacak şekilde Q ∈ Min(R [It]) vardır. Q∩R = P olsun. O
zaman P ∈ Min(R)’dir. Q homojen olduğundan

Q =
⊕
n≥0

(Q ∩ In)tn =
⊕
n≥0

(P ∩ In)tn = PR [t] ∩R [It]

olur. IR [It] = ⊕
n≥0 I

n+1tn ⊆ Q olduğundan I ⊆ P elde edilir. Fakat bu durumda

R [It]
Q
∼=
R

P

P + I

P
t

 =
R

P

olacağından dim (R[It]/Q) ≤ dimR elde edilir. Bu ise kabulümüz ile çelişir. Dolayısıyla
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dim (gr(R)) = dim
 R [It]
IR [It]

 ≤ dimR bulunur.

Şimdi (R,m) bir yerel halka ve I, R’nin bir ideali olsun. m’nin elemanları R[It]
halkasında homojen olduğundan Önerme 1.3.5 gereğince mR[It], R[It]’nin bir homojen
ideali olur. Dolayısıyla

FI(R) = R[It]/mR[It]

bölüm halkası bir kademeli halka olur. FI(R) kademeli halkasına I’nın fiber konisi adı
verilir. Dikkat edilirse

FI(R) ∼=
R

m
⊕

I

mI
⊕

I2

mI2 ⊕
I3

mI3 ⊕ · · ·

∼= grI(R)/m.grI(R)

izomorfizmaları vardır.

1.4 Noether Halkalar

Önerme 1.4.1. R bir Artin (Noether) halka ve M bir sonlu üretilmiş R-modül ise M
de bir Artin (Noether) R-modüldür.

M aşikar olmayan bir R-modül olsun. Kabul edelim ki S, M ’nin bir üreteç kümesi
olsun. Yani M ’nin her elemanı S’nin elemanlarının R-üzerindeki bir doğrusal birleşimi
olarak yazılabiliyor olsun. EğerM , S’nin hiçbir öz alt kümesi tarafından üretilemiyorsa
o zaman S kümesine M ’nin bir minimal üreteç kümesi denir. Her modülün bir mini-
mal üreteç kümesi vardır çünkü her üreteç kümesi bir minimal üreteç kümesi içerir.
Eğer M sonlu üretilmiş bir modül ise sonlu bir minimal üreteç kümesine de sahip ola-
caktır. Eğer R bir cisim ise M bir vektör uzayı olur ve bu durumda M ’nin minimal
üreteç kümeleri R-üzerindeki tabanlarından başkası değildir. Buna göre vektör uzay-
larında minimal üreteç kümelerinin kardinaliteleri aynıdır. Fakat R cisim değilse bu
durum herhangi bir R-modül için doğru olmak zorunda değildir. Örneğin R = Z ve
M = Z6 alınırsa {1} ve {2, 3} kümeleri M ’nin birer minimal üreteç kümesi olmasına
rağmen aynı sayıda elemana sahip değildir. Aşağıdaki teorem, vektör uzaylarının mini-
mal üreteç kümeleri için sahip olduğu değişmezlik özelliğinin yerel halkalar üzerindeki
sonlu üretilmiş modüller tarafından da paylaşıldığını göstermesi açısından önemli bir
sonuçtur.

Teorem 1.4.2. [10, Proposition 9.3] (R,m) bir yerel halka ve G bir sonlu üretilmiş
R-modül olsun. O zaman {g1, . . . , gm}, G’nin bir minimal üreteç kümesidir ancak ve
ancak {g1 + mG, . . . , gm + mG} kümesi G/mG uzayının bir bazıdır.
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Tanım 1.4.3. R bir yarı-yerel halka ve m1,m2, . . . ,ms ’ler de R ’nin tüm maksimal
idealleri olsun. R’nin bir B idealini alalım. Eğer bir k ∈ Z için

(m1 ∩m2 ∩ . . . ∩ms)k ⊆ B ⊆ m1 ∩m2 ∩ . . . ∩ms

sağlanıyorsa B ’ye R’nin tanım ideali denir.

Kolayca görülebilir ki B’nin tanım ideali olması aşağıdakilerle denktir:
(i) RadB = m1 ∩m2 ∩ . . . ∩ms.
(ii) B ’nin minimal asal idealleri m1,m2, . . . ,ms ’dir.

Teorem 1.4.4. [7, Theorem 23, §4.9] R bir yarı-yerel halka ve dimR = d (d ≥ 0)
olsun. O zaman R’ de R’nin bir tanım idealini üreten d tane eleman bulabiliriz. Ayrıca
tanım idealleri en az d tane elemanla üretilir.

Tanım 1.4.5. R bir yarı-yerel halka ve dimR = d olsun. R ’nin bir tanım idealini
üreten d tane elemandan oluşan kümeye R’nin bir parametreler sistemi denir.

Not 1.4.6. Teorem 1.4.4’den dolayı R yarı-yerel halkasında parametreler sistemi her
zaman bulunabilir.

Açıklama 1.4.7. (R,m) bir yerel halka ve dimR = d ise R’nin bir parametreler sistemi,
m-asıl ideal üreten d elemanlı bir kümedir.

Lemma 1.4.8. [10, Lemma 8.21] R bir halka ve I, R’nin bir ideali olsun. Eğer Rad I,
R’nin bir sonlu üretilmiş ideali ise o zaman uygun bir m tamsayısı için (Rad I)m ⊆
I’dır.

Teorem 1.4.9. R bir Noether halka ve I, R’nin n(n ≥ 0) tane elemanla üretilen bir
öz ideali olsun. Eğer P , A’nın bir minimal asal ideali ise o zaman rankP ≤ n ’dir.

1.5 İntegral Olma

Teorem 1.5.1. [10, Proposition 13.20] R ⊆ S değişmeli halkaların bir genişlemesi ve
u ∈ S olsun. Aşağıdakiler denktir:

(i) u, R [X]’deki bir monik polinomun köküdür.
(ii) S’nin R [u] = {∑n

i=0 riu
i : n ∈ N, r0, r1, . . . , rn ∈ R} alt halkası bir sonlu üre-

tilmiş R-modüldür.
(iii) R [u] üzerinde öyle bir faithful modül vardır ki bu modül R üzerinde sonlu

üretilmiştir.

Tanım 1.5.2. R ⊆ S değişmeli halkaların bir genişlemesi ve u ∈ S olsun. Eğer u
yukarıdaki teoremin denk koşullarını sağlıyorsa u’ya R üzerinde integraldir denir.
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Teorem 1.5.3. [10, 13.22] R ⊆ S değişmeli halkaların bir genişlemesi olsun. S’nin R
üzerindeki integral olan bütün elemanlarının kümesi S’nin R’yi içeren bir alt halkasıdır.

Tanım 1.5.4. R ⊆ S değişmeli halkaların bir genişlemesi olsun. S’nin R üzerinde
integral olan bütün elemanlarından oluşan alt halkasına R’nin S içindeki integral kapa-
nışı denir. R’nin integral kapanışını genellikle R ile göstereceğiz. Eğer R = R ise R’ye
S içinde integral kapalıdır denir. Eğer S = R ise S’ye R’nin bir integral genişlemesi
denir.

Teorem 1.5.5. [10, 13.23] R ⊆ S ⊆ T olmak üzere R, S’nin, S de T ’nin bir alt
halkası olsun. Eğer R, S içinde; S de T içinde integral kapalı ise o zaman R, T içinde
integral kapalıdır.

Teorem 1.5.6. [10, 13.24] R ⊆ S değişmeli halkaların bir genişlemesi olsun. Buna
göre R’nin S içindeki integral kapanışı R, S içinde integral kapalıdır.

Teorem 1.5.7. [3, Theorem 2.3.2] R ⊆ S Z-kademeli halkaların bir genişlemesi olsun.
O zaman R’nin S içindeki integral kapanışı da Z-kademeli halkadır.

1.6 Kesikli Değer Fonksiyonları ve Değer Halkaları

Tanım 1.6.1. K bir cisim, K× = K \ {0} ve υ : K× −→ Z bir fonksiyon olsun. Eğer
(i) υ örten
(ii) her x, y ∈ K× için υ(xy) = υ(x) + υ(y)
(iii) her x, y ∈ K× için x+ y 6= 0 ise υ(x+ y) ≥ min {υ(x), υ(y)}

koşulları sağlanıyorsa υ’ye K üzerinde bir kesikli değer fonksiyonu denir.
Eğer υ, K cismi üzerinde bir kesikli değer fonksiyonu ise {x ∈ K× : υ(x) ≥ 0}∪{0}

kümesi K’nın bir alt halkasıdır. Bu alt halkaya υ’nin bir değer halkası adı verilir.
R bir tamlık bölgesi ve K, R’nin kesirler cismi olsun. Eğer K üzerindeki uygun bir

υ kesikli değer fonksiyonu için R, υ’nin değer halkasına eşitse o zaman R’ye bir kesikli
değer halkası denir.

Teorem 1.6.2. [2, Theorem 16.2.7] R bir tamlık bölgesi olsun. Aşağıdakiler denktir.
(i) R bir kesikli değer halkasıdır.
(ii) R bir yerel temel ideal bölgesidir.
(iii) R, Krull boyutu 1 olan integral kapalı bir yerel tamlık bölgesidir.

Sonuç 1.6.3. R bir Noether integral kapalı tamlık bölgesi ve P , R’nin rankı 1 olan bir
asal ideali ise RP bir kesikli değer halkasıdır.

Tanım 1.6.4. R cisim olmayan bir tamlık bölgesi ve K R’nin kesirler cismi olsun.
Eğer,
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(i) Vα, υα’nın değer halkası olmak üzere R = ⋂
α∈I Vα olacak şekilde K üzerindeki

kesikli değer fonksiyonlarının bir {υα : α ∈ I} kümesi var ve
(ii) her a ∈ K× için yalnızca sonlu tane α ∈ I için υα(a) 6= 0

koşulları sağlanıyorsa R’ye bir Krull bölgesi denir.
Eğer R bir Krull bölgesi ise R’nin rankı 1 olan her P asal ideali için RP bir kesikli

değer halkasıdır ve

R =
⋂
{RP : P ∈ Spec(R) ve rankP = 1}

olur.

Teorem 1.6.5 (Mori-Nagata Teoremi). [6, Teorem 33.10] R bir Noether tamlık bölgesi,
K, R’nin kesirler cismi ve R , R’nin K içindeki integral kapanışı olsun. Buna göre
aşağıdakiler sağlanır:

1. R bir Krull bölgesidir.

2. P ∈ Spec(R) ise P∩R = P olacak şekilde R’nin yalnızca sonlu tane P asal ideali
vardır ve eğer P böyle bir asal ideal ise o zaman R/P ’nin kesirler cismi R/P ’nin
kesirler cisminin bir sonlu genişlemesidir.

1.7 Simetrik Cebirler ve Harici Cebirler

R bir değişmeli halka ve M bir R-modül olsun. Her k ≥ 1 tamsayısı için

T k(M) = M ⊗RM ⊗R . . .⊗RM (k tane)

ve T 0(M) = R olsun.

T (M) = R⊕ T 1(M)⊕ T 2(M)⊕ . . . =
∞⊕
k=0
T k(M)

yazalım. m1 ⊗ . . .⊗mi ∈ T i(M) ve m′1 ⊗ . . .⊗m′j ∈ T j(M) için

(m1 ⊗ . . .⊗mi)(m′1 ⊗ . . .⊗m′j) = m1 ⊗ . . .⊗mi ⊗m′1 ⊗ . . .⊗m′j

şeklinde tanımlanan çarpma işlemini, dağılma özelliğini sağlayacak şekilde T (M)’ye
genişletirsek T (M), homojen alt grupları T i(M)’ler olan bir kademeli halka olur. Bu
halkaya M ’nin tensör cebiri denir.
C(M) , T (M) tensör cebirininm1⊗m2−m2⊗m1 (m1,m2 ∈M) tipindeki elemanları

ile üretilen idealini göstersin. C(M), T (M)’nin homojen elemanları ile üretildiğinden bir
homojen ideal olur. O halde T (M)/C(M) bölüm halkası da bir kademeli halkadır. Bu
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kademeli halkaya “M ’nin simetrik cebiri” diyeceğiz ve onu Sym(M) ile göstereceğiz.
Ck(M) = T k(M)∩C(M) denirse Symk(M) = T k(M)/Ck(M) olur. C(M), k ≥ 2 olmak
üzere k−tensörleri içerdiğinden C(M) ∩M = 0’dır. Dolayısıyla Sym1(M) = M olur.
Benzer şekilde Sym0(M) = R ’dir. Symk(M) R−modülüne M ’nin k−yıncı simetrik
kuvveti denir. M ’nin k−yıncı simetrik kuvveti Symk(M) m1⊗ . . .⊗mk−mσ(1)⊗ . . .⊗
mσ(k), mi ∈M,σ ∈ Sk tipindeki elemanlar ile üretilir. Böylece her m1, . . . ,mk ∈M ve
σ ∈ Sk için

m1 ⊗ . . .⊗mk + C(M) = mσ(1) ⊗ . . .⊗mσ(k) + C(M)

olur.

Teorem 1.7.1. V bir F cismi üzerinde n boyutlu vektör uzayı olsun. O zaman Sym(M),
kademeli bir halka olarak F üzerindeki n değişkenli bir polinom halkasına izomorftur.
Aslında Symk(M) , F [X1, . . . , Xn]’in k dereceli homojen polinomlarının uzayına izo-

morftur ve dim FSym
k(M) =

(
k + n− 1
n− 1

)
.

A(M), T (M) tensör cebirinin m ⊗ m (m ∈ M) tipindeki elemanları ile üretilen
ideali olsun. Buna göre A(M), T (M)’nin bir homojen idealidir ve T (M)/A(M) bölüm
halkası bir kademeli halkadır. Bu kademeli bölüm halkasına M ’nin harici cebiri denir
ve E(M) ile gösterilir. Dikkat edilirse burada E0(M) = R ve E1(M) = M ’dir. Ayrıca
Ak(M) = T k(M) ∩ A(M) denirse Ak(M), en az bir i 6= j çifti için mi = mj olmak
üzere m1 ⊗ . . .⊗mk elemanları ile üretilir.

Teorem 1.7.2. V bir F cismi üzerinde n boyutlu vektör uzayı ve B = {v1, . . . , vn}
V ’nin bir bazı olsun. Buna göre k ≤ n ise vi1 ⊗ . . . ⊗ vik + A(M) , 1 ≤ i1 < i2 <

. . . < ik ≤ n elemanları Ek(V )’nin bir tabanını oluşturur. Öte yandan her k > n için

Ek(V ) = 0’dır. Özel olarak dimFE
k(V ) =

(
n

k

)
olur.

Şimdi R bir Noether tamlık bölgesi ve M sonlu üretilmiş burulmasız bir R−modül
olsun. K, R’nin kesirler cismi, V = K ⊗RM olsun.

ϕ : SymRM −→ SymKV

ϕ(m1 ⊗ . . .⊗mk + C(M)) = m1 ⊗ . . .⊗mk + C(V )

dönüşümü iyi tanımlıdır ve bir halka homomorfizmasıdır. S(M) ile ϕ’nin SymKV

içindeki görüntüsünü kastedeceğiz. ϕ aynı zamanda bir kademeli halka homomorfiz-
ması olduğundan S(M) de bir kademeli halkadır. Kolayca görülebilir ki S0(M) = R,
S1(M) = M ve r ≥ 2 için Sr(M) = Symr(M)/t(Symr(M)) ’dir. Burada t(Symr(M)),
Symr(M)’nin burulmalı alt modülüdür; yani

t(Symr(M)) = {x ∈ Symr(M) : rx = 0 olacak şekilde r ∈ R \ {0} var.}
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alt modülüdür. Öte yandan L,M ’yi içeren bir sonlu üretilmiş burulmasız R−modül ise
S(M) de S(L) ’nin bir kademeli alt halkasıdır.
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Bölüm 2

Hilbert Fonksiyonları ve Çokkatlılık

2.1 Q Rasyonel Sayılar Cismi Üzerinde Polinomlar

Lemma 2.1.1. K, Q’nun bir cisim genişlemesi olsun. O zaman t bir değişken olmak
üzere

A =
{(

t+ i

i

)
: i ≥ 0

}

kümesi, K’nın K [t] polinom halkası üzerindeki bir K-tabanı olur.

Kanıt. n üzerinde tümevarım kullanarak tn ∈ A olduğunu gösterelim.

n = 0 için t0 = 1 =
(
t+ 0

0

)
∈ A sağlanır.

n = 1 için t1 = t = t + 1− 1 =
(
t+ 1

1

)
−
(
t+ 0

0

)
∈ A olduğundan bu durum da

sağlanır.
Şimdi n > 0 alalım ve i < n için ti ∈ A olduğunu kabul edelim. tn ∈ A olduğunu

göstermeliyiz.

(
t+ n

n

)
=

(t+ n)(t+ n− 1)(t+ n− 2) . . . (t+ 1)
n!

=
1
n!(t

n + q1t
n−1 + . . . qn), qk =

∑
1≤i1<...<ik≤n

ii . . . ik

olacağından

n!
(
t+ n

n

)
= tn + (q1t

n−1 + . . . qn),

ve bu sayede
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tn = n!
(
t+ n

n

)
− (q1t

n−1 + . . . qn) ∈ A

elde edilir. Böylece tn elemanının A kümesinde olduğunu söyleriz. Buradan da A

kümesi K [t]’nin bir tabanı olur.

Yukarıdaki lemmanın ifadesinden
(
t+ i

i

)
=

(t+ i)(t+ i− 1)(t+ i− 2) . . . (t+ 1)
i! ∈ Q[t]

olduğu görülür. Böylece
(
t+ i

i

)
’nin Q üzerinde t’ye bağlı bir polinom ifade ettiğini

söyleyebiliriz ki bu polinomun derecesi de i’dir. Örneğin

P (t) =
(
t+ 2

2

)
=

(t+ 2)(t+ 1)
2! =

1
2t

2 +
3
2t+ 1

ve der [P (t)] = 2 dir.

Not 2.1.2.
(
t

0

)
=
(
t

t

)
= 1’dir.

Lemma 2.1.3. P (t) ∈ Q[t] polinomunu alalım ve der [P (t)]=d ≥ 0 olsun. O zaman
aşağıdakiler denktir:

(i) Yeterince büyük n’ler için P (n) ∈ N’dir.

(ii) ad > 0 ve P (t) = ∑d
i=0 ai

(
t+ i

i

)
olacak şekilde tek türlü belirli a0, a1, . . . , ad

tamsayıları vardır.

(i) şıkkında P (n) ∈ Z alınırsa ad > 0 şartı kaldırılabilir.

Kanıt. (i) ⇒ (ii): Lemma 2.1.1’den P (t) = ∑d
i=0 ai

(
t+ i

i

)
, ad 6= 0 olacak şekilde

ai(0 ≤ i ≤ d) rasyonel sayıları vardır ve taban tanımından bu rasyonel sayılar tektir.
∀i ≥ 0 için (

t− 1 + i

i

)
+
(
t+ i− 1
i− 1

)
=
(
t+ i

i

)

olduğunu gösterelim:

(
t− 1 + i

i

)
+
(
t+ i− 1
i− 1

)
=

(t− 1 + i)(t− 1 + i− 1) . . . (t)
i! +

(t+ i− 1)(t+ i− 2) . . . (t+ 1)
(i− 1)!

=
(t+ i− 1)(t+ i− 2) . . . (t+ 1)

(i− 1)! ·
(
t

i
+ 1

)

=
(t+ i− 1)(t+ i− 2) . . . (t+ 1)

(i− 1)!
·

t+ i

i

 =
(
t+ i

i

)
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elde edilir.

P (t)− P (t− 1) =
d∑
i=0

ai

(
t+ i

i

)
−

d∑
i=0

(
t− 1 + i

i

)

=
d∑
i=0

ai

[(
t+ i

i

)
−
(
t− 1 + i

i

)]

=
d∑
i=1

ai

(
t+ i− 1
i− 1

)
=

d−1∑
i=0

ai+1

(
t+ i

i

)
= P1(t)

P1(t) = P (t)−P (t−1) ∈ Q [t]olur. (i)’den yeterince büyük n’ler için P1(n) ∈ N’dir.
d üzerinde tümevarımla a1, . . . , ad ∈ Z gösterelim. d = 0 ise P (t) − P (t − 1) sabit

polinom olur. a0 = P (t)−∑d
i=1 ai

(
t+ i

i

)
, N ∈ N için P (N) ∈ N olsun. O zaman

a0 = P (N)−
d∑
i=1

ai

(
N + i

i

)
∈ Z

elde edilir.
(ii)⇒ (i): ∀n ∈ N için

(
n+ i

i

)
∈ Z olduğunu biliyoruz.

P (n) = ∑d
i=0 ai

(
n+ i

i

)
, ad > 0 olduğundan (analizden) n’yi yeterince büyük se-

çersek P (n) ∈ N elde ederiz.

Lemma 2.1.4. Keyfi j, n ≥ 0 tamsayıları için

n∑
i=0

(
i+ j

j

)
=
(
n+ j + 1
j + 1

)

eşitliği sağlanır.

Kanıt. Analizden
1

(1− x)s fonksiyonunun bir kuvvet serisi açılımına sahip olduğunu
biliyoruz.

1
(1− x)s =

∞∑
k=0

(
s+ k − 1
s− 1

)
xk, (−1 < x < 1.)

buradan

1 +
x

1− x+
x

(1− x)2 + . . .+
x

(1− x)n+1 =
1

(1− x)n+1

x

1− x+
x

(1− x)2 + . . .+
x

(1− x)n+1 =
1

(1− x)n+1 − 1

x

1− x(1 +
1

1− x+
1

(1− x)2 + . . .+
1

(1− x)n) =
1

(1− x)n+1 − 1
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ve buradan da
∞∑
j=0

xj+1 +
∞∑
j=0

(
j + 1

1

)
xj+1 +

∞∑
j=0

(
j + 2

2

)
xj+1 + · · ·+

∞∑
j=0

(
j + n

n

)
xj+1

=
∞∑
j=0

(
j + n+ 1
n+ 1

)
xj+1 =

∞∑
j=1

(
j + n

n

)
xj

Son eşitlikte her iki taraftan xj+1’in katsayısını değerlendirerek(
j + 0

0

)
+
(
j + 1

1

)
+ · · ·+

(
j + n

n

)
=
(
j + 1 + n

n

)

bulunur.
(
j + 0

0

)
=
(
j + 0
j

)
olduğundan istenen elde edilir.

Lemma 2.1.5. R, Q’da kapsanan bir tamlık bölgesi ve Q(n) katsayıları R’den gelen
der [Q(n)] = d ≥ 0 olacak şekilde n’ye bağlı bir polinom olsun. Sabit bir j tamsayısı
için P (n) = ∑n

i=j Q(i) alalım. O zaman P (n) katsayıları R’den gelen n’ye bağlı bir
polinomdur. Ayrıca der [P (n)] = d + 1 ve Q(n) polinomunun baş katsayısına c dersek

P (n)’nin baş katsayısı
c

d+ 1 olur.

Kanıt. P (n) = ∑n
i=0 Q(i) − ∑j−1

i=0 Q(i) ve ∑j−1
i=0 Q(i) ifadesi n’ ye bağlı olmadığından

P (n) = ∑n
i=0 Q(i) alabiliriz.

Lemma 2.1.1’dan Q(n) = ∑d
j=0 ai

(
n+ j

j

)
, aj ∈R olarak yazılabilir. Buradan

Lemma 2.1.4’den

P (n) =
n∑
i=0

d∑
j=0

aj

(
i+ j

j

)
=

d∑
j=0

aj
n∑
i=0

(
i+ j

j

)
=

d∑
j=0

aj

(
n+ j + 1
j + 1

)

yazabiliriz. Böylece der [P (n)] = d+1 ve ayrıca Q(n)’nin baş katsayısı aj
d! = c, P (n)’nin

baş katsayısı
aj

(d+ 1)! =
c

d+ 1 elde edilir.

2.2 Hilbert Fonksiyonu ve Poincaré Serisi

Tanım 2.2.1. R bir kademeli halka ve M bir kademeli R-modül olsun. Her n için
λR0(Mn) < ∞ olduğunu varsayalım. M ’nin Hilbert fonksiyonu her n tamsayısı için
HM : Z −→ Z

HM(n) = λR0(Mn)

eşitliği ile tanımlanır.
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Not. Eğer bir M kademeli R-modülü için λR0(Mn) < ∞ (∀n) sağlanıyorsa M için
“Hilbert fonksiyonuna sahiptir” denir.

Tanım 2.2.2. M bir kademeli R-modül olsun. Eğer her n ≤ k için Mn = 0 olacak
şekilde bir k ∈ Z varsa M ’ye alttan sınırlı denir.

Lemma 2.2.3. Yeterince büyük n tamsayıları için Rn = 0 ise o zaman bu n’lerin
hepsi için Mn = 0’dır.

Kanıt. R = . . .⊕R0⊕R1⊕ . . .⊕Rt⊕0⊕0⊕ . . . ve mi’ler ki dereceli homojen elemanlar
olmak üzereM = Rm1 +Rm2 +Rm3 +· · ·+Rmn alalım. k = max {k1, k2, . . . , kn} diyelim
ve k’dan daha büyük dereceli eleman olamayacağını gösterelim.

q > k + t ve der [m] = q olmak üzere m ∈M homojen elemanını alalım.
m = r1m1 + r2m2 + · · ·+ rnmn , der [rimi] = q’dur.
Ancak k + t < q = der [rimi] ≤ k + t olduğundan çelişki elde ederiz. Böylece

M = Rm1 +Rm2 +Rm3 + · · ·+Rmk
+ 0 + 0 + · · ·

bulunur.
Şimdi R = . . .⊕ 0⊕ 0⊕R−t ⊕ . . .⊕R−2 ⊕R−1 ⊕R0 ⊕ . . .
M = Rm1 +Rm2 +Rm3 + · · ·+Rmn , m = r1m1 +r2m2 + · · ·+rnmn ve der [mi] = ki

(mi homojen elemanlar) alalım.
k = max {|k1| , |k2| , . . . , |kn|} ve q < −t− k ve der [m] = q olsun.
−k ≤ ki ≤ k ,
−k ≤ der [mi] = ki

−t ≤ der [ri] olduğundan −t − k ≤ der [rimi] = q < −t − k olur ve böylece çelişki
elde ederiz.

O halde M alttan sınırlıdır.

Tanım 2.2.4. BirM kademeli R-modülü alttan sınırlı ve Hilbert fonksiyonuna sahipse
M ’nin Poincaré serisi

PM(t) =
∑
n∈Z

HM(n)tn

ile tanımlıdır.

Teorem 2.2.5. R bir kademeli halka ve M bir kademeli R-modül olsun. O zaman

λR(M) = λR0(M) =
∑
n

λR0(Mn).

Kanıt. λR(M) =∞ ise λR0(M) =∞ olacağından bu durum açıktır.
O halde λR(M) = n olsun. O zaman
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M = M0 ⊃ M1 ⊃ . . . ⊃ Mn−1 ⊃ Mn = (0) ve
Mi

Mi+1
basit olacak şekilde M ’nin

R alt modüllerinin bir kompozisyon serisi vardır. Lemma 1.3.10 ’ dan Mi (0 ≤ i ≤ n)
alt modülleri R0-alt modül olarak da basittir. Buradan λR0(M) = n elde edilir. Ayrıca
uzunluk tanımından da

λR0(M) =
∑
n

λR0(Mn) = n

elde edilir.

Sonuç 2.2.6. Bir kademeli R halkasının Artin olması için gerekli ve yeterli koşul Rn’
in Artin R0-modül olmasıdır.

Teorem 2.2.7. [4, Theorem 7.1]R bir Noether kademeli halka, M de sonlu üretilmiş
ve Poincaré serisine sahip bir kademeli R-modül olsun. O zaman PM(t) t’ye bağlı,
rasyonel katsayılı bir polinomdur. Üstelik eğer R = R0 [x1, x2, . . . , xk] ve ∀i = 1, . . . , k
için der [(xi)] = si 6= 0 ise o zaman

PM(t) =
g(t)∏k

i=1(1− tsi)
, g(t) ∈ Z

[
t−1, t

]
.

Kanıt. Kanıtı k üzerine tümevarım uygulayarak yapacağız.
Eğer k = 0 ise R = R0 olur. M bir Noether R-modül olduğundan sonsuz sayıdaki

R modüllerin dik toplamı olarak yazılamaz. Böylece sonlu sayıda n dışında Mn = 0’
dır. Buradan

PM(t) =
∑
n∈Z

HM(n)tn =
∑
n∈Z

λR0(Mn)tn =
∑
n∈Z

λR(Mn)tn

ve λR(Mn) ∈ Z (HM : Z 7−→ Z) olduğundan PM(t) = g(t) ∈ Z[t−1, t] elde ederiz.
Şimdi k > 0 ve k − 1 için doğruluğunu kabul edelim.

0 −→ (0 :M xk)(−sk) −→M(−sk) −→M −→
M

xkM
−→ 0

tam dizisini düşünelim.

λR0(Mn)− λR0(M(−sk))n = λR0(
M

xkM
)n − λR0((0 :M xk)(−sk))n

tnλR0(Mn)− tnλR0(M(−sk))n = tnλR0(
M

xkM
)n − tnλR0((0 :M xk)(−sk))n

PM(t)− PM(−sk)(t) = PM/xkM(t)− P(0:Mxk)(−sk)(t)

bulunur. Diğer taraftan
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PM(−sk)(t) =
∑
n∈Z

HM(−sk)(n)tn =
∑
n∈Z

(HM(n−sk)(n)tn−sk)tsk = PM(t) · tsk

eşitliğini bir önceki ifadede yerine yazarsak

(1− tsk)PM(t) = PM/xkM(t)− tskP(0:Mxk)(t)

bulunur.
M

xkM
ve (0 :M xk) xk tarafından sıfırlandığından ve R [x1, x2, . . . , xk−1] ve

R [x1, x2, . . . , xk] modül yapıları aynı olduğundan tümevarım kabulünden

(1− tsk)PM(t) =
f1(t)∏k−1

i=1 (1− tsi)
−

tskf(t)∏k−1
i=1 (1− tsi)

PM(t) =
f1(t)− tskf2(t)∏k−1

i=1 (1− tsi)(1− tsk)
=

g(t)∏k
i=1(1− tsi)

Böylece isteneni elde ederiz.

Lemma 2.2.8. R = R0[x1, x2, . . . , xk] bir Noether kademeli halka, R0 Artin, her i için
der [xi] = 1 ve M bir sonlu üretilmiş kademeli R-modül olsun. O zaman M Poincaré
serisine sahiptir.

Kanıt. R halkası derecesi 1 olan elemanlarla üretildiğinden derecesi negatif olan ele-
manlar yoktur. Böylece R alttan sınırlı ve Lemma 2.2.3’den M de alttan sınırlıdır.

Lemma 1.3.8’den her n için Mn Noether R0-modül olur. R0 Artin olduğundan
Lemma 1.4.1’den Mn de Artindir. Buradan M ’nin Hilbert fonksiyonuna sahip oldu-
ğunu söyleriz. Böylece M Poincaré serisine sahiptir.

Sonuç 2.2.9. [4, Corollary 7.1]R = R0[x1, x2, . . . , xk] bir Noether kademeli halka, R0

Artin, ∀i için der [xi] = 1 ve M de bir sonlu üretilmiş kademeli R-modül olsun. O
zaman

PM(t) =
g(t)

(1− t)s

olacak şekilde tek türlü belirli bir s = s(M) (0 ≤ s ≤ k) tamsayısı ve g(t) ∈ Z[t−1, t]
polinomu vardır öyle ki g(1) 6= 0’dır.

Kanıt. Lemma 2.2.8’dan M Poincaré serisine sahiptir. O halde Teorem 2.2.7’i kullana-
biliriz. Bir f(t) ∈ Z[t−1, t] için

PM(t) =
f(t)

(1− t)k.

Uygun bir u ≥ 0 için tuf(t) ∈ Z[t] olur. Bir m ≥ 0 ve g′(t) ∈ Z[t] için de
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tuf(t) = (1− t)mg′(t)

yazabiliriz. Burada g′(1) 6= 0’dır. Yukardaki eşitlikten

f(t) =
(1− t)mg′(t)

tu

elde ederiz. g(t) =
g
′(t)
tu

ve s = m− k dersek istenen elde edilir. Ayrıca g(1) = g
′(1) 6=

0’dır.
Eğer s < 0 olsa PM(t) = (1 − t)−sg(t) ve PM(1) = 0 olur. Buradan her n için

LR(Mn) = 0 ve dolayısıyla M = 0 elde edilirdi. Böylece s ≥ 0’dır.
Son olarak g(t) ve s’nin tekliğini gösterelim.

g(t)
(1− t)s =

g1(t)
(1− t)s1

olacak şekilde g1(t) ∈ Z[t−1, t], g1(1) 6= 0 ve s1 ≥ 0 alalım.

g(t)(1− t)s1 = g1(t)(1− t)s

Eğer s1 > s olsa g(t)(1 − t)s−s1 = g1(t) ve buradan g1(1) = 0 olur. Benzer şekilde
s > s1 olsa g(1) = 0 olur. O halde s = s1 ve dolayısıyla da g(t) = g1(t)’dir.

Önerme 2.2.10. [4, Proposition 7.2]M Poincaré serisine sahip bir kademeli R-modül
ve M ’nin Poincaré serisi bir s ≥ 0 ve f(t) ∈ Z[t−1, t], f(1) 6= 0 için

PM(t) =
f(t)

(1− t)s

şeklinde olsun. O zaman tek türlü belirli bir QM(x) ∈ Q[x] polinomu vardır öyle ki
der [QM(x)] = s− 1 ve yeterince büyük n’ler için HM(n) = QM(n)’dir.

Kanıt. f(t) = alt
l + al+1t

l+1 + . . .+ amt
m diyelim.

PM(t) =
f(t)

(1− t)s = f(t)
∞∑
n=0

(
n+ s− 1
s− 1

)
tn

PM(t) =
∑
nεZ

HM(n)tn = f(t)
∞∑
n=0

(
n+ s− 1
s− 1

)
tn

Son eşitlikte tn’nin katsayısını değerlendirecek olursak n ≥ m için

HM(n) =
m∑
i=l

ai

(
n− i+ s− 1

s− 1

)
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elde ederiz.

QM(x) =
m∑
i=l

ai

(
x− i+ s− 1

s− 1

)

ile tanımlayalım. QM(x) katsayıları Q’dan gelen x’e bağlı bir polinomdur ve yeterince
büyük n’ler için HM(n) = QM(n)’dir. Diğer taraftan

QM(x) =
m∑
i=l

ai

(
x− i+ s− 1

s− 1

)
=

m∑
i=l

ai

(x− i+ s− 1)(x− i+ s− 2) . . . (x− i+ 1)
(s− 1)!


olduğundan der [QM(x)] ≤ s− 1’dir. Ayrıca QM(x) polinomunda xs−1 teriminin katsa-
yısı

al + al+1 + . . .+ am

(s− 1)! =
f(1)

(s− 1)!

ve f(1) 6= 0 olduğundan der [QM(x)] = s− 1 elde ederiz. Şimdi tekliğini gösterelim.

QM(x) =
m∑
i=l

ai

(
x− i+ s− 1

s− 1

)

ve ∀n ≥ m için QM(n) = HM(n) olsun. Bir Q′M(x) polinomu için Q′M(n) = QM(n) =
HM(n) ve P (x) = Q

′
M(x)−QM(x) diyelim. O halde her n ≥ m için P (n) = 0 buluruz.

Buradan sonsuz tane n için P (n) = 0 olur. Ancak bir polinom en fazla kök sayısı kadar
değerde sıfır olabileceğinden P (x) = 0 ve dolayısıyla QM(x) = Q

′
M(x) elde ederiz.

Tanım 2.2.11. R bir kademeli halka ve M de HM(n) Hilbert fonksiyonuna sahip bir
kademeli R-modül olsun. Yeterince büyük n’ler için QM(n) = HM(n) eşitliğini sağlayan
QM(x) ∈ Q[x] polinomuna M ’nin Hilbert polinomu denir.

Bir R kademeli halkası için R+ = R1 ⊕R2 ⊕ . . . ve R− = . . .⊕R−2 ⊕R−1 şeklinde
tanımlanmaktadır.

Lemma 2.2.12. [4, Lemma 7.1]R, R0 − cebir olarak sonlu üretilmiş negatif olmayan
bir kademeli halka ve M de bir sonlu üretilmiş kademeli R-modül olsun. O zaman bir
k ≥ 1 ve yeterince büyük n tamsayıları için Mn ⊆ (R+)kM ’dir.

Kanıt. R+ = R1 ⊕ R2 ⊕ . . . ve (R+)k R ’ nin homojen idealleri olduğundan (R+)kM

, M ’nin bir homojen alt modülüdür. N =
M

(R+)kM ve S =
R

(R+)kM diyelim. N , S

kademeli halkasının bir sonlu üretilmiş kademeli alt modülü ve Nn =
Mn + (R+)k

(R+)k
olsun. Lemma 2.2.3’dan eğer yeterince büyük n’ler için Sn = 0 oluyorsa n >> 0 için

Nn = 0 olacağından Mn ⊆ (R+)k elde ederiz. O halde S =
R

(R+)kM = 0 olduğunu

25



gösterirsek kanıt tamamlanır. n >> 0 için Sn =
Rn + (R+)k

(R+)k = 0 olduğunu görelim.

R = R0[y1, y2, . . . , ys], yi’ler homojen elemanlar ve der [yi] = di olsun. p = k(d1 + d2 +
. . .+ ds) diyelim ve ∀n ≥ p için Rn ⊆ (R+)k ’yı gösterelim.

r ∈ Rn, der [r] ≥ p homojen elemanını alalım. O halde r = ∑
x · ya1

1 . . . yas
s öyle ki

x ∈ R ve a1d1 + a2d2 + . . .+ asds ≥ p olarak yazılabilir. p’yi yerine yazarsak

a1d1 + a2d2 + . . .+ asds ≥ k(d1 + d2 + . . .+ ds)

elde ederiz, böylece ∃aj ≥ k yani ya1
1 . . . yas

s ∈ (R+)k ve r ∈ (R+)k olur. Sonuç olarak

her n ≥ p için Rn ⊆ (R+)k ve dolayısıyla S =
R

(R+)kM = 0 gösterilir.

Tanım 2.2.13. R bir kademeli halka ve M bir kademeli R-modül olsun. Eğer bir
x ∈ Rl için sonlu sayıda n’den sonra (0 :M x)n = 0 oluyorsa x’e l dereceli M için
yüzeysel eleman denir.

Önerme 2.2.14. [4, Proposition 7.3]R bir negatif olmayan Noether kademeli halka ve
M bir sonlu üretilmiş kademeli R-modül olsun. O zaman homojen bir x ∈ R+ vardır
öyle ki x M için yüzeysel elemandır. Ayrıca R0’ın rezidü cismi sonsuz ise x ∈ R1

seçebiliriz.

Kanıt. 0 = Q1 ∩Q2 ∩ . . . ∩Qn ve Pi − asıl olmak üzere 0’ın M içindeki asıl ayrışımını
alalım. Burada Pi = Rad(Qi : M) = Rad (AnnRM/Qi)’dir. Qi’leri i = 1, . . . , s için
R+ * Pi ve i = s+ 1, s+ 2 . . . , t için R+ ⊂ Pi olarak sınıflandıralım. (0 ≤ s ≤ t) R+ *
P1 ∪ P2 ∪ . . . ∪ Ps olduğundan Lemma 1.3.16’dan ∃x ∈ R+ vardır öyle ki ∀i = 1, . . . , s
için x /∈ P1 ∪ P2 ∪ . . . ∪ Ps’tir.

der [x] = l olsun. Sonuç 1.3.17 ’dan (l = 1 seçtik) R1 * P1 ∪ P2 ∪ . . . ∪ Ps ise
der [x] = 1 olacak şekilde bir homojen x ∈ R1 vardır. x ’ in M için yüzeysel eleman
olduğunu iddia ediyoruz.

R+ ⊆ Ps+1 ∩ Ps+2 ∩ . . . ∩ Pt
R+ ⊆ Rad (AnnRM/Qs+1) ∩ Rad (AnnRM/Qs+2) ∩ . . . ∩ Rad (AnnRM/Qt)

k = min {m1, . . .mt} ∈ N dersek

(R+)k ⊆ AnnR(M/Qs+1) ∩ . . . ∩ AnnR(M/Qt)

(R+)kM ⊆ Qs+1 ∩ . . . ∩Qt

olur.
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Lemma 2.2.12 ’den bir N ∈ N vardır ki n ≥ N için Mn ⊆ (R+)kM ’dir. Buradan

Mn ⊆ Qs+1 ∩ . . . ∩Qt

elde ederiz. Şimdi u ∈ (0 :M x)n alalım ve n ≥ N olsun. (0 :M x)n ⊆ Mn olduğundan
i = s + 1, . . . , t için u ∈ Qi’dir ve u ∈ (0 :M x)n olduğundan ∀i(1 ≤ i ≤ t) için
xu = 0 ∈ Qi’dir. 1 ≤ i ≤ s için xu ∈ Qi, x /∈ Pi ve Qi Pi−asıl olduğundan u ∈ Qi olur.
Böylece u ∈ Q1 ∩ . . .∩Qt = 0 ve buradan da u = 0 elde edilir. O halde her n ≥ N için
(0 :M x)n = 0 ve dolayısıyla da x, M için yüzeysel elemandır.

Lemma 2.2.15. [4, Lemma 7.2]R bir negatif olmayan Noether kademeli halka, M bir
sonlu üretilmiş kademeli R-modül ve dimM > dimR0 olsun. O zaman M için yüzeysel
bir x ∈ R+ için

dimM/xM = dimM − 1.

Kanıt. Genelliği bozmadan AnnRM = 0 alalım. O zaman dimM = dimR/AnnR =
dimR ve buradan dimM/xM = dimR/xR elde ederiz.

R bir negatif olmayan kademeli halka olduğundan Sonuç 1.3.14 ’dan dimR =
dimRN olacak şekilde R ’nin bir N maksimal homojen ideali vardır. x ∈ N olduğundan
dimR/xR ≥ dimRN/xRN ≥ dimRN − 1 = dimR− 1 ve böylece dimR/xR ≥
dimR−1 elde ederiz. O halde dimR/xR < dimR olduğunu gösterirsek kanıt tamam-
lanır. Aksini varsayalım. Bu durumda R’nin bir minimal P asal ideali vardır ki x ∈ P
ve dimR/P = dimR’dir. P ideali (0) = AnnRM üzerinde minimal ve P ∈ AssRM .
Bu nedenle bir t ∈ M için P = (0 :R t) yazabiliriz. Ayrıca x ∈ P olduğundan da
t ∈ (0 :M x) ve buradan da her k ≥ 1 için (R+)kt ∈ (0 :M x) elde ederiz.

Yeterince büyük n’ler için (0 :M x)n = 0 olduğundan bazı k ≥ 1 için (R+)kt = 0 ve
böylece R+ ⊆ P buluruz. Bu durumda

dimM = dimR = dim R/P ≤ dim R/R+ = dimR0

elde edilir ki bu bir çelişkidir. O halde dimR/xR < dimR yani dimR/xR = dimR−1
’dir.

Teorem 2.2.16. [4, Theorem 7.2]R bir negatif olmayan Noether kademeli halka, R0

Artin yerel halka veM ’ de sıfırdan farklı sonlu üretilmiş bir kademeli R-modül, dimM =
d olsun. O zaman

PM(t) =
g(t)∏d

i=1(1− tsi)

olacak şekilde pozitif s1, s2,...,sd tamsayıları ve g(1) 6= 0 olmak üzere g(t) ∈ Z[t−1, t]
vardır.

Kanıt. dimM = d üzerine tümevarım uygulayalım.
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d = 0 olsun. O zaman M bir Artin R-modül olur. M aynı zamanda Noether R-
modül olduğundan sonlu uzunluğa sahiptir. Dolayısıyla Lemma 1.3.11’den sonlu sayı-
daki n haricinde bütün n ler için Mn = 0 olur.

PM(t) =
∑
n∈Z

HM(n)tn =
∑
n∈Z

λR0(Mn)tn =
∑
n∈Z

λ(M)tn

ve λR0(Mn) ∈ Z olduğundan PM(t) = g(t) ∈ Z[t−1, t] ’dir. Ayrıca

PM(1) =
∑
n∈Z

λR0(Mn) = λR0

∑
n∈Z

Mn

 = λR0(M) = λR(M) 6= 0

’dır.
Şimdi d > 0 ve d − 1 için doğruluğunu kabul edelim. x ∈ R+ M için bir yüzeysel

eleman ve der [x] = sd olsun.

0 −→ (0 :M x)n −→Mn −→Mn+sd
−→ (M/xM)n+sd

−→ 0

tam dizisini alalım.

λ(Mn+sd
)− λ(Mn) = λ

(
(M/xM)n+sd

)
− λ ((0 :M x)n)

tn+sdλ(Mn+sd
)− tn+sdλ(Mn) = tn+sdλ

(
(M/xM)n+sd

)
− tn+sdλ ((0 :M x)n)

PM(t)− tsdPM(t) = PM/xM(t)− tsdP(0:Mx)(t)

buluruz. Lemma 2.2.15’den dimM/xM = d − 1’dır. Ayrıca (0 :M x) sonlu uzunluklu
olduğundan dim(0 :M x) = 0 ya da (0 :M x) = 0’dır. O halde tümevarım kabulünden
g1(t), g2(t) ∈ Z[t−1, t] ve g1(1) 6= 0 olmak üzere

PM(t) · (1− tsd) =
g1(t)∏d−1

i=1 (1− tsi)
− g2(t)tsd

olarak yazabiliriz. Buradan g(t) = g1(t)− g2(t)tsd ·∏d−1
i=1 (1− tsi) alınarak

PM(t) =
g(t)∏d

i=1(1− tsi)
elde ederiz.

Şimdi g(1) 6= 0 gösterelim. d > 1 ise

g(t) = g1(t)− g2(t)tsd · (1− t)(1− t2) . . .

olduğundan g(1) = g1(1) 6= 0’dır.
d = 1 olsa g(t) = g1(t)− g2(t)ts1 ve g(1) = g1(1)− g2(1) olur.
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PM/xM(t) =
∑
n∈Z

λ (M/xM) tn = g1(t)

PM/xM(1) = λ (M/xM) = g1(1)

buradan g(1) = λ (M/xM)− λ ((0 :M x)) elde ederiz.

Açıklama 2.2.17. Bu kanıttan M bir negatif olmayan kademeli R-modül ise g(t) ∈ Z[t]
olacağını anlarız.

Sonuç 2.2.18. [4, Corollary 7.3]R = R0 [x1, x2, . . . xk] bir Noether kademeli halka,
R0 Artin yerel halka, ∀i için der [xi] = 1 ve M ’de bir sonlu üretilmiş kademeli R -
modül olsun. s = s(M) ve dimM = d diyelim. O zaman s(M) = dimM ’dir. Ayrıca
dimM ≤ k ve der [QM(x)] = dimM − 1’dir.

Kanıt. Teorem 2.2.16 ve Sonuç 2.2.9 ’den

PM(t) =
g(t)∏d

i=1(1− tsi)
=

f(t)
(1− t)s

burada g(1) 6= 0 ve f(1) 6= 0. Yine Sonuç 2.2.9’den

g(t)
(1− t)d =

f(t)
(1− t)s

g(t) · (1− t)s = f(t) · (1− t)d

dir. s > d olsa g(t) · (1− t)d · (1− t)s−d = f(t) · (1− t)d ve buradan g(t) · (1− t)s−d = f(t)
ve dolayısıyla f(1) = 0 olur. Benzer şekilde d > s olsa g(1) = 0 olur. O halde s = d’dir.

Ayrıca Sonuç 2.2.9 ’den 0 ≤ s ≤ k olduğundan s = dimM ≤ k’dır. Önerme 2.2.10
’ den de bir QM(x) ∈ Q[x] polinomu vardır öyle ki der [QM(x)] = d− 1 ve n >> 0 için
HM(n) = QM(n) olduğundan der [QM(x)] = dimM − 1 gösterilir.

Şimdi çokkatlılık kavramından bahsedeceğiz.
M bir kademeli R-modül veM ’nin Hilbert polinomu QM(x) olsun. Yeterince büyük

n’ler için QM(n) = HM(n) ∈ Z olduğundan QM(Z) ⊆ Z’dir. Her i = 0, 1, . . . , d− 1 için
tek türlü belirli ei = ei(M) tamsayıları vardır öyle ki

QM(x) = e0

(
x+ d− 1
d− 1

)
− e1

(
x+ d− 1
d− 1

)
+ . . .+ (−1)d−1ed−1

(
x

0

)

şeklinde yazılabilir.

Tanım 2.2.19. Yukarıdaki e0, e1, . . . , ed−1 katsayılarına M ’nin Hilbert katsayıları ve
(d− 1) dereceli olan e0 katsayısına da M ’nin çokkatlılığı denir ve e(M) ile gösterilir.
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Eğer dimM = 0 ise e(M) = λ(M) ile tanımlıdır.

Tanım 2.2.20. (R,m) yerel halka ve I bir m− asıl ideal olsun. O zaman M = grI(R)
için

HM(n) ve HSI(n) =
n−1∑
i=0

HM(i)

fonksiyonlarının yeterince büyük n’ler için eşit olduğu rasyonel katsayılı polinomlara
sırasıyla I’nın Hilbert polinomu ve Hilbert-Samuel polinomu diyeceğiz.

Buna göre Lemma 2.1.5 ve Sonuç2.2.18 ’dan der [QSI(n)] = der [QM(n)] + 1=
dim grI(R) ve QM ’nin başkatsayısı e/(d − 1)! ise QSI(n) polinomunun başkatsayısı
e/d!’dir. Dikkat edilirse buradaki e sayısı e(M) çokkatlılığına eşittir.

Lemma 2.2.21. (R,m) bir yerel halka ve I, J de R’nin m−asıl iki ideali olsun. O
zaman

dim grI(R) = dim grJ(R)

Kanıt. Genelliği bozmadan J = m alabiliriz. I, m − asıl olduğundan Rad I = m ’dir.
Buradan bir k tamsayısı için mk ⊆ I. Buradan her n için

mkn ⊆ In ⊆ mn

R/mkn ⊆ R/In ⊆ R/mn

olduğundan uzunluğa geçersek

λ
(
R/mkn

)
≤ λ (R/In) ≤ λ (R/mn)

elde ederiz ki burada λ
(
R/mkn

)
= HSm(kn), λ (R/In) = HSI(n), λ (R/mn) = HSm(n)

ve yeterince büyük n’ler için bu fonksiyonlar Hilbert-Samuel polinomlarına eşit olaca-
ğından n >> 0 için

QSm(kn) ≤ QSI(n) ≤ QSm(n)

elde ederiz. Son eşitsizlikte dereceleri kıyaslarsak der [QSI(n)]=der [QSm(n)] bulunur
ki buradan da dim grI(R) = dim grm(R) gösterilir. Böylece dim grI(R) = dim grJ(R)
elde edilir.

Teorem 2.2.22. [4, Theorem 7.3](R,m) bir yerel halka ve I bir m− asıl ideal olsun.
O zaman

dim grI(R) = dimR.

Kanıt. dimR = d olsun. I’nın bir x1, x2, . . . xd parametreler sistemi ile üretildiğini gös-
terirsek I = (x1, x2, . . . , xd) ve Lemma 2.2.21’ den dim grI(R) = dim gr(x1,x2,...,xd)(R) =
d gösterilir.
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x∗i = xi + I2 ∈ I/I2 olmak üzere grI(R) = R/I[x∗1, x∗2, . . . , x∗d] ve dim grI(R) =
der [QSI(n)] olduğundan Sonuç 2.2.18 ’dan dim grI(R) ≤ d’dir.

Şimdi dim grI(R) ≥ d gösterelim. dim grI(R) = d1 diyelim ve M , grI(R) ’ nin
homojen maximal ideali olsun. Sonuç 1.3.18 ’dan grI(R) ’nın pozitif dereceli homojen
w1,w2, . . . , wd1 elemanları için M = Rad(w1, . . . , wd1) ’dir. wi’lerin uygun kuvvetlerini
alarak her birini aynı dereceli seçebiliriz. ∀i (i = 1, . . . , d1) için wi = p olsun. Sabit bir
i için ui ∈ Ip alalım ve u∗i = wi diyelim. O zaman n >> 0 için

In/In+1 =
[
(u1, . . . ud1)In−p + In+1

]
/In+1

olur. Buradan In = (u1,..., ud1)In−p ⊆ (u1, . . . , ud1) elde edilir ki böylece (u1, . . . , ud1) R
için bir parametreler sistemi ve d1 ≥ d gösterilir. Yani dim grI(R) = dimR ’dir.

Sonuç 2.2.23. (R,m) bir yerel halka ve I, R’nin bir m-asıl ideali olsun. Buna göre
I’nın Hilbert polinomunun derecesi dimR− 1 ve Hilbert-Samuel polinomunun derecesi
dimR’dir.

Kanıt. Lemma 2.1.5, Sonuç 2.2.18 ve Teorem 2.2.22 sayesinde açıktır.

R bir halka, P R’nin bir asal ideali ve Q bir P − asıl ideal olsun. RadQ = P ve
RadQn = RadQ = P olduğundan Qn ideali de P − asıl olur. Qn ’in

Qn = Q1 ∩Q2 ∩ . . . ∩Qt

bir normal asıl ayrışımını alalım. Radikale geçersek

RadQn = RadQ1 ∩ RadQ2 ∩ . . . ∩ RadQt

ve RadQn = P olduğundan P = RadQ1 ∩ RadQ2 ∩ . . . ∩ RadQt ’dir. ∃i = 1, . . . , t
için RadQi = Pi ⊆ P olsun. RadQn ⊆ RadQi olacağından P ⊆ RadQi ve böylece
RadQi = P olur.

Genelliği bozmadan P = RadQ1 diyelim. Qn’in genişlemesine geçersek (χ : R −→
RP kanonik dönüşüm olmak üzere)

QnRP = Q1RP ∩Q2RP ∩ . . . ∩QtRP

ve i > 1 içinQiRP = RP olacağındanQnRP = Q1RP yazabiliriz. Bu eşitlikte daralmaya
geçersek de

(QnRP )c = (Q1RP )c = Q1

elde ederiz. Böylece şunu söyleyebiliriz:
”Qn’ nin normal asıl ayrışımında bir bileşeni P−asıl olur. Qn ’in bu P−asıl bileşe-

nine Q’ nun n. sembolik kuvveti denir ve Q(n) ile gösterilir.”
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Önerme 2.2.24. [7, Proposition 11, §4.5]E bir Noether R–modül ve N , E’nin bir
P -asıl alt modülü olsun.

N = N1 ⊂ N2 ⊂ . . . ⊂ Nq ⊂ E, (2.2.1)

E’nin P -asıl alt modüllerinin kesin olarak artan bir dizisi olsun. O zaman

q ≤ λRP
(EP/NP )

olur. Ayrıca eğer (2.2.1) dizisi P -asıl alt modüllerin daha uzun bir dizisine genişletile-
miyor ise

q = λRP
(EP/NP )

eşitliği sağlanır.
Buradaki q sayısına E/N modülünün “asıl uzunluğu” diyeceğiz ve q = λa(E/N)

yazacağız.

Sonuç 2.2.25. P , R’nin bir asal ideali ve Q da bir P -asıl ideal olsun. O zaman her
n ∈ N için

λa(R/Q(n)) = λRP
(RP/Q

nRP )

olur.

Lemma 2.2.26. P R’nin bir asal ideali, Q da bir P − asıl ideal ve dimR = d olsun.
O zaman yeterince büyük n’ ler için

PQ(n) = λa (R/Q(n))

ile tanımlı PQ(n) n’ye bağlı bir polinomdur ve bu polinomun derecesi d ’dir.

Kanıt. χ : R −→ RP kanonik dönüşüm olmak üzere (RP , PRP ) yerel halkasını düşü-
nelim.

λa
(
R/Q(n)

)
= λRP

(Rp/Q
nRP ) olduğundan kanıtı λRP

(RP/Q
nRP ) için yapmak

yeterli olacaktır. RP Noether olduğundan RP/Q
nRP de Noether’dir. Ayrıca

RadQ = P ⇒ Pm ⊆ Q⇒ Pmn ⊆ Qn ⇒ (PRP )m ⊆ QnRP

’den (PRP )m ⊆ AnnRP/Q
nRP elde ederiz. Buradan RP/Q

nRP Noether ve maksimal
idealin bir kuvveti tarafından sıfırlandığından Artin olur. Yani λRP

(RP/Q
nRP ) < ∞

’dur.
Q bir P−asıl ideal olduğundan QRP de PRP−asıl olur. QRP ile ilişkili

grQRP
(RP ) = RP/QRP ⊕QRP/Q

2RP ⊕ . . .⊕Qn−1RP/Q
nRP
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kademeli halkasını alalım. Sonuç 2.2.18’dan yeterince büyük n’ler için HQRP
(n) =

λ (Qn−1RP/QnRP ) bir polinom ve bu polinomun derecesi de Sonuç 2.2.23’den dolayı
dimRP − 1 ’dir. Lemma 2.1.5 ’ dan

n−1∑
t=0

HQRP
(t) =

n−1∑
t=0

λRP/QRP
(Qt−1RP/QtRP ) = λRP/QRP

(RP/QnRP )

de bir polinom ve bu polinomum derecesi de der [HQRP
(n)] + 1 olduğundan derecesi

dimRP olan bir polinom elde ederiz. Diğer taraftan dimRP = rankP = d olduğundan
λRP/QRP

(RP/Q
nRP ) = λRP

(RP/Q
nRP ) polinomunun derecesi d ’dir. Böylece istenen

elde edilir.

Tanım 2.2.27. Lemma 2.2.26’nin kanıtında HSQRP
= λRP

(RP/Q
nRP ) polinomunun

(QRP
’nin Hilbert-Samuel polinomu) baş katsayısına e0 = e/d! dersek e sayısına Q asıl

idealinin çokkatlılığı denir. Q ’nun çokkatlılığını e(Q) ile göstereceğiz.

Bu tanımı asıl olmayan ideallere de genişletebiliriz.

Tanım 2.2.28. A R’de bir ideal, P A’nın bir minimal asal ideali, Q da A’nın P -asıl
bileşeni olsun. O zaman e(A,P ) = e(Q) ile tanımlıdır ve buna da A’nın P asalı ile
ilişkilendirilmiş çokkatlılığı denir.
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Bölüm 3

İdeal İndirgemeleri

3.1 Temel özellikler

Bu bölümde aksi belirtilmedikçe R bir Noether halka ve R’nin idealleri de öz idealler
olarak alınacaktır.

Tanım 3.1.1. A ve B R’ nin idealleri olsun. Eğer,

(i) B ⊆ A

(ii) En az bir r pozitif tamsayısı için BAr = Ar+1

sağlanırsa B’ ye A’nın bir indirgemesi denir. Bunu kısaca B Eind A ile göstereceğiz.

Lemma 3.1.2. A ve B R’ nin idealleri ve B ⊆ A olsun. O zaman aşağıdakiler sağlanır.
(i) Her ideal kendisinin bir indirgemesidir.
(ii) Eğer bir r pozitif tamsayısı için BAr = Ar+1 ise o zaman her n ≥ r tamsayısı

için BAn = An+1 ve her m pozitif tamsayısı için BmAr = Ar+m ’dir.

Kanıt. (i) R ’nin her A ideali için A ⊆ A ve her r pozitif tamsayısı için AAr = Ar+1

olduğundan kanıt açıktır.
(ii)

BAn = BAn−rAr = BArAn−r = Ar+1An−r = An+1

’dir. Diğer kısım için m üzerine tümevarım uygulayalım.
m = 1 için kabulden doğrudur. m − 1 için doğruluğunu kabul edelim ve m için

doğru olduğunu gösterelim.

BmAr = Bm−1BAr = Bm−1Ar+1 = Bm−1ArA = Am−1+rA = Am+r

elde ederiz.
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Örnek 3.1.3. I = 〈X2, Y 2〉 ve J = 〈X, Y 〉2 = 〈X2, XY, Y 2〉 alalım. I ⊆ J ve r = 1
için

IJ =
〈
X4, X3Y,X2Y 2, XY 3, Y 4

〉
= 〈X, Y 〉4 = J2

olduğundan I, J ’nin bir indirgemesi olur.

Örnek 3.1.4. In = In+1 eşitliğini sağlayan bir halkada I2, I’nın bir indirgemesi olur.
Çünkü I2.In−1 = Insağlanır. O halde Artin halkalarda ideallerin kareleri indirgemeleri
olacaktır.

İndirgeme tanımından anlaşıldığı üzere bir idealin indirgemesi o idealin daha ba-
sit bir formu olur. Ayrıca bu ideallerin sağladığı bir takım özelliklerin aynı olduğunu
söyleyebiliriz. Bu özellikler arasında en dikkat çekici olanı ise her iki idealin de aynı
cebirsel çokkatlılığa sahip olmasıdır.

Teorem 3.1.5. [8, Theorem 1.1] A,B R’nin idealleri ve B Eind A olsun. O zaman B
ile A ’ nın minimal asal idealleri aynıdır ve her P minimal asal ideali için

e(A,P ) = e(B,P )

sağlanır.

Kanıt. Uygun bir r pozitif tamsayısı için BAr = Ar+1 olsun. O zaman Ar+1 ⊆ B ⊆ A

’dır. P , A’nın bir minimal asalı ve P ′, B’nin bir minimal asalı olsun. P = P ′ olduğunu
gösterelim. B ⊆ P ′ ⇒ Ar+1 ⊆ P ′ ⇒ A ⊆ P ′ ve B ⊆ A ⊆ P ⊆ P ′ ve P minimal
olduğundan P = P ′ elde ederiz. O halde A ve B ’nin minimal asal idealleri aynıdır.

Şimdi A ve B ’nin bir P minimal asal idealini alalım. Q ve Q1 sırasıyla A ve B’nin
P − asıl bileşenleri olsun.

A = Q ∩Q′1 ∩ . . . ∩Q
′

n

A’nın asıl ayrışımını alalım. χ : R −→ RP kanonik dönüşüm olmak üzere genişlemeye
geçersek ARP = QRP buradan AmRP = QmRP ve tekrar daralmaya geçersek de
(AmRP )c = (QmRP )c elde ederiz. Diğer taraftan

Am = Q
′′

1 ∩ . . . ∩Q
′′

n

Am’nin asıl ayrışımı alırsak bir i = 1, . . . , n için RadQi′′ = P olacağından genelliği
bozmadan RadQ′′1 = P diyelim. Buradan (AmRP )c = Q

′′
1 olur. Böylece Am’nin P−asıl

bir bileşenin olduğunu görürüz. Bu bileşene (QmRP )c = Q(m) ve benzer şekilde elde
edilebilecek olan Bm ’nin P − asıl bileşenine de Q(m)

1 diyelim. Her m tamsayısı için

Ar+m ⊆ Bm ⊆ Am
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olduğundan
Q(r+m) ⊆ Q

(m)
1 ⊆ Q(m)

ve buradan da
λa
(
R/Q(r+m)

)
≥ λa

(
R/Q

(m)
1

)
≥ λa

(
R/Q(m)

)
elde ederiz. Dolayısıyla Lemma 2.2.26 ’dan

PQ(m+ r) ≥ PQ1(m) ≥ PQ(m)

’dir. PQ(m) = PQ(m+ r) = a ·md + . . . , PQ1(m) = b ·md1 + . . . diyelim. O zaman

lim
m→∞

PQ(m+ r)
md

≥ lim
m→∞

PQ1(m)
md

≥ lim
m→∞

PQ(m)
md

eşitsizliğinde Sandwich teoreminden

b = limm→∞
PQ1(m+ r)

md
= limm→∞

PQ1(m)
md

= a 6= 0 elde ederiz. (d = d1 olacağına
dikkat ediniz.) Böylece e(Q) = e(Q1) elde ederiz.

Tanım 3.1.6. B Eind A olsun. Eğer A’nın B’de öz olarak kapsanan bir indirgemesi
yoksa B’ye A’nın bir minimal indirgemesi denir.

Tanım 3.1.7. Bir A idealinin kendisinden başka indirgemesi yoksa A’ya bir ana ideal
denir.

O halde bir idealin minimal indirgemesi bir ana ideal olur.

Örnek 3.1.8. R =
Z/2Z JX, Y K

(XY (X + Y )) halkasında I = m = (X, Y )R alırsak I bir ana
ideal olur.

Lemma 3.1.9. Eğer B Eind A ve C Eind B ise o zaman C Eind A ’dır.

Kanıt. C ⊆ B ⊆ A olduğundan C ⊆ A’dır. Uygun bir r, s ∈ Z+için BAr = Ar+1 ve
CBs = Bs+1 olsun. Şimdi

CAr+s = Ar+s+1

gösterelim.
Ar+s+1 = Bs+1Ar = CBsAr = CAr+s

elde edilir. Böylece C Eind A gösterilir.

Lemma 3.1.10. [8, Lemma 7.1] Eğer B1 Eind A1 ve B2 Eind A2 ise o zaman B1 +
B2 Eind A1 + A2 ’dir.

Kanıt. Uygun m,n pozitif tamsayıları için B1A
m
1 = Am+1

1 ve B2A
n
2 = An+1

2 olsun. O
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zaman

B1(A1 + A2)m+n = B1

m+n∑
r=0

Ar1A
m+n−r
2 =

m+n∑
r=0

B1A
r
1A

m+n−r
2 ⊇

m+n∑
r=m

Ar+1
1 Am+n−r

2

Benzer şekilde

B2(A1 + A2)m+n =
m+n∑
r=0

B2A
r
1A

m+n−r
2 =

m∑
r=0

B2A
r
1A

m+n−r
2 +

m+n∑
r=m+1

B2A
r
1A

m+n−r
2

⊇
m∑
r=0

Ar1B2A
n
2A

m−r
2 ⊇

m∑
r=0

Ar1A
m+n−r+1
2

elde ederiz.Buradan

(B1 +B2)(A1 + A2)m+n ⊇ B1(A1 + A2)m+n +B2(A1 + A2)m+n

⊇
m+n∑
r=m

Ar+1
1 Am+n−r

2 +
m∑
r=0

Ar1A
m+n−r+1
2

=
m+n+1∑
r=0

Ar1A
m+n−r+1
2 = (A1 + A2)m+n+1

Böylece istenen elde edilir.

Teorem 3.1.11. [8, Theorem 7.1] A R’nin bir ideali olsun. O zaman A için aşağıdaki
özellikleri sağlayan bir Â ideali vardır ve tektir.

(i) A Eind Â

(ii) A’yı indirgeme olarak kapsayan her ideal Â’da kapsanır.

Kanıt. Σ kümesi ile A’yı indirgeme olarak kapsayan ideallerin kümesini gösterelim.
A ∈ Σ olduğundan Σ kümesi boştan farklıdır. R Noether olduğundan idealleri için
maksimal şartı sağlar. Böylece Σ’nın bir Â elemanı Σ’da maksimal olur.

Şimdi A Eind A1 olacak şekilde bir A1 ideali alalım. A, A1 ve Â’nın bir indirgemesi
olduğundan Lemma 3.1.10 ’den A, A1+Â’nın bir indirgemesi olur. Buradan A1+Â ∈ Σ
’dır. Â ⊆ A1 + Â ve Â maksimal olduğundan Â = A1 + Â ve buradan da A1 ⊆ Â elde
ederiz.

Sonuç 3.1.12. Eğer B A’nın bir indirgemesi ise o zaman B̂ = Â ’dır.

Kanıt. B, A’nın bir indirgemesi ve A da Â’nın bir indirgemesi olduğundan B, Â’nın
bir indirgemesi olur. Buradan Â ⊆ B̂ ’dır. Diğer taraftan uygun bir m tamsayısı için
BB̂m = B̂m+1 olsun. AB̂m ⊆ B̂m+1 ⊆ AB̂m olduğundan A, B̂’nin bir indirgemesi olur
buradan da B̂ ⊆ Â. Böylece B̂ = Â elde edilir.
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3.2 Minimal İndirgemeler

Bu bölümde aksi belirtilmedikçe (R,m) bir yerel halka, ve k = R/m sonsuz alacağız.

Teorem 3.2.1. [8, Theorem 2.1] B Eind A olsun. O zaman A’nın B’ de kapsanan en
az bir C minimal indirgemesi vardır.

Kanıta geçmeden önce kullanacağımız yardımcı lemmaları verelim.

Lemma 3.2.2. A ve B, R’nin iki ideali olsun. Eğer A ⊆ B +Am ise o zaman A ⊆ B

’dir. Ayrıca B ⊆ A da varsa A = B ’dir.

Kanıt.
A+B

B
⊆
B + Am

B
= m

A+B

B

 ve m

A+B

B

 =
mA+ mB +B

B
⊆
A+B

B

olduğundan
A+B

B
= m

A+B

B

 elde ederiz. O halde Nakayama lemmadan
A+B

B
=

0 ve A ⊆ B bulunur.

Lemma 3.2.3. C,R’nin A’da kapsanan bir ideali olsun. O zaman
C Eind A ancak ve ancak C + Am Eind A’dır.

Kanıt. Z⇒: C ⊆ C + Am ⊆ A ’dır. Ayrıca C Eind A olduğundan uygun bir r pozitif
tamsayısı için CAr = Ar+1’dir.

(C + Am)Ar = CAr + Ar+1m = Ar+1 + Ar+1m = Ar+1

ve buradan C + Am Eind A elde edilir.
⇐\: C+Am Eind A olsun. O halde uygun bir r pozitif tamsayısı için (C+Am)Ar =

Ar+1 ve buradan CAr +Ar+1 = Ar+1 buluruz. Lemma 3.2.2 ’dan Ar+1 ⊆ CAr ve diğer
yön açık olduğundan CAr = Ar+1 elde edilir. Böylece C Eind A gösterilir.

Artık Teorem 3.2.1 ’ın kanıtını verebiliriz.

Kanıt. C ′ ⊆ B ve C ′ Eind A olsun. Σ ile C ′+Am biçimindeki bütün ideallerin kümesini
gösterelim. B ⊆ B ve B Eind A olduğundan B+Am ∈ Σ ve dolayısıyla Σ kümesi boştan
farklıdır. k = R/m üzerinde A/Am bir sonlu boyutlu vektör uzayı ve (C ′ + Am)/Am
de A/Am ’nin bir alt uzayı olduğundan öyle bir C ′ ideali seçebiliriz ki C ′ +Am, Σ ’ da
minimaldir.
{c1 + Am, c2 + Am, . . . , cr + Am} kümesi (C ′ + Am)/Am ’nin k üzerindeki tabanı

olacak şekilde c1, c2, . . . , cr ∈ C
′seçelim ve C = (c1, . . . , cr) diyelim. O zaman C ⊆ C

′ ⊆
B ve C + Am = C

′ + Am ’dir. C ′ Eind A olduğundan Lemma 3.2.3 ’dan C ′ + Am =
C + Am Eind A ve yine Lemma 3.2.3 ’dan C Eind A buluruz. Şimdi C’nin A’ nın bir
minimal indirgemesi olduğunu gösterelim.
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Eğer
α1c1 + . . .+ αrcr ≡ 0(modAm)

ise

α1c1 + . . .+ αrcr + Am = 0

α1c1 + Am + . . .+ αrcr + Am = 0

ve ∀i = 1, . . . , r için αici + Am ’ler taban elemanları olduğundan αici + Am = 0 olur.
αici + Am = 0 ⇒ αici ∈ Am ⊆ m ⇒ αi ∈ m olduğunu söyleyebiliriz. Buradan

C ∩ Am ⊆ Cm bulunur.
Şimdi C0 ⊆ C ve C0 A’nın bir indirgemesi olsun. O zaman C0 + Am ∈ Σ ’dir.

C0 ⊆ C
′ olduğundan C0 + Am ⊆ C

′ + Am olur. Ancak C ′ + Am minimal olduğundan
C0 + Am = C

′ + Am = C + Am elde ederiz.
C ⊆ C + Am olduğundan C ⊆ C0 + Am diyebiliriz. Bir x ∈ C alalım. O halde

x = y+z olacak şekilde y ∈ C0 ve z ∈ Am elemanları vardır. z = x−y ∈ C∩Am ⊆ Cm

olduğundan x ∈ C0 + Cm buradan C ⊆ C0 + Cm yani C ⊆ C0 elde ederiz. Böylece
C = C0 elde ederiz.

Lemma 3.2.4. [8, Lemma 2.3] C, A’nın bir minimal indirgemesi ve B, C ile A ara-
sında bir ideal olsun. O zaman C’nin her minimal tabanı, B’nin bir minimal tabanına
genişletilebilir.

Kanıt. {c1 + Am, c2 + Am, . . . , cr + Am} kümesi (C + Am)/Am ’nin k üzerindeki ta-
banı olacak şekilde c1, c2, . . . , cr ∈ C seçelim. Teorem 3.2.1 ’ın kanıtında olduğu gibi
(c1,c2, . . . , cr) ∩ Am ⊆ (c1, c2, . . . , cr)m ve (c1, . . . , cr) + Am = C + Am olduğunu gös-
terebiliriz. Lemma3.2.2 ’den (c1, . . . , c2) A’nın bir indirgemesi olur. C ∩ Am ⊆ Cm ve
B ⊆ A olduğundan C ∩ Bm ⊆ Cm diğer taraftan Cm ⊆ C ∩ Bm olduğundan da
C ∩Bm = Cm elde ederiz. O halde

C + Am

Am
∼=

C

Cm
=

C

C ∩Bm
∼=
C +Bm

Bm
⊆

B

Bm

ve buradan da
C

Cm
↪→

B

Bm
bulunur. Böylece istenen elde edilir.

3.3 Bir İdeal için Analitik Yayılım Kavramı

Bu bölümde aksi belirtilmedikçe (R,m) yerel halka olarak alınacaktır.
(u1, . . . , ut) = u, A’nın bir tabanı olsun. (Bu taban minimal olmak zorunda değil-

dir.)
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φ(x) = φ(x1, . . . , xt) ile katsayıları R’den gelen s dereceli bir formu gösterelim ve
bu formun katsayılarının tamamı m’de olmasın.

φ(x) ile de bu formun k [x1, . . . , xt]’deki karşılığını gösterelim.

Tanım 3.3.1. Bir φ(x) ∈ k [x1, . . . , xt] formu için φ(u) ≡ 0 (mod Asm) oluyorsa φ(x)
formuna boş form denir.

Not 3.3.2. φ1, φ2 ∈ R [x1, . . . , xt] ve φ1 = φ2 ise φ1(u) ≡ φ2(u) (mod Asm)’dir.

Kanıt. φ1 = φ2 olduğundan φ1 − φ2=φ1 − φ2 = 0 ve buradan φ1 − φ2’nin katsayıları
m’ ye düşer. Dolayısıyla

(φ1 − φ2)(x) =
∑

a1+...+at=s
m ·Xa1

1 . . . Xat
t

olarak tanımlayabiliriz. (m ∈ m). O halde

(φ1 − φ2)(u) =
∑

a1+...+at=s
m · ua1

1 . . . uat
t ∈ Asm

buradan (φ1 − φ2)(u) = φ1(u) − φ2(u) ∈ Asm ve böylece φ1(u) ≡ φ2(u) (mod Asm)
elde ederiz.

Not 3.3.2’dan boş form tanımı yapılırken φ’ye bağlı olduğumuzu ve φ’nin seçiminden
bağımsız hareket edebileceğimizi anlarız.

Tanım 3.3.3. N , k [x1, . . . , xt] ’de bir homojen ideal olsun. N ideali boş formlarla
üretiliyorsa N ’ye A’nın boş form ideali denir. Eğer bir idealin boş form ideali yoksa (0)
ideali alınır.

Tanımı biraz daha açacak olursak;

k [x1, . . . xt] = k [x] = k ⊕ k [x]1 ⊕ k [x]2 ⊕ . . .

olsun.
〈
φ(x)

〉
= N idealine A’nın boş form ideali denir. Burada

N = N0 ⊕N1 ⊕N2 ⊕ . . . ,Ni = N ∩ k [x]

olur.

Teorem 3.3.4. [8, Theorem 3.1]

φ(s, A) = dimk (As/Asm)

olarak tanımlayalım. φ(s, A) sayısı As’nin minimal tabanındaki eleman sayısı ise o
zaman yeterince büyük s’ler için φ(s, A) s’ye bağlı bir polinom olur.
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Kanıt.
dimk (As/Asm) = dimk (k [x]s /Ns)

olduğunu gösterirsek φ(s, A) N ’nin (k [x] /N ’nin) Hilbert fonksiyonu olacağından kanıt
tamamlanır.

k [x]s −→ As −→ As/Asm

φ 7−→ φ(u) 7−→ φ(u) + Asm

dönüşümünü göz önüne alırsak φ(u) ≡ 0 (mod Asm) ve dönüşümün çekirdeği Ns’tir.
Buradan

k [x]s /Ns
∼= As/Asm

elde ederiz. Böylece dimk (As/Asm) = dimk (k [x]s /Ns) ve istenen elde edilir.

Tanım 3.3.5. der [φ(s, A] sayısı φ(s, A) polinomunun derecesi olmak üzere l(A) =
der [φ(s, A)] + 1 sayısına A’nın analitik yayılımı denir.

Sonuç 3.3.6. A ’nın analitik yayılımı l(A), A’nın N boş form idealinin boyutuna
eşittir. Ayrıca

l(A) = dimFA(R) ≤ dimR

olur.

Kanıt. φ(s, A) k[x]/N ’nin Hilbert fonksiyonuna eşit olduğundan açıktır. Ayrıca yu-
karıdaki teoremin kanıtından görülebileceği gibi dimk (As/Asm) = dimk (k [x]s /Ns)
olduğundan l(A) = dimFA(R) elde edilir. Öte yandan

FA(R) ∼= grA(R)/m.grA(R)

olduğundan dimFA(R) ≤ dimR olur. Böylece kanıt tamamlanır.

Tanım 3.3.7 (Analitik Bağımsızlık). v = (v1, . . . , vr) A’nın elemanlarının bir sı-
ralı dizisi, φ (x1, . . . , xt) derecesi p olan (p keyfi) katsayıları R ’den gelen φ(v) ≡ 0
(mod Apm) olacak şekilde bir form iken φ’nin katsayıları m’ ye düşüyorsa vi’lere A’da
analitik bağımsızdır denir.

Tanım 3.3.8. v = (v1, . . . , vr), R’nin elemanlarının bir sıralı dizisi ve φ (x1, . . . , xr)
de katsayıları R’den gelen φ(v) = 0 olacak şekilde bir form iken φ’nin katsayıları m’ye
düşüyorsa vi’lere analitik bağımsızdır denir.

Lemma 3.3.9. v = (v1, . . . , vr) elemanları analitik bağımsızdır ancak ve ancak ürettiği
ideal olan 〈v1, . . . , vr〉’de analitik bağımsızdır.
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Kanıt. 〈v1, . . . , vr〉 = A diyelim. Keyfi p dereceli bir φ formu için φ(v) ≡ 0 (mod Apm)
olsun. O zaman φ(v) ∈ Apm ’dir buradan bir α ∈ Apm için φ(v) = α ve buradan da
φ(v)− α = 0 elde ederiz.

φ(v)−α = φ
′(x) dersek φ′(x)’in katsayılarının hepsi m’ ye düşer ve böylece φ(x) =

φ
′(x) + α ’in katsayıları m′de olur.
Diğer yön için φ(v) = 0 alalım. O halde her p için φ(v) ≡ 0 (mod Apm) olacağından

açıktır.

Lemma 3.3.10. [8, Lemma 4.1] v = (v1, . . . , vr) elemanları A’da analitik bağımsız ol-
sun. O zaman vi’ler 〈v1, . . . , vr〉 idealinin bir minimal tabanıdır. Ayrıca eğer w1, . . . , wr

elemanları 〈v1, . . . , vr〉 idealinin diğer bir minimal tabanı ise o zaman wi’ler de A’da
analitik bağımsız olur.

Kanıt. Öncelikle vi’lerin 〈v1, . . . , vr〉’nin minimal tabanı olduğunu gösterelim. Aksini
kabul edelim. Yani vi ∈ (v1, v2, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vr) olsun. Buradan vi = α1v1 + . . .+
αi−1vi−1+αi+1vi+1+. . .+αrvr yazabiliriz. φ(X) = α1x1+. . .+αi−1xi−1−xi+αi+1xi+1+
. . . + αrxr seçersek φ(v) = 0 ve vi elemanları analitik bağımsız olduğundan 1 ∈ m

buluruz. Ancak m maksimal olduğundan bu bir çelişkidir. Dolayısıyla vi, (i = 1, . . . , r)
elemanları 〈v1, . . . , vr〉’nin bir tabanı olur.

Şimdi B = (v1, . . . , vr) ve {w1, . . . , wr} B’nin minimal tabanı olsun. Bir p tamsayısı
için φ, p dereceli bir form ve φ (w) ≡ 0 (modApm) olsun. wi = ∑

αijvj , wi, vj ∈ B/mB ,
αij ∈ R/m yazalım. {v1, . . . , vr} ve {w1, . . . , wr} kümeleri B/mB uzayının birer bazıdır.
wi = ∑

αij vij olduğundan
[
αij

]
matrisi baz dönüşüm matrisi ve dolayısıyla tersinir

olur. Buradan det [αij] 6= 0 buluruz.

φ (w) = φ
(∑

α1jvj, . . . ,
∑

αrjvj
)
≡ 0 (mod Apm)

ve vi’ler A da analitik bağımsız olduğundan φ (∑α1jXj, . . . ,
∑
αrjXj) = 0 olur.

[
βij
]
,

[αij] matrisinin tersi olsun. O zaman

[
α11 α12 · · · α1r

]
.
[
βij
]
.


X1

X2
...
Xr

 =



∑
β1jXj∑
β2jXj

...∑
βrjXj


olur. Xr yerine ∑ βrjXj yazılırsa φ (X1, . . . , Xr) = 0 bulunur ki bu da wi’lerin A ’ya
analitik bağımsız olması demektir.

Lemma 3.3.11. [8, Lemma 4.2] A,C R’de idealler, C A’nın bir minimal indirgemesi
ve {v1, . . . , vr} elemanları C’nin bir minimal taban elemanları ise o zaman vi’ler A’da
analitik bağımsızdır.
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Kanıt. φ (X1, . . . , Xr) p dereceli bir form ve φ (v) ≡ 0 (mod Apm) olsun. Öncelikle
Xp

1 teriminin katsayısının m’de olduğunu göstereceğiz. Aksini varsayalım. O halde bu
katsayı unittir. DT derecesi p olan diğer terimleri göstermek üzere φ(X) = c1.X

p
1 +DT

olarak yazılabilir ve φ (v1, . . . , vr) ∈ Apm olduğundan c1.v
p
1+DT (v1, . . . , vr) ∈ Apm olur.

Ayrıca eğer n1+n2+· · ·+nr = p iseXn1
1 Xn2

2 . . . Xni
i . . . Xnr

r = Xi

(
Xn1

1 Xn2
2 . . . Xni−1

i . . . Xnr
r

)
yazımında v’yi yerine yazarsak vn1

1 . . . vnr
r = vi

(
vn1

1 vn2
2 . . . vni−1

i . . . vnr
r

)
elde ederiz. Böy-

lece vp1 ∈ Apm + (v2, . . . , vr)Cp−1...(∗) yazabiliriz. Diğer taraftan C = 〈v1, . . . , vr〉
ise Cp = 〈{vn1

1 , . . . , vnr
r } : n1 + n2 + . . .+ nr = p〉 olduğundan bir y ∈ Cp için y ∈

αvp1 + . . .+ (v2, . . . , vr)Cp−1 ve (∗) eşitliğinden Cp ⊆ (v2, . . . , vr)Cp−1 +Apm elde ede-
riz. C, A’nın bir indirgemesi olduğundan uygun bir m tamsayısı için CAm = Am+1’dir.
Buradan

Am+p = AmCp ⊆ (v2, . . . , vr)Cp−1Am + ApmAm

⊆ (v2, . . . , vr)Am+p−1 + Ap+mm

Lemma 3.2.2dan Am+p ⊆ (v2, . . . , vr)Am+p−1 buluruz. Buradan (v2, . . . , vr) A’nın bir
indirgemesi olur ki bu da (v1, v2, . . . , vr)’nin minimal oluşuyla çelişir. DolayısıylaXp

1 ’nin
katsayısı m’ye düşer.

Şimdi α11, α21, . . . , αr1 ∈ R alalım. Bu elemanların hepsim’de olmasın. (α11, α21, . . . , αr1) ∈
kr \ {0}ve dimkr = r’dir. [α11, α21, . . . , αr1] matrisinin determinantı k’da 0’den farklı
olduğundan

0 6= det [αij] = det [αij]

ve buradan det [αij] /∈ m yani det [αij] unit olur. Dolayısıyla αij (1 ≤ i ≤ r , 2 ≤ j ≤ r)
elemanlarını det [αij] unit olacak şekilde seçebiliriz. {v1, . . . , vr} kr’nin bir bazı ola-
cak şekilde en az bir vi = (α1i, . . . αri) elemanı vardır. w1, . . . w2 elemanlarını vi =∑r
j=1 αijwj ile tanımlayalım. det [αij] unit olduğundan [αij] matrisi tersinirdir ve

[αij]−1


v1
...
vr

 =


w1
...
wr

 ve [αij]


w1
...
wr

 =


v1
...
vr


yazılır. β1w1 + . . .+ βrwr = 0 olsun. O zaman

0 =
[
β1 . . . βr

] 
w1
...
wr

 =
[
β1 . . . βr

]
[αij]−1


v1
...
vr

 = 0

dolayısıyla [β1, . . . , βr] = 0 buluruz. Buradan {w1, . . . , wr} kümesi R/m’de lineer ba-
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ğımsızdır. {w1, . . . , wr} kümesi C’nin bir minimal tabanı olur.

φ
(∑

α1jwj, . . . ,
∑

αrjwj
)
≡ 0 (modApm)

ve Xp
1 ’nin φ (∑α1jXj, . . . ,

∑
αrjXj) ’deki katsayısı m’de olduğundan φ (α11, . . . , αr1) ≡

0 (modm) buluruz. Bu α11, . . . , αr1 katsayıları keyfi ve R/m sonsuz olduğundan φ’nin
katsayıları m’ye düşer. Böylece vi’ler A’da analitik bağımsız olur.

Lemma 3.3.12. v1, . . . , vr elemanları A içinde analitik bağımsızdır ancak ve ancak
her s için v1, . . . , vr elemanlarının s dereceli kuvvet çarpımlarının kümesinin As/Asm

içindeki görüntüleri R/m üzerinde doğrusal bağımsızdır.

Kanıt. v1, . . . , vr A içinde analitik bağımsız olsun.

{v̄1
n1 , . . . , v̄r

nr | n1 + . . .+ nr = s}

kümesinin Q/m üzerinde doğrusal bağımsız olduğunu gösterelim:

∑
n1+...+nr=s

c̄n1...nr v̄
n1
1 . . . v̄nr

r = 0

olsun. φ (x1, . . . xr) = ∑
cn1...nrX

n1
1 . . . Xnr

r dersek φ (v1, . . . , vr) ≡ 0 (mod Asm) ve
v1, . . . , vr’ler A’da analitik bağımsız olduğundan φ’nin katsayıları m’ de olacağından
istenen elde edilir.

Diğer yön için φ, s dereceli bir form ve φ(v) ≡ 0 (mod Asm) olsun. O zaman
φ(v) + Asm = 0 + Asm yani As/Asm içinde φ(v) = 0 ’dir.

φ(x) =
∑

c̄ · v̄n1
1 . . . v̄nr

r = 0̄

ve kabulümüzden c̄ = 0 ve böylece c ∈ m elde ederiz. O halde vi’ ler analitik bağımsız
olur.

Lemma 3.3.13. [8, Lemma 4.3] Eğer v1, . . . , vr elemanları A’da analitik bağımsız ise
r ≤ l(A)’dır.

Kanıt. vi’ler A’da analitik bağımsız olduğundan Lemma 3.3.12’dan vi’lerin s dereceden
bir kuvveti As ’nin minimal tabanının bir parçasıdır. Binomdan

dimk (As/Asm) = φ(s, A) ≥
(
s+ r − 1
r − 1

)
’dir. (Burada

(
s+ r − 1
r − 1

)
derecesi s olan

kuvvet çarpımlarının sayısıdır.) Buradan dereceye geçersek der [φ(s, A)] ≥ r − 1 ve
böylece l(A) ≥ r elde ederiz.

Teorem 3.3.14. [8, Theorem 4.1] B Eind A ve v1, . . . , vr’ler B’nin bir minimal taban
elemanları olsun. O zaman B A’nın bir minimal indirgemesidir ancak ve ancak vi’ler
A’da analitik bağımsızdır.
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Eğer B, A’nın minimal indirgemesi ise o zaman B’nin minimal tabanındaki eleman
sayısı r = l(A)’dır.

Kanıt. B, A’nın bir minimal indirgemesi olsun. O zaman Lemma 3.3.11 ’den vi’ler A’da
analitik bağımsızdır ve Lemma 3.3.13 ’ten de r ≤ l(A)’dır. Şimdi l(A) ≤ r olduğunu
gösterelim.

B Eind A olsun. Uygun bir t tamsayısı için BAt = At+1 ve her s tamsayısı için
BsAt = At+s’dir. At, l tane elemanla üretilsin. O halde

At+s = BsAt de φ(s, B)·l tane elemanla üretilir. Buradan φ(t+s, A) ≤ φ(s, B)·l elde
ederiz. vi’ler A’da analitik bağımsız olduğundan B’de de analitik bağımsızdır. O halde
vi’lerin s dereceli kuvvet çarpımları Bs’nin minimal tabanı olur. Böylece φ(s, B) =(
s+ r − 1
r − 1

)
elde ederiz. Son eşitsizlikte yerine yazarsak φ(s, A) ≤ l ·

(
s+ r − 1
r − 1

)
olur.

Derecelere geçerek der [φ(s, A)] ≤ r−1 ve buradan l(A) ≤ r gösterilir. Böylece r = l(A)
buluruz.

Kanıtı tamamlamak için vi’ler A’da analitik bağımsız olsun. O zaman Lemma 3.3.13
’ten r ≤ l(A) olduğunu biliyoruz. Teorem 3.2.1’den C ⊆ B olacak şekilde A’nın bir
minimal indirgemesini bulabiliriz. w1, . . . , wp C’nin bir minimal tabanı olsun. O zaman
p ≤ r ’dir. Lemma 3.2.4’den C’nin bir minimal tabanını B’nin bir minimal tabanına
genişletebiliriz. wp+1, . . . , wr elemanlarını için {w1, . . . , wp, wp+1, . . . , wr} kümesi B’nin
bir minimal tabanı olacak şekilde alalım. C minimal olduğundan p = l(A) olduğunu
biliyoruz. Ayrıca p ≤ r ve r ≤ l(A) = p olduğundan p = r buluruz. Buradan C =
(w1, . . . , wp) = (w1, . . . , wr) = B elde ederiz.

Teorem 3.3.14 yardımıyla bir A idealinin minimal indirgemelerinin minimal taban-
larındaki eleman sayılarının eşit olduğunu söyleyebiliriz. Ayrıca bu eleman sayısı da
l(A) değerine eşit olduğundan l(A) analitik yayılım kavramının yeni bir tanımını elde
etmiş oluruz.

Teorem 3.3.15. [8, Theorem 4.2] B Eind A olsun. O zaman B en az l(A) tane ele-
manla üretilir. Eğer B, l(A) tane elemanla üretiliyorsa o zaman B, A’nın bir minimal
indirgemesi olur.

Kanıt. C, A’nın B’de kapsanan bir minimal indirgemesi ve w1, . . . wp’ ler de C’nin bir
minimal tabanını üretsin. Bu durumda p = l(A) olduğunu göstermiştik. Ayrıca wi’ler
B’nin bir minimal tabanına genişletilebileceğinden B en az p = l(A) tane elemanla
üretilir.

Şimdi B , l(A) tane elemanla üretilsin. O zaman B’nin bir minimal tabanı l(A)
tane eleman içereceğinden B = C elde edilir. Yani B minimaldir.

Sonuç 3.3.16. Analitik yayılım l(A), A’nın bir minimal indirgemesini üreten mini-
mum eleman sayısıdır.
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Teorem 3.3.17. [8, Theorem 4.3] l(A) tamsayısı A’da analitik bağımsız olabilecek
maksimum eleman sayısıdır.

Kanıt. Teorem 3.2.1’den A’nın bir minimal indirgemesi olacağından Teorem 3.3.14’den
A’da analitik bağımsız olabilecek l(A) tane eleman bulabiliriz. Ayrıca Lemma 3.3.13’
ten w1, . . . , wr’ler A’da analitik bağımsız ise r ≤ l(A) olacağından istenen elde edilir.

Lemma 3.3.18. [8, Lemma 4.4] Keyfi bir A ideali için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır.

rank(A) ≤ l(A) ≤ dimk (A/Am)

Kanıt. C, A’nın bir minimal indirgemesi ve {v1, . . . , vl} C’nin bir minimal tabanı olsun.
O zaman l = l(A) ’dır ve vi’ler A’da analitik bağımsızdır. Ayrıca vi’ler A’nın minimal
tabanının bir parçası olduğundan l ≤ dimk (A/Am)’dir. Teorem 3.1.5 ’dan C ve A’nın
minimal asalları aynı olduğundan

rankA = rank(v1, . . . , vl) ≤ l

olur ki böylece istenen elde edilir.

Teorem 3.3.19. [8, Theorem 4.4]Bir A idealinin ana ideal olmasıyla aşağıdaki iki
koşulun sağlanması denktir:

(i)A’nın minimal taban elemanları analitik bağımsızdır.
(ii) l(A) = dimk (A/Am)

Kanıt. {v1, . . . , vr}, A’nın minimal tabanı olsun. O zaman r = dimk (A/Am) ’dir.
Öncelikle A ana ideal olsun. O zaman A’nın minimal indirgemesi kendisidir. vi’ler

A = (v1, . . . , vr) da analitik bağımsızdır ve r = l(A) ’dır.
Şimdi vi’ler analitik bağımsız olsun. O zaman vi’ler A = (v1, . . . , vr)’da da analitik

bağımsız olacağından Teorem 3.3.14 ’den A, A’nın minimal indirgemesi olur ki bu da
A’nın ana ideal olması demektir.

Teorem 3.3.19 yardımıyla bir ana idealin analitik bağımsız elemanlarla üretilen bir
ideal olduğunu söyleyebiliriz. Ayrıca bir R yerel halkasının maksimal ideali ana ideal
ise yani analitik bağımsız elemanlarla üretilebiliyorsa R bir düzenli halka olur.

Teorem 3.3.20. [8, Theorem 4.5] A, r tane elemanla üretilen bir ideal ve rankA = r

olsun. O zaman A bir ana ideal olur ve dolayısıyla A’nın minimal taban elemanları
analitik bağımsızdır.

Kanıt. rankA = r ve A , r tane elemanla üretildiğinden

r = dimk (A/Am)
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dir. Lemma 3.3.18’ten

r = rankA ≤ l(A) ≤ dimk (A/Am) = r

buradan da l(A) = dimk (A/Am) buluruz. Teorem 3.3.19 ’den A ana ideal olur.

Sonuç 3.3.21. (R,m) yerel halkasında dimR = d olsun. O zaman R’de bir paramet-
reler sistemi analitik bağımsızdır ve ürettikleri tanım ideali de ana idealdir.

Kanıt. R’ de d tane elemandan oluşan bir parametreler sisteminin bir m−asıl ideal
ürettiğini biliyoruz. Bu ideale A diyelim. rankA = d ve A, d tane elemanla üretildi-
ğinden A ideali ana ideal ve dolayısıyla da R’de bir parametreler sisteminin analitik
bağımsız olduğunu söyleriz.

Teorem 3.3.22. [8, Theorem 6.1] Q bir m-asıl ideal ve dimR = d olsun. O zaman
l(Q) = rankQ = dimR = d’dir.

Kanıt. (R,m) yerel halka ve Q bir m − asıl ideal olduğundan rankQ = dimR olur.
Lemma 3.3.18 ’ten rankQ = d ≤ l(Q) olduğunu biliyoruz. O halde d ≥ l(Q) olduğunu
gösterelim.

φ(s,Q) = dimk (Qs/Qsm) = λ (Qs/Qsm) = λ (R/Qsm)− λ (R/Qs)

ve Qs+1 ⊆ Qsm olduğundan

φ(s,Q) ≤ λ
(
R/Qs+1

)
− λ (R/Qs)

ve bunların derecesi d olan bir polinom belirttiğini söylemiştik. Ayrıca başkatsayıları
da eşittir. Buradan

φ(s,Q) ≤ PQ(s+ 1)− PQ(s)

Dereceye geçersek der [φ(s,Q)] < d ve buradan l(Q) ≤ d elde ederiz.

Sonuç 3.3.23. [8, Corollary 6.1] Eğer Q bir m-asıl ideal ise o zaman Q’da analitik
bağımsız olabilecek maksimum eleman sayısı dimR’ ye eşittir.

Kanıt. l(Q) = dimR olduğundan açıktır.

Sonuç 3.3.24. [8, Corollary 6.2] Bir m-asıl Q ideali ana idealdir ancak ve ancak bir
parametreler sistemiyle üretilebilir.

Kanıt. Q bir m − asıl ideal olduğundan l(Q) = dimR = rankQ ’dur. dimR = d

diyelim.
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Eğer Q bir ana ideal ise rankQ = d olduğundan minimal tabanı d = l(Q) tane
eleman içerir. O halde bu d tane eleman bir parametreler sistemi olur.

ŞimdiQ bir parametreler sistemiyle üretilsin. O zamanQ’nun minimal tabanı d tane
elemandan oluşur ve rankQ = d olduğundan Teorem 3.3.20’den Q ana ideal olur.

3.4 Analitik Bağımlılık ve Bir İdealin İntegral Ka-
panışı

Bu bölümde aksi belirtilmedikçe R bir Noether halka olarak alınacaktır.

Tanım 3.4.1. v, u1, . . . , ur elemanlarını alalım. φ, r + 1 değişkenli ve m dereceli bir
form olmak üzere φ (u1, . . . , ur, v) = 0 iken vm’nin katsayısı birimsel oluyorsa v ’ye
u1, . . . , ur elemanlarına analitik bağımlıdır denir.

Lemma 3.4.2. B = (b1, . . . , br) ve b′1, . . . , b
′
s B’nin keyfi elemanları olsun. Eğer α

elemanı b′1, . . . , b
′
s elemanlarına analitik bağımlı ise o zaman b1, . . . , br elemanlarına da

analitik bağımlıdır.

Kanıt. φ
(
b
′
1, . . . , b

′
s, α

)
= 0 ve derφ = m olsun. O zaman αm’nin katsayısı birimseldir.

aij elemanları için b′ij = ∑
j aijbj olarak yazılabileceğinden

φ
(∑

a1jbj, . . . ,
∑

asjbj, α
)

= 0

ve αm ’nin katsayısı birimsel olduğundan ψ (x1, . . . , xs) = φ (∑ a1jxj, . . . ,
∑
asjxj) alır-

sak α, bi elemanlarına analitik bağımlı olur.

Yukarıdaki lemma sayesinde bir α elemanı bir B idealinin bir tabanına analitik
bağımlı olduğunda B’nin herhangi bir tabanına analitik bağımlı olacağını söyleyebiliriz.
Bu ise aşağıdaki tanımı vermemize olanak sağlamaktadır.

Tanım 3.4.3. α elemanı bir B idealinin (herhangi) bir tabanına analitik bağımlı ise
α elemanına B ideali üzerinde integraldir denir. Ayrıca R’nin B üzerinde integral olan
bütün elemanlarının kümesine de B’nin integral kapanışı denir ve B ile gösterilir. Eğer
B = B ise B’ye integral kapalıdır denir.

Önerme 3.4.4. B, R’nin bir ideali ve α ∈ R olsun. Aşağıdakiler denktir:
(i) α, B üzerinde integraldir.
(ii) αn+a1α

n−1 +a2α
n−2 + . . .+an−1α+an = 0 olacak şekilde ai ∈ Bi (i = 1, . . . , n)

elemanları vardır.

Lemma 3.4.5. Bir B ideali, (B,α) idealinin bir indirgemesidir ancak ve ancak α, B
üzerinde integraldir.
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Kanıt. B = (b1, . . . , br) olsun. B Eind (B,α) olduğunu kabul edelim. O zaman uygun
bir m tamsayısı için

(B,α)m = (b1, . . . , br) (b1, . . . , br, α)m−1

’dir. Buradan αm = ∑r
i=1 bi·φi (b1, . . . , br, α) (φi derecesim−1 olan bir form) yazabiliriz.

O halde αm −∑r
i=1 bi · φi (b1, . . . , br, α) = 0 ve böylece istenen elde edilir.

Şimdi φ (b1, . . . , br, α) = 0 , derφ = m ve αm’nin katsayısı birimsel olsun. O zaman
αm ∈ (b1, . . . , br) (b1, . . . , br, α)m−1 ve buradan da

(b1, . . . , br, α)m ⊆ (b1, . . . , br) (b1, . . . , br, α)m−1

bulunur. Diğer kapsama açık olduğundan

(b1, . . . , br, α)m = (b1, . . . , br) (b1, . . . , br, α)m−1

elde ederiz. Böylece B, (B,α) ’nın bir indirgemesi olur.

Önerme 3.4.6. [3, Corollary 1.1.8] B, R’nin bir ideali ve r ∈ R olsun. Aşağıdakiler
denktir:

1. r ∈ B.

2. rM ⊆ BM ve Ann(M).r ⊆ Rad 0 olacak şekilde sonlu üretilmiş bir R-modül M
vardır.

Önerme 3.4.7. [3, Proposition 1.2.4] B ⊆ A idealler ve r1, . . . , rk ∈ R olsun. Eğer
C = B + (r1, . . . , rk) ve B Eind A ise o zaman B Eind C olur.

Önerme 3.4.8. [3, Corollary 1.2.5] J ⊆ I idealler olsun. I sonlu üretilmiş ise J , I’nın
bir indirgemesidir ancak ve ancak I ⊆ J dir.

Sonuç 3.4.9. [3, Corollary 1.3.1] Bir halkanın herhangi bir idealinin integral kapanışı,
o halkada integral kapalı bir idealdir.

Teorem 1.5.7’den dolayı R [It]’nin R [t] içindeki integral kapanışı uygun I0, I1, I2, . . .

idealleri için I0⊕I1t⊕I2t
2⊕ . . . biçimindedir. Aşağıdaki önermede R[It] halkasının R[t]

içindeki integral kapanışı ile I idealinin integral kapanışı arasındaki ilişki verilmektedir.

Önerme 3.4.10. [3, Proposition 5.2.1] R bir halka ve t R üzerinde bir değişken olsun.
Buna göre R’nin herhangi bir I ideali için R [It]’nin R [t] içindeki integral kapanışı
R⊕ It⊕ I2t2 ⊕ I3t3 ⊕ . . . kademeli halkasıdır.

Sonuç 3.4.11. J ⊆ I idealler ve I sonlu üretilmiş ise J , I’nın bir indirgemesidir ancak
ve ancak R [It], R [Jt]’nin bir integral genişlemesidir.
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Tanım 3.4.12. Bir C idealinin elemanlarının hepsi sıfır bölen değilse C idealine ilgili
ideal denir.

Not 3.4.13. C ideali ilgili ideal ise o zaman ∀n için Cn ⊆ I olacak şekildeki her I ideali
de ilgili idealdir. Dolayısıyla C’nin her indirgemesi de ilgili ideal olur.

Kanıt. c ∈ C sıfır bölen değilse her n için cn ∈ Cn ⊆ I de sıfır bölen değildir. Buradan
I ilgili ideal olur. Ayrıca uygun bir r pozitif tamsayısı için BCr = Cr+1 ise Cr+1 ⊆ B

olacağından B ilgili ideal olur.

Teorem 3.4.14. [8, Theorem 7.2] B ⊆ A ve A bir ilgili ideal olsun. O zaman aşağı-
dakiler denktir.

(i) B Eind A’dir.
(ii) BC = AC olacak şekilde bir C ilgili ideali vardır.
(iii) A’nın her elemanı B üzerinde integraldir.

Kanıt. (i) ⇒ (ii) : Uygun bir m tamsayısı için BAm = AAm olsun. C = Amalırsak
istenen elde edilir.

(ii)⇒ (iii) : Bir C ilgili ideali için BC = AC olsun. α ∈ A alalım. C = (c1, . . . , cs)
diyelim. O zaman αci = ∑

j bijcj , bij ∈ B.

(α− b11)c1 − b12c2 − . . .− b1scs = 0

−b21c1 + (α− b22)c2 − . . .− b2scs = 0
...

· · ·+ (α− bss)cs = 0
α− b11 −b12 · · · −b1s

−b21 α− b22 · · · −b2s
... ... ... ...
−bs1 −bs2 · · · α− bss




c1

c2
...
cs

 = 0

bulunur. Burada

A =


α− b11 −b12 · · · −b1s

−b21 α− b22 · · · −b2s
... ... ... ...
−bs1 −bs2 · · · α− bss


dersek Adj(A) · A = det(A) · In olacağından
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
det(A)c1

det(A)c2
...

det(A)cs

 = 0

ve buradan da ∀i için det(A)ci = 0 dolayısıyla det(A)C = 0 ancak C ilgili ideal oldu-
ğundan detA = 0 buluruz.

φ(bij, α) = 0 ve αn’nin katsayısı 1 olduğundan α B üzerinde analitik bağımlıdır.
(iii) ⇒ (i) : A = (a1, . . . , al) olsun.∀j için αj, B’ye analitik bağımlı olduğun-

dan Lemma 3.4.5 ’dan B, (B,αj)’nin bir indirgemesi olur. Lemma 3.1.10 ’dan da B,
(B,α1) + . . .+ (B,αs) = (B,α1, . . . , αs) = A ’nın bir indirgemesi olur.

Sonuç 3.4.15. A bir ideal olsun. O zaman A = Â olur. Eğer ek olarak A bir ilgili ideal
ise A ile A arasındaki bütün idealler A’yı bir indirgeme olarak kapsar.

Kanıt. A Eind Â olduğundan Önerme 3.4.8 gereğince Â ⊆ A olur. Tersine α ∈ R, A
üzerinde integral ise Teorem 3.1.11 ve Lemma 3.4.5 gereğince (A,α) ⊆ Â ve dolayısıyla
α ∈ Â olur. Böylece Â = A elde edilir. Son olarak A ⊆ A1 ⊆ Â olsun. O zaman
AC ⊆ A1C ⊆ ÂC = AC olduğundan AC = A1C ve böylece Teorem 3.4.14’den dolayı
A, A1’in bir indirgemesi olur.

Sonuç 3.4.16. B ⊆ A idealler olsun. Buna göre B Eind A ancak ve ancak A = B.

Kanıt. B Eind A ise Sonuç 3.1.12 ve Sonuç 3.4.15’den dolayı A = B elde edilir. Tersine
eğer A = B ise o zaman A ⊆ B olacağından Önerme 3.4.8 gereğince B Eind A olur.
Böylece kanıt tamamlanır.

Teorem 3.4.17. [8, Theorem 7.4] B Eind A ve A bir ilgili ideal ise o zaman l(A) =
l(B)’dir. Ayrıca A’nın B de kapsanan indirgemeleri B’nin de bir indirgemesi olur.

Kanıt. Öncelikle ikinci kısmı gösterelim. C Eind A ve C ⊆ B olsun. O zaman Sonuç
3.4.16’dan dolayı C = A’dır. Ayrıca C ⊆ B ⊆ A = C ve C ilgili ideal olduğundan
Sonuç 3.4.15’dan C Eind B olur.

Şimdi C, B’nin bir minimal indirgemesi olsun. O zaman C’nin A’nın da bir minimal
indirgemesi olacağını gösterelim. C1 ⊆ C ⊆ A olacak şekilde A’nın bir C1 indirgemesini
alalım. O halde C1 ⊆ C ⊆ B olacağından C = C1 elde ederiz. Buradan da C’nin
minimal tabanındaki eleman sayısı olan l(A) = l(B) elde edilir.

Sonuç 3.4.18. B, A ilgili idealinin bir indirgemesi ise o zaman B minimaldir ancak
ve ancak B ana idealdir.

Teorem 3.4.19. [8, Theorem 7.5] A bir ilgili ideal ve v1, . . . , vr ∈ A olsun. O zaman
v1, . . . , vr’lerin A’nın bir minimal indirgemesinin tabanı olması için gerekli ve yeterli
koşul aşağıdakilerin sağlanmasıdır.
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(i) vi’ler analitik bağımsızdır.
(ii) A’nın bütün elemanları vi’lere analitik bağımlıdır.

Kanıt. V = (v1, . . . , vr), A’nın bir minimal indirgemesi ve tabanı minimal olsun. O
zaman Teorem 3.3.14 ’den vi’ler A’da analitik bağımsızdır. Böylece vi’ler analitik ba-
ğımsız olur. Ayrıca A ilgili ideal olduğundan (v1, . . . , vr) de ilgili ideal olur ve A ⊆ V

Teorem 3.4.14’den A’nın bütün elemanları vi’lere analitik bağımlıdır.
Şimdi (i) ve (ii) sağlansın. A = (a1, . . . as) alalım. O zaman Lemma 3.4.5 ’dan

her i için (v1, . . . , vr), (v1, . . . , vr, ai)’nin bir indirgemesidir. O zaman Lemma 3.1.10
’den (v1, . . . , vr), (v1, . . . , vr, ai, . . . , as) = A’nın bir indirgemesi olur. Ayrıca vi’lerin
(v1, . . . , vr)’nin minimal tabanı olduğunu biliyoruz. Böylece minimal taban elemanları
analitik bağımsız olacağından Teorem 3.3.19’den (v1, . . . , vr) ideali ana idealdir. Sonuç
3.4.18 ’den (v1, . . . , vr) A’nın bir minimal indirgemesi olur.
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Bölüm 4

Modül İndirgemeleri

4.1 Rees Değer Fonksiyonları ve İntegral Kapanış

R herhangi bir halka ve I, R’nin bir ideali olsun. VI : R −→ N0 ∪ {∞}, her x ∈ R

için x ∈ In \ In+1 olacak şekilde bir n ≥ 0 tamsayısı varsa VI(x) = n, aksi halde (yani
x ∈ ⋂n≥0 I

n ise) VI(x) =∞ şeklinde tanımlı bir fonksiyon olsun.

Önerme 4.1.1. [5, Proposition 11.1] R herhangi bir halka ve I, R’nin bir ideali olsun.
x ∈ R alalım. O zaman

V I(x) = lim
n→∞

VI(xn)
n

limiti vardır. (limn→∞
VI(xn)
n

limiti sonsuz da olabilir.)

Kanıt. a = lim sup
VI(xn)
n

olsun. b < a ve δ < 1olsun. Eğer yeterince büyük n değerleri

için
VI(xn)
n

≥ δb olduğunu gösterirsek ispat tamamlanır, çünkü buarada b, a’ya δ da
1’e istenildiği kadar yakın seçilebilir.

b < a olduğundan
VI(xm)
m

≥ b olacak şekilde m tamsayısı vardır.
l

l + 1 ≥ δ olacak
şekilde bir l tamsayısı seçelim. n ≥ lm olsun. km ≤ n < (k + 1)m olacak şekilde k

tamsayısı vardır. Dikkat edilirse k ≥ l’dir. Buna göre
k

k + 1 ≥ δ olur. VI(xm) ≥ mb

olduğundan
VI(xn) ≥ VI(xkm) ≥ kVI(xm) ≥ kmb

elde edilir. n < (k + 1)m olduğundan

VI(xn)
n

>
kmb

m(k + 1) =
k

k + 1b ≥ δb

bulunur. Böylece kanıt tamamlanır.
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Önerme 4.1.2. [5, Proposition 11.2] k ≥ 0 bir tamsayı olsun. x ∈ Īk ise o zaman
V̄I(x) ≥ k’dır. Eğer V̄I(x) > k ise x ∈ Īk olur.

Kanıt. x ∈ Īk olsun. O zaman

xs+1 + a1x
s + . . .+ as+1 = 0

olacak şekilde ai ∈ Iki vardır. Kolayca görülebilir ki m ≥ s+ 1 ise xm ∈ I(m−s)k. Buna
göre

VI(xm)
m

≥
(m− s)k

m

olur. m −→∞ iken V I(x) ≥ k bulunur.

Şimdi V I(x) > k olsun. Buna göre yeterince büyük n değerleri için
VI(xn)
n

> k olur.
Buna göre VI(xn) > nk ve buradan da xn ∈ Inkelde edilir. Böylece xn + 0.xn−1 + . . .+
0.x+ (−xn) = 0 yazılırsa x ∈ Ik olması gerektiği görülür.

Daha sonra göstereceğimiz gibi R Noether halka iken V I(x) = k olduğu zaman da
x ∈ Ik olmaktadır.

Lemma 4.1.3. [5, Lemma 11.3] R bir Krull bölgesi ve I = uR bir temel ideal olsun.
P1, . . . , Pr u’yu içeren bütün rankı 1 olan asal idealler ve υ1, . . . , υr sırasıyla RP1 , . . . RPr

kesikli değer halkalarının belirlediği kesikli değer fonksiyonları olsun. ei = υi(u)(i =
1, . . . , r) olsun. O zaman her x ∈ R için

V I(x) = min

υi(x)
ei

: i = 1, . . . , r

 .

Kanıt. a = min

υi(x)
ei

: i = 1, . . . , r

 ve VI(x) = k olsun. Öncelikle a − 1 < k ≤ a

olduğunu göstereceğiz. x ∈ Ik = ukR olduğundan υi(x) ≥ υi(uk) = kei ve buradan
a ≥ k elde edilir. Şimdi a − 1 < m ≤ a olacak şekilde bir tamsayı alalım. Buna göre
υi(um) = mei ≤ aei ≤ υi(x); yani x ∈ umR = Im olur. Dolayısıyla k = VI(x) ≥ m >

a − 1 elde edilir. Böylece a − 1 < k ≤ a olduğu kanıtlanır. Bunu xn için uygularsak
υi(xn) = nυi(x) olduğunu da düşünerek, na− 1 < VI(xn) ≤ na elde edilir. Böylece

a−
1
n
<
VI(xn)
n
≤ a

ve buradan n −→∞ iken limit alınırsa limn→∞
VI(xn)
n

= a elde edilir. Başka bir deyişle
V I(x) = a’dır.
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Lemma 4.1.4. [5, Lemma 11.4] I, herhangi bir R tamlık bölgesinin bir ideali ve T ,
R’nin bir integral genişlemesi olsun. J = IT olsun. O zaman her x ∈ R için V I(x) =
V J(x)’dir.

Kanıt. In ⊆ Jn olduğundan V I(x) ≤ V J(x) olur. Ters eşitsizliği göstermek için önce
Jn∩R ⊆ Īn olduğunu göstereceğiz. Bunun için y ∈ Jn∩R alalım. y = a1t1 + . . .+amtm

olacak şekilde ai ∈ In, ti ∈ T vardır. w1, . . . , wk , T1 = R [t1, . . . , tm]’nin R−modül
olarak üreteçleri olsun.

ywj = a1 (wjt1) + . . .+ am (wjtm) ∈ InT1

olduğundan
ywj = bj1w1 + . . .+ bjkwk

olacak şekilde bjl ∈ In vardır.B =
[
bjl
]
, k × k matrisi olsun. Buna göre

(B − yI)


w1
...
wk

 = 0

olacağından det (B − yI) = 0 olur. Fakat det (B − yI) = (−1)kyk + b1y
k−1 + . . . + bm

olacak şekilde bi ∈ Ini bulunabileceğinden tanım gereği y ∈ Inolur. Böylece Jn∩R ⊆ In

elde edilir.
Şimdi β < V J(x) olacak şekilde bir β > 0 rasyonel sayısı alalım. VJ(xn) ≥ nβ ve

nβ ∈ Z olacak şekilde yeterince büyük (sonsuz) n değeri bulunabilir. Buna göre, bu
n değerleri için xn ∈ Jnβ ∩ R ⊆ Inβ ve buradan da VI(xn) ≥ nβ elde edilir. Böylece
V I(x) ≥ β olur. β, V J(x)’ e istenildiği kadar yakın alınabileceğinden V I(x) ≥ V J(x)
bulunur. Böylece kanıt tamamlanır.

R herhangi bir halka, I bir ideal ve t bir değişken olsun. R [t, t−1] halkasının

R
[
It, t−1

]
=


n∑

i=−n
ait

i : n ∈ N, ai ∈ I i


=
⊕
n∈Z

Intn (n ≤ 0⇒ In = R)

şeklinde tanımlanan alt halkasına I’nın genişletilmiş Rees cebiri denir. Dikkat edilirse
her m ≥ 0 tamsayısı için t−mR [It, t−1] ∩R = Im’dir.

Teorem 4.1.5. [5, Proposition 11.5] R bir Noether tamlık bölgesi, I bir ideal, S =
R [It, t−1] ve u = t−1 olsun. S, S’nin kesirler cismi içindeki integral kapanışı, P1, . . . , Pr

S’nin u’yu içeren ve rankı 1 olan asal idealleri ve υ1, . . . , υr , sırasıyla SPi
kesikli değer
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halkalarının belirlediği kesikli değer fonksiyonları olsun. Her i = 1, . . . , r için ei = υi(u)
denirse o zaman her x ∈ R için

V I(x) = min

υi(x)
ei

: i = 1, . . . , r


olur.

Kanıt. Her m ≥ 0 için umS ∩ R = Im olduğundan, her n ≥ 0 için VI(xn) = VuS(xn)
olur. Böylece V I(x) = V uS(x) elde edilir. Lemma 4.1.4 ’dan dolayı da V I(x) = V uS(x)
yazabiliriz. S bir Krull bölgesi olacağından Lemma 4.1.3’dan kanıt tamamlanır.

Sonuç 4.1.6. [5, Corollary 11.6] R bir Noether tamlık bölgesi ve I bir ideal olsun. O
zaman her k ≥ 0 tamsayısı için x ∈ Ik ancak ve ancak V I(x) ≥ k’dır.

Kanıt. Daha önce verdiğimiz önermeden dolayı V I(x) = k iken x ∈ Ik olması ge-
rektiğini göstermek yeterlidir. Yukarıdaki teoremin gösterimlerini kullanırsak her i =
1, . . . , r için υi(x) ≥ eik = υi(uk) olur. Dolayısıyla x ∈ ukS∩R olur. Fakat ukS∩R = Ik

olduğundan istenen elde edilir.

R bir Noether tamlık bölgesi ve K, R’nin kesirler cismi olsun.K üzerindeki her
kesikli değer fonksiyonu υ için Oυ, υ’nin değer halkasını göstersin. Yani Oυ = {0} ∪
{x ∈ Kx : υ(x) ≥ 0} olsun. Ayrıca Γ , R ⊆ Oυ özelliğini sağlayan K üzerindeki bütün υ
kesikli değer fonksiyonlarının kümesi olsun. Buna göre aşağıdaki önermeyi verebiliriz.

Önerme 4.1.7. R bir Noether tamlık bölgesi ve K, R’nin kesirler cismi olsun.Aşağıdakiler
sağlanır:

(i) x ∈ R olsun. x, I üzerinde integraldir ancak ve ancak her υ ∈ Γ için x ∈ IOυ’dir.
(ii) J ⊆ I, R’nin iki ideali olsun. J , I’nın bir indirgemesidir ancak ve ancak her

υ ∈ Γ için JOυ = IOυ’dir.

Kanıt. (i) Önce x, I üzerinde integral olsun. Bu durumda xt, R [It] üzerinde, dolayı-
sıyla da Oυ [IOυt] üzerinde integraldir. Oυ bir temel ideal bölgesi olduğundan IOυ tek
bir elemanla üretilebilir. Dolayısıyla Oυ [IOυt], Oυ üzerinde tek değişkenli polinom hal-
kasına izomorf olacağından integral kapalıdır. Buna göre xt ∈ Oυ [IOυt]; yani x ∈ IOυ

olur.
Şimdi x, I üzerinde integral olmasın. Bu durumda xt de R [It] üzerinde integral

değildir. Mori-Nagata Teoremine göre R [It] halkasının R (t) içindeki integral kapanışı
bazı kesikli değer halkalarının arakesiti olarak yazılabileceğinden K (t) üzerinde öyle
bir ω kesikli değer fonksiyonu bulunabilir ki ω, R [It] üzerinde pozitif değerler alırken
ω (xt) < 0 ’dır. υ = ω |K olsun. Buna göre υ,K üzerinde bir kesikli değer fonksiyonudur.
x /∈ IOυ olduğunu gösterirsek (i)’nin kanıtı tamamlanmış olur. Kabul edelim ki x ∈
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IOυ olsun. O zaman x = a1y1 + . . .+amym olacak şekilde a1, . . . , am ∈ I ve y1, . . . ym ∈
Oυ vardır. Buna göre

ω(x) = υ(x) = υ(a1y1 + . . .+ amym) ≥ υ(aiyi)

olacak şekilde i = 1, . . . ,m vardır. Fakat bu durumda

0 > ω(xt) = ω(x) + ω(t)

= υ(x) + ω(t)

≥ υ(aiyi) + ω(t)

= υ(ai) + υ(yi) + ω(t)

= υ(yi) + ω(ait) ≥ 0

elde edilir ki bu bir çelişkidir.

4.2 Bir Modülün İndirgemesi ve Bir Alt Modül Üze-
rinde İntegral Bağımlılık

R bir Noether halka ve P1, . . . , Pr , R’nin minimal asal idealleri olsun. Rj ile R’nin Pj
ile yerelleştirmesini ve Kj ile de Rj’nin rezidü cismini yani R/Pj’nin kesirler cismini
gösterelim.

L,M sonlu üretilmiş R−modüller ve M, L’nin bir alt modülü olsun. O zaman
Rj ⊗R M de Rj ⊗R L’nin bir alt modülüdür. Wj := Kj ⊗R L ve Kj ⊗R M ’nin Wj

içindeki görüntüsüne de Vj diyelim. xj, Lj,Mj de sırasıyla x, L,M ’nin L −→ Wj ,
M −→ Vj , x → 1 ⊗R x dönüşümleri altındaki görüntüleri olsun. O zaman her j için
Mj , Lj’nin bir alt modülü olur.

Tanım 4.2.1. x ∈ L olsun. Eğer her j ve Kj’deki υ(z) ≥ 0 (∀z ∈ Rj) olacak şekildeki
her υ kesikli değer fonksiyonu için xj ∈ OυMj oluyorsa x’e M üzerinde integraldir
denir.

Aksi belirtilmedikçe genelliği bozmadan R bir tamlık bölgesi ve L,M modüllerini
de burulmasız modüller alarak işlemlerimize devam edeceğiz. j’yi sabit tutarak L ve
M ile bunların W ve V içindeki görüntülerini gösterelim ve V ’yi de W ’nın bir alt uzayı
olarak düşünelim.

Şimdi bir x ∈ L için x, M üzerinde integral ise x ∈ V olduğu açıktır. L = M +Rx

olarak alalım. V ’ninM üzerinde integral olan elemanlarının kümesi bir R−modül olur.
Bu modülü M ile göstereceğiz. Ayrıca M sonlu üretilmiş olmak zorunda değildir.

Lemma 4.2.2. [9, Lemma 1.1] M 6= 0 olsun. M sonlu üretilmiştir ancak ve ancak
R’nin K’daki integral kapanışı olan R bir sonlu üretilmiş R−modüldür.
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Kanıt. 0 6= x ∈ M alalım. O zaman M , R’ye R−modül olarak izomorf bir Rx alt
modülünü içerir. Buradan M sonlu R−modül ise R de sonlu olur.

Tersi için R bir sonlu R−modül olsun. M+ := HomR(M,R) , V + := HomK(V,K)
diyelim. V ile V ++ ’yı ve V ’nin sonlu üretilmiş R−alt modülleri ile de M++’yı tanım-
layalım. Şimdi bir µ ∈ M+ alalım. O zaman µ , V + da tek türlü belirli bir elemana
genişletilebilir. Bu elemanı da µ ile gösterelim. x ∈ M olsun. O zaman Oν , K’daki
ν(z) ≥ 0, (z ∈ R) olacak şekildeki bir ν kesikli değer fonksiyonunun değer halkası ol-
mak ise ν(x) ∈ OνR’dir. Ancak Oν halkalarının arakesiti R olduğundan µ(x) ∈ R ve
buradan da x ∈M++ elde ederiz ve buradan da M , M++’nın bir alt modülü olduğun-
dan sonlu üretilmiş olduğu bulunur.

Tanım 4.2.3. N,M ’nin bir alt modülü olsun. Eğer M ’nin her elemanı N üzerinde
integral ise N ’ye M ’nin bir indirgemesi denir ve biz bunu N Eind M ile göstereceğiz.
Ayrıca K üzerindeki υ(z) ≥ 0 , (z ∈ R) olacak şekildeki her υ kesikli değer fonksiyonu
için OυM = OυN sağlanır.

Sonuç 4.2.4. M , L’nin ve N de M ’nin bir alt modülü olsun. O zaman N Eind L

ancak ve ancak M Eind L ve N Eind M sağlanır.

Şimdi modüllerin indirgemesini başka bir yönden ele alalım. M bir sonlu üretilmiş
R−modül ve N,M ’nin bir alt modülü olsun. E(M) ve E(N) ile M ve N ’nin (R üze-
rinde), harici cebirlerinin E(V ) içindeki kanonik görüntüleri kastedilsin. M ’nin rankı
yani V ’nin boyutu r ise o zaman E(V )’nin i > r olacak şekildeki Ei(V ) bileşenleri sıfır
ve Er(V )’nin boyutu 1’dir. Buradan Er(M) rankı 1 olan burulmasız bir R−modüldür
ve R’nin bir I idealine R−modül (dolayısıyla da alt modül) olarak izomorftur. Ay-
rıca Er(N) de I’da kapsanan bir J idealine bir izomorfizmayla eşlenebilir. Buna göre
aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2.5. [9, Theorem 1.2] N Eind M ancak ve ancak J Eind I.

Kanıt. Öncelikle N,M ’nin bir indirgemesi olsun. O zaman uygun bir υ için OυM =
OυN ’dir ve buradan OυI = OυJ olacağından J ’nin I’nın bir indirgemesi olduğunu elde
ederiz.

Şimdi J, I’nın bir indirgemesi olsun ve N,M ’nin bir indirgemesi olmasın. O zaman
OυM 6= OυN olacak şekilde bir υ seçebiliriz. OυM,OυN sonlu üretilmiş, burulmasız,
KDH−modülleri aynı zamanda Oυ üzerinde free modüller olur. Şimdi eğer N rankı
M ’den küçük olan bir modül ise o zaman Er(N) = 0 ve Er(M) 6= 0 ’dır. Buradan
J = 0 bulunur ve I’nın bir indirgemesi olmaz. O halde N ve M aynı ranka sahiptir.
Bu durumda OυM ’nin bir u1, . . . , ur tabanını seçebiliriz öyleki P , Oυ’nin maksimal
idealinin bir üreteci olmak üzere N ’nin bir Pm(1)u1, . . . , P

m(r)ur tabanı vardır. OυN 6=
OυM olduğundan bu m(j) tamsayılarından en az biri sıfırdan büyüktür. Dolayısıyla
m = ∑

m(j) > 0 olmak üzere JOυ = PmIOυ olur ki bu J ’nin I’nın bir indirgemesi
oluşuyla çelişir. O halde N Eind M elde edilir.
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Tanım 4.2.6. M bir burulmasız R−modül ve T bir kademeli R−cebir olsun. Eğer,

(i) T , T1’in elemanları ile üretilen sonlu üretilmiş bir R−modüldür.

(ii) T0 = R , T1 = M

(iii) Uygun bir υ için OυT kesirler cismi içinde integral kapalıdır.

sağlanırsa T ’ye M için bir test bölgesi denir.

Teorem 4.2.7. [9, Theorem 1.3] T , M için bir test bölgesi ve Vn de KTn vektör uzayı
olsun. O zaman T , T ’nin kesirler cismi içindeki integral kapanışı ise T kademeli hal-
kasının T n modülünün Vn deki elemanlarla çakışan n dereceli elemanları Tn’ye integral
bağımlıdır.

Kanıt. T kademelidir. Her υ için OυT integral kapalı olduğundan her υ için T OυT

de kapsanır ve buradan x ∈ T n, OυTn de kapsanır. Dolayısıyla x elemanı Tn üzerinde
integral olur.

Tersi için bir x ∈ Vn alalım öyleki x, T üzerinde integral olmasın. O zaman T ’nin
kesirler cisminde bir ω kesikli değer fonksiyonu vardır (ω(z) ≥ 0, z ∈ T ) öyleki ω(x) < 0
’dır. υ, ω’nin K’ya kısıtlaması olsun. O zaman υ sıfırdan farklı değerli olmalıdır aksi
takdirde ω(x) ≥ 0 olur. Buradan OυTn, Oω’de kapsanır ve x’i içermez. Dolayısıyla x,
Tn üzerinde integral olmaz.

Lemma 4.2.8. [9, Lemma 1.4] OυT ’nin kesirler cismi içinde integral kapalı olması
için aşağıdakiler gereklidir.

(i) KT kesirler cismi içinde integral kapalıdır.
(ii) p, Oυ’nin maksimal idealinin üreteci ise o zaman pOυT asaldır.

Kanıt. R = Oυ ve T yerine de OυT alabiliriz. x, T ’ye integral bağımlı olsun. O zaman
(i)’den x ∈ KT ’dir. Buradan prx ∈ T olacak şekilde bir r seçebiliriz. r’yi minimal
seçelim. r ≤ 0 olduğunu göstermeliyiz. r > 0 olduğunu varsayalım. O zaman prx /∈
pT ’dir. Ancak x, T üzerinde integral olduğundan prx ∈ prT ’dir ve dolayısıyla prx ∈ pT
ve pT asal olduğundan prx ∈ pT elde ederiz ki bu bir çelişkidir. Yani r ≤ 0’dır.

Şimdi M için genel test bölgesi tanımına geri dönelim. Bu yapı M ’nin simetrik
cebiri olan SymRM ’nin SymKV simetrik cebiri içindeki görüntüsüdür. (Burada K

üzerinde V = KM alıyoruz.) Ayrıca B, SymRM ’nin R ile arakesiti (0) ideali olan
tek türlü belirli bir minimal asal ideali olmak üzere SymR(M/B) ’yi tanımlayabiliriz.
SymR(M/B)’yi S(M) ile gösterelim. N , M ’nin bir alt modülü ise o zaman S(N) de
S(M)’nin bir alt halkasıdır.

Aşağıdaki teoremle S(M)’nin M için bir test bölgesi olacağını göstereceğiz.
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Teorem 4.2.9. [9, Theorem 1.5] M bir sonlu üretilmiş R−modül ve N de M ’nin
KN = KM = V olacak şekilde bir alt modülü olsun. O zaman aşağıdakiler sağlanır.

(i) S(M), M için bir test bölgesidir.
(ii) N,M ’nin bir indirgemesidir ancak ve ancak NS(M), S(M)’nin bir ilgili olma-

yan idealidir.

Kanıt. (i) OυS(M)’nin kesirler cismi içinde integral kapalı olduğunu göstermek yeterli
olacaktır. X1, . . . , Xm değişkenler olmak üzere OυS(M), Oυ [X1, . . . , Xm]’ye izomorf ve
M ’nin rankı m olduğundan istenen elde edilir.

(ii) S(M), S(N)’nin M ’nin elemanları ile üretilen bir sonlu genişlemesi ve S(N),
N için bir test bölgesi olduğundan M ’nin elemanları N üzerinde integraldir integral
ancak ve ancak S(M) bir sonlu S(N)−modüldür. Buradan N ,M ’nin bir indirgemesidir
ancak ve ancak NS(M), S(M)’nin bir ilgili olmayan idealidir.
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Bölüm 5

Sonuçlar

Tez çalışmamızda Değişmeli Cebirde ideallerin kuvvetlerinin büyüdükçe iyileştiğinin
anlaşılması üzerine yapılan bir çok önemli çalışmadan biri olan Hilbert-Samuel Po-
linomlarından yararlanarak bir idealin çokkatlılığı kavramını açıkladık. Bu kavram
ideallerin anlaşılması üzerine pek çok parametre sunduğundan önemlidir. İdeallerin
çokkatlılık değişmezini bozmadan bazı gereksiz elemanlarını eleyerek daha basit bir
formu olan ideal indirgemelerini açıklayarak temel özelliklerine değindik. Daha sonra
yerel halkalarda bir ideal için analitik yayılım kavramını tanımlayıp bu kavramın ide-
alin minimal indirgemelerinin minimal tabanlarındaki eleman sayısına eşit olduğunu
gösterdik. Bunu takiben analitik bağımlılık kavramını tanımladıktan sonra bir A ideali
üzerinde integral olan bütün elemanların kümesinin yani A’nin aslında Â’ya eşit oldu-
ğunu gördük. Son olarak kesikli değer fonksiyonları ve Rees-Değer fonksiyonlarından
faydalanarak idealler üzerinde tanımladığımız indirgeme tanımını modüllere genişlete-
rek modül indirgemelerini açıkladık. Aslında modül indirgemesi tanımı yapılırken temel
olarak faydalandığımız yapının modüllerin integral kapanışı olduğunu gösterdik.
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