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OZET

AGIRLIKLI PROJEKTIF UZAYLAR UZERINDEKI KODLAR VE
ONLARIN CEBIRSEL DEGISMEZLERI

Yagmur Cakiroglu
Doktora, Matematik Boliimii

Damisman: Prof. Dr. Mesut Sahin
Agustos 2024, 125 sayfa

Agirlikli projektif uzay, projektif uzaymn geometrik tanimini1 dikkate aldigimizda ve asikar
olmayan agirliklara izin verdigimizde ortaya cikan geometrik ve cebirsel acidan 6zgiin
yapilardir. Burada asikdr olmayan agirlik ile kasit, tiim agirliklarin 1 olmadigi durumdur.
Tim agirliklarin 1 oldugu durum projektif uzaya karsilik geldigi i¢in ashinda agirliklh
projektif uzaylar, klasik projektif uzaylarin dogal genellemeleridir. Agirlikli projektif
uzaylar, sonlu cisimler iizerinde ilging lineer kod siniflar1 olusturmak icin uygun ortamlar
olarak kabul edilir. Bu kodlar, Agirhikli Projektif Reed-Muller kodlari olarak bilinir. Klasik
projektif Reed-Muller kodlar1 (PRM kodlar1) Reed-Muller kodlarinin (RM kodlar1) bir
genislemesidir. RM kodlari, dijital iletisim kanallarinda bilgiyi giivenilir bir sekilde iletmek
icin 6nemli bir rol oynayan hata diizeltme kodlaridir. Klasik PRM kodlar1 da iyi calisiimig
olup, cesitli gercek hayat uygulamalarinda kullanilmaktadir. Bu tez calismasinda, PRM
kodlarinin bir geniglemesi olan Agirlikli projektif Reed-Muller kodlar: iizerine ¢aligmalar

yapilmistir.

Ozel olarak, a, b pozitif ve aralarinda asal tam sayilar olmak iizere P(1,a,b) bicimindeki
agirlikli projektif uzaylar ailesi iizerindeki kodlar incelenmis olup bu kodlarin parametreleri
hesaplanmistir. Tlk olarak, @ = 1 durumu géz 6niinde bulundurulup F,, ¢ elemanli sonlu
bir cisim ve Y = P(1,1,b)(F,), X = P(1,1,b) agurhkl projektif uzaymnin F -rasyonel
noktalar kiimesi olmak iizere, bu kiimeye karsilik gelen Cj;y kodunun temel parametreleri

verilmistir. Bu temel parametrelerden biri olan kodun boyutu ile ilgili sonuglar cebirsel



degismezlerden Hilbert fonksiyonu vasitasiyla elde edilmistir. Bu sebepten dolayi, sirasiyla,
bu uzaya kargilik gelen sifirlayan ideal 7(Y")’nin serbest ¢oziiliimii, Hilbert serisi ve Hilbert
fonksiyonunun degerleri elde edilmistir. Asikar (trivial) kodlar1 eleyebilmek i¢in onemli
olan diizenlilik indeksi ve dolayisiyla diizenlilik kiimesi de elde edilmistir. Daha sonra, tiim
bu sonuglar ve yontemlere ek olarak geometrik ve kombinatorik yontemler de goz Oniine
alimarak X = PP(1,a,b) uzaymdan elde edilen kodlarin temel parametreleri hesaplanmugtir.
Bu uzaya karsilik gelen cokgenin kafes noktalari ile kodun boyutu arasindaki iligkinin
referans alinmasiyla birlikte kodun boyutunu hesaplamamizi saglayan formiiller verilmisgtir.
Ek olarak, literatiirde ayakizi smir1 (footprint bound) olarak bilinen bir sinir vasitasiyla,
Grobner baz teorisi de baz alinarak, bu uzaydan elde edilen kodun minimum uzaklig1 i¢in bir
alt sinir verilmistir. Bu uzaya karsilik gelen rasyonel noktalar kiimesinin de diizenlilik kiimesi
verilmig olup, diizenlilik indeksi elde edilmigtir. Dolayisiyla, en genelde X = P(1,a,b)
agirlikli projektif uzayindan elde edilen hesaplama kodlarinin temel parametreleri ve iligkili

diger geometrik ve cebirsel sonuclar bu tez ¢calismasi kapsaminda elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kodlama Teorisi, Lineer Kodlar, Hilbert Fonksiyonu, Hilbert
Serisi, Serbest Coziiliimler, Agirlikli Projektif Uzay, Sonlu Cisimler, Agirlikli Projektif
Reed-Muller Kodlar.
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Weighted projective spaces, when considered in light of the geometric definition
for projective spaces and allowing non-trivial weights, exhibit unique structures both
geometrically and algebraically. By non-trivial weights, we mean scenarios where not all
the weights are equal to 1. When all the weights are 1, the structure corresponds to
the classical projective space; thus, weighted projective spaces can be viewed as natural
generalizations of classical projective spaces. These spaces are recognized as suitable
environments for constructing interesting classes of linear codes over finite fields. Such codes
are known as Weighted Projective Reed-Muller Codes. Classical Projective Reed-Muller
(PRM) codes extend Reed-Muller (RM) codes, which play a crucial role in reliably
transmitting information over digital communication channels. Classical PRM codes have
been thoroughly studied and are used in various real-world applications. This thesis focuses
on the study of Weighted Projective Reed-Muller Codes which are an extension of PRM

codes.

Specifically, codes over the family of weighted projective spaces of the form P(1, a, b), where
a and b are positive coprime integers, have been examined, and their parameters have been
calculated. First, considering the case a = 1, let I, be a finite field with ¢ elements, Y =
P(1,1,b)(F,) the set of IF-rational points of the weighted projective space X = P(1,1,b).
The basic parameters of the code Cy corresponding to this set have been provided. Results

concerning the dimension of the code, one of these basic parameters, have been derived



through the Hilbert function which is one of the algebraic invariants. Consequently, the free
resolution of the vanishing ideal /(Y") corresponding to this space, its Hilbert series, and
the values of its Hilbert function have been obtained. The regularity index and hence the
regularity set, which are essential for eliminating trivial codes, have also been determined.
Subsequently, in addition to these results and methods, the basic parameters of the codes
obtained from the space X = P(1, a, b) have been calculated, considering both geometric and
combinatorial methods. Formulas for calculating the code’s dimension have been provided,
referencing the relationship between the lattice points of the corresponding polygon and the
dimension of the code. Additionally, using a bound known in the literature as the footprint
bound, and also based on Grobner basis theory, a lower bound for the minimum distance of
the code obtained from this space has been provided. The regularity set and the regularity
index of the set of rational points corresponding to this space have also been determined.
Therefore, the main parameters of the codes obtained from the weighted projective space
X = P(1,a,b) and other related geometric and algebraic results have been obtained within

the scope of this thesis.

Keywords: Coding Theory, Linear Codes, Hilbert Function, Hilbert Series, Free Resolution,
Weighted Projective spaces, Finite Fields, Weighted Projective Reed-Muller Codes
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1. GIRIS

1.1 Tezin Kapsam

Bu tez calismasi, temel olarak Agirlikli projektif uzaylar iizerindeki kod ailelerinin
yapisini anlamaya odaklanmigstir ve bu sebeple bu kodlarin cebirsel ve geometrik yapilari
incelenmigtir. Bu kodlarin temel parametreleri ile ilgili sonuglar vermek icin calismalar
yapilmustir. Bu tez ¢calismasinin ilk hedeflerinden biri olan cebirsel degismezler ile kodlama
teorisi arasindaki iligki, calisilan kod ailesinin parametreleri iizerinden verilmistir. Tez
donemi boyunca yapilan tiim ¢alismalardan elde edilen sonuglar hem yontemlerin hem de
alinan uzayin farkli olmasindan dolay1 iki bilimsel makale altinda toplanmistir. Bu sebepten
dolay1 bu tez calismasinda da yapilan calismalar iki farkli kisim altinda anlatilacaktir.
Agirlikl projektif uzay ve kodlama teorisi her iki ¢alismanin da temeli oldugu icin ilk olarak

bu iki konu ele alinacaktir.

Tezin ilk bolimiinde, ilk olarak afin ve projektif cesitlemler anlatilarak ©n hazirlik
olusturulmustur. Sonrasinda agirlikli projektif uzaylar ele alinmis olup (bknz. Alt Kisim
(2.3)), ornekler ve literatiirdeki baz1 sonuclarla bu uzaylarin yapilar1 anlatilmistir. Bir sonraki
boliimde Kodlama Teorisi ele alinmistir, genel bir bakis saglamak amaciyla bu alandaki tanim

ve kavramlar ele alinmistir (bknz. Alt Kisim (2.4)).

Daha sonraki boliimler Kistm I ve Kistm II olarak ikiye ayrilmistir. ilk olarak Kisim
I'de, cebirsel degismezler baglig1 altinda (bknz. Alt Kisim (3.1)) dereceli polinom halkalari,
dereceli idealler, bu ideallerin serbest ¢oziiliimleri, Hilbert serisi ve Hilbert fonksiyonu
incelenmistir. Ayrica kodlama teorisinde de dnemli bir yer tutan ve cebirsel degismezlerden
biri olan diizenlilik kiimesi de bu kisimda tamitilmistir. Burada anlatilan tiim kavramlar ve
verilen bazi teoremler tez ¢alismasinin ilk amaclarindan biri olan cebirsel degismezler ve
agirlikli projektif uzaylar tizerindeki kodlar arasindaki iligkiyi kurabilmek i¢in gereklidir.
Sonraki alt kissmda (bknz. Alt Kisim (3.2)) Algebraic Invariants of Codes on Weighted
Projective Planes adli [1] referansiyla verilmis olan bilimsel makale altinda toplanmig
sonuclar verilecektir. Buradaki calismalarda b pozitif bir tam say1 olmak iizere, X =
P(1,1,b) agirlikli projektif uzay1 géz oniinde bulundurulmus olup bu uzaymn F,-rasyonel
noktalar1 kiimesinde d dereceli polinomlarin hesaplanmasiyla elde edilen kodlar ¢alisilmistir.
Bu c¢alismalar kapsaminda bu uzayin sifirlayan idealinin serbest ¢oziiliimii (free resolution)

elde edilmis olup, buradan Hilbert serisine ve dolayisiyla da Hilbert fonksiyonuna gegilerek
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literatiirde de bilinen kodun boyutu ve Hilbert fonksiyonu arasindaki iligski sayesinde kodun
boyutu ile ilgili sonuclar elde edilmistir. Ayrica, asikar kodlarin (trivial codes) elenmesinde
rol oynayan, bu sebeple Oonemli bir cebirsel degismez olan diizenlilik kiimesi ile ilgili
de sonug¢ verilmis olup, diizenlilik indeksi elde edilmistir. Tiim bunlara ek olarak, bu
uzaya karsilik gelen kodlarin bir bagka temel parametresi olan minimum uzaklikla ilgili
de sonuclar verilerek bu kodlarin tiim parametrelerinin hesaplanmasini saglayan formiiller
elde edilmistir. Dolayisiyla, bu kisimda kodlama teorisinin cebir ile iligkisi vurgulanmis ve
bu kisimdaki sonuclarla birlikte tezin temel hedefine ulasilmistir. Sonraki hedefler olarak
planmis durumlar i¢in ¢alismaya devam edilmistir ve bu caligsmalarin sonuglar: diger kistmda

anlatilmistir.

Kisim IT adi altinda toplanan tiim ¢alismalar a, b pozitif ve aralarinda asal tam sayilar olmak
tizere, X = P(1,a,b) agirlikli projektif uzaylarindaki kodlar incelenmistir. Bu kodlarin
temel parametreleri ile ilgili olarak literatiirde bilinmeyen boyut ve minimum uzaklikla ilgili
sonuclar verilmistir. Bu ¢alismalarda bu uzaya karsilik gelen ¢okgenlerin integral noktalari
(kafes noktalar1), calisilan halkanin bazini olusturan monomlara karsilik geldiginden, kodun
boyutunu hesaplamak icin bu kafes noktalar1 referans alinmigtir. Dolayisiyla buradaki
yontemler ilk kistmdaki yontemlerden farkli olarak geometrik bakis agisina dayanmaktadir
(bknz. Alt Kisim (4.2)). Bu calismalarda ayrica bu uzayin rasyonel noktalar kiimesinin
stfirlayan ideali ve diizenlilik kiimesi ile ilgili sonug verilmistir. Ayrica minimum uzaklik i¢in
verilecek olan alt sinir hesaplanirken, literatiirde ayakizi sinir1 (footprint bound) olarak da
bilinen ve Grobner baz teorisine dayanan sinir elde edilmistir ve boylece minimum uzakliga
bir alt sinir verilmistir. Bu calismalar da Codes on Weighted Projective Planes adli, [2]
referansiyla verilmis olan bilimsel makale altinda uluslararasi bir dergide yayinlanmak iizere

derlenmistir.

1.2 Literatiir

Reed-Muller kodlari, literatiirde, detayli bir sekilde incelenmis ve oldukca iyi anlagilan
dogrusal kodlar sinifi olusturur. Bu kodlar, ikili (binary) durumunda Muller [3] tarafindan
tanitilmig ve 1954 yilinda ise Reed [4] tarafindan daha detayli olarak incelenmistir (detayl
tarihgesi ve daha fazla detayl bilgi icin bknz. [5]). Reed-Muller kodlarinin g-ary durumuna
genellemeleri, Kasami, Lin ve Peterson tarafindan [6] ve Delsarte, Goethals ve MacWilliams
[7] tarafindan ele alinmis ve kapsamli bir sekilde incelenmistir. Berger ve Charpin [8] ve

Heijnen ve Pellikaan [9] tarafindan yapilan ¢caligmalarin ve Reed ile Muller’in 1954 yilindan
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sonraki 10 yil boyunca yapilan c¢alismalarin bir sonucu olarak, rastgele sirali g-ary bir
Reed-Muller kodlar1 hakkinda literatiirde oldukga bilgi mevcuttur. Ornegin, uzunluk, boyut,
minimum uzunluk, minimum agirlikli kod kelimelerinin analizi, genellestirilmis Hamming

agirliklar: gibi 6nemli olgular tamamen bilinmektedir.

Klasik genellestirilmis Reed-Muller kodlarinin bir genisletilmesi olan, sonlu bir cisim
tizerindeki Projektif Reed-Muller kodlart literatiirde ilk olarak Lachaud’un [10] makalesinde
tanitilmistir. Bu kodlar, belirli bir projektif uzayin tiim [F,-rasyonel noktalarinda homojen
polinomlarin hesaplanmasiyla elde edilir. Reed-Muller kodlari, dijital iletisim kanallarinda
bilgiyi giivenilir bir gekilde iletmede Onemli bir rol oynayan hata diizeltme kodlaridir
(error-correcting codes). Lachaud tarafindan yine ayni1 makalede bu kodlarin uzunlugu ve
boyutu ile minimum uzaklik i¢in sinir elde edilmistir. Ayrica derece d = 2 ve r > 2 olmak
tizere ¢ = 2", oldugu durumda da minimum uzaklik tam olarak verilmistir [10]. Tsfasman,
belirli bir d < ¢ derecesindeki bir projektif hiperyiizeyin IF,-rasyonel noktalarinin sayisi i¢in
tam bir sinir vermistir. Bu sinir, Serre [11] tarafindan kanitlanmis ve daha sonra Lachaud [12]
tarafindan, d < ¢ oldugu durumlar goz Oniine alinarak ve Serre’nin esitsizligi ile baglantili
olarak projektif Reed-Muller kodlarinin mimimum uzakligina bir sinir verilmistir. Sgrensen
[13] PRM kodlarinin sadece d < ¢ durumunda degil, herhangi bir d derecesi i¢in uzunluk,
boyut ve minimum uzaklik i¢in formiil vermistir. Cok yakin bir zamanda, Se¢rensen’in
herhangi bir d derecesi i¢in olan formiiliiniin kanitinda bir hata goriilmiis olup ve teoremin
ifadesi dogru oldugu icin [14] makalesinde Ghorpade ve Ludhani tarafindan bu ispattaki
eksiklikler giderilerek, Sgrensen’in sonucuna alternatif bir kanmit verilmistir. Dolayisiyla,
Projektif Reed-Muller kodlar1 da, gercek yasamda uygulamalarini gordiigiimiiz, literatiirde
oldukga caligilmis, halen calisilmakta olan kodlardir (bknz. [15, 13, 12, 10, 16, 17]).

Agirlikli projektif uzaylar, klasik projektif uzaylarin dogal genellemeleri olup, farkli
cebirsel geometrik 6zellikler sergilerler. Literatiirde, agirlikl projektif uzaylar, sonlu cisimler
tizerinde lineer kodlarin farkli siniflarini olugturmak icin uygun ortamlar olarak kabul edilir
ve tez boyunca Cyy ile gosterecegimiz ve tanitacagimiz Agirhkh Projektif Reed-Muller
kodlar: ilk kez [18]de incelenmistir. Derecesi d = k - lem(a,b) < ¢ olan agirlikli
projektif diizlem IP(1, a, b) tizerindeki kodun parametreleri, [18] makalesinde sunulmustur.
Sgrensen tarafindan [13]’de tanitilan kodlar, bu kodlar ile aym adi tasiyor olsa da her
iki kod ailesi aslinda birbirinden farklidir, (bknz. [19]). Ilgili bir kod ailesi olarak,
Y kiimesinin agirhkl projektif torusun IF -rasyonel noktalar kiimesi oldugu durumda

elde edilen kodlar Dias ve Neves [20] tarafindan incelenmistir. Dias ve Neves, Y ’nin
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sifirlayan idealinin 6zel bir binomiyal ideal oldugunu ispatlamiglardir ve daha sonra Sahin
tarafindan daha genel bir simitli ¢esitlemin torusunun [F,-rasyonel noktalarmin sifirlayan
idealine genellestirilmistir, (bknz. [21]). Nardi, Reed-Muller kodlarin1 projektif olanlara
genisletmeye paralel olarak bir simitli kodun uzunlugunu, F,-rasyonel noktalarin tam
kiimesinde degerlendirerek genigletmeyi Onermistir, bu yontemler [22] makalesinde yer
almaktadir. Hirzebruch yiizeylerinden gelen kodlarin parametreleri, kodlarin hesaplandigi
kiime tiim IF;-rasyonel noktalarin kiimesi oldugunda, Nardi tarafindan daha 6nce yayimlanan

bir makalede hesaplanmigtir [23].



2. ON HAZIRLIKLAR

2.1 Afin Cesitlemler (Affine Varieties)

Tamm 2.1.1. K bir cisim olmak {iizere, bu cisim iizerinde n boyutlu afin uzay, bu cismin

tiim n girdili elemanlarindan olusan kiimedir. Bir baska deyisle,

A" ={(ag,...,a,—1): Her0 <i<n—1ligina; € K}.

Simdi afin ¢esitlem kavraminin tanimini verecegiz.

Tanmm 2.1.2. K bir cisim olmak iizere 7' C K[z, . .., z,_1]| polinom kiimesini alalim.
V(T)={P=(Py,...,P,—1) € A": her f € T'igin f(P) =0} C A"

seklinde tanimlanan noktalar kiimesine afin c¢esitlem denir. Bir bagka deyisle, eger afin
uzaydaki bir alt kiime polinomlarin ¢6ziim kiimesi seklinde yazilabiliyorsa yani ¥ C A"
olmak iizere Y = V(T') olacak sekilde bir " C K|xq, . .., x,_1] polinom kiimesi varsa bu Y’
kiimesine afin cesitlem (affine variety) denir.
Simdi bazi afin ¢esitlem 6rnekleri verelim.
Ornek 2.1.1. (i) Afin uzaywn kendisi de bir afin cesitlemdir, bir baska deyisle, A" = V (0).
(ii) Bos kiime bir afin cegsitlemdir, ) = V (1).
(iii) Afin uzaydaki herhangi bir nokta yine bir afin cesitlem belirtir. Gergekten,
(CL(), e ,an,l) = V(IO —agy ...y Lp—-1 — an,l).
Simdi ise afin uzaydaki bir alt kiimenin idealinin tanimini verecegiz.

Tanmmm 2.1.3. Y C A" olmak iizere, Y 'nin ideali veya sifirlayan ideali asagidaki sekilde
tanimlanir,

IY)={f €Klzg,...,xp1]: f(P)=0,VP €Y}
Simdi sifirlayan ideal (vanishing ideal) kavrami icin ornekler verecegiz.

5



Ornek 2.1.2. (i) Bos kiimenin ideali polinom halkasimin kendisine egittir. Yani,
I(0) = (1) = K]zo, . .., Tp_1] olur.

(ii) K cebirsel kapali bir cisim olmak iizere afin uzayn ideali 1(A™) = (0) olur. Ciinkii

afin uzaywn tiim noktalarinda sifir olan tek polinom 0 elemani tarafindan iiretilir.

2.2 Projektif Cesitlemler (Projective Varieties)

Tamm 2.2.1. K bir cisim olmak iizere, n boyutlu projektif uzay P", K"*! vektor uzayinin

tiim bir boyutlu lineer alt uzaylarinin kiimesi olarak tanimlanir. Bir bagka deyisle,

Her A € K* i¢in (xo, ..., 2,) ~ (Azg. .., A\x,) kosulu saglanmak iizere projektif uzayi,
P" = (K" {0})/K"

seklinde tanimlayabiliriz. Bir (z, . . ., z,,) noktasinin denklik sinifi [xg: - - - :z,,] ile gosterilir.

Dolayisiyla, denklik siniflarinin bir kiimesi olan projektif uzay asagidaki sekilde de gosterilir:

P" = {[wg: - :m,]: (zo,...,2,) € K"\ {0}}.

Projektif uzaydan aldigimiz bir P = [Py : --- : P,] € P" noktasinin P; girdilerinin tamami

sifir degildir.

Tanmm 2.2.2. [24] Bir f € K]z, ...,x,] polinomunun iginde sifirdan farkli katsayilara
sahip tim monomlarin toplam derecesi ayni ise bu f polinomu, homojen polinom olarak

adlandirlir.

Lemma 2.2.3. [25, Definition 1, Theorem 2, Chap. 8] I C K]z, ..., x,] bir ideal olmak

lizere asagidaki ifadeler birbirine denktir.

i [ ideali homojen polinomlar tarafindan iiretilir.

ii Her f € [icin f;, d dereceli homojen kisim olmak iizere f; € I olur.

Yukaridaki kosullart saglayan I idealine homaojen ideal denir.

Kamit. Ispati i¢in Gathmann’in [26] kaynaginda verilen 2002/2003 yillarindaki ders
notlarindan derlenmis kitap¢igindaki Lemma 3.1.8’in ispatina bakilabilir. Ayrica, yazarin

yiiksek lisans tezindeki ispatina da bakilabilir, [27, Onerme 3.2.9, Sonug 3.2.10]. O]
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Simdi ise projektif uzaylar icin projektif cesitlem ve onun sifirlayan idealinin tanimlarini

verecegiz.

Tanmm 2.2.4. I C K|xy,...,z,] homojen bir ideal veya homojen polinomlarin bir kiimesi

olmak iizere bu idealin (veya kiimenin) projektif cesitlemi asagidaki sekilde tanimlanur,
V(I)={P €P": her f € Iigin f(P)=0}.

Tanmm 2.2.5. Y C P" olmak iizere, bu kiimenin sifirlayan ideali asagidaki sekilde

tanimlanir,

I(Y) = (f € K[xo,...,z,] homojen polinom : f(P)=0,P €Y.

2.3 Agirlikh Projektif Uzay

Tezin bu boliimiinde, bu tez ¢calismasi boyunca lizerinde ¢alisilacak ve cebirsel ve geometrik

acidan zengin Ozelliklere sahip yapilar olan agirlikli projektif uzaylar: ele alacagiz.

Her 7 i¢in, her bir w; pozitif tam say1 ve her ¢, j i¢in w; ve w; tam sayilar1 asikar en biiyiik

ortak bolene sahip olsun. Bir bagka deyisle, w; ve w;’lerin en biiyiik ortak bolenleri 1 olsun.

K* grubunun K"*! \ {0} kiimesi iizerindeki etkisini her A € K* i¢in
(o, -y Tp) o (A™0mg, ..., Ay,

seklinde tammlayalim. Burada w = (wy, . . ., w,)’i agirhk olarak adlandiracagiz.
P(w, ..., w,) = (K" \ {0})/K*

seklinde tanimlanan denklik siniflarinin bir kiimesine agirhklh projektif uzay denir. Burada,
K, F, cisminin cebirsel kapanigidir (algebraic closure). Agirlikli projektif uzayin noktalar
yukarida tanimladigimiz denklik simiflaridir. Agirlikli projektif uzayr tez boyunca X =
P(wy, ..., w,) ile gosterecegiz. Ayrica, tez boyunca X uzayimnin [, -rasyonel noktalari

kiimesini de Y = X (F,) notasyonu ile gosterecegiz.



Eger wy = wy = --- = w, = 1 ise bu uzay projektif uzay olarak adlandirilir. Bir bagka
deyisle, P(1,1,...,1) = P". Dolayistyla agirlikli projektif uzaylar, projektif uzaylarin bir

genellemesidir.

Agirlikli projektif uzaylar asagida verilen durumlart saglar. (Ayrica bakiniz, [28, Lemma
3A.3, Proposition 3C.5])

(1) P(wy,...,w,) ~P(cwy,...,cw,), c€N,

(ii)) Heri = 1,...,ni¢in ¢; € N ve ¢; = ekok(ebob(wy, . .., w;_1, Wit1, ..., w,)) olsun.
Buradan,
P(wy, ..., w,) NP(E,...,%).
Co Cn

Buna ornek olarak, asagidaki izomorfluklar: diisiinebiliriz,
P(4,6,15) ~ P(4,2,5) ~ P(2,1,5).

Bir agirlikli projektif polinom halkasi, agirliklar w = (wyg...,w,) ve her bir i icin
der(z;) = w; olmak iizere, S = K[z, ..., z,] seklinde alinsin. Buradan, bu S halkasindaki
bir monomun derecesini der(] [ z3*) = > w;c; seklinde diistinebiliriz. Boylece, bir agirlikli

1=0 1=0
homojen polinomu da asagidaki sekilde tanimlayabiliriz.

Tanmmm 2.3.1. [29, Definition 3.0.3] w = (wy,...,w,) bir agirhk olmak iizere her i
icin der(z;) = w; derecelendirmesiyle birlikte f € Kzo,...,z,] polinomunu alahm. f

polinomu, derecesi d olan bir agirhkli homojen polinomdur gerek ve yeter sart

olacak sekilde ¢; € Kile bir m € N sayilart vardirki 0 < i < nigind = ) wjdy)’dir.
3=0

Buradan yola c¢ikarak, bir agirlikli homojen idealin, agirlikli homojen elemanlar tarafindan
tretildigini soyleyebiliriz. Simdi agirlik projektif cesitlemlerin ve onlarin ideallerinin

tanimini verecegiz.



Tanmm 2.3.2. [ C Kz, ..., x|, bir agirlikl homojen ideal olsun. Burada bu idealle iligkili

olan agirlikli projektif ¢esitlem asagidaki sekilde tanimlanr,

V(I)={P € P(wy,...,w,): her f € ['igin f(P) = 0}.

Ayrica, Y C P(wo,...,w,) agurlikli projektif uzaymin bir altkiimesi olsun. Y ’nin ideali,

asagidaki sekilde tanimlanur,

I(Y) = (f € K[z, ...,x,|, w— agirlikli homojen polinom : VP € Y igin f(P) = 0).

2.4 Kodlama Teorisine Giris

Kodlama teorisinin baglangicit genellikle literatirde Claude Shannon ile iligkilendirilir.
Ciinkii, Shannon tarafindan yazilan ve 1948 yilinda Bell System Technical Journal’da
yayimlanan "A Mathematical Theory of Communication" [30] adli ¢alismasi kodlama
izerine matematiksel bir bakis agis1 ve bir temel sunmustur. Elbette, kodlama teorisinin
cikisinin Shannon’un bu calismasi ile iligkilendirilmesi dogrultusunda, daha ©Oncesinde
kodlama kavrami ve kodlama teorisi ile ilgili ¢calismalar olmadigi anlamini ¢ikaramayiz.
Fakat Shannon’un bu ¢calismasi iletisimi nasil modelleyecegimize dair matematiksel bir temel
saglamistir. Bu calisma ile birlikte popiilerlesmeye baslayan kodlama teorisinin en temel
problemlerinden birkagi iletilen bir mesajda mesajin saglikli iletilmemesini saglayan hatalar,
bu hatalara sebebiyet veren giivenilmez bir kanal iizerinden yapilan iletisim ve bu hatalarin

olugmasi, diizeltilmesi i¢in gereken durumlardir.

Bilgi Kaynag: Génderici (Kodlayier) Kanal Al (Coziicii) Hedef
Mesaj Sinyal Alman Sinyal Mesaj

Giiriiltit Kaynag:

Sekil 2.1 Shannon’1n iletisim kanali modeli (Shannon, 1948)

Kodlama teorisine ilk baglarda katkida bulunan isimler arasinda Marcel Golay (Golay
kodlar1), Richard Hamming (Hamming uzakligi ve Hamming kodlar) ile Irving S. Reed
ve Gustave Solomon (Reed-Solomon kodlari, Reed-Muller kodlar1) bulunmaktadir. Bu
tez calismasinda da Reed-Muller tipindeki kod ailelerinden biri olan Agirlikli Projektif
Reed-Muller kodlari ¢aligilacaktir.



Veriler bir kanal iizerinden iletildiginde, hatalarin meydana gelmesi muhtemeldir. Kodlama
teorisinin amaci, bu hatalarin tespit edilmesini, hatta diizeltilmesini saglayacak verimli
kodlama yollar1 bulmaktir. Geleneksel olarak bakildiginda, kodlama teorisinde kullanilan ana
metodlar kombinatorik ve grup teorisi gibi matematiksel alanlara dayanmaktadur. ilk olarak,
1977°de Goppa, cebirsel geometrik kodlar olarak da anilan Goppa kodlarimi tanimlamistir
[31] ve boylece cebirsel geometriye ait genis bir yelpazedeki tekniklerin kodlama teorisinde
de uygulanmasina Goppa sayesinde olanak taninmistir. Goppa’nin orijinal makalesinden kisa
bir siire sonra, Tsfasman, Vladut ve Zink [32] modiiler egriler kullanarak onceki kodlardan
daha iyi asimptotik parametrelere sahip bir dizi kod ailesi elde etmiglerdir. Bir kodu
matematiksel olarak tanimlamadan 6nce giinliik hayatta karsimiza ¢ikan kod orneklerinden
bahsetmek gerekirse, en sik karsilasilan kod, Uluslararas1 Standart Kitap Numarasi, ISBN,
(International Standard Book Number) Kodu’dur. Bu kodun nasil ¢caligtigin1 kisaca anlatmak
istersek, oncelikle her kitaba bir ISBN kodu atanir ve bu ISBN kodu genellikle kitabin arka
kapaginda gosterilir. ISBN kodlar1 ait olduklar1 kitap hakkinda bilgi vermektedir. Ornegin,
Hartshorne’nun cebirsel geometride 6nemli bir yeri olan "Algebraic Geometry" adli kitabinin
ISBN kodu 0 — 387 — 90244 — 9 olarak verilmistir. Burada, kodun sonunda yer alan
rakam 9, bir kontrol rakamidir ve asil olarak ilk dokuz rakam baz alinir. Yani, genel olarak
baktigimizda eger bir ISBN kodunu a; — asazay — asagarasag — aq seklinde diisiiniirsek,
kontrol rakami olan a;y’u belirlemek igin allo = a1 + 2ay + 3as + 4ay + Sas + 6ag +
Tar + 8ag + 9ay esitligini kullanmamiz gereklidir. Eger a'lo = ¢, mod 11 denkligi goz
oniinde bulundurulursa 0 < ¢ < 9 arasindaki bazi ¢ degerleri i¢in, a;o = 7 esitlifi elde
edilir. Buradan acikca goriiliir ki 9 rakami bu kitap icin kontrol rakanmdir. Eger a}, = 10,
mod 11 olarak elde edilirse, bu durumda a,( degeri, x sembolii ile gosterilir. Bunun anlami,
her kitabin kontrol rakamini segcmek i¢in ayni sistem kullanilarak bir ISBN kodu atanmasidir.
Ve 6rnegin, herhangi bir kiitiiphanede yeni kitaplar1 kataloglarken bu kodun yazilisinda bir
hata yaparsaniz, bilgisayar hataniz1 yakalayacak sekilde programlanabilir olmas1 gereklidir.

ISBN kodlar1 da bu durumlar g6z oniinde bulundurulacak sekilde olusturulmaktadir.

ISBN kodlarina ek olarak tekrarlama kodlar1 da (Repetition Codes) siklikla karsilastigimiz
kod oOrnekleri arasindadir. Tekrarlama kodlarina 6rnek olarak her olasi veri parcasina dort
bitlik bir dizi (uzunlugu dort olan 0 ve 1’lerden olusan dizi) atandigimi varsayalim ve
veriyi yalnizca iletmek yerine her veri pargasini ii¢ kez ilettigimizi varsayalim. Yani, eger
uzunlugu dort bit olan bir dizi olarak 1011 veri dizisini alirsak, her veri parcasim ¢
kez ilettigimizde bu veri dizisi 1011 — 1011 — 1011 olarak iletilir. Bir hata olursa, bu

hata ii¢ bloktan birinde olacaktir. Dolayisiyla bu durum diger iki blogun hala uyumlu
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olacag1 ve hatayi tespit edip diizeltebilecegimiz anlamina gelmektedir. Bir bagka ornek,
eger iki hatay1 diizeltebilmek istiyorsak, her veri parcasini bes kez iletmemiz gerekmektedir
ve dolayisiyla genel olarak, ¢ tane hata diizeltmek i¢in veriyi 2¢ + 1 kez iletmemiz
gerekmektedir. Tekrarlama Kodlari, sadece hatalar1 tespit etmek yerine hatay: diizeltebilme
avantajina da sahiptir. Ancak, yalnizca bir hatay diizeltebilmek istiyorsak, her bilgi sembolii
icin toplam iic sembol iletmemiz gerektiginden verimli bir yontem oldugu sdylenemez.
Tiim bunlardan yola ¢ikarak sunu soyleyebiliriz ki; Kodlama teorisinin temel problemi,
giivenilmez bir kanal iizerinden iletisimde gonderilen mesajda hatalarin olusmas1 muhtemel
oldugundan, bu iletisimdeki hatalar1 tespit etmek ve diizeltebilmek iizerine dayanir. Tim
iletisim kanallarinin hatalara sahip oldugunu soyleyebiliriz ve bu sebeple kodlar 6zellikle de
teknolojik gelismelerin giin gectik¢e hizlanmasi ile birlikte yaygin olarak kullanilmaktadir.
Aslinda, kodlar sadece ag iletisimi, USB kanallari, uydu iletisimi gibi alanlarda degil,
ayn1 zamanda hatalara egilimli olan diskler ve diger fiziksel medyalarda da kullanilir.
Bahsettigimiz bu tiir pratikteki uygulamalarinin yam sira, kodlama teorisinin bilgisayar
bilimi teorisinde de bir¢ok uygulamasi vardir. Bu nedenle, hem giinliik hayata uygulamalari
tizerine calisanlarin, hem de teorisi iizerine ¢alisanlarin yani 6zellikle matematik¢ilerin

ilgisini ¢ceken bir konu ve alandir.

2.4.1 Lineer Kodlar

Verilen A kiimesi sonlu bir kiime olsun ve bu kiime alfabe olarak adlandirilsin. Set .A’nin
elemanlarindan olusan herhangi bir N-uzunlugundaki diziye N-uzunluklu kelime denir.
Diger bir deyisle, AV : = A x --- x A (N kez) kiimesinin bir elemanina N-uzunluklu
kelime denir. A" kiimesinin bir alt kiimesine kod denir. Kodu C harfi ile gosterelim. Eger
kodun elemanlarina C' = (cy, ..., cy) dersek, bu elemanlara kod kelimeleri denir. A, (N, 0)
ifadesi, N uzunlugunda ve minimum uzaklig1 ¢ olan bir g-ary blok kodunda miimkiin olan
maksimum kod kelimesi sayisini temsil eder. Bir baska deyisle, A,(N, ¢) ifadesi, uzunlugu
N olan ve minimum Hamming uzaklig1 ¢ olan bir g-ary (yani g elemanli bir alfabeden olugan)

blok kodunda miimkiin olan maksimum kod kelimesi sayisini temsil eder. Burada,

q: Kod kelimelerinin olusturuldugu alfabenin (veya cismin) biiyiikligii,
N': Her bir kod kelimesinin uzunlugu,

0: Kod icindeki herhangi iki farkli kod kelimesi arasindaki minimum Hamming uzakligidir.
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Bir blok kodunda, her kod kelimesi genellikle ¢ tane sembol (genellikle I¥, gibi sonlu bir

cisimden elemanlar) iizerinde N-uzunluklu bir kelime olarak tanimlanair.

Kodlama teorisindeki amag, A,(N,J) degerini maksimize etmektir ¢iinkii bu, kodun
verimliligini ve giivenilirligini belirler. Daha biiyik A,(N,J) degerleri, daha fazla kod
kelimesi demektir ve boylece bu durum daha fazla bilgi kodlanabilir anlamina gelirken, daha

biiyiik minimum uzaklik ¢ daha iyi hata tespiti ve diizeltme kapasitesi saglar.

Dolayisiyla, A,(N,0), uzunlugu N ve minimum uzakligi § olan bir kodun potansiyel
boyutunu ifade eder. Tiim bunlara ilaveten C bir kod olmak iizere bu kodun minimum
uzakligi, farkli kod kelimeleri arasindaki en kiiciik uzaklik oldugundan dolay1 kodun hata
diizeltme yetenegini belirlemede Onemlidir; minimum uzaklik ne kadar yiiksekse, kod o

kadar fazla hatayi diizeltebilir.

Tanmim 2.4.1. (Lineer Kod) Eger verilen A alfabe kiimesi bir cisim ise ve C' C A" oluyorsa

bir bagka deyisle C, .A™ nin bir vektor alt uzay1 ise C’ye bir lineer kod denir.

Bir lineer kodun 3 temel [N, K, 0] parametresi vardir.

Tanim 2.4.2. N, yani kodun uzunlugu (length) |Y| eleman sayisi ile tanimlanir. C kodunun
boyutu ise K = dimg, (C') ile gosterilir. Bir bagka deyisle, C bir lineer kod oldugundan

dolay1 kodun boyutu A cismi iizerindeki C vektor alt uzayinin boyutu ile tanimlidir.

Simdi minimum uzaklik kavramini en genelde tanimlayabilmek i¢in once Hamming

uzakh@ kavramini tanimlayacagiz.

Hamming uzakligy, ¢; = (¢, ..., Cin)s ¢j = (¢j1, - - -, ¢jn) € A" olmak iizere,
d(Ci, Cj) = #{k . Cik 75 Cjk}

seklinde tanimlanir.

Dolayisiyla minimum uzakhk asagidaki sekilde tanimlanir,

0 = dmin(C) = min{d(c;, ¢;) : ¢;,¢c; € Cve ¢; # ¢}

¢ € C’nin sifirdan farkli girdi sayisina onun agirhg denir ve eger C lineer bir kod ise C

kodunun minimum uzakh@ ¢ € C\{0} kod kelimeleri arasinda en kiigiik agirliktir. Yani
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kod lineer iken minimum uzaklik ve minimum agirlik aynidir. Bir bagka deyisle, agirlik

w(c)=#{ie{l,...,N}:¢ # 0},

seklinde tanimli oldugundan C kodu lineer bir kod ise C kodunun minimum uzakligi, her

¢ € Cigin § = min (w(c)) seklinde tanimlanir.

Ornek 2.4.1. C = {(1,0,0,1),(0,0,0,1),(1,0,0,0),(0,0,0,0)} kodu Fy cismi iizerinde
tammlansin. Buradan,
N =4,dim (C) = K =log,(4) = 2

olur. Minimum uzaklik icin ise, oncelikle tiim kod kelimeleri icin uzakliklara bakacagz.

Buradan,

d((1,0,0,1),(0,0,0,1)) = 1, d((0,0,0,1),(1,0,0,0)) = 2,
d((1,0,0,1),(1,0,0,0)) = 1, d((0,0,0,1),(0,0,0,0)) = 1,
d((1,0,0,1),(0,0,0,0)) =2, d((1,0,0,0),(0,0,0,0)) = 1.

oldugundan dolay: yukarida tanimli olan uzakliklarin minimumu 1 elde edileceginden 6 = 1

olur.

Literatiirde bilinen, temel parametrelerin aralarinda iliski kurabilmek ve kodlarin
ozelliklerini detaylandirabilmek i¢in verilmis bir ¢ok sinir vardir. Bunlardan en ¢ok bilinen

asagida tantmini verecegimiz Singleton Siniridir.

Tanim 2.4.3. C, temel parametreleri sirasiyla V,K ve ¢ olan bir kod olmak iizere

)<SN—-—K+1

seklinde tanimli sinira Singleton Smir1 denir. Eger K + § = N + 1 ise bu C koduna MDS
kod denir.
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2.4.2 Hesaplama Kodlan ve Literatiirde Bilinenler

Tammm 244. S = F,[zg,...,z,] bir polinom halkasi olsun. ¥ = {P,..., Py} C

P(wy, . .., wy)(IF,) kiimesini ele alalim.

Sd%FéV

P (1P, pe)

Yukarida tanimlanan doniisiim hesaplama doniisiimii olarak adlandirilir. Cy y-, ]Fév uzayinin
bir alt uzay1 olmak iizere, d dereceli homojen polinomlarin Y kiimesindeki noktalarda
hesaplanmasiyla elde edilir ve hesaplama kodu olarak adlandirilir. Dolayistyla hesaplama

doniislimiiniin goriintiisii hesaplama kodu adini alir.

I(Y'), Y’nin her noktasinda sifirlanan S halkasi iizerindeki homojen polinomlar tarafindan
tiretilen homojen bir ideal olmak iizere (sifirlayan ideal), bu sifirlayan ideal ile iligkili
kodlarin boyutu ile idealin Hilbert serisi arasinda cebirsel bir iligki vardir. Yukaridaki Tanim
2.4.4°da tamimladigimiz hesaplama doniisiimiiniin ¢ekirdegi d dereceli /,(Y") homojen kisma
esit oldugundan dolay1 S;/1;(Y) = C,y izomorfizmasim elde ederiz. Dolayisiyla, Cyy

kodunun boyutu dereceli Hilbert fonksiyonu ile elde edilir. Yani,
dimg, Cqy = dimpg, (Sq) — dimg, (14(Y)) = Hy (d) (1)
Ve ayrica [18] makalesinde C;y kodunun uzunlugu N, asagidaki esitlikle verilmistir.
N=¢ '+¢ %+ +qg+1

Minimum uzaklik olarak adlandirilan bir diger parametrenin, lineer kodlar ile ilgili
kavramlardan bahsettigimiz (2.4.1) boliimiinde ele alinan agirlik kavramiyla iligkili oldugunu
biliyoruz. Bir bagka deyisle, lineer kodlarda minimum uzaklik ve minimum agirlik
kavramlar1 birbirine denktir. Simdi ise bu bilgiler dogrultusunda hesaplama kodlarinin

minimum uzakligini ele alalim. Hesaplama doniisiimii altinda doniisiimiin goriintiisiinden
elde edilen kodu (f(Py),..., f(Py)) = C olarak alahm. ¢ € C bir kod kelimesi olmak
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tizere, her bir kod kelimesinin agirligi w(c) asagidaki gibi tanimlidir:

w(c) = #{ie{l,...,N}:¢; #0}

= N-—#{PeX:f(P)=0}
= N —[Vx(f)]

Dolayisiyla minimum uzakligin, (kod lineerse) minimum agirlik olmasindan dolay1 kodun

minimum uzakligi olan §’y1 asagidaki sekilde de elde edebiliriz:

0 = min{w(c):c€C ve C € evy(Sy)}
= N —max{|Vx(f)|: f € Sq} (2)

Bir bagka deyisle, hesaplama doniisiimiiniin tanimin1 géz oniinde bulundurdugumuzda ve
hesaplama kodu olarak adlandirilan Cjyy kodunun, hesaplama doniisiimiiniin goriintiisii
olduguna da dikkat edersek, bu dogrultuda f € S; olmak iizere bu polinomlarin Y =
{P1,..., Py} noktalarinda 0 degeri aldiklar1 yerler bize f polinomlarmnin kok sayisini
vereceginden minimum uzaklig1 hesaplama problemi aslinda maksimum kok sayisina ulasma
hedefi ile iligkilidir.

Simdi literatiirde ¢ok defa caligilan ve bilinen kod ailelerinden olan Reed-Solomon ve
Reed-Muller kod ailelerinin tanimlarint verecegiz. Bu tez calismasinda kod ailesi olarak
Agirlikli Projektif Reed-Muller kod aileleri g6z 6niinde bulundurulacaktir ve bu kod ailesinin

temel parametreleri tizerine elde edilen sonuglar verilecektir.

Tamm 2.4.5. (Reed-Solomon Kodlar1) o, ..., aq—1, I, sonlu cisminin ¢ — 1 tane sifirdan
farkl1 elemani olsun ve 1 < K < ¢ — 1 olmak iizere K € 7 tamsayisini alalim.
Reed-Solomon Kod (RS(K, q)) asagidaki sekilde tanimlanir.

RS(K,q) = {(f(ar),..., flag1)): f € L1}

Burada, L5 1 ile gosterilmek istenen derecesi /K tam sayisindan kesin kiiciik olan sonlu
cisim tizerindeki polinomlarin kiimesidir. Bir bagka deyisle, L1 = {f € F,[z] : der(f) <
K — 1} seklinde tanimlanur.

Tanmmm 2.4.6. (Genellestirilmis (Afin) Reed-Muller Kodlar1) [33] A", F, sonlu cismi

tizerindeki n boyutlu afin uzay olmak tizere ve S = K|z, ..., x,_1] polinom halkast olmak
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izere 1 < d < n(q— 1) — 1 kosulunu saglayan bir pozitif d tam sayisi igin S halkasindaki

derecesi d’den kii¢iik olan polinomlarin kiimesini,
Sca=Klzo, ..., xn1]<a ={f € 5 dex(f) < d}

ile gosterelim. Buradan, afin uzayin noktalarindaki hesaplama doniisiimii asagidaki sekilde
tanimlanir,
ev: Sca = FY,  ev(f) = (f(P),..., f(Py)).

Bu doniigiimlerin goriintiileri Genellestirilmis Reed-Muller Kodlar1 olarak adlandirilir.

Simdi bu tez ¢aligmasinin odak noktasi olan Agirhikh Projektif Reed-Muller ve Projektif
Reed-Muller kodlarin tanimimi verece8iz. Hatirlatmak gerekirse, literatiirde Projektif
Reed-Muller kodlar ilk olarak Lachaud tarafindan [10] makalesinde tanitilmistir. (ayrica
bknz. [34, 35, 13, 36])

Tanim 2.4.7. X = P" projektif uzay olsun. Ve Tanim 2.4.4’daki gibi tanimlanan hesaplama
doniisiimii g6z 6niinde bulundurulsun. Bu doniisiimdeki Y kiimesi, Y = {P;,..., Py} C
X(F,) ve S = F,[x,...,z,] standart dereceli polinom halkasi olmak iizere, bu sekilde
taniml1 hesaplama doniisiimiiniin goriintiisii Projektif Reed-Muller tipindeki kod olarak

adlandiriir.

Uyari 2.4.8. Bu tez calismast boyunca iizerinde calisacagimiz kod olan Agirlikh Projektif
Reed-Muller tipindeki kod ise Tanim 2.4.4’da verildigi gibi S = F,[zo,...,2z,) W
derecelendirmeli bir polinom halkast ve Y = {Py,..., Py} C P(wy,...,w,)(F,) oldugu

durumdaki hesaplama doniisiimiiniin goriintiisii olarak tanimlanir.

2.4.3 Hata Diizeltme Kodlari

Hata diizeltme kodlari, veri iletimi veya depolama sirasinda olugabilecek hatalari tespit
etmek ve diizeltmek amaciyla kullanilan yontemlerdir. Bu kodlar, 6zellikle dijital iletisim ve
bilgi depolama sistemlerinde onemli bir rol oynar. Hata diizeltme kodlar1 (¢cogunlukla) veri
iletimi veya veri depolama sirasinda meydana gelen bagimsiz, rastgele hatalar1 diizeltmek

icin kullanilir.
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Tanim 2.4.9. Hata diizeltme kodu, bir say1 dizisini Oyle bir sekilde ifade etmeyi saglayan
bir algoritmadir ki, bu dizide meydana gelen herhangi bir hata, kalan sayilar temelinde (baz1

sinirlamalarla birlikte) tespit edilip diizeltilebilir.

Simdi en bilinen hata diizeltme kodlarindan biri olan Reed-Solomon kodlarim ele alarak
hata diizeltme kodlarina 6rnek verecegiz. Bu kodlar1 daha hesaplama kodlarini anlatirken de
ele almigtik ¢iinkii bu kodlar tanimlar1 geregi ayni1 zamanda bir hesaplama kodudur, (bknz.
Tanim 2.4.5). Burada biraz daha detayl ele alip hata diizeltme kodu oldugunu vurgulamaya

calisacagiz.

Ornek 2.4.2. (Reed-Solomon Kodlart) Reed—Solomon kodlari, Irving S. Reed ve Gustave
Solomon tarafindan 1960 yilinda tanitilan bir hata diizeltme kodudur. Reed-Solomon kodlari,
dijital iletisim ve depolamada genis bir uygulama alanina sahip blok tabanli hata diizeltme
kodlaridir. Asagidaki sekilde tanimlanan orten doniisiim de (27) ile tanimlanan doniisiim gibi
bir hesaplama doniisiimiidiir. Ve bu doniisiimiin goriintiisii bize bir kod verir. Burada, dikkat

edilirse iki doniigiim arasindaki fark f polinomlarinin derecesi K degerinden kesin kiiciiktiir.

Oncelikle, K < N < q olsun. Ve F’nin elemanlarini o, . . . , o, € F,, olarak alalum ve tiim

i, 7 igin oy # o oldugunu varsayalim.

evps - = Fy[r]<x _>]F¢]]\[7 [ (f(al)a"wf(aN)) (3)

Reed-Solomon kodu yukaridaki doniisiimiin goriintiisii olarak elde edilir. Bir bagka deyigsle,
K boyutlu ve « noktasu iizerinde tanimli Reed-Solomon Kodu RS (a) = ev,(F,[x]< k) olan

bir lineer koddur.

Lineer kodlar boliimiinde ele aldiginmiz Singleton simirimin (bknz. Tamim 2.4.3) d < N —
K + 1 oldugunu biliyoruz. Genel olarak, lineer (dogrusal) kodlar Singleton Sinirini saglar.
Reed-Solomon Kodu, [N, K, N — K + 1| temel parametrelerine sahiptir ve dolayistyla
Singleton simirina ulasir ve Singleton simirmmi saglayan kodlara MDS kodu (maximum
distance seperable ya da tiirk¢e olarak maksimum uzakliga ayristirilabilir kodlar) denir. Bu
nedenle RS (o) bir MDS kodudur.

Daha once bahsettigimiz gibi Reed-Solomon kodlar: hata diizeltme kodlaridir ve birden
fazla sembol hatasint tespit edip diizeltebilirler. Veriye T' = N — K kontrol sembolii
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ekleyerek, bir Reed-Solomon kodu herhangi bir kombinasyonda T hatali sembolii tespit

edebilir (diizeltemez) veya bilinmeyen konumlarda L%J hatali sembolii bulup diizeltebilir.

Baska bir deyisle, bir Reed-Solomon kodu S-bit sembollerle belirlenir. Bu, kodlayicinin
her biri S bit olan K veri semboliinii alip bir N sembol kod sozciigii olusturmak icin
parite sembolleri ekledigi anlamina gelir. Her biri S bit olan N — K parite sembolii
vardir. Bir Reed-Solomon kod ¢oziiciisii, hatalar iceren bir kod sozciigiinde 'T' sembole kadar
diizeltebilir, burada 2T = N — K ile verilir.

Oncelikle m = (my, ..., m,) bir mesaj olsun. ¢ = (cy, ..., c,) ise bilgi kaynagindan gelen
mesajin kodlayicidan gegtikten sonraki hali olan kodumuz olsun. Eger c kanala girerse ve y
kanaldan ¢ikarsa, y — c ile gosterilen fark aslinda hata (error) olarak adlandirdigimiz e olur.
Bu durum, Shannon tarafindan verilen iletisim kanali modelinde (bkz. Sekil 2.1), en kisa ve

kolay bicimde gorsellestirilerek aciklanmaya calisilmistir.

Uyart 2.4.10. Hata diizeltme kodlarinin genis kapsamli arastirmalart icin [37, 38]
kaynaklarina bakilabilir.

Bu tez calismasinda ele alinan Agirlikli Projektif Reed-Muller kodlar dahil olmak iizere

hesaplama kodlar1 hata diizeltme kodlaridir.
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KISIM I

3. AGIRLIKLI PROJEKTIF UZAYLAR UZERINDEKI
KODLAR VE CEBIRSEL DEGISMEZLERI

Tezin bu boliimiinde ele alinacak kavramlarin daha detayli anlatimi yiiksek lisans tezinde
mevcut oldugu i¢in bu boliimde daha cok tanimlar ve 6rnekler tizerinden gidilecektir. Yiiksek
lisans tezine ulagmak i¢in [27] kaynagina bakilabilir. Bu boliimde verilen tanim ve kavramlar,

bu tez ¢alismasinin (3.2) kisminda verilen tiim sonuglar i¢in hazirlik niteligindedir.

3.1 Cebirsel Degismezler

3.1.1 Dereceli Polinom Halkalar: ve idealler

Bu boliimde standart derecelendirme, homojen polinomlar ve dereceli bir polinom halkasinin
homojen elemanlar1 ele alinacaktir. Bu boliim, ayn1 zamanda yazarin yiiksek lisans tezinde
detayl bir sekilde ele alinmistir. Bu sebeple, bu boliimle ilgili olarak tiirk¢e kaynak icin
ayrica [27] tezine bakilabilir. Ek olarak, ingilizce kaynak i¢in [39] kitabina da bakilabilir.

S = K|z, ...,z,| bir polinom halkasi olmak iizere, bu polinom halkasi iizerinde her i
i¢in x;’lerin derecesi 1 olsun. xy’ + --- 4+ x¢» monomunun derecesi bu derecelendirme ile
co + - -+ + ¢, degerine esittir. Bu derecelendirmeye standart derecelendirme denir. Her
bir ¢ € N i¢in, derecesi ¢ olan monomlar tarafindan gerilen (iiretilen) K-vektor uzayini S; ile
gosterelim. .S halkas1 eger dereceli bir polinom halkasi ise S; vektor uzay1 7 dereceli homojen

eleman olarak adlandirilir. Ornegin, i = 0 igin Sy = K olur.

P € S bir polinom olmak iizere eger herhangi bir ¢ i¢in P € S; durumu saglaniyorsa P

polinomuna homeojen denir. Burada P polinomunun derecesi ¢’dir.

Her f € S polinomu, sifirdan farkli f; € S; elemanlarinin sonlu bir toplami olarak tek

bir sekilde yazilabilir, bir bagka deyisle, f polinomu »_ f; toplam seklinde tek bir bicimde
yazilabilir. Bu durumda f; elemani, f’in derecesi ¢ olanlhomojen bileseni olarak adlandirilir.

Ek olarak, her 7,7 € Nicin 5;5; C S;; kosulu saglanmak iizere, S polinom halkasini
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S;’lerin dik toplami (direct sum) seklinde yani € S; biciminde yazabiliriz. Buradan, S
ieN
halkasina standart dereceli halka denir.

J C S oz alt ideal olmak iizere, eger J ideali asagidaki denk kosullari sagliyorsa bu ideale

dereceli ya da homojen ideal denir.

(i) f € J olmak iizere f’in her bir homojen bileseni de .J’dedir.

(ii) J; = S; N J olmak iizere J = € J; olarak yazilir.
iEN

(iii) Eger J ideali .JJ’nin tiim homojen elemanlari tarafindan iiretiliyorsa J = .J olur.

Burada, J;’ler J’nin homojen bilesenleridir.

Bu tez calismasinda, agirlikli projektif uzay iizerinde calisilacagindan simdi standart
derecelendirme digindaki derecelendirme ile verilen homojen koordinat halkasinin tanimini

verecegiz.

Tanmm 3.1.1. S = Klzg,...,z,], heri = 1,...,n i¢in derz; = w; derecelendirmesi ile
birlikte K cismi iizerinde bir polinom halkasi olsun. Boylece, S, derecesi d = mowy + - - - +

muw, olan z{' - - -z monomlari tarafindan gerilen vektor uzay1 olmak iizere,

seklinde yazabiliriz. Ve bu halkaya homojen koordinat halkasi denir.

Tanmm 3.1.2. [(Y), Y kiimesi iizerinde sifirlanan homojen polinomlar tarafindan iiretilen,

S =F,[z1, ..., z,] halkasmnin (homojen) idealidir. Boylece

1Y) = @ 1(v),

seklinde tanimlanir ve burada ,;(Y"), d dereceli homojen kisimdir. Ayrica, NW, agirliklar

tarafindan tiretilen N’nin bir alt yarigrubunu (numerical semigroup) ifade eder.

Y kiimesinin, /(Y) sifirlayan idealinin minimal serbest ¢oziilimii (free resolution) araciligi
ile bu kiimenin, rasyonel bir fonksiyon olan Hilbert serisi elde edilir. Hilbert serisi de

tanim1 geregi Hilbert fonksiyonu ile iligkili oldugundan (bknz. Tanim 3.1.6) Hilbert serisinin
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acilimi kullanilarak Hilbert fonksiyonu elde edilir. Kodun boyutu ve Hilbert fonksiyonu
arasindaki iliskiyi de goz Oniinde bulundurdugumuzda cebirsel degismezlerden biri olan
serbest ¢oziiliim ile ilgili olan sonuglar, tez calismasinda 6nemli bir yer tutmaktadir. $imdi

serbest coziiliimiin (free resolutions) tanimin1 verecegiz.

3.1.2 Serbest Coziiliimler
Tanim 3.1.3. S bir R-modiil olsun. Asagida verilen dizi eger

(1) Her bir ¢ icin F;’ler serbest modiil (free module) ise ve

(ii) Heri > Oicin H;(Z) = 0 ve Hy(Z) = S ise, (Yani, dizi tamdir.)
bu zincire S’nin serbest ¢oziiliimii denir.

Ai i A
Zioo s F L B ESFE 5 5 RS EF—S5S—0

Burada eger en az bir j tamsayisi varsa ve her ¢ > j i¢in F; = 0 iken Fj # 0 durumu

saglaniyor ise bu ¢oziiliim sonludur denir. Ve j uzunluklu serbest ¢oziiliim olarak adlandirilir.

Ornek 3.1.1. X = P(1,1,2) agurlikli projektif uzay ve Y = P(1,1,2)(F,) F,-rasyonel

noktalar kiimesi olmak iizere, bu kiimenin stfirlayan idealinin minimal tiretecleri,
9 9 .9 9 .5 5
I(Y) = (x]zy — 2125, xgTe — ToTy, ToTi — ToXy)

seklinde elde edilir. Burada, idealin minimal iireteclerini fo = 21— 2123, f1 = x)T2—T0T)
ve fo = wixy — wox] seklinde adlandirirsak, bu idealin serbest ¢oziiliimii asagidaki sekilde
elde edilir:

1 - — 1175
—X2 0
4 4 8 5
rix3 + 273 T5T3 — T3 , [fo fi f2:|

0 — R?

R— R/I — 0.

Simdi ise dereceli serbest ¢oziiliimii ile ilgili gerekli tanim ve kavramlar1 vererek bir

ornek lizerinden anlatmaya calisacagiz. Bunun i¢in 6ncesinde dereceli modiil kavrami ve
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modiillerin derece lizerinden kaydirilmasi kavramu iizerinde kisaca duracagiz. Dereceli
R-modiil tanimi ic¢in [27, Tanim 3.3.3]’e bakilabilir. Asagidaki tanim belli bir a dereceli

modiilleri tanimlamak i¢in verilecektir.

Tanmm 3.1.4. M bir dereceli R-modiil ve a bir tam say1 olsun. M (a)y = M, 4 seklinde

taniml1 olmak iizere

M(a) = P M(a)q

dez
esitligini saglayan M (a), bir dereceli R-modiildiir. Burada, M (a) dereceli modiiliine M nin

a derecesi kadar kaydirilmasi denir.

Ornek 3.1.2. w = (1,2,3) ve R = K[xg, 71, 72] olup, her i = 0,1,2 icin der(z;) = w;

olacak sekilde derecelendirildigini varsayalim. fo = x§ — 23 ve fi = x3 olmak iizere I =

(f1, f2) olsun.
—h
fo 5o A

0— R(-13) —= R(-4)®R(-9) —— R— R/I=M — 0

Yukarida verilmis olan dizi, R/ I’ nin dereceli serbest ¢éziiliimiidiir. Burada, [ fo f1} carpma

doniistimiinii ¢, ve _ffl matrisi ile carpma doniistimiinii ¢, ile adlandiralim:
0
¢ R*— R ¢o: R— R?
(a,b) = (afo+bf1) ¢ = (= fic, foc)

Burada, derg(afy) = der(a) + der(fy) = der(a) +4 = 0 ve derg(bf;) = derb + der f; =
der(b) + 9 = 0 olur. Boylece derg(a) = —4 ve derg(b) = —9 olarak yani, a € R(—4)
ve b € R(—9)y elde edilir. Benzer sekilde, ¢, icin de derecenin korunmast gerektiginden,
derg(—fic) = der(c) + 4 = —9 ve derg(foc) = der(c) +9 = —4 olur ve ¢ € R(—13),

olarak elde edilir.

3.1.3 Hilbert Fonksiyonu ve Serisi

Tanmm 3.1.5. S;, d = mowy + -+ + muw, dereceli z( ---x"* monomlari tarafindan

gerilen vektor uzaym ve [;(Y), Y iizerinde sifirlanan d dereceli homojen polinomlarin
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vektor uzayini bir bagka deyisle /(Y") sifirlayan idealinin d dereceli kismini temsil etsin.

Y’ nin (agirlikli) Hilbert fonksiyonu su sekilde tanimlanir:
Hy(d) = diqu Sd - diqu [d(Y)
Tanim 3.1.6. Y ’nin dereceli Hilbert serisi su sekilde tanimlanir:

HSy(d) = Y Hy(d)t".
deNW
Teorem 3.1.7. [24, Chapter 6, Theorem 4.4] R = K[z ..., z,| ve S, dereceli bir R-modiil

olmak iizere, S modiiliiniin herhangi bir dereceli serbest ¢oziiliimii asagidaki sekilde verilsin.
0—=F,—>Fq1—> - —>F—=>F—=>5—=0

S’nin Hilbert fonksiyonu asagidaki sekilde verilir.

k k

J=0 J=0

k
Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak, Hilbert serisi de HS(S,t) = > (—1)/HS(F},t),
j=0
seklinde verilir. Dolayisiyla buradan soyleyebiliriz ki serbest coziilimii bilinen bir

R-modiiliin Hilbert fonksiyonu ve serisi de hesaplanabilirdir.

Ornek 3.1.3. Oncelikle, Ornek 3.1.2°de ele alinan dereceli serbest ciziiliimii diigiinelim.

Teorem 3.1.7 kullanilarak M 'nin Hilbert serisini asagidaki sekilde elde ederiz.
HS(M,t) = HS(R,t) — HS(R(—4),t) — HS(R(-9),t) + HS(R(—13),t)

HS(R(—a),t) = t*HS(R,t) oldugundan (bknz. [40, Section 4.1]), asagidaki denklemi elde
ederiz.

HS(M,t) = HS(R,t) —t*HS(R,t) — t"HS(R,t) + t"*HS(R, 1).

HS(R,t) = wlﬁ)(l_tg) denklemini diisiiniirsek, M = R/I’nin Hilbert serisini

asagidaki gibi elde ederiz:

1—t' 19 +t1
(I-t)(1—)(1—#)
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3.1.4 Diizenlilik Kiimesi

Simdi bir baska cebirsel degismez olan ve agsikar (trivial) kodlar1 elemek i¢in kullanilan

diizenlilik kiimesinin (regularity set) tanimin1 verecegiz.

Tanim 3.1.8. Y ’nin diizenlilik kiimesi asagidaki sekilde tanimlanir:

reg(Y) ={d e NW : Hy(d) = |Y|}.

Diizenlilik kiimesinin tanimindan da anlasilacagi iizere, bu kiime, Y kiimesinin Hilbert
fonksiyonunun maksimum degere ulastifi d derecelerinin kiimesidir. Kodun boyutu da
Hilbert fonksiyonu ile iligkili oldugundan bu kiimedeki d degerlerine bakildiginda bu
derecelerde kodun asikar (trivial) kod oldugu goriiliir. Dolayisiyla tanimdan once de
belirttigimiz gibi bu kiime asikar kodlar1 eleyebilmemizi saglayan onemli bir kiimedir. Ayrica

Hilbert fonksiyonunun maksimum degere ulastig1 ilk d derecesine diizenlilik indeksi denir.

3.1.5 Cebirsel Degismezlerle ilgili Literatiirdeki baz1 Sonuclar

Sifirlayan idealin minimal serbest c¢oziilimii ile ilgili bir sonraki boliimde verecegimiz
sonucu kanitlamak icin (bir bagka deyisle ¢oziiliimiin tamhigin1 gostermek i¢in) asagidaki

Lemma ile verilen 6nemli kriterleri kullanacagiz.

Lemma 3.1.9. /41, Corollary 2] S Noetherian halkas iizerinde serbest modiillerin bir dizisi

asagidaki sekilde verilsin.
S RN SR NN AN

¢;’yi tammlayan matristeki sifir olmayan en biiyiik mindriin biiyiikliigiinii rank(¢;) ile ve en
biiyiik ranka sahip matrisin mindrleri tarafindan iiretilen ideali ise 1(;) ile gosterelim. Eger
tim1 <1 < nigin,

(i) rank(¢iq1) + rank(¢;) = rank(F;),

(ii) I(¢;), i uzunlugunda bir S-dizisini icerir,

yukaridaki kosullar saglaniyorsa bu diziye tam dizi (exact sequence) denir.
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Simdi asagidaki tam zinciri gdz 6niinde bulundurursak,

0—>Fn d)—n)Fn_l ———>¢n71 f2—)171 21—>F0
Bu tam zincirde ¢, ’in escekirdegi (cokernel) olan M modiilii, dereceli bir modiil oldugunda,

serbest modiiller su sekilde olur:

rank F;
Fi= & S(—dy).
j=1
Burada, d;; = d € NW olan j indekslerinin sayisina M nin dereceli ¢-Betti sayis1 denir ve
Bia(M) ile gosterilir. d € NW olan neredeyse sonlu sayidaki elemanlar, 3; 4(M) = 0 olan

asikar (trivial) dereceli Betti sayisina karsilik gelir.

Y’nin Hilbert serisini, /(Y)’nin minimal serbest ¢oziilimiinii kullanarak, bir rasyonel

fonksiyon olarak vermek i¢in asagidaki sonucu kullaniyoruz.

Teorem 3.1.10. [42, Theorem 8.20, Proposition 8.23] S = F,[xy, ..., x,] polinom halkast
NW' niimerik yarigrubu ile derecelendirilmis pozitif dereceli bir polinom halkasi olmak
iizere, S iizerinde sonlu iiretecli dereceli bir M modiiliiniin Hilbert serisi bir rasyonel

fonksiyon olarak asagidaki sekilde verilir:

HSu(t) = W)
[1(1—v)
i=0
burada Ky (t) ile gosterilen, Ky (t) = > > (—1)'8:.a(M)t? polinomudur.
i=0 dENW
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3.2 SONUCLAR VE YONTEMLER-I

Bu boliimde [1] referansi ile verilen ''Algebraic Invariants of Codes on Weighted

Projective Planes'' adli makalesindeki yontem ve sonuglar ele alinacaktir.

3.2.1 Cebirsel Degismezler ile Ilgili Sonuclar

Tamm 3.2.1. S = F,[xg,...,x,), her ¢t = 1,... 7 igin der z; = w; derecelendirmesi ile
birlikte [F, cismi iizerinde bir polinom halkas1 olsun. Boylece, Sy, derecesi d = mowy +

mo m . . .
n i B
-+ + muyw, olan x4 - - - 7" monomlar: tarafindan gerilen vektor uzay1 olmak iizere

seklinde yazabiliriz. Ve bu halkaya homojen koordinat halkasi denir.

Belirtmek gerekirse, burada (wy,...,w,), N’nin agirliklar tarafindan iretilen alt

yarigrubudur.

X = P(wy, . ..,w,) agirhkh projektif uzaymm ve Y = X(F,) F,-rasyonel noktalarmin
kiimesini ele alalim. Ilk olarak Y ’nin cebirsel degismezlerinin tanimini verecegiz. Ve daha
sonra X uzay1 iizerindeki kodlarin parametrelerinin tanimlarin1 ve bilinen bazi sonuglari

verecegiz.

Uyari 3.2.2. Bu tez caligmasi boyunca X = P(wy, ..., w,) ifadesi ile agirlikli projektif uzay
ve Y = X(FF,) ifadesi ile ise K = Fq cebirsel kapali cismi tizerindeki X agirlikli projektif

uzaymnin [ -rasyonel noktalarinin kiimesi belirtilecektir.

Teorem 3.2.3. [43] a,b pozitif tamsayilar ve X = P(1,a,b), sonlu bir cisim iizerindeki
agurlikli projektif uzay olsun. Y = X (F,) olmak iizere, Y ’nin ideali asagidaki sekilde elde

edilir.
](Y) = <f1, f2, f3> = <9U(2q_1)b+1$3 - $2$gq_1)a+1, ffgq_l)bﬂxrs - $1$g>$§q_1)a+1$2 - $1$g>

Sonuc 3.2.4. [43] X =P(1,1,b), F, sonlu cismi iizerinde bir agirlikli projektif uzay olsun.
Y = X(F,) olmak iizere, Y in stfirlayan ideali asagidaki sekilde verilir.

—1)b+1 —1)b+1
1Y) = (f1, fo, f3) = (@ gy — o, 280 gy — 2 292y — 229)
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Teorem 3.2.5. X = P(1,a,b) ve Y = X(F,) olmak iizere Y ’'nin ideali Teorem 3.2.3’in
ifadesindeki gibi tammlansin. Idealin minimal dereceli serbest ¢oziiliimii asagidaki gibi elde

edilir.

T 0
Ay fz/m
2 Ay —fa/7 3 fi fa J3
0= & S(-a)) » @D S(-N) M S —S/T—0
j=1 j=1
Burada, \y = (¢ —1)ab+a+b, Xo=qb+1, I3=qa+1,
a . L b . Lo
Al _ _ Z ajng1)(q71)b$2x§q71)a71q+z7 Ag _ Z xngl)(qfl)aaqufl)bfuﬂrzx?)’
i=1 i=1
o1=(q—1Dab+a+b+1, o9 =qb+qa+1.
T 0
Kamit. ¢, = [ fi fo fg} ve oo = | Ay f3/x; | olarak tammlayalim. Asagidaki dereceli
Ay —fa)m1

modiiller dizisinin tam bir dizi oldugunu gostermek icin Lemma 3.1.9’yi kullanacagiz.
0= F 2 F 28— S/T—0, @)

Burada Iy = S(—01) @ S(—02), F1 = S(—=\1) & S(—A2) & S(—A3). rank(¢2) = 2,
rank(¢;) = 1 ve rank(S®) = 3 oldugu kolayca goriilmektedir. Boylece, asagidaki sonucu
elde ederiz:

rank(S?) = rank(¢,) + rank(¢;).

Simdi, Lemma 3.1.9’deki ikinci maddenin saglandigim gosterece8iz. I(¢,) ideali, I =
(f1, fo, f3) idealidir ve bu ideal S iizerinde sifir bélen olmayan bir polinom igerir. ¢ nin

mindrleri sunlardir:

X1

IR ——fA0ve |

= 0.
Ay —fo/x1 Ay —fofx1 Ay f3/m fs#

Bu nedenle, I(¢9) yine I = (fi, fo, f3) idealidir ve diizenli dizi (regular sequence) { fi +
fa, f2 + f3} icerir. Bu iddia dogrudur ¢iinkii eger f> + f3, S/{f1 + fo) da sifir bolen olsaydi,
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o zaman (fo + f3)g € (f1 + f2) olacak sekilde S’de (f, + f2) disinda bir g bulunurdu, bu
da h(f1 + f2) = g(f2+ f3) olacak sekilde bir 4 bulundugu anlamina gelirdi, fakat bu durum

miimkiin degildir. Boylece, Lemma 3.1.9°e gore (4)’te verilen dizi tam dizidir.

Simdi bu ¢6ziiliimiin dereceli oldugunu, yani ¢, ve ¢o doniisiimlerinin dereceleri korudugunu
kanitlayalim. ¢: M = € My — N = € N, doniisiimiiniin dereceli (veya dereceyi koruyan)
oldugunu, tim d € NW igin ¢(M,;) C N, oldugu durumda sdyleriz. (bknz. [42, Definition
8.12, Page 153])

Oncelikle, ¢1((F}),) C (Fp), oldugunu gdstermemiz gerekiyor. Dolayistyla, eger d € NW
icin (my, mao, m3), (F1)a = Sa—x, B Sa—»r, B Sa—», nin bir elemaniysa, o zaman sunu elde

ederiz:
der(m;f;) = (d — A\;) + der(f;) = d, ¢iinkii \; = der(f;) olur, tim j = 1, 2, 3 igin.

Bu nedenle, ¢y (my, ma, mg) = my f1 + mafo + mgf3 derecelidir.

$2((F2),) € (F1), oldugunu gostermek igin (mq, mo) € (Fh); = Si—oy ® Sa—o, yi alalim.
Go(my, ma) = (xymy+0msg, Aymy +mafs/x1, Aomqy —mq fo /1) oldugundan, su durumlart

elde ederiz:

der(xzym,) =der(z;) + der(my) =14+d—((¢g—1ab+q+b+1)=d— \.
der(Aymy) =der(mafs/x) =qa+d—(gb+qa+1)=d—(gb+1) =d— X,.
der(Aymy) =der(—mafo/r1) =q¢b+d—(ga+gb+1) =d—(ga+1) =d — Xs.

Bunlar, ¢-’nin dereceli oldugunu kanitlar ve kanit bu sekilde tamamlanr. [

Sonu¢ 3.2.6. X = P(1,1,b) bir agwrlikli projektif uzay ve ¥ = X(F,) olmak iizere
Y ’nin ideali Teorem 3.2.4’in ifadesindeki gibi tamimlansin. Idealin minimal dereceli serbest

coziiliimii asagidaki gibi elde edilir.

T 0
—2axd ™ fa/m
A _ 3
F/n), B s(-x) ——>[f1 5] S S/I 0

0— &P S(—o;)

Jj=1



Burada,

b
Z (=1)(a=1) o= Dbiatip or=qb+2, oy=gb+q+1,

A =qb+1, No=gb+1, A3=q+ L

Kanit. Yukaridaki teoremin ispatindaki yontem ve argiimanlar kullanilarak benzer sekilde
ispatlanir. Ana fikir, Lemma 3.1.9°deki argiimanlarin gosterilmesiyle birlikte dizinin tam

oldugunu ve dereceli oldugunu gostermektir. [
Teorem 3.2.7. P(1, a,b) uzaymn Hilbert serisinin formiilii asagidaki gibi elde edilir.

1— tqa—l—l _ tqb+1 4 tqa—l—qb—i—l o t(q—l)ab—i—a—l—b + t(q—l)ab+a+b+1
(1 —¢t)(1 —to)(1—1t)

Kanit. Teorem 3.2.5°de verilen dereceli serbest ¢oziiliimiinii goz oniinde bulundurursak ve

Teorem 3.1.10°de verilen fikri de dikkate aldigimizda asagidaki esitligi elde ederiz:

Ku(t) = Z( 1)°Bo.a(M Z 1) Bya(M)t? + Z 1)2Bo,a(M

deNW deNW deNW

Burada, By0(Fo) = 1, Six, (F1) = 1, Bin(F1) = 1, Bia(F1) = 1 ve Bo,, (F2) = 1,
B2, (F2) = 1 seklindedir. Bu nedenle, diizenledigimizde, agagidaki esitligi elde ederiz:

ICM(t) —1— tqa-‘rl . tqb—i—l . t(q—l)ab—i—a-I—b + tqa-l—qb-i—l + t(q—l)ab—i—a—i—b—&-l‘

Boylece, Teorem 3.1.10’in sonucunu goz 6niinde bulundurdugumuzda asagidaki rasyonel

fonksiyonu elde ederiz.

1— tqa-i—l _ tqb-i-l _ t(q—l)ab+a+b + tqa+qb+1 + t(q—l)ab+a+b+1

HSy(t) = 5
m(®) e aED) ©)
ve bu da kaniti tamamlar. 0
Yukaridaki teoremin ifadesinde a = 1 alindiginda asagidaki sonu¢ dogrudan elde edilir.
Sonug 3.2.8. P(1, 1, ) 'min Hilbert serisinin formiilii asagidaki gibi verilir.
1 — ¢atl _ 9pab+1 o 4gb+2 4 pabt+g+1
HS(P(1,1,b),t) = ks hs (6)

(1—t)(1—t)(1 —tb)
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3.2.2 Kodun Boyutu ve Cebirsel Degismez Iliskisi

Bu boliimde kodlarin temel parametreleri ve cebirsel degismezler arasindaki iligki
vurgulanarak bu durum iizerinen elde edilen sonuclar paylasilacaktir. Bir hesaplama
doniistiniimiin ¢ekirdegi, I;(Y) ile gosterilen /(Y") idealinin d dereceli homojen kismina esit
oldugundan ve hem déniisiimiin tanimi1 hem de Birinci Izomorfizma Teoremi gz oniinde

bulunduruldugunda kodun boyutu, Hilbert fonksiyonu vasitasiyla elde edilir. (bknz. Esitlik
(1)

Hilbert fonksiyonunun degerlerini elde etmek icin ise bu tez calismasinda Y kiimesinin
sifirlayan idealinden bu idealin minimal dereceli serbest ¢oziiliimiine, bu ¢oziiliimden ise

Hilbert serisine gegis seklinde bir yol izlenmistir.

Simdi, esitlik (6) ile verilen seriyi goz Oniinde bulunduralim. Bu seri agilirsa, bir bagka
deyigle 1 — ¢! — 249+ 4 yabt+2 4 gabratl jfadesini, 1/(1 — ¢) ile iki kez carparsak agagidaki

p(t) polinomunu elde ederiz:
TH2t 4 gt 4 (g D)t 4 (g + D 4 (g — )T oo o 2pabTa2 4 qabta—]

Bu toplam1 1/(1 — t°) ile garparsak asagida verilen Hilbert serisi H Sy, (t)’yi elde ederiz.

HSy(t) = Y Hy(dt'=> t"p(t). (7)
deNW =0

Boylece, Hy (d) Hilbert fonksiyonunun degeri, p(t) polinomundaki ¢4~ teriminin katsay1si

olan C;(d)’dir. Bu polinom asagidaki sekilde tanimlanir:

q qb q—1
)= (G+D+ D> (q+ Dt +) (g — )"+,
3=0 k=q+1 s=1

Burada dikkat edilirse, gb + 1 < j < ¢b + ¢ — 1 esitsizligindeki j i¢in p(t) polinomundaki
t/ teriminin katsayisinin gb + ¢ — j oldugu goriiliir. En genelde, bu terimlerin katsayilari
bize Hilbert fonksiyonunun degerlerini verir. Dolayisiyla kodun boyutunu da veren asagidaki

sonuglar elde edilir.

Teorem 3.2.9. 0 < ry < b olmak iizere d = dyb + rg olsun. ¢ < b pozitif bir tamsay:, X =
P(1,1,b) ve Y = X(F,) olmak iizere, Y ’nin Hilbert fonksiyonlarinin degerleri asagidaki
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gibidir. Ve kodun boyutu da bu degerlerle verilir.

)
do(g+1)+ro+1, efer0<dy<qg—1ve0<ro<qg-—1
, (do+1)(qg+1), eger0<dy<qg—1lveq<ry<b
Hy(d) = dlm]Fq(Cd’y) =
q(g + 1), egerdy > qve) <ry<b
qlg+1)+1, egerdy > qvery=0
\

Kamit. Hy (d)’nin, (7) de verilen sonsuz toplamda ¢? 'nin katsayist oldugunu hatirlarsak,
polinomda t?~% nin katsayis1 C;(d) iizerine yogunlasmamz gerektigi agiktir. Buradan, 0 <

1 < dy igin,

q

qb q—1 do
pt)=> (G+DE+ > (q+ D+ (g— )" =" Cy( it (8)

j=0 k=q+1

do

olur ve boylece Hy (d) = > C;(d) esitligi elde edilir. Burada, hatirlatmak gerekirse d —ib =
i=0

(dy — )b + 7y esitligi vardur.

Durum I: 0 < dy < g — 1 olsun.

i = do igin, d — ib = ro olur ve t"°’nin p(¢)’deki katsayisini elde ederiz:

ro+1, efer0<ro<qg-—1
Ci(d) =4 "’ == ©)
g+1, egerq<ry<b.

0 < i < dyp—1oldugu her durumda, ¢ < b < (dyg —i)b+ 19 < (dp + 1)b < ¢b olur.
Dolayisiyla, d — ib = (dg — i)b + 19, ¢ ile gb arasinda olup, bu nedenle, tim 0 < ¢ < dy — 1
icin (8)’e gore C;(d) = g + 1 olur. Bu nedenle,

ro+1, eger0<ry;<qg—1
Hy(d) =Y Cild) = dolg + 1) + 4 ’ (10)
i=0 q+1, egerq<ry<b.
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Durum II: dy = ¢ olsun. Dolayisiyla, d = gb + 19 ve d — ib = (¢ — i)b + g olur.

Oncelikle, i = 0 durumunu ele alalim. O zaman su formiilleri elde ederiz:

qg+1 egerryg=0,
Ci(d) =< qg—ry eger0<ry<q-—1, (11)

0 egerq < ro <b.
Simdi 1 < ¢ < ¢ — 1 olan durumlari ele alalim. O zaman,
g<b<(qg—i)b<(g—1Db=q<(¢q—i)b+ro<(¢g—1Db+ro<qgb= Ci(d) =q+ 1.
t = q durumu i¢in, su formiilleri elde ederiz:

1 eger 1o = 0,
Ci(d) =< rg+1 egerO0 <ro<q—1, (12)

qg+1 egerq<ryg<b.

Boylece, tiim bu durumlar diizenlersek, asagidaki formiilleri elde ederiz:

q(g+1)+1 egerry=0,
Hy(d) = q(g+1) eger0 <rop<q-—1, (13)
q(qg+1) eger ¢ < ro < b.

Durum III: dy > g oldugunu varsayalim. Bu durumda, dy — ¢ > 0 olur.

0 <i < dy — q olmak iizere, bu durumda , C;(d) = 0 olur, ¢iinkii asagidaki durum saglanir:

g+1<dy—i= (q+1)b< (do—i)b=qb+ (q—1) < gb+b < (do — i)b < d — ib.

dy — q < 1 < dj olan durumlarda ise, asagidaki durum saglanir:

0<dy—i1<q=q<b<(dy—1i)b<qgb.
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Bu yiizden, d — ib = (dy — )b + ¢ olur ve bu durum r,’a baghdur.

Eger ro = 0 ise, C;(d) = q + 1 olur, ¢iinkii dy — ¢ < i < dy — 1igin, d — ib = (dy — ©)b,
gecerlidir.

Eger ro > 0vet = dy — qise, d — ib = gb + r( olur ve bu yiizden,

- egerl <rqg<qg-—1,
C’i(d): q 0 g STo > ¢ (14)
0 egerq <ry<b,

elde edilir. Eger o > O ve ¢ > dy — qise,dy — 1 < ¢ = dg — i < ¢ — 1 olur ve bu yiizden

asagidaki durum gecerlidir:
d—ib=(dg—i)b+10<(qg—1)b+ro=qb—b+ry < gb.

Bu durumda, dy — (¢ — 1) <i < dy — 1 i¢in C;(d) = ¢ + 1 olur. Son olarak, i = dy durumu

icin, d — ib = r( olur ve bu yiizden asagidaki durum elde edilir:

ro+1 eger0<ryg<gq-—1,
Ci(d) =4 e 15

g+1 egerq<ry<b.

Ozetlemek gerekirse, dy — (¢ — 1) < i < dy — 1 igin C;(d) = ¢ + 1 olur ve

(g+1)+1 egerry=0,

CdO*Q(d) + Cdo (d) = (16)
qg+1 eger 0 < 7oy < b.
Bu nedenle,
ql¢g+1)+1 egerry=0,
Hy(d) = (7)
q(g+1) eger 0 < ry < b,
olur ve boylece ispat tamamlanir. 0

Teorem 3.2.10. 0 < rq < bolmak iizere d = dyb+1ryve 0 < r < bolmak iizere d = q+kb+r

olsun. q¢ > b ise Hilbert fonksiyonunun degerlerini ve dolayisiyla kodun boyutunu asagidaki
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gibi elde ederiz.

(

d+1 eger)0 <d <b-1,

(do+1)(d+1—bdy/2) egerb <d<gq,

(do —k)(d—(do+k+1)b/2) +q(k+1)+1 egerq+1<d<qb
(k+q)(k—q+1)b/2+qk+d+1)—dk—bdy+r egerd>qgbvek > q,

dimg, (Cay) = <

q—19, efger(<ry<q,
/{/:

q+1 egerrg = 0.

Kanit. d = dyb+1pi¢in 0 < ry < b < ¢ oldugunu varsayalim. (7) esitliginde verilen Hilbert

serisi, >_ t?p(t) olarak verilmisti. C;(d), 6nceki ispatta oldugu gibi 0 < i < dy igin p(t)
i=0
polinomunda ¢~ teriminin katsayisidir. (8) esitligi ile verilen p(¢) polinomunda j = d — ib

degerini yerine koyarsak asagidaki durumlari elde ederiz:

d—ib+1 eger0 < d—1b<gq,
Ci(d) =< q+1 egerq+ 1 <d—ib < b, (18)
g+ (gb—d+ib) egergb+1<d—ib<qgb+q—1.

Durum I: 0 < d < b — 1 oldugunu varsayalim. Bu durumda, dy = 0 olur. Boylece : = 0

olur. Dolayisiyla, Hy (d) = d + 1 olur.

Durum II: b < d < g oldugunu varsayalim. Acik¢a, dy > 0 olur. O zaman, d — b < g olur.
Boylece, C; = d — b + 1 olur. Dolayisiyla, agagidaki esitlik elde edilir:

do

Hy(d) = 3 (b +1) = (o + 1) +1) ~bS i = (do + 1A+ 1) b (do—(do; 1)) |

DurumIIl: ¢ +1 < d < gbve ayricad = g+ kb+ r ve 0 < r < b oldugunu varsayalim.
d > g oldugundan, d —q = kb+r olur. Oncelikle, k = Oise, i = 0 icinC; =qg+1olur.i >0
icin,d—dpb < ---<d—2b<d—0b<qolur. Buradan,i = 1,2,...,dyicinC; = d—ib+1

do
olur. Dolayisiyla, Hy (d) = ¢+ 1+ ) (d —ib+ 1) olur.
i=1
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i=0icin, C; = g+ 1lolur. 1 < i < kigin, ¢ < d—b < (¢ — 1)a agiktir. Dolay1siyla,
g <d-—kb<d-—ib <d < gbolur. O zaman, 1 < ¢ < kicin C; = ¢ + 1 olur.
k+1 <i<dyigin, —i < —k—1 oldugundan d —ib < d—kb—"bolur. Ayrica, d = q+kb+r
oldugundan ve » < b oldugundan, d — b < d — kb—b < g+ r — b < q olur. Boylece,

do
Hy(d)=(k+1)(g+1)+ > (d—ib+ 1) olur. Esitligi diizenlersek,
i=k+1

do(do+1) k(k+ 1)>
2 2

Hy(d)z(k:+1)(Q—i-1)+(d0—k)(d+1)—b( —

oldugunu elde ederiz.
Durum IV: ¢b < d ve k < q oldugunu varsayalim. d = dyb + r( oldugundan, dy > g olur.

0 <i < dy— qoldugunda, i < dy — g icin d — ib > gb olur. Boylece, C; = g+ qb — d + ib

olur.

do — q < 1 < dy — k oldugunda, ilk olarak dy — ¢ < ¢ oldugunu diisiiniirsek, V. Durum’da
oldugu gibi d — ib < gb olur. Ayrica, ¢ < dy — k oldugunda, d — b > d — dob + kb =
ro+kb>kb=d—q—1r>qb—q—1r >qb— 29 = q(b—2)olur.Ve b > 2 oldugundan
d —ib > q(b—2) > qolur. O zaman, C; = ¢ + 1 olur.

dy — k <1 < koldugunda,d —ib < d—dob+ kb—b=1ry — b+ kb < qb+ rq — b olur.
ro < boldugundan, d — ib < ¢b olur. Boylece, C; = ¢ + 1 olur.

k+1 < i < dy oldugunda, I'V. Durum’daki argiiman kullanarak C; = d — ib + 1 olur.
t = dy — q oldugunda, d — dpb + qgb = rg + qb olur. 0 < ry < q oldugundan, ¢gb <
d —1b < qb+ q — 1 olur. Boylece, C; = q — r¢ elde edilir. Ayrica, rp = 0 oldugunda,
d—1ib =d— dyb+ qb = o + gb = qb olur. Boylece, C; = ¢ + 1 elde edilir. Dolayisiyla,

asagidaki durumlarin elde edildigini sdyleyebiliriz:

do—q—1 do o
] » q—ro eger0 <ry<q,
" (g+ab—d+ib)+(g+k—do)(g+1)+ Y (d+1—ib)+r = ° °
i=0 i=k+1 g+1 eger ro = 0.
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Tiim esitlikleri d > ¢b ve k < q i¢in diizenlersek,

Hy(d) = (do — q)(q + gb — d) g ((do—q—1)(do—q)) + (g +k—do)(qg+1)

+ (d+1)(do — k) — ((d0+1) k(k+1)) + k.

¢2b bq bk? bk
= d—T—bdo—F?‘Fq—Fk —dk‘—i—T—FE‘f‘

q—ro egerrg<q,

l\DI@‘

(k+q)(k—q+1) +qd+1+k)—bdy— kd+ Kk =
g+1 egerry=0.

durumlarini elde ederiz.
Durum V: ¢b < d ve k > g oldugunu varsayalim. d = dyb + r¢ oldugunu hatirlayalim ve
dy > q oldugunu kabul edelim.

0<i1<k—qoldugunda,d —ib>d—kb+qgb=q+r+qb>qb+q > qb+ q— 1 olur.
d — b > qb + q — 1 oldugundan, C; = 0 olarak elde edilir.

Ayrica, k — ¢ < 1 < dy — q oldugunda, 7 < dy — ¢ oldugunu diisiiniirsek, —i > ¢ — dy =
d—1ib > d+ qb— dob = 19 + gb > ¢b olur. Ilaveten, i > k — ¢ oldugunu diisiiniirsek,
-1 < —-k+q—1=d—1b<d—kb+qb—0bolur.d = q+ kb+ r oldugundan ve r < b
oldugundan, d — b < d —kb+qb—b < qg+1r+qgb—b < gb+ g — 1 olur. Boylece,
gb<d—ib<qb+q—1veC; =q+ qb— d+ 1bolarak elde edilir.

dy — q < 1 < k oldugunda, d = kb + g + r esitligini de dikkate alirsak, d — b > d — kb =
q+r > golur. Ayrica, i > dy—q+1 = —i < g—1—dy = d—ib < d+qb—b—dyb = qb+1r¢o—b
esitsizliklerini de elde ederiz. ry < b oldugundan, d — ¢b < gb olur ve boylece, C; = q + 1

olur.

k+1 < i < dyoldugunda, V. Durum’daki argiimani kullanarak C; = d — ib + 1 oldugunu

elde ederiz.

= dy — q oldugunda, d — dpb 4+ gb = 19 + gb olur. 0 < ry < ¢ oldugundan, gb <
d—1b < qb+ q — 1 elde edilir. Boylece, C; = q — 1 olur. Ayrica, 7y = 0 oldugunda,
d—1b =d — dob+ gb = 1y + gb = gb olur ve bdylece, istenildigi gibi C; = ¢ + 1 esitligi
elde edilir.
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Dolayisiyla, tiim esitlikleri d > qb ve £ > q i¢in diizenlersek, teoremin iddiasindaki tiim

durumlari elde ederiz. O]

3.2.3 Kodun Boyutu ile lgili Diger Sonuclar

Tiim bunlara ek olarak [33, Lemma 9] makalesindeki yontemler incelenerek bu metodlarin
calistigimiz uzaya modifiye edilmesi ile birlikte asagidaki sonuglar elde edilmistir. Oncelikle,
X = P(1,a,b) ve Y = X(F,) olmak iizere, I(Y) stfirlayan idealinin iiretecleri Teorem
3.2.3’da verildigi gibi alinsin. Buradaki fi, fs, f3 iiretegleri x; > x5 > x3 siralamasina
gore bir Grobner bazdir. Bilhassa, S/1(Y) ve S/LT(I(Y')) koordinat halkalar1 ayn: Hilbert
fonksiyonuna sahiptir. Burada, LT ile kast edilen bas terim’dir (leading term). Cyy kodunun

boyutu bu bilgiler dogrultusunda asagidaki sekilde elde edilmistir.

Teorem 3.2.11. Vi, V; ve V3 kiimeleri asagidaki gibi tanimlansin.

Vi = span{a{'25*:a; + aas = d,0 < a; < min(d, (¢ — 1)a),as > 0} U {29},
Vo = span{z{*25*:a; + bag = d,0 < a; < min(d, (¢ — 1)b), a3 > 0},

V3 = span{z{* 5?25 :a3 > 0,0 < as < (¢ —1)bve 0 < a; = d — aay — bag < (¢ — 1)b}.

Sa/14(Y) vektor uzayimin boyutu asagidaki sekilde verilir:

diqu (Sd/[d(Y)> = dim]Fq(Vl) + diquG/Q) + dimyq(‘/},) (19)
Burada,
4] +1 egerd < qa, {%J eger d < qb,
dimg, (V1) = { ¢+ 1 egerd>qavea|d, dimg (V2)=1g egerd > qbved| d,
q egerd > qaveatd. g—1 egerd>qgbvebtd

51+ 82+ 53 egerm > 1ven, > 1,
dimg, (V3) = { s + s3 egerm = 0veny, > 1

83 egern = 0ven, =0,
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Burada,

81=n1((q—1)b+Q)—i[d_baﬂ 2= (1 —m)q, ve  s3= % V—ba‘q’J,

a a
az=mn2+1

az=1

o= (03] < 0 0 e = 0 1527 ).

Kanit. [33]’de verilen Lemma 9’un ifadesindeki ve ispatindaki fikirlerden ilham alinarak,
Sa/LT(14(Y)) vektor uzayi icin bir baz elde edilecektir. z{* z5>x5* monomu, a; +aas+bas =

: —1)b+1 —1)b+1 1
ddir ve {2l gy gD, plam e

1 3, +1x2} iretegleri tarafindan boliinmiiyordur ancak

ve ancak o zaman bu monom bir baz elemamdir. Bu tiir monomlarin kiimesinin, a3 = 0
oldugunda Vi, a; = 0 < agz oldugunda V5, ve hem as hem de a3 pozitif oldugunda V3’ii

kapsadig aciktir. Boylece, (19)’deki formiilii elde ederiz.
Sa/lg = x3F o1, w2, x3)a—p/x3 gt ® Fol1, 220/ T},
burada J = J' + (2\7" g 2 50y ve S = (247D 1) dir. O zaman,
Vo =T, [21, x3]a—p/Jap ve Vi = Fo[z1, x3]a/ T}

oldugunu soyleyebiliriz.
Oncelikle, dimg, (V;) i¢in olan iddiamizi kanitlayacagiz.

d < ga durumunda, tim ¢ > 2i¢ind —a < (¢ —1)a = d—ia < d—a < (¢ — 1)a
1<ay, < L%J oldugunda ise, a; = d — asa < d — a < (¢ — 1)a durumu elde edilir. Ayrica
Vi, 24 elemanim igerdiginden kiimede bir eleman daha vardir. Boylece, dim(V}) = EJ +1
olarak elde edilir. d > ga durumunda, V] kiimesinin tanimindan a; < (¢ — 1)a oldugu

sonucunu elde ederiz. O zaman,

a;=d—aay < (q—1)a <= d—(¢—1)a < aay

= @gagérﬂ—(q—l)ga?

olur ve boylece, a; = L%J —(q—1)+1yazarsak, 0 < i < g—1ligina; = d — aay =

d—a LdJ + (¢ — 1)a — ia olarak elde ederiz.

a
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Buradan, ¢ > lise a; = (¢ — 1)a+17, —ia < (¢ — 1)a olur, ¢iinkii 0 < d — L J a=r,<a.
Ayrica, i = 0 ise ay = EJ —(g—1)vea; = (q—1)+71, < (¢ —1)a sadece r, = 0
oldugunda olur. Bu nedenle, d > ga ve a | d oldugunda (yani r, = 0), EJ —(¢g—1)<ay <
EJ ile iligkili olarak ¢ tane baz elemanimiz olur. Ayrica, bazda z¢ eleman1 bulundugundan,

dimg, (V1) = ¢ + 1 olur. Ancak, d > ga ve a { d oldugunda, dimg, (V;) = ¢ olur.
dimp, (V1) in ispatim taklit ederek, Teorem’de verilen dimg, (V%) formiiliinii de elde ederiz.

Simdi, dimy, (V3) iddiamizi kamitlayacagiz. 1 < a3 < [4],1 <ay < (¢ —1)bve 0 < ag =
d — aay — bag < (¢ — 1)a olmasi gerektigini gosterecegiz. Oncelikle, 0 < a; = d — aay —
bas <— ay < % <— a9 < {%J. Boylece, a; < min ((q— 1), L%J)

Benzer sekilde, a; = d — aas — baz < (¢ — 1)a < <

— (¢ — 1) < ay. Sonug olarak,
max (1, {%—‘ — (g — 1)) < as. Bu ifadeler agsagidaki formiilii verir:

e-\:.

4] min((q 1)b, L‘i ba3D
dll’Il]Fq V3) = Z Z 1.

az=1 az:maX(L [%W —(q—l))

Farkli a3 degerleri ig¢in max (1, [%-‘ —(qg— 1)) ve min ((q —1)b, L%J)

degerlerini belirlememiz gereklidir. (¢ — 1)b < {%J = (¢—1bh < Em —
az < % — (¢ — 1)a oldugunu goz 6niinde bulundurdugumuzda, 1, = L%J —(g—1)a>0ve

as < n; durumunda min ((q —1)b, MMJ> = (g¢ — 1)b olur. Bagka bir deyisle, n; = 0

a

ise, min ((q — 1)b, {%J) = L%J olur.

Thas _ (g—1)>1 < d—baz > qa = dfq“ > a3 oldugunu hatirlatmak gerekirse

ve 1, = 0, veya az > 959 > (ise, 1 > =% veya 1 <az < _bq“ durumlar elde edilir. Bu

durumlar, asagidaki §ek11de yeniden yazﬂablhr:

d— ba3 ’7%—‘ - (q - 1) eger 1< az < 12,
max | 1, —(¢g—1) | =
a 1 egern, = 0 veyan, < az < [%J
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b
olur, ¢iinkiiga = (¢ —1)a+a < (¢g—1)a+ (¢ —1)a(b—1) = (¢ — 1)ab. Boylece, ;1 < 12

Simdi, n; > 11ise 1y < 1, oldugunu gosterecegiz. Eger b > 1 ise, {@J > 4] — (¢ —1)a

d—bas
a

olur. n3: = [
ederiz:

J — (¢ —1) olarak tanimlayalim. Eger ; > 1 ve 1, > 1 ise, su sonucu elde

diqu (Vg) = 51 + S9 -+ S3,

m (¢—1)b 2 V—saﬁ L%J V_SQBJ .
burada, s; = > > 1l,s9= > > lvesz= >, > 1 seklindedir. Ispatin

az3=1 az=n3 az=n1+1 az=n3 az=n2+1 az=1
geri kalan kismu1 benzer sekilde yapilir ve ispat tamamlanir. [

Buradan, yukaridaki teorem bize X = P(1, a,b) ve Y = X (F,) iken Cy y kodunun boyutunu
verir. Ve eger bu teoremde a = 1 olarak alirsak, Teorem 3.2.9 ve Teorem 3.2.10 ile ayni1

sonuglari elde ederiz.

Sonu¢ 3.2.12. X = P(1,1,b) ve Y = X (F,) olsun. d = dob + r¢ ile 0 < roy < b olacak
sekilde tamimlayalim. d > q oldugunda, ayrica d = q + kb + r ile 0 < r < b olacak sekilde

tammlayalim. Eger ¢ < b ise

)
do(qg+1)+ro+1, eger0<dy<q—1ve0<ryg<gq—1lise
_ (do+1)(qg+1), eger0<dy<qg—1veq<ry<bise
dlqu(Sd/Id): (20)
q(g+1), egerdy=qverg=qyada0 <ry<bise
glg+1)+1, eger dy = qvery = 0 ise.
4

Ayrica, eger q > b ise dimg, (Sq/14) yi asagidaki gibi elde ederiz.

.

d+1 eger() <d <b-1,
(do+1)(d+1—bdy/2) egerb <d <gq,
§ (do—k)(d—(do+Ek+1)b/2) +qlk+1)+1 eferq+1<d<qb,
(k+q)(k—q+1)b/2+q(k+d+1)—dk—bdy+r egerd>gbvek < qise,
\q2+7”0+li egerd > gbve k > qise.
(21)
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Burada,

q—1o, efer(<ry<qise,
K =

qg+1 egerrg = 0 ise.

Kanit. Asagidaki sekilde tanimlanan V7, V5 ve V3 kiimelerini ele alalim.

ai a2

Vi = span{z{'25® a1 + ay = d,0 < a; < min(d, (¢ — 1)), as > 0} U {29},
Vo = span{z{*z5® : a1 + bag = d,0 < a; < min(d, (¢ — 1)b),as > 0},

ai a2

Vs = span{z{*x5?25® : a1 + ag + bag = d,as > 0,a3 > 0,a; < (¢ — 1) ve as < (¢ — 1)b}.

Bu durumda,

diqu(Sd/Id(Y)) = dlqua/l) —f- dimpqa/g) —f- dimpqa/}))

olur, burada

dy eger d < qb,
d+1 egerd<q,

dimg, (V1) = dimg, (V2) = { ¢ egerd > gbveb | d,
qg+1 egerd>q.

gq—1 egerd>qgbvebtd.

$1+ S+ s eferm > 1ven > 1,

diqu(Vs) = 4 S9 + S3 egern < 0venp > 1
S3 egerm < 0veny <0,
burada
un do
si=m((g=Db+q) = > (d—bas) ss=(p—m)g ss= Y (d—bay)
az=1 az=mn2+1
ve

= max (0, {‘-ZJ _(g- 1)) — max(0, dy—g-+1) ve 1y = max (0, V%QD — max(1, k).
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Bu durumda, s1, so ve s3 toplamlarin1 duruma gore diizenlersek,

b
sl=(do—q+1)(qb—d+q—b)+5((do—q)2+3(do—q)+2)e§erm >0,

so=q(k—1)—q(dy — q) egerny > 0veny >0,

53 = d(dy — k) — g((do — k) (do+ k4 1),

Durum I: ¢ < b olsun.

0<dy<q—1ve0 <ry<qg—1oldugunu varsayalim. d > ¢ oldugundan, dim]Fq(Vl) =q+1
ve d < gb oldugundan dimg, (V2) = dy oldugunu goriiyoruz. Bu durumda dy — 1 = k olurken
dy > 1 olur. Ayrica, s; = 0’dir. gy = 0 oldugundan s, = kq olur. Ve dyg — 1 = k oldugundan
s3 = 1o olur. Bu nedenle, boyut dy(q+1)+7o+ 1 olarak elde edilir. Ayrica, dy = 0 oldugunda
dimp, (V3) = 0 = dimg, (V) ve dimg, (V1) = d + 1 olur. Béylece, r( + 1 elde ederiz.

0<dy <q—1veq < ryg < boldugunu varsayalim. Benzer sekilde, d > ¢ oldugundan
dimg, (V1) = ¢+ 1 ve d < gboldugundan dimg, (V) = dj oldugunu goriiyoruz. Bu durumda
k = dy olur. Béylece, s; = 0, sy = qdy ve s3 = 0 olur. Sonug olarak (dy + 1)(¢ + 1) elde

ederiz.

dy = q ve 0 < ry < boldugunu varsayalim. Bu durumda dimg, (V1) = ¢+ 1 ve dimg, (V) =
q— 1 oldugunu goriiyoruz. Bu durumda dy — 1 = k olur, bu nedenle s; = ¢—1¢, 55 = ¢*> —2q

ve s3 = 1o olur. Bunedenle, g + 14+ ¢ — 1+ ¢ — 10+ ¢*> — 29 + 1o = q(q + 1) elde ederiz.

dy = q ve 19 = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda dimg, (V1) = ¢ + 1 ve dimg, (V2) = ¢
olur. dy = ¢ ve ry = 0 oldugunda s; = q — ry = q elde ederiz. Ve s, = ¢® — 2q olur. Ayrica,

dy — 1 =k ve rp = 0 oldugunda s3 = ry = 0 olur. Boylece ¢(q + 1) + 1 elde ederiz.
Durum II: ¢ > b oldugunu varsayalim.

Oncelikle 0 < d < b — 1 oldugunu varsayalim. Bu durumda dy = 0 olur. Dolayisiyla,
dimp, (V2) = dimg, (V3) = 0 elde edilir ve ayrica d < ¢ oldugundan dimg,(V;) = d+ 1 olur.

d degerinin b < d < g arasinda oldugunu varsayalim. d < ¢ oldugundan dimg (V1) =d + 1
ve d < gb oldugundan dimg,_ (V2) = dy oldugunu elde ederiz. Ayrica, s; = 0 = s, olur. Buna
ek olarak k = 0 oldugundan s3 = ddy — 2(d? + dp) olur. Sonug olarak, (do + 1)(d+ 1 — &)

elde ederiz.
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d degerinin ¢+ 1 < d < ¢b araliginda oldugunu varsayalim. d > ¢ oldugundan dimg, (V) =
q + 1 ve dimg, (V3) = 0 oldugu agiktir. Ayrica dy < g oldugu da agiktir. Dolayistyla s; = 0
olur. 77, = 0 oldugundan s, = kq elde ederiz. Ayrica s3 = d(do— k) — 2((do— k) (do+k+1))

olur. Boylece, istenilen sonucu elde ederiz.

d > gb ve k < q oldugunu varsayalim. d > ¢b oldugundan dy > ¢ olur. Dolayisiyla 77 >
0. d > q oldugundan dimg, (Vi) = ¢ + 1 ve ayrica d > ¢b oldugundan b, d’yi bolerse
dimp, (V2) = q veya eger bolmezse dimg, (V2) = ¢ — 1 olur. 51 > 0, s, > 0 ve ayrica s3 > 0
oldugu agiktr. Sonug olarak, dimp, (V3) = s1+8o+s3 = (¢—1)(d— L) +k(g—d)+4(k+1)
durumunu elde ederiz. Bu formiilii diizenledigimizde boyut icin verdigimiz formiilii elde
ederiz, gergekten, eger b, d’yi bolilyorsa (k+q)(k—q+1)2+q(d+k+1)—bdy—ro+q—kd+1
olur. Tersine, eger b, d’yi bolmityorsa (k+q)(k—q+1)2 +q(d+k+1) —bdy —ro +q — kd

oldugunu elde ederiz. ~ ifadesini agsagidaki bicimde tanimlayalim:

+1—7r9g egerb]|d,
q—ro eger b1 d.

Eger b, d’yi bolerse vy = 0 elde ederiz veya tersine bolmezse 0 < ry < b oldugunu elde

ederiz. Sonug olarak, istedigimiz iddiay1 bu durumlarda da elde ederiz.

Son olarak, d > ¢b ve k£ > ¢ oldugunu varsayalim. Bu durumda dy, = k. Benzer sekilde,
d > q oldugundan dimg, (V1) = ¢ + 1 ve ayrica d > ¢b oldugundan, b degeri d’yi bolerse
dimp, (V3) = ¢ veya bolemezse dimp, (V2) = ¢ — 1 olur. dy > q oldugu agiktir ve dolayisiyla
s1 = q—ro. Ayrica sy = ¢*>—2q ve dy = k+1 oldugundan s3 = r, elde ederiz. Toplamda eZer
b, d’yi bolerse, ¢> —2q+2q-+ry+q—1ro+1 elde ederiz. Aksi takdirde ¢> —2q+2q+79+q—70
elde ederiz. x’y1, (22) esitligindeki gibi tammlarsak ¢> 4 ry + & elde ederiz. [

3.2.4 Diizenlilik Kiimesi ve Yari(Quasi) Polinomlar

Sonu¢ 3.2.13. Y = P(1, 1,b)(FF,) 'nin diizenlilik kiimesini (regularity set) asagidaki gibi elde

ederiz.
reg(Y)={de€N:dy>q+ [(q—1)/b] olmak iizere } = (¢ + | (¢ — 1)/b])b + Nb

Kanit. d = dob + 1o ile 0 < ry < b oldugu durumu ele alalim.
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Durum A: ilk olarak ¢ < b oldugunu varsayalim. Bu durumda, |(¢—1)/b| = 0 oldugundan,
asagidaki esitligi gostermek yeterlidir:

reg(Y) = {d € N:d = dgbile dy > q} = gb+ Nb.

Durum Ad: 0 < dy < ¢g—1ve 0 < ry < ¢ — 1 oldugunu varsayalim. (3.2.9) ile verilen
sonucu dikkate aldigimizda, Hilbert fonksiyonunun degerini Hy (d) = do(q + 1) + 19 + 1

olarak elde ederiz. Dolayisiyla,
Hy(d)<(g—1)(g+1)+q=¢—-1+g<¢@+q+1

Bunedenle, 0 < dy <qg—1ve0 <rg<g—1licind ¢ reg(Y) olur.

Durum A.II: 0 < dj ve ¢ < rg < b oldugunu varsayalim. Benzer sekilde, (3.2.9) ile verilen
sonucu dikkate aldigimizda, Hy (d) = (dy + 1)(q + 1) < q(¢ + 1) elde ederiz. Bu durumda,
Hy(d) < ¢* + q + 1 oldugu agiktir. Dolayisiyla, d ¢ reg(Y') olur.

Durum AIIl: dy > ¢q ve 0 < rg < b oldugunu varsayalim. (3.2.9) ile verilen sonugtan
Hy(d) = q(q+1) elde ederiz. Bu durumda, Hy (d) < ¢* + q + 1 oldugu agiktir. Dolayisiyla,
dog > qve 0 <ryg<bicinded ¢ reg(Y) olur.

Durum A.IV: dy > ¢ ve ry = 0 oldugunu varsayalim. Benzer sekilde, Hy (d) = ¢*> + ¢ + 1
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, bu durumda d = dyb € reg(Y") olur.

Yukaridaki durumlarin sadece biri miimkiin oldugundan, su sonucu elde ederiz:

reg(Y)={d e N |d=dybiledy > q} = qb+ Nb.

Durum B: ¢ > b oldugunu varsayalim.

Durum B.I: 0 < d < b — 1 oldugunu varsayalim. (3.2.10) ile verilen sonucu dikkate
aldigimizda, Hy (d) = d + 1 elde ederiz. Bu durumda, Hy (d) < ¢* + ¢ + 1 oldugu agiktir.
Dolayisiyla, 0 < d < b — 1ligind ¢ reg(Y) olur.

44



Durum B.II: b < d < ¢ oldugunu varsayalim. dy > 1 oldugundan (aksi takdirde d =
dob + ro = 1o < b ¢eligkisi ortaya ¢ikar), asagidaki esitsizligi elde ederiz:

Hy(d) = (do+1)(d+1)—b (M) <(do+1)(d+1) <q(g+1).

Bu nedenle, Hy (d) < ¢*> + q + 1 elde ederiz. Dolayisiyla, b < d < qi¢in d ¢ reg(Y’) olur.

Durum B.III: ¢ + 1 < d < ¢b oldugunu varsayalim. Asagidaki toplami dikkate alalim:
Hy(d) = (k+1)(qg+1) + (do — k)(d+1) =b Y .

Bu toplamu diizenleyip sadelestirirsek, asagidaki sonucu elde ederiz:

bd:  bd k%b kb
HY(d):q—i-l—i-?O—l-To-i-do—T—k‘T—l—E.

Bilindigi gibi, ¢ + 1 < d = dyb + ro oldugundan, g < dpb + ro — 1 elde ederiz. Ayrica,

—1
d0§q§d0b+ro—1:>d0§r10 -

Bu esitsizlikleri kullanarak, asagidaki sonuglari elde ederiz:

q-+r

b b
Hy(d) < 3+ 1+do+ S(do(ds+ 1)+ 5(g— 5=+ ) =7

bdo + 70 1 o — 1 bdo Qb b 3r
= - —(dy +1 — = — —.
2 stT T b+ +5-3
Bu esitsizlikler ile,
3r+1
Hy(d)gqlwrb—(r2 )<q2+q<q2+q+1.

durumu elde edildiginden, bir bagka deyisle Hy (d) < ¢* + ¢+ 1 oldugundan dolay1, ¢+ 1 <

d < gbigind ¢ reg(Y") olur.
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Durum B.IV: d > qb ve k < q oldugunu varsayalim. Su toplami dikkate alalim:

b
Hy(d) = S(k+q)(k —q+1) +q(k+d+1) = dk — bdo + .

Bu formiil, d = ¢+ kb+r formiiliindeki k£ degerine baglidir. £ = g — 1 oldugunda, su sonucu
elde ederiz:

Hy(d)=q¢*+d—bdy + k= q* + 10 + k.
e Bger0 <1y < qise, k = q — ryolur ve Hy(d) = ¢* + ¢ < ¢* + q + 1 oldugunu elde
ederiz. Dolayisiyla, d > gb, k = ¢ — 1ve 0 < ry < gigind ¢ reg(Y") olur.
e Egerry = Oise, k = ¢+ 1 olur ve Hy (d) = ¢*+ q+1 elde ederiz. Dolayisiyla, d > ¢b,
k=qg—1very=_0i¢ind € reg(Y) olur.
Benzer sekilde, £ < ¢ — 1 oldugunda, Hy (¢ + kb+ 1) < Hy(q+ (¢ — 1)b+ r) oldugundan,

k < q—1lised ¢ reg(Y) oldugu sonucu ¢ikar.

Durum B.V: d > ¢b ve k£ > ¢ oldugunu varsayalim. Bu durumda, su esitsizlikleri elde

ederiz:
Hy(d) = gQ(q+1)+q2—bd0+m—k(d+1)+ ‘-’(d:U
<w—bdo+m—mdo+@
:w_bdoﬂdoJrlﬁquJfl<q2+Q<q2+q+1.

Bu nedenle, d > gb, k > q oldugunda Hy (d) < ¢*+q+1 olur. Dolayisiyla, d ¢ reg(Y’) olur.

Ozetle, yukaridaki tiim durumlar1 géz 6niinde bulundurdugumuzda, su sonucu elde ederiz:
reg(Y) ={d € N:d = gb+ Nb}.
O

Asagida verilen tablolarda kirmizi renk ile gosterilen d degerleri diizenlilik indeksini
belirtmektedir. Bir baska deyisle, Hilbert fonksiyonunun maksimum degere ulastii ilk

dereceye karsilik gelen (diizenlilik kiimesinin ilk elemani olan) d degeri kirmizi renk
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ile gosterilmigtir. Ayrica Hilbert fonksiyonunun degerleri hesaplanirken Macaulay?2 [44]

programi kullanilmagtir.

Tablo 3.1 Y = P(1, 1, 2)(FF5) i¢in Hilbert Fonksiyonunun Degerleri

d 011 (2|3 14 |56 (7|89 [10]11|12
Hy(d)|1 |2 |4 |6 |9 [12]15]18|21|24|27|28|30
d 13|14]15]16|17|18(19(20|21{22|23|24|25
Hy(d)|30(31{30|31|30(31|30{31/30|31|30|31|30

Tablo 3.2 Sirasiyla b = 5, 7 olmak iizere Y = P(1, 1, b)(F5) i¢in Hilbert Fonksiyonunun Degerleri

d O 1|1 |2 (3 1(4 |56 |7 |8 |9 [10/11]12
Hy(d)|1 |2 |3 |4 |5 |7 (8 |9 |[10|11|13|14]|15
d 13|14]15]16|17|18]19(20(21(22|23|24|25
Hy(d)[16]17]19]20(21{22]23|25|26|27|28 (2931
d 26(27|28129(30|31|32|33|34|35|36|37|38
Hy(d)|30]30(30(30|31{30|30|30|30|31|30|30|30

d 01234516789 [10[11]12
Hy(d)[1 [2 (3[4 (56 (6|7 |8 [9 [10[11]12
d 13[14[15]16]17[18]19]20]21[22|23[24 |25

Hy(d)[12]13]14]15|16|17|18|18|19|20|21 /22|23
d 26127128(29(30(31(32(33(34|35(36|37 (38
Hy(d)|24|24(25/26|27(28(29(30/30|31|30|30|30
d 3940|4142 (43|44 145|46|47|48|49|50|51
Hy(d)|30(30{30/31|30{30(30{30/30/30|31|30|30

Teorem 3.2.14. [40, Theorem 4.3.5] R, pozitif dereceli bir K-cebiri ve M # 0 sonlu

iiretilmis dereceli bir R-modiil olmak iizere,

(i) Her d > 0 icin Hy;(d) = Py (d) durumunu saglayan tek bir sekilde tamumli Py yar

polinomu vardir.

Burada der(H Sy(t)), HSy(t) rasyonel fonksiyonunun derecesi olarak tammlidir ve ayrica

M ’nin a-degismezi (a-invariant) olarak bilinir. Ayrica, a(M) ile gisterilir.

Uyart 3.2.15. Serre’nin bu Teoremi 3.2.14 Y nin Hilbert fonksiyonunun her d > a(Y") i¢in

Hilbert yari-polinomu Py oldugunu kanitlar, bir bagka deyisle, periyot olarak adlandirilan
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bir g pozitif tam sayis1 ve Py, . . ., P,_; polinomlari vardir 6yle ki d > a(Y) ved =¢ mod g

icin Hy (d) = P;(d) kosulunun saglandigin1 soyler.

Buradan, Y ’nin yari-polinomu ile ilgili olarak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.2.16. Y = P(1,1,b)(F,) olmak iizere, Y ’nin Hilbert yari-polinomu asagidaki
sekilde elde edilir.

qg+1)+1 egerdyc Zvery=0
Py(dgb‘FTo)Z ( )
q(g+1) egerdy € Zvel <rog<b-—1.

Kanit. Burada,
d>aY)+1=(q¢—-1)b+1)+1=(¢q-1b+qg=qgb+q—0

oldugu tiim d dereceleri i¢cin Hy (d) = Py(d) oldugunu kanitlamamiz gerekiyor. Sonug
3.2.13%in kaniti, d < a(Y) igin Hy(d) < ¢(¢ + 1) oldugunu ve ancak ve ancak d =
(g—1)b+rgile ¢ < ry < boldugunda veya d = dyb+rgile dy > g ve 0 < 9 < boldugunda
Hy(d) = q(q + 1) oldugunu ortaya koyar; bu durum, ¢ < b oldugu yani Durum A igin
gegerlidir. Son olarak, eger d = dybile dy > qise, Hy(d) = q(q¢+ 1) + 1 olur ve bu, Durum
A icin iddiay1 kanitlar. ¢ > b oldugu yani Durum B i¢in, d > a(Y)+1=¢b+q—b > ¢b
elde ederiz. Bu nedenle, d > gb ve 0 < ry < ¢ oldugunda Sonug 3.2.13’in kanit1 gosterir
ki, Hy(d) = ¢*> + q olur. Benzer sekilde, eger dy > q ise, Hy(dob) = q(q + 1) + 1 olur.
Dolayisiyla, bu durumda da Hy (d) = Py (d) elde ederiz, bu da istenen durumu saglar. [

Yukarida verilen Sonu¢ 3.2.16 ile birlikte sunu sdyleyebilirz ki; a(Y) ile gosterilen
a-degismezi olmak iizere eger d > a(Y') + 1 ise Hilbert fonksiyonu ya ¢(¢ + 1) degerini
yada g(q + 1) + 1 degerini alacaktir. Ornegin, ¢ = 5 degeri i¢in bu degerler 30, 31 olmak
tizere diizenlilik kiimesinin ilk eleman1 olan d derecesinden sonraki her b birimde de Hilbert
fonksiyonunun maksimum degeri olan 31 degerini aldig1 goriiliir. (Ornek igin bknz. Tablo
3.1 ve Tablo 3.2)

Bir sonraki boliimde ise diger bir temel parametre olan minimum uzaklik ile ilgili elde

edilenler verilecektir.
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3.2.5 Minimum Uzakhk

Y={[1iy2:ys]:y2,y3s€F  U{[0:ya:1]:p € F,} U{[0:1:0]}

Yukarida verilen Y kiimesi,X = P(1,1,b) agurlikli projektif uzayinin Fq cebirsel kapali
cismi iizerinde, I -rasyonel noktalarmin kiimesi olmak iizere asagidaki teorem ile Cyy

kodunun minimum uzaklig1 verilir.

Teorem 3.2.17. Cyy kodunun minimum uzakligi asagidaki sekilde verilir.

qgg—d+1) egeri<d<gq
0=9q—k egerd=q+kb+r<qbile0<r<bvel<k<qg-—2,
1 egerd=q+kb+rile0<r<bvek>q—1

Kanmit. Durum I: 1 < d < g olsun. d = dyb + 1 seklinde yazalim. Burada 0 < dy < d
ve 0 < 19 < b. Sifir olmayan bir F' € S; polinomu igin, J = {y3 € F, : F,ysz} —
x3 tarafindan boliiniir.} seklinde bir kiime tanimlayalim. Ac¢ikg¢a goriiliir ki eger y3 € J ise
|J| < dg ve F(1,y2,y3) = 0 ve y; = 1 oldugunda Y iizerinde ¢|.J| tane bu formda nokta

vardir.

Diger yandan, eger y3 ¢ J ise f(xs) = F(1,29,y3) € Fylxs]\{0} olur. Bu durumda,
y3 ¢ J oldugunda f en fazla der,,(F') = der(f) koke sahip olabilir. Dolayisiyla F en fazla
|F,\J|dery,(F) = (¢ — |J|) der,, (F') kadar koke sahiptir. Bu yiizden asagidaki esitsizlik
elde edilir:

|VY<F)QU1| SQ|J|+(q_|J|)dera:2(F>v (23)
burada Vi (F) ={P €Y :F(P)=0}veU; = {[z1:x9:23) €Y 12y = 1}.

F’nin z; = 0 oldugunda kok sayisini elde etmeye ¢alisalim.

F(iUl, 91?27353) = 3”{ H (ygm’i - xz)F/(xl,%,xa) burada F' = 1 F} + F>,

y3€J

ve Fy(xg, x3), x1 1 F kosulunu olan d — ¢ — |J|b dereceli homojen bir polinomdur.
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Eger ¢ > 0 ise, 1 = 0 iken F’nin ¢ + 1 kokii vardir. Bu nedenle, (23) ile asagidaki durumu

elde ederiz:

VW (F) < qg+1+4+q|J|[+ (¢ —|J))(d—£€—]J]b).
= q+1+qd—=0)+|J|(g—qgb—d+(+]|J|b)
< q+1+q(d—0) <qd+1,

Burada ¢ — gb — d + ¢ + |J|b < 0 oldugu agiktir.

Varsayalim ki ¢ = 0 olsun. Eger F'(0,y2,1) = 0 ise F’'(0,y2,1) = 0 olur, yani F’ €
I([0: yy : 1]) olur. [43, Proposition 3.4]’ye gore,

$1F1+F2 =F S [([Oyg . 1}) = <£L'1,[Bg —ygl’3>

ve dolayisiyla y, # 0 iken 2% — yS3, Fy 'nin bir ¢arpanidir. Ayrica, F; en fazla dy — |.J| tane
bu formda carpana sahip olabilir, ¢iinkii d’nin igerisinde dyb vardir ve dolayisiyla d’de b’li
kisimdan dj tane vardir ve der,, (F») = d — |J|b’dir. Bu nedenle, [0: y5 : 1] formunda en fazla
do — |J| kok vardir. Bu durumda,

do—1J]|
Py, 2,23) = H (Y} — w3) w1 Fy + 2y’ H (25 — ya3)]-
ys€J yo=1

Ama I([0:0:1]) = (z1,22) ve ro > 0 oldugunda, F’(0,0,1) = 0 olur. J # ) oldugunda,
Y34 — w3 F’nin bir ¢arpani oldugu igin [0 : 1 : 0] noktasi da bir koktiir. Toplamda, z; = 0
oldugunda en fazla 2 + dy — |J| kok vardir. Dolayisiyla, (23) ile sunu elde ederiz:

V()| < 1+do+qd+|J|(g—qb—d+|J]b)
< 1+qgd+|J|(do+q—gb—d+|Jb) < qd+1,

¢iinkii b > 1 oldugu icin dy + ¢ < ¢b olur ve bu nedenle dy + ¢ — ¢b — d + |J|b < 0 elde

ederiz.

J = 0 olsun. der,,(F) < d oldugundan, (23) ile F, [1 : ys : y3] formunda en fazla gd koke
sahip olabilir. Simdi #; = 0 oldugunda kok sayisim1 sayahm. Eger der,,(F) = d ise, x4
F’de bulunur, bu yiizden F' ¢ 1(0,1,0) = (xy, z3) olur. Bu durumda F(0,1,0) # 0. Eger

F, [1:y,:ys] formunda qd koke sahipse, herhangi bir g, € F} igin (0, y2, 1) = (21, yhzs—5)
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idealinde olamaz. Dolayisiyla, z; = 0 oldugunda F’nin tek kokii [0: 0: 1] olabilir. Toplamda
F en fazla qd + 1 koke sahip olabilir. Eger der,,(F') < d — 1 ise, (23) esitsizliginden F,
x1 = 1 iken en fazla g(d — 1) koke sahip olabilir. Ve F', z; = 0 iken en fazla ¢ + 1 koke sahip
olabilir, dolayisiyla

VW(F)| <qld=1)+q+1=qd+1.

Bu nedenle, her durumda ¢ = 0 i¢in |Vy (F)| < gd + 1 esitsizligini elde ederiz.

d
Fo(z1, o, 23) = H (xg — yo21) € Sy

y2=1
polinomu tam olarak gd + 1 koke sahiptir, bu nedenle son olarak iddiamizdaki esitligi elde
ederiz:
§=N—(¢gd+1)=¢+q+1—qd—1=q(qg—d+1).

Durum II: ¢ < d < gbolsun. 0 < r < b olacak sekilde d = g + kb + r olarak alalim. S,;’de

sifir olmayan bir /' polinomu, asagidaki formdadir:

F =i [ ] (ysz} — ws) F' (w1, 22, 23) (24)

yseJ

Bu ifade, Durum I’deki gibi bir alt kiime olan J C F, ve derecesi u = d — ¢ — |.J|b olan

homojen bir polinom F” i¢in gecerlidir.

0 < |J| < k oldugunu varsayahm. f3 = z{xy — 2123 € I(Y) ve |Vy(F)| = |V (F)]| oldugu
zaman F — F € I(Y) oldugunu kullanarak, 2,24 yerine 22,’yi F’ye koyabiliriz ve F’nin

x123 ile boliinebilir terimi olmadigim varsayabiliriz.

Eger ¢ > 0 ise, x1, F’yi boler ve boylece der,,(F) < g olur ve bu, her y3 € F, \ J i¢in
tek degiskenli polinom f(x2): = F(1,29,y3) € F,[z2] \ {0} 1n en fazla ¢ — 1 koke sahip

olmasina yol acar. Bu nedenle, 0 < |J| < k oldugu i¢in, asagidaki esitsizligi elde ederiz:

Vv (F)]

IN

q+1+qlJ|+(¢—[J])(g—1)
< q+l+qlJ|+¢—q—qlJ|+|J|
< q2—|—k3—|—1.

Eger ¢ = 0 ve f(x3) en fazla ¢ — 1 kike sahipse, ayn1 mantikla |V (F)| < ¢*> + k + 1

oldugunu ispatlariz. Bu nedenle, ¢ = 0 ve f(z3)’nin g koke sahip oldugunu varsayalim. Bu
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durumda, x5 — yo f’yi boler, bu da x5 — yo’nin F’yi bolmesini saglar. d < ¢b oldugu i¢in su

sonuca variriz:
F' = x;l_q_mb H (x9 — yoy).
y2€F,
Vo (F)NUy| = ¢? olur. F(0, x5, 23) = (—1)Vzt12277P oldugundan, F(0,0,1) =
0ve F(0,1,ys3) = 0 durumlar1 yalnmzca y3 = 0 ve |J| > 1 oldugunda gecerlidir. Bu nedenle,
0 < |J| € k oldugunda, |Vy(F)| < ¢* + k + 1 olur.

Boylece,

Ote yandan, |J| > k ise |J| = k + jo olacak sekilde yazabiliriz, burada j, > 1.

Oncelikle ¢ > 0 durumunu ele alalim. Bu durumda, |J| < ¢ olur. Eger |.J| = ¢ ise, asagidaki
esitlik saglandiginda F' € I1(Y") olur:

Vo (F)| = q+1+q|J|+ (g — |J]) dery, (F) = ¢* + ¢ + L.
Sonug olarak,

d—{0—blJ|=d—0—bk—0b(jo—1+1)
=q+r—b—>b(jo—1)—¢ (¢inkid—bk=gqg+r)
<qg—1—0—="0b(jo—1) (¢nkiir—>b<—1)
<q—2-0b(jo—1) (¢linkii —¢<—1).

Bu nedenle,

W(F) <q+1+q|J[+(qg—|J])(d—{—]]|b)
<q+1+qlJ[+(qg—|J)(g—2—b(jo—1))
=g+ 1+ q|J|+¢" = 2q — gbjo + qb — q|J| + 2|J| + bjo| J| — b J|
= q+14¢*— 29— qb(jo — 1) + 2|J| + bJ|(jo — 1)
= +1—q+Go—Do(|J| —q) +2|J| +k—k
=@ +k+1+Go—Db(| I —q) + [T =k + ][] —q
<@ +k+1+Go—1)b(—=1)+jo—1 (burada, |J| —¢g< —1.)
1)(b+1)

Jo
<@ +k+1-(jo

<@+k+1
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Simdi, |J| > k ve ¢ = 0 oldugunu varsayalim. |J| = k + jo ve jo > 1 oldugundan,
d—>blJ|=d—0bk—bjo=q+r—>b—">b(jo—1) < q—1->b(jo— 1) olur. Bu nedenle,

W(E) <q+1+4qlJ]+ (¢ = |J))(g—1—b(o—1))
<@ +k+1-bGo—1)+jo (eger|J]—g<—1)
<@+ k+1 (cinkijo>2veb>2).

Bu nedenle, j, = 1 veya |.J| = g oldugunda da aym esitsizligi kamitlamamiz gerekiyor. Ik
olarak, varsayalim ki jo = 1 olsun, bu durumda |J| = & + 1 olur. yo € F} igin [0: y5 : 1]
formundaki koklerin sayisi dy — | J| = dp—k —1 < ¢— 1 kadar olabilir ¢iinkii dy < k+ ¢ dur.
[0:1:0] ve [0:0: 1] koklerini de dahil ettigimizde, x; = 0 i¢in en fazla g kok vardir. Bu
nedenle, asagidaki esitsizlik gecerlidir:

IV (F)l <q+qk+1)+ (¢ — (k+1))(d— bk +1))
<P +E+1

Ote yandan, | J| = q ise,
Vi (F)| <2+ dy — 7] + gl + (g — |I)(d— [J16) < g+ k+1 (glinkii do <k + )

Dolayistyla, tiim ¢ ve tim |J] i¢in |Vy (F)| < ¢* + k + 1 olur. Son olarak, 0 < r < b ve
d = q + kb + r oldugu durumda asagidaki polinomu diisiinelim:

k
Fo(y, 9, 23) = a7 H (Y] — 3) H (2 — y221) € Sa.

y3=1 y2€FY
Fo, y3’tin k degeri i¢in ve tim y, € F i¢in [1: ys : y3] noktasinda sifir olur ve kalan ¢ — k ys3
degeri igin ve tiim y, € I} igin [1:y,:y3] noktasinda sifir olur. Boylece gk + (¢ —1)(¢—k) =
q* — q + k koke sahip olur. Ek olarak, r + 1 > 1 oldugundan, Fy, [0 : 3, : 1] noktasinda tiim
yo € F, icin ve ek olarak [0 : 1 : 0] noktasinda sifir degerini alir. Toplamda, Fj tam olarak

¢ + k + 1 koke sahiptir. Bu nedenle, son olarak istenen esitligi elde ederiz:

§=N—(+k+)=¢+q+1—-¢—k—1=q—k.
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Durum III: 0 < r < bve k > ¢ — 1 olmak iizere d = g + kb + r olsun.

Fy = fﬁo H (y3x1{ — x3) H (yo1 — 2) € Sy

y3€F: y2€F;

tam olarak ¢> + ¢ = ¢ + 1 + (¢ — 1)q + (¢ — 1) noktada sifir olur, ¢iinkii z;’in kuvveti olan
ly: =d—q—(qg—1)b+1 > 1 olur, bu durum ise kod kelimesi evy (Fp) in agirhgmin 1

oldugu anlamina gelir. 0

3.2.6 Kodlarin Parametreleri icin Ornekler

Asagidaki tablolarda 6rnek olmasi a¢isindan kodlarin parametreleri verilmistir. Bu tablolarda
sirastyla ¢ = 2,5 ve b = 2,57 degerleri i¢cin parametreler hesaplanmistir. Bu
parametreler hesaplanirken hizli olmast agisindan SageMath [45] programi kullanilmustir.
Burada mavi renk ile gosterilen d derecelerinde (her b birimde) kodun boyutunun maksimum
degere ulastig1 goriiliir. Benzer sekilde, kirmizi ile gosterilen d dereceleri ise diizenlilik
indeksini gostermektedir. Yani, kodun boyutunun maksimum degere ulastig1 ilk d derecesini

belirtmektedir.

Tablo 3.3 Swrasiylab = 2,5,7 olmak iizere Y = P(1,1,b)(F2) iizerindeki kodlarin temel

parametreleri

b Derece N | K |0 ||b Derece N | K |0 ||b Derece | N | K |0

b=2|d=2 |7 |4 |2||b=5|d=2 |7 |3 [2||b=T7|d=2 |7 |3 |2
d=3 |7 |5 |2 d=3 |7 (3 |2 d=3 |7 |3 |2
d=4 |7 17 |1 d=4 |7 |3 |2 d=4 |7 |3 |2
d=5 |7 16 |1 d=5 |7 |4 |2 d=5 |7 |3 |2
d=6 |7 1|7 |1 d=6 |7 (5 ]1 d=6 |7 |3 |2
d=7 |7 16 |1 d=7 |7 |6 |1 d=7 |7 |4 |1
d=8 |7 |7 |1 d=8 |7 16 |1 d=8 |7 |51
d=9 |7 16 |1 d=9 |7 16 |1 d=9 |7 |6 |1
d=10|7 |7 |1 d=1017 |7 |1 d=101(7 |6 |1
d=11|7 |6 |1 d=11|7 |6 |1 d=11|7 |6 |1
d=12 |7 |7 |1 d=12|7 |6 |1 d=12|7 |6 |1
d=13|7 |6 |1 d=13|7 |6 |1 d=13|7 |6 |1
d=14 |7 |7 |1 d=14|7 |6 |1 d=14 |7 |7 |1
d=15|7 |6 |1 d=15|7 |7 |1 d=15|7 |6 |1
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Tablo 3.4 Swrasiylab = 2,5,7 olmak tizere Y = IPP(1,1,b)(F5) iizerindeki kodlarin temel

parametreleri
b Derece N (K |6 |[|b Derece N (K |6 ||b Derece | N K |§
b=2|d=2 |31|4 |20{|b=5|d=2 |31|3 |20||b=T|d=2 |31|3 |20
d= 31|16 |15 d=3 |31|4 |15 d= 3114 |15
d=4 [31]|9 |10 d=4 |31|5 |10 d=4 [31]|5 |10
d= 3111215 d=5 |31|7 |5 d=5 |31|6 |5
d=6 |31[15]|5 d=6 |31|8 |5 d=6 |31|6 |5
d=7 (31184 d=7 (319 |5 d=7 |31|7 |5
d=28 |[31|21|4 d=28 |31[10|5 d=28 |31|8 |5
d=9 [31|24|(3 d=9 |31|11|5 d=9 |31]|9 |5
d=10|31{27|3 d=10131|13|4 d=101(31|10|5
d=11]31{28|2 d=11(31|144 d=11|31|11|5
d=12131{30|2 d=12 131|154 d=12 31124
d=13(31|30]|1 =13|31/16|4 d=13|31|12/4
d=14131]31|1 d=14 131|174 d=14 131|134
d=15(31|30]1 d=15(31|19|3 d=15(31|14|4
d=16(31|31|1 d=161{31|20|3 d=16(31|15|4
d=17(31|30]|1 d=17131|21|3 d=17(31|16|4
d=18 [31|31|1 d=18131|22|3 d=18 31|17 |4
d=19131|30|1 =191(31|23|3 d=19(31|18|3
d=20|31[31|1 d=20(31|25(2 d=20|31[18|3
d=21(31|30]|1 d=21(31|26(2 d=21|31{19|3
d=22(31[31]|1 d=22131(27|2 d=221(31|20|3
d=123(31|30]|1 d=23131[28|2 d=23(31|21|3
d=24131|31|1 d=24131{29|2 d=24131|22|3
d=25[31|30|1 d=25131|31]|1 d=25(31|23|3
d=261(31|31|1 d=26(31|301 d=2631|24(2
d=27(31|30]|1 d=27(31|301 d=2731(24(2
d=28|31[31|1 d=2831[30|1 d=2831[|25(2
d=12931({30]1 d=291(31|30|1 d=29(31|26|2
d=30|31[31|1 d=30|31|31|1 d=30(31|27|2
d=31(31|30]|1 d=311]31|30]|1 d=31(31{28|2
d=321(31|31|1 d=32131|30]|1 d=32(31{29|2
d=33(31|30]|1 d=33(31|30/1 d=33|31|30/1
d=34|3131|1 d=34(31|301 d=3431{30|1
d=35(31|30]|1 d=35|31|31|1 d=235|31|31|1
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KISIM 11

4. AGIRLIKLI PROJEKTIF UZAYLARDAKI
KODLARA GEOMETRIK BAKIS

IIk olarak, bu boliimdeki caligmalarda kullanilan bazi tanim, teorem ve kavramlari
vererek (daha once kullandigimiz ve tamittigimiz kavramlari, teoremleri vb. hatirlatarak)

baglayacagiz.

X = P(1,a,b), agirhik projektif diizlemi bir basit simitli ¢esitlemdir. Burada, agirlikli
projektif uzayin da tanimin1 goz 6niinde bulundurdugumuzda bu simitli ¢esitlem der(zy) =
1, der(z;) = a ve der(xs) = b derecelendirmeleri ile birlikte S = F,[x¢, 1, 22 dereceli
polinom halkasi ile iligkilidir. d € N bir derece olmak iizere, bu d derecesinin tanimladig1 bir

cokgen asagidaki sekilde verilir,
Py={(z,y) €R?*:2 >0,y > 0,ax + by < d} (25)

ayrica, bu P; ¢okgeninin integral noktalar1 bize derecesi d olan monomlar1 verecektir,
bir bagka deyisle asagidaki kiime ile cokgenin integral noktalar1 ve d dereceli monomlar

arasindaki iligkiyi verebiliriz.

M, = {Xa’d — grom—baz 02 a4 = (a1, a9) € Py ZQ} : (26)

Buradan S polinom halkasim S; = Span M olmak iizere, S = @ S, seklinde yazabiliriz.
d>0
Daha 6ncede belirttigimiz lizere tekrar hatirlatmak gerekirse bir lineer kod elde etmek i¢in

derecesi d > 1 olan homojen polinomlarin Y = {P,..., P,} C P(1,a,b)(F,), F,-rasyonel
noktalar kiimesindeki noktalarda hesaplanmasi ile elde edilir. Bir bagka deyisle, asagidaki

bicimde tanimlanan hesaplama doniisiimiiniin goriintiisii bize bir lineer kod verir.

Sd—>]F2L

2
fo= (F(P),..., f(P) 27)

EVy

Bu boliimdeki ¢alismalarda, agirlikli projektif uzaylarin simitli (toric) c¢esitlem oldugu

gerceginden yararlanilmistir ve [22] makalesinde verilen yontemler referans alinarak, Y =
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P(1, a, b) kiimesi ile iligkili Cy y kodunun temel parametreleri elde edilmistir. Bu makaledeki
yontemler, yukarida tanimin1 verdigimiz (bknz. (25)) P; ¢okgeninin ve Cyy kodunun temel
parametreleri arasindaki kombinatorigi birbirine baglar. Dolayisiyla ilk boliimdeki cebirsel
yontemlerin yanisira bu calismada geometrik yontemler goz Oniinde bulundurularak da

kodun parametreleri i¢in sonuglar elde edilecegini sdyleyebiliriz.

Bir hesaplama kodu olan Cjy kodu, S;’nin Y ’nin sifirlayan idealinin d dereceli kism1 olan
I, tarafindan boliinmesiyle elde edilen boliime izomorfur. Bir bagka deyisle, 7(Y'), Y nin her
noktasinda sifirlanan, S halkasi iizerindeki homojen polinomlar tarafindan iiretilen homojen
bir ideal olmak iizere, bu sifirlayan ideal ile iligkili kodlarin boyutu ile idealin Hilbert serisi

arasinda cebirsel bir iligki oldugu bir 6nceki boliimde anlatilmastir.

Yukarida tanimladigimiz hesaplama doniistimiiniin (bknz. (27) ile verilen doniisiim)
cekirdegi, I(Y) idealinin, d dereceli I;(Y) homojen kismina esit oldugundan dolay1
Sa/14(Y) = Cyy izomorfizmasim elde ederiz. Ilgilendigimiz durumda, yani Y =
P(1,a,b)(F,) oldugunda, Y’nin sifirlayan idealinin bir iirete¢ kiimesini biliyoruz. Bu
tirete¢ kiimesinin bir Grobner tabami oldugunu kanitlayarak ve ayrica derecesi d olan
standart monomlara karsilik gelen projektif indirgeme ad1 verilen bir kombinatoryal kiime

tanimlayarak, C; y 'nin boyutu i¢in bir formiil verecegiz.

4.1 Geometrik Yontemlere Hazirhk

4.1.1 Sifirlayan Idealin Evrensel Grobner Bazi ve Graver Baz

Oncelikle, 1(Y) sifirlayan ideali i¢in hem evrensel Grobner bazi hem de Graver bazi olan,

minimal iiretec kiimesi verilecektir.

A € K\ {0} i¢in x" — Ax¥ binomlariyla iiretilen bir ideale binom ideal denir. Asagidaki
teoremin ifadesine gore, I (P(1, a, b)(F,)) idealinin saf binomsal (pure binomial) oldugunu,
yani saf fark binomlar1 x" — xV ile tiretilmis oldugunu sdyleyebiliriz. Asagidaki teorem bir
onceki boliimdeki sonuglarin elde edilmesinde de kullanildig: i¢in o boliimde de verilmistir.

Bu béliimde iiretegleri hatirlatmak i¢in tekrar veriyoruz.

Teorem 4.1.1. [43] X = P(1,a,b) ve Y = X(F,) olmak iizere, Y kiimesinin ideali
asagidaki sekilde elde edilir.

I(X) = (fo, f1, f2)
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1)1 “Dat1 )bl “1at1
Burada fy, = xgq ) xg—xlxgq Jatl fi= xéq o+ To—ToLa ve fo = xéq Jat T — T

Kanit. Ispatiicin [43, Corollary 5.8]°de verilen ispata bakilabilir. [

Uyar1 4.1.2. Acikga goriiliiyor ki fo, f1, fo monomlar1 birbirlerini bolemezler ve dolayisiyla
[46] makalesindeki notasyon geregi (&, bir monom idealin minimal monomsal iireteclerinin
tek (veya egsiz (unique)) kiimesi olmak iizere, |G(M;y))| = 6 olur. Boylece, [46,
Corollary 3.6]’nin sonucu olarak fy, fi, fo binomlar1 vazgecilmezdir (indispensable), yani
I(Y) idealinin her minimal binom iirete¢ kiimesinde (sifir olmayan bir sabite kadar)
bulunurlar. Bagka bir deyisle, (sifir olmayan bir sabite kadar) {fo, f1, fo} essiz minimal

iretec kiimesidir.

Bir terim sirasi segerek ve { fo, f1, fo} minimal iirete¢ kiimesinden baglayarak, /(Y") nin bir

Grobner bazinin elde edilebilir oldugunu biliyoruz.

I(Y)’nin evrensel Grobner bazi da herhangi bir monom siralamasina gore bir Grobner
bazidir. Sadece sonlu sayida farkli indirgenmis Grobner bazi oldugundan, bunlarin birlesimi
evrensel Grobner bazidir. Bir binomun evrensel Grobner bazinda olmasinin ilkel
olmasi gerektirdirdigini soyleyen [46, Proposition 4.2]'nin verdigi fikirle asagidaki tanimi1

verebiliriz.

Tanmm 4.1.3. [46, Definition 4.1] Saf bir binom idealindeki sifir olmayan x" — xV: =
rhortrh? — xrV zh? binomuna, eger 1\ {0}’da x¥ — x' gibi bagka bir binom yoksa
ve X, x"yu, ayrica x¥ de x¥’yu bolerse, I idealinin ilkel binomu denir. I’nin tiim ilkel

binomlarinin kiimesine Graver bazi denir.

Bir idealin hem evrensel Grobner bazi hem de Graver bazi olmast durumu nadir gbzlenen
bir durumdur. Asagidaki teorem ile birlikte Y ’nin sifirlayan idealinin iirete¢ kiimesinin hem
evrensel Grobner baz1 hem de Graver bazi oldugu ve bu iiretec kiimesinin tek minimal iiretec
kiimesi oldugu ifade edilecektir. Bu, [F, cisminin bir cebirsel genislemesi iizerinde ¥ =
P (F,) kiimesi i¢in ayn1 zamanda evrensel bir Grobner baz olan indirgenmis bir Grobner

bazi veren [47, Theorem 2.8] referansindaki teoremi geneller.

Teorem 4.1.4. [(Y) idealinin iirete¢ kiimesi { fo, f1, f2} olmak iizere bu iirete¢ kiimesi hem

evrensel Grobner bazi hem de Graver bazidr.
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Kamit. 1(Y) idealinin evrensel Grobner bazi olan homojen bir binom x" — xV alalim. Bu
binomun [46, Proposition 4.2]’e gore, ilkel olmas1 gereklidir. Dolayisiyla, fo, fi, fo disinda
bagka bir ilkel homojen binom olmadigini gostermek yeterlidir. [43, Onerme 5.6] ve [43,

Teorem 3.7]’nin ispatina gore, I(Y") icindeki homojen bir binom su formdadir:

—x™") ve supp(x™") Nsupp(x™") = 0,

a/mt
x" —x¥ = x*(x
burada supp(x®) : = {j € {0,1,2} :x; | x*} ve m* —m~ € (¢ — 1)Lg() seklindedir.
B = (1 a b) oldugunu, $(¢)’nin § matrisinin ¢ = supp(x®) C {0,1,2}’deki 5,44
siitunlarina sahip alt matrisi oldugunu ve Lg)’nin () matrisi tarafindan temsil edilen

dogrusal doniisiimiin ¢cekirdeginin rasyonel noktalari olan kafes (latis) oldugunu hatirlayalim.

Varsayallm ki ¢ = {O, 1,2}. Bu durumda, genel gecerliligi bozmadan, x" — xV =

+
m. mg
z0 s (ry? —xy° 2" ) oldugunu kabul edebiliriz ve burada ag, a;, as pozitiftir. O zaman,
+ — —
1 1 5 +1 mg +1 _mi+1
X% — x¥ = 200 g T a2 N womyay 2 T — a0 )" @),

. . Y / mi+1 my+1 mi+1
Dolayisiyla, x* —xV ilkel binom degildir, ¢iinkii x" —xV : = z¢x12, -2y xy ' @,

I(Y)’ye aittir ve hem x% x"’yu boler hem de x¥' x’yu boler.

Lgey = {0} oldugundan, || = 1 olur, dolayisiyla sadece |¢] = 2 oldugu durumu
diisiinmemiz gerekmektedir. Eger ¢ = {1,2} ise 8(¢) = [a b], Ly (b, —a) tarafindan
genigletilmig Z? alt kafesi olup, baz1 pozitif tam sayilar a1, as igin x* — x¥ = z{' 5> (:Jc;nl+ —
x;n;) ve pozitif tam say1 lo igin (mf,0) — (0,my) = (¢ — 1)lo(b, —a) olur. Dolayisiyla,
T1To xgq | x" ve 119 :c “ | x" olacak sekilde tek ilkel binom agik¢a fo’dir. Diger
iki durum da yani f;, fo’nin de ilkel binom oldugunu benzer sekilde gosterebiliriz. Simdi,
f1’in binom oldugunu ayni1 yontemle gosterelim. Ayni sebepten dolayi, bu sefer eger ¢ =
{0,2} ise f(e) = [1b], Ly (b, —1) tarafindan genisletilmis Z* alt kafesi olacagindan,
bazi pozitif tam sayilar ag, as i¢in x* — xV 00ws? (33813 — 20'?) ve pozitif tam say1
I i(;in (mar,O) (0,my) = (¢ — 1)ly(b,—1) olur. Dolayisiyla, xoxgxéq_l)b | x" ve
:poxng | xV olacak sekilde tek ilkel binom agikca f;’dir. Son olarak, f, icin eger
e ={0,1} ise B(e) = [1 al, Lg( (a, —1) tarafindan genisletilmig Z* alt kafesi olacagindan,
baz1 pozitif tam sayilar ag, a; igin x* — x¥ = 2{°z{* (:cgbg — xT;) ve [y > 0 tam saylsl icin
(mg,0) — (0,m]) = (¢ — 1)la(a, —1) olur. Dolayisiyla, xoxlxé “ | x" ve zozy ! | xV

olacak sekilde tek ilkel binom agikca fo’dir. 0
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4.1.2 Cokgenler iizerinde Projektif Indirgeme

Bu alt kisimda, F; cokgeninin projektif indirgeme kavramini, bir bagka deyisle
Sa/1(Y )4 deki simiflar i¢in kanonik temsilciler saglayan ve P, nin kafes noktalarini S, deki
monomlarla tamimlayan projektif indirgeme kavraminin tanimimi verece8iz. Buradaki
notasyonlar [22, §3.1]’de tanitilan notasyonlari takip etmektedir ve bu tanim [47, §2.1]’de

verilen klasik projektif uzaylar icin projektif indirgeme kavramini genellestirir.

Kafes (latis) ¢cokgenleri hakkinda bazi tanimlar1 hatirlayalim. P konveks bir kafes ¢okgeni
olsun. P’nin bir yiiziinii ) < P ile gosteririz ve i¢ kismuni, herhangi bir yiiz iizerinde

yatmayan noktalarin kiimesi olarak tanimlariz, yani

r=r\ JQ
Q<P
Q#AP
Tamm 4.1.5. Q, P birer kafes (lattice) cokgen olsun. P N Z" nin elemanlarinin mod P’de

temsillerinin kiimesi projektif indirgeme olarak adlandirilir. Bir baska deyisle,
m~pm <= JQ <P oyle ki m, m’ € Q° olmak iizere m — m' € (q—1)2ZN

Burada, Q)° ile () ¢cokgeninin i¢i belirtilmigtir. P ¢okgeninin projektif indirgemesi Red(P)

ile gosterilecektir.

Bu caligmalarda, [22, Definition 4.3] (bu tanimda belli bir siralamaya goére indirgeme
tanimlaniyor) tarafindan 6nerildigi gibi, bir monomsal siralamadan gelen, P,;’nin belirli bir
projektif indirgemesini dikkate aliyoruz. Bu tez ¢aligmasinin bu boliimiinde zo > 21 >

olacak sekilde sozliik siralamasini dikkate alacagiz. Bir bagka deyisle, derecesi d olan bir
a,d

—aa — . . ’ g ah ay d'—aa’—bal
monom 2% = r2x{ i "2 derecesi d’ olan bir monom 2% = 5%z xy 1 "*>’den
kiigiiktiir, ancak ve ancak, (ay — a,,a; — dy,a(a) — ay) + b(a’, — as))’deki en soldaki sifir

25 1 1 2

. . ! U
olmayan say1 negatiftir. Bu durumda, 2®? <, 2* ¢ yazanz.

(ay — ahy, a1 — al,a(a) — ay) + b(ah, — az))’deki en soldaki sifir olmayan sayinin negatif

olmasi, (as — aj, a; — a})’deki en soldaki sifir olmayan sayinin negatif olmasina esdegerdir,

yani (ay, as) <iex (a}, ah) olur.

Red(d)’yi yukarida belirtilen siralamaya gore projektif indirgeme olarak adlandiriyoruz,

(bknz. Sekil 4.1°de yer alan iiciincii figiir), yani,
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Red(d) = {nilin {meb}:0ec(PnZ?/ di} (28)

= U {ng(n{mee} :GE(QOQZZ)/(q—l)ZZ}. (29)

Q<P

Asagida verilen figiirlerde (bknz. Sekil 4.1) indirgeme kavrami bir Ornek {iizerinden
aciklanmaya calisilmistir. Sekil 4.1°de yer alan ilk figiirde ¢cokgenin i¢ rasyonel noktalari,
ikinci figiirde kenarlarina karsilik gelen rasyonel noktalar1 ve son olarak iiglincii figiirde ise

tiim rasyonel noktalar gosterilmektedir.

o =q—1 ) wp=q—1 )
(41 e o l+1 e o
Y4 [ ° ° ) Y4 [ ° ° )

Sekil 4.1 ¢ = 5 ve d = 15 i¢in P(1, 2, 3) uzayina kargilik gelen bir cokgenin indirgemesi.
Teorem 4.1.6. [22, Theorem 3.5] PCp, P cokgenine karsilik gelen simitli kod olmak iizere,
Ker(evp) = Span{x™ — x™ :m € (P NZN)? m € Red(P) dyle ki m # m}

Bu kodun bir bazi da asagidaki formdadr.
{evp(x'™F)) - m € Red(P)}

Buradan kodun boyutunun Red(P) kiimesinin eleman sayist ile verilecegini soyleyebiliriz.

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak, Cyy kodu igin bir baz, Tamim 4.1.5 ile verilen
esdegerlik iligkisine gore P, nin belirli rasyonel noktalar1 tarafindan verilir. Bir bagka
deyisle, eger X = P(1, a,b) diizlemine karsilik gelen ¢okgenlerin projektif indirgenmesinin

kafes noktalarini gbz dniinde bulundurursak kodun boyutuna ulasabiliriz.
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Kodun boyutunu verirken kullanacagimiz bazi kavramlari verelim:
: d—1
fo =min¢ | ——|,¢g— 1, Ey(d)={(z,0):0 <2 < o}
a

:ub:min{\‘$Jaq_1}a Ey(d):{(()?y)()gyg,ub}

Ny = («,y/), P, tiggeninin hipoteniisii iizerindeki ilk i¢ latis (kafes) noktasi olmak iizere,

bir bagka deyisle y-koordinati ' > 0 ile birlikte en kiigiik pozitif tam say1 olan nokta olmak

{ — min {q o {%J } 30)
ab

En(d) = {(2' —ib,y +ia) e N*: 0 < i < ¢}, (31

uzere

kiimesini ve

kiimesini tammlayalim. Eger boyle bir Ny noktasi yoksa Ej,(d) = () olur.

Simdi H (d) kiimesinin eleman sayisini ifade etmek i¢in kullanacagimiz, niimerik yarigruplar
teorisinde ¢ok klasik bir fonksiyonun tanimini verecegiz. Dolayisiyla, bir sonraki boliimde

verilecek olan kodun boyutu ile ilgili sonucta bu tanim kullanilacaktir.

Tanim 4.1.7. [48] a, b ve d pozitif tamsayilar olsun. den(d; a, b) ile gosterilen denumerant

fonksiyonu , d’nin a ve b tam sayilari ile gdsterimlerinin sayis1 olarak tanimlanir, yani
d =mga+ mpb

esitligini saglayan (m,, m;) € N? ¢oziimlerinin sayisidur.

den(d; a,b) degeri, ancak ve ancak, d, N iizerinde a ve b tarafindan olusturulan yarigrup
(a, b)y’a ait ise pozitiftir. Literatiirde (bknz. [48, Chapter 4] veya [49]), eger d = Aab + s ve
0 < s < abise,den(d;a,b) = X+ den(s; a,b) olup, den(s; a,b) € {0, 1} dir. Daha ayrintili
olarak,
Oveyal eger(<s<ab
den(s;a,b) =<1 timab —a —b < s < ab

0 eger s =ab—a—D.
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Uyart 4.1.8. Literatiirde geleneksel olarak yarigrubun bosluklar: (gaps) olarak adlandirilan
den(d; a,b) = 0 oldugu durumdaki d tamsayilari, Miura tarafindan [50] makalesinde detayli

bir sekilde incelenmistir.
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4.2 SONUCLAR VE YONTEMLER-II

Bu boliimde [2] referansi ile verilen '""Codes on Weighted Projective Planes' adli

makalesindeki yontem ve sonuglar ele alinacaktir.

Ik olarak kodun boyutu ile ilgili sonuglar1 verecegiz. X = P(1,a,b) uzayina karsilik gelen
cokgeni P ile gosterelim. P cokgeninin kafes noktalar1 ile kodun boyutu arasinda iligki
oldugu kullanilarak bir 6nceki boliimde verdigimiz tanimlar dogrultusunda asagida verilen

sonuclar elde edilmistir.

4.2.1 Kodun Boyutu

Uyart 42.1. as = LCH+(Q’71)J ve { = max {0, min{g — 1,a,}} sayilar1 bu ¢aligmalar
boyunca kullanacagimiz énemli kavramlar oldugundan dolayr bu sayilarla ilgili olarak
asagidaki durumlart verecegiz. ¢ sayisi, a(q — 1) + by < d — 1 kosulunu saglayan en biiyiik
pozitif y € [1, up] tamsayisi olmak iizere (bir baska deyisle, (¢ — 1, y) kafes noktasinin P

tizerinde olma kosulunu saglayan tam say1 olmak iizere), asagidaki durumlar saglanir.

)
o = [£1], as <0 vel =0 egerd < a(q—1),

fa=q—1, as =0 vel =0 egera(q—1) <d<a(qg—1)+b,
pa=¢q¢—1, 1<a;<qg—2 vel=ay egera(g—1)+b<d<(¢g—1)(a+Db),

| Ha=q—1,  q—1<ay vel=g—1 efer(¢—1)(a+b)<d

Lemma 4.2.2. ( sayisi Uyart 4.2.1°da verildigi gibi tamumlansin. Red(d) belli bir x5 >
x1 > xo stralamasina karsilik gelen projektif indirgeme olmak iizere bu Red(d) kiimesi ayni

zamanda asagidaki birlesime esittir.

R(d)UT(d)U H(d), burada,

Rd)={(z,y) €Z*: 0 <z < pave 0 <y < (},
d—1-by

a

T(d):{(x,y)GZ?'OSmﬁL Jveﬁ—i—lgygub},

H(d) = En(d) U [{(0, d/b), (d/a,0)} N z?} .
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Kanit. (29) esitligindeki gibi tanimlanan Red(d) kiimesinin elemanlarini belirlemek igin,
Q < P, yuzeylerine bakariz ve yukarida bahsedilen sozliik siralamasina gore esdeger

olmayan en kiiciik a € ()° noktalarini seceriz.

Oncelikle, (0,0) kosesi R(d) kiimesinde yer alir. (0, %) ve (g, 0) koseleri, sirasiyla, b|d
veya a|d oldugunda agik¢a H (d) kiimesine aittir.

Simdi, P, ¢cokgeninin kenarlar ile ilgilenelim. Eger (), x ekseninde P, nin kenariysa, ()’nun
i¢ kismi olan (°’deki kafes noktalart 1 < x < Ldflj i¢in (,0) seklindedir. indirgemenin

tanimina gore, asagidaki durumun gecerli oldugu kolayca kontrol edilebilir.

Q° NRed(d) = {(2,0): 1 < 2 < p,} = Ey(d) C R(d).

Eger (), Py’ nin y eksenindeki kenari ise, 0 zaman asagidaki durum saglanir:

Q°NRed(d) = {(0,y): 1 <y <} = E,(d) C R(d) UT(d).

@’nun Py iizerinde ax + by = d dogrusunda yatan kenar oldugunu varsayalim. Eger Ny =
(', ), Q° tizerindeki en kiiciik kafes noktasiysa (en kiigiik pozitif y koordinatina sahip olan
nokta), o zaman (Q° iizerindeki tiim kafes noktalari, baz1 pozitif olmayan ¢ tamsayisi i¢in

N; = (&' —ib,y’ + ia) seklindedir.

(Q° lizerindeki en biiyiik kafes noktasinin (en biiyiik y koordinatina sahip olan ve ax +by = d

dogrusu tizerinde pozitif = koordinatina sahip olan nokta) N;, .= = (2" — i1020, ¥ + Gmaz@)

d—by' —1

0 J seklinde tanimhidir. Gergekten de, taban

oldugunu soyleyebiliriz. Burada, .4, = L

kisminin tanimina gore, /N, . ’in koordinatlar

max

11
x/_imaxb € |:_7_+b) ’
a a

d—1 d—l]

! .mazE - 4,
Y + tmaz@ 5 a ;

kosullarini saglar.

Ayrica, herhangi iki pozitif olmayan 7 ve j tamsayisi icin, ve a ve b aralarinda asal olmak

tizere, N; — N; = (i — j)(—b, a) oldugunu hatirlarsak, eger ¢ — 1, ¢ — j’yi bolerse ancak
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ve ancak bu durumda N; ve N; esdegerdir. Bu nedenle, ¢ = min {qg — 2, 4,4, } oldugunda
(bknz. Denklem (30)), @Q° N Red(d) indirgemesi tam olarak Fj,(d)’dir.

Son olarak, ()’nun kendisinin P, oldugunu varsayalim. Yatay ve dikey kenarlar i¢in ayni
mantikla, Q°’nun indirgemesinin [1, z1,] X [1, i) karesinde oldugunu soyleyebiliriz. Daha

acik bir sekilde, asagidaki durum gecerlidir:

QN Red(d) = P; N ([Lﬂa] X [L,Ub]) :

Simdi ise, Py N ([1, tta) X [1, 1)) kesigimini 1 < yo < p, olmak iizere, her yatay dogru

y = Yo icin daha ayrintili inceleyecegiz.

y = Yo dogrusunda, L@J , P;’nun en sagdaki kafes noktasinin z koordinatidir. Boylece,

P; NRed(d) = U (r,y):1 ngmin{q—l, Ld—%—bQJ} . (32

1<y<up

» Eger ¢/ = 0 ise, o zaman (4.2.1) uyarinca d — 1 < a(q — 1) + b olur. Bu durumda, her
y > 1igin Ldilafbyj < Ld’i’bJ < q — 1 olur. (32)’de verilen kiime asagidaki gibidir:

P; N Red(d) = U {(x,y):lﬁxﬁ{uJ}CT(d).

a
1<y<pp

Bu durumda, Red(d) kiimesi,
- R(d) = {(0,0) }UE,(d), bu kiime kdse (0, 0)’1n ve yatay kenarin indirgemelerini
icerir,
-Td) ={(z,y): 0 <z < L%J vel <y < u}, bu kiime dikey kenarin
E,(d) ve Py nin i¢ kisminin indirgemelerini igerir,

- H(d), son iki kose arasindaki kafes noktalari ve ax + by = d dogrusunda yatan

kenarin i¢ kisminin indirgemeleridir.
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* Eger ¢ > 1ise, o zaman Uyar1 4.2.1’in geregi olarak, (32)’de verilen esitligi su sekilde

yeniden yazabiliriz:

P; N Red(d) = U {(z,y):1<2<qg—1=p.}

1<y<t

o U {(:I;,y):lgxg {@J}

L+1<y<pp

Ik birlesim dikdortgen alan R(d)’de yer alirken, ikinci birlesim trapez alan T'(d)’de

yer alir.

Boylece, hem (29)’de verilen Red(d) tanimi hem de Lemma’nin ifadesi birbirini kargiladig1

i¢in ispat tamamlanmuig olur. [

Ornek 4.2.1. Asagida verilen Figiirler 4.2 ve 4.3’de kodun boyutu ile ilgili olarak
verilen kavramlarin ¢okgenlerde tam olarak hangi noktalara ve bolgelere karsilik geldigi
gorsellestirilmistir. Eger ¢ = 5 ve Y = P(1,2,3)(F,) olarak alimirsa ilk olarak d = T ve
d = 11 i¢in bakildigindan (4.2)’da goriildiigii iizere siwrasiyla Red(d) nin nokta sayilarini
asagwdaki gibi sayabiliriz. Acikca, R(d) = {(0,0),(1,0),(2,0),(3,0)} ve £ = 0 olur
d = 7 i¢cin. Dolayisiyla |R(d)| = 4 olarak elde ederiz. Benzer sekilde trepazoid olarak
adlandirilan kirmizi ile gosterilen bolgedeki elamanlar da T(d) = {(0,1),(1,1),(0,2)}
oldugundan dolay: |T'(d)| = 3 olarak elde edilir. Ayrica, H(d) olarak gisterdigimiz
kiimedeki elemanlar ise H(d) = {(2,1)} oldugundan |H(d)| = 1 olur ve sonug olarak,
dimp, (Cry) = |Red(7)| = 4+ 3 + 1 = 8 elde edilir.

(@) Red(7) = P, NZ2?ve { =0, (b) Red(11) ve £ =0, i =4 ve pp, = 3
Lo = 3 ve pp = 2.

Sekil4.2 d = 7,11 ve (q,a,b) = (5,2, 3) durumlarina karsilik gelen Red(d) kiimesi
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Mo =q—1¢

(@) po = pip = q — 1 ve T(15) # @ by l=pg=pp=q—1veT(24) =@

Sekil 4.3 d = 15,24 ve (q, a,b) = (5,2, 3) durumlarina karsilik gelen Red(d) kiimesi

Ornek 4.2.1, Teorem 4.1.6 ve Lemma 4.2.2°i kullanarak Cq,y kodunun boyutunun nasil

kombinatorik olarak hesaplanabilecegini gostermektedir.
Simdi kodun boyutunu hesaplayabilmemizi saglayan Teoremi verecegiz.

Teorem 4.2.3. Y = P(1, a,b)(F,) ve burada a < b olan iki pozitif ve aralarinda asal tam
sayilar olsun. d > 1 ve ¢ Uyari 4.2.1 verildigi gibi tanumli olsun. Boylece, Cyqy kodunun

boyutu,
Lo ld—1—by
dims, (Cay) = (0+ Dt + o+ 1+ > {TJ +|H(d)| (33)
y=0+1

ifadesi ile verilir, burada,
den(d; a,b) egerd < ab(q—1),

|H(d)| =
q—1+ 1,0+ Lyq egerd > ab(q—1).

Kanit. Teorem 4.1.6 goz 6niinde bulunduruldugunda, C,y kodunun boyutu Red(d) i¢indeki
kafes noktalarinin sayisina esit oldugu goriiliir. Ayrica, Lemma 4.2.2 ile asagidaki esitligin
saglandig1 gosterilmigti.

Red(d) = R(d) UT(d) U H(d).

Agikga, dikdortgen alaninin kafes noktalarinin kiimesi olan R(d) kiimesinin eleman sayisi

asagida verilen toplama esittir:

[R(d)] = ((+1)(pa +1) = ((+ Dpa + £+ 1 (34)
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¢ ile gosterilen ifadenin tanimi y, > ¢ olmasim sagladigindan, i, = ¢ oldugunda 7'(d)
kiimesi bog kiimedir, bu ylizden bu durum (33) ile verilen toplamin 0’a esit oldugu anlamina

gelir. Ayrica, p, > ¢ + 1 oldugunda, 7'(d) bir yamuk i¢indeki kafes noktalarinin kiimesidir

ve biytkligi
My 123
d—1—-by d—1—by
T(d)| =) (LTJ +1) =m—l+ Y {TJ (35)
y=_(+1 y=0+1

H(d) = Ey(d) U [{(0,4),(%,0)} N Z?] kiimesinin eleman sayisim da hesaplarsak teoremin

ispatin1 tamamlamig olacagiz, yani simdi, Red(d) kiimesindeki, ¢okgenin hipoteniisiiniin
tizerinde yatan kafes noktalarinin kiimesinin eleman sayisin1 hesaplayaca8iz. Acgikea,
den(d; a, b) fonksiyonu, P, tiggeninin hipoteniisii iizerindeki (koseleri de iceren) ve esdeger

olabilecek kafes noktalarinin sayisidir. Bu nedenle,
|Ep(d)] = min {q — 1,den(d; a,b) — €} burada e = 144 + 1y, (36)
ve |H(d)| eleman sayis1 su sekilde yeniden ifade edilebilir:
|H(d)| = min {q — 1+ ¢,den(d;a,b)} . (37)

Hatirlatmak gerekirse, eger d = Aab + s ve 0 < s < ab ise, den(d; a,b) = A + den(s; a, b)

ve den(s; a,b) € {0,1} olur ve bu durum s’in (a, b)y i¢inde olup olmamasina baglidir.

* d < ab(q — 1) oldugunda, A < ¢ — 1 ve den(d; a,b) < g — 1 olur. € > 0 oldugundan,
|H(d)| = den(d; a, b) olur.

* Egerd = (¢q—1)abise, hem a|d hem de b|d olur bu yiizden ¢ = 2 olur. Ayrica, agsagidaki

durum saglanir:
den(d;a,b) =g —1+den(0;a,b) =¢<qg—1+e

Bu nedenle, |H(d)| = den(d; a, b) olur.

 Simdi d > ab(q—1) oldugunu varsayalim. O zaman den(d; a,b) > ¢—1+den(s; a,b)

olur.
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— Eger e = 0O ise, (37) esitligi | H (d)| = ¢ — 1 verir.

— Eger e = 1ise, ya a ya da b s’yi boler, bu da den(s; a,b) = 1 demektir. Boylece
den(d;a,b) > g = q— 1+ ¢, dolayisiyla |H(d)| = g olur.

— Eger e = 2 ise, hem a hem de b d’yi boler, bu da d = Aab oldugunu gosterir ve

A > g olur. O zaman
den(d;a,b) = A+ den(0;a,b) =A+1>qg—1+c¢,
ve boylece, |H(d)| = ¢ + 1 olur.

Buradan, (34), (35) ve (37) esitliklerinden elde edilen degerler, (33) esitliginde belirtilen

formiilde goz 6niinde bulundurulursa istenilen elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. [

Simdi ise yukaridaki teoremin bir sonucu olarak, « = 1 durumuna, yani Y = P(1,1,)(F,)

durumuna kargilik gelen kodlarin boyutunu veren sonucu verecegiz.

Sonu¢ 4.2.4. Pozitif bir tamsayt b ve d > 1 icin Y = P(1,1,0)(F,) olsun. { =
max{min{0,q — 1, V%qu}} olmak iizere, kodun boyutu dimg, (Cyy) asagidaki sekilde

verilir:

+1 (+1
(5—’—1)(,&,1‘}‘1)—’—(Mb—g)d—b(lubQ )‘I—b( 9 )+Mb+1+1b|d-

Ek olarak, d < q ise { =0 ve ji, = d — 1 olur.

Kamit. a = 1ise, pi, = min{q — 1,d — 1} olur ve (33)’de verilen esitlik asagidaki hale gelir:

o
dimg, (Cay) = ((+ Dpa + o+ 1+ Y (d—1—by) + [H(d)|.
y=0+1

Bu toplamu1 diizenlersek asagidaki formiilii elde ederiz:

b

dimg, (Cay) = (0+ Dpa + o+ 1+ (= Od = 1) = b > y+[H(d)|
y=0+1

(s +1)  L(0+1)

zua€+ua+1+,ubd—€d+€—b( TR )+|H(d)|

= (0+1)(pta + 1) + (o —@d-b(’““’; 1) +b(£; 1) | H(d)|-
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d < boldugunda Ej,(d) = 0 olur ve d > b oldugunda Ny = (2/,y') = (d — b, 1) noktast, ilk

i¢ kafes noktas1 oldugundan, Denklem (31)’den su sonucu elde ederiz:

Ep(d) = [{(d —by,y): 1 <y < | = pp.

Bu nedenle, |H(d)| = |Ep(d)| + 1 + 1yg = mwp + 1 + 1y4 olur. Ozetle, istenildigi gibi
|H(d)| = p + 1 4 14 elde ederiz. O

Uyart 4.2.5. Kodun boyutu i¢in verilen formiil, « = b = 1 durumu icin [14, Theorem 6.4]

referansindaki Teorem ile uyusmaktadir.

Y = P(1,1,b)(F,) oldugu durumda diizenlilik kiimesi ile ilgili sonuclar Bolim (3.2)’de
verilmistir. $imdi ise Y = P(1,a,b)(F,) kiimesinin diizenlilik kiimesi ile ilgili sonuglar

verilecektir.

4.2.2 Diizenlilik Kiimesi

Bu alt boliimde, agirlikli projektif diizlemin P(1, a, b) iizerindeki F,-rasyonel noktalarindan
olusan Y = PP(1,a,b)(FF,) kiimesinin diizenlilik kiimesini verecegiz. Kisaca agiklamak
gerekirse, bu kiilmenin 6nemi, asikar kodlar olarak adlandirdigimiz minimum uzaklig1 1 olan
kodlarin agiga ¢ikarmasindan kaynaklanmaktadir. Bir agirlikli projektif diizlem P(1, a, b) nin
stfir boyutlu alt ¢esitlemi Y ’nin Hilbert fonksiyonu, S/(Y") halkasinin Hilbert fonksiyonu

olarak tanimlanir:
Hy(d) = dlmK Sd — dlmK Id(Y) = diqu Sd — dimyq [d(Y),

burada [,(Y) = I(Y)N Sy, Y tizerinde sifirlanan homojen polinomlar tarafindan olugturulan
I(Y') sifirlayan idealinin d dereceli kismidir. Hatirlatmak gerekirse, Y = P(1, a, b)(F,) ise,
(27)’teki hesaplama doniisiimiiniin ¢ekirdegi /,4(Y") dir ve bu nedenle C;(Y") kodunun boyutu
Hy(d) < |Y|olur. Hy(d) = |Y| oldugu durumda Hilbert fonksiyonu alabilecegi maksimum
degere ulagir ve bu durumu saglayan d € Nw (burada w ile gosterilen w = (wy, ..., w,)

agirhiZidir) derecelerinin kiimesi olan diizenlilik kiimesi asagidaki sekilde tanimlidir.

Tanmim 4.2.6. Y = P(1, a, b)(F,) kiimesinin diizenlilik kiimesi,

reg(Y) = {d e NW: Hy(d) = |Y|}
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olarak tanimlanir.

Uyart 4.2.7. Eger d € reg(Y) ise, kodun boyutu maksimum olur, yani Cqy = F{ olur,
burada n = |Y|’dir. Bu nedenle, bu kod [n,n, 1] parametrelerine sahip asikar (trivial) bir
koddur.

Onerme 4.2.8. a ve b aralarinda asal olan iki pozitif tam sayilar olsun ve 1 < a < b olsun.
Bir d tam sayisi, Y = P(1,a,b)(F,) kiimesinin diizenlilik kiimesine aittir ancak ve ancak
d = dpab olacak sekilde bir dy > q ve (a + b)(q — 1) < d vardr.

Kanit. Bu sonug, Lemma 4.2.2 tarafindan verilen Red(d) projektif indirgenmis kiimenin
tanimindan yola c¢ikilarak elde edilmektedir. Buna gore, d € reg(Y) olabilmesi i¢in
|Red(d)] = [Y]| = ¢ +qg+1=(qg—1)?+3(qg — 1) + 3 durumu saglanmalidir. Bu da
a | dveb|dolmak iizere |Py| = (¢ — 1), |E.(d)| = |E,(d)| = |Ex(d)] = ¢ — 1 durumuna
esdegerdir.

(¢—1)? kosulunun saglanmast i¢in (¢—1, ¢—1) noktasimin P;’nin i¢inde yer almasi gereklidir
ki bu da (a + b)(¢ — 1) < d kosuluna esdegerdir. Bu durumda, (¢ — 1,0) € E.(d) ve
(0,¢g— 1) € Ey(d) oldugundan |E,(d)| = |E,(d)| = ¢ — 1 olur.

a ve b tam sayilari aralarinda asal oldugundan a | d ve b | d olmasi ab | d ile esdegerdir.
Buradan d = dyab olacak sekilde bir dy tam sayisinin varligin1 garanti edebiliriz. Ve

den(d; a,b) = dy + 1 olur. (36)’te verilen esitlige gore,
|Ep(d)] = min {g — 1,den(d;a,b) =2} =q¢—1 <= dy>gq,

olur ki bu da kanit1 tamamlar. ]
Teorem 4.2.9. a ve b, 1 < a < b olacak sekilde iki aralarinda asal pozitif tam sayt olsun.
Y =P(1, a,b)(F,) kiimesinin diizenlilik kiimesi asagidaki gibi verilmektedir.

reg(Y) = {d € N:dy > q olmak iizere d = dyab} = qab + Nab.

Kanit. Onerme 4.2.8’¢ gore, d = dyab seklinde yazarsak, dy > g olmak iizere bu durumun
(a+b)(g—1) < d kosulunu sagladigin1 kontrol etmek yeterlidir. « > 2 ve b > a oldugundan,
ab > 2b > a + b oldugu icin su sonucu elde ederiz:

d = doab > qab > q(a+b) > (¢ — 1)(a + ).
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Bu da ispati tamamlar. [

Uyari 42.10. ¢ = 1 durumunda [1, Corollary 3.9] referansiyla verilen ayrica bu
tez calismasinda da Sonu¢ 3.2.13 ile verilen sonucu yukaridaki teoremden de elde
edebilecegimiz agiktir. Bu Teoremin bize sagladii kolaylik geometrik bakis agisindan
kaynakli olarak Sonug 3.2.13 ispatindaki gibi Hilbert fonksiyonunun deger araliklarina gore
d derecelerinin diizenlilik kiimesine diisiip diismedigini kontrol etmemize gerek yoktur.
Hatta, kisaca gostermek gerekirse, a = 1 i¢in, Y = P(1,1,b)(FF,) olmak iizere, diizenlilik
kiimesi asagidaki gibidir:

reg(Y) = {d € N:d = dyb olmak tizere dy > ¢+ (¢ — 1)/b]} = <q+ {%J) b+ Nb.

Buradan,

-1
dob>(1+b)(¢—1) <= do> LqTJ +q,

oldugu kolayca goriiliir.

Simdi diizenlilik kiimesi ile ilgili olarak asagidaki 6rnegi ele alalim.

Ornek 4.2.2. X = P(1,a,b) olmak iizere a = 2, b = 3 olarak alalim. Sirasyla ¢ = 3,5, 7
olmak iizere Y = X(F,) rasyonel noktalar kiimesini ele alalim. Y kiimesinin Hilbert
fonksiyonlarmmin degerleri asagida verilen tablolarda sunulmugstur. Burada kirmizi renk ile
gosterilen d dereceleri Hilbert fonksiyonunun maksimum degere ulastigi degerlerdir. Bir

baska deyisle diizenlilik kiimesinin elemanlari olan d dereceleri kirmizi renk ile gosterilmistir.

Tablo 4.1 Y = IP(1, 2, 3)(F3)’in Hilbert fonksiyonunun degerleri

d [0 |1 [2[3 [4[51]6 7 8 ]9 10[11]12
He(d) |1 |1 [2 |3 [4 [5 |7 [7 [9 [10][10][11]12
d 13|14 [ 15|16 17 | 18 [ 1920 | 21 [ 22|23 [ 24 | 25
Hy(d) | 11|12 [12 |12 [ 11 [13 |11 |12 [12 [ 12|11 |13 |11
d 26 |27 |28 (2930 | 31 | 3233 |34 35|36 |37 |38
Hy(d) | 1212 [12 |11 [ 13 [ 11|12 [ 12 [12] 11 [ 13 [11] 12
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Tablo 4.2 Y = P(1, 2, 3)(F5)’in Hilbert fonksiyonunun degerleri

d O |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 11 12
Hx(d) |1 |1 (2 |3 |4 |5 |7 |8 [10]12]14|15] 18
d 1314|1516 |17 18|19 20 |21 |22|23 |24 |25
Hx(d) |19 |21 |23 24| 25|27 |27{28|29(29|2930]29
d 26 |27 |28 |29 (30|31 |32|33|34|35|36|37|38
Hx(d) |30 303029 |31|29[30|30|30]|29]31]29]30
d 39140 |41 |42 |43 |44 |45 |46 | 47 | 48 | 49 |50 | 51
Hx(d) |30 1301293129 |30[30|30]29]|31{29]30]30

Tablo 4.3 Y = P(1,2,3)(F7)’in Hilbert fonksiyonunun degerleri

d 0 [1 [2 [3 ][4 [5]6 7 [8 9 [10]11]12
Hy(d) |1 |1 [2 |3 |4 [5 |7 |8 [10|12] 141518
d 13141516 17 | 18 [ 1920 |21 | 22|23 [ 24 | 25
Hy(d) | 16 | 19 |21 |24 [ 26 | 29 | 31 | 34 | 36 | 39 | 41 | 43 | 45
d 26 |27 |28 (2930 | 31 | 3233 |34 |35]|36 |37 |38
Hy(d) | 47 |48 [50 | 51 | 52 |53 | 54 | 54 | 55|55 | 55 | 56 | 55
d 30 |40 |41 | 42 [ 43 |44 |45 | 46 |47 | 48 | 49 [ 50 | 51
Hx(d) | 56 | 56 | 56 | 55 | 57 | 55| 56 | 56 | 56 | 55 | 57 | 55 | 56
d 5253 [ 5455|5657 585960616263 64
Hx(d) | 56 | 56 | 55 | 57 | 55 | 56 | 56 | 56 | 55 | 57 | 55 | 56 | 56

4.2.3 Minimum Uzakhk

Bu kisimda, a < b aralarinda asal pozitif tam sayilar olmak iizere, P(1, a, b) uzayina kargilik
gelen Agirlikli Projektif Reed-Muller kodlarin temel parametrelerinden biri olan minimum
uzaklikla ilgili olan hesaplamalar ve sonuclar verilecektir. Hatirlatmak gerekirse, tez boyunca

P(1, a, b) uzaymin F -rasyonel noktalarinin kiimesi asagidaki sekilde aliacaktir:

Y =P(1,a,0)(Fy) ={[1:y1:y] 1,2 €F JU{[0:y1:1]:yq € F,} U{[0:1:0]}.

Her f € Sy \ 14(Y), igin Yy ile f’nin koklerini iceren Y’ nin Vi (f) alt cesitlemini
(variety) gosterecegiz ve ny = |Y7| olarak tanimlayacagiz. Hesaplama kodlariin minimum

uzakliginin tanimi geregi asagidaki esitligi yazabiliriz.

dmm(Cd,y)(: 5(Cd7y)) =n — max{nf : f €Sy \ [d(Y)}

Minimum uzaklik icin verilecek olan alt sinir hesaplanirken, literatiirde, ayakizi siniri
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(footprint bound) olarak da bilinen ve Grobner baz teorisine dayanan sinir kullanilarak 7 ¢
tizerine bir iist sinir verilmistir. Literatiirde afin ve projektif uzay durumlart icin [47, 51, 52],
Hirzebruch yiizeyleri icin [23], ve daha genel simitli ¢esitlemler (toric varieties) icin [22]

makalelerinde bu sinir kullanilarak minimum uzaklikla ilgili ¢alismalar yapilmistir.

S halkasi tizerindeki monomlarin kiimesi M iizerinde tanimli olan < monomsal siralamasina

kargilik gelen S halkasinin bir / homojen idealinin ayakizi asagidaki sekilde tanimlanir:

A(I) ={M € M : M # LM(g) herhangi bir g € I ve g # 0 igin }.

Burada, LM(g) notasyonu ile gosterilmek istenen g polinomunun bag monomudur (leading
monomial). Asagida verecegimiz Lemma sayesinde f € Sy \ 1;(Y) olmak iizere, f nin kok
sayilarini ifade eden n i¢in bir iist sinir elde edecegimizden dolayr minimum uzaklik igin de

bir alt sinir elde etmis olacagiz.

Lemma 4.2.11. [22, Lemma 5.5] Y = P(1, a,b)(FF,) olsunve I(Y, f) ile f € S bir homojen
polinomu i¢cin I(Y') + (f) idealini gosterelim. Buradan, herhangi bir f € Sy \ 1;(Y) ve
d € reg(Y') olmak iizere, ny < ns(d) = Hiy.py(d) = [A(1(Y, f))| olur

Kamit. Diizenlilik kiimesi reg(Y), Hyy)(d) = N olan d elemanlarindan olustugundan, d e
reg(Y') igin ev;y @ S; — Fy lineer doniigiimii 6rtendir. Sy \ 14(Y")’deki herhangi bir f igin,
Y; = {P € Y:f(P) = 0} kiimesini dogal projeksiyon doniisiimii F? — F, ile birlestirerek,
asagidaki oOrten fonksiyonu elde ederiz: Uy, S; — F,’. Boylece, n f=H I(Yf)(d) ve
d € reg(Yy) olur. I(Y, f) C I(Y}) kapsama iliskisi,

Li(Y, f) = 15Y) + Sg_q- (f) € Ii(Yy)

sonucunu verir. Dolayistyla, n ¢ igin bir iist sinir su sekilde verilir:

fip(d) = Hiey,p)(d) > ny = Hyyy(d).

Hyy,p(d) = |A;(I(Y, f))| oldugundan ispat tamamlanr. N

Yar1 polinomlardan, (3.2.4) bolimiinde bahsedilmistir. Fakat tekrar hatirlatmak gerekirse,
[40, Theorem 4.3.5] referansindaki Teoreme gore, M = S/I(Y, f) modiil icin Hy,(d) =
Py(d) olacak sekilde d > a(M) igin belirlenmis bir yari-polinom (quasi polynomial) Py,
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vardir. Burada a(M ), Hilbert serisi H.Sy,(t)’yi temsil eden rasyonel fonksiyonun derecesini
ifade eder ve a-invaryanti veya degismezi olarak adlandirilir. Diger bir deyisle, g (periyot)
pozitif bir tam say1 ve baz1 I, ..., P,_; polinomlart vardir 6yle ki d > a(M) ve d = i

mod g icin Hy,(d) = P;(d) esitligi gecerlidir.

I(Y) C I(Y, f) C I(Yy) oldugundan, eger f, S/I(Y ) nin bir sifir béleni ise, (Y, f) nin
Krull boyutu 1°dir. Bu nedenle, J = I(Y, f) ve f, S/I(Y)’nin bir sifir boleni ise, S/.J’nin
Hilbert yari-polinomunun derecesi 0’dir. (bknz. [53, Proposition 5] veya [54]). Bu nedenle,
ﬁf(cZ)’nin yeterince bilyiik d icin aldig1 degerler olarak ortaya c¢ikan sonlu sayida sabit
vardir. Bdylece, bu sabitlerin tiimiiniin maksimumu olarak 7;’yi tammliyoruz. Dolayisiyla,
tim bunlarin dogrultusunda ve yukaridaki Lemma’nin bir sonucu olarak Oncesinde de

bahsettigimiz gibi minimum uzaklik {izerine asagidaki sinir1 verebiliriz.

dmin(Cay) > N —max {ns: f € Sg\ 14(Y), S/I1(Y) halkasin bir sifir boleni. } (38)

Fakat 74’1 elde etmek i¢in Hilbert yari-polinomlarini1 hesaplamak kolay degildir. Bu nedenle,
n f(J) icin kolay bir iist sinir vermek amaciyla Grobner baz teorisinin asagidaki Lemma
ile verilecek olan kolaylik saglayacak klasik bir hilesine bagvurulacaktir ve bu sinir d’den

bagimsiz olacaktir.
Lemma 4.2.12. [52, Lemma 2.5] I C S, G = {qgo, ..., g} tarafindan iiretilen bir ideal
olmak iizere, asagidaki durum saglanir:

A(I) € As(LM<(g1), - - - LM<(gy))-

eger bu G, Grobner baz ise yukaridaki kapsama, esitlige doniisiir.

Lemma 4.2.13. [22] X bir basit simitli (toric) gesitlem ve Y C X bir alt gegsitlem olsun. G,

I1(Y') ’nin bir terim siralamast olan <’e gére Grobner bazini gostersin.
Aj(f) ={M e M;:VYg € GU{f}, LM(g) t M}.

Boylece, f € Sy \ 14(Y) icin

np(d) = Hreyp(d) < [Ai(f), (39)

olur. Ve iy (d) = |Az(f)] <= GU{f}, I(Y, f) nin < siralamasina gire Grobner bazidur.
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Uyart 42.14. X = P(1,a,b) ve Y = X(F,) olmak iizere, derecesi d olan ve her g € G
(Burada G ile kast edilen Grobner baz) i¢in LM(g) ilk monomuna béliinmeyen monomlarin

kiimesi, (< igin = <) MJ kiimesidir. Boylece,

Bilf) = {M €Mz m(f) £ M} (40)

|Az(f)| tist simrt igin, Lemma 4.2.13 vasitastyla Aj(f) = AZ(LM(f)) oldugundan, f’yi

bir monom olarak kabul etmek yeterlidir. Ayrica LM(f) = x®¢ ve a € Red(d) oldugunu

da varsayabiliriz. Bu nedenle, sabit bir a € Red(d) ve d > d icin, derecesi d olan x¢

monomunun projektif golgesi (projective shadow) asagidaki bi¢imde tanimlanir:
V(x4 = {x* € M;: x* x*¢ tarafindan boliinsiin. } = M \ A;(x>%).

Sonug¢ 4.2.15. Sozliik siralamasim < = <., olarak diigiinelim ve d e reg(Y') oldugunu
varsayalim. Boylece, her f € Sy \ 1(Y) i¢in

Kamit. d € reg(Y) oldugunda, [Mj| = H;, y)(d) N olur. |A;(f)|’nin degeri dogrudan
esitlik (40)’dan elde edilir. [

Her a € Red(d) ve d € reg(Y) i¢in, asagidaki esitligi tammlayalim:

L(a,d): = [Vg(x™)] = n — [A;(x>)]. (41)

Lemma 4.2.16. d € N\ reg(Y) ve d € reg(Y) olsun. Biylece minimum uzaklik icin bir alt
suir asagidaki gibi elde edilir:

dpmin(Cay) > min{ L(a,d) : a € Red(d)}.
Kanit. Acikga goriildigii gibi,
min(Cay) = n —max{ [Vy(f)[: f € Sg\ La(Y)}.

f € Sa\ Ii(Y) ve LM(f) = x®? olarak alalim. Teorem 4.1.6 ile a € Red(d) oldugunu
varsayabiliriz. Lemma 4.2.11 ve Lemma 4.2.13’den dolayr |[Vi-(f)| < [AzLM(f))|

77



oldugunu soyleyebiliriz ve dolayisiyla istenilen durum asagidaki gibi elde edilir:
Ain(Cay) > 1 — max{|A;(x*?)| :a € Red(d)} = min{L(a,d) : a € Red(d)}.

]

Uyar1 42.17. a € Red(d) olsun. d € reg(Y) oldugunda, z2, xf/a ve xg/b monomlari, M;’e

ait olmalidir. Hatirlatmak gerekirse,
MJ: {MGMJILM(Q)J[M}.

Dolayisiyla, tanim geregi eger x*? bu monomlardan ikisini bolerse, sabit bir say1 olmali

ve d = 0 olmalidir. O zaman, d > 1 ise, L(a, CZ) < n — 2 olur. Ayrica, d < d ise, x4

monomu, x*’yi boler ve L(a,d) > 1 olur, giinkii d ¢ reg(Y)dir. Sonug olarak, Lemma

4.2.16 tarafindan saglanan sinir asikar, 6nemsiz bir sinir (trivial) degildir.

Burada, minimum uzakligi, Lemma 4.2.16 tarafindan saglanan alt sinirin yeterince biiyiik
d icin esitlik oldugunu kanitlayarak belirlemek amaclanmaktadir. Bu dogrultuda asagidaki

adimlar izlenerek calismalar yapilmistir.

Oncelikle, d derecesine olan bagimliligi ortadan kaldirarak, d’ye bagh olmayan derecede M,
icindeki monomlarin projektif golgesinin eleman sayisinin bir formiiliinii vererek alt sinirin

bagimlilik durumunun ortadan kaldirilmas1 amaglanmaktadir. (bknz. Onerme 4.2.18).

Sonrasinda, Lemma 4.2.21 ve dogrultusunda verilen sonuglarla birlikte L = L(-,J)
fonksiyonunun Red(d)N{as < (1} konveks alanindaki minimumu belirlenecektir. Asagidaki
durumlarin Red(d) tanimindan elde edildigi kolayca kontrol edilebilir, 6yle ki
e egerd < bqg — 1ise, u, = {%J ve as < pp durumu her a € Red(d) i¢in gegerlidir,
fakat eger b | d ise, a = (0,d/b) hari¢ olmak iizere diger durumlar aym sekilde

gecerlidir.

Onerme 4.2.18. d € reg(Y) ve d > d + (¢ — 1) max{a + b, ab} kosullariu saglayan her
durumda ve her a = (ay, a3) € Red(d) icin, L(a,d) nin degeri d’ye bagh degildir ve L(a)
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w=q—1

£4+1

(a)yd < bg—1, b)d=bg—1<bq,
My = \‘d%le ve Uy = {%J ve
Her a € Red(d) i¢in as < Her a € Red(d) i¢in as < py

Sekil 4.4 Sirasiyla d = 19, 20 dereceleri ve P(1, 2, 3)(FF7) kiimesi i¢in verilen minimum uzakliklarin
alt sinirlarinin karsilastirilmast.

olarak gosterecegimiz fonksiyon asagidaki durumlart saglar:

(¢ —a1)(q — a2) eger aay + bas # d

max{q — a1,0} max{q — a2,0} +q— 1 — L‘”Tflj eger aa; + bay = dve ay # 0,

q-max{q — ¢,0} + max{q — L%J 1} eger (ar,az) = (0, %) ve b | d.
Kamt. a = (a1,as) € Red(d) ve x®¢ = gd~0m1702581202 olarak alahm. x*¢ monomunu
bolen x&4 = gdmom=biz2 8 482 olan & = (ay,a,) € Red(d) ciftlerinin sayisii sayarsak

asagidaki denkligi elde ederiz:

al )
Qs 42)

J— (lgll — bdg

ai

x*? boler x¥?! = as

VAR VAR VAN

d — aa, — bas

Burada, d € reg(Y) kabuliiniin | Red(d)| = ¢*> + ¢ 4 1 oldugunu garanti ettigini belirtelim.

Ozellikle, Red(d) = R(d) U H(d) kosulu asagidaki esitlikler dogrultusunda saglanir:
R(d)={(a,a2) €Z?: 1<y <q—1vel<ay <q—1} (43)

ve
H(d) = {(b(do — yo), yoa) € Z*: 0 < yo < q — 1 ve yo = do}, (44)
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Burada, d = dyab esitligi, dy > ¢ olan baz1 dy € N icin gecerlidir (bknz. Onerme 4.2.8).

Egera = (a1, a2) € Red(d)\H(d) ise, aa;+bay < d olur ve dolayisiyla (42) i¢indeki ii¢tincii
kosulun saglanmasi icin aa; + bas < cZ’yi de igermesi gerekmektedir. Bu, (a4, as) € R(aNZ)
oldugu ve dolayisiyla a; < ¢ — 1ile as < g — 1 durumlarinin saglandig1 anlamina gelir.

Sonug olarak,

d—d>(qg—1)(a+b) > aa + bas > a(ay — ar) + b(ay — az),

olur ve bu durum da (42)’deki iiciincii kosulu saglar. Bu nedenle, (42)’deki tiim kosullar
0<a;<a <qg—1ve0 < ay; <ay <q— 1iginsaglanir. Bu durumda, a; ve a sirasiyla,

q — a1 ve q — ao olas1 degerlerine sahiptir, bu da L fonksiyonunun ilk kosulunu saglar.

Simdi a € H(d) \ {(0,d/b)} oldugunu varsayalim. Bu durumda, aa; + bas = d olur ve
boylece, (42)’deki iiciincii kosul saglanmus olur. Ve x*, x&d "yiboler ancak ve ancak a; < a4
ve ay < @y durumlarn saglamr. R(d)’deki bu tiir ciftlerin sayis, a; ve a, ¢ — 1’den biiyiik
olabilse de a; < ¢ — 1 ve ay < g — 1 oldugundan, max{q — a;,0} max{q — ay, 0} olarak
verilir. a # (0, d/b) esitsizlii a; > 1 ve 0 < ay < aq oldugunu ifade eder. (44) esitligi ile,

her a = (a4, a2) € H(d) igin, asagidaki durumlar saglanir:

a < ) <= d—baggd—abyo

<— abyogd—d—i—bag

Bu nedenle d > d + (¢ — 1) max{a + b, ab} durumu, a; < d; kosulunun @, < 1 kosuluna
indirgenmesini her (a1, d;) € H(d)\{(0,d/b)} igin saglar. &, = ayy < ay kosulunu saglayan

tam olarak LaQTL’lJ tane a cifti oldugundan, asagidaki formiilii elde ederiz:

—1
L(a) = max{q — a1,0} max{q — as,0} + ¢ — 1 — {az J
a

bu da ikinci durumu kanitlar.

Son olarak, a = (0,d/b) ve b | d oldugunu varsayalim. Onceki durumdan farki, @;’in 0
olabilmesidir. Yani, dnceki formiile a; = 0, a; = d/b’yi ekleyip, (0,d/b) kosesi icin 1
ekleyerek son formiilii elde ederiz: ¢ - max{q — ¢,0} + max{q — L%J , 1}, ve boylece ispat

tamamlanur. ]
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Uyar1 4.2.19. Onerme 4.2.18°deki L(a) i¢in ikinci formiil 0 degerini alabilir, ancak bu sadece
a ¢ Red(d) ise miimkiindiir, bu da Uyar1 4.2.17 ile dogrulanmus olur.

Onerme 4.2.18’ye a = b = 1 durumlarini ekleyerek [47, Lemma 4.1]’u tekrar elde ederiz.

Ornek 4.2.3. Varsayalim ki, ¢ = 2, X = P(1,1,3) ve Y = X (F,) olsun. Teorem 4.1.4’¢

gore, asagida verilen egsitlik, 1(Y") icin evrensel Grobner tabaninit vermektedir.

G={fo= ngl + xﬂi fi= ngo + Iﬂé, fo= x%l’o + Iﬂg}.

Sahin ve Baldemir tarafindan [55] makalesinde verilen algoritmalardan birini kullanarak,
Cyy kodunun minimum uzakligimin 2 oldugunu hesaplayabiliriz. Bu, maksimum olasi kok
sayisina sahip bir homojen polinom olan f’nin kok sayisimin ny = |Y| — 2 = 5 oldugunu
ortaya koyar. Ve Onerme 4.2.18’nin calistigi en kiiciik olast d elemamimi analiz etmek icin

kullanilr.

d=(q—1)(a+0b) =4icin, Sq/14(Y) icin bir baz asagidaki sekilde verilir:
M4 = {le‘h T2Zo, xil, $1$g> xé}.

Sonug 3.2.13’ye gire, reg(Y) = 6 + 3N oldugundan, once her f € My icin I(Y) + (f) nin

Hilbert fonksiyonunun degerlerine bakariz ve asagidaki durumlari elde ederiz:

s _ 3
6 eger f =z1y,

Higyy+()(6) = _
5 eger f €My \ {z,z3}.

Bu durum, f = xz,x3 igin Hiyy1(py(6) ’nin en biiyiik ny = 5’ten biiyiik oldugunu ortaya
koyar.

Ancak, d > 2(q — 1)(a + b) = 8 alirsak, yani d € 9 + 3N alirsak, bu sorunu ¢ozebiliriz.
Gergekten de, f = xyx3 icin tim d € 9+ 3N i¢in 7y (d) = |A;(f)| = 5 oldugunu gériiriiz,
clinkii I(Y) + (f) ' min Grobner bazi G U {f} seklindedir ve S;/1;(Y, f) i¢in bir baz ise,

d/3 d—3
{233 2023 2ox® 24, 28} ile verilir.

Simdi a € Red(d) olmak iizere yani Red(d) kiimesi iizerinde minimumu tam olarak 1 olan

L(a, CZ) fonksiyonunun hangi d derecelerine karsilik geldigini veren Onermeyi verelim.
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Onerme 4.2.20. Eger d > d > (a + b)(q — 1) ise, 0 zaman mingepeq(a) L(a, d) = 1.

Kanmit. d > (a+0b)(q— 1) kosulu, (¢ — 1, ¢ — 1) noktasimin Py iginde yer aldig1, dolayisiyla
Red(d) iginde yer aldigi anlamina gelir. Minimum L agik¢a bu noktada elde edilir, ¢linkii

ad _ ,.d—(¢—1)(a+d) g-1 _g-1

x&d Ty 29 24" tarafindan béliinebilirdir ancak ve ancak @; = ¢ — 1,

, X

Go=q—1ved>d kosullar1 saglanir. Bu da ispati tamamlar. [

Simdi ise, L(ay, az) fonksiyonunun Red(d) N{as < i} alani iizerindeki minimumu ile ilgili
sonuglar ve gozlemler verilecektir. Bu durum, Figiir 4.4’de verilen ilk iki Figiirde goriilen

cokgenlere karsilik gelmektedir.

Ik olarak gozlemledigimiz durum, L(ay, a,) fonksiyonunun minimum degerine ulasmadig1
Red(d)N{ay < pp} kiimesindeki birgok (ay, as) noktasini ortadan kaldirir. Diger bir deyisle,
minimum degerin bir i¢ noktada elde edildigini sdylemekle kalmaz, ayn1 zamanda her yatay

cizgi y = ay iizerindeki boyle bir noktanin a; koordinatini da tanimlar (bknz. Sekil 4.5).

py=q— 1jp——e

(1 v e N

- -9 - 0 - — @
[ \ \ 1
| | I ‘

pa=q—1

Sekil 4.5 L’nin, Lemma 4.2.21 sayesinde elde edilen Red(d) N {as < py} tizerindeki olasi
minimum noktalarinin gosterimi

Lemma 4.2.21. ay € {0, ..., up} olarak alalim. Ayrica, X,, = {a; € N:(a1,a2) € Red(d)}

ve M,, = max X,, olsun.

Eger aM,, + bay < d ise, X,, iizerinde a1 — L(ay,as) tek degiskenli fonksiyonunun

minimumu tam olarak a, = M,, noktasinda elde edilir.

Eger aM,, + bas = d ise, minimum

{min{M,,,q} — 1, M,,} egeray;=0,1yadaa=1,
argmin L(-, ay) =
a1€Xa, {min{M,,,q} — 1} aksi takdirde.
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noktasinda elde edilir.

Kamit. Eger aM,, + bay # d ise, (M,,,as) ¢ H(d) anlamma gelir ve bu da M,, < ¢ — 1
demektir. Dolayisiyla, &, kiimesi tizerinde a; — L(ay, as) fonksiyonu Onerme 4.2.18 ile
L(ay,as) = (¢ — a1)(q — ay) olarak tanimlanir. Bu fonksiyon a;’e gore kesinlikle azalan bir

fonksiyondur.

Aksi halde, aM,, + bay = d olur. Bu durumda M,, > 1 (¢iinkii ay < 1) ve a3 — L(aq, as)
fonksiyonunun X, \ {M,, } tizerinde kesinlikle azalan oldugunu soyleyebiliriz ve asagidaki

iki durumun da saglandigini acik¢a goriiriiz:

1. M,, <qise,buX,, ={0,...,M,,} anlamna gelir.

2. M,, >q,buda X,, ={0,...,q— 1} U{M,,} durumuna kargilik gelir.

Ik durum icin asagidaki iki durumu karsilastiracagiz:

Lu@m@yzw—ﬂanm—aﬂ+q—1—{@;JJ

ve L(M,, —1,a9) = (¢ — Ma, +1)(¢ — a2) = (¢ — M,,)(q — az) + g — as. Bu iki fonksiyon

arasindaki farki hesaplayarak su sonuca ulagiriz:

1
LM@w@)—LM@f—L@):—l—{@ J+a2

Ikinci durumda, sadece L(M,,,as) = g — 1 — |2=1] ve L(q — 1,a2) = ¢ — az’yu
karsilastirmak kalir. Benzer sekilde farka bakarsak:

L(M,,, a) — L{q —1,a3) — [(“ — Das = ﬂ |

a

oldugu elde edilir. Her iki durumda da, &, kiimesi iizerinde a; +— L(ay, as) fonksiyonunun

minimumu min {M,,, ¢} — 1 ile ve ayrica ay € {0,1} veya a = 1 ise M,, ile elde edilir. [
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Yukarida verilen Lemmadan yola c¢ikarak agagidaki tek degiskenli fonksiyonu tanimlayalim:

a2»—>z(a2):L min{{wJ,q—l},ag (45)

a

Burada amacimiz, fonksiyonun hangi (ai,as) degerlerinde minimum degere ulastidini
gozlemleyebilmek oldugundan yukaridaki lemma ve sonrasinda tanimladigimiz (45)

fonksiyonu dogrultusunda asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 4.2.22. Yukaridaki varsayunlar altinda,

min  L(aj,a2) = min  L(ay)
(a1,a2)€Red(d) a2€{0,...,1p }
az<pp

oldugu elde edilir.

Kanit. Bu sonu¢ Lemma 4.2.21°in dogrudan bir sonucudur, gercekten, asagidaki durumlari

diistiniirsek,
_ { Ld 1 bagJ } M,, eger aM,, + bas < d,
min — | ,qg—1 =
a min {M,,,q} —1 eger aM,, + bay = d,
bu durumlarla birlikte kanit tamamlanair. O]

Uyari 4.2.1°de verilen ay = L‘H+(‘]_1)J sayisini hatirlarsak, Red(d) N {ay <} tizerinde

L(ay, ay) fonksiyonunun minimum degerini elde etmek igin, L tek degiskenli fonksiyonunun

{0, ..., up} tizerinde nasil degistigini gozlemlememiz gereklidir.

Uyari 4.2.23. En genelde agirliklar tizerindeki ¢ < b varsayimmi, (aj,as) € Red(d) \
H(d) ve ay > a; oldugunda (az,a;)’in de aym kiimede oldugunu ifade eder. Ayrica,
Onerme 4.2.18’de tanimlanan L fonksiyonu P,;’nin i¢ kisminda, simetriktir, yani eger hem
(a1,a2) hem de (as,a;) Red(d) \ H(d)’ye aitse, L(ay,as) = L(as,a;) dir. Bu nedenle,
Red(d)\ H(d) tizerindeki L fonksiyonunun minimumunu aragtirirken, a; < a; alt kiimesine

sinirlayabiliriz.
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. o = . d—1 . .
Uyar1 4.2.23 ile agiklananlar dogrultusunda L fonksiyonunu {0, cee LG_H’J} kiimesi

d—1

tizerinde incelemek yeterlidir. Boylece, < 0, .. ., L“ 5

J kiimesi lizerinde L fonksiyonunun

aldig1 degerleri inceleyerek asagidaki lemmayi elde ederiz.

Lemma 4.2.24. < 0, ..., H;JFH } kiimesi iizerinde, (45) esitliginde tanimlanan L fonksiyonu

asagidaki gibi verilir.

1. Egerd < a(q— 1) (yani cs < 0), ise

L(az) = (q - {@J) (¢ — az).

2. Egerd > a(q— 1) (yani ag > 0), ise

q— as eger az < Qg,

a

E(@) =
<q — LMJ> (g —a2) ay < oo durumu disinda kalan diger durumlarda.

Kamit. 11k durum, Onerme 4.2.18 ve (45) esitligi ile verilen L’nin tammu ile V‘%l’”J <

VJ < q — 1 gozlemi dogrultusunda elde edilir. Ikinci kistm da benzer sekilde, asagidaki

a

durumu g6z Oniinde bulundurarak elde edilir.

d—1-0 d—1-— —1
{—‘”J >q—1 < ay < { ba(q >J = as, (46)
a

ve boylece kanit tamamlanir. O

Lemma 4.2.25. Eger, L(ay) fonksiyonu, Lemma 4.2.24’de verildigi gibi, L(ay) =
(q _ L@J) (q — as) ise, {max {0, a0}, ..., {%J } kiimesinde kesinlikle artandur.

Kanit. a9’nin asagidaki durumu saglayan tiim degerleri i¢in
d—1-— -1 d—1
maX{O,{ ba(q )J}—f—lgaggmin{La—MJ,q—l}
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L(ay) — L(ay — 1) farka su sekildedir:

0 at 1) (Vq—s(ag—w - V_la_b@D s Ld—z—bagJ.

Eger a = 1 ise, yukanidaki ifade asagidaki hale gelir:

L(as) — L(ag — 1) =d+ (¢+1)(b—1) — 2ab

Ve bu ifade pozitiftir ¢iinkii a, < {%J ve ay < ¢ — 1 durumu saglanir.

Eger a # lise, x,y € Z igin

e el i e ] s R

durumu saglanir. Bu durumu x = d — 1 —b(as — 1) ve y = d — 1 — bay igin uyguladigimizda,

asagidaki sonucu elde ederiz:

L(ag) — L{ag — 1) > (¢ — ay + 1) V?TlJ —q+ {@J

as < {%J oldugundan, bu durum {@J > ay anlamina gelir, ve dolayisiyla
- - b—1
L(ag)—L(ag—l)Z(q—ag—l—l) a —1]1+1

olur, ve bu ifade pozitiftir ¢linkii ¢ > as ve b > a’dir. [

Yukaridaki lemma, f/(ag) fonksiyonunun ao’nin belirli bir araliginda kesinlikle artan
oldugunu gosterir. Ve L(ay) ve L(as — 1) arasindaki farkin pozitif oldugunu ispatlamak icin

farkli durumlar ele alinarak ispatlanmustir.

Onerme 4.2.26. {0,..., wp} kiimesindeki L Sfonksiyonunun minimum degeri asagidaki
sekilde elde edilir:

q(q — pa) egerl =0,

q—1 eger ! = .
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Kamit. d < (a + b)(g — 1) varsayimt oy = {(H+((171)J < g — 2 ifadesine denktir. Bu

nedenle, Uyar1 4.2.1 ile anlatilmak istenilene gore, ¢ = max {0, ap } olur.

1. Eger d < a(q — 1) (yani as < 0) ise, Lemma 4.2.24 (1)’de verilen L fonksiyonu,

Lemma 4.2.25’a gore, {0, ...,min { {%J ,q — 1}} kiimesinde kesinlikle artan bir

fonksiyondur. Bu yiizden, L’nin minimum degeri ¢ = 0 durumunda elde edilir.

2. Egera(q—1) < dise, { = a, > 0’dir. L fonksiyonu, Lemma 4.2.24 (2)’de verilmistir.
Bu nedenle, Lemma 4.2.25’a gore sadece L({) = q — (ile

B+ 1) = (q—t—1) (q_ V—1—b(£+1)J>

a

ifadelerini kargilastirmamiz gerekir.

d—1—a(

Tanim geregi, ¢ < 5 D) <041 oldugundan,

V—l—b(€+1)

J<q—1
a

oldugu kolayca kontrol edilebilir, bu yiizden L(¢ + 1) > ¢ — ¢ — 1°dir.

Sonug olarak, L(¢ + 1) — L(£) > (¢ — £) — (¢ — ¢) = 0. Bu durumda minimum deger her

zaman L (/) degerinde elde edilir, dolayistyla kanit tamamlanr. O

Simdi ise Lemma 4.2.16 tarafindan saglanan alt smirin tam olarak L(¢) oldugunu, diger
yandan L’nin minimum degeri olan L(¢) ile b | d iken d < bg oldugu durumdaki (0, d/b)

degerini karsilagtirarak gosterecegiz.

Fakat oncesinde a = b = 1 oldugu durumu ele alip bir uyar1 ile bu duruma karsilik gelen

minimum uzaklik verilecektir.

Uyar1 4.2.27. Egera = b = 1 ise,

i(O)ZQ(q—dH)Zq(q—d)+q—(d—1)=L<0,%),

oldugundan dolay1, bu durum dy,, (Cyy) = L(0) = ¢(q — d + 1) olmasina karsilik gelir. Bu

durumda, Lemma 4.2.16’in sagladig1 sinir kesin degildir.
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Ancak, bu sorun projektif diizlem P?'nin 3-gecisli yapis1 kullanilarak agilabilir. Bir bagka
deyisle, eger bir projektif diizlem, noktalar iizerinde gecisli bir otomorfizm grubuna izin
veriyorsa gecislidir. Projektif diizlemlerin gecisliligi lizerine kapsamli aragtirma i¢in [56]
makalesine bakilabilir. Oncelikle bu sorun icin bu gecislilik sayesinde literatiirde Serre

Esitsizligi olarak da bilinen 6nermeye bakacagiz.

Oncesinde bazi notasyonlar: verelim. Ilk olarak, [18] makalesinde tanimlandig1 gibi r
boyutlu projektif uzayin F,-rasyonel noktalar kiimesinin eleman sayisini p, notasyonu ile
gosterelim, yani, p, = [P"(F,)| =¢"+ ¢!+ -+ + 1 olsun.

Onerme 4.2.28. [47, Proposition 4.2] (Serre Esitsizligi) F € Fy[vo,...,zm) sifirdan
farkly derecesi d < q kosulunu saglayan homojen bir polinom ve V(F), F’nin, P™ m
boyutlu projektif uzay iizerindeki I-rasyonel sifirlarin iceren bir hiperyiizey olmak iizere

bu hiperyiizeyin eleman sayist iizerine bir simir asagidaki sekilde verilir:

IV (F)| < dg™ ™ + pp_o.

Onerme 4.2.28 ile verilen Serre esitsizliginden, F' € F,[xg, 21, 2] igin |V (F)| < ¢d + 1
oldugu aciktir. Dolayisiyla buradan, § = N — |V(F)| < q(qg — d + 1) esitsizligi elde edilir.
Lemma4.2.16’in verdigi sinira gore ise 6 > ¢(q—d+1) elde edileceginden § = din(Cay) =
L(0) = q(q — d 4 1) durumu elde edilir.

Simdi, L’nin minimum degeri olan L(¢) ile b | d iken ve d < bg oldugu durumdaki L(0, d/b)

degerini karsilagtiracagiz. Buradan, varsayalim ki d < bq olsun.

Eger b t d ise, o zaman her a € Red(d) igin, a; < 11, durumu ve Onerme 4.2.26, dogrudan

Lemma 4.2.16 tarafindan verilen alt sinir1 verir.

Eger b | d ise, ¢ — % > 1 olur ve Onerme 4.2.18 sunu belirtir:

(o) =o(o-) el 5] 1}

i. Eger d < a(q — 1) ise, ap < 0 ve bu yiizden ¢ = 0 olur. Ve dolayisiyla, agsagidaki
durum gecerlidir:
d—b d—b

<
ab a

d—>b
< q— 1 vebuyiizden q — L—bJ > 1.
a
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Eger a { d ise, o zaman Lemma 4.2.24 (1)’e gore,

s (o-[752]) oo [(]) 20(o-) <205)

olur. Egera | dveb > lise,dy > 1ved/a—1=dob—1 > dpa = d/bigin, b > a+1,
d = dpab’dir. Boylece, Lemma 4.2.24 (1)’e gore, asagidaki durum elde edilir:

=afo-[]) sao 2] 1) <alo-5) <2 05)

Dolayisiyla, a = b = 1 olmadik¢a L’nin minimumu L(0) = ¢(q — 1) olur.

ii. Egera(q—1) < dise, 0 zaman { = ay > 0 olur. Lemma 4.2.24 (2)’ye gore, agagidaki

durum elde edilir:

- d
L(E):q—€§q<q—|—1§L(0,g).
Bu nedenle, Lemma 4.2.16’e gore, minimum uzaklik icin bir alt sinir asagidaki gibi verilir:

- q(q — pta) egerd < a(q—1),
dmin(Cd,Y) Z L(E) -

q—1{ egera(q—1) < d < bg.

Bu bolimde suana kadar yapilan tim calismalar L ve L seklinde tanimlanan
fonksiyonlarin minimum degeri hangi noktalar ve durumlarda aldiklarim1 gézlemlemek
tizerine odaklanmistir. Bu dogrultuda agirlikli projektif uzaya karsilik gelen cokgenin kafes
noktalar1 baz alinarak bu noktalara gore tlim durumlar incelenmeye c¢alisilmigtir. Sonug
olarak, simdi verecegimiz bu boliimiin ana teoremi olan minimum uzaklig1 veren teoreme

ulasilmistir.
Teorem 4.2.29. C;y 'nin minimum uzakligr asagidaki sekilde elde edilir:
4(q = pa) egerd < alq—1),

Qin(Cay) = L(0) = S g — ¢ egera(qg—1) <d<(a+0b)(qg—1) < bgq,
1 egerd > (a+b)(qg—1)
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Kanmit. @ = b = 1 oldugunda minimum uzaklik ve minimum agirlikli kod kelimeleri [14,

Corollary 3.3 & Theorem 4.3] tarafindan verilmistir. Bu ylizden b > a oldugunu varsayalim.

dwin(Cay) > f/(f) esitsizligi bir dnceki sonuclardan gelmektedir. Tersini elde etmek igin,

her durum i¢in ny = n — L(¢) olan bir f polinomu bulmalyiz. Bu dogrultuda durumlara

gore asagidaki polinomlar elde edilmistir.

i.

11.

1il.

Egerd < a(q — 1) ise, ay < 0 ve £ = 0 olur. Buradan,

f=ap™ ] (@1 = i)

y1€J

burada r, d — 1’in a ile bolinmesinden kalan ve J, |J| = L%J olan F,’nin herhangi
bir alt kiimesidir. Boylece, deg(f) = r+ 14 a|J| = d olur. Polinom f, zo = Oile ¢+ 1
koke ve [1:1; :y2] formunda ¢|.J| koke sahiptir. Toplamda, g+ 1+¢|J| = ¢+1+¢ {%J

kokii vardir. Ciinki,

n—nf=q2+q+1—(q+1+q{%J)qu— V_lJ) = L(0)

a

olur ve boylece minimum uzaklhik L(0) = q(q — 1)

Egera(q —1) <d <a(q—1)+ b, 0 zaman ¢ = o = 0 olur. Buradan,

d—(g—1)a a
= = H (z1 — y1275)

Y1 EIE‘;

zo = 0ile (¢ + 1) kdke ve [1 : y; : yo] formunda (¢ — 1)q koke sahiptir. Toplamda,

¢* + 1 kokii vardir. Boylece,n —ny = ¢* + ¢+ 1 — (¢*+ 1) = ¢ = L(0). Dolayisiyla,

minimum uzakhik L(0) = g.

Egera(¢g—1)+b<d<(a+0b)(¢g—1)ise,ozamand — 1 —a(q — 1) = (b+r ve
{=ay>1ve0 <r <bolur. J/' F, nin herhangi bir alt kiimesi olup |.J'| = / ise,

f=ai™ I (@1 — g ] (22 — woaf)

y1€FY ya€J’

derecesid = r + 1+ (¢ — 1)a+ ¢b ve ny = ¢* + ¢ + 1 olan bir polinomdur, ¢iinkii
f.xo = 0ile g+ 1 koke, [1:y; : yo] formunda yo € F, \ J' ve ¢f koke ve [1:y; : o]
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formunda y, € J’ koklere sahiptir. Boylece,
Qin(Cay) =P +q+1— (P +(+1)=q— (= L(0).

iv. Eger (a+b)(¢ — 1) < d < bg, 0 zaman ¢ = ¢ — 1 olur. Buradan,

d—(g—1)(a+b o
f =y N T 1 —w128) T (22— yo2f) € Sa

Y1 GIF;; Y2 EF;

polinomu zy = 0ile g+ 1 koke, [1:y;:y»] formunda (¢—1)q kdke ve [1:0:y»] formunda
(¢ — 1) koke sahip olup toplamda ¢* + ¢ koke sahiptir. Bu, evy (f) kod s6zciigiiniin

agirligmim L(¢) = 1 oldugunu gosterir.

4.2.4 Kodlarmm Parametreleri icin Ornekler

Bu son boliimde 6rnek olmasi agisindan agirlig: belli bir uzaya karsilik gelen kodlarin tiim
parametrelerini verecegiz. Burada diizenlilik kiimesinin tanimindan dolay1 kodun boyutunun
maksimum degere ulastig1 d derecesi kirmizi renk ile gosterilmistir.

Tablo 44Y = P(1,2,3)(F3) tizerindeki kodlarin temel parametreleri

q a b | Derece (d) | Uzunluk (N) | Boyut (K) | Minimum Uzaklik ()
3 2 3 2 13 2 9
3 2 3 3 13 3 6
3 2 3 4 13 4 6
3 2 3 5 13 5 3
3 2 3 6 13 7 3
3 2 3 7 13 7 3
3 2 3 8 13 9 2
3 2 3 9 13 10 1
3 2 3 10 13 10 2
3 2 3 11 13 11 1
3 2 3 12 13 12 1
3 2 3 13 13 11 1
3 2 3 14 13 12 1
3 2 3 15 13 12 1
3 2 3 16 13 12 1
3 2 3 17 13 11 1
3 2 3 18 13 13 1
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Tablo 4.5 Y = P(1,2,7)(F3) tizerindeki kodlarin temel parametreleri

q a b | Derece (d) | Uzunluk (N) | Boyut (K) | Minimum Uzaklik ()
3 2 7 2 13 2 9
3 2 7 3 13 2 6
3 2 7 4 13 3 6
3 2 7 5 13 3 3
3 2 7 6 13 4 3
3 2 7 7 13 4 3
3 2 7 8 13 5 3
3 2 7 9 13 5 3
3 2 7 10 13 6 3
3 2 7 11 13 6 3
3 2 7 12 13 7 2
3 2 7 13 13 7 2
3 2 7 14 13 8 2
3 2 7 15 13 8 2
3 2 7 16 13 9 2
3 2 7 17 13 9 2
3 2 7 18 13 10 2
3 2 7 19 13 10 1
3 2 7 20 13 11 1
3 2 7 21 13 11 1
3 2 7 22 13 11 1
3 2 7 23 13 11 1
3 2 7 24 13 11 1
3 2 7 25 13 11 1
3 2 7 26 13 11 1
3 2 7 27 13 11 1
3 2 7 28 13 12 1
3 2 7 29 13 11 1
3 2 7 30 13 12 1
3 2 7 31 13 11 1
3 2 7 32 13 12 1
3 2 7 33 13 11 1
3 2 7 34 13 12 1
3 2 7 35 13 11 1
3 2 7 36 13 12 1
3 2 7 37 13 11 1
3 2 7 38 13 12 1
3 2 7 39 13 11 1
3 2 7 40 13 12 1
3 2 7 41 13 11 1
3 2 7 42 13 13 1
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda literatiirde Agirlikli Projektif Reed-Muller Kodlart (kisaca WPRM
kodlar1) olarak bilinen kod ailelerinin X = P(1,a,b) ve X = P(1,1,b) agirhikl
projektif uzaylarina karsilik gelen smiflar1 calisilmistir. Bu tez calismasiin ilk hedefi
dogrultusunda @ = 1 durumu ile ¢alismalara baglanmis olup, bu uzayn cebirsel degismezleri
(algebraic invariants) olarak adlandirilan sifirlayan ideali (vanishing ideal), dereceli minimal
serbest ¢oziilimili (graded minimal free resolution), Hilbert serisi ve fonksiyonu elde
edilmistir. Ek olarak, bir bagka cebirsel degismez olan diizenlilik kiimesi de elde edilmistir.
Ayrica @ > 1 oldugu durumda yani X = P(l,a,b) ve ¥ = X(F,) oldugu
durumda da cebirsel degismezlerle ilgili sonuclar elde edilmistir. Cebirsel degismezler ile
kodlarin temel parametreleri arasindaki iligki literatiirde bilinmektedir. Bu iligki tanitilarak,
cebirsel degismezlerle ilgili elde edilen sonuclar dogrultusunda kodun yapist anlagilmaya
cahgilmistir. Ik olarak, ¥ = X(F,) rasyonel noktalar kiimesindeki noktalarin sifir
oldugu polinomlarin bir kiimesi olan sifirlayan ideal I(Y)’nin dereceli minimal serbest
coziiliimiiniin formu elde edilmis ve bu ispatlanmugtir, [1, Theorem 3.2]. Buradan, serbest
coziliimler ve Hilbert serileri arasindaki iligki kullanilarak Y kiimesinin Hilbert serisi ve
dolayisiyla Hilbert fonksiyonu elde edilmistir, [1, Proposition 3.3, Corollary 3.4, Theorem
3.5, Theorem 3.6]. Hesaplama doniisiimii (bknz. (27)) olarak adlandirilan doniisiimiin
goriintiisii olarak elde edilen hesaplama kodlarindan biri olan ve bu tez calismasinda
ele alinan WPRM kodlarinin boyutu, doniisiimiin tanimindan dolayr Hilbert fonksiyonu
vasitasiyla hesaplanabilirdir. Bu bilgi dogrultusunda, Y kiimesinin Hilbert fonksiyonunun
degerlerini veren sonuclar aynt zamanda kodun boyutunu da elde etmemizi saglamistir,
[1, Corollary 3.7, 3.8]. Ayrica, literatiirde kullanilan bagka bir yontem kullanilarak S;/1,
koordinat halkasinin bazi bulunmug ve bu kiimelerin boyutlar1 hesaplanarak bu uzaya
karsilik gelen kodlarin boyutlar1 farkli bir yontemle de hesaplanmigtir, [1, Theorem
3.10, Corollary 3.11]. Bir bagka Onemli cebirsel degismez olan diizenlilik kiimesi de
hesaplanarak Hilbert fonksiyonunun maksimum degere ulastig1, bir baska deyisle, Hy (d) =
|Y| oldugu d derecelerinin kiimesi elde edilmistir. Bu kiime ilk olarak [1] makalesinde
sadece Y = IPP(1,1,b)(F,) durumu icin elde edilmistir. Bu kiimedeki d derecelerinde
kod maksimum boyuta ulagsacagindan bu kodlarin minimum uzakligi 1 de8erindedir ve
asikar (trivial) kodlar olarak adlandirilir. Dolayisiyla, bu kiime bize agikar kodlar1 elemek
icin referans olacaktir, [1, Corollary 3.12]. Ek olarak, literatiirde Hilbert yari-polinomu

(Hilbert quasi-polynomial) olarak bilinen Hilbert fonksiyonunun bir yerden sonraki bazi
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d derecelerinde aldig1 degerlerin belirli bir diizenlilik gosterdigini de aktaran polinomlarla
ilgili olarak da Y = P(1,1,b)(F,) kiimesi i¢in sonug¢ verilmistir, [1, Corollary 3.15].
Y = P(1,1,b)(F,) kiimesinin Hilbert fonksiyonlarinin degerlerini anlamak ve hesaplamak
icin yapilan 6rnekler dogrultusundaki gozlemlerde dikkat ¢ceken durumlardan biri; Hilbert
fonksiyonunun maksimum degere ulasti1 ilk d derecesinden sonra belirli bir diizenlilik
gosterdigidir. Yari-polinomlarla ilgili verilen sonu¢ dogrultusunda bu durum net bir sekilde
ifade edilmis ve bu diizenli yap1 gosterilmistir. Ayrica, bu uzaya karsilik gelen kodlarin
parametrelerinden minimum uzaklik da formiilize edilip sunulmustur, [1, Theorem 4.1].
Tiim bu calismalar1 destekleyecek sekilde ornekler Macaulay2 [44] ve SageMath [45]
gibi cebirsel hesaplama programlar1 kullanilarak tablolastirilmis ve bu tez caligmasinda
sunulmustur. Boylece bu tez calismasinin baslangicindaki planlanan hedeflerden ilki
bagartyla tamamlanmis olup, tiim bu ¢alismalarin bir genellemesi olacak nitelikte @ > 1
durumu da ele alinarak farkli yontemler ve bakis acilariyla bu durum i¢in de sonuclar elde
edilmigtir. Bu sebeple bu tez calismasi Kisim I (bknz. Kisimlar (3.), (3.2)) ve Kisim II (bknz.
Kisimlar (4.),(4.2)) seklinde iki ayr1 kistma ayrilmistir. Suana kadar anlattigimiz calismalar
tezin ilk kismini olusturmakla birlikte simdi ise ikinci kisimda yaptigimiz caligsmalar
dogrultusunda elde edilenler agiklanacaktir. Kisum II. ad1 altinda verilen ¢alismalarda a < b
aralarinda asal iki pozitif tam sayilar olmak iizere, X = PP(1, a,b) agirlikli projektif uzay1
ile iligkili kod aileleri ele alinmis olup, diger kistmdaki sonuglarda izlenen yontemlerden
farkli olarak geometrik ve kombinatorik bakis acist dikkate almmistir. Y = X(F,) bu
uzaym [ -rasyonel noktalar kiimesi olmak iizere, bu uzayin sifirlayan idealinin evrensel
Grobner bazi ve Graver bazi oldugu gosterilmistir, [2, Theorem 2.4]. Bu dogrultuda bu
tez calismasinda Grobner baz, evrensel Grobner baz, Graver baz tanimlar ele alinmustir.
Y kiimesine karsilik gelen C,;y kodunun boyutu, uzaya karsilik gelen Pp kafes ¢okgeninin
rasyonel noktalarinin sayisi ile bu kodun bazi arasindaki iligki kullanilarak elde edilmistir.
Bu dogrultuda oncelikle projektif indirgeme kavrami goz oniinde bulundurulmus bu uzaya
karsilik gelen ¢okgenlerin projektif indirgeme kiimesi elde edilmistir, [2, Theorem 2.7].
Boylece, kodun bazi hesaplanirken bu ¢okgenlerin rasyonel noktalarindan hangilerini goz
oniinde bulundurmamiz gerektigi konusunda bu kiime referans alinmaktadir. Bu dogrultuda
dikkate aldigimiz uzayla iligkili cokgenlerin rasyonel noktalarinin detayl analizleri yapilarak
bazi kiimeler tanimlanmig, bu kiimelerin eleman sayilar1 hesaplanmistir. Bu hesaplamalarda
ihtiyacimiz olan kavramlardan niimerik yarigruplarla da iligkisi olan 6nemli bir kavram,
denumerant kavrami da bu caligmalarda goz Oniinde bulundurulmug ve tez calismasinda

tanitilmigtir. Boylece, Cy;y kodunun boyutu geometrik bir yontemle elde edilmis olup,
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bunun bir sonucu olarak ¢ = 1 durumu i¢in de kodun boyutu farkli bir yontemle
tekrar ispatlanmistir, [2, Theorem 2.12, Corollary 2.13]. Onceki kisimda ele aldigimiz
onemli cebirsel degismezlerden biri olan diizenlilik kiimesi,}Y = X (P(1,a,b)(F,) kiimesi
icin de elde edilmis olup, hem asikdr kodlar1 eleyebilmek hem de minimum uzaklik
kavraminin hesaplanmasinda d dereceleri hakkinda fikir vermesinden dolayr 6nemli bir
kavram bu uzay icin de elde edilmistir, [2, Theorem 3.4]. Son olarak, temel parametrelerden
minimum uzaklik ile ilgili calismalar yapilmis olup bu kisimda literatiirde ayakizi siniri
(footprint bound) olarak bilinen temeli Grobner baz teorisine dayanan bir sinir kullanilarak
minimum uzakliga bir sinir verilmeye ¢alisilmigtir. Bu dogrultuda, bu teori, caligmalarda ele
aldigimiz uzaya uygulanarak bu uzaya karsilik gelen kodun minimum uzakligina alt sinir
elde edilmigtir, [2, Lemma 4.5]. Bu alt sinir daha 6nce bahsettigimiz projektif indirgeme
kiimesindeki noktalara ve diizenlilik kiimesindeki d derecelerine bagl olarak elde edilmistir.
Verilen alt sinir ayakizi sinirinin ana fikrine dayanarak elde edilmis bir kiime ile verilmistir.
Ve dolayisiyla bu kiimenin eleman sayisi elde edilerek minimum uzaklik i¢in alt sinirin
degerleri hesaplanmigstir. Bu hesaplamalarda her durum ayrintili bir sekilde ele alinmig
olup, cokgenlerin kafes noktalarina da bakilarak minimum uzakli§a sinir verebilmek i¢in
tanimlanan fonksiyonlarin hangi noktalarda minimum deger aldig1 incelenmistir, [2, Section
4.2]. Boylece d derecelerinin durumlarina gore minimum uzaklik i¢in bir alt sinir elde
edilmis olup, minimum kod kelimeleri i¢in minimum uzaklig1 veren tam kok sayisina sahip
olan d dereceli homojen polinomlar da elde edilerek bu sinirin minimum uzaklig1 tam olarak

verdigi de gosterilmistir, [2, Section 4.3, Theorem 4.18].

Sonug olarak, bu tez calismasi boyunca X = P(1,a,b) ve Y = X(F,) olmak iizere
bu uzaya karsiik gelen Cyy agirhikh projektif Reed-Muller kod ailelerinin (WPRM)
temel parametreleri hesaplanmis olup, bu dogrultuda cebirsel degismezlerle ilgili de
sonuclar verilerek bu detayli calismalar ve incelemeler dogrultusunda kod ailesinin
yapist anlagilmistir. Bu tez calismasinin sonucunda farkli durum, gézlemler ve yontemler
dogrultusunda iki ayr1 makale ciktis1 elde edilmistir, [1], [2]. Bu tez ¢calismasinda kullanilan
tiim figiirler Latex programindaki Tikz paketi kullanilarak elde edilmis olup, benzer sekilde
tablolarla sunulan farkli kod ailelerinin parametreleri de SageMath ve Macaulay2 programi
vasitasiyla elde edilmistir. Bu calisma dogrultusunda, kullanilan fikir ve yontemlerin daha
genel durumlara da uygulanabilecegi ongoriilmektedir. Bu sonuglar dogrultusunda iizerinde
durulan kod ailelerinin yapilar1 anlagildifindan dolay:r bu kod ailelerine ¢alisma noktasinda
da fikir olusturdugu diisiincesinden hareketle literatiire bu anlamda da bir katki saglandig1

diisiiniilmektedir.
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