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OZET

CATILAR UZERINDEKI BAZI TOPOLOJIK OZELLIKLER

Can BALIKCI
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Tez Damismani: Prof. Dr. Riza ERTURK
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Bu tezin amaci, latis kavrammin 6zel bir hali olan cat1 kavramini tanimlamak ve bu yap1

iizerinde, ayirma aksiyomlar1 ve kompaktlik gibi topolojik 6zellikleri ¢alismaktir.

Bu calisma alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tez konusuna kisa bir giris

yapilmistir.

Ikinci béliimde latis teorinin temeli olan kismi sirali kiimelere ve bu kiimeler iizerindeki baz1
0zel yapilara deginilmistir. Bunun yani sira latis kavramina deginilmis ve ayrica kategori

teori ile ilgili baz1 temel tanim ve kavramlara yer verilmistir.



Ucgiincii boliimde, ¢at1 ve lokal kavramlari ile bu kavramlar {izerine kurulan bazi yapilar
incelenmistir. Diger taraftan alt lokal kavramina ve ayrica lokalik doniistimlerin yapilarina

yer verilmistir.

Dordiincii boliimde topolojik uzaylar teorisinde bulunmayan altfitlik ve fitlik aksiyomlar1
tanitilmistir. Bunun yani sira Hausdorff aksiyomunun lokal teorideki versiyonlar1 verilmistir.

Bu boliimde ayrica tiim bu aksiyomlar arasindaki iligkiler incelenmistir.

Besinci boliimde kompakthik kavrami tanitilmis ve aywrma aksiyomlar: ile kompaktlik
arasindaki iligkiler incelenmistir. Ayrica kompaktlastirma kavraminin nokta-bagimsiz bir

karsiligina yer verilmistir.

Altinc1 bolimde degerleme doniisiimii ve bu doniisiim yardimiyla elde edilen metrik

tanitilmstur.

Anahtar Kelimeler: Latis, Cati, Lokal, Alt lokal, Lokalik doniistim, Kompakt, Kismi siralt
kiime, Kategori teori, Altfit, Fit, Hausdorff, Degerleme



ABSTRACT
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The aim of this thesis is to explore the concept of frame, which is a special kind of a
lattice, and to examine their topological properties, such as separation axioms and

compactness.

The study consists of six chapters. The first chapter provides a brief introduction to the

thesis.

In the second chapter, partially ordered sets, the basis of lattice theory, are discussed, as
well as some special structures based on them. In addition, the concept of lattice is

introduced and some basic definitions and concepts related to category theory are given.

The third chapter examines the concepts of frame and locale and some structures derived
from these concepts. Furthermore, the concept of sublocales and the structures of localic

mappings are discussed.



In the fourth chapter, the concepts of subfitness and fitness, which do not exist in the
theory of topological spaces, are introduced. Moreover, local theory versions of the
Hausdorff axiom are presented. This section also analyses the relations between all these

axioms.

The fifth chapter introduces the concept of compactness and explores its relations with

separation axioms. Additionally, it presents a point-free counterpart to compactification.

The final chapter introduces the valuation map and the metric derived from this map.

Key Words: Lattice, Frame, Locale, Sublocale, Localic Mapping, Compact, Partially
Ordered Set, Category Theory, Subfit, Fit, Hausdorff, Valuation.
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1.GIRIS

Bu tez caligmasinin amaci, bir tam latisin 6zel birer hali olarak tanimlanan ¢at1 (frame) ve
ko-cat1 (co-frame) yapilar1 iizerinde kompaktlik, ayirma aksiyomlar1 gibi bazi topolojik
ozellikleri, latisler iizerinde tanimlanan gercel degerli fonksiyonlar yardimiyla elde edilen
degerleme (valuation) doniistimlerini ve bu doniistimler kullanilarak elde edilen metrikleri ele

alan bir derleme ¢aligmasi ortaya koymaktir.

20. ylizyilin baslarinda topolojide “acik kiime” kavramimnin ortaya konulmasindan bu yana
[20], acik kiimelerin olusturdugu latis yapisi bir¢ok arastirmaya konu olmustur. 1930’lu
yillarin ortasinda Marshall Stone [2, 3], Boole cebirleri {izerine yaptig1 ¢alismalarda latis
teori ve topoloji arasinda bir koprii niteligi tasiyan Stone Temsil Teoremi’ni ortaya
koymustur. Bu teorem, her Boole cebirinin, tamamen baglantisiz kompakt Hausdorft bir
uzayin kapali-agik kiimelerinin olusturdugu Boole cebirine izomorfik oldugunu ifade
etmektedir. Tiim bu gelismeler, topolojinin yalnizca geometri ile degil cebirle de dogrudan
bir iligki icerisinde olabilecegi ve cebirsel yapilar kullanilarak ilging uzaylar elde
edilebilecegi gibi sonuglar ortaya koysa da sistematik bir genellestirmenin yapilmasi

ylizyilin ortalarini bulmustur.

Ehresmann ve Bénabou [21], 1957 yilinda sonlu infimumlarin keyfi supremumlar iizerine
dagildig1 ve ‘lokal latisler’ olarak adlandirdiklar1 6zel bir latis tiiriiniin, topolojik uzaylarin
latis teoriye bir genellestirilmesi olarak goriilebilecegini iddia etmislerdir. Dowker ve
Papert’in caligmalarindan sonra, bu genel yapi icin lokal latisler yerine c¢at1 (frame) ismi
kullanilmaya baslanmistir. Kolayca goriilecegi gibi, her topolojik uzayn agik kiimeler ailesi
bir catidir; fakat aksine verilen her L catisina izomorf olacak sekilde bir topolojik uzay
bulunmasi gerekmez. Bu durum, ¢atilar teorisinin topolojik uzaylar teorisinden daha genel

oldugunun agik bir gdstergesidir.

Isbell [9], 70°li yillarin basinda c¢atilar kategorisinin duali olan lokaller kategorisini
tanimlamistir. Topolojik uzaylar kategorisi ile bire-bir iligki i¢erisinde olmas1 sebebiyle,

giinlimiizde genellesmis topolojik uzaylar olarak kabul goren lokaller iizerine yaptigi



calismalar, topos teoriden fonksiyonel analize [25], halka teorisinden [26], kuantum mantiga
[27] uzanan birgok farkli alana katki saglamistir. Lokal teori, Tychonoff teoremi gibi segme
aksiyomuna bagli olan teoremlerin, bu aksiyomdan bagimsiz ispatlarinin elde edilmesine
olanak tanir. Bunun yami sira, yapilandirict (constructive) ispatlar igermesi sebebiyle
yalnizca teoriyi zenginlestirmekle kalmaz, ayn1 zamanda topolojik kavramlarin bilgisayar

bilimleri gibi uygulamali alanlarda temsil edilebilmesine olanak saglar.

Alt1 boliimden olusan bu ¢alismanin birinci boliimii giris boliimii olup, tez hakkindaki genel
bilgileri ve dnceki calismalar icermektedir. ikinci boliimiinde tezde kullanilacak olan temel

kavram ve ozellikler ele alinmistir.

Ugiincii boliimiin ilk iki kesiminde, Heyting cebirleri ve sober uzaylara yer verilmistir.
Ayrica, cat1 ve lokal kavramlari ile bir L catisindan cebirsel yollarla elde edilen Spektrum
uzaylar1 tamitilmistir. Bu uzaylar yardimiyla elde edilen bazi 6zel funktorlar ve topolojik
uzaylar kategorisi ile catilar kategorisi arasmndaki iliskiler incelenmistir. ikinci kesimde;
Boole cebirlerinin baz1 6zelliklerine yer verilmistir. Ugiincii kesimde, ilk olarak alt lokal
kavrami verilmis ve catilarin denkligi tanitilmistir. Ayrica, agik ve kapal alt lokal kavramu ile
niiklei igslemine yer verilmis ve bu kavramlarm birbirleriyle olan iligkisine deginilmistir. Son

kesimde ise lokalik doniisiimlerin yapilar1 incelenmistir.

Dordiincii boliimiin ilk kesiminde, altfit ve fit kavramlarina yer verilmistir. Ayrica Tp, ve T;
aksiyomlar1 ile altfit ve fit dzellikleri arasindaki iliskiler incelenmistir. ikinci kesimde, I-
Hausdorff, DS-Hausdorff, regiilerlik ve tamamen regiilerlik aksiyomlar1 verilmis ve bunlarin

ilk kesimde verilen ayirma aksiyomlari ile iligkilerine deginilmistir.

Besinci boliimde, kompaktlik ve kompaktlastirma kavramlari tanitilmis ve ayrica kompaktlik

ile ayirma aksiyomlar1 arasindaki iligkilere yer verilmistir.

Altinct boliimde, reel degerli bir doniisiim olan degerleme doniisiimii verilmis ve bu dontisiim

yardimiyla elde edilen metrik ve 6zellikleri tanitilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde, tezde kullanilacak olan bazi tanimlar, teoremler ve sonuglar verilecektir.
2.1. Kismi Sirah kiimeler; Zincirler

Bu kesimde, kismi siral1 kiime, baz1 6zel kismi sirali kiimeler ve kismi sirali kiimelerin bazi

ozellikleri verilecektir. Bu kesimde [13] nolu kaynak temel alinmaistir.

2.1.1.Tanmm: Bir X kiimesi lizerinde tanimhi “<” bagintis1 Vx, y, z € X i¢in asagidaki

kosullar1 sagliyorsa X kiimesine bir kismi sirali kiime denir.
(P1) Vxigin x < X,

P2)x<yvey<xisex=y,
PI)x<yvey<zisex <z

2.1.1.0rnek: Bir I kiimesinin tiim alt kiimelerinin ailesi olan P(I), alt kiime olma bagmtis

ile bir kismi sirali kimedir.

2.1.2. Tamim: Kismi sirali bir P kiimesinde, Vx € P i¢in a < x olacak sekilde bir a € P varsa bu

a’ ya P’ nin en kii¢iik eleman1 denir.

En kiiciik eleman varsa tektir. Gergekten a € P ve b € P en kiigiik elemanlar ise tanim geregi
a<bveb<aolacagii¢cin a =b elde edilir. P’nin en kii¢iik elemani 0 ile gosterilir. Bu elemanin
dualine ise en biiylik eleman denir ve 1 ile gosterilir. En kiiglik ve en biiyiik elemanlar (varsa)

P’nin evrensel siirlari olarak adlandirilir.

2.1.3.Tamim: Bir P kismi sirali kiimesinde, Vx, y € P i¢in x <y ya da y < x oluyorsa, bu kismi

sirali P kiimesine bir tam sirali kiime veya bir zincirdir denir.

2.1.2.0rnek: R reel sayilar kiimesi verilsin. Vx, y € R icin x <y bagmtisi, standart siralama

olarak tanimlanirsa, R bu bagintiya gore bir zincirdir.

2.1.1.0nerme: S, P kismi sirali kiimesinin bir alt kiimesi olsun. S, P deki kapsama bagntis
ile kendi i¢inde bir kismi sirali kiimedir. Ayrica herhangi bir zincirin alt kiimesi de bir

zincirdir.



2.1.4.Tammm: Bir X kismi smrali kiimesinin duali, X kismi swrali kiimesindeki elemanlar

lizerindeki ters kismi siralama bagmtist ile elde edilir ve X ile gosterilir.

2.1.5.Tanim: Q, P birer kismi sirali kiime olmak tizere F: P — Q fonksiyonu eger asagidaki
(1) vVx,y €Pi¢in x<y = F(x) < F(y),

(2) Vx,y € Pi¢cin x <y = F(x) > F(y),

kosullar1 sagliyorsa bu fonksiyona sirasiyla azalmayandir ve artmayandir denir.

Bir azalmayan fonksiyonun tersi var ve azalmayan ise bu fonksiyona bir izomorfizma denir.
Sonug olarak P ile Q kismi sirali kiimeleri arasinda tanimli bir fonksiyonun izomorfizma

olabilmesi i¢in bire-bir, 6rten ve azalmayan olmasi ve ayrica
(1" vx, y € P i¢in F(x) < F(y) = x <y kosulunu saglamasi gerekir.

Benzer sekilde, bir artmayan fonksiyonun tersi var ve artmayan ise bu fonksiyona bir dual
izomorfizma denir. Diger bir deyisle, P ile Q kismi sirali kiimeleri arasinda taniml bir

fonksiyonun dual izomorfizma olabilmesi i¢in bire-bir, 6rten ve artmayan olmasi ve ayrica
2" Vx,y€ePicin FX)<F(y) = x>y
kosulunu saglamasi gerekir.

2.1.6.Tamim: Bir P kismi sirali kiimesinde a, b € P i¢in “a kapsar b”, a>b ve a > x > b olacak

sekilde bir x € P olmamasi ile ifade edilecektir.
2.2. Latisler

Bu kesimde, latis kavramu ile ilgili baz1 tanimlar, 6zellikler ve sonuclar verilecektir. Bu kesimde

[6, 7, 13] nolu kaynaklar temel alinmistur.

2.2.1. Tammm: Kismi siral1 bir P kiimesi ve A € P verilsin. A’nin iist sinirlar kiimesinin (varsa)
en kii¢lik elemanina A’ nin supremumu denir ve sup(A) ile gosterilir. Bu kavramimn duali olarak,
A’nm alt smirlar kiimesinin (varsa) en biiyiik elemanina A’nmn infimumu denir ve inf(A) ile

gosterilir. Ters simetri 6zelligi geregi, sup(A) ve inf(A) varsa tektir.

2.2.2.Tanim: P bir kismi siral1 kiime olmak tizere, Vx, y € P i¢in sup{x, y} ve inf{x, y} varsa,
P bir latistir denir. Bir P latisindeki Vx, y € P i¢cin sup{x, y} = x V y ve
inf{x, y} = x A y bi¢iminde gosterilir.



Bir L latisinin keyfi VA alt kiimesi i¢in sup(A) € L ve inf(A) € L oluyorsa L’ye tam latis denir.
A =L ise A kiimesi en kii¢iik eleman 0’1 ve en biiyiik eleman 1’1 igerir. (L, <) bir latis olmak

iizere, bu latisin duali olan (L, =) de bir latistir.

Her latis tam olmak zorunda degildir. Ornegin L = (R, <) bir tam latis olmasma ragmen

(Q, <) iizerindeki  bilinen srralama bagntis1 ile bir tam latis degildir: Ciinkii

A= {x € (v/2,V/3): x € Q} alt kiimesi diisiiniiliirse, sup(A) & L ve inf(A) & L dir.

2.2.3.Tammm: A, P latisinin bir alt kiimesi olsun. P latisindeki V ve A islemleri altinda
“Ya,beE A=>aVbeAveaAb€ A” kosulu saglaniyorsa A’ya, P latisinin bir alt latisi denir.
Her alt latis, alt latisi oldugu P latisinin V ve A islemleriyle bir latistir. Bos kiime ve bir elemanli

alt kiimeler birer alt latistir.

2.2.4.Tanim: P ve Q birer kismi sirali kiime olmak tizere, bu iki kiimenin carpimi
PxQ = {(x, y) | x € P, y € Q} bi¢ciminde tanimhidir. PxQ kiimesi lizerindeki siralama;

X1, X2 € P ve y1, y2 € Q olmak tizere,
(X1, Y1) Spxq (X2, ¥2) = X1 S pXp Ve y; <qV, bi¢imindedir.

2.2.1.0nerme: L, M birer latis olmak iizere LxM, yukarida belirtilen siralamaya gore bir

latistir.

Kanit: (x1, y1), (X2, y2) € LxM ise Vi= 1, 2 i¢in (X1 V X2, y1 V ¥2) > (X;, yi) dir. Dolayisiyla
(X1 VX2, y1 Vy2), V(Xi, yi) icin bir iist smirdir ve bu iist smir diger biitiin iist sinirlardan

kiigiiktiir: Gergekten (u, v), V(Xi, yi) i¢in bir iist sinir ise
u>xi,v>yiu>xiVxeve vy Vy: = (U, v) > (X1 VX2, yi VY2)

olur. Boylece (x1V X2, y1 V y2) bir en kiiciik tist smirdir. Benzer sekilde (x1 A X2, y1 Ay2)’nin
de bir en biiytik alt sinir oldugu goriilebilir. Dolayisiyla LxM bir latistir.

2.2.2.0nerme: Bir P kismi sirali kiimesinde V, A islemleri icin, atifta bulunulan ifadeler var

olma kosulu altinda, asagidakiler saglanir:

(L) xAx=%X,XVX=X, (Yansima)
L2))xAy=yAX,xVy=yVX, (Degisme)
LI)xA(YAZD=AY)AZxV(YVz)=(XXVYy)Vz (Birlesme)
LA xAEVY)=xV(EXAY)=X (Emme).



Ayrica x <y ifadesi, x Ay =y ve x V y = X ifadelerinin herbirine denktir ve bu ifade tutarhilik

olarak adlandirilir.

Gergekten yansima ve degisme Ozellikleri agiktir. Birlesim 6zelligi saglanir, ¢linki
XA (y Az),(x \'y) Az ifadeleri {x, y, z} kiimesinin en biiyiik alt sinirma denktir, benzer olarak,
XV (yVz),(xVy)V zifadeleri {X, y, z} kiimesinin en kiiglik iist smirma denktir. Emme

ozelligine bakilirsa;
X>2y= XAXVY)=XAX=XXV(EXAY)=XVy=X,
y=2x= XAXVY)=xAy=xXxV(xAy)=xAx=xdir. Her iki durumda da (L4) gerceklesir.

2.2.3.0nerme: L, iizerinde iki adet ikili islem bulunduran bir sistem olsun. Bu durumda

L nin (L1) — (L4) kosularin1 saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul L’nin bir latis olmasidir.
Kamt: (<): 2.2.2.0nermede kanitland1.

(=)L “xANy=y© xVy=xV(xAy)=X"sistemi ile donatilsin ve “x >y = x Ay=y” olarak
tammlansin. Oncelikle, L1’ den yansima &zelligi saglanir. Diger taraftan, x >y ve y > X ise
y=XxAy=y AX=Xx = x=yoldugundan ters simetri vardir. Ayrica, X >y ve y > z ise
xANz=xA(yAz)=XxANy=yAz=2z= x>zoldugundan gecisme 6zelligi de saglanir. Boylece

L sistemi bir kismi sirali kiimedir.

Simdi x Ay ve X V y nin X ve y i¢in, sirasiyla, en biiylik alt smir ve en kii¢iik {ist sinir oldugu

gosterilecektir:

XAXAY)=EXAX)Ay=xAy=x2>x Aydir. Benzer olarak y > x A y denilebilir. O halde
x Ay ifadesi, X ve y i¢in bir alt sinirdir. En biiyiik alt sinir oldugunu gostermek i¢in x > z ve
y >z olacak sekilde bir z alinirsa, (X Ay) Az=XxA(yAz)=xAz=z= x Ay =>zolur. O halde
x Ay ifadesi x ve y nin en biiylik alt siiridir. Duali olarak x V y ifadesinin de x ve y i¢in en

kiiciik tist sinir oldugu gosterilebilir. Dolayistyla L sistemi bir latistir.

Birgok latiste A, V islemleri, dagilma ozelligine sahip carpma ve toplama islemlerine
benzemektedir. Dolayisiyla bu tip latislerde dagilma cift tarafhidir, fakat asagidaki Grnekte
oldugu gibi, bu durum her latis i¢in gegerli degildir.

2.2.1.0rnek: Asagida verilen L diyagraminda,



XA(yVz)=xA1=x%x,(XAy)V(xAz)=0Vz=zolup, dagilma 6zelligi saglanmaz.
2.2.4.0nerme: P, 0 ve 1°i bulunduran bir kismi sirali kiime olsun. Bu durumda Vx € P i¢in
0Ax=0,0vx=x,1Vx=1,1 Ax=xdi

2.2.5.0nerme: Herhangi bir P latisinde V ve A islemleri azalmayandir, yani y < z olacak sekilde

X,y, z € P ler igin

y<z=>xAy<xAzvexVy<xVzdi.

2.2.6.0nerme: Herhangi bir P latisinde Vx, y, z € P i¢in asagidaki esitsizlikler gegerlidir:
3) xA(yVz)=(xAy)V(XA2z),

BHYxV(yAz)<(xXVY)AXKV 2).

2.2.7.0nerme: Herhangi bir P latisi, x < z olacak sekilde x, y, z € P ler igin
x<z=>xV(yAz) < (xVy)Azesitsizligi saglanir.

Kamt: x <z olacak sekilde x, y, z € P alinsm. Bu durumda x < x V y oldugu aciktir ve A’in
azalmayan 6zelligi geregi, X Az =X < (x Vy) A z olur. Benzer sekilde y Az<y<xVyve
yAz<zolupy Az =<(xVYy)Az elde edilir. Bdylece yine A’in azalmayan 6zelligi geregi,

XV(yAz)<(xVy)Azdir

2.2.5. Tammm: Tek bir ikili isleme sahip bir sistem yansima, degisme ve birlesme 6zelligini

sagliyorsa bu sisteme bir yarilatis denir.

2.2.1.Sonug: Bir P kismi sirali kiimesinde, herhangi iki elemanm A’ i varsa P kismi sirali
kiimesine “A” islemine gore bir yarilatis denir ve ayn1 zamanda bu yar1 latislere A- yarilatis de

denir. Ayni durum V iglemi igin gecerliyse bu yarilatise V- yarilatis ad1 verilir.

2.2.8.0nerme: Bir latiste asagidaki dagilma 6zellikleri denktir:



(L) XA(yV2)=(XAY) V(XA2),
(L5)xV(yAzZ)=(xVy) A(xV2).
Herhangi bir latiste (L5) ve (L5") dagilma 6zellikleri ayri ayr1 saglanmak zorunda degildir.

2.2.9.0nerme: Bir P latisinin dagilimli olmasi igin gerek ve yeter kosul (L5) veya (L5")

ozelliklerinden birinin saglanmasidir.

Herhangi bir dagilimli latisin, dualinin ve her alt latisinin de dagilimli oldugu bilinmektedir.
2.2.6. Tammm: L dagilimh bir latis olsun

(1) Egerp# 1 i¢cin x;1 Ax2 <p iken x; <p veya x> <p ise p’ ye bir asal (ya da A- indirgenemez)
eleman denir. Denk olarak x; A x2=p iken x; < p ya da x> < p oluyorsa, p’ ye bir asal eleman

denir.
(2) Eger x1 Ax2 =0 iken x1 <p ya da x> < p oluyorsa, p’ ye bir yar1 asal eleman denir.

(3) Va € L ve x1, X2, X3, ..., Xn € L i¢in X1 A X2 A ... A Xn < a iken x; < p olacak sekilde bir 1

bulunabilirse, p’ ye bir a-yar1 asal eleman denir. A¢ik¢a Va-yar1 asal eleman, yar1 asaldir.
2.2.10.0nerme: Her zincir bir dagiliml latistir.
2.2.11.0nerme: Dagilimh bir P latisinde, eger c Ax=cAyvecVx=cVyisex =y dir

Kanit: P dagiliml bir latis olmak lizere ve c AX=c Ay vecVx=cVy olacak sekilde
X, y, ¢ € P verilsin. Bu durumda, x =x A(cVX)=XxA(cVy)=(CAX)VEAY) =
(cAY)VAY)=(cVX)Ay=(cVy) Ay=Yy ve bdylece x =y olur.

2.2.7. Tanim: Bir P latisi,

(Lo)x<z=2>xV(YyA2)=(xXVy)Az

ozelligini sagliyorsa P latisine modiiler dir denir.

Her latis modiiler olmak zorunda degildir. Ornegin 2.2.1.0rnek ele alinirsa,
z<xikenzV(yAx)=zV0=z,(zVy) Ax=1Ax=xoldugundan L latisi modiiler degildir.
2.2.12.0nerme: Herhangi bir dagilimh P latisi modiilerdir.

Kamt: P dagilimli bir latis olsun ve x < z olacak sekilde x, y, z € P verilsin.



xV(yAz)=(xXVy)A(xVz)=(xVy)Azolup, P latisi modiiler olur.

2.2.8.Tanim: L bir latis ve 0, 1 € Lolsun. x E Ligcinx Vy =1 ve x A y = 0 olacak sekilde bir
y € L varsa, y’ ye X’ in tiimleyeni denir ve y = x' ile gosterilir. Eger L latisinin biitiin
elemanlarinin bir tiimleyeni varsa L’ye bir tiimleyenli latis denir. Eger bir latisin biitiin kapali
alt araliklar1 timleyenli ise bu latise goreceli tiimleyenli (relatively complemented) latis denir.
2.2.11.0nerme’de goriildii ki, bir latisin [a, b] arahgmda Vc elemaninin yalniz bir tane

tiimleyeni vardir.
2.2.13.0nerme: Herhangi bir M tiimleyenli modiiler latisi, géreceli tiimleyenlidir.

Kanit: M bir tiimleyenli modiiler latis olsun. M’ de herhangi bir 0 < x < b aralig1 i¢in,
XA AD)=xAX)Ab=0Ab=0vexV(x'Ab)=(xVx')Ab=1Ab=Db’dir. Bu nedenle
[0, b] aralig1, bir tiimleyenli modiiler alt latistir. Benzer olarak herhangi bir [a, b] aralig1 da

tiimleyenli modiiler alt latis olur, yani M goreceli tiimleyenlidir.
2.2.9. Tammm: Tiimleyenli, dagiliml latislere Boolean latisi denir.

2.2.14.0nerme: Herhangi bir Boolean latisinde, Vx elemanmin yalniz bir tane x’ tiimleyeni

vardir ve

LHxAx" =0,xVx =1,

(L8) (x') =x,

LY xAy)=x"Vy,xVy)=x"Ay kosullar saglanir.

Kamt: Bir P Boolean latisi verilsin ve bir x € P almsm. Oncelikle tiimleyen tanimi geregi (L7)
saglanir. Degisme ozelligi geregi, x Ax' =x" Ax, x VX' =x’ V x oldugundan (x')" = x dir ve (L)
saglanir. Ardndan X A Y)Y A X VY)=EXAYAX)VEAYAY)=0VO0=0ve
EAYVE VY)=xVX' VY)A(yVX Vy)=1A1=1dir. Dolayisiyla (x Ay)'=x" Vy' olur.
Benzer sekilde (x Vy)'=x" Ay’ oldugu da gosterilebilir. Sonug olarak (L9) saglanur.

2.2.10.Tamim: B bir Boolean latisi olmak {izere, (B, A, V,") bir cebirdir ve Boolean cebiri olarak

adlandirilir.

2.2.15.0nerme: P bir latis olsun. “Eger P, Emme (L4) &zelligini sagliyorsa Yansima (L1)

ozelligini de saglar.

Kamt: P bir latis ve x, y € P olmak {izere,



XAX=XAXVEAY]I=XAXVDP)=X, (XAy=p)
XVX=XV[XAXVY)]=XxV(EXAtL)=X. (xVy=t)
(L2) — (L4)’ deki geri kalan 6 ifade birbirinden bagimsizdir.

2.2.2.0rnek: Z™ latisi, pozitif tam sayilar iizerinde, x V y = maks{x, y} ve x Ay = | olarak
tanimlanirsa, (L2) — (L4)’ deki x A (x V y) = x ifadesi hari¢ diger 5 ifade saglanmaktadur.

2.2.3.0rnek: Z* latisi, pozitif tam sayilar iizerinde, x V y = maks{x, y} ve x Ay = x olarak

tanimlanirsa, (L2) — (L4)’ deki x A y =y A x ifadesi hari¢ diger 5 ifade saglanmaktadir.

2.2.2.Sonug: Bir latiste, (L2) — (L4) kosullari, L1’ 1 gerektirir fakat (L2) — (L4)’ deki 6 ifade
birbirini gerektirmez. (L2) — (L4)’ deki kosullardan bazilar1 atilarak latis kavraminin farkl
genellestirmeleri elde edilebilir. Bunlarin en 6nemlisi yarilatislerdir. Hatirlanacagi iizere
yarilatis, bir S kiimesi lizerindeki yansima, birlesme ve degisme kosullarmi saglayan tek bir

ikili iglem ile tanimlanmustir.
2.2.16.0nerme: L sonlu bir A- yarilatis ve 1 € L ise L bir latistir.

Kanit: L sonlu bir A- yarilatis ve 1 € L olsun. Va, b € L i¢in, U = U(a, b) kiimesi hem a’ nin
hem de b’ nin biitiin st siirlarindan olugsun. Agik¢a 1 € U dir. Ayrica, x € U ve y € U ise
x Ay € U dir. Gergekten tamim geregi, (x >avey>a=>xAy>ave(x>bvey=>b

=>XAy>b)= xAy€eUdm

Simdi U kiimesinde bir zincir olusturmak i¢in xo = 1 olarak segelim. Eger x, en kii¢iik eleman
degilse y > x,olmayacak bir y € U vardir. xn+1 =Xn A y olarak tanimlanirsa xq+1 < X, olur. Biitiin
elemanlar benzer sekilde tanimlanirsa bir xo > X > X2 >.... > X, zinciri olusur. Bu zincir U’ nin
i¢cindedir ve kabul geregi sonludur. O halde zincirin son elemani x, € U dir. Dolayistyla x,, U

kiimesinin en kii¢iik elemanidir ve tanimi geregi x,» =a V b dir ve bdylece L bir latis olur.

Latisler tizerinde dort farkli homomorfizma tanimlanabilir ve her bir homomorfizmanin 6nemli

uygulama alanlar1 vardir. Simdi bu morfizmalar incelenecektir.
2.2.11.Tammm: L, M birer latis olmak iizere Q: L — M doniisiimiine, Vx, y € L i¢in
(4) Q(xVy) =Q(x) V Q(y) ise V- homomorfizmasi,

4 Q(x Ay)=Q(x) AQ(y) ise A- homomorfizmasi denir.
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Eger (4) ve (4") kosullarinin her ikisi de saglaniyorsa bu Q’ ya bir homomorfizma veya bir latis
homormorfizmasi denir. Q: L — M homomorfizmast; 6rten ise Q’ ya bir epimorfizma, bire-bir
ise Q’ ya bir monomorfizma, bire-bir ve orten ise Q’ ya bir izomorfizma, L =M ise Q’ ya bir

endomorfizma, L =M ve Q bir izomorfizma ise Q’ ya bir otomorfizma denir.

Ayrica Q: L — M doniisiimii keyfi supremumlar1 ve keyfi infimumlar1 koruyorsa, Q’ ya tam

latis homomorfizmasi denir.

2.2.17.0nerme: V- yarilatisler (A- yarilatisler) arasindaki her V- morfizmasi (A- morfizmast),

azalmayan’ dir.

Kamt: L, M birer V- yarilatis ve Q: L — M bir V- morfizma olmak {izere ve x <y olacak sekilde
X, y € Lalinsm. x <y = x Vy =y oldugu biliniyor. Q, V- morfizma oldugundan; Q(x) V Q(y)
=Q(xVy)=Q(y) = Q(x)<Q(y) olur ve boylece Q azalmayandir. Benzer olarak A- yarilatisler

arasindaki A- morfizmasinin da azalmayan oldugu gdsterilebilir.
2.2.12.Tanmm: X bir kiime ve (X, <) kismi siralama bagintis1 verilsin. Vx € X i¢in
Ix={yry<x}, 1x={y:y>x}, IM=U{{x: x EM}, TM = U{1x: x € M} dir.

Eger |[M = M ise M’ ye asag1 kiime (lower-set), M = M ise M’ ye yukar1 kiime (upper-set)

denir.

2.2.13.Tanmm: Bir L latisinin (ya da V- yarilatisinin) bos olmayan J alt kiimesi,
(5)0€l,

(6)Vael, xeLiginx<a=>xE€]J,

(7)Vael,belJigcin(avb) €]

kosullarini sagliyor ise J kiimesine bir ideal denir.

Bir latisin dualine bir dual ideal (A- ideal ya da bir siizgec) ad1 verilir.

2.2.4.0rnek: Bir E kiimesinin biitiin alt kiimelerinden olusan P(E) kuvvet kiimesi, dogal
kapsama bagmtis1 ile hem bir ideal hem de bir dual idealdir ve kiimelerin siizgeci olarak

adlandirilir.
2.2.18.0nerme: Her ideal bir asag kiimedir.

2.2.14. Tammm: L bir latis ve a € L olmak tizere, L(a) = {x: x < a} kiimesi, L i¢inde bir idealdir

ve bu ideale temel (esas) ideal denir.
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2.2.19.0nerme: Sonlu bir latiste bostan farkli her ideal temel idealdir.

2.2.15.Tanim: Cebirsel bir A sistemi lizerinde tanimli bir Q denklik bagintisina kongriians

(congruence) bagmtisi denir.

Eger A cebirsel sistemi, bir V- yarilatis ise, “Vx € A i¢in, a = b mod(Q) > aVx=b V x” (¥)

anlamindadir.
2.2.20.0nerme: J, V- yarilatis ve S’ de bir ideal olsun. O halde

“a=bmod(J) & aVd=">bVdolacak sekilde bir d € J vardir” (**) bagmtis1 S iizerinde bir

kongriians bagmtisidir.

Kamt: Oncelikle (**) ifadesinin denklik bagmntis1 oldugu aciktir ve bu ifade V islemi ile
kongriians bagintisidir. Ciinkii;

avd=bvd=(avc)vd=(bVc)Vddr Buradan

a=bmod(J) = (aVc)=(bVc)modJ) oldugundan bu bagnt1 V islemi ile bir kongriians

bagmtisidir.
2.2.16.Tanim: L bir latis olmak iizere,

(a) L latisinin bir P ideali, “a Ab € P = a € P veya b € P” kosulunu sagliyor ise P’ ye asal

idealdir denir.

(b) P c L seklindeki ideallere 6z (proper) ideal denir. Benzer sekilde S c L seklindeki

slizgeclere 6z (proper) siizgeg denir.

(¢) J bir 6z ideal olmak iizere, ] € A € L seklindeki VA ideali icin A=J yada A=L ise J

idealine maksimal ideal denir.

2.2.21.0nerme: Bos olmayan bir A Boolean latisinde, P bir ideal olsun. Bu durumda, P asaldir

ancak ve ancak P maksimaldir.

Kamt: (=): P, A’nin bir asal ideali olsun. O halde Va € Picina A a’ = 0 oldugundan a’ ¢ P dir.
Buradan anlasiliyor ki, P asal ideal oldugundan, P, bu latisteki elemanlarin kendilerini veya
tiimleyenlerini igerir. Simdi J O P olacak sekilde bir J 6z ideali alinsin. Bu durumda P’ deki en
az bir a elemani igin a, a’ € J olmak zorundadir ve ideal tanimi geregi, a Va’' =1 € J dir. Béylece

ideal tamimu geregi J = A bulunur ve buradan P maksimal ideal olur.
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(&): M, A’da bir maksimal ideal olsun ve (x A y) € M, x € M olacak sekilde x, y € A alinsin.
x VM D M dir ve M maksimal ideal oldugundan x V M = A dir. Ayrica 1 € A oldugundan bu
durumda x V z = 1 olacak sekilde bir z € M vardir. Buradany =y A1l =y A XV 2z) =
(YAX)V(YyAz) EMVM=M dir. Dolayisiyla y € M olup, M asal idealdir.

Simdi latislerde dagilimlilik ve modiilerlik kavramlar1 daha detayli olarak incelenecektir.

2.2.22.0nerme: L bir modiiler latis, x ve y karsilastirilabilir elemanlar olmak iizere; x =y

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Va € LiginaAx=aAyveaVx=aVyolmasidir.

Kamt: L bir modiiler latis, x ile y karsilastirilabilir olmak {izere,a Ax=aAy,aVx=aVy
olacak sekilde x, y € L almsm. Eger x >y ve aksine x # y ise x > y dir. Burada {a, x, y}
2.2.1.0rnek’ te verildigi gibi modiiler olmayan bir latistir, ki bu bir geliskidir. Ispatin diger yonii
duallik kullanilarak kolayca gosterilebilir.

2.2.23.0nerme: Bir L latisinin dagilimli olmasi igin gerek ve yeter kosul, Va, x, y € L icin

“(aANx=aAyveaVx=aVy)=x=y kosulunun saglanmasidir.

Bir Boolean B latisi, tiimleyensel dagilimli bir latis olarak tanimlandi. Tanim geregi boyle bir

latiste 1 € B ve 0 € B olmak zorundadir.

2.2.24.0nerme: Bir L latisi verilsin. L’deki her elemanin, tek bir tersi var ve (L9) kosulunu

sagliyor ise, L bir Boolean latistir.

Kamt: L latisi dnermedeki kosullar1 saglasin. Ilk olarak a € L almsin. Bdylece (a’)’ = a oldugu

bilinmektedir. L latisinin dagiliml oldugunu géstermek i¢in 6ncelikle

(8) “b>a= (bAa') Va=b" ifadesinin dogru oldugu gosterilecektir. b>a olsunvec=b A a’
olarak tammlansim. Simdi ¢ < a’ oldugundan c Aa<a' Aa=0 dir ve dolayisiyla c Aa=0 olur.
Diger taraftan, 0 = (b’ Va) A (b Aa") = [(b" V a) A a'] A b saglanir. Burada (b’ Va) Aa' =
(bAaa) Aa"=(bAa)va) =(cVa) oldugundan 0 = (¢ V a)’ A b olur. Ayrica c Va =
(bAa’)Va<bVa=b dir Boylece (c Va) Vb>bAb=1 elde edilir. Sonug olarak
(cva) Ab=0ve (cVa)Vb=1oldugundan b, (¢ V a)’ elemaninin tiimleyenidir. O halde
b=(")Y=((cVva)) =cva=(bAa’)Vaolmaldr.

Simdi 2.2.23.0nermeyi kullanarak L latisinin dagilimli oldugunu gosterelim. Oncelikle keyfi
X, yELigina=xAy,b=xVy,e=a'V(xAa') olarak tanimlansm. lk olarak y=a vV y =
b Ay oldugu agiktir. Ayrica (L4), (8) ve (8)’nin duali kullanilarak agagidakiler elde edilebilir.
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eVy=bvExAad)yvavy=b VvV[xAad)valvy=bvxvy=>bvb=1
eAy=b AEAaA)AbAYy=(xAa)VDIAD) Ay=xAa Ay=a Aa=0dmr
(xAa Ab'=0=xAa <b). O halde y, ¢’nin tiimleyenidir ve tanim geregi tektir. Benzer
sekilde x’in, e’nin tiimleyeni oldugu gosterilebilir ve boylece varsayim geregi x =y dir. Sonug
olarake Vy=eVxvee Ay=e Ax = x =y oldugundan 2.2.23.0Onerme geregi, L dagilimli bir

latistir. Ayrica L ayn1 zamanda tiimleyenli bir latis oldugundan, bir Boolean latisi de olur.

2.2.17.Tamm: Bir L latisi, Va, b € Li¢in a A x < b olan biitiin x’lerin en biiyiigi, “b:a” elemanini
da iceriyorsa, L latisine ko-Heyting (Brouwerian) latisi denir. Ayrica b:a’ ya goreceli yari

tiimleyen eleman denir.

Herhangi bir B Boolean cebirinde a A x = 0 esitligini saglayan x’lerin en biiyiigii a’ dir. Genel
olarak aAx<b& aAxAb =0dir. Ohalde (aAb)Ax=0yadax<(aAb) =bva'olur

Boylece a ve b elemant verildiginde a A ¢ < b olan en biiyiik ¢ elemanic =b V a’ dir.
2.2.25.0nerme: Herhangi bir ko-Heyting latisi dagilimlidir.

Bir dagiliml tam latisin, biitiin agik alt kiimelerinden olusan topolojik uzay ayni1 zamanda bir
ko-Heyting latisidir, fakat bir dagilimli tam latisin, biitiin kapali alt kiimelerinden olusan
topolojik uzay latisi ko-Heyting degildir: Ciinkii F kapali bir kiime olmak lizere F A x = O
sartin1 saglayan en biliyiik kapali kiime yoktur. Boylece her dagilimli latis, ko-Heyting
degildir.

2.2.18. Tanmim: L bir latis ve 0 € L olmak {izere 0:a elemania a’ nin yar1 tiimleyeni denir ve

a" ile gosterilir.
2.2.26.0nerme: Dagilimli latislerde, her tiimleyen bir yar1 tiimleyendir.
Kamt: Tiimleyen ve yar1 timleyen tanimlar1 kullanilarak kolayca goriilebilir.

2.2.19.Tamim: L bir latis ve C € L alt kiimesi verilsin. Eger Vx € L, C’nin elemanlarinin

supremumu olarak ifade edilebiliyorsa C’ ye bir tabandir denir.
Simdi kategori teoriyle ilgili baz1 tanim ve 6zelliklerden bahsedilecektir.
2.2.20.Tanim: Bir C sistemi verilsin. C sisteminin,

Objeler smifi: C’ nin tiim elemanlarindan olusan smifa, objeler smifi denir ve objC ile gosterilir.

14



Morfizmalar smifi: objC’ den alinacak VA, B ¢ifti i¢in A ile B arasinda belirli yapilar1 koruyan
doniisiimlere morfizma denir. Ayrica A’dan B’ye giden tiim morfizmalar sinifi More(A, B) ile

gosterilir ve morfizmalar asagidaki 6zelliklere sahiptir;

f € More(A, B), g € More(B, C) morfizma ¢ifti i¢in (g o f) bileske islemi vardir ve bileske iglemi
birlesme 6zelligini saglar, yani f € More(A, B), g € More(B, C), h € More(C, D) olmak iizere
ho(gof)=(hog)o fdir

VA € 0bjC, VI € More(B, A) ve Vg € More(A, B) igin 14 0 f=fve g o 1a = g olacak sekilde

A’ dan A’ ya, 14 ile gosterecegimiz birim morfizma vardir.
Yukarida verilen 6zelliklere sahip iki sinifi varsa, C sistemine bir kategori denir.

2.2.5.0rnek: Top olarak isimlendirilen topolojik uzaylar kategorisi, objeler smifi biitiin
topolojik uzaylar, morfizmalar smifi bu topolojik uzaylar arasindaki siirekli fonksiyonlar olan

bir kategoridir.

2.2.21.Tammm: Bir C kategorisi verilsin ve A, B € C nesneleri i¢in f: A— B, C’ de bir morfizma
olsun. Eger C kategorisinde fo g = f o h kosulunu saglayan Vg, h morfizma ¢ifti icin g = h ise
f morfizmasma bir monomorfizma denir. Dual olarak, g o f=h o f kosulunu saglayan Vg, h

morfizma ¢ifti i¢in g = h ise f morfizmasina bir epimorfizma dentir.

2.2.22. Tanmmm: Bir C kategorisi ve bu kategoride bir m monomorfizmasi verilsin. m = m o e
sartin1 saglayan her e epimorfizmasi, bir izomorfizma oluyorsa m morfizmasina bir ekstremal

monomorfizma denir. Dual olarak,

C kategorisinde bir e epimorfizmasi verilsin. € = m o e sartin1 saglayan her m monomorfizmasi,

bir izomorfizma oluyorsa e epimorfizmasma ekstremal epimorfizma denir.

fbir C kategorisinde ekstremal monomorfizmadir ancak ve ancak f, C°? kategorisinde ekstremal

epimorfizmadir.

2.2.23.Tanim: A ile D birer kategori olarak verilsin. A’daki VA nesnesini, &’ deki F(A)
nesnesine goétiren ve A, A’ € objA i¢in V(f: A — A') € Mora(A, A") morfizmasmi
(F(H): F(A) — F(A")) € Morp(F(A), F(A")) morfizmasina gétiiren, F: A — D doniisiimiine bir
funktor denir ve agagidaki 6zellikleri saglar:

F(14) = 1ra) ve g o ftanimli ise F(g o f) = F(g) o F(f) dir.
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2.2.24. Tammm: C, D kategorileri ve F: C — D funktoru verirsin. Eger Vf: A — B morfizmasi
icin F(f): F(A) — F(B) ise F’ye kovaryant funktor, F(f): F(B) — F(A) ise F’ye kontravaryant
funktor denir.

2.2.25.Tanmm: C, D birer kategori ve F, G: C — D iki funktor olsun. Bu durumda asagidaki

ozellikleri saglayan bir 7: F — G doniisiimiine dogal doniisiim denir.
(1) VA € objC i¢in 7(A): F(A) = G(B) bir morfizmadir,
(ii) Bir f: A > A" morfizmasi igin,

F(A) ——— G(A)

F(f)l lG(f)

F(A') _ ) G(A')

diyagrami D ‘de degismelidir. Eger 72(A) bir izomorfizma ise 7’ye bir dogal denklik denir. Ve

F = G ile gosterilir.

2.2.26. Tammm: C, D kategorileri ve L: C — D ve R: C — D funktorlar1 verilsin. Eger
€ap : D(L(A), B) = C(A, R(B)) seklinde bir dogal denklik var ise L ve R funktorlarma adjointtir
denir ve L, R’nin sag adjointi, R’de L’nin sol adjointi olarak adlandirilir, yani €, g tersinir bir

dontisiimdiir ve Vf: A" — A, Vg: B — B’ i¢in asagidaki diyagram degismelidir.
€AB
D(L(A), B) —— C(A, R(B))
D(L(H), g) C(f, R(g))
’ ’ €A1B/ ’ ’
D(I(A'), B) ———— C(A", R(B))

Daha agik ifade edilmek istenirse, her bir ¢: L(A) — B i¢in

R(g). € p(9).f= €, /(g ¢.L(D) dir. ............ (€)

, f EAB R(g) ,
((A A) (R(B) — R(B")) ve

;. L ¢ g _, EA1B/ , , .= . .
LAYy — (L(A) —B BY) (B" — R(B"))) dir. €& nin tersi € seklinde ifade

edilirse, : A — R(B) olmak tiizere,

g.€48(9).L(D) = Eprp/(R(), 9,0) coeuvnees (§)
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L( EAB

’ f) ) g !
(L(A") — L(A) (B B') ve

(A — A2 RB) 28 r(BY)) —2B, (I(A') — B) drr

2.2.27.Tamm: 2.2.26.Tanim’daki gibi bir dogal denklik ile bir adjanksin verilsin.

08 = Er(pyp(idr@): LR(B) = B, ..o (0)

A= Eara)(din): A— RL(A) ........... (7\) olarak tanimlanirlar. Verilen bu morfizma

sistemleri, asagidaki dogal doniisiimleri olusturur.

0 =(oB)s: LR — Idp ve A =(Aa)a : Ide — RL ve asagidaki diyagramlar degismelidir.

Ly AR
L — LRL R —— RLR
NGL RA Rs
L R

o =(oB)B: LR — Idp ve A = (Aa)a : Ide— RL dogal doniisiimlerine adjanksmin birimleri dentir.

3. CATI VE LOKAL TEORISi

Bu boliimde ¢ati, lokal, agik-kapali alt lokal kavramlar1 ve bu kavramlarin topolojik uzaylarla

olan iligkileri incelenecektir. Tez boyunca tiim topolojik uzaylarin T, oldugu kabul edilecektir.
3.1. Heyting Cebirleri ve Sober Uzaylar

Bu kesimde, Heyting cebirleri ve sober uzaylar ile ilgili tanimlar ve baz1 6zellikler verilecektir.

Konu hakkinda daha detayli bilgiye [1, 4, 5, 6, 11, 14] nolu kaynaklardan ulasilabilir.

Burada ilk olarak, cat1 ve lokal tanimlar1 i¢in gerekli olan bazi kavramlardan bahsedilecektir.

Ayrica sober uzaylar ayirma aksiyomlar1 kesiminde detayli olarak incelenecektir.

3.1.1.Notasyon: Tez boyunca bir X uzaymin tiim acik kiimelerinden olusan ve birlesim ve

kesisim islemleri ile bir latis olan aile {1(X) ile gosterilecektir.

3.1.1.Tammm: (L, <), (M, <) birer kismi sirali kiime ve f: L — M, g: M — L monoton doniisiimler

olsun. Eger Vx € L ve Yy € M i¢in “f(x) <y & x < g(y)” 6zelligi saglaniyorsa f ve g’ ye, bir

17



Galois adjoint veya (f, g) ikilisine, bir adjoint ¢iftidir denir. Buradaki f, g’ nin bir sol adjointi ve
g, f’ nin bir sag adjointi olarak adlandirilir. Ayrica bir f doniistimiiniin sag adjointi f+, sol adjointi

ise f* seklinde gosterilir. Ek olarak sag (sol) adjoint varsa, bunlar tektir.

3.1.1.0nerme: (L, ©), (M, <) birer kismi sirali kiime ve f: L — M, g: M — L birer monoton
doniisiim olsun. Bu durumda (f; g)’nin bir adjoint ¢ifti olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vx € L,

Vy €M icin (fo g)(y) <yvex<(go f)(x) esitsizliklerinin saglanmasidir.

Kamt: (=): f: L - M, g2 M — L monoton doniisiimleri adjoint olsun. Burada Vy € M i¢in
g(y) € L ve g(y) < g(y) oldugundan, adjointlik geregi (fo g)(y) < y’dir. Benzer sekilde Vx € L
icin f(x) € M, f(x) < f(x) g sol adjoint oldugundan x < (g o f)(x)’dir.

(&): £ L—M, gt M — L birer monoton doniigiim olsun ve Vx € L, Vy € M i¢in (fo g)(y) <y
ve X < (g o )(x) kosullar1 saglansin. Eger f{x) <y ise g’nin monotonlugu ve x < (g o f)(x)
varsayimi kullanilarak x < g(f(x)) < g(y) elde edilir. Diger esitsizlik de benzer sekilde

gosterilebilir.

3.1.2.0nerme: £ L — M, g: M — L monoton doniisiimleri bir adjoint ¢ifti ise fo g o f=fve

g o fo g= g esitlikleri saglanir.
Kamt: 3.1.1.0nermenin kanitina benzer sekilde ispatlanabilir.
3.1.3.0nerme: Sol Galois adjointler supremumu, sag Galois adjointler ise infimumu korur.

Kamt: £ M — L ve g: L — M olmak iizere (f, g) bir adjoint ¢ifti olsun. Simdi sol adjointlerin
supremumu korudugu gosterilecektir: Eger s = supM ise f(s), f{M) i¢in bir iist smirdir. Simdi
f(M) i¢in keyfi bir y {ist smir1 alinirsa, Vm € M i¢in f(m) < y olur. Buradan adjoint tanimi
yardimiyla m < g(y) elde edilir ve bu nedenle g(y), M nin bir iist smiridir. O halde s < g(y) ve
bdylece tanim geregi f(s) < y’dir. Sonu¢ olarak f(s) = sup(f(M)) esitligi saglanir, yani f

doniistimii supremumu korur. Benzer olarak sag adjointlerin infimumu korudugu gosterilebilir.

3.1.4.0nerme: L, M tam latisleri verilsin. f: L — M monoton déniisiimiiniin sol adjoint olmas1

i¢in gerek ve yeter kosul f'nin keyfi supremumlar1 korumasidur.
Kanit: (=): Bir 6nceki 6nermeden agiktir.

(e): £ L - M monoton doniisiimii supremumu korusun ve g: M — L doniisiimii,
g(y) = sup{x: f(x) <y} olarak tammlansm. Eger f{x) <y ise g(y)’nin tanim geregi x < g(y)
oldugu acikti. Eger x < g(y) = sup{x: fix) < y} ise f supremumu korudugundan

f(x) < sup{f(x): f(x) <y} <y ve f(x) <y dir. Bdylece f, g’nin sol adjointidir.
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3.1.2.Tanmim: L, 0’1 bulunduran bir A- yarilatis ve Liizerinde “c<a—b & ¢ Aa<b” kosulunu

(13 2

saglayan bir “—” ikili iglemi tanimlansin. Bu durumda L’ye bir Heyting yarilatis, “—

islemine ise bir Heyting islemi denir. L ayrica sinirhi bir latis ise bir Heyting cebiri olarak
adlandirilir. Ozel olarak b = 0 alnirsa, L'nin a* = a — 0 elemam ile bir yar1 tiimleyenli latis

oldugu goriilebilir.

g(x) =a — x ve f(x) = a A x olmak {izere, f ve g doniistimleri monotondur. Gergekten by < b
isea—b<a—b=>(@—b)Aas<bi<bb=>(@—b))Aab=(a— b)<(a— by dir
b1 <bs ikena A bi < a Abyoldugu aciktir. Ayrica “c <a — b & ¢ Aa<b” ifadesinden (f, g) bir
adjoint ciftidir.

3.1.1.Sonuc: H, bir Heyting latisi ve a, b; € H olmak {izere,
a— Nabi=ANAg@—bj) ..o, (/- distr)

ozelligi saglanir. Bu durum, bir sag adjoint olan g(x) = a — x doniisiimiiniin keyfi infimum

islemini korumasimin agik bir sonucudur.

3.1.5.0nerme: Heyting latisindeki Heyting islemi —, ilk degiskenin sirasmi tersine gevirir,

yani L bir Heyting latisi olmak lizere, x <yise Va€ Ligciny — a<x — adr.

Kamt: L Heyting latisi olsun ve x <y olacak sekilde keyfi x, y € L verilsin. Simdiz<y —a
olacak sekilde Vz € L i¢in z A y < a’dir. Diger taraftan, x <y oldugu icinzAx <z Ay <a’dir.

Buradan z < x — a olur ve dolayisiyla y — a < x — a elde edilir.

3.1.2.Sonug¢: Galois adjanksin formiiliinde A isleminin degisme 6zelligi kullanilarak
a<b—ceaAb<cebAraslc ©b<a—c

gerektirmeleri elde edilebilir.

3.1.6.0nerme: L bir Heyting latisi olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir:
(Hl)1eLdirveVa€Li¢inl —a=a,

(H2)a<bea—b=1,

(H3)a<b—a,

(H4)a—b=a—(aAb),

(H5)aA(a—Db)=aAb,
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(H6)aAb=aAcea—b=a—uc,

(H7) (aAb) —c=a—(b—c)vea— (b—c)=b— (a— o),
(H8) a=(aVb) A(b—> a),

(H9) a<(a—b)—b,

(H10) (a —b) —>b) —b=a—b.

Kamt:(H1) Keyfi bir x € L segilsin. Va € L i¢in, a A x < x & a < x — x dir. Buradan
x — x =1 ve boylece 1 € L’ dir. Diger taraftan Vy E L igin, y<1 - aeo y=yAl<a

oldugundana=1—a‘d.

(H2) Keyfia,beELigcin“a<beo a=1Aa<be 1 <a— b” gerektirmeleri saglanir ve

boylece a — b =1 elde edilir.
(H3) Keyfia,b€ Lalinsm.aAb<a=a<b-—aolur

(H4) Keyfi a, b € L almsin. a — Aies bi = Aig (a — bi) esitligi kullanilirsa
a—aAb=(a—aA(@a—b)=1A(a—b)=(a—b) elde edilir.

(H5) Keyfia, beE Ligina—b<a—b=>(a—b)Aa<b=(a—b)Aa<aAbsaglanm.
Diger taraftan (H3) 6zelligi kullanilarak, b<a — b = a A b <(a — b) A aelde edilir. O halde
aA(a—b)=aAb ‘dir

(H6) a A b = a A c olacak sekilde a, b, ¢ € L verilsin. Buradan Vy € L igin,
y<a—beoaAy<(a—b)Aa=aAb=aAceo y<a—(aAc)=a—ce y<a—cdir
Boylece a — b = a — ¢ bulunur. Simdi a — b = a — ¢ olacak sekilde a, b, ¢ € L verilsin.
a—b<a—ceoaN@—b)=aAb<ce aAb<aAcdir Benzer sekildeaAc<aAb

oldugu gosterilebilir. Boylece a Ab=a A ¢ elde edilir.

(H7) Keyfi a, b, c € L verilsin. x <(aAb) > ce xANaAb<ce xAasb—oc
© x < a —> (b — c¢) dir O halde A isleminin degisme 0Ozelligi geregi,

(aAb)—c=(bAa)—c=>a—(b—c)=b— (a— c) bulunur.

(H8) Keyfi a, b € L almsm. a < a V b ve (H3) geregi a < b — a oldugundan
a<(aVb AMb — a elde edilir Diger yonii gostermek icin (H3) kullanilarak,
(avb)A(b—a)=(aA(b—a))V(bA(b—a))<aVa=aeldeedilir.

(H9) Verilen keyfi a, b € L elemanlari igcin,aA(a—b)<b=>a<(a—b) —bdir.
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(H10) Keyfi a, b € L verilsin, (H9) geregi,a<(a—b) —=b=((a—b)—b) —>b<a—b
bulunur. Diger yon i¢in, (H9)’da a yerine a — b yazilirsa, a — b < ((a — b) — b) — b elde

edilir. Boylece ((a — b) — b) — b =a — b bulunur.
3.1.7.0nerme: L bir Heyting latisi ve I bir indis kiimesi olmak iizere, Vai, b € L igin
Vier ai— b = Aigy (ai — D) esitligi saglanir.

Kamt: Vi € I i¢in a; < Vier aioldugundan b € L igin Vier ai — b < a; — b dir. Boylece Vi € 1
i¢in Vier ai — b < Aigs (ai — b) olur. Diger yon i¢in, z < ai — b sartin1 saglayan Vz € L igin

z<a —>b=>2a<z—>b>=>Vaa<z—>Db=z<Viga— b dr. O halde

Aies (ai — b) < aj — b < Vier ai — b olur ve boylece Vier ai— b = Aiey (ai — b) elde edilir.
3.1.8.0nerme: Her Heyting cebiri dagilimh bir latistir.

Kamt: 3.1.1.Tanim ve 3.1.3.0nerme kullanilarak kolayca gériilebilir.

3.1.9.0nerme: Her Boolean cebiri bir Heyting cebiridir.

Kamt: 2.2.26.0nerme’den dagiliml latislerde, her tiimleyenin bir yar1 tiimleyen oldugu
biliniyor. Simdic <a — b < ¢ A a <b oldugunu gosterelim. Oncelikle a— b =a" V b olarak
tamimlansin ve c <a — bolsun.c Aa<(@ VbyAa=@ Aa)v(bAa)=(bAa)<bhb
= ¢ A a < b dir. Diger taraftan, ¢ A a < b olsun. Buradan ¢ = ¢ A (a V a) =

(cAha)V(cAa)<bvVa =a—b=>c<a—bdir Ohaldec<a—bocAa<bdr

3.1.3.Tamim: Herhangi bir {}(X) latisinde, X \ {x} formundaki elemanlar “U NV € X\ {x} =
U € X\ {x} veya V € X\ {x}” dzelligine sahiptir ve bu 6zellikteki elemanlar, A- indirgenemez
acik kiimeler olarak adlandirilir.

Eger 1(X)’de X\ {x}’den farkli A- indirgenemez acik kiime yoksa, X uzayma sober uzayi denir,
diger bir deyisle, her A- indirgenemez U € Q(X) kiimesi i¢in U = X \ {x} olacak sekilde bir x
varsa, X uzay1 sober uzaydir denir.

3.1.4. Tanim: L bir latis ve F bir 6z slizge¢ olsun. Eger “(a1V a2) € F = a; € F veya a2, € F”

kosulu saglaniyorsa F’ ye asal slizge¢ denir. Ayrica V{a; € L: 1 € J} ailesi i¢in

“Viesai € F = 3i €] i¢in a; € L” gerektirmesi saglantyorsa F’ ye tamamen asal slizge¢ denir.

Bir x € X noktasinin agik kiimelerinden olusan U(x) = {U € (A(X): x € U} ailesi {3(X) latisinde

bir tamamen asal siizgegtir.
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3.1.10.0nerme: X uzaymin sober olmasi i¢in gerek ve yeter kosul £(X)’ deki tamamen asal

stizgecler ile U(x) siizgegleri arasinda bir bire-bir iligki olmasidir.

Kamit:(=>): X uzay: sober, F ailesi £1(X)’ de bir tamamen asal siizge¢ olsun. Oncelikle

W = U{U € QX): U ¢ F} olarak tanimlanan W kiimesinin A- indirgenemez oldugu
gosterilecektir: Ilk olarak tamamen asallik dzelliginden W & F dir. O halde X € F oldugundan
W # X dir. Simdi (Vi N V2) € W olacak sekilde Vi, V; alinsin. Tanim geregi Vi ve V2 ayni
anda F’nin elemani olamaz. Genelligi bozmadan V| € F oldugunu kabul edelim. Bu durumda
Vi € W ve boylece W, A- indirgenemezdir. O halde, X sober oldugundan W = X \ {x} olacak

sekilde bir x € X vardir. Sonug olarak
U¢FoUcCW=X\{x} ©x¢Ue U¢ U(X) ve bdylece U(x) = F dir.

(<): Bir X uzaymdaki tamamen asal siizgecler ile U(X) stizgegleri arasinda bir bire-bir iliski
olsun fakat aksine X uzay1 sober olmasin. O halde Vx € X i¢in X \ {x}’den farkli olan acik ve
A- indirgenemez bir W kiimesi vardir. Simdi F = {U € ((X): U € W} bigiminde tanimlanan
ailenin {)(X)’de tamamen asal bir siizgec oldugu gosterilecektir: Bunun i¢in UiejU; € F olacak

sekilde {U; € Q(X): i € J} ailesi almsin. Oncelikle tammdan Uig)Ui € W dir ve bdylece

U; € W olacak sekilde bir i € J vardir. Dolayisiyla U; € F olup F tamamen asal slizgegtir.
Fakat F = U(x) olacak sekilde bir x € X yoktur. Ciinkii, bu esitligi saglayan bir x € X olsayd1

UgWexeUoe U¢X\{X)=>W=X\{x} celiskisi elde edilirdi. Boylece X sober

uzaydir.

3.1.3.Sonug: L tam latisi, sober bir X uzayinin agik kiimeler latisine izomorf olsun. Bu durumda
X uzayi, ({F: F, L’de tamamen asal siizgec}, T. = {3 : a € L}) uzayma homeomorftur. Burada
a = {F:a € F} bigiminde tanimhdir. O halde her X sober uzayi, bir latis ve tamamen latis teoriye

ait olan kavramlar yardimiyla yeniden inga edilebilir.

Simdi bu sonug daha detayl bir sekilde incelenirse:

X uzay1 sober ve L = ((X) olsun. Oncelikle 3.1.10 Onerme’den ((X)’ deki tiim tamamen asal
stiizgecler U(x) formundadir. O halde {F: F, L’de tamamen asal siizge¢} = {U(x): X € X} olur.

Diger taraftan, bir a=U € L = Q(X) alinirsa, U = {U(x): U € U(x)} i¢in 7o = {U: U € U(x)}

22



olur. Ayrica x € U & U € U(x) oldugundan U= {U(x): x € U} olarak da ifade edilebilir. Sonug
olarak X uzayi ile 3.1.3.Sonug’ta tanimlanan uzay arasinda bir homeomorfizma tanimlanabilir.
3.1.11.0nerme: L, M birer tam latis ve h: L — M, “h(0) = 0, h(1) = 1, h(a A b) = h(a) A h(b),
h(Vies ai) = Vies h(ai)” kosullarin1 saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda M’ deki her F
tamamen asal stizgeci i¢in h™'(F), L’ de bir tamamen asal siizgectir.

3.1.12.0nerme: Y bir sober uzay ve X keyfi bir topolojik uzay olsun. Bu durumda f: X — Y
stirekli doniisiimleri ile 3.1.11.Onermenin kosullarini saglayan h: Q(Y) — €(X) doniisiimleri

arasinda ((f) = h, h(U) = Q(f)(U) = f *(U) olacak bigimde taniml bir bire-bir iligki vardir.

Kamt: Q(f) déniisiimiiniin 3.1.11.0nermede verilen kosullar1 sagladig1 aciktir. Simdi bu
kosullar1 saglayan bir h: (Y) — (X) d6niisiimii verilsin. Keyfi bir x € X i¢gin tamamen asal

U(x) siizgecini ele almsin. 3.1.11.0nerme geregi h™'(U(x)), (Y)’de tamamen asal bir

stizgectir ve bu nedenle h™'(U(x)) = U(y) olacak sekilde bir y € Y vardir. Tiim uzaylar T, kabul

edildiginden bu y € Y tektir. Sonug olarak keyfi bir x € X i¢in bir ve yalniz bir y oldugundan

iyi  tanomh bir fix) = 'y doniisimi elde edilmis olur.  Ayrica,
x€h(V) © Veh™(UKX)) = U(f(x)) © f(x) EV © x € f7!(V) gerektirmeleri saglandigindan

f stireklidir.

3.2. Catilar ve Lokaller

Bu kesimde cat1 ve lokal kavramlari, bu kavramlara iliskin baz1 6zellikler ve onlar yardimiyla
inga edilen yapilardan bahsedilecektir. Cat1 ve lokal teorisi i¢in [1, 2,4, 6, 15, 21] nolu kaynaklar

temel almmustir.

3.2.1.Tanim: L bir tam latis olmak iizere, VA € L ve Vb € L i¢cin

(VA) Ab= V{a Ab:a€ A} ozelligi saglaniyorsa L’ ye bir ¢at1 (frame) denir. L ve M birer ¢at1

olmak iizere keyfi supremum ve sonlu infimum islemlerini koruyan h: L — M doniisiimiine bir
catt homomorfizmasi denir. Ayrica, nesneleri ¢atilar, morfizmalar1 ise ¢ati homomorfizmalar1

olan kategori “Frm” ile gosterilir.

Bos kiimenin agik kiimelerinden olusan latiste 0 = 1 oldugundan, bu latis tek elemanhdir
0 = {0 = 1} bicimindedir. Ayrica tek nokta kiimesi lizerinde tanmimli uzaym acgik kiimelerinin

latisi, iki elemanli bir Boolean cebiridir ve 2 = {0 < 1} biciminde gosterilir.
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3.2.2.Tanmim: L bir tam latis olmak tizere, VA € L ve Vb € L i¢in
bV (AA)=/{aVb:a€ A} kosulu saglaniyorsa L’ ye bir ko-cati denir.

L ve M birer ko-cat1 olmak iizere keyfi infimum ve sonlu supremum islemlerini koruyan

h: L — M doniistimiine bir ko-¢at1 homomorfizmas1 denir.

3.2.3. Tammm: X, Y birer topolojik uzay ve f: X — Y bir siirekli doniisim olmak {izere,
Q): QYY) — Q(X) doniisiimii bir ¢ati homomorfizmasi ve boylece (1: Top — Frm bir
kontravaryant funktordur.

3.2.4.Tamim: L bir ¢at1 olmak iizere L = ()(X) olacak sekilde bir X uzayi varsa, L’ ye uzaysal

cat1 denir.

3.2.1.Sonu¢: Catilarin dagilma o6zelligi yardimiyla f(x) = x A b doniisiimlerinin keyfi
supremumlar1 korudugu gériilebilir. O halde 3.1.4.0nerme geregi f bir sol Galois adjoint olur
ve bu nedenle f’ye karsilik gelen bir sag Galois adjoint vardir. Ona karsilik gelen g(x) =b — x

dontistimii L’ de bir Heyting islemi iiretir. Dolayistyla her cat1 bir tam Heyting cebiridir.

3.2.5. Tammm: L ¢atis1 ayn1 zamanda bir Boolean cebiri ise L’ ye bir Boolean ¢atis1 denir.
Boolean catilar1 arasindaki ¢att homomorfizmalar1 tam Boolean homomorfizmalar1 olarak

adlandirilir.

Simdiye kadar verilen bilgilerden, ¢at1 teorisinin topolojik uzaylar teorisinden daha genel bir

yap1 oldugu agikca goriilebilir. Bu nedenle ¢atilar, topolojik uzaylarin noktadan bagimsiz
genellestirmeleri olarak kabul edilebilir. Fakat {): Top — Frm funktoru kontravaryant bir

funktor oldugundan, daha ideal bir genellestirme elde etmek i¢in Frm kategorisinin duali
olan lokaller kategorisini tanimlama fikri ortaya konulmustur. Simdi, lokaller kategorisi ve

bu kategorinin baz1 6zellikleri incelenecektir.

3.2.6.Tanim: Frm kategorisinin duali, Frm® = Loc ile gosterilecektir. Cati homomorfizmalar1
keyfi supremumlar1 korudugu i¢in tek olarak tanimlanmis sag adjointleri vardir. O halde Loc

kategorisinin morfizmalar1 agagidaki 6zellikleri saglayan f: L — M doniistimleridir:
(1) Keyfi infimumlar1 korur.

(2) £ nin sol adjointi olan f : M — L déniisiimii, sonlu A islemini korur.
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Loc kategorisinin morfizmalarina lokalik doniisiimler denir. Boylece Loc, nesneleri ¢atilar,
morfizmalar1 ise lokalik doniigsiimler olan kategoridir. Simdi lokalik doniistimlerin baz1

ozellikleri incelenecektir.

3.2.1.0nerme: f*, f L — M *nin sol adjointi olsun. Bu durumda,
@ f()=1ef[L\{1}]ESM\ {1},

(b) £ sonlu A islemini korur & f(f(a) — b) =a — f(b) dir.

Kamt: (a) (=): (1) = 1 olsun. f*, £nin sol adjointi oldugundan 1 = f'(1) <x & 1 < f(x)
gerektirmesi saglanir. Simdi y € f [L\ {1}] alinsm. Buradan 3x € L\ {1} i¢in f(x) = y dir.
Boylece 1 = f(1) £ x © 1 £ fix) = y oldugundan fix) =y € M \ {1} olur. Dolayisiyla
fL\ {1}] € M\ {1} ifadesi saglanir.

(): f[L\ {1}] € M\ {1} saglansin. f', £nin sol adjointi oldugundan 3.1.1.Onerme geregi
1 < f{f(1)) dir. Simdi istenenin aksine f(1) # 1 olsun. O halde f'(1) € L\ {1} ve dolayisiyla
f(f(1)) e f[L\ {1}] € M\ {1} dir. Bu durumda f (f'(1)) € M\ {1} celiskisi elde edilir. Sonug
olarak f'(1) =1 dir.

(b) (=): f sonlu A islemini korusun. O halde x < f(f(a) —» b) © f(x) <f(a) > b &
f(x ANa)= (X A f(a)) <b e (x Aa) <flb) © x<a— f(b) saglanir. Dolayisiyla
f(f'(a) — b) = a — f(b) elde edilir.

(€): fif'(a) — b) = a — f(b) ifadesi saglansmn. Simdi f(aAb)<x @ aAb<flx) ©
a<b— fix) = fif(b) > x) © f(a) < f(b) —» x & f(a) A f(b) < x saglandigindan
f'(a Ab)=1f'(a) A £'(b) olur, yani " sonlu A islemini korur.

3.2.7.Tamm: Lc(X) = (X), Le(f) = Q(f)+ bigiminde tanimlanan Lc: Top — Loc kovaryant
bir funktordur. Bu durumda, Lc()(U) = Y \ f(X\U) olarak tanimlanirsa,
f7'B) S Ae BcCY\fiX\A) gerektirmesi kullanilarak, Le(f)’in Q(f) = f~'¢in sag Galois
adjointi oldugu goriilebilir. Le(f)(U) tantminda f(X\ U) kapanis isleminin kullaniimasmin
amact Le(f)(U) € (Y) kosulunu saglamaktir. Simdi yukaridaki ifadeler daha anlasilabilir bir

hale getirilecektir:

x € X i¢in X = X \ {x} olarak tammlanirsa, & € Le(X) olur ve Le(f)(%) = f(x) dir. Gergekten

Le(H(®) =Y\ (X \ X\ &) =Y\ f({x) =Y\ {f{&)} = {(x) du.
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Simdi f7'(B) € A B € Le(f)(A) =Y \ {(X \ A) ifadesinin dogru oldugu gosterilecektir.

(=): f7(B) € A olsun. Oncelikle f™': Q(Y) — Q(X) olup A ve B agik kiimelerdir. Ardindan
birb€Biginb ¢ Y\ f(X\ A) olsun. Boylece b € f(X \ A) ve B n f(X\ A) # @ dir. O halde
3y e BN (X \ A) ve 3x € X\ A icin f(x) = y dir. f "(B) S A ve x & A oldugundan x & f~'(B)
olur. Bu durumda f(x) =y & B celiskisi elde edilir.

(e):BS Y \f(X\ A) olsun ve bir x € f7'(B) almnsin. Bu durumda 3y € B i¢in y = f(x) € B dir.
Kabul geregiy € Y\ f(X\ A) olup y € (X \ A) dir. Kapanis tanimi geregi y € f(X \ A) elde
edilir. O halde f7'(y) =x & (X \ A) ve boylece x € A’dir.

Simdi cat1 ve lokallerde nokta kavrami, bu kavramin farkli karakterizasyonlar1 ve bunlar

yardimiyla elde edilen bazi topolojik yapilar verilecektir.

3.2.8. Tammm: Bir L catis1 veya lokalinde bir nokta, L’nin tamamen asal bir siizgecidir.

Bir ¢atida noktalarin tamamen asal siizgegler olarak tanimlanmasi fikrinin kaynagi sober
uzaylardir. Sober uzaylar kategorisi ile ¢atilar kategorisinin nesneleri ve morfizmalar1 arasinda

bir bire-bir bir iligki vardir. Ayrica F tamamen asal bir siizge¢ olmak iizere x & U(X) & F

iliskisi var oldugundan, ¢atinin noktalar1 denildiginde tamamen asal siizgecler akla gelecektir.
(P1) L ¢atisinda (lokalinde) bir nokta bir tamamen asal slizgectir.

Simdi de catilarda nokta kavraminin diger bir karakterizasyonunu elde edilecektir: X bir sober
uzay olsun. Oncelikle x € X noktalar1 ile f: {0} — X, f{0) = x siirekli fonksiyonlar1 arasinda bir

bire-bir bir eslesme vardir. Diger taraftan bir tek nokta uzayindan X uzayma taniml her stirekli

fonksiyon ile ((f) = 1(X) — 2 ¢at1 homomorfizmalar1 arasmda da benzer bir iliski mevcuttur.

Bu bilgiler 15181nda asagidaki nokta karakterizasyonu elde edilir.

(P2) L ¢atisinda (lokalinde) bir nokta h: L — 2 bir ¢att homomorfizmasidir. Diger yandan, P bir
tek nokta lokali olmak iizere, L lokalinde bir nokta bir P — L lokalik doniisiimii ile temsil

edilebilir.

3.2.9.Tanim: Bir L latisinde F € L tamamen asal siizgeci i¢in pr = V{x: x € F} seklinde

tanimlanir.

3.2.2.0nerme: pr = V{x: x ¢ F} eleman1 A- indirgenemezdir.
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Kamt: Bir L latisi ve F € L tamamen asal siizgeci verilsin. ilk olarak tamamen asalliktan
pr & F ve boylece pr # 1dir. Ayrica (a A b) < pr ise a ile b’nin her ikisi birden F’nin eleman1
olamaz clinkii aksi halde (a A b) € F ve (a A b) < pr oldugundan pr € F olurdu. Genelligi

bozmadan a & F olsun. Bu durumda a < pr olup pr A- indirgenemezdir.

3.2.10.Tammm: L bir latis ve p € L bir A- indirgenemez eleman olmak iizere Fp = {x: x % p}

bi¢iminde tanimlanir.
3.2.3.0nerme: F, = {x: x % p} bir tamamen asal siizgegtir.

Kamt: Ilk olarak F,’ nin siizge¢ oldugunu gosterelim: Oncelikle 1 € F, oldugu aciktir.
x, VEF,=2xfpveyfp=>ExAy) £fp=> (xXAy) € F,dir. Ayrica (x EFyvex <y) =
x£pvex<y)=>y<£p=yEF,saglanir. Boylece F,, siizgectir. Simdi F,’ nin tamamen asal
oldugunu gosterelim: 1 £ p oldugundan 1 € F, olup F;, # @ dir. Ayrica 0 <p ve boylece 0 & F,,
oldugundan F, bir 6z slizgectir. Bu durumda V¢ x; EFp = Vigi X £p=> 3Fi€L xi£p) =

(31 € L icin x; € Fy) elde edilir ve Fy tamamen asal bir siizgectir.

3.2.4.0nerme: Pr, = VixixgF}=V{xx<p}=pvexeF, ©@xf£pr=V{x x€¢F} &
x € F saglanir.

Yukaridaki onerme yardimiyla c¢atilarda nokta kavrammin asagidaki karakterizasyonu elde
edilebilir.

(P3) L catisinda (lokalinde) bir nokta bir A- indirgenemez eleman olarak temsil edilebilir.

3.2.5.0nerme: Lokalik doniisiimler A- indirgenemez elemanlari, A- indirgenemez elemanlara

gotiiriir. Bunun bir sonucu olarak lokalik bir doniisiim noktalar1 noktalara gotiirtir.

Kamt: Bir f: L — M lokalik déniisiimii verilsin. Oncelikle f(a) = 1 ise a = 1 dir. Gergekten f
lokalik doniisiimiiniin bir sag adjoint oldugu ve f* ¢at1 homomorfizmasmin en biiyiik elemani
korudugu gercekleri kullanilirsa 1 < fla) = 1 = (1) <a = a =1 elde edilir. Simdia € L,
A- indirgenemez bir eleman olsun ve x A y < f(a) olacak sekilde x, y € M verilsin. Buradan
£'(x) Af(y)=f(x Ay) <aolup a, A- indirgenemez oldugundan f'(x) <a veya f (y) <a olacaktur.
Boylece x < f(a) veya y < f(a) elde edilir, yani f(a), M’ de A- indirgenemezdir.

Simdi ¢at1 ve lokaldeki farkli nokta temsillerini kullanarak bir topolojik uzay insa edilecektir.

3.2.11.Tamm: L bir lokal olmak iizere, a € L i¢in X, = {F, L’de tamamen asal siizgeg: a € F}

olarak tanimlanir.
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3.2.6.0nerme: Bir L lokali i¢in X = @ ve X; = {L’deki biitiin tamamen asal siizgegler} dir.

Ayrica Xy A p = 2a N Zp ve ZVie] a;= Uigj Za, saglanur.

Kamt: £, = @ ve X;= {L’deki biitiin tamamen asal siizgecler} ifadeleri agiktir. {1k olarak
X2 Ab = Za N Xy ifadesi gosterilecektir: F bir siizge¢ oldugundan F € X, \p, © (@AbEF &

a€F veb€F) e FE Xy N Lypelde edilir. Diger taraftan, F € Xy, © Viga EF &

€] aj

(Fi€ligina; EF) @ FEX, © F € Ujg L, du

Yukaridaki onermeden, bir L lokalinde X; = {F, L’de tamamen asal siizge¢: a € F}

elemanlarin agik kiime aksiyomlarmi sagladig1 sonucu elde edilebilir.

3.2.2.Sonug: Sp(L) = ({L’deki biitiin tamamen asal siizge¢ler}, {Xa: a € L}) uzay1 bir topolojik

uzaydir ve bu uzaya L’nin spektrumu dentir.
Simdi spektrum kavrami kullanilarak yeni bir funktor tanimlanacaktir.

3.2.12.Tanim: f L — M lokalik doniisimii verilsin. Bu durumda Sp funktoru
Sp(f): Sp(L) — Sp(M), Sp(f)(F) = (f*)~'(F) olarak tanimlanur.

Burada f*déniisiimii bir ¢ati homomorfizmas1 oldugundan 3.1.11.0nerme geregi (f*)~'(F)

tamamen asal siizgectir. Dolayisiyla Sp(f) doniistimii 1yi tanimlidir.

3.2.7.0nerme: (Sp(f)'(Za)=Zp (a) ©sitligi saglanir ve bu nedenle Sp(f) doniisiimii siireklidir.
Kamt: (Sp(f))™'(2a) = {F: Sp()(F) = () 7'(F) € Xa} = {F:a € (f)7'(F)} = {F: {*(a) € F} =
L o dir.

3.2.8.0nerme: Sp(idr) = idsp) ve Sp(g o f) = Sp(g) o Sp(f) ifadeleri saglanr.

. : f
Kanit: Ik esitlik kolayca gosterilebilir. Ikinci esitligi gostermek i¢cin L - M EN doniistimleri
Sp(f S ,
alinsm. Buradan Sp(L) p—()> Sp(M) p_(gz Sp(N) ve Sp(g o f): Sp(L) — Sp(N) dir. Oncelikle
x<(go H(y) = g(fly) © g'(x) <fly) & f(g'(x)) = (fo g)(x) <y oldugundan (g0 f)'=fo g’
dir. O halde,
Sp(go H(F) = ((go H)T'(F) = (f* 0 g")'(F) = ((g") ™" o (") 7)(F) = (Sp(g) o Sp(N))(F)

elde edilir.
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3.2.3.Sonu¢: L, M birer lokal ve f: L — M bir lokalik doniisiim olsun. Bu durumda
Sp: Loc — Top bir funktordur.

Bir lokaldeki noktalar, (P3) kosulunda verildigi gibi, A- indirgenemez elemanlar bigiminde

temsil edilirse spektrum uzaymin farkl bir karakterizasyonu elde edilebilir.

3.2.13. Tamm: L bir lokal olsun. a € L ve p A- indirgenemez eleman olmak iizere

X' = {p: a £ p} seklinde tanimlanir.

X, ve X, kiimelerinin iliskisine bakilirsa, F,€ Xy © a € F, © a £ p © p € X, saglandigi

goriilebilir. Boylece X" kiimelerinin de agik kiime aksiyomlarini sagladig agiktir.

3.2.4.Sonug: Sp'(L) = ({L’deki biitiin A- indirgenemez elemanlar}, {X,: a € L}) uzay1 bir

topolojik uzaydir.
Simdi de Sp(f) funktoruna karsilik gelen Sp’(f) funktoru elde edilecektir;

3.2.5.0nerme yardimiyla f L — M lokalik déniisiimii icin Sp’(f)(q) = f(q) olacak sekilde,
Sp'(H): Sp’(L)— Sp’(M) tanimlanir. Simdi de bu tanimin Sp(f) ile iliskisi incelenecektir;
Oncelikle q € Sp’(L) i¢in, q € Sp'(L) © Fq € Sp(L) oldugu agiktir. O halde Sp(f)(Fq) =
(f*)"(Fg) = {a: f'(a) € Fq} = {a: f'(a) £ q} = {a: a £ f(q)} oldugundan Sp(f)(Fy)’ya karsilik

gelen nokta Psp(f)(Fq) = Plara<1(q)} = Viaag {a:a£f(q)}) =V{aa<fiq)}=1fq)dr
3.2.5.Sonug: ®r: L — Le(Sp(L)), @r(a) = X, doniisiimii bir ¢att homomorfizmasidir.

Kamit: Bu durum 3.2.11.Tanim ve 3.2.6 Onerme’den agiktir.

Simdi ¢y, ¢at1 homomorfizmasmin sag Galois adjointi olan o = ($r)« Le(Sp(L)) — L lokalik

doniistimii incelenecektir.
3.2.9.0nerme: (o)L sistemi, bir LcSp — Id bir dogal doniisiimii iiretir. o

Kamnit: £ L — M bir lokalik doniistim olmak iizere, asagidaki diyagramin degismeli oldugu,

yani om 0 LeSp(f) = fo ov ifadesinin saglandig1 gosterilecektir. Bu durumda bir a € M verilsin.

Le(Sp(L) 2 L
LeSp(f) l f

LeSp(M) ——= M
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(om o LeSp(f)'(a) = ((LeSp(H)” o om)(@) = (LeSp(f))” o Pu)(@) = (LeSp()'(Za)
QSp(H)(Za) = Sp(D7'(Za) = {F: Sp(f)(F) € Za} = {F: a € Sp()H(F) = (F)7'(F)}
{F: f'(a) EF} =Zp ,y = Pu(f'(a)) = (o1)" 0 (f'(a) = ((or)" 0 {')(a) = (fo o1) () dir. Boylece

istenilen esitlik elde edilmis olur.
3.2.10.0nerme: Her o1 doniisiimii bire-birdir.

Kamt: 3.1.2.0nerme’den ®1. 0 61 0 & = ®rve Oncelikle ®r: L — Le(Sp(L)) doniisiimii rten
oldugundan @1 o oL = Id elde edilir. O halde ®1. o o1 bire-bir oldugundan o1 de bire-birdir.

3.2.14.Tamm: Bir X uzayr i¢in Ax doniisiimii; Ax: X — Sp(Le(X)), Ax(x) = UKX) =
{U : x € U} seklinde tanimlanir.

3.2.11.0nerme: Bir X uzay icin Ax, bir siirekli doniisiimdiir ve Top kategorisinin bir

morfizmasidir.

Kamit: X bir topolojik uzay olmak tizere, Sp(Lc(X))’deki agik kiimeler, U agik kiimesi i¢in Xy
seklindedir. Simdi U € Q(X) igin Ay H(Zu) = {x: &x(x) € 2y} = {x: U(x) € Zy} =
{x: U eU(x)} = {x: x € U} =U olur. Béylece Ax doniisiimii siireklidir.

3.2.12.0nerme: Bir X uzay! i¢in (Ax)x sistemi, bir Id — SpLc dogal doniisiimii iiretir.

Kamt: Verilen bir £ X — Y siirekli fonksiyonu i¢in asagidaki diyagramin degismeli oldugu,

yani SpLc(f) 0 Ax = Ay o f ifadesinin saglandig1 gosterilecektir. Bu durumda x € X verilsin.

A
X — = SpLe(X)

f l J LeSp(f)

Y —2 L SpLe(Y)
SpLe(f) o Ax(x) = SpLe(H(U®X) = (Lc)H)'UX) = QO)(UE)
(U € QY): AP U) € UE))! = {U € QY): f(U) € URX)} = {U € QY): x € f(U)}

{U € QY): f(x) € U} = U(f(x)) = Ay(f(x)) = (Ay 0 1) (x) dir.

3.2.13.0nerme: Lc ve Sp funktorlar1 adjointtir. Burada Lc bir sol adjoint, Sp ise bir sag
adjointtir. Ayrica adjanksimnin birimleri A: Id — SpLc ve o: LcSp — 1d dogal doniisiimleridir.
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Kamt: Lc ve Sp’nin adjoint oldugunu gostermek icin asagidaki diyagramlarm degismeli

oldugunu gostermek yeterlidir.

LcA ASp
Lc —— LcSpLe Sp ——SpLcSp

idrc l oLc idsp Spo
Lc Sp
Oncelikle burada or: Le(Sp(L)) — L, (Spo). = Spor: Sp(Le(Sp(L))) — Sp(L),
Ax: X — Sp(Lc(X)) ve (ASp)L = Aspw): SpL — Sp(Lc(SpL)) oldugu agiktur.

Sp(L)’deki bir F noktasi i¢in,

(Sp(ov) 0 Aspw)(F) = Sp(a)(U(F)) = (o) 7 (UF)) = (¢) " '(UF)) = {U: P (U) € U(F)} =
{U: Xy € U(F)} = {U: F € Xy} = {U: U € F} = F oldugundan (Spc) o ASp = ids, elde edilir.
Diger taraftan, (0Lex) 0 Le(Ax))'(U) = (Le(Ax)” 0 (0Lex) WU) = (Le(x)” 0 (reco)(U) =

(Le(2x)'(Zu) = QA)C0) = M) 7'Co) = x: Ax(x) = U(X) € Zu} = {x: U € URX)} =

{x: x € U} = U olur ve boylece oLc o LcA = idic elde edilir. Sonug olarak Lc¢ ve Sp adjointtir.
3.2.6.Sonuc: or¢x): Le(Sp(Le(X))) — Le(X) lokalik doniistimii bir izomorfizmadhr.

Kamt: 3.2.10.Onerme’den bire-birlik aciktir. Diger taraftan o1cx)0 Le(Ax) = idic oldugundan

OL(x) Orten ve boylece bir izomorfizmadir.

3.2.15.Tamm: A- indirgenemez elemanlar yardimiyla elde edilen spektrum uzayr Sp’(L)
uzayinda, x € X i¢in Ax(x) = X \ {x} ve a € Le(Sp(X)) i¢in (0x)*(a) = X' = {p: a £ p} dir.
Gergekten Sp’(Lc(X)) uzaymin noktalar1 Le(X)” in A- indirgenemez elemanlar olan X \ {x}
bi¢imindedir.

3.2.14.0nerme: Bir L lokalinde asagidaki ifadeler denktir:

(1) L uzaysaldir,

(2) or: Le(Sp(L)) — L bir tam latis izomorfizmasidir,

(3) oL": L — Lc(Sp(L)) bir tam latis izomorfizmasidur,

(4) or Ortendir,

(5) oL bire-bir dir.
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Kamt: (1) = (2) L uzaysal olsun. O halde bir h: L — Lc¢(X) = {4(X) izormorfizmasi vardir. Bu

durumda 3.2.6.Sonug¢’tan o = h™ 0 oL¢x) 0 LeSp(h) bir izomorfizmadir.

(2) = (1) or: Le(Sp(L)) — L bir tam latis izomorfizmast olsun. Bu durumda Le(Sp(L)) =
Q(Sp(L)) = L oldugundan, L uzaysaldir.

2) = (4) ve (3) = (5) agiktir. 3.2.5.Sonug’a gore (4) ve (5) kosullar1 (2), (3), (4), (5) ten her
birini gerektirir. Ciinkii o1 ve o1." monoton déniisiimlerdir ve (4) veya (5) varsa oL ve oL
doniisiimlerinin birbirlerinin tersi oldugu elde edilir ve boylece bu doniistimler tam latis

homomorfizmalaridir.

3.2.7.Sonug¢: Boylece bir L lokalinin uzaysal olup olmadig1 sorusu, kendi spektrum uzaylarina
izomorf olup olmadiklar1 sorusuna indirgenir. Eger L, kendi spektrum uzayina izomorf degilse,

herhangi bir topolojik uzaya izomorf olamaz.

3.2.8.Sonu¢: A-indirgenemez elemanlar acgisindan spektrum uzaymin tekrar formiile

edilebilmesi diisiiniiliirse, 3.2.14.Onerme’deki (5) < (1) denkliginden yararlanilarak,
X ={p:atp}#2p = {p:b<£p} =a#b ifadesi elde edilir.

3.2.15.0nerme: Bir L lokalinin uzaysal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Va € L igin,
a=/A{p: a<p vep A- indirgenemezdir} olmasidir.

Kamt: (=): Bir uzaysal L lokali verilsin ve a € L alinsin. 3.2.14.0Onerme (5) geregi b « a =
Xy £ X, dir. Egerb £ aisep € (Zp' \ Za') olacak sekilde bir A- indirgenemez p elemani vardur.
Buradanp <aveb £ p ve boylece a= A{p: a<p ve p A- indirgenemezdir} elde edilir.

(&): Bir L lokali verilsin ve Va € L elemani, A- indirgenemez elemanlarm infimumu olarak
yazilabilsin. Keyfi bir a € L i¢in a = A{p: a <p, p A- indirgenemezdir} bi¢ciminde oldugundan,
b £ aise a<p veb £ p olacak sekilde bir p eleman1 vardir. Buradan p € (Zp' \ Za') ve boylece

2y £ X' dir. O halde 3.2.8.Sonug geregi, L lokali uzaysaldir.

3.2.16. Tammm: Bir L lokalinde, a >0 ve 0 < x <a kosulunu saglayan Vx € L i¢in x =a oluyorsa
a’ ya bir atom denir. Dual olarak, a <1 ve a <x <1 kosulunu saglayan Vx € L i¢in x =a oluyorsa

a’ ya bir ko-atom denir.

3.2.9.Sonu¢: Bir Boolean cebirinde a’ nin bir atom olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a’ nin

timleyeni olan a’ elemanmin bir ko-atom olmasidir.
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3.2.17.Tamim: Bir Boolean cebirindeki tiim elemanlar atomlarin supremumu olarak ifade

edilebiliyorsa, bu Boolean cebirine atomiktir denir.

3.2.16.0nerme: Bir B Boolean cebirinde asagidaki ifadeler denktir:

(1) B atomiktir,

(2) B’deki her eleman, ko-atomlarm infimumu olarak ifade edilebilir,

(3) B, bir X uzaymnn biitiin alt kiimelerinden olusan P(X) Boolean cebirine izomorftur.
Kamt: (1) © (2): 3.2.9.Sonu¢ ve De-Morgan kurallar1 kullanilarak kolayca gosterilebilir.

(1) & (3) B bir atomik Boolean cebiri ve X, B’deki biitiin atomlarin kiimesi olsun. Bir b € B
icin A(b) = {x € X: x <b} olarak tanimlansin. Simdi ¢: B — P(X), ¢(b) = A(b) doniistimiiniin
bir izomorfizma oldugunu gésterelim. Ilk olarak bire-bir 6zelligi i¢in ¢(a) = @(b) olacak sekilde
a, b € B verilsin. Eger x e X vex<a=VA(a)ise 0 £x=xAVA@@)=V{x Ay y € A(a)} =
Vi{x Ay:y € A(b)} dir. O halde 3y € A(b) i¢in 0 <x <x Ay <y olur. O halde B atomik
oldugundan x =y elde edilir, yani keyfi bir y € A(b) i¢in x =y oldugundan x < b olur ve bdylece
a=b elde edilir.

Simdi Y doniistimiiniin 6rten oldugunun gosterilmesi i¢in keyfi olarak bir C € P(X) alinsin ve
b =VC igin ¢(b) = C oldugu kabul edilsin. Eger ¢ € C ise ¢ < VC oldugundan c € A(b) = ¢(b)
dir. Diger taraftan, x € ¢ (b) = A(b) ise X < VC =V, ¢; dir. Buradan 0 <x A ¢i <x A Vg1 G =
x ve x bir atom oldugundan x A c; = x dir. O halde 0 < x < ¢; ve ¢;’ ler atom oldugundan

x = cj € C elde edilir.
3.2.17.0nerme: Bir Boolean cebirindeki her A- indirgenemez eleman ko-atomdur.

Kanit: B bir Boolean cebiri, p € B bir A- indirgenemez eleman ve bir x € B i¢in p < x olsun.
Simdi y, X’in tiimleyeni olmak iizere, 0 = x A y <p ve p A- indirgenemez oldugundan y <p dir.

O halde y <x ve boylece x =xVy =1 elde edilir.

3.2.10.Sonug: 3.2.15.0nerme’den bir uzaysal Boolean lokalindeki her elemanin ko-atomlarin
infimumu olarak ifade edilebilecegi goriilebilir. O halde 3.2.16 Onerme’den bir Boolean lokali
atomik ise, ya da bir X uzaymn alt kiimelerinden olusan P(X) Boolean cebirine izomorf ise,
bu lokalin uzaysal oldugu agiktir. O halde uzaysal Boolean lokalleri aslinda ayrik uzaylara

karsilik gelir.
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Atomik olmayan tam Boolean cebirleri, uzaysal olmayan lokallere 6rnektir. Ornegin R reel
sayilar kiimesi iizerinde U = intU olacak sekilde tiim U agik kiimelerinden olusan bir B Boolean
cebiri ele almsin. VU agik kiimesi ve x € U i¢in x € (¢, d) € U ve int(c, d) = (c, d) olacak sekilde

¢, d € R vardir. Bu nedenle B’nin atomlarinin kiimesi bos kiime ve boylece Sp(B) = @ dir.
3.2.18.0nerme: Her L lokali i¢in Sp(L) soberdir.

Kamt: Bir L lokali verilsin. ilk olarak Sp(L) uzay: To dir. Gergekten F # G olacak sekilde

F, G € Sp(L) alinirsa, genelligi bozmadan a € F \ G olacak sekilde bir a eleman1 vardir. Boylece
F € X, ve G € X, olur. Simdi Sp(L)’nin sober oldugunu gostermek i¢in, Sp(L)’den alinan keyfi
bir F tamamen asal siizgeci i¢cin F = U(F) olacak sekilde bir F € Sp(L)’nin var oldugu

gosterilecektir: Oncelikle F = {a: X, € F} biciminde tamimlanan F kiimesi tamamen asal
siizgectir: Gergektena,bEF > X, € FveXp EF =X, \, EF > aAbeFdir Ayricaa €F,
a<b=>(aAb=b)=> (X, = b = La € Lp) = X3 € F = Xp € F = b €F olur. Son olarak,

Vicia; EF = Zvielai EF=> Zvielai =UZ, EF=>13i€licgin Zai € F = a; € F elde edilir.

Diger taraftan X, € F © a €F ve F € X3 © X, € U(F) oldugundan F = U(F) elde edilir ve

bdylece Sp(L) soberdir.

3.2.19.0nerme: Bir X uzay: verildiginde asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) X sober uzaydr,

(2) Ax: X — SpLc(X) doniistimii bire-bir ve ortendir,

(3) Ax: X — SpLc(X) doniisiimii bir homeomorfizmadir.

Kamt: (1) = (2) X bir sober uzay1 olsun. O halde £)(X)’deki tamamen asal siizgegler, tam

olarak U(x) siizgecleridir. Boylece Ax: X — SpLc(X) doniisiimii i¢in Ax(x) = U(X) olup, Ax

doniistimii bire-bir ve Ortendir.

(2) = (3) Ax: X — SpLc(X) doniisiimii bire-bir ve érten olsun. 3.2.11.0nerme’ye gore Ax

dontisiimii siireklidir. Simdi Ax doniisiimiiniin acik oldugu gosterilecektir: Bunun i¢in X’de
keyfi bir U agik kiimesi verilsin. Ax(U) = {U(x): x € U} = {U(x): U € U(x)} = {F tamamen

asal stizgeg: U € F} = Xy oldugundan Ax doniisiimii agiktir. O halde Ax bir homeomorfizmadir.
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3) = (1) Ax: X — SpLc(X) doniisiimii bir homeomorfizma olsun. 3.2.18.Onerme geregi
SpLc(X) soberdir. Sober olma bir topolojik 6zellik oldugundan X uzay1 da soberdir.

3.2.20.0nerme: Frm kategorisindeki monomorfizmalar, tam olarak bire-bir ¢ati

homomorfizmalaridir.

Kamt: (<): h, Frm kategorisinde bir bire-bir ¢ati1 homomorfizmasi olsun. Bu durumda,
Frm’deki Vf, g morfizmalar ¢ifti i¢in h(f(x)) = h(g(x)) = f(x) = g(x) oldugu aciktir. Béylece h

bir monomorfizmadir.

(=): h: L - M, Frm kategorisinde bir monomorfizma olsun fakat tersine bire-bir olmasm. O
halde h(a) = h(b) iken a # b olacak sekilde a, b € L vardir. Simdi li¢ elemanli1 3= {0 <c <1}
catis1 i¢in f{0) = g(0) = 0, f(1) = g(1) = 1, f(c) = a, g(c) = b olacak sekilde tanimlanan
f, g: 3 — L doniistimleri birer ¢att homomorfizmasidir. Burada f# g iken h o f="h o g olur, ki
bu h’nin monomorfizma olmasi ile bir ¢eliskidir. O halde h bir bire-bir ¢at1 homomorfizmasi

olmalidir.

3.2.21.0nerme: L, M birer cat1 olmak iizere £ L — M cat1 homomorfizmas: verilsin. Bu
durumda f(L), M’nin bir alt ¢atisi, yani M’nin, keyfi supremum ve sonlu infimumu altinda
kapali ve 0zel olarak Om ve 1m elemanlarmi iceren bir alt kiimesidir. Aymi sekilde
J: flL) — M bir gdbmme doniisiimii olmak {iizere, f =j o g dir ve g: L — f(L), g(x) = f(x)

doniistimii bir ¢cat1 homomorfizmasidir.

Kamt: Bir £ L — M c¢at1 homomorfizmasi verilsin. 11k olarak f(L)’nin, M nin bir alt ¢atis
oldugu gosterilecektir: I bir indis kiimesi olmak {izere Vi € I i¢in y; € f(L)’ler verilsin. O halde
Vi € I i¢in f(xi) = y;olacak sekilde x; € L vardir. Buradan Vier yi = Vier f(xi) = f(Vier xi) € f(L)
dir. Sonug olarak f{L) keyfi supremum altinda kapalidir. Ayrica yi, y2 € f(L) i¢in, f(x1) =y ve
f(x2) = y2 olacak sekilde xi, x2 € L vardir. Bu durumda, y1 A y2 = f(x1) A f{x2) = f{x1 Ax2) € (L)
elde edilir ve boylece f(L) sonlu infimum altinda kapahdir. Ayrica f(0) = 0 ve f(1) = 1
oldugundan 1w, Om € f(L) dir.

3.2.22.0nerme: Frm Kkategorisindeki ekstremal epimorfizmalar, tam olarak &rten cati

homomorfizmalaridir.

Kanit: (&): f: L — M doniisiimii Frm kategorisinde 6rten bir ¢att homomorfizmasi ise, f bir
epimorfizmadir: Bunun i¢in h o f= g o folacak sekilde h, gt M — L ¢at1 homomorfizmalar1

verilsin ve tersine h # g olsun. O halde h(m) # g(m) olacak sekilde bir m € M vardir. Ayrica f
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orten oldugundan f(t) = m olacak sekilde t € L bulunabilir. Bu durumda h(f{t)) # g(f(t)) celiskisi
elde edilir. O halde h = g olup, f bir epimorfizmadir.

Simdi f=m o g olacak sekilde bir m: N — M monomorfizmas1 verilsin 3.2.20.Onerme geregi
m bire-birdir ve f = m o g orten oldugundan m doniisiimii de ortendir. O halde m bir

izomorfizma ve boylece f bir ekstremal epimorfizmadir.

(®): £ L — M orten olmasm. O halde 3.2.21.Onerme geregi f = j o g olacak sekilde bir
g: L — f(L) ve izomorfizma olmayan bir j monomorfizmasi vardir. O halde tanim geregi f bir

ekstremal epimorfizma olamaz.

3.2.23.0nerme: Loc kategorisindeki ekstremal monomorfizmalar, tam olarak bire-bir lokalik

doniistimlerdir.

Kamt: Lokalik doniisiimlerin, ¢ati1 homomorfizmalarmin sag adjointi oldugu bilinmektedir.
Diger taraftan, f, g adjoint cifti icin fo go f=fve g o fo g = g oldugundan, f orten ise
fo g=1id ve g bire-bir olmalidir. Eger g bire-bir ise, f o g = id ve boylece f 6rtendir. Sonug
olarak asagidaki gerektirmeler dogrudur:

g bire-bir bir lokalik doniisiimdiir & f=g" bir 6rten ¢at1 homomorfizmasidir & fbir ekstremal

epimorfizmadir & g bir ekstremal monomorfizmadir.
3.3. Alt Lokaller

Burada alt lokaller, agik alt lokaller, kapali alt lokaller ve bu kavramlarmn tistiine kurulan yapilar

verilecektir. Bu kesimde [1, 4, 6, 12, 15] nolu kaynaklar temel almmustir.
3.3.1.Tanim: L bir lokal olmak tizere S € L alt kiimesi i¢in
(S1) S, biitiin A’ ler altinda kapalidir,

(S2) Vs € S ve Vx € Li¢cin x — s € S kosullar1 saglaniyor ise S alt kiimesine bir alt lokal denir.
L bir lokal olmak iizere 1 = A@ oldugundan VS € L alt lokali bostan farklidir. Ayrica en kiigiik
alt lokal {1} dir ve bu alt lokal 0 ile gosterilir. Bu alt lokal bos alt uzay gérevi goriir, bu nedenle

bos olmayan en kiigiik alt lokalde 1°den farkli en az bir eleman bulunmak zorundadir.

3.3.1.0nerme: Bir L lokali verilsin. Bu durumda S € L alt kiimesinin bir alt lokal olmas1 igin
gerek ve yeter kosul S’nin indirgenmis siralama ile bir lokal ve j: S — L gdmme doniistimiiniin

bir lokalik doniisiim olmasidir.
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Kamit: (=): Bir L lokali verilsin ve S € L bir alt lokal olsun. (S1) geregi S bir tam latistir:
Gergekten bir posetin tam latis olabilmesi i¢in her alt kiimesinin supremumu veya infimumunun
olmas1 yeterlidir. Ayrica (S2) geregi S, Heyting islemi altinda kapalidir. Boylece her
f(x) = x A a doniisiimiiniin bir sag adjointi j: S — S, j(x) = (a — x) vardir ve ayrica ¢at1
tammindaki keyfi dagilma 6zelligi saglanir. Gergekten f(x) = x A a bir sol adjoint oldugundan
keyfi supremumu korur ve boylece f{(Vier xi) = Vier f(xi), yani (Vx;) A a=V(xi A a) elde edilir.
Boylece S bir lokaldir.

Ayrica, (S1) 6zelliginden j doniistimiiniin A’leri korudugu aciktir. Ciinkii Vi € I, s; € S i¢in
Asi € S ve boylece j(Asi) = Asi = Aj(si) elde edilir. Simdi S bir tam latis ve j A’ leri korudugundan
j sag adjointtir. O halde j’ nin bir h: L — S sol adjointi vardir ve Vx € L, Vs € S i¢in h(x) <s &
X <j(s) = s dir. Burada h bir sol adjoint oldugundan supremum iglemini korudugu ag¢iktir. Simdi
h’nin bir ¢at1 homomorfizmasi oldugu gosterilmek istensin. Oncelikle h(a) A h(b) = h(a A b)
esitligini kontrol etmek i¢in, h(a) A h(b) <s € S olacak sekilde a, b € L verilsin. Buradan, h(a)
Ah(b)<s e h(a) <h(b) s a<j(h(b) —»s)=h(b) s aAhb)<se h(b)<a—s
©b<jla—s)=a—s© aAb<s=j(s) © h(aAb) <s elde edilir ve boylece istenilen
gosterilmis olur. Diger taraftan h(x) < h(x) € S oldugundan Vx i¢in x < j(h(x)) = h(x) olur.
Burada x = 1 segilirse 1 <h(1) yani h(1) =1 bulunur. Son olarak h(0) = h(V@) =Vh(@)=V@ =

0 dir. Boylece h bir cati homomorfizmasi ve dolayisiyla j bir lokalik doniistimdyir.

(<): Bir L lokali verilsin ve S € L indirgenmis siralama ile bir lokal ve j: S = L bir lokalik

doniisiim olsun. {1k olarak S tam latistir ve j ddniisiimii biitiin A’ leri korur. Boylece (S1) saglanur.

s
Ayrica S, “—>” iglemi ile birlikte bir Heyting cebiridir. Gergekten 3.2.1.Sonug geregi her cat1
ve dolayisiyla her lokal bir Heyting cebiridir. Burada j bir lokalik doniisiim oldugundan, j’nin

sol adjointi olan bir h ¢ati homomorfizmasi vardir. O halde herhangi x,a € L, s € S i¢in,

S S S
X < h(a) — s © h(x) < j(h(a) —s) = h(a) — s © h(x) A h(a) =hx ANa) <s &
S
xAa<j(s)=s e x<a— sdir. Boylece h(a) — s=a — solur, yaniVa€Ligcina—s €S
dir.
3.3.1.Sonug: L bir lokal olmak iizere S € L alt lokalin kendisi de bir lokaldir. S, L’ deki A islemi

altinda kapali oldugu i¢in S’deki Heyting islemi ile L’ deki Heyting islemi ¢akisir.

L bir lokal olmak iizere S € L alt lokalindeki A ve Heyting islemlerinin aksine, V islemi L’deki
ile cakismak zorunda degildir. Bu iki supremum islemi arasindaki iliski 3.3.9.Onerme’de

verilecektir.
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3.3.2.0nerme: L bir lokal ve I herhangi bir indis kiimesi olmak iizere Si € L alt lokalleri

verilsin. Bu durumda NierS; de bir alt lokaldir.

Kamt: L bir lokal ve I sonlu bir indis kiimesi olsun. S; € L alt lokalleri i¢in, a, b € NierS; ise

VielicinaAb € Sjolup a Ab € NigrS; dir. Boylece (S1) saglanir. Benzer sekilde (S2) kosulunun

saglandig1 da gosterilebilir.

3.3.2.Sonug: 3.3.2.0nerme’nin sonucu olarak, bir L lokalinin biitiin alt lokallerinden olusan

S¢(L) sistemi bir tam latistir.

3.3.2. Tanim: L bir lokal ve I bir indis kiimesi olmak tizere S; € L alt lokalleri verilsin. Alt

lokallerin supremumu VieiSi = {AA: A € UieiSi} bigiminde tanimlhidir.

Gergekten, T = {AA: A € UiaSi} olsun. Oncelikle T nin keyfi infimum altinda kapali oldugu
aciktir. Ayrica keyfi x € L i¢in 3.1.1.Sonug geregi x — AA= A{x—a:a € A} elde edilir ve
V(x — a) € UielSi oldugundan x — AA= A{x—a:a € A} € Tdir. O halde T bir alt lokaldir.
Diger taraftan T nin V¢ S; kiimesinin bir iist smir1 oldugu agiktir. Viigin S; € Z olacak sekilde

bir Z alt lokali verilsin. Buradan A € UielS; € Z ve AA € Z dir. Dolayisiyla T € Z bulunur.

3.3.3.0nerme: L bir lokal olmak iizere (S(L), ) bir ko-catidir. Béylece S2(L)® = (S£(L),2)
bir ¢atidir.

Kamt: Oncelikle (Nier Ai) V B € Nier (Ai V B) kapsamasi agiktir. Diger kapsama igin,
X € Nier (Ai V B) alinsm. Bu durumda, Vi € I i¢in x = aj A bi olacak sekilde ai € A ve b€ B
vardir. Simdi b = Aier bi olarak tanimlanirsa, x = (Aier ai) A (Aie1 b)) = (Aie1 @) Ab<ajADb
< aj A bi < x olur. Buradan Vi € I i¢in x = a; A b oldugundan (H6) geregi, Vi, j € I i¢in
b — aj = b — g elde edilir. Simdi a = b — a; olmak iizere, (HS) geregi, x = b A a
=bA(b—aj)olur. O halde x=b Aai=b A(b—aj)=bAa€B YV Ni A dir. Sonug olarak
S¢(L) bir ko-¢atidir.

3.3.4.0nerme: L ve M birer lokal ve f L — M bir lokalik doniisiim olsun. Bu durumda
VS C L alt lokali i¢in f(S), M’ nin bir alt lokaldir.

Kamt: £ L — M lokalik doniigiimii bir sag adjoint oldugundan keyfi infimum iglemini korur
ve bdylece (S1) kosulu saglanmis olur. Ayrica f nin bir f: M — L sol adjointi vardir ve f* sonlu

infimumlar1 korur. O halde 3.2.1.0nerme (b) 6zelligi geregi, s € S ve y € M igin
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y — f(s) = f(f'(y) — s) € f(S) olur. Ciinkii S bir alt lokal oldugundan f'(y) — s € S ve
dolayistyla f(f'(y) — s) € f(S) dir. Béylece f(S) € M bir alt lokaldir.

3.3.3.Tanmm: L ve M birer lokal olmak {tizere, f[-]: S#(L) — S€(M) doniigiimiine goriintii

doniistimii denir.

3.3.5.0nerme: L ve M birer lokal, f L — M bir lokalik doniisiim ve T € M bir alt lokal olsun.
Bu durumda f7'(T) keyfi infimum altinda kapalidur.

Kamt: ilk olarak 3.2.5.0nerme geregi f(1) = 1 oldugundan f ~/(A@) = f (1) = 1 = Af (@) dir.
Ayrica, 1 indis kiimesi ve x; € f7Y(T) olmak iizere, f(x;j) € T ve dolaysiyla
f(Aier xi) = Aie f(xi) € T dir. O halde Aier xi € f7(T) elde edilir.

Yukarida verilen f 7/(T) € L keyfi infimum islemi altinda kapali olsa bile bir alt lokal olmak
zorunda degildir. Ciinkii (S2) kosulu her zaman saglanmayabilir. Fakat yine de f~'(T)

yardimiyla tiretilen bir alt lokal tanimlamak miimkiindiir.

3.3.4.Tammm: L bir lokal ve A € L keyfi infimum altinda kapali bir kiime olsun. Bu durumda,
A tarafindan kapsanan ve keyfi infimum islemi altinda kapali olan en biiytik alt lokal Agioc

biciminde gdsterilecektir.

Agloc alt lokalinin varhigindan s6z etmek miimkiindiir, ¢linkii A@ = {1} € A’ dir ve ayrica

Vi€ ligin S; € A ise supremum tanimi geregi Vg S; € A saglanir.

3.3.5.Tanim: L ve M birer lokal, f: L — M bir lokalik doniistim ve T € M bir alt lokal olsun.
Bu durumda f_(T) = (f7'(T))s1oc kilmesi L’nin bir alt lokalidir ve bu alt lokale, T'nin f

altindaki 6n goriintiisii denir.

3.3.6.0nerme: L ve M birer lokal ve f: L — M bir lokalik doniisiim olsun. Her f doniisiimii
icin f_,[ - ] 6n goriintli doniisiimi, f[-]: SE(L) — S€(M) goriintii doniisiimiiniin bir Galois sag
adjointidir.

Kanit: f: L — M bir lokalik dontisiimii olsun. f(S) € T seklindeki VS € S€(L) ve VT € S€(M)
icin S € f7'(T) olur. O halde S € L bir alt lokal oldugundan S € f_,(T) dir. Diger taraftan
S € f_(T) seklindeki VS € S€(L) ve VT € S¢(M) igin S < f7'(T) olur ve boylece f(S) € T
elde edilir. O halde f(S) € T & S < f_,(T) saglan.

Loc kategorisindeki ekstremal monomorfizmalar ile Frm kategorisindeki ekstremal

epimorfizmalarin birbirinin adjointi olmas1 gergegi ve 3.2.22.0Onerme yardimiyla, alt lokallerin
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g: L — M orten cat1 homomorfizmasi ile de temsil edilebilecegi sonucuna ulasilabilir. Bu

homomorfizmaya alt lokal homomorfizma denir.
Alt lokal homomorfizmalar ile alt lokaller arasindaki iliski asagidaki gibidir:

S, L’nin bir alt lokali ve js: S = L olmak iizere, js": L = S bir alt lokal homomorfizmasidir.

Tersine h: L = M bir alt lokal homomorfizmas1 olmak tizere h«[M] bir alt lokaldir.

3.3.6.Tamim: Bir g: L — M alt lokal homomorfizmasi olmak tizere E; = {(X, y): g(x) = g(y)}
bir ¢at1 denkligi (frame congruence) olur. Tersine E bir cati denkligi, L/E bu denklik ile
tanimlanan boliim catis1 ve Ex = {y: (y, x) € E} kiimesi x’in denklik smifi olmak {izere,

g: L — L/E, g(x) = Ex bir alt lokal homomorfizmasidir.

3.3.1.Uyar: Cat1 denkligi latisinin dogal alt kiime siralamasi ile alt lokaller ailesi {izerindeki
siralama birbirinin dualidir. Boylece 3.3.3.0Onerme geregi cat1 denkligi latisi bir catidir. Bu latis

L’nin denklik catis1 olarak adlandirilir ve C(L) ile gosterilir.
3.3.7.Tammm: L bir lokal olsun. Bu durumda,

(N1) va € Ligin a <Vv(a),

(N2) a<b = v(a) <V(b),

(N3) Va € L i¢in v(v(a)) = V(a),

(N4) Va, b € Licin v(a Ab) =Vv(a) AV(b)

kosullarin1 saglayan v: L — L doniisiimiine bir niikleus (nucleus) denir. Buna gére niikleus
doniisiimleri, alt lokal homomorfizmalar ve cati denklikleri arasindaki iliski asagidaki

gibidir

V= By ={(x y): V(x) = V(¥)},

E — Ve (Ve: L — L, Ve(x) = VEX),

v — hy (hy: L — V(L) kisitlanmig doniisiim)
h — vy = (Vn: L - L, vi(x) = h=h(x)).

Simdi niikleus doniistimleri ve alt lokaller arasinda asagidaki tanimdaki gibi bir bire-bir iliski

vardir,
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3.3.8.Tanim: L bir lokal ve S € L alt lokal olmak iizere vs(a) =js (a) = A{s € S: a<s} biciminde

tanimlanir. Diger taraftan, bir v: L — L niikleus doniistimii i¢in S,, = V(L) seklinde tanimlanir.
3.3.7.0nerme: L bir lokal olsun. Bu durumda,

a) Va, b € L i¢in v(a — v(b)) =a — V(b),

b) Va, b € L i¢in b — v(a) = v(b) — v(a) dir.

Kanit: a) L bir lokal ve a, b € L olsun. Bu durumda, v(a — V(b)) A a<Vv(a — V(b)) A V(a) =
V((a — V(b)) A a) =v(a A V(b)) < Vv(V(b)) = V(b) = v(a — V(b)) A a<V(b) = v(a — V(b))
<a — V(b) olur. Diger taraftan (N1) geregi a — v(b) < v(a — V(b)) dir. Boylece v(a — V(b))

=a — V(b) bulunur.

b) Keyfia, b € Ligin, b— v(a) <b — Vv(a) ise (b — v(a)) A b<V(a) dir. Buradan (N2), (N3)
ve (N4) geregi V(b — Vv(a)) A b) = v(b — Vv(a)) A V(b) < V(V(a)) = v(a) ve bdylece
V(b — Vv(a)) < v(b) — Vv(a) olur. O halde b — Vv(a) < v(b — Vv(a)) < v(b) — V(a) olup
b — v(a) < v(b) — V(a) elde edilir. Diger taraftan 3.1.5.0nerme geregi, b < v(b) =

v(b) — v(a) <b — V(a) bulunur. Boylece b — v(a) = v(b) — V(a) saglanir.

3.3.8.0nerme: L bir lokal olmak iizere, S — Vs ve V — S,, déniisiimleri, L nin alt lokalleri ile

L iizerinde taniml1 niikleus doniisiimleri arasinda bire-bir esleme olusturur.

Kamt: v: L — L bir niikleus donsiimii olsun ve a; = V(b)) € V(L) (i € I) verilsin. Oncelikle
V(Aai) < Av(ai)) = Av(v(bi)) = Av(bi) = Aa; dir. Ayrica (N1) geregi Aa; < v(/Aai) oldugundan
V(Aaj) = Aa; € V(L) elde edilir. Diger taraftana € Lve s=Vv(b) € V(L) isea— s=a— V(b) =

v(a — V(b)) € V(L) olur. Boylece V(L) bir alt lokaldir.

Simdi S bir alt lokal olsun. Bu durumda, vs’ nin (N1), (N2), (N3) kosullarmni ve vs(a) A vs(b)
> vs(a A b) esitligini sagladig1 agiktir. Esitligin diger tarafi igin, dncelikle a A b<vs(a A b) =
a<b — vs(a A b) olur. O halde (S2) geregi b — vs(a A b) € S ve Vs tanim1 geregi
vs(a) < b — vs(a A b) elde edilir. Ayrica vs(a) <b — vs(a Ab) = vs(a) Ab<vs(aADb)=

b < vs(a) — Vvs(a A b) gerektirmeleri saglanir. Burada yine (S2) ve vg tanimi kullanilirsa,
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vs(b) < vs(a) — Vvs(a A b), yani vs(b) A vs(a) < vs(a A b) elde edilir. O halde (N4) 6zelligi de

saglanir ve boylece vs bir niikleus doniistimii olur.
Diger taraftan, (S1)’den vs(a) € S ve ayrica s € S i¢in vs(s) = s oldugundan vs(L) = S saglanir.

Son olarak a < v(a) ve ayrica “a < V(b) ise V(a) < V(V(b)) = V(b)” dzellikleri kullanilirsa,
Vs, (@) = A{v(b): a<V(b), b € L} = V(a) elde edilir. O halde vg =V dir ve bdylece alt lokaller

ile niikleus doniisiimleri arasinda bire-bir iliski vardir.

3.3.3.Sonug: Bir S alt lokaline karsilik gelen Es denkligi,
aEsbe Vs€ S (a<s e b<s) & vs(a) =vs(b) seklinde tanimhdir.

3.3.9.0nerme: Bir L lokali ve bir S € L alt lokali verilsin. Bu durumda a; € S igin S alt

lokalindeki supremum islemi [ Jier ai = vs(Vier ai) dir.

Kamt: Oncelikle vs(Vier ai) € S ve ayrica Vi € I igin ai < Vs(ai) < Vs(Vier ai)’dir. Diger taraftan,
Vi € li¢in a;< b olacak sekilde bir b € S varsa Vier ai < b ve boylece vs(Vier ai)) < vs(b) = b elde
edilir.

Bilindigi gibi {)(X) catis1, bir X uzaymin tiim a¢ik alt kiimelerinden olusur. Bu nedenle bir L

lokalinde a € L elemani ile “genellestirilmis agik alt uzaylar” arasinda bir iliski olmas1 beklenir.

3.3.9. Tamim: X bir topolojik uzay ve U € X bir acik alt kiime olmak iizere,
QU)=|U={V c U:V,U alt uzayinda agiktir}

bir ¢atidir. Bu ¢ati, agik alt uzaylarin bir genellestirilmesi olarak diisiiniilebilir. Bu nedenle bir
L lokalinin agik alt lokallerinin a € Li¢gin |a € L bigiminde olmasi1 beklenir. Fakat | a alt kiimesi

bir alt lokal olmak zorunda degildir, ¢linkii (S2) kosulu her zaman saglanmaz.

Simdi a: L — |a, a(x) = a A x alt lokal homomorfizmasi ele almsin. Burada a alt lokal
homomorfizmasmin bir ¢att homomorfizmasi oldugu aciktir. Genellestirilmis acik alt uzaylar
olarak ele alinabilecek olan bir acik alt lokal tanimlanabilmesi i¢in lokalik doniisiimlerden
yararlanilmasi gerekir. Bunun i¢in 4” nin sag adjointi olan f doniisiimiinii ele alalim. Oncelikle
a(x) =a Ax <y e x < f(y) dir. Buradan Heyting islemi yardimiyla x <a — y & x <f(y) ve
bdylece f(y) =a — y elde edilir. Sonug olarak a € L elemanina karsilik gelen acik alt lokal, |a

kiimesinin f altindaki goriintiisii olan O(a) = {a — x: x € L} kiimesi ile belirlenir. Ayrica (H4)
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geregi a — (a A X) = a — x oldugundan, O(a) formiiliindeki x € L ifadesi ile x < a ifadesi yer
degistirilebilir.
3.3.10.0nerme: L bir lokal ve a € L olmak iizere, O(a) bir alt lokaldir.

Kamt: I bir indis kiimesi olmak {izere Vi € I i¢cin b; € O(a) verilsin. O halde Vi € I i¢in
bi = a — x; olacak sekilde x; € L vardir. Buradan, 3.1.1.Sonug¢ yardimiyla Aier bi =
Niel (a = xi) =a — Aier xi elde edilir. O halde, Aier xi € L oldugundan Aier bi € O(a) elde edilir.

Simdi (a — x) € O(a) verilsin ve y € L olsun. (H7) geregiy — (a — x) =a — (y — X) ve

ayrica (y — x) € L oldugundan (a — (y — x)) € O(a) elde edilir.

3.3.4.Sonu¢: (H7) geregi, a — x =a — (a — x) oldugundan O(a) = {x € L: a — x = x}
biciminde de ifade edebilir ve bu temsil daha kullanishdir.

3.3.10.Tanmm: L bir lokal ve a € L olsun. Bu durumda O(a) acik alt lokalin tiimleyeni
C(a) = Ta seklindedir.

3.3.11.0nerme: C(a) bir alt lokaldir ve O(a) ile C(a) alt lokalleri, S#(L)’ de birbirinin

tiimleyenidir.

Kamt: Oncelikle C(a) nin bir alt lokal oldugu aciktir. y € (O(a) N C(a)) ise y € O(a) oldugundan
y = a — x olacak sekilde bir x € L vardir ve ayrica y € C(a) oldugundan a <y dir. Buradan
(ag<y=a—x)>(@<a—x)=>(aANa<x) = (a<x) elde edilir. O halde (H2) geregi,

y=a— x=1 ve bdylece O(a) N C(a) = {1} =0 elde edilir.

Diger taraftan keyfi bir x € L i¢in (H8) geregi, x = (x V a) A (a — x) oldugundan
x € O (a) V C(a) dir. O halde O (a) V C(a) = L olur ve boylece O(a) ile C(a) birbirinin
tiimleyenidir.

3.3.12.0nerme: L bir lokal ve a, b € L olmak iizere, a<b < C(b) € C(a) & O(a) € O (b) dir.
Kamt: ik denklik agiktir, ikinci denklik 3.3.11.0Onerme kullanilarak kolayca gosterilir.
3.3.13.0nerme: L bir lokal ve a, b € L olmak iizere,

(a) O(a) N O(b) = O(a A b), Vie1 O(ai) = O(Vier a).

(b) C(a) V C(b) = C(a A b), Nier C(ai) = C(Vier ai) esitlikleri saglanr.
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Kamit: (b) (x € Nie1 C(ai)) & (Vi €L, x>aj)) © (x> Vier ai) © (x € C(Vier ai)) dir. Diger taraftan
C@@VvC()={xAy:x>a y>b} =C(aAb)olur.

(a) O(a) ve C(a) birbirlerinin tiimleyeni oldugundan (b)’de elde edilen C(a) V C(b) = C(a A b)
ifadesinden tiimleyenleri alma yoluyla O(a) N O(b) = O(a A b) ifadesi elde edilir. Benzer
sekilde Nier C(a;) = C(Vier ai) ifadesinin tiimleyeni de Vier O(ai) = O(Vier ai) olarak bulunur.

3.3.14.0nerme: L bir lokal, S € L bir alt lokal ve vg niikleus doniistimii olsun. Bu durumda,
Cs(a), S’nin bir kapal alt lokalini géstermek tizere, Cs(a) = C(a) N S ve C(a) N S = Cs(Vs)(a)
dir. Benzer sekilde Os(a), S’nin bir agik alt lokalini géstermek iizere Os(a) = O(a) N S ve
O(a) N S = Os(vs)(a) dir.

Kamt: Cs(a) = {x € S: x > a}, S’nin bir kapali alt lokali olmak {izere Cs(a) = ta N S =
C(@) N S oldugu agiktir. Diger taraftan C(a), L’ de keyfi bir kapali alt lokal olsun ve
a’ = A(C(a) N S) olarak tanimlansm. Oncelikle (S1) geregi a’ € S’dir. Ayricax ESvex>a' &
X € S ve x > a dir ve bdylece “x € Cs(a’) © x € C(a) N S” elde edilir. Son olarak

a’=A(tanS)=A{s €S:a<s} =vs(a) oldugundan C(a) N S = Cs(Vs)(a) elde edilir.

Acik alt lokaller ile ilgili olan esitlikler, O(a) ve Os(a)’ nin tiimleyenlerinin, sirastyla, C(a) ve
Cs(a) oldugu gerceginden elde edilebilir.

3.3.15.0nerme: Kapali (sirasiyla, acik) alt lokallerin lokalik déniisiimler altindaki on
goriintiileri de kapal (sirasiyla, agik) dir. Ayrica f_,[C(a)] = f7'[C(a)] = C(f (a)) ve f_,[O(a)] =
O(f'(a)) esitlikleri saglanur.

Kamt: f*(a) <x © a < f{x) oldugundan x € C(f'(a)) © x € f~(a) saglanir. Bdylece C(f'(a))
= f~1(C(a)) elde edilir. Ayrica C(f'(a)) kapali bir alt lokal oldugundan C(f'(a)) = f_,[C(a)] di.

Diger taraftan 3.2.1.0nerme (b) geregi, fif(a) — b) = a — f{b) oldugundan
O(f'(a)) € f'(O(a)) dir. Simdi f™(O(a)) € O(f(a)) kapsamasmnmn gdsterilmesi igin,
S € f7'(O(a)) olacak sekilde bir S alt lokali alinsin. Eger s € S ise herhangi bir x — s € S ve
boylece varsayimdan f(x — s) € O(a) dir. Simdi 3.2.1.0nerme (b) ve (H7) geregi, flx — s) =
a — f(x — s) = f(f(a) = (x — s)) = f(f'(a) Ax) — s) olur. Ozel olarak x = f'(a) — s icin
f((f(a) A (f(a) — s)) — s) = f(f'(a) — s) — s) = f(f'(a) As) — s)=f{1) =1 dir. Simdi (H3)
geregi, s < f'(a) — s ve ayrica ((f'(a) — s) — s) =1 oldugundan (H2) geregi, '(a) — s <s dir.
O halde f'(a) — s =s € O(f'(a)) bulunur. Sonug olarak f ~'(O(a)) = O(f'(a)) olup f~(O(a)) agik
bir alt lokaldir. Boylece f_,[O(a)] = O(f'(a)) elde edilir.
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3.3.16.0nerme: C(a), O(a) alt lokallerine karsilik gelen niikleus doniisiimleri, sirasiyla,

Vc@ = aV X ve Vo = a — X bigimindedir. Vc)

Kamt: L bir lokal ve bir a € L olmak iizere Vce = A{s € Ta: x < s} = a V x ve
Vo =N{a— y:x<a—y, yeEL}dir Egerx<a—yisca—x<a—(a—y)=a—y
olur. Boylece a — x < Vo) bulunur. Diger taraftan (H2) geregi x < a — x ve boylece
a—x€E{a—y x<a—YVYyEL} ve Vou < a— xdir. Sonug olarak Voe =a — x elde
edilir.

3.3.5.Sonuc: Kapali alt lokaller s6z konusu oldugunda, 3.3.9.0nermede verilen supremum ile
L lizerindeki supremum iglemleri ¢akisir.

Gergekten, a; € C(a) olmak tizere, | [ier ai =Vc@)(Vier ai) = (Vier ai) V a = Vier a; dir.

3.3.6.Sonuc: C(a) ve O(a) alt lokallerine karsilik gelen denklikler, sirasiyla, V, ve A, biciminde

gosterilmek tizere,

@) xV,y© Ve(X) =Vep(y) ©@ aVx=aVydir Vs

(b)x A, y© Vop(c) =Vop(y) ®a—x=a—yaAx=aAydir

Simdi her alt lokalin, kapali ve agik alt lokaller yardimiyla {iretilebilecegi gosterilmek istensin.

3.3.17.0nerme: L bir lokal ve S € L bir alt lokal olmak iizere,
S=N{C(x) VO(y): Vs(x) = vs(y)} dir.

Kamt: (S): Bir a € S verilsin ve Vs(x) = Vs(y) olsun. Oncelikle vs(a) = a oldugundan,
3.3.7.0nerme (b) geregi x — a = Vs(x) — a = Vg(y) — a =y — a ve boylece (H8) geregi

a=@Vx)A(x—a)=(aVx)A(y —a) € C(x)VO(y) di.

(2): Bir a € N{C(x) V O(y): vs(x) = Vvs(y)} verilsin. v(v(a)) = V(a) oldugundan
a € C(v(a)) V O(a) dir. Boylece a=y A (a — z) olacak sekilde bir y € C(v(a)) ve bir z € L vardir
ve bdylece y > v(a) > a olur. Buradan 1 = a — a =a — (y A (a — 2z) =
(@a—yAl@a—(@—z)=1A(a—z)=(a— z) bulunur. Béylecea=yA(a— z)=y ve
y > V(@) = a > v(a) dirr O halde a = v(a) ve buradan a € S dir. Sonug¢ olarak

S =N{C(x) VO(y): vs(x) = vs(y)} bulunur.
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3.3.7.Sonug: E bir ¢at1 denkligi olmak iizere, E =V{V, N A, : aE b} dir.

Simdi klasik uzaylardaki agik, stirekli ve kapali siirekli doniisiimlerin, ¢at1 ve lokal teorisindeki

karsiliklar1 incelenecektir.

3.3.18.0nerme: L, M birer lokal, f: L — M bir lokalik doniisiim ve S € L bir alt lokal olsun.
Bu durumda S ve f(S)’ye karsilik gelen denklikler arasinda “a Eqs) b < f'(a) Es f'(b)” seklinde

bir iligki vardir.
Kamt: 3.3.4.Sonu¢ ve adjoint tanimi1 kullanilirsa,

aEBqgsgsb e Vs€S, (a<f(s) © b<f(s))”’ e Vs€S, (f(a)<s o f(b)<s) © f(a) Es f'(b) elde
edilir.

3.3.11.Tamim: L ve M birer lokal ve f: L — M bir lokalik doniisiim olmak tizere, VS € L agik
alt lokali i¢cin f(S) € M bir acik alt lokal ise f lokalik doniisiimii agiktir denir.

3.3.19.0nerme: L ve M birer lokal ve f: L — M bir lokalik doniisiimii olsun. Bu durumda f*nin
acik olmasi icin gerek ve yeter kosul f* ddniisiimiiniin bir tam Heyting homomorfizmas1

olmasidur.

Kamt: (=): Oncelikle f: L — M lokalik déniisiimiiniin acik olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul,
Va € L i¢in fO(a)] = O(b) olacak sekilde bir b € M olmasidir. Bu kosulu saglayan b elemani
@(a) bi¢iminde gosterilsin. 3.3.12.0nerme geregi b tektir ve bdylece @: L — M doniisiimii

1yl tammmlidir.

3.3.6.Sonug (b) ve 3.3.18.0nerme geredi Vx, y € Licin X Eqow) y =X Eow) y © £(x) Eow) f(y)
yanix A\b=xA@B@)=yAB@)=yAb e f(x) Aa=f(y) Aa elde edilir. Bu ifade x A @(a) <
y A @@ © f(x) A a<f(y) A a biciminde de yazlabilir. Buradan x A @(a) < y ve
'(x) Aa < f(y) oldugundan,

xAB) <y e fx)Aa<f(y) (*)

elde edilir. Ozel olarak x = 1 alinirsa @(a) <y < a < f(y) saglanir. Bdylece f* doniisiimii, @ nin
bir sag adjointidir ve bu nedenle keyfi infimumlar1 korur. Ayrica f* bir sol adjoint oldugundan

keyfi upremumlari da korur. O halde f* bir tam homomorfizmadir.

Diger taraftan, (*) 6zelliginden, Va icin, a < f*(x) — f(y) @ f(x) Aa<f(y) © x AB(a) <y
& P(a)<x — y e a<f(x — y)oldugundan f(x — y) = f(x) — f(y) elde edilir. Béylece

f* Heyting islemini korur ve dolayistyla bir Heyting homomorfizmasidur.
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(): £ bir tam Heyting homomorfizmasi olsun. Bu durumda f* déniisiimiiniin bir @: L — M
sol adjointi vardir. Ayrica f* tam oldugundan hem keyfi supremumlar1 hem de keyfi infimumlar1

korur. O halde,

fxra<f(y)oasfx —-f(y)=fx—y e 0@)<x—yexAd@a)<yolurve
bdylece (*) ifadesi saglanir. Sonug olarak f agiktir.

3.3.12.Tammm: L ve M birer lokal ve f L — M bir lokalik doniigiim olsun. Eger L’ deki her

kapal1 alt lokalin f altindaki goriintiisti de kapali alt lokal ise, f doniisiimiine kapalidir denir.

3.3.20.0nerme: L, M birer lokal ve f L — M bir lokalik doniisiim olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler birbirlerine denktir:

(1) fkapalidr,

(2) Va € L icin f(ta) = 1f(a) dr,

(3) Va€ L ve Vb € M icin f{a V f'(b)) = f(a) V b dir,

(4 VvaeLveVb,ceMiginc<fla)Vbe f(c)<aVfi(b),

(5)Va€ LveVb,c EMicinfla)Vb=fa)Vc e avf(b)=aVf(c)dir

Kamt: (1) = (2): f bir kapali lokalik déniisiimii ve bir a € L olsun. Oncelikle f kapali
oldugundan f] ta] = 1b olacak sekilde bir b € M vardir. Ayrica a € Ta oldugundan, f(a) € 1b ve
bdylece b < f(a) dir. Diger taraftan f(a), f[ta]’nin en kiigiik elemani ve b € f[1a] oldugundan
f(a) < b dir. Sonug olarak f{(a) = b bulunur.

) = (1): Aciktrr.

(2) > (3): Lokalik doniisiimler infimumu koruduklar1 i¢in siray1 da korurlar. Bu nedenle,
fla v £(b)) > fla) vV f{f'(b)) > f{a) V b saglanir. Diger taraftan, (f(a) V b) € 1f(a) oldugundan
(2)’ den f(a) V b = f(x) olacak sekilde bir x € ta vardir. Ayrica f(x) > b < x > f'(b) oldugundan
x>aV f(b) ve bdylece f(a V £'(b)) < fix) = f{a) V b elde edilir.

3) = (2): Eger x € 1f(a) ise x > f(a) dir. Buradan da x = x V f(a) ve kabul geregi x =x V f(a) =
fla v f'(x)) elde edilir. O halde (a V f'(x)) € ta oldugundan x = f(a V f'(x)) € f[1a] dir. Diger
kapsama i¢in y € f{fa) alinwrsa, f(x) = y olacak sekilde bir x € ta bulunabilir. Burada x > a

olacagi i¢in f(a) < f(x) = y olup y € 1f(a) elde edilir.

B)e @): flavib)=flavbe (< fla)vb o c<flaVv (b))
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& (c<fla)vb e f(c)<aVvf (b)) dir

(4) > (5): Va € L ve Vb, ¢ € M i¢in f(a) V b = f(a) V ¢ olsun. Buradan f'(c) <a V f(b) &
c<flayvb=fla)Vc e f(c)<aVf(c)olupaVf(b)=aVf(c)elde edilir. Diger taraftan
avf(b)=avf(c)isec<flaagvbe f(c)<aVvf(b)=aVf(c)© c<fa)Vc oldugundan
f(a) Vb= 1f(a) V ¢ bulunur.

(5) > @):VaeLveVb c€EMicinflayVb=1fla)Vc e aVvf(b=aVf(c)olsun. Eger
¢ < fla) vV b ise f(c) < f(fla) v b) = f(f(a)) vV f(b) < a v f(b) dir. Diger taraftan eger
fi(c)<aVvfi(b)ise f(c)Vv(aVf(b)=f(c)Vvf(b)va=aVf(b)dir O halde kabul geregi
fla) Vb= 1(a) VbV c ve boylece f(a) Vb > c dir.

3.3.13.Tanmm: L bir lokal ve S € L bir alt lokal olsun. S’ yi kapsayan en kiiciik kapali alt lokale

S’nin kapanis1 denir.

S = 1(AS) dir; gercekten S € T olacak sekilde VT alt lokali, AS’ yi igerir ve diger taraftan

S € 1(AS) oldugu da agiktir. Boylece S alt lokalinin kapams elde edilir.

Ayrica S € T ve T bir kapali alt lokal olsun. O halde 3a € L i¢in T = fa dir ve T bir yukar1 kiime
oldugundan 1(/AS) € T dir. Bdylece 1(/AS), S’ yi iceren en kiiciik kapah alt lokaldir.

3.3.21.0nerme: (1) Bir L lokali ve S, T € L alt lokalleri verilsin. Bu durumda 0 =0, S=3,

SVT=SVT dir
(2) 0(a) =C(a’) = 1(a") dur.

Kamt: (1) 0 =0, S =S ifadeleri agiktir. Simdi SVT =S v T ifadesi gdsterilecektir: AS = a ve

AT =bolsun. BuradanSV T=1aV tb= {x Ay: X € 1a, y € 1b} = 1(a A b) dir. Gergekten,

SV T € taV 1b kismu agiktir. Diger kapsama icin z € 1(a A b) alinirsa, a A b < z dir. Simdi
Xx=aVz y=bVzolarak tanimlansm, x A\y=(@Vz)A(bVz)=zV(aAb)=zolup
Z€ {XA\y: X € Ta,y € 1b} dir. Sonug olarak

SVT=1aVtb={xAy:XxE€ta,y€1b}=1@aAb)=tASVT)=SVT bulunur.

(2) (A-distr) geregi Axer (a — X) =a — Axeex =a— 0 =2a’ dir ve bdylece 0(a) = 1(a") =
C(a") elde edilir.
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3.3.14.Tamm: L bir lokal ve S € L bir alt lokal olsun. Eger S = L ise S’ ye bir yogun alt lokal

denir.

Burada S = 1(/\S) esitligi kullanilarak “S, L’de yogundur < 0 € S dir.” denkliginin saglandig
goriilebilir.

3.3.15. Tamm: f: L — M lokalik doniisiimii i¢in O € f{(S) ise f* ye bir yogun lokalik doniisim
denir. Simdi h ¢at1 homomorfizmasi, f'nin adjointi olmak iizere, “h ¢att homomorfizmasi yogun

ise (h(x) = 0 = x = 0) denkligi saglanir” sonucu elde edilebilir. Gergekten
h(x) <0 & x<f{0)=0dm.

3.3.22.0nerme: Bir L lokali icin By, = {x — 0: x € L}, L’nin bir alt lokalidir.

Kamit: Oncelikle 3.1.7.0nerme geregi, A{xi — 0} =(V x;) — 0 dir ve bdylece (S1) saglanir.
Diger taraftan y € L i¢in, (H7) geregiy — (x — 0) = (y A x) — 0 oldugundan (S2) de saglanir.
Boylece Br, L ’nin bir alt lokalidir.

3.3.23.0nerme: L bir lokal olmak iizere Br, L’ nin en kii¢iik yogun alt lokalidir. L’ nin her

yogun alt lokali, en kiiciik yogun alt lokal By’ yi igerir.

Kamt: {1k olarak (H1) geregi 1 — 0 =0 € By dir ve bdylece BL yogun bir alt lokaldir. Diger
yandan S, L’ nin yogun bir alt lokali ve (x — 0) € Brise (S2) geregi (x — 0) € S dir. Buradan
B € S elde edilir.

3.3.24.0nerme: L, M birer lokal olmak iizere S € L alt lokali ve £ L — M lokalik doniisiimii
verilsin. Bu durumda f(S) € f(S) dir.

Kamit: S € L bir alt lokal ve f bir lokalik doniistim olmak tizere, lokalik doniisiimler keyfi
infimumlar1 korudugu i¢in f{(AS) = Af(S) dir. O halde f{1AS) STAf(S) saglanir. (Gergekten
s € f(1AS) ise Ix € TAS; f(x) = s dir. Buradan x € TAS = Iy € AS; y < x = Iy € AS;
f(y) < f(x) olur. Boylece f(y) € f{AS) = Af(S) oldugundan f(x) =s € TAf(S)) elde edilir.

Simdi lokallerdeki kapanig islemi ile alt lokallerdeki kapanis islemi arasindaki iliski

incelenecektir.

3.3.16.Tanim: L bir lokal, S € L ve T € S birer alt lokal olsun. Bu durumda, {x € S: x> AT}
= {x EL: x>AT}N S, yani T’nin S’deki kapanis1 TS =T N S dir.

3.3.25.0nerme: L, M birer lokal ve f L — M bir lokalik doniisiim olsun. Bu durumda
Va, b € Licin f_,[C(a) V O(b)] =f_,[C(a)] V f_,[O(b)] dir.
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Kamt: {1k olarak 3.3.6.0nerme geregi éngoriintii doniisiimii bir sag adjoint oldugundan, A’ leri
korur ve boylece f_,(C(a) vV O(b)) N f_,(O(a) N C(b)) = f_,(0) = 0 dir. Diger taraftan, dagilma
ve monotonluk kullanilirsa, (f_,[O(a)] N f_,[C(b)])°

f_,[C(a) VO(b)] V £_,[O(a) N C(b)] = £_,[C(a) V O(b)] V (f_,[O(a)] N f_,[C(b)])

>f_,[C@)] V{_,[O(b)] V (f_,[O(@)] N f_,[C(b)])

= (f_,[Ca)] V_,[O(b)] V f_,[O(@)]) N (f-,[C(a)] V £_,[O(b)] V {_,[C(b)])

> (f_,[C(a)] V £_,[O()]) N (F_,[O(b)] V f_,[C(b)]) elde edilir. Buradan 3.3.15.Onerme geregi,

= (C(f'(a)) v O(f'(a))) N (O(f'(b)) vV C(f(b))) = L N L = L bulunur. Béylece f_,[C(a) V O(b)]
elemam1 f_,[O(a) N C(b)]’nin tiimleyenidir. O halde 3.3.15.0nerme geregi,
(f_,[O(a) N CMb)])" =f_[C@a)] V f_[O(D)] olur ve bdylece f_[C(a) V O(b)] =
(f_,[O(a) N C(b)])" = (f_,[O(a)] N f_,[C(b)])" = f_,[C(a)] V f_,[O(b)] elde edilir.

3.3.26.0nerme: L, M birer lokal ve f L — M bir lokalik déniisiim olsun. Bu durumda

ongorintli dontisimii f_,[ ]: S€(M) — S€(L) bir ko-¢att homomorfizmasidir

Kamt: f_,[ ] doniisiimii bir sag adjoint oldugundan A’leri korur. Diger taraftan, C(1) =11 = {1}
=0 oldugundan f_,[0] = f_,[C(1)] = C(f(1)) = C(1) = 0 dur. Simdi f_, nin sonlu V'leri korudugu
gosterilecektir. S, T € S€(M) olmak iizere 3.3.17.0Onerme geregi,

S =Nier{C(xi)) VO(y)}, T = Njes{C(u;) V O(vj)} olacak sekilde xi, y;, uj, vj € L vardir. Buradan
3.3.13.0nerme, 3.3.15.0nerme ve 3.3.25.0nerme geregi

f,[S VT]=f_,[Nii{C(xi) V O(yi) V C(uj) V O(vy)} ]

=, [NCxiA w) VO(yiAvi}]

= Ni(f_,[CxiAw) V O(yi A Vi) ]

= Ni((F [CxiA w) V£, [O(yi A v))])

= Nij(C(f(xi Aw)) V O (yi A vi)))

= N (C(f'(xi) V C(f (uj)) V O(f (y1) A O(F (v))))

= Nij((f-,[Cx)] V -, C(wy)] v £,[O(y)] V £, [OW)])

= Niel((f-,[C(x) V O(yi)] V Nieg((f-,[C(wy) V O(vy)]
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=, [Niel(C(xi) V O(y)] V -, [Niex(C(wy) V O(vi)] = £, [S] V [ T]
elde edilir. Boylece f_,[ ]: S#(M) — S#(L) doniisiimii bir ko-¢at1 homorfizmasidir.

3.3.8.Sonu¢: L, M birer lokal ve f: L — M bir lokalik doniisim olmak iizere
f_,[]: S¢(M) — S¢(L) doniisiimii tiimleyenleri korur.

Kamt: S € S#(M) almsm ve S, S’nin tiimleyeni olsun. O halde S A S*=0,S v S =M dir.
Diger taraftan 0 =f_[0] = f_,[S A "] = £_,[S] A f_[S] ve L = f_,[M] = f_[S V '] =
£_[S]V f,[S"] olur. Bdylece (F_,[S])"=f_,[S] elde edili.

3.3.27.0nerme: L bir lokal ve a € L bir A- indirgenemez eleman olsun. Bu durumda Vx € L

icnx—a=1lyadax—a=adm

Kanit: Eger x — a # 1 ise (H2) geregi x < a ve (H3) geregi a < x—a dir. Diger taraftan (HS)
geregi X A (x — a) <adir. O halde a, A- indirgenemez eleman oldugundan x — a <a ve (H3)

geregi X — a=aolur.

3.3.28.0nerme: x — a = a # 1 ise {a, 1} kiimesi bir alt lokaldir ancak ve ancak a,

A- indirgenemez elemandir.

Kamt: (<): a, A- indirgenemez olacak sekilde bir a € L verilsin (a # 1). {a, 1} kiimesi
diisiiniildiigiinde, 3.3.27.0Onerme geregi S2 saglanir. Ayrica, a A 1 = a oldugundan S1 saglanur.
Boylece {a, 1} kiimesi, L’nin bir alt lokalidir.

(=): {a, 1} kiimesi bir alt lokal olacak sekilde bir a# 1, a € L verilsin ve x A y <a olacak sekilde
X, y € L alinsm. Buradan x <y — a dir. Eger y £ a ise y — a # 1 olur ve buradan

X <y — a=a bulunur, yani x < a olup a, A- indirgenemez elemandr.

3.3.11.Sonuc: p # 1 olacak sekilde {p, 1} alt lokali tek nokta alt lokali olarak adlandirilacaktir.
Tek nokta ile tek nokta alt lokali arasindaki iliski klasik uzaylarda x ile {x} arasindaki iliski ile
aynidir.

3.3.12.Sonug: L bir lokal olmak {izere Br € L nin, 0’1 iceren L’ deki en kiiglik alt lokal oldugu
biliniyor. Bu ifade genisletilirse, Va € L i¢in b(a) = {x — a: x € L} kiimesi a’y1 i¢eren en kiiciik
alt lokaldir: Ger¢ekten 1 — a = a oldugundan a € b(a) dir. Ardindan A(xi — a) = Vx; —a
oldugundan S2 saglanir ve y — (x — a) = (x A y) — a oldugundan S1 saglanir. Boylece b(a)
bir alt lokaldir. Son olarak S, a’ y1 igeren bir alt lokal olsun. Keyfi bir x — a € b(a) alinirsa, S2

geregi, x — a € S dir. Boylece b(a) € S olur.
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3.3.29.0nerme: Bir L lokali verilsin. Bu durumda,

(a) Ab(a) = a dir,

(b) x € L’nin b(a)’ daki yar1 tiimleyeni x” = x — a seklindedir,
(¢) b(a) = {x: x=(x — a) — a} ifadeleri saglanr.

Kamt: (a) a=1 — aoldugundan a € b(a) ve bdylece Ab(a) < a dir. Diger taraftan (H3) geregi

a<x — ave boylece a < Ab(a) elde edilir.
(b) (a) sikk1 geregi a, b(a) nin en kii¢iik elemanidir ve 3.3.12.Sonug geregi X' = x — a olur.

(¢) (x — a) € L oldugundan {x: x = (x — a) — a} € b(a) kapsamasi agiktir. Diger taraftan
x € L alnsm. Herhangi bir y € L i¢in (HS5) geregi, y A (y — a) < a dw. Buradan
y < (y — a) — aolur. Simdi y = x — a olarak alinirsa, x — a < ((x — a) — a) — aelde
edilir.

3.1.5.0nerme geregi x — a>((x — a) — a) — aolur.

Boylece x — a=((x — a) — a) — aolup (x — a) € {y: y=(y — a) — a} elde edilir.
3.3.16. Tanim: L bir lokal olsun. Bu durumda bir S alt lokali ile ¢at1 denklik bagintis1 arasmdaki
iliski, “x Es y © (Vs € S i¢gin x <s & y <s)” bigimindedir. Ayrica alt lokaller ile niikleus

doniisiimleri arasindaki iliski vs(x) = A{s € S: x < s}, (x Es y © vs(x) = Vvs(y)) seklinde

verilebilir.

Diger taraftan, VS alt lokali bir denklik bagintis1 yardimiyla S = {maksEx: x € L} bigiminde
elde edilebilir. Burada maksEx = VEx = V{y: y E x} biciminde tanimlidur.

3.3.17. Tamm: (a) L bir lokal ve R, L iizerinde ikili islem olsun. Bu durumda Va, b, c icin
aRb=(aAc<s e bAc<s)kosulunu saglayan s € S elemanina R-doymustur, ya da kisaca

doymustur, denir. L’nin tiim doymus elemanlarinin olusturdugu kiime L/R ile gosterilir.
(b) pr: L — L/R; pr= (x — A{s doymus: x < s}) doniisiimii tanimlanabilir.
3.3.30.0nerme: Bir L lokali verilsin. Bu durumda S = L/R, L’nin bir alt lokali ve j: S - L

gdmme doniisiimii icin pr = j* dir. Ayrica Vs(a) = pr(a) esitligi ve (a R b = vs(a) = vs(b))
gerektirmesi saglanir.
Kamit: Oncelikle S = L/R’nin keyfi infimum islemi altinda kapali oldugu gosterilecektir. Bunu

yapmak amaciyla, Vi € I i¢in s;’ ler doymus olsun. O halde Va, b, ¢ i¢in
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aRb=>(VieD)(aAc<sie (bAc<s) = (Vi€ (aAcZAiasi © (bAc < Aier si)
olur ve boylece Aier si doymus eleman oldugu i¢in S1 saglanr.

Diger taraftan x € L/R ve s € L i¢in,
ANCSX—SSaNCAXSSESDACAXSSs©SbACSXx—s

oldugundan x — s doymus bir elemandir ve boylece S2 saglanir. O halde L/R bir alt lokaldir.
Simdi vs(a) = pr(a) esitligi gosterilecektir: Oncelikle a < v(a) € L/R oldugundan b < v(a) dur.
Buradan v(b) < v(v(a)) = v(a) olup v(b) < v(a) elde edilir. Benzer sekilde, v(a) < v(b) oldugu

da gosterilebilir.

Son olarak Vx € L ve s € S icin pr(x) <'s © x <s = j(s) oldugundan pr(x) = j" dir. Ayrica

3.3.8.Tamim geregi Vs(a) = j (a) dir ve bdylece Vs(a) = pr(a) bulunur.

3.3.31.0nerme: L bir lokal, S bir alt lokal ve E buna karsilik gelen denklik bagintisi olsun.
Bu durumda, S = L/E dir.

Kamt: Oncelikle kanit icin gerekli olan, “E- doymus elemanlar tam olarak maksEx
formundadir™” ifadesi gosterilecektir. Oncelikle E infimumlar1 ve dolayisiyla smralamayi

korudugu igin,
aEb=(aAc)E(bAc)= (aAc<maksEx & b A c<maksEx)

saglanir. Boylece maksEx bir doymus elemandir. Diger taraftan, s bir E-doymus eleman ise
(maksEx) E s = (maksEx A 1 <s © s A 1 <s) = maksEx <s olur. Ayrica s < maksEx oldugu

aciktir. Boylece maksEx = s elde edilir.

3.3.32.0nerme: L, M birer lokal ve R, L iizerinde bir ikili islem olsun. Bu durumda a R b =
f'(a) = f'(b) bigiminde tamimlanan f: M — L lokalik déniisiimii i¢cin f{M) € L/R dir ve ayrica

f -
M — L/R diyagrami degismeli olacak sekilde bir f: M — L/R lokalik doniistimii

\ j vardir. Burada j: L/R — L gomme dontigiimiidiir.
L

Kanit: Bu ifadenin kanitlanabilmesi i¢in Vx € M i¢in f(x)’ in doymus oldugunun gdsterilmesi
yeterlidir. Bunun i¢in, a R b olmak iizere a A ¢ < f{x) © f(a) A f(b)=f(anc)<x &
f'(b) A f(c)=f(bAc)<x © b Ac<f(x)saglandigindan f(x) bir doymus elemandir.
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3.3.13.Sonug: f* déniisiimii f’nin sol adjointi olmak iizere, Va € L/R icin f'(a) =f*(a) dir.

Gergekten j o f = foldugundan f*(a) = f*(v(a)) = f*(j"(a)) = f'(a) dur.

3.3.33.0nerme: R, L lokali iizerinde bir ikili islem olsun. Bu durumda pr: L — L/R,
a R b = p(a = pr(b) gerektirmesini saglayan bir c¢ati homomorfizmasidir ve

a R b = h(a) = h(b) bigimindeki her ¢ati homomorfizmasi i¢in

v —
L — LR diyagrami degismeli olacak sekilde bir h: L/R—M ¢at1 homomorfizmasi

\‘ h vardir. Ayrica I_1|(L /Ry dir, yani Va € L/R i¢in h(a) = h(a) dr.
M

Kamt: pg: L — L/R doniisiimii i¢in X, y € L olmak iizere,

X < UR(X), Y S UR(Y) =2 X Ay < mr(X) A pr(y) = L/R, A altinda kapali oldugu i¢in pr(x A'y) <
Hr(X) A pr(y) dir. Diger taraftan a = pr(x) A pr(y) ise a < pr(x) = A{s: x <'s, s doymus}ve
a < ur(y) = A{t: y <t, t doymus} olur. Bu nedenle s > x ve t > y olan Vs, t doymus elemanlari
icina<s,a<tvebdylece a<s Atdir. Buradan a < A{s At doymus} olur ve bdylece
HR(X) A UR(Y) < Hr(X A 'y) elde edilir. Simdi x;,1 € I i¢in, x; < Vier Xi = Ur(Xi) < pr(Vier xi) =
Vier ur(Xi) < pr(Vier xi) elde edilir. Esitsizligin diger yoniiniin gosterilmesi i¢in pr(Ur(X)) = Hr(X)
esitligine ihtiya¢ vardir. Gergekten pr(pr(x)) = A{s doymus: pr(x) < s} = ur(x) (L/R’de A’ leri
korudugu i¢in pg(x) doymustur). Simdi, Vi € I i¢in X; < pr(Xi) = Vier Xi < pr(Xi) = pr(Vier xi)
< UR(MR(Xi)) = HR(Xi) = HR(Vier Xi) < pr(Xi) = PR(Vier Xi) < Vier pr(xi) dir. O halde pr(Vier xi) =
Vier Ur(xi) elde edilir.

AyricaaRbiseaAc<1 e bAc<1oldugundan pr(1) = A{s doymus: 1 <s} =1’ dir. Diger
taraftan ur(0) = A{s doymus: 0 <s} =0 olur; Gergekten a R b ise,

aAc=<0 e pr(a) A pr(c) = pr(a A ¢) < pr(0) dir. pr(b) = pr(a) oldugundan pr(a) A pr(c) =
Hr(b) A pr(c) = pr(b A ¢) < ur(0) © b A ¢ <0 dir. O halde 0 doymustur ve pr(0) = 0 dir. Sonug

olarak pr: L — L/R bir ¢at1 homomorfizasidir.

Simdi h: L/R — M déniisiimiiniin ¢at1 homomorfizmas1 oldugu gosterilecektir: si, s> € L/R
i¢in, pr: L — L/R oldugundan s; = pur(x) ve s2 = pr(y) olacak sekilde x, y € L vardir. Buradan
Rug(x) = h(x) oldugundan R(si) A fi(s2) =R(sr () A B(ir(y)) = h(x) A h(y) = h(x A y) =
hpr(x A'y) = h(pr(X) A pr(y)) = h(si A s2) dir. Diger taraftan i € I ailesi i¢in s;, i € I olmak iizere
Hr(xi) = si olacak sekilde x; € L vardir. Boylece Vier h(s) = Vier h(ur(xi)) = Vier h(xi) =
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h(Vier xi) = h(ur(Vier xi)) = h(Vier pr(xi)) = h((Vier si) olur. Son olarak h(1) = h(ur(1)) =h(1) =
1 ve h(0) = h(ur(0)) =h(0) = 0 dir. Béylece h: L/R — M déniisiimii bir ¢at1 homomorfizmasidir.

3.3.34.0nerme: L bir latis, C, L’nin taban1 ve R € LxL bir denklik olsun. Bu durumda
Va,beLveVce€CicinaRb=(aAc)R(bAc)dir Ayrica s € L elemanimm doymus olmas1

icin gerek ve yeter kosul “aRb = (a<s & b <s)” dir.

3.3.18.Tanmim: L bir latis olmak iizere, v: L = L doniisiimii Va, b € L i¢in,

(Nl)a < v(a),
(N2)a<b = v(a) < V(b),
(PN) v(a) Ab < v(a A b) kosullarini sagliyor ise bu doniisiime yar1 niikleus denir.

3.3.35.0nerme: L bir latis olmak iizere, V(V(a)) = V(a) kosulunu saglayan her yar1 niikleus bir

niikleustur.

Kamt: L bir latis ve V: L — L bir yar1 niikleus olsun. Bu durumda a, b € L olmak iizere
V(a) AV(b) <Vv(a A V(b)) <V(v(a Ab))=V(a Ab) dir. Esitsizligin diger tarafi da benzer sekilde
goriilebilir.

3.4. Lokalik Doniisiimlerin Yapilan

Bu kesimde [1, 4, 6] nolu kaynaklar temel alinarak lokalik doniistimlerin yapilar1 incelenecektir.

Ayrica bazi kategoriler ve 6zel funktorlar tanimlanacaktir.

3.4.1.Tamim: Nesneleri 1’ 1 iceren A- yarilatisler, morfizmalari ise (A, 1)- homomorfizmalar,

yani sonlu infimumlar1 koruyan doniisiimler olan kategori SLat; ile gosterilecektir.
3.4.1.0nerme: S bir A- yarilatis olmak iizere, DS = {X € S: | X =X} ailesi bir catidir. Burada

cati iglemleri X A Y =X N'Y ve Vier Xi = Ujer X; bicimindedir.

3.4.2.0nerme: S, T birer A-yarilatis ve h: S — T olmak iizere, Dh: DS — DT, Dh(X) = |h(X)
doniistimii bir ¢at1 homomorfizmasidir.

Kamit: Dh(@) = @ ve Dh(S) = |h(S) 2 |1 =T dir. Gergekten h(1) = h(A@) = Ah(@) = A@ =1
oldugundan h(1) = 1 € h(S) ve boylece |1 € |h(S) bulunur. Diger taraftan Dh(Uier Xi) =

1h(Uier Xi) = |Uier h(X;) = Uier {h(X;) = Uier Dh(X;) dir.
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Son olarak Dh(X) N Dh(Y) = |h(X) N |h(Y)={z: Ix € X, Iy € Y z<h(x) Ah(y) =h(x A y)}
={zz3u€eh(XNY),z<u} =Dh(X NY) elde edilir. O halde Dh bir ¢cati homomorfizmasidir.

3.4.2.Tanmm: D: SLat; —» Frm, DS={X c S: | X=X} ve h: S — T i¢in Dh: DS — DT, Dh(X)
= |h(X) bi¢ciminde tanimlanan funktora asagi-kiime funktoru denir

3.4.3.0nerme: as: S — DS, as(x) = Ix doniisiimii, bir A- yarilatis homomorfizmasidir, yani

keyfi infimum iglemini korur.
Kamt: [x N |y=[(xAy)ve |[1=S=1pg) dir.

3.4.4.0nerme: S bir A- yarilatis, L cat1 olsun ve f: S — L bir yarilatis homomorfizmas1 verilsin.

Bu durumda h o as = folacak sekilde bir ve yalniz bir h: DS — L ¢at1 homomorfizmasi vardir.

Kamt: h: DS — L, h(X) = Viex f(X) donilisiimii tanimlansin. h(@) = V@ = @ ve

h(S) = Viex f(ix) = 1 ve h(UXj) =Vh(Xj) oldugu acikt. Simdi h(X) A h(Y)
(Vxex f(x)) A (Vyey f(ly)) =V{fx) Afly): x € X,y €Y= Vfx Ay:x€X yEY} <
Vif(z): zeXAY}=h(XNY)olup h(X) Ah(Y) < h(X N'Y) dir. Ayrica, h doniisiimii monoton
oldugundan h(X N'Y) < h(X) A h(Y) dir. O halde h(X) A h(Y) = h(X N Y) olup, h bir ¢at1

homomorfizmasidir.

Diger taraftan, h doniisiimii supremumu korudugu i¢in h(X) = h(U{|x: x € X}) = Vxexh({x) =

Viex (ho as)(x) = Vxex f(x) dir ve supremumun tekliginden dolay1 h doniistimii de tek olmalidir.

3.4.1.Sonu¢: Asagi kiime olmayan bir X kiimesi verildiginde, bu kiime yardimiyla X asagi
kiimesi elde edilebilir ve h(IX) = Vxex f(x) saglanr.

3.4.3. Tammm: Vi € J i¢cin L; bir ¢at1 olmak {izere, [ [ies Li kartezyen ¢arpim kiimesi lizerindeki

siralama (Xi)ies < (yi)ies © (Vi € J) x; < yjolarak tanimlanir.

Bu durumda Pj: [ [ies Li — Li, Pj((Xi)ies) = X; izdiistim doniisiimleri birer ¢at1 homomorfizmasidir
ve c¢at1 homomorfizmalarmdan olusan her (hj: M — Lj)ies sistemi i¢in P o h = h; olacak sekilde

tek bir h: M — [ [ies Li, h(x) = (hj(x))ies ¢cat1 homomorfizmasi vardir.

Ayrica bos catilarm ¢arpimi tek elemanli ¢ati olan (1= {0; = 1:}) dir ve L — 1 doniistimii bir

cat1 homomorfizmasidir.

3.4.4. Tanim: Frm kategorisinde ¢arpim islemi oldugundan, Loc kategorisinde ko-¢arpim

islemi vardir. Sabit bir j € J i¢in
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.. . : - N 1 = X' i g j
a: Lj — [Ties Li, (§(X))ier = {1' diger durumda

olarak tanimlansin. Burada Pj((Xi)ies) < X © (Xi)ies < aj(x) dir. aj: Lj — [ [ies Li doniisiimleri de

Loc’da ko-¢arpimi olusturur. Sonug olarak ¢arpim ve ko-carpim asagidaki gibi birer diyagram

olarak gosterilebilir.
(Loc’da kogarpim) (Frm’de carpim)
L1@L2 L1xL2
/5 \a W\
L2 M LIl L2 Mz« L1

3.4.1.Notasyon: Vi € J icin L;’ler birer ¢at1 veya yarilatis olmak tizere

[T'iesLi= {(xi)ies € [ies Li : sonlu sayida i € | hari¢ xi= 1} olsun. Simdi j € J indisi sabit olmak
X, 1 =jise

izere, x € Li u € [[ie Li | = C
iizere, i u € [l Li ve v; {ui,lijlse

igin X * u=v olsun. Son olarak

1 € [y L; elemany, Vi € J igin 1; = 1 olacak sekilde tanimlansimn.

3.4.5.0nerme: Vi € J icin L’ ler birer yarilatis olsun. Bu durumda Vj € J i¢in K;: Li — []'ies Li,
Kj(x)=x *; 1 doniigiimleri birer homomorfizmadir ve ayrica (Kj: Li = []'ies Li)ies sistemi SLat;

kategorisinde ko-¢arpim olusturur.
Kanit: Vj € J i¢cin K doniisiimlerinin birer homomorfizma oldugu aciktir. Simdi,

Vi € J i¢in h;: Lj - M homomorfizmalarmdan olusan herhangi bir sistem ve Vj € J i¢in

h o Kj = hj olacak sekilde bir ve yalmiz bir h: []'ies Li — M homomorfizmasmin oldugu

gosterilecektir:
3th . )
[MTieLi —M Ik olarak h homomorfizmasinin tekligi gosterilecektir: Onermedeki
N lhj kosulu saglayan bir h homomorfizmasinin var oldugu kabul edelsin.

L (xi)ies € [J'ies Li ve (Xi)ies” nin 1’ den farkli olan tiim kordinatlari

(X, »--- Xj,,) olsun. Burada,

h((xi)ies) = h(A{L; (X, *j, 1)) = AL ( h;, (x;,)) oldugundan, infimumum tekliginden dolay1 h

de tektir.
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Simdi h((xi)ies) = Aies hi(xi) olarak tammlanirsa, x € L igin h(Kj(x)) =h(1, I, 1, .., x, I, ..) =

hj(x) elde edilir. Ayrica h(1) =1 ve x = (Xi)ies, ¥ = (Vi)ies igin h((xi A yi)ies)

h(x A'y) = h((xi A yi)ies) = Aies hi(xi A yi) = Aies hi(xi) A Aies hi(yi)= h(x) A h(y) dir. O halde h bir

A- yarilatis homomorfizmasidir.

3.4.2.Sonug: Vi € J i¢in L;’ ler birer ¢at1 olsun. Asagi kiime ¢atisi lizerinde D(]]'iey Li) lizerinde

asagidaki tiim ikililerden olugan R bagintis1 incelenecektir:

Keyfij€Jve {x*: k € K}S L, u € []ies Li igin (Uxek | (x* *u), 1 (Viex x¥) *j u) € R dir. Ayrica
K indeks kiimesi bos olabilir, bdylece 6zel olarak

Vj €JveVi€ligin (@, [(0%u)) €R dir.

R bagmtis1 3.3.34.0Onerme’deki kosulu saglar ve sonug olarak doymus elemanlar asagidaki

kosullar1 saglayan asagi kiimelerdir.
U C [T'ier Li verilsin. Vj € J, V{x*: k €K} € Ljve Vu € [['esLii¢in {x* ¥, u:k €K} U=

U Viex x¥) *ju < Udr

Simdi @ies Li = D([T'ies Li)/R dir. Boylece @Pies Li doygunluk kosulunu saglayan biitiin
U < [T'ies Li asag1 kiimelerden olusan ¢atidir. Buradan

ur = (x — A {s doymus: x <s}): L — L/R doniisiimiinii kullanirsak p = D([]'ies Li) — Dies Li
dir.

Niiklei tarafindan verilen ¢at1 homomorfizmast i¢in ve a = [['ies Li = D([]'ies Li) 3.4.3.Onerme
geregi yarilatis olacaktir. Sonug olarak ((X;)ies)

¢ Li— @ier Li, £j=p o a o K; dir.

3.4.6.0nerme: Vi € J igin #j: Li — @Dies Li, £j = p o a o K; bir ¢at1 homomorfizmasidr.

Kanit: p, o ve K;j doniistimleri sonlu infimumu korudugundan, ¢ doniistimleri de korur. Ayrica,
£i(Viek x) = (1 0 o 0 K)((Viex X) = (1 0 a)((Viek (X % 1)) = p(U(Viek (X % T)) =
H(Ukex J(X* %5 1)) = Viex M(L(X* %) 1)) = Vieek B(a(x* #} T)) = Vice (R 0 @ Kj)(x*)) = Viek (£)(X)

olur, yani #; doniistimleri keyfi supremumu da korur.

3.4.7.0nerme: (¢;: Li » @ies Li)ies sistemi Frm kategorisinde Li’ lerin ko-¢arpimudir.
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Kamt: Vj € J i¢in hj: Lj— M doniisiimleri birer ¢catt homomorfizmasi olsun. Simdi L;’ ler birer
yarilatis olarak diisiiniiliirse 3.4.5.0nerme geregi, £ [[ies Li — M, fi(xi)ier) = Aies f(xi)
bi¢iminde tanimli bir f yarilatis homomorfizmasi vardir ve Vi € J i¢in f o K;= h; dir. Bu sayede
g: D([TiesLi) —» M, g(X) = V{f(x): x € X} bigiminde tanimli ve g o a. = f esitligini saglayan bir

cat1 homomorfizmasi elde edilir. Simdi bir j € J, u € []'ies Li ve {x *ju:k €K} € Ly alinsin.

Bu durumda (Uxkex J (x* *u), J(Viek x¥) *; u) € R olmak tizere,

gUkek (X # 1)) = g(Ukek (x* % w) = (g 0 @)(Ukek (X* % 1)) = AUkex (x* % W)
= Viek fx* % 1) = Viex f((X* # 1) A (1 # w)= Viex ((X* % 1) A (1 % )
= (Viek ((x) A i1 # ) = (Viex (X)) A (1 # w) = fi(Viex x*) A {1 % u)
= f{(Vikex x*) % 1) Af(1 *j u) = f(Viex x) #; u) = g(}(Viex x*) *; v)

elde edilir ve boylece g doniisiimii R bagntisin1 korur. O halde 3.3.13.Sonug gere§ihop=g
olacak sekilde bir h: @ie; Li — M ¢at1 homomorfizmas: vardir ve ho j=hopoao K=

goaoK;=foK;=h;dir

Son olarak |(xj)’ler x;# 1 olacak sekilde |Kj(xj) elemanlarmin sonlu infimumlari bigiminde
elemanlar olmak tizere, VU C []'ies Li asag1 kiimesi |(x;)’ lerin supremumu bigiminde ifade
edilebilir. Boylece D([]'ies Li), j € J, x € L; olacak sekilde a o Kj(x) formundaki elemanlardan
sonlu infimum ve keyfi supremum yoluyla iiretilir. Boylece p: D([T'ies Li) — Dies Li
oldugundan @ie; Li gatismm p o a o Kj = #; formundaki elemanlar tarafindan {iretildigi
soylenebilir. O halde Vi € J i¢in h o #;= h;j olacak sekilde h ¢at1 homomorfizmas: teklikle

belirlentr.

3.4.2.Notasyon: Sonlu cat1 sistemleri L @ M, Li @ L, @ ... L. vb. bigiminde ifade

edilecektir.

3.4.5. Tanim: R bagintisinin taniminda K = @ olma durumu da miimkiindiir. Bu nedenle bir i
icin u; = 0 olacak sekilde tanimlanmis her u elemani, her doymus U kiimesinin i¢indedir.
Gergekten K = @ ve U doymus ise @ = {x* *juk €K} €U ve Vx¥ = 0 oldugundan 0 * U=
(ur, ua, ..., j-1,0, Uj+1, ...) € U dir.

3.4.8.0nerme: 7= {u € [['iey Li: Jiigin u; =0} en kiigiik doymus kiime ve boylece ko-¢arpimin

en kiiciik elemanidir.

3.4.9.0nerme: Va € [['ie; Li igin |a U 7 = p(|a) dir ve bdylece |a U 7 kiimesi, |a’y1 igeren en

kiiciik doymus kiime olur.
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Kamt: 3.3.30.0Onerme’den p déniisiimiiniin bir niikleus yardimiyla tanimlandig1 biliniyor. O
halde niikleus tanimi1 geregi |a € p(|a) dir. Simdi, u(|a) € Dies Li oldugundan (| a) doymustur
ve n en kiiciik doymus eleman oldugundan 7 € p(|a) dir. Boylece |a U n € p(|a) olur. Simdi

la Uz ‘nin doymus oldugunun gosterilmesi i¢in, Vk € K igin x* *; U € |a U 7 verilsin. Buradan

x* *; u € |aya dax* *j u € n dir, yani bir i # j i¢in ui = 0 ya da ui # 0 dir. Eger bir i # j igin

ui =0 ise (Ve X*) *j u €1 C |a U n dir. Eger i #j i¢in ui # 0 ise iki durum vardir: Viex x* =0
ya da Viex x* # 0. Eger Viex XX = 0 ise (Viek X*) *j u €. C |a U % dir. Eger Viek x* # 0 ise
x' # 0 olacak sekilde bir t vardir ve boylece x' *; u € |a dir. Sonug olarak Vi # j igin ui < a; ve

vk i¢in x* < a;olur.

Buradan (Viek x¥) * u < a ve boylece (Viex x¥) *u € la & |la U n elde edilir. O halde

laun=p(|la)dir.
3.4.3.Notasyon: l(a;)i U 7 elemani, Pa; ile gosterilecektir.
Asagidaki ifadeler ¢ok kullanigh oldugu i¢in ifade etmekte yarar vardir.

3.4.10.0nerme:
(1) YU € Dy L igin U = U {@a: Dai < U} = V{Da Bai < U},
(2) Dai= Nies #i(ai),

(3) Iki ¢atinin ko-¢arpimmin olmasi durumunda, Vier (ai @ b) = (Vier ai) @ b ve Vier (a @ bi) =
a @ (Viel bi) esitlikleri vardir. Sonug olarak olarak (Vier ai) @ (Vier bi) = Vier (ai @ b;) olur,

(4) Eger Dierai € n ise Dieyai < Piesbi = Viigin a; < by,

(5) Ko-diyagonal homomorfizma V: JL. — L (yani, Vi icin Li = L ve V#; = id. olmak iizere
V: L= @iesLi — L doniisiimii) V(Bies ai) = Aies ai bigiminde tanimlidir.

Kamt: (1) U € @ies Li olmak iizere, U bir asagi kiime ve boylece U = U{|a: a € U} =
U{la: |a € U} dir. Ayrica U doymus ve p(la), |a’1iceren en kii¢lik doymus kiime oldugundan
la € U= p(la) = @Pai< U dir. Boylece U < U{Pai: Pa; < U} < U elde edilir ve doymus

elemanlarin birlesimi de doymus oldugundan U {@ai: Pa; <U} = V{Pai. Pa; < U} dir.
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(2) Daha iyi bir gosterim igin J(a), ai # 1 olan i € J’ lerin sonlu kiimesi olsun. O halde
a = AiesKi(ai) dir ve bdylece, a ve p sonlu supremumu korudugundan @iejay ai = w(la) =

(1o a)(Aier@Ki(ai)) = Nies) (1 0 a 0 Ki)(ai) = Aieia) (€i)(ai) bulunur.

B)Viea(a@®b)=(@ @B b)V(@®b)Vv..=i(a) A2(b)) V (£1(az) Af2Ab)) V... =
(1(a1) VLi(a2) VL1(a3) V ....) A€2(b) = £1(Vier ai) A €2(b) = (Vier ai) D b bulunur. Benzer sekilde
diger esitlikler gosterilebilir.

@ n(la)=laUn=E@Bicai #n = agndir Tersine a € n ise i i¢in a;, = 0 dir. Bu durumda
y€la @>y<a >y <a;,=0=yendi Boylece |a & 7n olup |a U n =n ¢eliskisi elde
edilir.

Diesai < Diesbiise 6zel olarak a = (a;); € |b U n dir. a € 7 oldugundan a € |b bulunur. Buradan

a <b elde edilir.
(5) (2) ozelligi ve V¥#; = idr oldugu kullanilarak,
Dierai = Nies fi(ai) = V(Dierai) = V(Aies £i(a))) = Nies V(€i(ai)) = Aies a; elde edilir.

3.4.3.Sonu¢: Loc kategorisinde A: L — L' diyagonali i¢in uygun bir formiil bulunabilir.
Oncelikle A ve V doniisiimleri adjoint olmalidir.  3.4.10.0nerme  (1)’den
A(a) = {(uw)i: Dieyui < A(a)} dir. A ve V doniisiimleri adjoint oldugundan @iej u; < A(a) ©
V(@®ies ui) = NAies ui < a olur. Bdylece A(a) = {(w)i: Aies ui < a} elde edili. O halde
A: L —- L @ L diyagonali i¢gin A(a) = {(X, y): x Ay < a} dr ve VU)<a &

(VueU)Vuw) =Agui<ae (VueU)u € Aa) © U < A(a) saglanir.

3.4.6.Tamm: 3.2.13.0Onerme geregi Sp bir sag adjoint oldugundan ¢arpmmi korur. Burada
olusturulmus ko-garpim ile topolojik uzaylarin garpimlari, yani Q(JTie) Xi) ile @ier Q(Xi)

arasindaki iliski incelenecektir. Bu iki yapi arasinda

1. Pies UXi) — Q[ Tigy Xi), ™#i = (pi) bigiminde tamimli bir kanonik ¢ati homomorfizmasi
vardir. Burada pi: [[ig Xi — Xi projeksiyon doniistimleridir. m doniisiimii genel olarak bir

izomorfizma degildir fakat 6rten ve yogundur.
3.4.11.0nerme: T homomorfizmasi drten ve yogundur.

Kanit: (xi)i € []'iej Li yani, K € J sonlu, i € K igin x; =1 olacak sekilde x; € L;’ lerden olusan
bir sistem igin T(Dies Xi) = Niex P; ' (Xi) dir. Ayrica Njek p; '(Xi) kiimeleri birlesim yoluyla
Q([Tigy Xi)’ i tirettikleri i¢in Tt 6rtendir. Simdi eger u # 0 @iey U(Xi)’de ise Dies xi < u olacak
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sekilde yukaridaki gibi verilmis (xi)i € []'iej Li vardir. Boylece @ # Niek p; '(xi) € T(u) olur. O

halde 3.3.14.Tanim’dan 1t doniisiimii yogundur.
3.4.12.0nerme: Eger X;’ler sober uzay ve @ies {(Xi) uzaysal ise Tt bir izomorfizmadir.

Kamt: Elimizde @: @iey U(Xi) — UY) seklinde bir izomorfizma vardir. Burada Y sober
secilirse, 3.1.12.0nerme geregi @ o #i = )(qi) olacak sekilde tek olarak belirlenen siirekli
gi: Y — X doniisiimleri vardir. Eger fi: 2 — X siirekli bir déniisiim ve Q(f)): Q(Xi) — Q(2)
homomorfizmas: dikkate almirsa, h o ¢ = ()(f) olacak sekilde h: @ies AUXi) — Q(2)
doniisiimii elde edilir. Simdi h o @7%: (YY) — Q(2) dir ve () = h o @' olacak sekilde
f: 2 — Y tek olarak tammlanir. Boylece Q(q; o) =fi=ho @™ 0 @ o £i=h o i = Q(f) olur ve
buradan g;o = f; dir. Boyle bir f” nin tekligi kolayca goriilebilir. Boylece (qi: Y = X)ies sistemi
Top kategorisinde carpimi olusturur. Buradan qi o g = pi olacak sekilde bir g: X — Y
izomorfizmasi vardir ve )(g) 0 @ o i = {)(qio g) = Q(pi) = 1 o i dir. Bdylece T = ((g) 0 @

bir izomorfizmadir.

3.4.4.Sonuc: Loc kategorisinde pj: @jes Lj — L izdlisiimlerin ¢arpimini ele alalim. Burada
adjanksmn kullanilirsa pj(U) = Vig{x: #(x) S U} dr ve U doymus oldugundan
(moaoKpx) £ U & [Kixc U & x % u € U elde edili. Boylece
pi(U) = Vies{x: X *; u € U}olarak bulunur.

3.4.13.0nerme: i = 1, 2 icin fi: M — L;’ler lokalik doniisiim olmak iizere, bu doniisiimlere

karsilik gelen f: M — L; @ L, doniigiimii,
fla) = {(x, ¥): y < B(fi"(x) — a)} = {(x, y): x < fi(£:"(y) — a)} bi¢iminde ifade edilir.

Kamt: 3.4.7.0nerme’nin kamtindaki déniisiimler kullanilirsa, g: D([Tig L) — M ve
dolaysiyla f: M — []'ig Li icin, £'(U) =V{fi"(x) A £'(X): (x, y) € U} elde edilir. Yukaridaki
kosullar1 saglayan f doniisiimii verilsin. Eger f(U) <ave (x,y) € Uise i’ (x) A £'(Xx) <a =
fi'x) < B(y) @ a=>x<fi(f'(y) — a) ve (x, y) € f(a) olur. Diger taraftan, U € f(a) ve
(x,y) € Uise x < fi(R'(y) — a) dir ve bylece fi " (x) <£'(y) —a = fi"(x) A K'(x) <abulunur.
Buradan f'(U) € a elde edilir.

3.4.5.Sonuc: Ozel olarak A: L — L @ L diyagonal homomorfizmast A(a) = {(x, y): X Ay<a}

formiilii ile verilir.
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3.4.14.0nerme: Herhangi f: Mi — Lii = 1, 2 icin lokalik doniisiimleri,
(fi @ H)(U) =V{fi(a) @ f2(b): a @ b < U} esitligi ile tanimlanan ve

bMm,

P,
M, ———M,; &M, M,

fll lflEsz lfz

p
Ly— L ®L,—=25L,

diyagramim degismeli yapan f; @ £ doniisiimii teklikle belirlidir.
Kamt: 3.4.13.Onerme geregi,

(fi @ £)(U) = {(a, b): b<fopp, (f1pm, ) (@) = U)} = {(a, b): (fipm, ) (@) N (f2pm, )" (D) <U}
={(a,b): ('@ ® HN 1D L' (b)<Ul = {(a b): fi'd) ® £’(b) < U} drr.

Son elde edilen kiime doymus oldugundan V{a € b: fi"(a) @ £(b) < U} ile ¢akisir. Ayrica f
ile f*’nin adjanksin olmas1 yardimiyla, bu kiimenin V{fi(a) @ f:(b): a @ b < U}’ a esit oldugu
kolaylikla gosterilebilir.

3.4.7.Tammm: 3.4.2.Sonug’ta verilen p: D(Li1xL2) — Li @ L, boliim catisint hatirlayalim. p
notasyonu ayni zamanda ona karsilik gelen D(LixL>) — D(LixL») niikleusunu gostermek
icin de kullanilacaktir. m; (U) = {(V A, b): Ax{b} < U} ve m,(U) = {(a, V B): {a}xB € U}

olmak tlizere p doniisiimii, v = m,m; yar1 niikleusu tarafindan belirlenir.

4. AYIRMA AKSIYOMLARI

Bu bdliimde ayirma aksiyomlarinin ¢at1 ve lokal teorisindeki karsiliklari tartisilacaktir. Ayirma
aksiyomlar1 cogunlukla noktaya bagli olsalar da, 6zellikle diizenlilik (regularity) ve tamamen
diizenlilik (completely regularity) tamimlari, nokta-bagimsiz yontemlerle de karakterize
edilebilir. T; 6zelligi yerine ondan daha zayif fakat topolojik uzaylarda da bir karsili1 olan bir
aksiyom verilecektir. Burada, karsilig1 bulunmasi zor olan 6zellik Hausdorff aksiyomudur. Her
ne kadar tam anlamiyla Hausdorff 6zelligine karsilik gelmese de benzer 6zelliklere sahip
karsiliklar1 verilebilir. To aksiyomu ise tamamen nokta-bagimli olmasi sebebiyle bu teori

icerinde bir karsilig1 olmayacaktir.
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4.1. Subfitlik ve fitlik:

Burada subfitlik ve fitlik kavramlar1 ve onlarm diger ayrima aksiyomlariyla olan iliskileri

verilecektir. Bu kesimde [1, 9, 16, 19] nolu kaynaklar temel almmustir.

X, To uzay1 olmak iizere, T uzaylarmin catis1 olan A(X) lizerinde bir akiyomu karakterize
etmek miimkiindiir. Fakat burada problem, tanimlanan bu aksiyomlalarin elimizdeki lokali
uzaysal yapacak olmasidir. Bu nedenle hem topolojide hem de cebirde genel olarak yapilmasi

gereken sey, genellestirme lizerinde daha zay1f bir kosulla ise baglamaktir.

4.1.1. Tammm: L bir lokal olmak tizere, Va,b€ Ligcin“a£b=3c€L,aVc=1#bVc” kosulu
saglantyorsa L lokaline altfit (subfit) denir.

Eger ()(X) gatis1 altfit ise X uzay: altfit dir denir.

4.1.2. Tammm: Bir X uzay1 verilsin. Vx € X i¢in U \ {x} kiimesi a¢ik olacak sekilde x € U agik

kiimesi varsa X uzayma Tp dir denir.
4.1.1.0nerme:

(1) Her T uzay1 Tp dir.

(2) Her Tp uzay1 Ty dir.

Kamt: (1) X uzay1 T olsun. T uzayinda her tek nokta {x} kiimesi kapali oldugundan x € U
kiimesi agik iken U \ {x} kiimesi de agiktir. Boylece X uzay1 Tp dir.

(2) X uzay1 Tp olsun. x # y olacak sekilde x, y € X verilsin. Tpuzay1 geregi x € U ve U \ {x}
acik kiimeleri vardir. y elemanin iki segenegi bulunmaktadir; ya y € U ya da y € U olmak
zorundadir. Eger y € U ise U\ {x} agig1iciny € U\ {x} ve x € U\ {x} dir. y € U ise U agi31
icin x € U ve y € U dir. Boylece X uzay1 T dur.

4.1.2.0nerme:
(1) Her T uzay altfittir,
(2) X uzay1 i¢in T1 = Tp ve altfit,

(3) X uzaymin altfit olmasi igin gerek ve yeter kosul VU acik kiimesi ve Vx € U i¢in {y} € U
olacak sekilde bir y € {x} olmasidr.
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Kanit: (1) X uzay1 T olsun. Eger U € V ise bir x € U \ V segilebilir. X uzay1 T1 oldugundan
X\ {x} € QUX) dir. Ayrica U U (X \ {x}) =X #V U (X\ {x}) ve boylece X uzay altfit dir.

(2) X uzay1 T, olsun. 4.1.1.0nerme (1) geregi X uzay1 Tp dir ve (1) geregi altfit dir. Boylece
T = Tp ve altfit dir.

Diger yonii i¢in, X uzay1 Tp ve altfit olsun. Bir x € X almsim, Tp 6zelliginden, x € U ve U\ {x}
acik olacak sekilde bir U a¢ig1 vardir. Ayrica U € U \ {x} oldugundan altfit geregi, UU V=X
#(U\ {x}) U V olacak sekilde bir V agi1g1 vardir. Buradan x € V dir ve X \ {x} =(U U V) \ {x}
=U\{x}) UV (Vve U\ {x} acik oldugu i¢in agiktir. Buradan {x} kiimesi kapali olup uzay

T dir. Sonug olarak, Tp ve altfit = T olur.

(3) (&): U & Vise en az bir x € U\ 'V ve bdylece {y} SU olacak sekilde bir y € {x} vardir. Bu
durumda, U U (X \ {y}) = X olur. Diger taraftan x € X \ V dir. Boylece {x} € X\ V ve {x} NV
= @ bulunur. Buradany € V U (X \ {y}) ve V U (X \ {y}) # X dir. Sonug olarak, U U (X \ {y})
=X #V U (X\ {y}) saglanir ve bdylece X uzay1 altfit dir.

(=): X uzay altfit olsun ve bir x € U € Q(X) almsm. O halde U & X \ {x} olacagindan V U U
=X # VU (X \ {x}) olacak sekilde bir V a¢ig1 vardir. Bdylece 3y € X i¢iny € V U (X \ {x})
dir. Yani 3y ¢ Y icin y € {x} olur. Ardindan {y} € X\ V ve V U U = X oldugundan {y} € U

bulunur.

Simdi altfitlikten de daha gii¢lii olan fitlik 6zelligi verilecektir. Her seyden 6nce bu ¢ok 6nemli

bir cebirsel 6zelliktir ve bazi agilardan regiilerlik aksiyomuna benzemektedir.

4.1.3.Tamim: L bir lokal (cat1) olsun. Va,b€ Licna¥£b=3c€L;aVc=1vec—b<£b

kosulu saglantyor ise L lokali fittir denir.
4.1.3.0nerme:
(1) Her fit lokal, alt fittir,

(2) Fit bir lokalinin her alt lokali de fittir.

Kanit: (1) L, bir fit lokal ve a, b, ¢ € L’ ler fit olma kosullarini saglayan elemanlar olsun, yani
atb=>aVvVc=1vec—b£bsaglansin. Simdic—b=(c—b)A(b—b)=(cVb) —b+#
b oldugundan b V ¢ # 1 bulunur. Gergekten b V c =1 olsaydi (c Vb) — b =1 — b =Db ¢eliskisi
elde edilirdi. Sonug olarak L altfittir.
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(2)a,b €S S Lvea<£b verilsin ve x Vsy, S’deki supremum iglemini gostersin. Fitlik tanimi
geregi,aVc=1vec— b £ bolacak sekilde ¢ € L vardir. Ayrica Vs(c) Vsa>c Va=1 dir ve
3.3.7.0nerme(b) geregi Vs(c) — b =c — b £ b olur. Sonug olarak a £ b iken Vs(c) € S i¢in
Vs(c) — b £ b olur ve boylece S € L fittir.

4.1.1.Sonug¢: Fitlik 6zelliginin yapist incelenmeden Once, asagidaki notasyon verilmelidir.

L’nin bir S alt lokali icin S’ = [(S\ {1}), (= {x € L: v§(x) # 1}) dir.

Gergekten A = {x € L: vs(x) # 1} olsun. x € A = vg(x) = A{s € S: x<s} #1 =
Is€S,x<s:s#1=>x€ [(S\ {1}) > x €S’ dir. Diger taraftanx € [(S\ {l1}) = x € S\ {1}

=>xESvex#1=>VsX)#1 = x €Adm.
4.1.4.0nerme: Bir L lokali verilsin. Herhangi bir S alt lokali ve bir ¢ € L eleman igin
S € O(c) & vs(c)=1dir

Kamt: (<): Eger vs(c) = 1 ise herhangi bir s € S igin, 3.3.7.0nerme ve (H1) geregi,

c—s=Vg(c) —s=1—s=solups €0(c)dir (O(c)={x €EL: c = x=x}).

(=): Eger s = vs(c) # 1 ise niiklei tanimi geregi, ¢ < s dir ve (H2) geregic — s =1 # s bulunur.
Buradan s € O(c) = s € S\ O(c) ve S € O(c) bulunur.

4.1.5.0nerme: Bir L lokalinde asagidaki ifadeler denktir.

(1) L fit dir,

(2) L’ nin herhangi S, T alt lokalleri igin S'=T' = S =T dir,

(3) L’ nin herhangi bir S alt lokali i¢in S = N{O(x): vs(x) = 1} dir,

(4) Her alt lokal, agik alt lokallerin bir kesisimi bigiminde ifade edilebilir,

(5) Her kapali alt lokal, acik alt lokallerin bir kesisimi seklinde ifade edilebilir.

Kamt: (1) = (2): L fit ve S, T alt lokalleri i¢in S" = T’ olsun. Simdi b # 1 bigiminde bir b € T
alinsm ve a = vg(b) olarak tanimlansin. SimdiaVc =1 ve bV c<a; €S olsun. Bu durumda
aVc<aVVs(c)=Vs(b)VVs(c) <Vvs(bVc)<vs(ai)=aj,yaniaVec=1=<a;veVs(bVc)<a
=1 olur. O halde vs(b V ¢) = 1 oldugundan 4.1.1.Sonug geregi, bV ¢ € S’ =T’ dir ve boylece

b Ve =1 olur. (H8) geregi, (b Vc)A(c —=b)<b=bVc=<(c— b)—Db) €T bulunur.
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(bvec)gT = |(T\{1}) ve (bVc) € |T oldugundan (¢c — b) = b=1vec— b <bdir
Boylece a <b ve b<Vg(b)=aolup a=b bulunur ve T € S dir. Ayn1 iglemler T ile S’ nin yerleri

degistirilerek yapilirsa S =T bulunur.
(2) = (3): (©): 4.1.1.Sonug geregi aciktr.

(2): Eger a € T = N{O(x): vs(x) = 1} ise Vs(x) = 1 olan bir x i¢in, O(x) tamm1 geregi,
x — a = a dir. Boylece a € S’ alinirsa Vs(a) = 1 olur ve x = a segilirsea=a —a=1>

a@ T\ {1} olur. Buradan T\ {1} € S’ dir. Sonug olarak T' € S’ € T, yani S’ = T’ oldugundan
(2) geregi, S =T elde edilir.

3) = 4) = (5) aciktrr.

(5) > (1): Ve icin, “aVc=I,c — b<b = a<b”oldugu gosterilmelidir. a V ¢ = 1 olan biitiin
c’ler i¢in ¢ — b = b olsun. Simdi Ta alt lokali kapali oldugundan varsayim geregi baz1 agik alt
lokallerin kesisimidir. Ayrica 3.3.14.0Onerme geregi O(c) N ta = On(Vra(c)) dir. Eger
Vra(c) =1 ise Ora(1) = {s € Ta: 1 — s=s} = tave Ta € O(c) dir. Béylece ta, Vra(c) = 1 olacak
sekilde O(c) agik alt lokallerinin kesisimi olarak yazilabilir. Buradan, Vra(c) = A{s € Ta: ¢ <s}
=NA{s:a<s,c<s}=aVcoldugundan C(a) = ta=MN{0O(c): aVc=1} dir. YaniaV ¢ =1 olan
Vc i¢in b € O(c) oldugundan b € Ta olur ve boylece a < b bulunur.

Yukaridaki (1) & (2) denkliginin, cebirde ilging bir yorumu bulunmaktadir.

4.1.6.0nerme: Bir L catismin fit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul L iizerindeki ¢at1 denkligi

icin “E11 = E21 = E; = E,” gerektirmesinin olmasidir.

Kanit: E denkliginin S alt lokali ile iliskisinin x E 'y & (Vs € S, x <s & y < s) bigiminde
oldugu bilinmektedir. Bu durumda x € S’ © (As # 1, s €S, x <s) © (x, 1) € E ve bdylece
E=E:©Si=S9S/'=S ©E|l =El olur.

4.1.4.Tanim: Eger Vx € L i¢in x <y olacak sekilde bir y € S varsa S € L alt lokaline kofinal

denir.
4.1.7.0nerme: Bir L lokali i¢in asagidaki ifadeler denktir:
(1) L altfit dir,

(2) Bir S € Lalt lokaliigin S\ {1}, L\ {1} de kofinal ise S = L dir,
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(3) Eger bir S € L alt lokali i¢in S # L ise S N C(x) = 0 olacak sekilde bir C(x) # 0 kapali alt

lokali vardir,

(4) Her O(a) agik alt lokali i¢in O(a) = V{C(x): x Va =1} dir,

(5) Her agik alt lokal, kapali alt lokallerin supremumu bi¢iminde yazilabilir.

Kamt: (1) = (2): Ilk olarak, “S\ {1}, L\ {1}’de kofinaldir & S’ =L"” oldugu gosterilecektir.

(=):Birx € L'= |[(L\ {1}) alinsin. O halde Iy € L\ {1} igin x <y dir. S\ {1}, L\ {1}’de
kofinal oldugundan y < z olacak sekilde bir z € S \ {1} vardir. Buradan x € |z ve bdylece

x € S! bulunur.

(&): vx € L\ {1} i¢gin x < x oldugundan x € [(L\ {1}) ve bdylece x € S’ dir. O halde x <y
olacak sekilde bir y € S\ {1} vardir ve boylece S\ {1}, L\ {1} de kofinaldir.

Simdi ispat1 tamamlamak i¢in b € L ve a = Vg(b) alinsin. EgeraVc=11ise Vg(bVc)>aVc=
1 oldugundan 4.1.1.Sonug geregibVc ¢ S'=L"'= [(L\ {1}) = bV ¢ =1 olur. Bu durumda,
altfitlik geregi, a<bolup b € S dir. Oyleyse, L € S ve bdylece S = L dir.

(2) = (3): S # L verilsin. (2) geregi S\ {1}, L\ {1}’ de kofinal degildir. O halde dyle birx € L
vardir ki Vy € S i¢in x £ y dir. Ayrica C(x) = Tx oldugundan, Vy € S i¢in y & Tx = C(x) ve
SNC(x)=0dr

(3)= (2): Bir S alt lokaliigin S\ {1}, L\ {1}’ de kofinal olsun ve istenilenin aksine S # L kabul
edilsin. O halde (3) geregi, S N C(x) = 0 olacak sekilde bir C(x) # 0 kapali alt lokali vardir. Bu
durumda Vs € S i¢in s & C(x) = Tx, yani Vs € S igin x < s dir. Bu da kabul ile ¢eligir. O halde
S =L olmalidur.

4) © (5): Oncelikle C(x) € O(a) & x V a = | saglanr. Gergekten C(x) € O(a) &
Cx)NC(a)=0 & C(xVa)=0 © f(xVa)=1e xVa=1dir Istenilen denklik, bu gerektirme
yardimiyla kolayca elde edilir.

B)=>@):S=V{Cx):xVa=1} ve C(y) N (C(a) VS) =0 olsun. O halde, C(y) N C(a) =0 ve
dolayisiyla C(y) € O(a) dir. Boylece (4) < (5) ispatinda gosterildigi gibi y Va=1. S’nin tanimu
geregi C(y) € S dir ve buradan da C(y) = C(y) N (C(a) V S) = 0 bulunur. Boylece (3) geregi,
C@@ v S = L’ dir. Sonu¢ olarak (3)’ te S yerine C(a) V S yazildi ve ardindan
C(y) N (C(a) V S) = 0 kosulunu saglayan her C(a) V S alt lokali i¢in C(y) = 0 bulunmus oldu.
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Boylece C(a) V S = L dir. Buradan O(a) ile C(a) birbirlerinin tiimleyeni oldugundan O(a) € S

bulunur.

Diger taraf acgiktir, ¢lnkii x V a = 1 oldugundan C(x) S O(a) ve bdylece
S=V{C(x):xVa=1} € O(a) olur.

(4) = (1): Eger a £ b ise b € C(b) \ C(a) oldugundan C(b) £ C(a) dir. Boylece O(a) £ O(b)
elde edilir. O halde (4)’den ¢ Va =1 ve C(c) € O(b) olacak sekilde bir ¢ vardir ve boylece
bV c#1dir. Ohalde L altfittir.

4.1.2.Sonug¢: L catismin altfit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul L lizerindeki ¢at1 bagmntisinin

El={1} 2 E=A={(x,x): x€L}
ozelligini saglamasidir.

4.1.8.0nerme: Bir L lokalinin fit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her alt lokalinin altfit

olmasidir.
Kamt: (=): 4.1.3.0nerme (2)’de gosterilmistir.

(<): L, her alt lokali altfit olan bir lokal olmak iizere, L’nin, 4.1.5.0nerme (2)’yi sagladig1
gosterilecektir. Bunun i¢in S’ = T’ olacak sekilde S ve T alt lokalleri verilsin. Simdi S v T alt
lokalini ele alinirsa, kabul geregi S V T’nin altfit oldugu sdylenebilir. Simdi, 4.1.7.0Onerme (2)
kullanilarak, S =S V T =T oldugu gosterilecektir. Bunun icins At €SV T alnsmves At<1
olsun. Eger s < 1lise s At<s<1dir. Egers=1iset <1 dir ve t € T'=S' oldugundan
t <s' <1 olacak sekilde bir s" € S’ vardir. Boylece s’ € S i¢in s A t <s' < I dir ve buradan
S\ {1}, (S Vv T)\ {1}’de kofinal olur. O halde 4.1.7.Onerme (2) geregi, S =S V T elde edilir.
Benzer islemler T i¢in de yapilirsa T =S V T bulunur. Béylece S = T olup 4.1.5.0nerme (2)
geregi, L fittir.

4.1.3.Sonuc: Eger X uzay1 T ise onun her alt uzay1 da T ve boylece altfit dir. Bu ifade Lc(X)
lokalinin her zaman fit oldugu anlamma gelmez. Lc(X)’in, alt uzaylarla temsil edilmeyen ve

altfit olmayan alt uzaylar1 da olabilir.

4.1.5. Tanim: Eger bir h: M — L cati homomorfizmas: “h(a) = 1 = a = 1” gerektirmesini

sagliyor ise h’ ye ko-yogundur denir.

4.1.9.0nerme: Bir f M — L lokalik doniisiimiiniin ko-yogun olmast icin gerek ve yeter kosul
fIL\ {1}]° nin, M\ {1} de kofinal olmasidir.
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Kamt: (<): £ M — L bir lokalik déniisiim olsun. 3.2.5.0nerme’de fix) > 1 & x> (1) =1
oldugu goriilmiisti. Simdi eger fL\ {1}], M\ {1} ’de kofinal ve b<1 ise b < f{a) olacak sekilde
bir a < 1 elemam vardir ve boylece f(b) < a < 1 dir. O halde f* ko-yogun ve bdylece
f ko-yogundur.

(=): £ ko-yogun ve b < 1 ise f'(b) = a < 1 ve b < f(a) dir ve bdylece flL\ {1}], M\ {1}’ de
kofinaldir.

4.1.4.Sonug: Bir L catisinin altfit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her h: L — M ko-yogun ¢at1

homomorfizmasinin bire-bir olmasidir.

Kanit:(=): Llizerindeki E = {(X, y): h(x) = h(y)} denkligi goz oniine alinsin. Eger h ko-yogun
ise E1 = {1} olur. O halde 4.1.2.Sonug’tan E = A olup h bire-birdir.

(&): Eger varsayim saglanir ve E1 = {1} olursa, h: L — L/E doniisiimii g6z 6niine alindiginda

(x, y) €EE = h(x) =h(y) = x =y elde edilir. Boylece E = A olup, L altfittir.

4.1.5.Sonug: L lokalinin altfit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her ko-yogun f: M — L lokalik

doniistimiiniin 6rten olmasidir.
4.1.10.0nerme: Bir altfit lokalin her tiimleyenli alt lokali altfittir.

Kamt: T, bir S € L alt lokalinin tiimleyeni, yaniS N T=0ve SV T =L olsun. Ayrica So \ {1},
S i¢inde kofinal olacak sekilde bir So € S verilsin ve bir x € L alinsin. Simdi SoV T dikkate
alinirsa, x = s A t olacak sekilde bir s € S ve bir t € T vardir. Eger x <1 ise iki durum vardir:

Mt<lvex=sAt<t€e€(SoVvT)dir
(i) t =1 dir ve bu durumda s < 1 olup x = s < s9 olacak sekilde so< 1, so € So vardr.

Boylece (SoV T)\ {1}, L\ {1}’de kofinaldir ve L altfit oldugundan Sp V T = L olur. Béylece, S
=S N (SoVT)=S N So=So dir ve sonug olarak, 4.1.7.0nerme (2) = (1) geregi, S altfit olur.

4.1.6.Sonug: 3.3.19.0nerme’den agik lokalik déniisiimlerin tam olarak, sol adjointleri f tam
Heyting homomorfizmalar1 olan, f: L — M lokalik doniisiimleri oldugu biliniyor. Buradan
h: M — L agik ¢ati homomorfizmalarinin, agagidaki (*) kosulunu saglayan @ doniistimlerinin

varlig1 ile karakterize edilebilecegi goriiliir.
x A @(a) =y A @(a) © h(x) Aa=h(y) Aa (*)

Eger E= {(x,y): h(x) Aa=h(y) Aa} ve E' = {(X, y): x A @(a) =y A @(a)} seklinde tanimlanirsa,
(*) kosulu tekrardan diizenlenilerek E = E’ elde edilir. Eger M fit ise 4.1.6.Onerme geregi,
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El1 =E'1, yani @(a) <x © x A @(a) = @(a) © h(x) Aa=a < a<h(a) elde edilir. Boylece (*)
geregi, h, @’nin bir sag adjointidir. Bu durumda, eger M fit ¢at1 ise “h: M — L c¢at1
homomorfizmasmin agik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul h’nin bir tam latis homomorfizmasi
olmasidi.” Burada ayrica Heyting kosullar1 da kendiliginden saglanir, yani
h(a — b) = h(a) — h(b) olur. Gergekten, x <h(a —b) > f(x)<a—=b=>P(x)Aab=>
x A h(a) < h(@(x)) A h(a) = h(d(x) A a) < h(b) = x < h(a) — h(b) saglanir. Benzer olarak

x < h(a) — h(b) = x <h(a — b)’ nin saglandig1 da gosterilebilir.

4.1.11.0nerme: Eger M altfit olsun. Bu durumda h: M — L ¢at1 homomorfizmasinin agik

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul h’nin bir tam latis homomorfizmasi olmasidir.
Kanit: M altfit bir lokal olsun.

(=): h: M — L acik bir ¢at1 homomorfizmasi ise 3.3.19.0nerme geregi h, dzel olarak bir tam

latis homomorfizmasidir.

(&): : M — L tam latis homomorfizmast ve @, h’ nin sol adjointi olsun. Bu durumda,
@(a A h(b)) = @(a) A b dir. Gergekten, @(a A h(b)) < @(a) A B(h(b)) < @(a) A b olur. Diger taraftan
eger @(a) Ab £ @(a A h(b)) ise altfitlik geregi, (B(a) Ab) Vec=1#@(a Ah(b)) V c olacak sekilde
bir ¢ vardr ama h(@(a A h(b)) V ¢) = h(@(a A h(b)) vV h(c) = h@d(a A h(b)) V h(c) >
(a Ah(b)) V h(c) = (a V h(c)) A (h(b) V h(c)) =(aVh(c)) Ah(b V c) =aV h(c) > a dir. Boylece
?@(a Ah(b)) Vc>0(a) ve P(a A h(b)) Vc>0d(a)Vc=1 geliskisi elde edilir. Buradan @(a) Ab <
@(a A h(b)) olup @(a A h(b)) = @(a) A b bulunur.

4.2. Hausdorff, Regiilerlik ve Tamamen Regiilerlik Aksiyomlari

Burada Hausdorff, regiilerlik ve tamamen regiilerlik aksiyomlar1 ile bu aksiyomlarm birbirleri
ve diger ayirma aksiyomlar1 ile iligkileri verilecektir. Bu kesimde [1, 9, 16] nolu kaynaklar

temel almmustir.

Bir X topolojik uzayinda Hausdorff aksiyomunun A = {(x, x): x € X} kiimesinin XxX’ de kapal1
olmasiyla karakterize edilebildigi biliniyor. Bundan faydalanilarak lokalllerde Hausdorff tanimu
yapilabilir.

4.2.1. Tanim: L bir ¢at1 olmak iizere, A: L — L @ L doniisiimii bir kapali lokalik doniisiim ise

L catisina Hausdorff denir.

3.4.3.Sonug’tan A(a) = {(x, y): X Ay < a}’nin sol adjointi A"(U) =V{x Ay: (x, y) € U} =
V{x: (x, x) € U} oldugu biliniyor. Ikinci esitligi gdstermek i¢in, A= {x Ay: (X, y) € U} ve
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B = {x: (x, x) € U} denilirse, (x, y) EU, X AYEA = (XAY, X AYy) <(X,y) oldugundan
x Ay €Bvex Ay<VBolur. O halde VA <VB dir. Diger taraf a¢ik oldugundan VA = VB elde
edilir.

Tanimda verilen kosul A[L] € L € L’nin kapal bir alt lokal olmas1 anlamina gelir. Ayrica A

lokalik doniigtimii bir sag adjoint olarak keyfi infimumlar1 korudugundan AA[L] = A(AL) =
A[0] ve boylece A[L] = T1A[0] elde edilir.

L & L’de A[0] = {(x, y): x Ay <0} eleman:1 dr. ile gosterilecektir.

Hausdorff aksiyomu i¢in 4.2.1° den farkli tamimlar da yapilacag: i¢in, buradaki aksiyomdan
[-Hausdorff olarak bahsedilecektir. [-Hausdorff 6zelliginin, klasik topolojide bilinen Hausdorff
aksiyomunun lokal versiyonu olduguna ve aslinda tam anlamiyla bir genellestirmesi
olmadigina dikkat edilmelidir. Ciinkii Le(XxY) ile Le(X) @ Le(Y) catilarinin izomorf olmalart

gerekmediginden A[L], A ={(X, x): x € X} nin bir genellestirilmesi gibi diisiiniilemez.
Eger Lc(X) [-Hausdorff ise X Hausdorft dur fakat tersi genellikle dogru degildir.

A'(a @ a) = a oldugundan A" ddniisiimiiniin érten oldugu agiktir. Bdylece A" 0 Ao A" =
Aoldugundan A o A*= id ve adjanksmn tanimmdan U € (Ao A")(U) elde edilir.

4.2.1.0nerme: L bir lokal olmak iizere asagidaki ifadeler denktir:
(1) L, I-Hausdorff tur,

(2) YU 2 dv. doymus kiimesi igin (A o A")(U) = U dur. Diger bir deyisle, sirastyla, A ve A”m

kisitlamalari olan, L — 1dr ve 1dL — L birbirlerinin tersidir.
3)a0A™=3§, 8 (U)=U Vdr olacak sekilde bir a: L — 1d. doniisiimii vardir.

Kanit: (1) = (2): U 2 dr olsun. U € 1 dr. ve [-Hausdorff 6zelligi geregi, 1 d. = A[L] oldugundan
U € A[L] dir. Simdi B: 1di = L olmak tizere U = A(a) olacak sekilde bir a = B(U) segilsin. O
halde, U = A(a) = A(B(U)) ve buradan A*(U) = (A" o A)((B(U)) = B(U) dir. O halde U = A(B(U))
= (Ao A")(U) olur

Ayrica burada 7dr = A[L] oldugundan L — 1dr doniisiimii A’ ya esittir. A(B(U)) = U ve
(B oA)(U)=(A"0 A)(U) = U saglandigindan, A ve p ddniisiimleri birbirinin tersidir.

(2) = (3): a: L — 1di, a(a) = A(a) olmak tizere,
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UVdi= (Ao AU Vd) = AA*(U) V A*(dL)) = AA(U) V A"A(0)) = A(A*(U) V 0) = A(A*(U))
= a(A*(U)) elde edilir.

(3) = (1): & bir homomorfizma ve A" Orten bir homomorfizma oldugundan o bir
homomorfizmadir ve § 6rten oldugundan a da 6rten olur. Ayrica, (A* 0 a0 A")(U) = (A" 0 8)(U)
= A'(U vdy) = AU v A®0)) = A"(U) vV (A" 0 A)0) = A*(U) saglandigindan o bire-birdir.
Gergekten a, b € L i¢in o(a) = a(b) ise A* drten oldugundan a= A"(U,), b=A"(Uy) olacak sekilde
U,, Up € L @ L vardir. Simdi, (0.0 A")(Uy) = (0.0 A")(Ub) = (A" 0 0.0 A")(Ua) = (A0 a0 A*)(Up)
= A"(U,) = A"(Us) = U,= Up = a = b oldugundan istenilen elde edilmis olur.

Boylece a bir izomorfizmadir ve (1) saglanir.

4.2.2.0nerme: L bir lokal olmak iizere, L’nin I-Hausdorff olmas i¢in gerek ve yeter kosul her

doymus U 2 d, kiimesi i¢in “(a Ab, a Ab) € U = (a, b) € U” kosulunun saglanmasidir.
Sonug olarak herhangi bir I-Hausdorff lokali i¢in, (a @ b) V di=(b € a) V drolur.

Kamt: (=): L, bir I-Hausdorff lokal ise 4.2.1.0Onerme geregi, AA"(U) = U dir. Ayrica A'min
tanimindan (a Ab,a Ab) € U= (A o A")(U) ise (a Ab) < A"(U) ve (a,b) € (A o A")U)=U dur.

(<): Onermede verilen kosul saglansin ve xi € L (i € J) olsun. Bu durumda U 2 di. doymus

kiimesi i¢in (xi, Xi) € U ise, bir j i¢in, (X;, Xj) € U dir.

Simdi 4.2.1.0nerme (3) kullanilirsa a(a) = (a @ a) V drdir ve o’nin infimumu korudugu agiktir.

Simdi 3.4.10.0Onerme geregi,

a(Vies ai) = ((Vies ai) @ (Vies a))) VdL = (Vijey (ai D @) V dL = (Vijeg (ai D aj) V do) = Vijey a(ai)
olur. Son esitligin gosterilmesi icin A = {(ai @ a): i € J} = {|(a;, a) U n: 1 € J} ve
B = {(ai @ a): 1, j €J} = {|(ai, aj)) U 7n: 1, j € J} olarak tanimlansin. Burada A € B oldugu
aciktir. Ayrica (aj, aj) € A oldugundan Vj icin (a;, a;) € A ve boylece B € A olur.

Bu durumda o ve bdylece a 0 A* bir ¢ati homomorfizmasidir ve (a0 A")(a @ b) = a(a Ab) =
(@Ab)@ (aAb)Vvd =(a @ bV de dir. Burada son esitligin ispatlanmasi igin
V=(aAb)@ (aAb)= |(aADb,aAb)Undenilsin. (a Ab, a Ab) €V oldugundan kabul geregi,
(a, b) € V dir. Diger taraftan (a A b, a Ab) € [(a, b) dir ve boylece V= |[(aAb,aAb)Un=
l(a,b)Un=a bdir

3.4.10.0Onerme (1)’den a @ b elemanlari, L € L’ yi iirettiginden istenilen sonug elde edilmis

olur.
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4.2.3.0nerme: Bir I-Hausdorff lokalin her alt lokali de I-Hausdorff tur.

Kamt: S € L, bir alt lokal, U, SxS’de bir doymus kime ve U 2As(0s) =
{(x, y) € SxS: x A y=Vs(0)} olsun. Oncelikle | U kiimesi, LxL’de doymustur. Gergekten, eger
(xi, y) € |Uise xi' >x;i ve y’' >y olacak sekilde bir (xi’, y') € U vardir ve U doymus oldugundan
(VSigi(xi'),) ¥') € U dir. Ayrica Vi xi < Vig xi' < Vs(Vig xi') = (VSig(xi') ve boylece (Vig xi' , y')

€ U olur.

Diger taraftan |U 2 di olur. Gergekten x A y = 0 ise Vs(x) A Vs(y) = Vs(0) ve boylece

(%, ¥) < (Vvs(x), Vs(y)) € As(0s) € U olur.

Simdi (a, b) € SxSicin(aAb,aAb) EUise (aAb,aAb) € |Udw. L, I-Hausdorff ve U 2 d.
doymus oldugundan (a, b) € |U olur. O halde U asag1 kiime oldugundan (a, b) € U elde edilir.
Sonug olarak S alt lokali, I-Hausdorff tur.

4.2.2.Tammm: 1972 de, Dowker ve Strauss [23] aywrma aksiyomlarmm muadilleri olarak,

noktadan bagimsiz kosullar dnerdi. Ornegin Hausdorff tipi bir aksiyom

“EgeraVb=1,a,b#1iseuAv=_0olacak sekilde u £ a, v £ b elemanlar1 vardir” bicimindedir.

Bu tanimlamanin daha zayif bir varyant1 da,

“Eger aVb+#a, bise u Av=0olacak sekilde u £ a, v £ b elemanlar1 vardir” bi¢imindedir. Bu

ozellik, DS-Hausdorft 6zelligi olarak adlandirilacaktir.
4.2.4.0nerme: Herhangia, b € Li¢cin U= |(a,a Ab) U (a A b, b) U 7, LXL’in doymus bir alt
kiimesidir.

Kamt: (x;, y) € U (i € J) olsun. Eger y = 0 ise # tanmimu geregi (Vig Xi, y) € U oldugu agiktir.
Simdiy <aAbise Vi €J i¢in x; < a ve boylece Vigyxi < aolup (Vigxi,y) € [(a,aAb) S U
bulunur. Diger taraftan eger y £ a A b ise (xi, y) € [(a A b, b) olmak zorundadir. Vi € J i¢in
xi <a Abvey <Dbdir. Buradan (Vig xi, y) € [(a A b, b) € U bulunur. Ayni islemler, (x, Viej i)
i¢in de yapilabilir.

4.2.5.0nerme: Her I-Hausdorff lokal, DS-Hausdorff tur.

Kanit: L lokali DS-Hausdorff olmasin. O halde, u Av=0 ve (u, v) <(a, b) oldugundau < bya
da v < b olacak sekilde a, b (a, b # a V b) vardir. Bu durumda 4.2.4.0Onerme’de verilen U i¢in

74



do N (a P b) € U dir. Gergekten (x,y) EdN(a@ b)isex Ay=0ve (x,y) € |(a, b) Undir
Eger (x, y) Enise (X, y) € U oldugu aciktir. Eger (x,y) € [(a, b)ise x Ay =0 ve (X, y) <(a, b)
oldugundan x <a, y <bdir. Ayrica x <b, y < a oldugu da bilindiginden (x, y) € [(a, a Ab) ya
da(x,y) € [(aADb,b), yani (x, y) € U dur.

Simdi  tersine  L’nin  [-Hausdorff  oldugunu  kabul  edelim. Oncelikle
(aAb,aAb)€E [(aAb,aAb)oldugundan (a Ab, a Ab) €(a Ab) @ (a Ab) dir. Ayrica
4.2.2.6nerme geregi, (a, b) € (a Ab) @ (a Ab) dir ve bdylece (a, b) E(a Ab) @ (a Ab) Vdrolur.
Buradan (a,b) E((aAb) @ (aAb)vdr) N (@@ b)S (aAb) P (aAb)vU=U elde edilir, ki
bu bir ¢eliskidir, ¢iinkii (a, b) € U olsaydiaVb=ayadaaVb=bolurdu. O halde L I-Hausdorft
degildir.

Simdi, DS-Hausdorff kosulu altinda uzaysalligm, giliclendirilmis bir cati dagilma kurali

yardimiyla nasil saglanabilecegi gosterilecektir.

4.2.3.Tanim: X kiimesinin biitiin alt kiimelerinden olusan sistem
UiestNAi= N {Uie;@(i): @ € [ Jies Ai} tamamen dagilimlilik 6zelligini saglar.

Simdi X topolojik uzaymin agiklarindan olusan Q(X) catis1 goz oniine alinsmn ve Vi € J i¢in Fj,

Q(X)’ in sonlu alt kiimelerinden olusan sistem olsun. Bu durumda

UiaNFi = A{Uies@(i): @ € [ [ie Fi} dir.

4.2.4. Tammm: Bir L tam latisi ve 1 € J olmak iizere, sonlu F; € L tarafindan olusturulan herhangi

bir Fi, 1 € J sistemi i¢in,
VAF;i = A{Viei®(i): @ € [[ie Fi} (RD)
dagilma kuralini sagliyor ise L’ ye bir kuazi-topoloji denir.

Her kuazi-topoloji bir ¢atidir. Gergekten F; = {a, b;} kiimeleri verilsin. Sag tarafta, a A Viesb(i)
yi elde etmek igin, eger bir k igin @(k) = a ise Vies@(i) > a oldugunun gbéz Oniinde

bulundurulmasi yeterlidir.

Yukaridan her topolojinin bir kuazi-topoloji oldugu agiktir. 1953 yilinda Raney [24] her kuazi-

topolojinin, bir topolojinin tam izomorfik goriintiisii oldugunu kanitlamis ve bu kanit her kuazi-
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topolojinin bir topoloji olup olmadigi sorusunu giindeme getirmistir. Tezde yapilan tanimlar
g6z Oniline alindiginda, (RD) 6zelligini saglayan her ¢atinin, bir uzaysal ¢atinin tam alt lokali
oldugu sonucu elde edilebilir. Burada tam alt lokal ile kastedilen, ilgili alt lokale karsilik gelen
catt homomorfizmasmin tam olmasidir. Burada asil problem, (RD) &zelligini saglayan her
catinin uzaysal olup olmadigidir. Kriz ve Pultr [22] tarafindan, cevabin olumsuz oldugu
gosterilmistir. Burada, DS-Hausdorff catilarda uzaysallik ve (RD) 6zelliginin denk oldugu

kisaca gosterilecektir.
4.2.6.0nerme: DS-Hausdorff bir ¢atida, her yar1 asal eleman asaldir.

Kamt: L catis1i DS-Hausdorff ve p # 1 yar1 asal ancak asal olmayan bir eleman olsun. Bu
durumda, a A b= p olacak sekilde a, b % p elemanlar1 vardir. Béylece a Vb # a, b dir ve buradan
uAv=0,ua, v £bolacak sekilde u, v elemanlar1 vardir. O halde u, v & a Ab=p oldugundan,

p yar1 asal degildir, ki bu bir ¢eliskidir. O halde p elemani asaldir.

4.2.7.0nerme: Bir L catisinn (RD) 6zelligini saglamasi igin gerek ve yeter kosul Va € L

elemaninin a-yar1 asal elemanlarin infimumu olarak yazilabilmesidir.

Kanit: (=): L ¢atis1 (RD) 6zelligini saglasmn ve bir a € L i¢in, AF;<a ve F; € L’ler sonlu olacak
sekilde bir {Fi, i € J} sistemi secilsin. Ozel olarak {a} € {Fi, i € ]} oldugundan
a=VAFi= A{Vies@(i): @ € []ies Fi} dir. Simdi @ € [ies Fi olacak sekilde Vp = Vies@(i), a-yar1
asaldir. Gergekten eger x; Ax2 A ... Axn<aise Fx= {xi, X2, ... Xa} olacak sekilde bir k vardir ve
xj = @(k) < Vigs@(i) = p’ dir, yani p, a-yar1 asaldir. Boylelikle a € L i¢in a = Ap dir ve istenilen

elde edilmis olur.

(&): Simdi Va € L 6gesi, a-yar1 asal elemanlarin infimumu olarak yazilabilsin ve AFi< a ve
F; € L’ler sonlu olacak sekilde bir {Fj, 1 € J} sistemi i¢in a = VAF; olsun. Varsayimdan, a-yar1

Pm(k) € Fm olacak sekilde bir @m(k) vardir ve @m(k) <a = @m(k) < pm dir. O halde, bu sekilde

asal pm elemanlar1 i¢in a = Amem pm dir. Simdi sabit bir m i¢in, AF; < a oldugundan

tanimlanan @, igin Vie@(i) < pmdir.

O halde YM i¢in A{Vies@(i): @ € [[ies Fi} < pm ve boylece A{Vies@(i): @ € [ies Fi} < Amem pm
=a= VAFi dir. Esitligin diger tarafi agik oldugundan,

VAFi = A{Via®@(i): @ € []ies Fi} elde edilir ve boylece L gatis1 (RD) 6zelligine sahiptir.
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4.2.8.0nerme: L catis1 DS-Hausdorff olsun. Bu durumda, L’nin uzaysal olmas1 i¢in gerek ve

yeter kosul (RD) 6zelligini saglamasidir.

Kamt: Eger L uzaysal ise 4.2.4. Tanim geregi (RD) 6zelligini saglar. Diger yonii i¢in L, (RD)
ozelligini saglasm. O halde 4.2.6.0Onerme ve 4.2.7.0nerme geregi Va € L, asal elemanlarin

infimumu olarak yazilabilir. Béylece 3.2.15.0nerme geregi L uzaysal olur.

Simdi, topolojik uzaylarda regiilerlik aksiyomundan yola ¢ikilarak, bu aksiyomun nokta
bagimsiz bir genellestirilmesinin  nasil  yapilacagi konusu iizerinde durulacaktir.
X bir topolojik uzay olmak iizere, VF € X kapali kiimesi ve x € F icin x € Vi, F € V3 ve
Vi NV, = @ olacak sekilde Vi, V> acik kiimeleri bulunabiliyorsa X uzayinin regiiler oldugu
biliniyor. Bu ifade, agik¢a, “VU agik kiimesi ve Vx € U i¢in x € V € V € U olacak sekilde bir
V acig1 vardir” ifadesine denktir. Yine denk olarak, bir X uzaymin regiiler olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul YU € X agik kiimesinin U =U{V € {(X): V € U} bigiminde ifade edilebilmesidir.

Burada V € U kapsamas1
V<U=3IWaak,VNW=0ve WUU=X,

bagmtisiyla da ifade edilebilir. Burada V’nin Q(X)’deki yar1 tiimleyeni olan V* = X \ V olarak
g6z dniine alinirsa, yukaridaki bagmt1 V < U = V" U U = X bigiminde de yazilabilir. Simdi tiim
bu bilgilerden yola ¢ikilarak, L catis1 izerinde bir bagmti ve bu bagmti1 yardimiyla regiilerlik

aksiyomu tanimlanabilir.

4.2.5. Tammm: L bir ¢at1 olmak {izere, a < b bagintisi

a<b=a"vb=1 (rbl)
ya da denk olarak
a<b=3ciginaAc=0vecVb=1 (rb2)

seklinde tanimlidir.
4.2.9.0nerme: L bir cat1 olmak iizere, asagidaki 6zellikler saglanr:
(I)a<b=ac<h,

(2)VaeLlLigin0<a<1,
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B)x<a<b=<y=>x<y,

4a<b=>b'<a

B)a<b=>a" <D,
6)i=1,2icina;<bjisea; Var<bi Vb vea Aa; <bi Ab dir.

Kamt: (1)a=aAl=aA@Vb)=(aAa)V(@aAb)=aAb=a<bdir
(2)0°va=1va=1oldugundan0 <avea"Vv1=1 oldugundana < 1 dir.

(3) x<a = a <x  oldugu biliniyor. Buradan, a < bise a" Vb =1 ve boylece | =a*vb<x"V b

<x Vydir. O halde x" Vy =1 yani x < y dir.
@a<b=>1=a"vb<a'vb " =a’'vb ' =1=b <a"
B)a<b=a’'vb=1=2a""vb=1=2a"<b. (aAa) a

6) aVa) vV =@ Aa)VvbVb)=(@ Vb Vb)A@ Vb Vb))
>(a" Vb)) A(a2 Vb)) =1 A1=1 oldugundan a; Va; < by V b, dir. Diger taraftan,

@A) VbiAb)>@ Va)yb Ab)>@ Vb)A@ vbh)=1A1=1
oldugundan a; A a < bi A by elde edilir.

4.2.6.Tanmim: L bir cat1 olmak {izere, Va € L icin a=V {x: x < a} oluyorsa ise L ¢atis1 regiilerdir

denir.
4.2.1.Sonuc: X uzaymin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Lc(X)’ in regiiler olmasidir.

[-Hausdorff 6zelligi, klasik 6zelligin kesin bir esdegeri olmasa da, biraz sonra gosterilecegi gibi

regiilerlik ile bir iligkisi vardir.

4.2.10.0nerme: L bir lokal, U € LxL, d. € U ozelligine sahip doymus bir kiime ve
(aAb,aAb) €U olsun. Budurumda x < a, y < bolan Vx, y i¢in (x, y) € U dir.

Kamt: Yukarida verilenler cercevesinde, x < a ve y < b olsun. Buradanx"vVa=1,y ' Vvb=1
dir. O halde 3.4.10.Onerme (3) geregi ve (x @ x), (Y @ y), ((a Ab) D (a A b)) elemanlari

doymus U kiimesinin elemanlari oldugundan,
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XYEXBYy=EAY VD) DB (YAK Va)=(xAY)V(EAD) D (yAX)V(yAa)
=(xAY)® YA V(xAY) B (yAa) V(xAD) B (y AX) V((xAb) B (yAa))
<EOXHVE Dy VD x)V((aAb) @ (aAb)) €U vebdylece (%, y) € U olur.
4.2.11.0nerme: Her regiiler lokal, I-Hausdorff ve boylece DS-Hausdorfftur.

Kanit: L, bir regiiler lokal olsun ve bir d. € U doymus kiimesi ile ((a A b), (a A b)) €U
bigimindeki elemanlar verilsin. Eger x < a, y < b ise, 4.2.10 Onerme geregi, (x, y) € U dur.
Simdi, U doymus bir kiime oldugundan (a, y) = (V{x: x < a}, y) € U ve (a, b) =
(a, V{y: y < b}) € U bulunur. O halde (a, b) € U olup L lokali I-Hausdorff ve boylece 4.2.5
Onerme’den DS-Hausdorff tur.

4.2.2.Sonu¢: Asagida verilen formiiller incelendiginde, regiilerlik = fitlik = altfitlik

gerektirmelerinin saglandig1 goriilebilir.
aftb=3c,aVc=1#bVc (altfit),
aftb=3c,aVc=1,c—b £ b (fit).

4.2.12.0nerme: L lokalinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Va, b € L icin

“atb=>13c,aVc=1,c— 0 £b” kosulunun saglanmasidir.

Kamt: (=): L lokali regiiler olsun ve a=V{x: x < a} £ bise x' Va=1 ve x % b olacak sekilde

bir x vardir. Buradan, ¢ = x" alinirsa, x < ¢* = ¢ — 0 ve bdylece ¢ — 0 £ b olur.

(e):vVa,beLiginatb=13c,aVc=1,c— 0 <£Db kosulu saglansin ve a & V{b: b < a}
olsun. Bu durumda c Va=1ve c¢" £ V{b: b < a} olacak sekilde bir ¢ vardir. Fakat bu durum

¢’ < a olmas ile celisir.

4.2.3.Sonugc: L bir regiiler ¢ati (lokal) olsun. Bu durumda,

(1) Eger E ve E’, L lizerinde ¢at1 denklikleri ve E1 =E'1 ise E=E’,
(2) L’nin her alt lokali, acik alt lokallerin kesisimidir,

(3) Her tam cat1 homomorfizmasi bir Heyting homomorfizmasidrr,

(4) Her ko-yogun ¢at1 homomorfizmasi bire-birdir,
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(5) Her yogun ¢at1 homomorfizmasi regiiler ¢atilar kategorisinde bir monomorfizmadir.

Kamt: (1)-(4) kosullar1 sirastyla 4.1.6.0nerme, 4.1.5.0nerme (4), 4.1.6.Sonug, 4.1.4.Sonug
kullanilarak kolayca elde edilebilir.

4.2.7. Tanim: L bir lokal ve a, b € L olsun. Bu durumda

“a<<b ©ag=a,ai=bver<sigin a; < asolacak sekildea, €L, (r e Q,0 <r<1) vardr”
L {izerinde bir bagmtidir.

4.2.13.0nerme: L bir cat1 ve a, b, a;, b; € L olmak iizere, asagidaki ozellikler saglanir:
()a<<b=a<h,

(2)VaeLigcin 0 << a<<l,

B)x<a<<b=y=>x<<y

4)a<<b= b <<a,

B)a<<b=>a" <<,

(6)i=1,2i¢inaj<<bjise aj Vay << b; Vb ve a; Aax << b; A by dir.

Kamt: 4.2.9.0nerme kanitma benzer olarak kolayca gosterilebilir.

4.2.8.Tanmim: L bir cat1 olmak iizere, Va € L icin a = V {x: x << a} oluyorsa L c¢atis1 tamamen

regiilerdir denir.

4.2.4.Sonugc: Bir X uzaymin tamamen regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Lc(X) uzaymin

tamamen regiiler olmasidir.
4.2.14.0nerme: Her h: L — M ¢at1 homomorfizmasi i¢in
a < b= h(a) < h(b) ve a < b = h(a) << h(b) gerektirmeleri saglanir.

Kamt: “<” ve “<<” bagmtilarinin tanimlar1 kullanilarak kolayca goriilebilir.
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4.2.9. Tanim: L bir lokal olsun. Eger a vV b =1 olacak sekilde Va,b€ LiginuAv=0,avVv=1
=b V v olacak sekilde u, v € L varsa, L lokaline normaldir denir Denk olarak, “a Vb =1 olan

Va, b € L¢iftiicina Vu" =1 =b Vv u olacak sekilde bir u € L vardir” ifadesi de kullanilabilir.

4.2.10. Tammm: L bir lokal (cat1) olmak tizere eger her a R b seklindeki a, b€ LicinaRcR b

olacak sekilde ¢ € L varsa R bagintis1 interpolasyon 6zelligini saglar denir.

4.2.15.0nerme: Normal bir lokalde < bagmtis1 arasma girebilirdir. Sonug olarak normal bir

lokalde << ile < bagmtilar1 ve boylece regiilerlik ve tamamamen regiilerlik ¢akisr.

Kanit: L bir normal lokal olsun ve a < b olacak sekilde a, b € L verilsin. O halde u A v =0,
aVvVv =1=bVuolacak sekilde u, v € L vardir. Béylecea < vve v' Vb>u Vb= 1 oldugundan

v < b dir. Sonug olarak a < v < b oldugundan < bagintis1 interpolasyon 6zelligini saglar.
4.2.16.0nerme: Her normal, altfit lokal tamamen regiilerdir.

Kamt: Normal uzaylarda << ile < bagmtilar1 ¢akistigindan, L lokalinin regiiler oldugunu
gostermek yeterli olacaktir. Simdi a € L icin b = V{x: x < a} olarak tanimlansm ve aV ¢ = 1
olsun. Normallik tanimi geregia Vu" = 1 = ¢ V u olacak sekilde bir u € L vardir. Boyleceu<b
ve bV c =1 dir. Sonug olarak a V ¢ = 1 olmasmin her zaman b V ¢ = 1 olmasmi gerektirdigi
goriildii. O halde, altfitlikten a <b elde edilir. Ayrica b < a a¢ik oldugundan a = b elde edilir ve
bdylece L regiilerdir.

Klasik topolojide, T4 = T3 = T, gerektirmeleri saglanir. Daha yakindan incelediginde, ikinci
gerektirmede T’ in zorunlu olmadig1 yani T3 + To = T» gerektirmesinin de saglandigi
goriilebilir. Diger taraftan uzaymn T4 + To olmasi, T3z olmasmi gerektirmez. Bu nedenle Ty’ dan

daha giiclii bir aksiyom olan altfitlik, bu gerektirmenin saglanmasi i¢in yeterli olacaktur.

5. KOMPAKTLIK VE KOMPAKTLASTIRMA

5.1. Kompakthk

Burada kompaktlik kavrami ve bazi ayirma aksiyomlari ile arasindaki iliskiler verilecektir. Bu

kesimde [1, 6, 8, 10, 16] nolu kaynaklar temel almmustur.
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5.1.1.Tamim: L bir ¢at1 olmak iizere VA = 1 olacak sekildeki bir A c L alt kiimesine, L ¢atisinin
bir Ortiisii denir. A, L ¢atisinin bir ortiisii olmak tizere, VB = 1 olacak sekildeki bir B c A alt

kiimesine A’nm bir alt Ortlisi denir.

Bu ortii tamimu, klasik topolojideki agik ortii kavramina karsilik gelir. Yani acik kiimelerden

olusan bir ortiidiir.

5.1.2.Tamim L ¢atisinin (lokalinin) her 6rtiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa, L ¢atis1 kompakttir

denir.

5.1.3.Tamim: Verilen bir ¢atinin, her ortiistinlin sayilabilir alt rtiisii varsa bu ¢atiya Lindelof

cat1 denir.
5.1.1.0nerme: Kompakt bir catmin her alt ¢atis1 ve her kapali alt lokali de kompakttir.

Kamit: Alt catilardaki ve kapali alt lokallerdeki supremum islemi ile L’ deki supremum

isleminin ¢akismasiin bir sonucudur.

5.1.2.0nerme: L bir cat1 olmak iizere, bir S € L kompakt alt lokalinin, £ L — M lokalik

doniisitimii altindaki goriintiisii de kompakttir.

Kamt: j: S - L gdbmme doniisiimii olsun ve orten ve bire-bir f o j bileskesi gdzoniine alinsin.

Bu durumda,
f
L———M g orten oldugundan diyagramdan iiretilen ve (g 0 g*) = id esitligini
jT Im saglayan bir g": f{S) — S ¢at1 homomorfizmasi
S SN f(S) vardir.

Simdi eger f(S)’ de, Vierai = 1 ise S* de g (Vierai) = Vier g (ai) = 1 olur ve bdylece S kompakt
oldugundan sonlu bir K € J i¢in g'(Viek ai)) = Viek g'(ai)) = 1 olur. Buradan Viex ai =
(g 0 g")(Viek ai) = 1 ve bdylece f(S) kompakttir.

Simdi, klasik topolojik uzaylardakine benzer olarak, kompakt [-Hausdorff lokallerin normal
oldugu  gosterilecektir. Bunun  i¢in  Once, 3.4.7.Tanim’da  verilen  ve
m(U) = {(VA, b): Ax{b} € U}, my(U) = {(a, VB): {a}xB € U} olmak lizere, v =1, 0 1l yar1

niikleusu tarafindan tiretilen p niikleusu hatirlatilacaktir.
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5.1.3.0nerme: L; kompakt bir gat1 ve (1, b) € p(U) ise (1, b) € v(U) = (1, 0 m1)(U) dur.
5.1.4.0nerme: U=(a @ 1) U dL = |(a, 1) U dr i¢in
(mom)(U)={(x,y): y<V{b:x<aVb'} dir.

Kamt: (x,y) € {(x, y): y< V{b: x<aVvb’}} olsun. Bu durumda y < V{b: x <a V b'}dir.
Simdi B= {b: x<aVb"} ve b € B i¢in xi(b) = x A a ve x2(b) = x A b" olsun. Bu durumda,

(x1(b), b), (x2(b), b) € my(U) dir. Gercekten, A= {x Ab"} ise Ax{b} = {(x Ab,b)Sd. S U
ve boylece (x2(b), b) € m1(U) dir. Ayrica A= {x Aa} ise Ax{b} = {(x Aa,b)} € |[(a,])UdL=
U ve boylece (VA, b) = (x A a, b) = (x1(b), b) € m:(U) olur.

Bu durumda, (x, b) = (xi(b) V x2(b), b) € m(U). O halde {x}xB € mi(U) ve dolayisiyla
(x, VB) € (1,0 m:)(U) olur.

Diger taraftan, (X, y) € (m o m)(U) alinsin. O halde VB = y olacak sekilde bir B igin
{x}xB € my(U) olur. Ayrica, my(U) tanmm geregi, Vb € B icin x = VA(b) ve
A(b)x{b}< |(a,1) U di olacak sekilde bir A(b) vardir. Bu durumda, bir z € A(b) i¢in (z, b) € U
=l(al)udr>z<ayadazAb=0=>z<ayadaz<b = z<aVb olur. Béylece x = VA(b)
= Vi{zz z € Ab)}) <a Vb vey<Vb x <aVv b} dir Bu durumda
(X, y) E{(X,y):y<V{b:x<aVb"}} elde edilir.

5.1.5.0nerme: Her kompakt I-Hausforff ¢at1, regiilerdir.

Kamt: L bir kompakt I- Hausdorff ve a € L olsun. (1, a) € (1 @ a) ve L catis1 I-Hausdorff
oldugundan 4.2.2.0nerme geregi (1 @ a) V d. = (@ @ 1) V du ve bdylece
(1, a) € (m0 m1)({(a, 1) U dr) olur. Gergekten p(la), |a kiimesini iceren en kiigiik U doymus
kiimedir ve p(la) = |a U n = @;a; dir. Buradan (1,a) € (a @ 1) Vdr = p(|(a, 1) U dr) olup
5.1.3.0Onerme kullanilabilir. O halde 5.1.4.Onerme geregia<V{b: 1 =avb’} =V{b:b<a}
bulunur. Diger taraftan V{b: b < a} <a ifadesi a¢ik oldugundan a =V {b: b < a} elde edilir.

5.1.6.0nerme: Her regiiler ve Lindelof lokal, (6zel olarak her kompakt ve regiiler lokal)
normaldir. Bunun sonucu olarak < bagntisi interpolasyon 6zelligini sagladig: i¢in bu lokal

tamamen regiiler de olur.
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Kamit: L regiiler ve Lindeldf bir lokal ve a, b € L i¢in a V b = 1 olsun. Oncelikle regiilerlik

geregia=V{x: x <a} ve b=V {x: x < b} dir. Bu durumda,

V{x:x<a}vb=1=avV{x:x <b} ve Lindelof 6zelligi geregi, Visi® xi Vb=1=aV Viz® yi
olacak sekilde xi, x2, X3,... < a Ve y1, V2, ¥3,... < b elemanlar1 vardir. Burada x; < x; <...,
y1 <y2<... oldugu varsayilabilir. Simdi ui=xi A yi ve vi=yi A X olarak tanimlanirsa, a V vi =
aV(yviAxi)=(@Vy)A@Vx)=aVy elde edilir. Benzer sekilde de b V ui = b V x; esitligi de
elde edilebilir. Sonu¢ olarak u = Vi=1® ui ve v = Viz1® v; olarak tanimlanirsa, a V v =
Viei® (aVvi) = Viei® (a Vyi) =a V Vizi® yi = 1 ve benzer sekilde b V u =1 elde edilir. Boylece
Vi, jicin iAVi=Xi Ay Ay AX =0 dir. Burada eger i <jise x; Axi = 0 dir ve degilse
yi. A'yj = 0 oldugu kolayca gbriilebilir. Sonug olarak Av = Vij=1® (ui V vj) = 0 olup, L catist

normaldir.
5.1.1.Sonug¢: Her kompakt I-Hausdorff lokal normaldir.

5.1.7.0nerme: L kompakt ve M regiiler birer lokal olsun. Bu durumda, her f: L - M yogun
lokalik doniigiimii ortendir. L kompakt ve M regiiler birer ¢at1 ise her h: M — L yogun cat1

homomorfizmasi bir-birdir. h(Vi=1" xi)

Kamt: L kompakt, M regiiler birer ¢at1 ve h: M — L yogun bir ¢at1 homomorfizmasi1 olsun.
Oncelikle h doniisiimiiniin ko-yogun oldugu gésterilecektir: Bunun igin h(a) = 1 olsun. Bu
durumda a = V{x: x < a} oldugundan h(a) = h(V{x: x < a}) =V{h(x): x < a} =1 elde edilir. L
kompakt oldugundan, Vi=i h(xi) = 1 dir ve 4.2.9.0nerme geregi X =X; V X2V ... V Xa < a olur.
Buradan x” V a =1 ve h(x) = h(Vi=1" x;) = Vi=1" h(x;) = 1 bulunur. Son olarak h(x") <h(x)" =0
ve yogunluktan dolay1 x” = 0 dir. Béylece a = 1 olur.

Simdi aksine h bire-bir olmasin, yani h(a) = h(b) iken a # b olacak sekilde a, b € M elemanlar1
var olsun. Genelligi bozmadan a % b oldugu kabul edilsin. M regiiler ve a € M oldugundan,
a=V{x: x <a} £bolur. O halde, xo £ b ve xo < a olacak sekilde bir xo vardir ve buradan
X0  Va=1 ve bdylece h(xo") V h(a) = h(xo") V h(b) = 1 elde edilir. Simdi b =V {x: x < b} ise
h(xo) V h(Vy<s y) = h(x") V Vy<s h(y) = 1 bulunur. L kompakt oldugundan,
h(xo") V Vi=inh(yi) =1 olacak sekilde yi €L (i=1, ...n) vardir. Eger Vyi = y olarak tanimlanirsa,
Vi igin yi < b oldugundan 4.2.9.0nerme geregi y < b olur. Buradan h(xo") V h(y) = 1 =
h (X0 V y) ve h ko-yogun oldugundan X"V y =1 olur. O halde xo <y = xo <y <b =
x0 <y <b elde edilir, ki bu bir ¢eligkidir.
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5.2. Kompaklastirma

Burada, Banaschewski ve Mulvey tarafindan tanitilan, tamamen regiiler uzaylarmm Stone-Cech
kompaktlastirmasinin nokta-bagimsiz bir karsilig1 verilecektir. Bu kesimde [1, 6, 8, 10, 16] nolu
kaynaklar temel alinmistir. Ayrica bu kesimde, ideallerin bos olmadig: varsayilacak ve I = L

idealleri de goz 6niinde bulundurulacaktir.

5.2.1.0nerme: L catisinn tim ideallerinden aile J(L), iizerindeki kapsama bagmntisiyla

kompakt bir ¢atidir.

Kamt: Ik 6nce, ideallerin keyfi kesisiminin de bir ideal oldugunun hatirlatilmas: yararh

olacaktir. Ayrica ideallerden olusan herhangi bir {I;, 1 € J} sisteminin J(L)’de bir supremumu

vardir ve Vies Ii = {VF: F sonlu, F € Uiy Ii} dir. Gergekten bu aile, tiim I ideallerini igeren bir

idealdir. Diger taraftan, K tiim I ideallerini kapsayan bir ideal ise, F Uig I; dzelligindeki sonlu

F’ ler i¢in VF € K olmasi gerekir. Eger K ve [; ’ler ideal iseler, Vie; (K N I;}) € K N Vies [; oldugu
aciktir. Eger x € K N Vigy [; ise x € K ve sonlu F € Vie; [ i¢in x = VF bigiminde olur. Buradan
x € F € Vie; (KN 1) dir, ¢linkii x =VF € K ve Vf € F i¢cin f < VF olup F asag1 kiime oldugundan
F € K dir. Boylece Vie; [ bir catidir.

Son olarak J(L)’ nin kompakt oldugunu gdstermek icin, Vies Ii = L = 1;0 olsun. Ozel olarak,
1 € Vigs Ii oldugundan sonlu bir F € Uig; | i¢in 1 = VF elde edilir. Buradan F € Uieo I; olacak

sekilde sonlu bir Jo € J indis kiimesi vardir ve F € Uiejo Ii ve supF = 1 oldugundan 1 € Vieyo Ii

olur. O halde L = Viejo Ii ve boylece J(L) kompakttir.

5.2.1.Sonug: v: J(L) — L, v(I) =VI ve a: L — J(L), a(a) = |a biciminde tanimlanan o ve v
dontistimleri géz oniine alinsm. Bu durumda, agik¢a (v o a)(a) =a ve I € (a 0 v)(I) olur ve
bdylece bu doniisiimler adjointtir. Dolayisiyla v, supremumu korur. Ayrica, v sonlu infimumu

da korur. Gergekten,

v Av()=VLhi AVh=V{ai Aax g €lj} <V{a:a€lL, n L} =v(in L) <vi) A v(l)

dir. O halde v, bir ¢att homomorfizmasi ve bdylece a bir lokalik doniisiimdiir.
5.2.2.Sonug: o, bir yogun lokalik gdmme dontisiimiidiir.

Kamt: Asag1 kiime tanimi geregi, o’nin bire-bir oldugu agiktir. Ayrica I # 0, yani [ # {0} ise
v(I) = VI # {0} dir (Ciinkii o(T) = |I olup {0} ’dan farklidr).
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5.2.3.Sonug¢: Boylece her L lokaline karsilik, L’ den kompakt lokale tanimli yogun bir gdmme
doniisiimii vardir. Bunu, L’nin kompakt genislemesi olarak ele alabiliriz, fakat maalesef bu
tanim yeterli olmaz, ¢linkii L kompakt bile olsa, J(L) oldukga genistir. Bu problem tamamen

regiiler lokaller yardimiyla ¢oziilebilir.

5.2.1.Tamim: L bir lokal ve I € L bir ideal olsun. Eger, Va € I i¢in a << b olacak sekilde bir

b €I varsa, I ideali regiilerdir denir.

5.2.2.0nerme: L nin regiiler ideallerinden olusan R(L) ailesi, J(L)’nin bir alt ¢atisidir. Bdylece
R(L) kompakt bir lokaldir.

Kamt: Oncelikle I1, I, € R(L) ve a € I; N I olsun. Bu durumda, a << by ve a << b; olacak

sekilde by € I; ve by € Ij elemanlar vardir. 4.2.9.0nerme geregi, a << b; Ab, €1; N I, olur.
Boylece I} N > € R(L) dir. Simdji, 1 € J i¢in [;’ ler regiiler ve F € Uiy [i sonlu olsun. Bir x € F
i¢in x € Ijx) olacak sekilde bir j(x) ve x << X' olacak sekilde bir X" € Ijx segilsin. Buradan,
F' ={x": x € F} biciminde tanimlanirsa, F' € Uie; I; ve 4.2.13.0Onerme (6) geregi VF << VF'

bulunur ve boylece istenilen elde edilmis olur.
5.2.2.Tamim: L bir lokal ve a € L olmak {izere o(a) = {x: x << a} bigiminde tanmimlidir.
5.2.3.0nerme: L bir lokal ve a € L olmak iizere, o(a) bir regiiler idealdir.

Kamt: Eger x, y € o(a) ise x << a ve y << aoldugundan x V y << a ve boylece x Vy € o(a)
dir. Ayricay <x, X Eco(a) ® x <<avey <X =y <<a =y € o(a) olup o(a) bir ideal olur. Son

olarak o(a) nin regiiler bir lokal oldugu aciktir.
5.2.4.0nerme: L bir lokal olmak iizere, a << b ise o(a) < o(b) dir

Kamt: “<<” isleminin interpolasyon 6zelligi geregi, a << x < y << b olacak sekilde
X, y € L vardir. Buradan y € o(b) ve 4.2.13.0Onerme (4) geregi, X' € o(a’) dir. Bdylece
1=x"VyE€ao()Vab) veo@)Vab) =L =1, elde edilir. Eger x € o(a”) N o(a) ise
x <a  Aa=0 yani x = 0 elde edilir. Gergekten, x € o(a’) N o(a) = (x € 5(a’) ve x € o(a)) =
(x<<a vex<<a)=(x<a'vex<a)=x<a Aadir. Bdylece o(a’) N o(a) = 0y1) oldugundan

o(a) < o(b) elde edilir.

5.2.5.0nerme: L lokali tamamen regiiler ise R(L) de tamamen regiilerdir.
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Kamt: 5.2.2. Onerme’ den R(L)’ nin kompakt oldugu bilindiginden ve “regiiler + kompakt =
tamamen regiiler” gerektirmesi var oldugundan, R(L)‘nin tamamen regiiler oldugunun
gosterilmesi i¢in regililer oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Simdi herhangi bir I ideali i¢in
I =U{o(a): a €I} = esitliginin saglandig1 gosterilsin. Oncelikle x € U{c(a): a €1} ise x € o(a)
olacak sekilde bir a € I vardir ve buradan x << a ve x <a €1 ve bdylece x € I’dir. Diger taraftan,

x € I ise tamamen regiilerlikten dolay1 a << b olacak sekilde bir b € I vardir ve bdylece

a € o(b) € U{o(a): a € [}elde edilir.

Bunlarm yani sira, U {c(a): a € I} € R(L) dir. Gergekten b € U {c(a): a €1} ise b € o(a) olacak
sekilde bir a € I vardir. Buradan b << a ve interpolasyon 6zelliginden b << ¢ << a olacak

sekilde ¢ € L vardwr. O halde ¢ € L i¢in ¢ € o(a), b << ¢ dir. Boylece U{c(a): a € I} € R(L)

oldugundan U{c(a): a € I} = V{o(a): a € [}dir.

Simdi L tamamen regiiler oldugundan, Va € L i¢in a = V{b:b << a} dir. Buradan,
o(@) = Uob): b << a}! = V{ob): b << a} olur. 524.0nerme geregi,

[=U{o(b):b<<a,a€el} 2 V{K: K<< I} bulunur.

5.2.4.Sonug¢: L tamamen regiiler ¢at1 olsun. Bu durumda v(I) = VI ve ayrica (1 0 6)(a) = a ve

IS (cov)(I)drr

Ayrica 5.2.1.Sonug¢’taki yontem kullanilarak +: R(L) — L dOniisiimiiniin bir c¢at1

homomorfizmasi oldugu gosterilebilir ve boylece o, bir lokalik gdmme doniistimiidiir.
5.2.6.0nerme: L kompakt bir lokal olmak iizere v ve ¢ doniisiimleri birbirlerinin tersidir.

Kamt: Bir x € (o 0 v)(I) alinsm. Bu durumda, 6zel olarak x < VI ve x" vV VI = 1 dir ve
kompaktlik geregi, X Vyi Vy2V .. V ya = 1 olacak sekilde yi, y2, ... .ya € I vardir. Fakat
y=y1Vy2V..Vyn€lvex <y olacaktir ve bdylece x € I dir. O halde (¢ 0 v)(I) € I bulunur.
Esitligin diger tarafi, 5.2.4 Sonug’ tan agiktir.
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6. DEGERLEME (VALUATION)

Bu kesimde bir latis lizerine kurulan gercel degerli bir fonksiyon yardimiyla elde edilen
degerleme (valuation) doniistimii verilecektir. Daha sonra degerleme doniisiimii kullanilarak bir

metrik yapisi kurulacaktir. Bu kesimde [17] ve [18] nolu kaynaklar temel alinmustir.

6.1.Tanim: L ve M kismi sirali kiimeler olmak {izere, herhangi bir f: L — M fonksiyonu,
“x <y = f(x) < f{y)” kosulunu sagliyor ise f fonksiyonuna izotondur denir. Ayrica x <y iken

f(x) < f(y) oluyorsa f fonksiyonuna kesin izotondur denir.

6.2.Tanim: L bir V-yarilatis olmak tiizere, kesin artan bir V: L — R fonksiyonu, x A y varsa,
V(xVy)+V(ExAy) <V(x)+ V(y) kosulunu sagliyor ise V’ye bir yukar1 degerleme doniigiimii

(upper valuation) denir.

6.1.0nerme: Eger V bir yukar1 degerleme ise, dv: LxL — R*, dv(x, y) = 2.V(x V y)- V(X) -
V(y) bir metriktir.

Kamt: Latisler ve sirali kiimeler tizerinde taniml1 bu ve bunun gibi metrikler hakkinda ayrmtili

bilgiye [28]’ ten ulasilabilir.

6.3. Tammm: L sonlu A-yarilatis L lizerinde kesin izoton V: L — R doniisiimii, x V y var
oldugunda, V(x Vy) + V(x A'y) > V(x) + V(y) kosulunu sagliyorsa V’ye bir asag1 degerleme

(lower valuation) doniisiimii denir.

6.2.0nerme: V asag1 degerleme ise dv: LxL — R, dv(x, y) = V(x) + V(y) - 2V(x A y) bir

metriktir.

6.4. Tamm: Sonlu bir L latisi iizerinde kesin izoton V: L — R doniisiimii, yukar1 ve asag1

degerleme kosullarmi sagliyor ise V’ye bir degerleme (valuation) doniistimii denir.
Onerme: Eger V degerleme doniisiimii ise dv(x, y) = V(x V y) - V(x A y) bir metriktir.

Kanit: dv(x, y) =2V(xVy) - V(x) - V(y) ve dv(X, y) = V(x) + V(y) - 2V(x A y) esitlikleri taraf
tarafa toplanir ve sadelestirmeler yapildiktan sonra, dv(X, y) = V(x Vy) - V(x A'y) elde edilir.
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6.3.0nerme: Artan V: L — R degerleme doniisiimii yardimu ile L latisi iizerinde, d: LxXL— R;
d(x, y) = V(x Vy) - V(x A'y) biciminde tanimlanan uzaklik fonksiyonu, Vx, y, z, a € L i¢in
asagidaki kosullar1 saglar:

(D) d(x, x) =0, d(x, y) 2 0, d(x, y) = d(y, %),
(2) d(x, y) +d(y, 2) 2 d(x, 2),
(B)davx,aVy)+dlanx,any) <dX,y).
Kamt: (1) Tanimlardan aciktir.

B)davx,avy)+daAx,aAy)=V(@VxVy)-V((avVx)A(aVy)+V((@aAx)V(aAy)) -
V@aAxAy)<V(@vxVy)-V@aVvEAy)+V@AxVy)-V@aArxAy)=V(@)+VEVy)-
V(@)-VxAy)=V(xVy)- V(xAy) =d(x, y).

@) dx, y)+d(y, 20 2d(xVy, y) +d(y,x Ay) +d(yVzy) +dly,yAz) 2d(xVyVz yVz)+
dyVz y)+dly, x Ay)+dx Ay, x Ay Az)dir Cinkii, dxVyVz yVz)<dxVyy)ve
dx Ay, xAyAz)<d(y,y Az)dir.

Bunlar birlestirilirse, d(x VyVz, x AyAz) >d(x Vy, x Ay) >d(X, y) bulunur.

6.5. Tanim: Herhangi bir M kiimesi iizerinde (2) ve (3) 6zelliklerini saglayan bir metrik veya

uzunluga yari-metrik denir. Boylece artan degerlemeli latislere, yar1 metrik latis denir.

6.4.0nerme: L, 0’1 bulunduran bir goreceli tiimleyensel latis olmak iizere, x A y =0 oldugunda,
V(x Vy) = V(x) + V(y) kosulunu saglayan, reel degerli V(x) fonksiyonu, bir degerleme

donistimiidiir.

Kanit: x, y, t elemanlar1 verilsin ve t, [0, y] araligunda x A y’nin goéreceli tiimleyeni olsun. Bu
durumda, t Ax Ay=0vetV (xAy)=ydir Boylece V(y) = V(x Ay) + V(t) olur. Ayricat<y
ise, X At=XxA(yAt)=(xXAy)At=0=x At=0 bulunur. Ardindan, x Vt=[x V(X Ay)]Vt=
x V[(x Ay) Vt] =xVydir. Buradan kabul geregi, V(x V y) = V(x) + V(t) elde edilir. Simdi
V(y) = V(x A y) + V() ve V(x Vy) = V(x) + V(t) ifadeleri taraf tarafa ¢ikarilirsa,
V(xVy)+ V(xAy)=V(x)+ V(y) bulunur ve kanit tamamlanur.

6.5.0nerme: Her metrik latis, modiilerdir.
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Kamt: Eger x < z ise degerleme tanimi kullanilarak, V[x V (y A 2)] - V[(x V y) A Z]
=VIxVyAZ]+VIXAYAZ]-VIXAYAZ]+V[EVyY Vz]-V[EVy)VZ
-VIEVY)Az]=VX)+V(yAz)-VxXAYy)+V(yVz)-V(EVY)-V(2)=V(X)-VEVYy) -
VxAy)+V(yVz)+V(yAz)-V(z) = V(X) - V(X) - V(y) + V(y) + V(2) - V(z) = 0 elde edilir.
Diger taraftan x V (y A z) < (x Vy) A z esitsizligi her zaman saglandigindan ve V pozitif
oldugundan, x V(y Az) =(x Vy) Az olur.

Simdi, dagilimli latisleri ifade edecek degerleme doniistimleri karakterize edilecektir

6.6. Tammm: Bir metrik latisin dagilimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V[x V (y A 2)] =
V[(xVy) A (xV z)] olmasidir. Herhangi bir metrik latiste, degerleme kural kullanilirsa,

VIxV(yA2)]=V(x) + V(y) + V(2) - V(yV2) - V(X Ay Az) ve V[(x VY) A(x VZ)] = V(x Vy)
+V(xVz)-V(xVyVz)dir Ustteki esitlik (-) ile ¢arpilip, alttaki esitlik ile toplanirsa,

VxVyVz)-VxAyAz)=V(xVy)+V(yVz)+V(xVz)+ V(X)) + V(y) - V(z) elde edilir.

Simdi esitligin sag tarafinda degerleme kurali uygulanirsa,

V(xVy) +V(yVz) + V(xVz) + V(x) + V(y) - V(2) = V(x) + V(y) + V(2) - V(X Ay) - V(y A 2)
- V(x A z) elde edilir. Sonug olarak

2{V(xVyVz)-V(xAyAz)} =V(EVyYy) +V(yVz)+V(xVz)-V(XAY)-V(yAz)- V(X \Z)

elde edilir ve bu kosulu saglayan degerlemelere, dagilimli degerleme denir.

SONUCLAR VE ONERILER

Sonuglar

Bu tez caligmasinda, bir tam latisin 6zel birer hali olarak tanimlanan c¢ati1 (frame) yapisi
iizerinde kompaktlik, ayirma aksiyomlar1 gibi bazi topolojik 6zellikleri incelenmistiri ayrica
latisler lizerinde tanimlanan gergel degerli fonksiyonlar yardimiyla elde edilen degerleme

(valuation) doniistimleri ve bu doniistimler kullanilarak elde edilen metrikler tanitilmistir.
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Oneriler

6. boliimde, latisler iizerinde tanimlanan gercel degerli fonksiyonlar yardimiyla elde edilen
degerleme (valuation) doniisiimleri ve bu doniigiimler kullanilarak elde edilen metrikler
tanitilmigtir. Latisler yardimiyla elde edilen metrikler kullanilarak tanimlanmn agik kiimeler
iizerine kolaylikla topolojik uzaylar kurulabilir. ileride, bu kurulan topolojik uzaylar ile latis
teori arasindaki iligkilerin incelenecegi ¢alisamalarm, literatiire onemli katkilar verebilecekleri

diisiiniilmektedir.
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