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OZET
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Damsman: Prof. Dr. Selma Ozcag
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Bu tez calismasi bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliim oyun teorisi ve tez konusu olan
topolojik oyunlarin tarihsel gelisimine ayrilmustir. Ikinci boliimde tez icerisinde kullanilacak

olan bazi tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde ortiisel ozellikler olan Menger ve Rothberger ortii 6zellikleri tamimlanmig
bu ozellikleri saglayan uzay oOrnekleri verilmistir. DOordiincii boliimde topolojik oyunlar
detayl bir sekilde incelenmistir. Nokta-acik oyunu, Rothberger oyunu, Menger oyunu gibi
baz1 oyun Ornekleri verilmis, bu oyunlar kazanma stratejileri ile incelenmistir. Ayrica denk

ve dual oyun kavramlar1 da tanmtmlanmusgtir.

Son boliim olan besinci bolimde oyun teorisinin temelini olusturan ve Baire Kategori
teoremi ile iligkilendirilen Banach-Mazur oyunlarina yer verilmistir. Ayrica D-uzaylar ve

ortiisel ozellikler ile olan iligkileri de incelenmistir.

Keywords: Topolojik oyunlar, Menger uzaylar, Rohtberger uzaylar, Kazanma stratejisi,

Se¢cme prensipleri.



ABSTRACT

COVERING PROPERTIES IN TOPOLOGICAL GAMES

Haidar DH Jafar Saraf

Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Selma Ozcag

January 2023, 58 pages

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to game theory and the
historical development of topological games, which is the subject of the thesis. In the second

part, some definitions and theorems that will be used in the thesis are given.

In the third chapter, Menger and Rothberger covering properties are defined and some
examples providing these properties are given. In the fourth chapter, topological games are
examined in detail. Some examples of games such as point-open game, Rothberger game,
Menger game are given and these games are examined with winning strategies. In addition,

the concepts of equivalent and dual games are also defined.

In the fifth chapter, which is the last chapter, Banach-Mazur games, which form the basis
of game theory and are associated with Baire Category theorem, are included. In addition,

D-spaces and their relations with covering properties are also examined.

Keywords: Topological games, Menger spaces, Rothberger spaces, winning strategy,

selection principles.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

Dogal sayilar kiimesi

Cantor kiimesi

Cantor uzay1

Bir topolojik uzayin acik ortiilerinin ailesi
Stin(A, B) se¢me yontemi

S1(A, B) se¢me yontemi

X topolojik uzayi iizerinde GG oyunu
w’nin sonlu dizilerinin ailesi

7 sonlu dizisine [ sonlu dizisinin eklendigini belirten simge
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1. GIRIS

Oyun teorisi tarihsel olarak ¢ok eski zamanlara dayansa da bilimsel bir disiplin olarak
ele alinmas1 17. ylizyilin baglarinda matematik alaninda, 6zellikle olasilik kalkiiliisiindeki
gelismelerle baglamistir.  Oyun teorisinin temel kavramlarindan biri olan karma strateji
kavraminin da dayandigi nokta olan olasilik hesaplamalarindaki gelismeleri 18. yiizyilin
baglarinda Fransiz matematik¢i Pierre Remond de Montmort tarafindan yazilan ayni
zamanda min-max ilkesinin ¢ikis noktasi olan sans oyunlarin1 konu edinen bir kitap takip
etmigtir. Kombinatorik oyunlarin matematiksel tanimlari ilk olarak 17. yiizyil baslarinda
tammlanmistir. Ornegin Bachet ve Meziriac su oyunu tanimlamustir: iki oyuncu doniistimlii
olarak 1 ile 10 arasinda say1 segerler. 11k oyuncu bir say1 seger ve sira 2. oyuncuya geldiginde
O da bir say1 secer ve ilk oyuncunun soyledigi sayiya ekler. Sira tekrar 1. oyuncuya
geldiginde tekrar bir say1 secer ve toplama ekler. Oyun bu sekilde devam eder ve 100 ’e
ulagan kazanir. Bu oyunda kazanan stratejilerin olup olmadigi, oyuna ilk baglayan kisinin
oyunun sonucunu degistirip degistiremedigi gibi sorular incelenmistir. Bu tiir oyunlar daha

sonra Nim oyunlari olarak adlandirilmig ve Bouton [8] tarafindan incelenmisitr.

Oyun teorisinin, iki kisilik sifir toplamli oyunlarda karma strateji dengesi fikrinin bulunmasi
ve bu dengenin varlifinin John von Neumann tarafindan kamitlanmasinin ardindan, O.
Morgenstern ve J. Neumann tarafindan 1944 yilinda yayinlanan “The theory of games and
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economic behavior ” isimli kitap [18] ile bagladig1 varsayilir. 1950 yilinda John Nash
n-kigilik oyunlar i¢in bir denge kavrami tanimlamistir. Bu kavramin oyuncularin fayda
fonksiyonlarinin belirli 6zellikleri sagladigi biitiim oyunlarda varoldugunu kanitlamig ve
karakterize etmistir. Aslinda John Nash sifir toplamli olmayan, sonlu ve n-kisilk oyunlarda
da dengenin varligini ispatlayarak Neumann’in tanimlamig oldugu iki kisilk oyun dengesini
genisletmistir. Gliniimiizde Nash Dengesi olarak bilinen bu kavram, 6zellikle ekonomi ve

diger davranis bilimlerine genis capta uygulanmisti. Bu calismalari ile 1994 de Nobel

ekonomi 6diiliinii John Nash, John Harsanyi ve Reinhard Selten almiglardir.

Sonsuz uzunluktaki yani hamlelerin sonlu sayida olmadigi, matematiksel oyunlarin



incelenmesi 1920’11 yillara dayanmakta olup Sierpinski’nin [23] 1924’te, Hurewicz’in

1925’te [15] ve Banach ve Kuratowski’nin 1929’da yazdigi [5] iic makale ile baglar.

Topolojik oyun kavrami, ilk olarak Claude Berge [6] tarafindan 1957 yilinda, suandaki
kullanomindan farkli olarak tanimlanmis ve daha sonra farkli bir anlamda, “oyunlar
tarafindan tanimlanan topolojik Ozellikler” kavrami olarak Rastislav Telgarsky tarafindan
tanimlanmugtir.  Telgarsky’nin makalesinde [27] topolojik oyunlarin kokeninin Banach
Mazur oyunundan geldigi vurgulanmaktadir. 1935 yilinda Stefan Banach, Lviv sehrinde
yasayan veya bu sehri ziyaret eden matematikcilerin cesitli matematik problemleri
onerdikleri ve ayn1 zamanda kismi veya tam c¢oziimlerini de iceren “Scottish Book™ isimli
bir defter olusturmustur. 1935 yilinda Stanislav Mazur, Baire Kategori Teoremi ile ilgili bir
oyun tanimlar. Bu oyun ”The Scottish Book™ kitabinda [24] Problem 43 olarak ifade edilmig
ve ¢Oziimii Banach tarafindan ayni yil verilmistir. O nedenle bu oyun Banach-Mazur oyunu

olarak adlandirilir.

Topolojik oyunlar iki kisi tarafindan topolojik uzaylar lizerinde oynanan miikemmel bilgili
sonsuz oyunlardir. Oyuncular se¢imlerini noktalardan, ac¢ik kiimelerden, kapali kiimelerden

veya acik oOrtiilerden yaparlar.

Topolojik oyunlarda yapilan ¢aligmalar sonucunda Baire 6zelligi, Baire uzaylar tamlik ve
yakinsama gibi bazi temel topolojik yapilarin topolojik oyunlarda karsiliginin oldugu ortaya
cikti [25]. Kisacasi, topolojik oyunlar, topolojik uzaylarin yeni 6zelliklerini tanimlama
konusunda yaygin bir kullanima sahiptir. Son yillarda popiiler bir ¢aligma alani olan se¢gme

prensipleri konusu ile de olduk¢a yakin iliskilidir.



2. ON BILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

Tez calismamizin bu boliimiinde kullanacagimiz temel tanimlar ve teoremler verilecektir.
X kiimesi iizerinde tanimlanan topoloji 7 olmak iizere (X, 7) topolojik uzayin X ile ifade

edecegiz. Kaynak olarak [1, 10, 12, 13, 22] kullanilmagtir.

2.1 Topoloji

Tanim 2.1.1. 7 ailesi bostan farklt X kiimesinin altkiimelerinin bir ailesi olsun. Asagidaki
kosullar1 saglayan 7 ailesi X kiimesi {izerinde bir topolojidir ve (X, ) ikilisine bir topolojik

uzay denir.
e 0. Xer

* GjeTise Uje ;G € 7, her j € Jigin

e U,V € Tise U NV € 7 yani 7’ya ait sonlu sayidaki kiimelerin aarekesiti yine 7’ya

aittir.

Tanmm 2.1.2. (X, 7) topolojik uzay olsun.

* G € 7 olan bir G C X alt kiimesine X uzayinin agik alt kiimesi denir. G¢ € 7 olan

G C X alt kiimesine X uzayinin bir kapali alt kiimesi denir.

* X bos kiimeden farkli bir kiime olsun. 7 = P(X) yani X kiimesinin her alt kiimesi,

acik ise, X uzayina ayrik (discrete) uzay denir.

* AC Xolsun. '{K C X : A C K Kkapali} kiimesine A kiimesinin kapanig1 denir

ve A ile sembolize edilir.

Tanmm 2.1.3. (X, 7y) ve (Y, 72) iki topolojik uzay f : X — Y bir fonksiyon ve zy € X olsun.
f(zo) elemanim kapsayan her H agik kiimesi igin z, elemanim kapsayan GG agik kiimesi
f(G) C H kosulunu saglayacak bicimde varsa f fonksiyonuna x, noktasinda siireklidir

denilir.



Tanim 2.1.4. (X, 7) topolojik uzay1

» Ti-uzayidir s # t ozelligini saglayan her s,¢ € X nokta ¢ifti icin s € Ht ¢ H ve
t € K s¢ Kolan H, K € 7 kiimeleri vardir.

* Hausdorff uzayidir (yada 75-uzayidir s # t 6zelligini saglayan her s, € X nokta
ciftiigin s € H vet € K ve H N K = () olacak bicimde H, K € 7 kiimeleri vardir

Tamm 2.1.5. Bog olmayan X ve Y kiimeleri arasinda bire-bir, orten bir f : X — Y
fonksiyonu varsa bu kiimelere es giiclii kiimeler denir ve X ~ Y ile gosterilir. X kiimesi
ile N kiimesi esgii¢lii ise X kiimesine sayilabilir sonsuz denir. Sonlu yada sayilabilir sonsuz

kiimelere sayilabilir kiimeler denir. Sayilabilir olmayan kiimeye de sayilamaz bir kiime denir.

Tamm 2.1.6. (X, 7) topolojik uzay1 i¢in 7 = 7, olacak bicimde X iizerinde p metrigi varsa

(X, 7) topolojik uzayma metriklenebilir uzay denir.

Tanim 2.1.7. (Y, p) metrik uzayinda (y,,)nen bir dizi olmak iizere her € > 0, her p,q > ng
icin
P(Yps Yq) < €

olan ng = ng(e) € N bulunabiliyorsa (y, ) dizisine Cauchy dizisi denir. Her Cauchy dizisi

Y’ nin bir elemanina yakinsak oluyorsa (X, p)’ya tam metrik uzay denir.

Tanim 2.1.8. Bir topolojik uzayin sayilabilir sayida tabana bulunuyorsa bu uzaya ikinci

sayilabilirdir denir.

Tanmm 2.1.9. (X, 7) topolojik uzayinin her x € X noktasinin sayilabilir bir yerel tabani

varsa bu uzaya birinci sayilabilirdir denir.

Tanim 2.1.10. Bir X uzayinda sayilabilir sayida ac¢ik kiimenin kesigimi olarak yazilabilen
kiimelere Gs-kiime ve sayilabilir sayida kapali kiimenin birlesimi olarak yazilabilen
kiimelere de F,-kiime denir. Acikca goriilebilir ki, F,-kiimesinin tiimleyeni Gs-kiime ve

bir Gs-kiimesinin tiimleyeni £, -kiimedir.



Tanim 2.1.11. Her noktas1 bir y18ilma noktas1 olan X topolojik uzayina miikemmel uzay
denir. G C X kapal1 bir kiime ve alt uzay topolojisine gore miikemmel ise G’ye X uzayinda

miikemmel kiime denir.

Tamim 2.1.12. (X, 7) topolojik uzay, C C X veUd = {Uy : k € K}, X kiimesinin alt

kiimelerinin bir ailesi olmak tizere

CgUUk

keK
ise U ailesine C' kiimesinin bir ¢rtiisii denir. U Ortiisiiniin her eleman1 bu uzayda acik ise
U ortiistine X’in bir a¢ik ortiisii denir ve X uzaymnin tiim acik ortiilerinin sinifi da O ile

gosterilir.

Tanim 2.1.13. I/ A kiimesinin bir ortiisti olsun. Eger ¢/ nun A’y1 orten sonlu tane kiimesi

varsa

Ag Uﬂ U UiQ U....u U@

olacak bicimde U;y, U;s, .....U;,, varsa
V - {Uﬂ, UZ'Q, ..... Um}

sinifina ¢/ nun sonlu alt Ortiisii denir.

Tamm 2.1.14. A C X kiimesinin her agik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa A kiimesine
kompakt kiime denir. Eger X uzayinin her agik Ortiisiiniin sonlu alt ortiisii bulunabiliyorsa

bu uzaya kompakt uzay denir.

Tanmmm 2.1.15. Eger X uzay1 sayilabilir coklukta kompakt kiimenin birlesimi seklinde

yazilabiliyorsa yani her n € N i¢in K,, C X kompakt kiimeler olmak tizere

X:UKn

neN
oluyorsa (X, 7) uzayina o-kompakt topolojik uzay denir.

Teorem 2.1.16. Her kompakt uzay o-kompakttr.
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Tanmim 2.1.17. X uzayinin her bir acik ortiisiiniin sayilabilir bir alt ortiisii varsa X e Lindelof

uzay denir.

Tanim 2.1.18. X uzaymin F' C X altkiimesinin kapaniginin i¢i bos kiime ise F' kiimesine

hicbir yerde yogun olmayan kiime denir.

Tanim 2.1.19. L C R kiimesi sayilamaz ve hig¢bir yerde yogun olmayan her N kiimesi icin

L N N sayilabilir ise L kiimesine Luzin kiimesi denir.

Ornek 2.1.20. S ile tiim reel sayilarin kiimesini gosterirsek B = {[c,d) C S : ¢,d € S, ¢ <
d} olsun.B ailesi S i¢in bir tabandir ve 7 bu taban tarafindan iiretilen topoloji olsun. (.S, 7)

topolojik uzayina Sorgenfrey dogrusu denir.

Cantor Uzay1

Cantor kiimesi, reel eksenin 6zel bir alt kiimesidir ve [0, 1] kapal araligindan ortadaki ticte

birlik acik araliklarin ¢ikartilmasiyla elde edilir.

Tamim 2.1.21. [0, 1] kapali araligim Fj, ile gosterelim.lk olarak Fy dan orta iicte birlik agik
aralik olan (%7 %) araligim c¢ikartalim. Geriye kalan ve uzunluklari % olan iki adet ayrik ve
kapali araligin birlesimi

F, =10, §] U [5’ 1]

elde edilir. Benzer bi¢cimde F) kiimesini olusturan kapali araliklarin i¢inden orta % liik
araliklart yani (§,2) ve (Z,3) araliklarii ¢ikartalim. Bu adimlar sonucunda uzunluklari

3% olan 4 tane ayrik kapali aralifin birlesimi

By =[0,3]U[, 51Vl VLS, 1)

kiimesi elde edilir. Bu sekilde devam edilirse n. adimda uzunluklar 3% olan 2" tane ayrik

kapal1 araligim birlesimi elde edilir. Kapali kiimelerinin arakesiti seklinde olan

K:ﬂﬂ

neN
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kiimesine, Cantor kiimesi denilir.

K Cantor kiimesi, kapalidir ciinkii sayilabilir coklukta sonsuz tane kapali kiimenin
arakesitidir. K Cantor kiimesi kompakttir ¢iinkii [0, 1] kompakt kiimesinin kapalt bir alt

kiimesidir.
Teorem 2.1.22. K Cantor kiimesi hicbir yerde yogun degildir.

Tamm 2.1.23. 2 = {0, 1} kiimesi iizerinde ayrik topoloji olsun. 2 = {0,1}’in kendisi ve
sayilabilir sonsuz ¢arpimi ile olusturulan uzaya Cantor uzayr denir. Bu durumda 2% bir

Cantor uzayidir ve

C=2"={0,1}*
ile gosterilir.

Teorem 2.1.24. C Cantor kiimesi miikemmel bir kiimedir.

2.2 Secme Prensipleri Teorisi

Secme prensipleri teorisinin temeli, Cantor’un 1874 yilinda yayinladi1 makalesinde “gercel
sayilar kiimesinin sayilamaz” oldugunun ispatinda kullandig1 kdsegenlestirme yontemine

dayanir. Bu yontem en basit olarak su sekilde ifade edilebilir:

“Aymi tiirden olan B, matematik nesnelerinin bir (Bn i n € N) dizisi
verildiginde , belirlenen bir kurala gore her B, nesnesiyle iligkili bir se¢cim

yapilarak istenilen tiirde bir matematik nesnesinin elde edilmesi.”

Secme prensipleri, uzaylardaki kombinatorik 6zelliklerin incelenmesinde Onemli rol
oynamaktadir. Matematikte se¢me prensipleri yada Sonsuz kombinatorik topoloji olarak
bilinen bu teorinin ge¢misi, 1920’11 yillara dayanmakla birlikte aslinda bu konudaki sistemli

yap1 Scheepers’in [22] makalesi ile baglar.

Se¢cme prensipleri teorisinin temel fikri su sekilde aciklanabilir:
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1 : Bir P topolojik 6zelliginin secici olarak P ile baglantisinin kurulmasi.

P: Her A i¢in . ..saglayan bir B vardir.

Secici P: Her (An ‘n € N) dizisi icin . .. olan bir (Bn ‘n e N) dizisi vardir.

Ornek olarak, kompaktligi P topolojik ozelligi olarak alimrsa segici P su sekildedir:
Xuzaymn agik ortiilerinin her (A, : n € N) dizisi i¢in B,, A, nin sonlu bir alt ailesi

olmak iizere; |J B,,, X de bir ortii olacaksekilde (Bn 'n € N) dizisi vardir.
neN

2 : A ve B matematik nesnelerinin iki sinifi oldugunda, segme yontemi olarak 7 alindiginda:

7 yontemini A siifindan yeni bir B sinifi elde etmek i¢in uygulamak.

Bahsedilen A ve B smiflar1 topolojik uzaylarda tanimlanan cesitli Ortii siniflarindan
olusmaktadir. Ortii simiflar1 ve aralarindaki iliskiler hakkinda daha detayli bilgiye [16, 22]
kaynaklarindan ulagilabilir. Bu tez konusu dahilinde kullanacagimiz ortiiler bir X uzayinin

acik ortii siniflart olacaktir. Bu sinifi O ile gosterecegiz.

Se¢me prensipleri sisteminde ii¢ temel segme prensibi bulunmaktadir. Bunlar S¢;,, S; ve

U ti,, yontemleri olup literatiirde “’klasik segme prensipleri” olarak adlandirilir.

Tamim 2.2.1. A ve B bos olmayan kiimelerin bos olmayan iki ailesi olsun.

* Si(A, B) yontemi: A’nin elemanlarinin her (A4, : n € w) dizisinden her n € w i¢in

bir b, € A, segerek {b, : n € w} € B kosulunu saglayan (b, : n € w) dizisi vardr.

* Spin(A, B) yontemi: A’nin elemanlarinin her (A4, : n € w) dizisinden her n € w i¢in

sonlu bir F,, C A, secerek (] F), € B kosulunu saglayan (F,, : n € w) dizisi vardur.

new
* Uyin(A, B) yontemi: X in sonlu altortiileri bulunmayan .4’nin elemanlarinin her (A4,, :
n € w) dizisinden her n € w i¢in sonlu bir F,, C A, secerek {|JF,, : n € w} € B

kosulunu saglayan (F,, : n € w) dizisi vardr.

Bu tez caligmasinda yukarida tanimlanan se¢me prensiplerinden ikisi, Si(A,B) ve
Stin(A, B) ile ilgilenecegiz. Bir sonraki boliimde A ve B aileleri yerine agik ortii siniflart O
aliarak Menger 6zelligi ve Rothberger 6zelligi tanimlanacaktir.
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2.3 Opyunlara Giris

Oyunlart matematiksel olarak tanimlamanin birka¢ farkli yolu olmakla birlikte tanimlarin

hepsi asagida aciklanan ortak dgelere sahiptir.

* Oyuncu listest,

* Oyuncularin neler yapabileceginin tam bir agiklamasi (olasi eylemleri),

* Oyuncularin harekete gectiklerinde ne kadar bilgiye sahip olduklarinin agiklamasi,
* Oyuncularin eylemlerinin kazanclara nasil yol agtiginin aciklamasi,

* Oyuncularin oyunun sonuglarina gore tercihleri

Bu 6geleri, 6rnegin satran¢g oyununda agiklayacak olursak;

* Oyunda 2 oyuncu vardir,

* Oyuncular, oyun sirasinda hangi hareketlerin yapilabilecegine iligkin kurallara tabii

olarak, oyun tahtasi iizerinde doniisiimlii olarak oynarlar,

* Oyuncular, birbirlerinin hareketlerini gozlemler, bdylece oyun ilerledik¢e her biri

oyunun tiim ge¢misini bilir,

* Diger oyuncunun sahini ele geciren oyuncu oyunu kazanir, aksi takdirde beraberlik

ilan edilir,

* 5. 0ge satrancin kurallar1 tarafindan ima edilmese de, genellikle oyuncularin

kazanmay1 beraberlige ve beraberligi kaybetmeye tercih ettigi varsayilabilir.

Bu tez calismasinda rekabet eden iki oyuncu ve beraberlige izin vermeyen miikemmel bilgili
ardisik oyunlarla ilgilenecegiz. Bunlar, asagida kisaca agiklayacagimiz oyun teorisinin

siniflandirma terimleridir:



Rekabet: Oyuncular bir amag i¢in igbirligi yapmak yerine rekabet eder;

Miikemmel bilgi: Oyunun her aninda, her iki oyuncu da oyunun o ana kadarki tiim ge¢misi

hakkinda bilgi sahibi olur;

Eszamanh oyunlar: Her iki oyuncunun da ayni1 anda (zaman anlaminda degil) hareket ettigi
veya bunun yerine sonraki oyuncularin 6nceki oyuncularin hareketlerinden habersiz oldugu

oyunlardir.

Ardisik oyunlar (veya dinamik oyunlar): Bu tiir oyunlarda oyuncular bir Onceki
oyuncunun haraketlri ile ilgili bilgiye sahiptir. Bu oyunlarda siras1 gelen oyuncu onceki
oyuncunun her eylemi hakkinda miikemmel bilgiye sahip olmas1 gerekmez; bu bilgi az da
olabilir. Ornekle aciklayacak olursak, sirasi gelen oyuncu, 6nceki oyuncunun bir haraketi
gerceklestirmedigi hakkinda bilgi sahibi iken diger yapilan hareketlerden hangisini ilk

oyuncunun gerceklestirdigini bilmeyebilir.

Beraberlige izin verilmez : Bir oyunun sonunda, oyunculardan biri kazanir ve digeri

kaybeder.
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3. ORTUSEL OZELLIKLER

Bu boliimde Menger ve Rothberger uzaylar1 tanitilmis, 6rnekler verilerek bazi 6zellikleri

incelenmigtir. Bu boliimde [1, 4, 10] kaynaklarindan faydalaniimisgtir.

3.1 Menger Uzaylar

Tanmm 3.1.1. Bir (X, 7) topolojik uzayinin agik ortiilerinin her (U,, : n € w) dizisi i¢in
X C U U F. olacak sekilde F,, C U,,, n € w sonlu alt aileleri varsa X uzayina Menger

new
uzayr yada Menger 6zelligini saglar denir.

Menger 6zelligi Se¢me Prensipleri teorisinde S, (O, O) notasyonu ile gosterilmektedir.

Ornek 3.1.2. Her kompakt uzay Menger uzayidir. Gergekten de X uzay kompakt ise acik
ortiilerinin bir (U, : n € w) dizisi verildiginde her bir n € w i¢in X 'in sonlu bir F,, C U,
altortiisii bulunabilir. Bu da X uzaymin Menger uzay oldugunu yani S;,(O, O) ozelligini

sagladigini gosterir.

Tanimlardan asagidaki 6n teoremi hemen ispatlayabiliriz.

On Teorem 3.1.3. X uzay: S;:,(O, O) ozelligini sagliyorsa Lindeldf uzaydur.

Kanit. X Menger uzay1 ve V, X in bir agik ortiisii olsun. Eger n € w icin V,, = V olarak
alinirsa (V,, 1 n € w) dizisi X kiimesinin agik ortiilerinin dizisi olur. X uzayinin Menger
uzay1 olmasi sebebiyle her bir n € w igin sonlu U,, C V), alt ailesi bulunur. JU, = U

almursa U/ ailesi X ’in acik Ortiisii olup sayilabilirdir. Buradan X uzay1 Lindelof olur.

On Teorem 3.14. {X,, : n € w} her n € w i¢cin X,, iizerinde S;,(O, O) ozelliginin
saglandigr uzaylarin bir ailesi olsun.Bu durumda Y = ) X, uzayida S, (O, O) ozelligini

necw
saglar.
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Kamit. (U, : n € w) ailesi Y uzaymin agik ortiilerinin bir dizisi olsun. w ’nin bir pargalanis
olarak { P, : k € w} alahm. Herk € wven € P ig¢in V, = {V' =V NX, : V € U,} olsun.
Her k € wigin (V, : n € Py) dizisi X} nin agik ortiilerinin dizisi oldugundan, (F) : n € Py)
(V,, 1 n € Py) igin X, tizerinde Sy;, (O, O) 6zelligini saglayan bir dizi olur. Bu durumda her
n € P icin{VNX,:V e F,} =F, saglayacak sekilde F,, C U, sonlu bir kiime olur. O
halde (F,, : n € w) dizisi Y iizerinde (U,, : n € w) dizisi i¢in S¢;,(O, O) dzelligini saglar.

Sonug 3.1.5. X, o-kompakt uzay ise Menger ozelligini saglar.

Sonu¢ 3.1.5 nin tersi dogru degildir. Ornek olarak Luzin kiimesi verilebilir. Luzin
kiimesinin Rothberger 6zelligini sagladigim1 (dolayisyla Menger 6zelligini de saglar) bir
sonraki boliimde gosterece8iz. Ancak simdi Luzin kiimesinin Menger 6zelligini sagladigini

gorelim.

Teorem 3.1.6. [] Luzin kiimeleri Menger ozelligini saglar ancak o-kompakt degildir.

Kanit. Oncelikle L C R Luzin kiimesinin Menger 6zelligini sagladigim gosterelim:
(V, : n € w) ailesi, L’nin acik ortiilerinin bir dizisi ve L’nin sayilabilir yogun altkiimesi
K ={k, : n € w} olsun. K kiimesi L kiimesinde yogun bir kiime olup n € w i¢in k,, € V,

biciminde V,, € V), sec¢ebiliriz. Simdi

V:Un

new

olsun. V kiimesi A kiimesini iceren agik bir kiime ve K kiimesi L’nin sayilabilir yogun alt

kiimesi ayrica L Luzin kiimesi olup L \ V' sayilabilir olur.
L\V ={a,:n € w}
olsun. Bu durumda her n € w i¢in a,, € U,, olacak bi¢cimde U,, € V), secilebilir ve

L\Vc|JU,

new
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olur. Buradan G,, = {V,,,U,,} C V), sonlu ailelerinin birlesimi yani |J G, L kiimesinin agik
necw

ortiisti olup L kiimesi icin Menger 6zelligi saglanir.

Simdi L’nin o-kompakt olmadigini gosterece8iz. Tersine L kiimesini o-kompakt kabul

edelim. Bu durumda L kiimesi sayilabilir sayida kompakt kiimenin birlesimi olarak

yazilabildiginden, yani K,, C R kiimeleri kompakt olmak iizere

L:UKn

new

seklindedir. Her n € w i¢in K, kiimeleri kapalidir ve L sayillamaz oldugundan ny € w i¢in
K, sayllamazdir ve miikkemmelbir kiime kapsar. Aym1 zamanda R uzayinin miikemmel alt
kiimeleri hi¢bir yerde yogun olmayan kiime kapsayacagindan /,,, kiimesi i¢in C' C I, olur.
C Cantor kiimesi hi¢ bir yerde yogun olmadigi i¢in ve L kiimesi bir Luzin kiime oldugundan
dolay1r LN C’nin sayilabilir oldugu elde edilir. Ancak C kiimesi L kiimesinin alt kiimesi olup
buise C' = L N (' ile ¢elistiginden L Luzin kiimesinin o-kompakt olmadig1 sonucunu elde

ederiz.

Teorem 3.1.7. (X, 7) ve (Y, v) topolojik uzaylart asagidakileri saglar.

(1) X Menger uzaymmun K C X kapali altkiimesi de Mengerdir.

(2) X uzayt Menger, f : X — Y fonksiyonu siirekli ise f(X) kiimesi Mengerdir.

(3) X uzayt Menger, G C X F, ise G kiimesi de Mengerdir.

Kamit. (1) X Menger ve K X’in kapali bir altkiimesi olsun. (X : n € w) ailesi K
altkiimesinin agik ortiilerinden olugan bir dizi olsun. Her birn € w, U,, = UK U {X \ K}
ailesi (X, 7) uzaymin agik ortiisti olup X’in (U, : n € w) acik ortiilerinin dizisi i¢in X uzay1
Menger oldugundan X C |J V, olacak bicimde V,, C U,, ,n € w sonlu alt aileleri vardur.
Ozel olarak VX = {VK n‘??( € V,, VEN (X \ K) = 0} alimirsa VX ailesi K 'nin agik
ortiisii olur. Her n € w igin VX C UX sonlu olup buradan K C X kapali altkiimesinin de

Menger oldugu elde edilir.
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(2) f : X — Y siirekli bir fonksiyon olarak tanimlansin. (V,, : n € w) f(X) C Y’nin a¢ik
ortiilerinin bir dizisi olsun. f(X) C |J V olup

xXcriexyecrty v

veE

x= r'w

VEVn
elde edilir. Her V' € V), kiimesi agiktir ve f siirekli fonksiyon oldugundan f~*(V') de agik
kiime olur. Buradan U,, = {f~(V) : V € V,} ailesi X in agik ortiisii olarak elde edilir.
X Menger uzay1 oldugundan her n € w i¢in sonlu U/ C U, ailesi vardir 6yleki |J U, X

new

uzayin agik ortiisii olur. Eger /), = {f~'(V;) : 1 =0,1,2, ...k, V; € U, } olarak alinirsa
kn kn
) =rJYyrtm) cyyw
new 1=0 new 1=0

oldugundan V), = {V; : i = 0, 1,2, ...k, } olarak alinirsa V! C V), sonlu olup UV! : n € w}

ailesi f(X) kiimesinin agik ortiisti olup buradan bu kiimenin Menger oldugu elde edilir.

(3) On teorem 3.1.4 ve (1) numarali 6zellik kullanilarak elde edilir.

3.2 Rothberger uzaylar

Tanmm 3.2.1. [2]] X uzaymnn agik ortiilerinin her ({4, : n € w) dizisi i¢in U, € U, ve
X C U U, olacak sekilde (U,, : n € w) dizisi varsa X uzayma Rothberger uzay: ya da

new
Rothberger 6zelligini saglar denir.

Rothberger 6zelligi Se¢me Prensipleri teorisinde S;(O, O) notasyonu ile gosterilmektedir.
Tanimdan hemen goriilebilecegi iizere:
Ornek 3.2.2. Her sayilabilir uzay Rothberger uzayidur.

Simdi kompakt uzaylar Rothberger 6zelligini saglar m1 sorusuna cevap verelim.
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Onerme 3.2.3. Rothberger izelligini saglamayan kompakt bir K kiimesi ( Cantor kiimesi,

2¥) vardir.

Kamit. Her n € w i¢in n. koordinatin izdiiglimiinii 7, : 2¥ — 2 ile gosterelim. ¢ € 2 i¢in
V! = 7T7(;1)<Z'> alalim. Her n € wigin U, = {V,,' : i € 2} kiimesi 2*’nin bir ortiisii olur.
Hatta her n € w icin i, € 2 olmak iizere V,,"" secilirse j, # 4, olan her nigin (j, : n € w)

noktasi ortiilmeyecek olup bu da bize istedigimiz sonucu verecektir.

Bu 6nerme bize Menger 6zelligini saglayan ancak Rothberger olmayan uzay Ornegini de

vermektedir.

Onerme 3.2.4. R iizerinde dogal topoloji olmak iizere, R uzayt Rothberger ozelligini

(S1(0, 0)) saglamaz.

Kanut.

L{n:{(a:,:c+2in):x€]R}

seklinde taniml olmak iizere (U, : n € w) agik ortii dizisini alalim. Her n € w i¢in U,, € U,

secilirse |J U, kiimelerinin Lebesgue 6l¢iimii 2 olup R # |J U, elde edilir.

new new

Onerme 3.2.5. [21] Eger L C R bir Luzin kiimesi ise L kiimesi iizerinde Rothberger izelligi
(S1(0, 0)) saglamr.

Kamit. L C R bir Luzin kiimesi ve D = {d; : k € w} C L sayilabilir yogun kiime olsun.
R’nin agik alt kiimelerinin olusturdugu (U, : n € w) dizisi L kiimesinin bir ortiisii ise her
k € wigin Uy, € Uy, olacak sekilde dj, € Uy secelim. Simdi (R \ L) U |J Uy, kiimesinin
acik ve yogun oldugunu dikkate alirsak F' = L \ |J Uy hicbir yerde yoglileg olmayan kiime
olup bu nedenle sayilabilirdir. Ardindan kalan 6rfij€lzrin Usky1 © k € w her birinden bir agik

kiime secerek kolaylikla F' kiimesini Ortebiliriz ki bu da bize istenen sonucu verecektir.

Teorem 3.2.6. X topolojik uzay: Rothberger, [ : X — Y fonksiyonu siirekli ise f(X) kiimesi
Rothbergerdir.
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Kanit. Siirekli fonksiyonlar altinda Rothberger uzaylarin goriintiilerinin Rothberger oldugu

da Teorem 3.1.7 dekine benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 3.2.7. X Rothberger uzay ise Mengerdir.

Kamit. (X, 1) topolojik uzay1 Rothberger oldugundan X uzayinin agik olan ortiilerinin her

(U, : n € w) dizisi i¢in U,, € U,, ve X C |J U, olacak sekilde (U,, : n € w) dizisi vardur.
new
V, = {U,} = U, alindiginda her V,,, U, nin sonlu alt ailesi oldugundan buradan X uzayimnin

Menger oldugu elde edilir.

O halde bu o6zellikler arasindaki iligkileri asagidaki sema ile dzetleyebiliriz.

Kompakthk —— o — kompakthik ——— Menger ——— Lindelo f

|

Rothberger
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4. TOPOLOJIK OYUNLAR

4.1 Topolojik oyunlarin genel yapisi

Bu tez calismasinda sadece iki oyuncunun oldugu ve her pozitif tamsay i¢in bir hamlenin
oynandig8i oyunlar ele alinacaktir. Bu oyunlara w uzunlugunda sonsuz iki oyunculu oyunlar

denir.

Oyunlar I. oyuncu ve II. oyuncu seklinde adlandirdigimiz iki oyuncu ile oynanmaktadir.
I. oyuncu oyuna ilk baglayan yani her bir karsilasmada ilk hamleyi yapan kisidir. II. oyuncu
ise 1. oyuncunun hareketlerine cevap veren oyuncu olacaktir. Oyunda n. rauntta I. oyuncu ve
II. oyuncunun sirastyla oyunun kuralina gore belirli kiime ailelerinden olusan O,, ve T}, indis

kiimelerini se¢meleri gereklidir.

Loyuncu: O; Oy...0,...
ILoyuncu: 77 15...7,...

n € w i¢in L. ve II. oyuncu her bir rauntta kars1 karsiya gelirler. Eger Oy, 11,...,0,, T,
kargilagsmas1 belirli bir kosulu sagliyorsa I.oyuncu oyunu kazanirken, aksi durum igin

II. oyuncu oyunu kazanur.

Iki oyuncunun topolojik uzay iizerinde oynadigi miikemmel bilgili oyunlara topolojik
oyunlar denir. Konumuz topolojik oyunlar oldugu icin O,, ve T}, kiimeleri uzayin noktalari,

kapal1 kiimeleri, acik ortiileri gibi topolojik kavramlardan olusacaktir.
Stratejiler

Bir oyuncu icin strateji sezgisel olarak hamle yapma kurali yada matematiksel ifadeyle bir
fonksiyon olarak tanimlanabilir. Bu kural her oyuncunun her rauntta oyunu hangi hamle
ile oynayacagin belirler. Oyuncular i¢in strateji tanimlanirken oyunun ge¢misi yani her
iki oyuncu da rakibinin daha 6nceki hamlelelerinin neler oldugunu, oyunun kaginci rauntta

oldugu gibi bilgiler gereklidir.
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Bir oyunda I.oyuncunun bir stratejisi, tamamlanmamis sonlu Oy, T1,...,.0,, T,
karsilasmalarindan I.oyuncunun secebilecegi kiimelerin ailesine bir o fonksiyonudur.
Oy, T1,...,0,, T, sonlu bigcimdeki kargilagmalar II. oyuncunun son hamlesi olan (7},) ile
sonlanmalidir. Herhangi bir oyunda o, 1. oyuncunun stratejisi olsun. n € w olmak lizere
O, = 0(0y,T1,...,0,_1,T,_1) olmak iizere, I. oyuncu oyundaki tim Oy, T}, Oy, T5, ...
karsilagsmalarim1 kazaniyorsa bu oyunda o stratejisine I. oyuncunun kazanma stratejisi yada
kazanan strateji denir. Yani, eger bir oyunda I. oyuncu ¢ stratejisine gore oyunu oynarsa ve

biitiin karsilagmalar1 kazanirsa bu oyunda o stratejisi 1. oyuncu i¢in kazanma stratejisidir.

O1,04,... kimeleri O; = o(0), Oy = 0(01,T1),... seklinde elde edildiginden
I.oyuncunun o stratejisinin tanim kiimesini II. oyuncunun secgebilecegi kiimelerin

11,75, ...,T, sonlu dizileri olarak alabiliriz.

Benzer sekilde II.oyuncu icin strateji ve kazanma stratejisi kavramlari tanimlanabilir.
Herhangi bir oyunda hem I. hem de II. oyuncunun kazanma stratejisi olmaz. Oyunculardan
birisinin kazanma stratejisi oldugu oyunlara saptanmig oyunlar denir. Baz1 oyunlarda her iki

oyuncunun da kazanma stratejisi olmayabilir. Bu tiir oyunlara da saptanmamis oyun denir.

I1 G(X) ile X iizerinde oynanan G(X) oyununda I. oyuncunun kazanma stratejisinin oldugu

gosterilir. G(X) oyununda I. oyuncunun kazanma stratejisinin olmadig1 I  G(X) ile gosterilir.

4.2 Secici oyunlar

Tamim 4.2.1. A ve B bos olmayan kiimelerin iki ailesi olsun.
* Si(A, B) yontemi: A’nin elemanlarinin her (A4, : n € w) dizisinden her n € w i¢in
bir b, € A, segerek {b, : n € w} € B kosulunu saglayan (b, : n € w) dizisi vardir.

* G1(A, B) oyunu: I oyuncu ile II. oyuncu , I. oyuncunun A, € A secimine kargilik
II. oyuncunun b,, € A,, yanitin1 verdigi bir oyun diisiinelim. Eger b, € B ise oyunu

II. oyuncu, aksi halde I. oyuncu kazanir.

18



Onceki béliimlerde Rothberger uzaymin tammimi bir (X, 7) topolojik uzaymin agik
ortiilerinin her (U,, : n € w) dizisi i¢in U,, € U, ve X C |J U, olacak sekilde (U,, : n € w)
new

dizisi vardir seklinde vermistik. Simdi A ve B aileleri yerine O ile gosterecegimiz agik

ortiiler ailesini alirsak:

Ornek 4.2.2. Eger O, X topolojik uzaymn biitiin agik ortiileri ise Sy(Q, O) gosterimi ” X
Rothberger uzayi” ve G1(O, Q) ise Roth(X) oyununu temsil eder.

Tanim 4.2.3. A ve B bos olmayan kiimelerin iki ailesi olsun.

* Sin(A, B) yontemi: A’nin elemanlarinin her (A4, : n € w) dizisinden her n € w i¢in
sonlu bir bir F,, C A, secerek |J F,, € B kosulunu saglayan (F), : n € w) dizisi

new
vardir.

* Gfin(A, B) oyunu: I. oyuncu ile II. oyuncu , I. oyuncunun A, € A se¢imine karsilik
II. oyuncunun bos kiimeden farkli ve sonlu F;,, C A,, secerek yanitini1 verdigi bir oyun

diigiinelim. Eger |J F;, € B ise oyunu II. oyuncu, aksi halde I. oyuncu kazanur.
new

Ornek 4.2.4. Eger O, X topolojik uzayimn biitiin agik ortiileri ise S #in(O, O) gosterimi ” X
Menger uzayr” ve G;, (O, O) ise Menger(X) oyununu temsil eder.

Teorem 4.2.5. S, (A, B) ve Sy, (A, B) segme prensipleri arasinda
Si1(A,B) = Syin(A, B)
iligkisi saglantr.

Kanit. X uzay1 S; (A, B) 6zelligini saglasin. Bu durumda A siifinin elemanlarindan olusan
her (A, : n € w) dizisinden, n € w i¢in b, € A, secerek, B ailesinde bir{b, : n € w}
elemani elde edilebilir. O halde F,, C A,, sonlu alt kiimesini F,, = {b,,} biciminde secersek
B’de bir

UFn:{bn:nEw}

new

eleman: elde edilip buradan X uzay1 Sy;,, (A, B) ozelligini saglar.
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Teorem 4.2.6. A ve B bogstan farkli aileler olsun. Eger G1(.A, B) oyununda I. oyuncunun

kazanma stratejisi bulunmuyorsa Sy (A, B) dzelligi saglamr.

Kanit. Tersine S (A, B) 6zelligi saglanmasin. Bu durumda .4’nin elemanlarindan olugan bir
(A, : n € w) dizisi vardir 6yle ki her n € w ve b,, € A,, olacak sekilde (b, : n € w) dizisi
icin {b, : n € w} ¢ Bolur. Agik¢a (II. oyuncunun yanitindan bagimsiz olarak) I. oyuncu

G1(A, B) oyununda (A,, : n € w) dizisi ile oynar ise oyunu her zaman I. oyuncu kazanir.
Benzer seklde asagidaki teorem de ispatlanir.

Teorem 4.2.7. A ve B bostan farkli aileler olsun. Eger Gy;,,(A, B) oyununda I. oyuncunun

kazanma stratejisi bulunmuyorsa S p;,,(A, B) ozelligi saglanir.

Simdi se¢me prensipleri ve aralaraindaki iliskilerden olusan asagidaki semay1 verebiliriz.

I11Gy(A,B) —— I11 G in(A,B)

! !

I3G(AB) —— T%Gpin(A B)

| !

51(./4,8) E— szn(Aalg)

4.3 Nokta-acik oyunu

Bu boliimde, Telgarsky [27] ve Galvin [14] tarafindan tanimlanan nokta-ac¢ik oyununu
inceleyecegiz. Bir X topolojik uzay1 ve I. oyuncu, II. oyuncu diye adlandirdigimiz iki oyucu
diisiinelim. Oyunda ilk hamleyi I. oyuncu, ikinci hamleyi II. oyuncu yapar ve bir raunt bu iki

hamleden olusur.
Tanim 4.3.1. X C R olmak iizere, nokta-acik oyunu asagidaki kurala gbre oynanir;
* Vn € w i¢in n. rauntta , . oyuncu z,, € X noktas1 seger, 1. oyuncu ise bu secime

rn, € U, C R acik kiimesi ile yanit verir.
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o (xg,U,,x1,Un, ..., 2, Uy, ..) seklindeki bir karsilagmay1 takip eden oyunun sonunda

X C | U, ise oyunu I. oyuncu aksi halde II. oyuncu kazanir.
neN

Baz1 6zel durumlarda nokta-a¢ik oyununun nasil sonu¢landigina iliskin asagidaki ornekleri

inceleyelim:

Ornek 4.3.2. X = {a, : n € w} saydabilir bir kiime olsun. Bu durumda I. oyuncunun

oyunu kazanmast icin tek yapmasi gereken her n € w rauntta a,, noktasini secmektir.

Ornek 4.3.3. X = R olsun. Bu durumda II. oyuncunun oyunu kazanmasi icin yapmast

1

gereken her n € w rauntta uzunlugu 5 olan agik araliklar se¢mektir. Oyunun sonunda

1

new 37 = 2 olan agik araliklarin birlesimi olup

Unew Un agik kiimesi, uzunluklar: toplami )

reel ekseni ortmeyecektir.

Orneklerden goriilecegi iizere oyunun oynandigi X kiimesinin ozelliklerine gore
I. oyuncunun veya II. oyuncunun oyunu kazanabilecegi degisiklik gostermektedir. Sezgisel
olarak, strateji, oyunu oynamanin bir yoludur. Bu, oyunculardan biri i¢in sabit bir stratejinin,
bu oyuncunun oyun sirasinda karsilagabilecegi her olasi durum i¢in hangi kararin alinmasi

gerektigini bildirmesi gerektigi anlamina gelir.

Tamm 4.3.4. 7 = {U C R : U agik} olsun. X C R iizerinde oynanan nokta-ac¢ik oyununda

* I.oyuncu i¢in strateji, ¢ : 7<% — X fonksiyonudur
* II. oyuncu igin strateji, ) : X<* — 7 fonksiyonudur.

Tanim 4.3.5. X C R olmak iizere nokta-a¢ik oyununda ;

* L.oyuncunun ¢ : 7<% — X stratejisine, R nin acik alt kiimelerinden olusan ve Vn €
w (p((Uy, Uy, ...,Un_1)) € U,) kosulunu saglayan her (U, : n € w) dizisi igin

X C | U, saglanmiyor ise kazanma stratejisi denir.
new

e II. oyuncunun ¢ : X <% — 7 stratejisine , X ’in noktalarindan olusan her (x, : n € w)

dizisi i¢in X ¢ J ¢({zo,,,,,2,)) durumu olusuyor ise kazanma stratejisi denir.

new
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Tanim 4.3.6. Bir G topolojik oyununda

o 11 G(X) veya IT T G(X) ise saptanmis oyun;

* Diger durumda yani I $ G(X) ve II # G(X) ise saptanmamig oyun denir.
Her iki oyuncunun da bir G oyununda kazanma stratejisinin olmast durumu yani I 1 G(X)
ve II1T G(X) gegerli olamaz. ¢ stratejisi 1. oyuncu i¢in ve ¢ IL oyuncu igin kazanma
stratejileri olsaydi bu durumda I. oyuncunun ¢ stratejisine ve II. oyuncunun ) stratejisine

gore oynadigi bir G oyununun hem I. oyuncu hem de II. oyuncu icin sona ermesi gerekirdi ki

bu bir ¢eligkidir.
Sonlu oyunlar saptanmis oyunlardir.

Teorem 4.3.7. ([17], [28] G, beraberlige izin vermeyen N uzunlugunda sonlu bir oyun ise G

saptanmigtir.

Kanit. 17 G demek,
Ja;VbyJasVby...dJanVby 1. oyuncu < ay, by, ...an, by > karsilasmasini kazanir.
Bu durumda I ¥ G demek ise

Va,3b1Vas3bs, .. Vanydby Oyle ki 1. oyuncu < aq, by, ...an, by > karsilasmasini kazanamaz

yani II. oyuncu kazanir; I1 1 G.

4.4 Rothberger oyunu

Bu oyun Galvin [14] tarafindan tanimlanmistir. Rothberger oyununda da her iki oyuncu her

n pozitif tamsayist i¢in kars1 karsiya gelir.

Tanmmm 4.4.1. Bir X topolojik uzayt iizerinde Rothberger oyunu (Roth(X)) asagidaki

kurallara gore oynanir;
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* Vn € wigin, I. oyuncunun X ’in bir agik U,, ortiisii secimine, II. oyuncu acik U,, € U,

kiimesi ile yanit verir.

o (U, Up, Uy, Uy, ...;Uy, Uy, ...) karsilagmasinda X C |J U, durumunda oyunu
necw
1. oyuncu , aksi durumda I. oyuncu kazanir.

(X, 7) uzayi iizerinde tanimlanan Rothberger oyununda

Tanim 4.4.2. * L oyuncu icin strateji, ¢ : 7<* — O fonksiyonu olup O = {U C 7 :
X =Uu}

* II. oyuncu igin strateji, » : O<Y — 7 fonksiyonudur. Burada her (Uy,Uy,..U,) €
O<{()} ve ¥ (U, ..Un)) = U, € U, dir

Sayilabilir uzaylarin Rothberger uzay oldugu 6rnek 3.2.2 de verilmisti. Simdi asagidaki

diagrami verelim.

X saynlabilir

IT 1 Rothberger(X)

I % Rothberger(X)

X Rothberger

Tanimladigimiz iki oyunu birbiri ile iliskilendirmek istedigimizde oncelikle asagidaki

kavrama ihtiya¢ duyariz.

Tanim 4.4.3. GG ve GG’ iki oyun olmak iizere, agagidaki kosullarin saglanmasi durumunda bu

iki oyuna dual oyunlar denir.

c11Ga 1 G

cM1Ge 16
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Teorem 4.4.4. [14] Her (X, T) topolojik uzayinda nokta-agik oyunu ve Rothberger oyunu
dualdir.

Kanit. 11 nokta-acik (X) = II T Roth(X) oldugunu gosterelim. U I. oyuncu’nun Roth(X)
oyununda ilk hamlesi olsun. Buna karsilik, ¢ 1. oyuncunun agik — nokta(X) oyununda
kazanma stratejisi olmak iizere, II. oyuncu ¢({)) = xy € Uy se¢cimini yapsin. Bu sekilde
baglayan Roth(X) oyununda Vn € w i¢in n. hamlede II. oyuncu ilk hamlesindeki gibi
secimlerini hem nokta — agik(X) oyununda hem de Roth(X) oyununda ayni seger ise

sirastyla ;

<90(<>>7 U07 @(U0)7 U17 SO(UOJ U1)7 U27 teeey SO(UOJ U17 ) Un—1)7 UTL; >

<Z/[07 U(],Z/ll, U17 "-7un7 UTL? >

seklinde kargilagmalar elde edilir . ¢ stratejisi I. oyuncu i¢in nokta — agik(X) oyununda
kazanma stratejisi oldugundan X = |J U, elde edilir. Bdylece II.oyuncu Roth(X)

new

oyununu kazanmig yani IT 1 Roth(X) olur.

Simdi de II T Roth(X) = I 1 nokta-agik (X) oldugunu gosterelim. 1), Roth(X) oyununda
II. oyuncu i¢in kazanma stratejisi olsun. Buna gore, nokta-a¢ik(.X') oyununda I. oyuncu i¢in

kazanma stratejisi tanimlayacagiz.

Iddiamiz z, € X noktasinin her bir U agik komsulugu icin 1 (({/)) = U olacak bicimde
U € O vardir. Tersine her x € X’in V € O i¢in ¢((V) seklinde yazilamayan bir agik U,
komsulugu olsun. O halde V' = {U, : 2 € X} € O olup béylece bazia € X i¢in ((V')) =
U, olup bu U, nin se¢imi ile ¢eligir. Yani 3z, € X ve bu noktanin her komsulugu ¢ (({U)) =
U formunda yazilir. 1. oyuncu nokta — agik(X) oyununda ilk hamlesini iddiadaki sekilde
x, € X ile yapsin. II.oyuncu zy € Uj olacak sekilde acik bir Uy kiimesi secerek karsilik
versin. Yine iddiadan baz1 V, € O i¢in Uy = ¢((V)) olur. Simdi iddiamiz z; € X’in agik
her bir U komsgulugu i¢in ¢)((Vy,V)) = U olan V € O vardir. 1. oyuncu agik — nokta(X)
oyununda 2. rauntta x; € X secimi ile baglasin. Bu defa da Il. oyuncu x; € U, olacak sekilde
agik bir U; kiimesi segerek kargilik versin. Yine iddiadan bazi V; € O i¢in Uy = 1 ({Vy, V1))
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olur. Her hamlede I. oyuncu nokta — ac¢ik(X') oyununu bu sekilde oynar ise
<$07 UOa X1, Ula coey T,y Una >
kargilagmasini ve Roth(X) oyununda

Vo, (Vo)) Vi, 0 ((Vo, V1)) vy Vi 0((Vo, Vi oy V1)), )

karsilagmasini elde ederiz.

¢ I oyuncu i¢in Roth(X) oyununda kazanma stratejisi oldugundan X = |J U, olup
neN
L. oyuncu nokta — a¢ik(X) oyununu kazanir.

Simdi de I 1 Roth(X) < II 1 nokta-agik(X) oldugunu ispatlayalim. Oncelikle T 1
Roth(X) = 1I 1 nokta-a¢ik(X) oldugunu gosterelim. xy € X nokta — a¢ik(X) oyununda
L. oyuncunun ilk se¢imi olsun. I oyuncunun Roth(X) oyununda kazanma stratejisi ¢ ve
©(()) = Up onun ilk se¢imi olmak iizere, II. oyuncu nokta — agik(X ) oyununda z secimine
Uy € Uy ve 2y € Uy kosularini saglayan Uj ile yanit versin. 1. oyuncu’nun z; € X secimine
kargilikta, II. oyuncu yanmitin1 x; € U; € ¢((Up)) kosulunu saglayan U, ile versin. Ayni
sekilde x,, se¢imine IL. oyuncu, x,, € U, € ¢({(Uy, Uy, ...,U,_1)) se¢imi ile yanit verir ise,

nokta — agik(X) ve Roth(X) oyunlar i¢in sirastyla ;

<:L‘07 UOa Z1, Ula vy Ty UTL; >

(), Uo, o({Uo)), Uty ... o({Ug; e Un 1)), Up, -.)

seklinde oynanan iki oyunda IL oyuncu’nin hamleleri ayni olup, I.oyuncu Roth(X)

oyununda kazanma stratejisi ile oynadigindan | J U, ailesi X’i ortemez. Yani nokta —
neN

acgik(X) oyununu II. oyuncu kazanir.

Bu iki oyunun dual oldugunu ispatlamak i¢in son olarak II 1 nokta-a¢ik(X ) = I 1 Roth(X)

oldugunu gosterelim. ), II. oyuncu i¢in nokta-agik(.X') oyununda kazanma stratejisi olmak
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iizere 1. oyuncu’nun Roth(X) oyunundaki birinci hamlesi Uy = {¢(z) : = € X} olsun
ve X C |J ¢(x) oldugundan U, € O. II. oyuncu’nun herhangi bir ¢)(xy) € Uy se¢imi ilk
hamlesi ;06 i)(lan nokta—agik(X') oyununda kazanma stratejisi ile sececegi yanit ile ayni olur.
Benzer sekilde 1. oyuncu Roth(x) oyunundaki ikinci hamlesini Uy = {¢({zo,z))|z € X}
ortiisi ile secer ise II. oyuncu’nun herhangi bir ¢({xo, z1)) € U; yanitin1 aslinda kazanma

stratejisi ile oynanan ve I.oyuncu’nin ilk iki hamlesinin z¢, x; oldugu nokta — agik(X)

oyunundaki yaniti ile ayni1 olur.
Bu sekilde I. oyuncu Roth(X ) oyununda Vn € N i¢in n. hamlesini

U, = {w((xmacl, iy Tp_1,T)) 1T E X}

seklinde secer ise (Uy, v (zo),Us, v ({xo, 1)), ... Un, V({xg, ..., Tp_1,Tp)), ....) biciminde
oynanan Roth(z) oyunundaki II. oyuncu’nun hamleleri ile agik — nokta(X) oyunundaki
hamleleri ayni olup ,nokta — a¢ik(X) ve Roth(X) oyunlari i¢in sirasiyla asagidaki duallik

elde edilir;

<Z/{(), '(ﬁ(l‘g),ul, @Z)(Zﬁo, 1’1), ...71/{”, @Z)(Zﬁo, L1y eeny ZL’n)7 >

<$C0, 1/)(560), Ty, ?/1(550; .1:1), vy T,y r(/}(x(]? L1yeeey xn)u >

nokta — agik(X) oyununda II.oyuncu kazanma stratejisi ile oynadigindan X

U ¢(zo, ..., z,) ile ortillemez. Yani I. oyuncu Roth(X) oyununu kazanir.
neN

Teorem 4.4.5. [20] X uzaywmin Rothberger ozelligini saglamasi icin gerekli ve yeterli kosul

Rohberger (X) oyununda I. oyuncunun kazanma stratejisinin bulunmamasidtr.

Kamit.  1.oyuncunun kazanma stratejisi yoksa, Rothberger 0zelliginin saglandigi agik.
Tersine X Rothberger uzay1 olsun. Her agik ortiiden bir eleman se¢cmek, ayn1 zamanda
sonlu alt kiime se¢mek oldugundan X’e Menger uzay1 diyebiliriz. Menger uzaylar1 ayni
zamanda Lindel6f oldugundan X’in acik ortiilerini sayilabilir kabul edebiliriz. Dolayisiyla,

~ Rothberger oyununda I. oyuncu i¢in bir strateji olmak {izere,y nin ortiilerinin elemanlarini
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numaralandirabiliriz. Bu numaralandirma + ile oynanan hamleleri sonlu dogal say1 dizileri
ile temsil etme sansi verir . Soyle ki; {2,3} sonlu dogal say1 dizisi, (()) hamlesine
I1. oyuncu ~y(() ) nin 2 numaral agik kiimesi ile yanit vermis ve bu yanita v((Us)) ile karsilik

verildiginde II. oyuncu 3 numaral acik kiimeyi secerek yanitlamistir . Bdylece oyun

(v(0), U2,7((U2)), Uz, 7 ({Uz, Uz 3)).......)

seklinde oynanmis olur . Burada agik ortiileri sayilabilir olduklar1 i¢in numaralandirdigimiz
unutulmamali. Daha sade bir yazim i¢in v((Uz, Us 3)) agik ortiisii ispat boyunca U, 5 olarak

kisaltilacaktir. Yani yukarida bir ka¢c hamlesi gosterilen oyun ;

Uy, Us,Us, Uz 3,Usn 3, ... )

seklinde tekrar yazilabilir.

Rothberger oyununda I.oyuncu igin v stratejisi ile Menger oyununda I.oyuncu i¢in 7

stratejisi olusturalim. 5(()) = v(()) = Uy olsun. II. oyuncu Fy C U,y ile yanit verdiginde ,

mo = maz{io : U;, € Fo}+1olmakiizere I oyuncu 7((Fo)) = A Uy, ile karsilik versin.
10EMQ

(AANB ={A;NB. | Ai € A, B, € B}). Eger daha sonra IL. oyuncu F; C A Uy, ile

10EMQ
yamit verirse, my = max{i; : U,y € F1} + 1 olmak iizere I. oyuncu ;

F(Fo. P = N U

semoXmi

ile karsilik versin. Boyle devam eden bir Menger oyununda Teorem 4.5.4’e gore II. oyuncu
nun oyunu kazandiracak (F,, : n € N) segimleri varidir . U,, , (F, : n € N) nin
farkli elemanlarindan alinan n tane agik kiimenin kesisimlerinden olugan bir kiime olsun.
Boylece Uy, Uz, Us, ..... acik ortiileri olusturulabilir. X Rothberger uzay1 oldugundan bu agik
ortiilerin her birinden sirasiyla Vy, V5, Vs, ...... secimleri X uzayini ortecek sekilde secilebilir.

Burada her bir V,, yi F; i¢inde bir kiime olacak sekilde genisletilebilir. Boylece II. oyuncu
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, 7y stratejisi ile oynan hamlelere bu genigletilmis kiimeleri takip ederek se¢imlerini yaparsa

I. oyuncu 7 ile oynadig1 oyunu kazanamaz.

Teorem 4.4.6. [14] X uzayt her noktast G kiimesi olan bir topolojik uzay olsun. X uzayinn
sayulabilir olmasi icin gerek ve yeter kosul Rohberger (X) oyununda Il. oyuncunun kazanma

stratejisinin olmasidur.

Kamit. X uzay: sayilabilir ise II.oyuncunun Roth(X) oyununda kazanma stratejisinin
oldugu aciktir. Simdi II. oyuncunun Roth(X) oyununda kazanma stratejisinin oldugunu
kabul edelim. Rothberger oyunu ile nokta-acik oyunu dual oyunlar oldugu i¢in I. oyuncunun
nokta-acik oyununda kazanma stratejisinin oldugunu kabul edebiliriz. = € X i¢in {z} =
() Vi(z) seklinde (Vi(xz) : k € w) acik kiimeler dizisi olsun. Simdi X iizerinde
gf)uf(ta—aglk oyunu oynayalim. I.oyuncu bir x € X noktas1 oynadiginda II. oyuncunun

Vi(x) kiimelerinden birini segecek kadar saf oldugunu varsayacagiz. Oyunu su sekilde

oynayacaklar:

* L. oyuncu x oynasin,

II. oyuncu k segsin (aslinda Vj, () ile oynadiginda demek)

* L oyuncu z, ile oynasin,

II. oyuncu k; segsin (aslinda Vj, (2 x,)) ile oynadiginda demek)

* L oyuncu x4, 1,) ile oynasin,

Oyun bu sekilde devam ederse

I. oyuncu yalnizca sayilabilir sayida nokta ile, yani s € w<“ i¢in x noktalari ile oynayabilir.
. oyuncunun bu oyunda kazanma stratejisi varsa bu noktalarin uzay: ortmek icin yeterli
olmasi gerekir, yani X = {z; : s € w<¥} sayilabilir olmalidir. Varsayalim ki bu
saglanmiyor. Her s € w<¥ i¢in y # x, olmak iizere y € X olsun. Her hamlede II. oyuncu

y noktasini icermeyecek sekilde Vj(x;) ile oynasin. Bu sekilde giderse II. oyuncu oyunu
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kazanir ancak bu I.oyuncunun nokta-acik oyununda kazanma stratejisinin varolmasi ile

celisir. Buradan X uzayinin sayilabilir oldugunu elde ederiz.

Sonu¢ 4.4.7. X C R olsun. Roth(X) oyununun saptanmis oyun olmast icin gerekli ve

veterli sart X ’in sayilamaz ve Rothberger uzay olmasidir.

Kanit. Teorem 4.4.5 ve Teorem 4.4.6 dan asikardir.

4.5 Menger oyunu

Oyundaki her karsilasmada II. oyuncu bir acgik kiimeden daha fazla kiime secebilseydi ne

olurdu sorusu iizerinde diisiinelim.

Tanim 4.5.1. (X, 7) uzayi iizerinde Menger oyunu asagidaki kurallara gére oynanir;

* Vn € wicin, I. oyuncu n.hamlede X ’in bir acik V), oOrtiisiinii seger, II. oyuncu bu se¢imi
bostan farkli ve sonlu F,, C V), se¢imi ile yanitlar.
* Vo, Fo, Vi, Fiy ooy Vo, Fny ...y oyununda eger X C |J F, ise Il oyuncu oyunu

new
kazanir. Diger durumda I. oyuncu kazanir.

Tamm 4.5.2. Menger oyununda, 7 = {F | Fsonlu, F C V} olmak iizere ¢ : F<N — O

L. oyuncu i¢in , ¢ : O<N — F ise II. oyuncu igin strateji olmak iizere;

» F kiimesinde (Vn € w)(F, C ¢((Fo, Fi, ..., F,,_1)) kosulunu saglayan her (F,, : n €

w) dizisi icin X # |J F,, oluyor ise ¢, I. oyuncu i¢in kazanma stratejisidir.
new

* O acik ortiiler kiimesinde her (V,, : n € w) dizisii¢in X = |J ¢ ((V1, V2, ..., V,)) ise

new
¥, II. oyuncu i¢in kazanma stratejisidir.

X uzay1 o-kompakt yani sayilabilir sayida kompakt kiimenin birlesimi olarak yazilabiliyor
(X = | K, herbir n € w i¢in K, kiimeleri kompakt) ise II. oyuncunun Menger(X)

new
oyununda kazanma stratejisi vardir. II. oyuncunun yapmasi gereken her bir n € w hamlede
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K, kiimesini ortecek sekilde sonlu F,, C V), secmektir. Buradan asagidaki diagram elde
edilir.
X o0 — kompakt

I1 1 Menger(X)

I % Menger(X)

X Menger

Teorem 4.5.3. [26] X metriklenebilir uzay olsun. II. oyuncunun Menger(X) oyununda

kazanma stratejisinin olmasu icin gerekli ve yeterli kosul X uzayimmin o-kompakt olmasidur.

Kamit. < (X, 7) bir o-kompakt uzay olsun.Yani X = ‘OO A;, Viigin A; C X ve Ai
kompakt.Bu uzay iizerinde oynanan Menger oynunda 1. oyll;lizu, ilk hamle i¢in U, € O agik
ortiisiinti se¢sin. Buradan A; C X oldugundan A; C |JU;. Bu durumda U; A; igin bir
ortii olur. A; kompakt oldugu igin 3F; (Fy C Uy, Fisonlu) dyle ki A; C |J Fy . 11. oyuncu
ilk hamlesini F} secerek oynasin. Oyun n. hamledeyken I. oyuncu’nun ¢/, € O hamlesine

II. oyuncu A,, kompakt kiimesini orten F), hamlesi ile cevap versin. Bu durumda;

=1 =1

Boylece II. oyuncu oyunu kazanir.

= Bunun icin;

K, = Js ~<C>)

Ceo

kiimesinin kompakt oldugunu gostermek yeterlidir. Burada ), II. oyuncu i¢in kazanma
stratejisi , s, O nin sonlu bir dizisi ve s ~< C > de bu diziye son eleman olarak C eklenmesi

anlaminda kulanilmistir.
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L , K, i¢in bir acik ortii ve her x € K i¢in U, € L olmak iizere x € U, olsun. X
ayni zamanda regiiler oldugu i¢in Vo € K icin en az bir V,, acik kiimesi vardir dyle ki
reV, cV, CU,. Eger y € X\K, ise ,Uzay metriklenebilir oldugundan , V,, kiimesi
y €V,,V,N K, = () olacak sekilde segilebilirBoylece M = {V, : y € X} € O.Ayrica
dogal olarak;

K, C U o(s ~ M)

kapsamast saglanir. Boylece o(s —~ M) kiimesi sonlu sayida V, kiimesinden ibaret olur.
Kapsamadan anlasilacagi gibi ayn1 zamanda K i¢in bir ortii de olur. Bu V,, kiimeleri yerine

onlar1 kapsayan U, kiimeleri segilir ise £ nin K’i 6rten sonlu alt ortiisii elde edilir.

Bos kiimeden farkli A ve B aileleri igin her zaman [ G, (A, B) = Spin((A, B) gecerli
oldugu Teorem 4.2.7 de kanitlanmis idi. Ancak 6zel olarak Menger oyunu alindiginda
bu ifadenin ters yoniiniinde yani X uzayr Sy;,, (O, O) ozelliginde ise I + Gy, (O, O)
saglandi1g1 Hurewicz [15] tarafindan ispatlanmis olup literaturde Hurewicz teoremi olarak

bilinen asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.5.4. [15] X topolojik uzaymin Menger ozelligini saglamas icin gerekli ve yeterli

kosul I. oyuncunun Menger(X) oyununda bir kazanma stratejisinin bulunmamasidtr.

Kamit. (<) L oyuncunun Menger(X) oyununda bir kazanma stratejisinin olmadigini
varsayarak X topolojik uzayinin Menger 6zelligini sagladigin1 gosterecegiz. X uzayinin
acgik ortiilerinin bir (U, : n € w) dizisi verildiginde her bir n i¢in U, kiimelerini I. oyuncunun
n. rauntta sececegi acik oOrtiiler olarak diisiiniirsek I.oyuncu icin bir strateji belirlemis
oluruz. Ancak I.oyuncunun Menger(X) oyununda bir kazanma stratejisinin olmadigini

kabul etmistik . O halde asagidaki karsilagsmay1
U, Vi o o U, Vo

II. oyuncu kazanir. Ag¢iktir ki n igin V,, C U,, oldugunda X = (J V), saglanacagindan X
new
uzay1 Menger 6zelligini saglar.
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(=) X topolojik uzay1 Menger uzay olsun. 1. oyuncunun Menger(.X ) oyununda bir kazanma

stratejisinin olmadigin1 gosterelim:

Kabul ettiklerimiz

1. II. oyuncu Menger (X) oyununda I.oyuncunun se¢mis oldugu agik ortiiniin sonlu
bir alt kiimesini secer ve secmis oldugu bu kiimelerin birlesimi oyunun sonucunu
belirleyecektir. Bu nedenle I. oyuncunun belirleyecegi acik ortiileri en bastan artan

acik ortiiler seklinde almaliyiz.

2. 1. maddede verilen sekilde artan acik Ortiiler dizisinden II.oyuncu bir eleman

sectiginde genellik bozulmayacaktir.

3. Oyunun bir karsilasmasinda II. oyuncu, acik U, kiimesini sec¢tiginde I.oyuncunun
secece8i U, artan bi¢cimli acik oOrtiilerinin elemanlarinin U,,’i kapsadigin1 kabul

edebiliriz.

Menger(X') oyunu bu anlagmalar ¢ercevesinde oynandigi zaman : L. oyuncu artan agik bir
ortii sectiginde secilen Ortiiniin elemanlart II. oyuncunun son olarak sectigi acik kiimeyi

kapsayacaktir. II. oyuncu ise I. oyuncunun se¢mis oldugu ortiilerin i¢inden bir eleman aliyor.

Simdi, Menger(X) oyununu I oyuncu bir ¢ stratejisi ile oynasin. I.oyuncu agisindan
@ stratejisinin bir kazanma stratejisi olmadigini, diger anlamda II. oyuncu tarafindan ¢

stratejisinin basarisiz yapilacagini gosterecegiz.

I. oyuncunun ¢ stratejisine gore birinci hamlesi ¢(0) = {U,) : n € w} olsun. IL oyuncu
acik Uy, kiimesini secsin ve I. oyuncunun ¢ stratejisi altinda karsihigi {Ug,m) © m € w}
seklindedir.. Bu sekilde devam edilirse nq,ns,...,n, € w i¢in II. oyuncunun k. raunttaki
hamlesi Uy, n,,...n,,) s€klindeyse 1. oyuncu’in ¢ stratejisine gore kargiligi {U(n17n27,__7nk7m) :

m = 1,2,3,...} biciminde olur.

Her bir n, k € w icin U} kiimeleri su sekilde tanimlansin:
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Utk ;o n=1
Ut N Ueew) : n#l

Tewn—1

Simdi her n i¢in U,, = {U}} € w} ailelerinin Xin birer artan agik Ortiisii oldugunu gorelim.

* U, ortii ailesi artan olup her bir £ € w i¢in U;! C Uy!,,"dir.
n =1 almrsa; U} = Uy C Uggegry = U, dir.
n = 2almirsa; U2 = UL N () Ur~@w) ve Uz, = Ukt N ( () Ur~@+1)) seklindedir.
Her k € wveher: > k iginTew "
Ut =Uwy C Uy C Uggy ve Uy = Ugyy C Uk 1) Olup
U =UtNUpp N...NUg—1) N Ueps)
Uz =Ul s NUa ks N N U141y N Uy
elde edilir. Buradan U? C U}, oldugu rahatlikla elde edilir.
n = m alnirsa; U} C U}y, olsun.
n =m + 1 alimirsa; U,TH C U,z'j:{l gorelim.
UMt =0rn( N Uee@) ve U =0 0 ( () Ur~@t1)) seklindedir.

TEW™ TEWM
(n1,n2,...,np) € W™ ve k € wigin n; = maks{ny,ng,...,ny,} > kise

U(n17n2,~~-7nj7~--,nm7k) - U(n17n2»~'~7nj) ) Urjzj ) Urrz? ) Ulgn
oldugundan

AT ={(n1,ng,...,ny) € W™ : maks{ny, na, ..., np} < k}

B = {(n1,n2, ..., Ny) € W™ : maks{ny, ny,...,n,} =k}

sonlu kiimeleri icin
Ut =000 (N Ueey) V(N Urmierny)
TEAD TEB
(7‘ € B,T i(;in Ulzn C UTA(]C) cU ,\(k_,_l))
Ui =000 (N Ueery) 0 (N Urirn)
TEAD TEB

esitliklerinden U;"*! C U, ,Z’_f{l oldugu goriiliir.
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* Her n, k € wicin U kiimeleri agiktir.

* HerbirnicinU,, = {U}! : k € w} X uzaym Orter.
n=1;U ={U}: k ew}={Uy : k€ w}, X in bir ortiisiidiir.
n = m ; U,,, X uzaymin bir ortiisii oldugunu kabul edelim.
Simdi de n = m + 1 alalim; U, 11 in X uzayin oOrttiigiinii gosterecegiz. x € X olsun.
Uy, X uzaymm orter bundan dolayr x € U} olan bir k, € w vardir. Simdi her 7 € A}
i¢in {U; ~(1):1=1,2,3,..}» X in bir ortiisii oldugundan z € U, olane I, € w bulunur.
Simdi ise k > maks({l, : 7 € A7 } U {k,}) i¢in 2 € U;""" oldugunu kamtlayalim.
Ut =00 (N Uee) N N Ur~) olup

TEAR TEAT\AT

k > k, oldugundan z € U,ZCL C UV dir.
Te Al icinw € Ur—,) C Up—y’dir.(k > [;)
T = (n1,ng,...,n,) € AP\AT icin maks{ni,no,...,ny} > k, ve bu nedenle
r € U CUr~,) C Ur~) olup budurumda x € U,;"“ oldugundan U, 1, X i¢in

bir ortiidiir.

O halde U,, ile gosterilen U,, = {U}' : k € w} ailesinin X i orttiigiini gosterdik.

Simdi Menger 6zelliini X uzayinin (U4, : n € w) dizisine uygulayalim. Bu durumda bir f
fonksiyonu vardir 6yle ki {U]’}(n) :n € w}, X’in bir acik ortiistidiir. Ayrica da herbir n i¢in
Uny © U@, s ) 0P {U 1)) U@+ > Ut @), £2),p ) - - -} kiimeside X7in
bir acik ortiisii olur. Boylece II. oyuncunun yukarida tanimlanan hamleleri 1. oyuncunun ¢

stratejisinin basarili olmadigin1 verir.

Menger ozelliginin Menger oyunu ile karakterize edilmesi bize ilerideki boliimlerde

gorecegimiz bazi ilgin¢ uygulamalar saglayacaktir.

4.6 Sonlu-acik tipi oyunlar

Teorem 4.4.4 de Rothberger oyunu ile nokta-a¢ik oyununun dual oldugunu kanitladik. Simdi
ise Menger oyunu ile dual olan bir oyun olabilir mi sorusuna yanit arayalim.
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Tamm 4.6.1. Bir X topolojik uzay1 iizerinde sonlu-acik oyunu asagidaki kurallara gore

oynanir;

* Vn € w i¢in, n. hamlede I. oyuncunun sonlu bir £;,, C X secimine kargilik , II. oyuncu
F,, kiimesini kapsayan U,, C X acik kiimesi ile yanit verir.
* X C |J U, durumunun olugmasi halinde oyunu I.oyuncu , aksi halde II. oyuncu
necw
kazanir.
Tamim 4.6.2. G ve GG’ iki oyun olmak iizere, asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda bu

iki oyuna denk oyunlar denir.

LI RO CIR= el
L | R | el

Teorem 4.6.3. [14] Her (X, T) topolojik uzayinda nokta-agik ve sonlu-agik oyunlari denkttir.

Kamit. I T nokta — agik olsun. I.oyuncu’nun sonlu — acik oyununda kazanmasi igin
tek yapmasi gereken , nokta — ag¢ik oyunundaki stratejisi ile oynamasidir. Bu durumda
tek nokta kiimelerini sonlu kiime olarak oynamis olur. Tersine I 1 sonlu — agik ve
¢ I.oyuncunun bu oyunda kazanma stratejisi olsun. Nokta-acik oyunu icin I. oyuncunun
ilk hamlesi 7o € ¢(()) olsun. Il.oyuncu’nun z, € U, yanmitina Karsilik , z; € o({))
noktast ile cevap versin. II. oyuncu’nun z; € U; yamtina kargilik tekrar o(()) kiimesinden
daha Once se¢medigi bir eleman se¢sin. I.oyuncu ¢(()) kiimesinde elemanlarin hepsi
secilene kadar hamlelerini boyle se¢sin. (())’da elemanlar teker teker oynandiktan sonra
, Vo IL.oyuncu’nun bu secilen elemanlara karsilik sectigi acik U,, kiimelerinin birlesimi
olsun. Boylece p(()) C V; olur. I.oyuncu artik hamlelerini (()) kiimesinde oldugu
gibi ¢((Vp)) kiimesinden segerek devam etsin.Aym sekilde Vi II. oyuncu’nun o((V4))’den
secilen elemanlara verdigi cevaplarin birlesimi olsun. Oyun bu sekilde devam ettiginde
Ejl U, = Ej V,, olur. I. oyuncu sonlu — ag¢ik oyununda kazanma stratejisi ile oynadigindan

n=1

bu birlesim X’e esit olur. Boylece 1. oyuncu nokta — a¢ik oyununu kazanir.
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Tamim 4.6.4. Bir X topolojik uzayi iizerinde kompakt-agik oyunu asagidaki kurallara gore

oynanir;

* Vn € w i¢in, n. hamlede I. oyuncunun kompakt K,, C X kiimesi secimine kargilik,

II. oyuncu X’in K, kiimesini kapsayan U,, acik kiimesi ile yanit verir.

o (Ko, Uy, K1,Uy, ..., K,,, Uy, ..) seklindeki bir kargilagmayi takip eden oyunun sonunda

X C | U, ise oyunu L. oyuncu , aksi durumda II. oyuncu kazanir.
new

Teorem 4.6.5. X topolojik uzay: olsun.
(a) I 1 kompakt-acik(X) = Il 1 Menger (X)
(b) 11 Menger (X) = Il 1 kompakt-agik(X)

(c) X regiiler uzay ise Il 1 Menger (X) = I 1 kompakt-acik(X)

Kanit. (a) I. oyuncu’nun Menger oyununda ilk hamlesi U4, ve ¢ I. oyuncu’nun kompakt-acik
oyununda kazanma stratejisi olsun. II. oyuncu bu se¢cime ¢(()) = K, kompakt kiimesinin
Up’deki sonlu alt ortiisii Fy ile yanit versin. Yani Menger oyununda II. oyuncu igin 1 bir
strateji olmak iizere ) (Uy) = Fy olsun. U 1. oyuncu’nun siradaki hamlesi olsun. Ky C | Fo
oldugundan ¢(|J Fy) vardir. F; @(lJ Fo) nin U; deki sonlu alt ortiisii ve ayn1 zamanda

I1. oyuncu’nun ikinci hamlesi olsun. Yani ¢)(Uy,U;) = F; olsun . boylece devam edildiginde

)

oyununda II. oyuncu’nun hamleleri Kompakt-acik oyununda II. oyuncu’nun hamleleri ile
ayni1 olur ve o oyunun I. oyuncu kazanma stratejisi ile oynadigindan Kompakt-a¢ik oyununda
II. oyuncu kaybeder. Boylece Menger oyununda II.oyuncu kazanmir. Yani ¢ Menger

oyununda II. oyuncu i¢in kazanma stratejisidir.

(b) ¢ Menger oyununda I. oyuncu i¢in kazanma stratejisi olsun. K, Kompakt-a¢ik oynunda
I. oyuncu’nun ilk hamlesi olsun. II. oyuncu buna , K’ ¢(()) daki sonlu alt ortiisii F, olmak
tizere | Fy ile yamt versin. K I. oyuncu’nun siradaki hamlesi olsun. II. oyuncu buna K7 in
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©(Fp) daki sonlu alt ortiisti F; olmak iizere | J F; ile yanit versin. Boyle ilerleyen bir oyunda

(Ko, U]:m Ky, Ufl, o, K, U]:n, )

II. oyuncu’nun hamleleri Menger oynunda II. oyuncu’nun hamlelerinin birlesim hali olur.

Boylece II. oyuncu Kompakt-agik oyununu kazanir.

(c) Simdi, X’in regiiler bir uzay oldugunu ve II. oyuncu’nun Menger Oyunun’da ¢ kazanma

stratejisine sahip oldugunu varsayalim. O halde X Lindelof’tiir. Buradaki fikir teorem

4.5.3 nin ispatinda olusturulan Ky = () J¢(s ~<C >) kiimelerini kullanmaktir.
ceo
Kompakt-agik Oyununda I. oyuncu her hamlesini bu kiimeler ile oynar ise oyunu kazanir.

Teorem 4.6.6. X, her kompakt kiimesi G kiime olan regiiler bir uzay olsun. II. oyuncunun
Menger oyununda (G ¢, (O, O)) kazanma stratejisi varsa X uzay: o-kompakttir.
Kanit. Teorem 4.4.6 nin ispatinda secilen noktalar yerine kompakt kiimeler secilir ise her

kompakt kiime G5 oldugundan benzer sekilde ispatlanabilir.

Regiiler uzaylarda Menger ve kompakt-a¢ik oyunu dual oyunlar midir? Ya da bu soruya denk
olan bagka bir soru soralim: Her regiiler uzay icin II 1 kompakt-a¢ik(X) = I T Menger (X)

gerektirmesi dogru mudur?
Bu soruya cevap vermek i¢in acik ortiilerin 6zel bir tiiriinden bahsetmeliyiz.

Tanim 4.6.7. X topolojik uzayinin V agik ortiisiine her kompakt K C X kiimesiicin K C V'

olacak sekilde V' € V varsa k-ortii denir ve K = {V € O : V X’in k-6rtiisii} ile gosterilir.
Teorem 4.6.8. Kompakt-agik oyun ile G1(KC, O) oyunu dualdir.
Kamnit. Teorem 4.4.4’de nokta-acik oyununda secilen noktalar yerine kompakt kiimeler

secilerek ayni ispat burada da gecerli olur. /C ortiileri ile her kompakt kiimeyi kapsayan

bir acik kiime bulunabilir. Boylece teorem 4.4.4’deki kapsamalar da anlam kazanir.
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5. TOPOLOJIK ILISKILER VE UYGULAMALARI

5.1 Banach-Mazur oyunlari

Stefan Banach, tinli “1skog Kitabr’nin 43. Probleminde Stanislaw Mazur tarafindan Onerilen
Baire Kategori Teoremi ile ilgili bir oyun tanimlamistir. Banach’in kendisi bu sorunun

cOziimiinii 1935’te verdi - bu ylizden oyun Banach-Mazur olarak tanindi.

Oyunun tanimin1 vermeden once kisaca oyunu agiklayalim. Oyunu I. ve II. oyuncu olarak
adlandirdigimiz iki tane oyuncu oynuyor. Her rauntta ilk hamleyi yapan I. oyuncu ve ikinci
hamleyi yapan II. oyuncu olup her raunt bu iki hamleden olusmaktadir. Birinci rauntta
I.oyuncu Ay C X acik kiimesini secerek baglar. Sonra II. oyuncu By C Ay olan By agik
kiimesini secerek kars1 hamleyi yapar. Ikinci rauntta I.oyuncu A4; C By olan A; C X
acik kiimesini secerek oynar. II.oyuncu B; C A; olan bir B; agik kiimesi secerek karsilik
verir. Oyun bu sekilde devam ettifinde her n € w icin i¢ ice gegen acik kiimelerin

(Ao, By, Ay, By, ... Ay, By, ...) bir dizisi olusur.

Tanmm 5.1.1. X topolojik uzay: lizerinde asagidaki kurallara gore oynanan bir oyuna

Banach — Mazur (BM (X)) oyunu denir;

+ IIk hamle olarak I.oyuncu bos kiimeden farklh A, C X acik kiimesini secer ve

II. oyuncu By C Ay olacak sekilde By C X acik kiimesini secerek karst hamle yapar.

* Vn € w (n > 0) i¢in, n. hamlede, I. oyuncu X’in A,, C B,,_; kosulunu saglayan A,
acik kiimesi ile oynar ve II. oyuncu B,, C A, olacak sekilde B,, acik kiimesi ile yanit

Verir.

* N A, # 0 olmasi durumunda oyunu IL oyuncu kazanir, aksi durumda I.oyuncu
new
kazanir.

Ornek 5.1.2. Q rasyonel sayilar kiimesi ve iizerinde dogal topoloji olsun. I.oyuncunun

Banach -Mazur oyununda kazanma stratejisnin oldugunu gosterelim. (@ rasyonel sayilar
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kiimesi sayilabilir sonsuz olup Qs = {¢x : k € w} ile gosterelim. I. oyuncu igin ¢ stratejisini

diisiinelim.

Ay =¢0) = Q\ {qo} ve Apy1 = ¢(Ao, By, A1, ....B,) = By, \ {¢n11} olup 1. oyuncu bu
strateji ile oynarsa her k € w i¢in ¢ ¢ Ay, olur. Buradan (] Ay = () olur. Gergekten de
g € () Ax € Q = {q : k € w} olsayd1 ¢, € Ay olurgflwki bir ¢eligkidir. Bu sekilde
oynan]:ifgmda I. oyuncu bu oyunda her kargilagsmay1 kazanir. Bu durumda, ¢, I. oyuncunun

kazanma stratejisi olur.

Ornek 5.1.3. [10] X tam metrik uzay ise Il T BM (X).

II. oyuncu Banach-Mazur oyununda asagida tanimlanan 1) stratejisi ile oynasin.

» {lk karsilagsmada I. oyuncu Uy segerse 2o € Uy , 1y < 1 olmak iizere B, (zo) C Uy

olur. (B,(z) = {y € X :d(z,y) <r}) ve v((Up)) = Vi = By, (20).

* n € w icin n. karsilasmada I. oyuncu U, ile oynarsa z,, € U,, , r,, < n%l olmak iizere

B, (z,) C U, olur. Ayricay((U; : i <n)) =V, = B, (z,) dir.

rn, — 0 ve (x, : n € w) bir Cauchy dizisi oldugundan bir x € X noktasina yakinsar. Bazi
N € wiginz ¢ Vy. Budurumda z ¢ B, (zy+1) olup bu durum z,, — z ile gelisir ve

buradan 1, II. oyuncu i¢in kazanma stratejisi olur.

Ornek 5.1.4. [10] X uzay: kompakt Hausdorff uzay ise I 1 BM (X ) dir.
II. oyuncu asagidaki strateji ile oynasin.
 I.oyuncu ilk karsilasmada Ay C X acik kiimesini se¢sin. II. oyuncu uzayin regiiler
olmasini kullanarak By, C A, olacak sekilde By C X acik kiimesi ile karsilik versin.

* L. oyuncu ikinci kargilasmada A; C By olacak sekilde A; C X acik kiimesini se¢sin.

II. oyuncu By C A, olacak sekilde B; C X acik kiimesi ile karsilik versin.

* n € wiginn-+1. hamlede I. oyuncu A,, C B,,_; olacak sekilde A,, C X acik kiimesini
secer ve II. oyuncu B,, C A, olacak sekilde B,, C X acik kiimesi ile karsilik verir.
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{B, : n € w} sonlu arakesit 6zelligine sahip oldugu icin bir # € X igin x € (| B, olup
new

buradan secilen kiimelerin icice gecen agik kiimeler oldugu da goz oniinde bulundurularak

x € () B, elde edilir. Sonug olarak II. oyuncunun kompakt Hausdorff uzay iizerinde

new
tanimlanan Banach Mazur oyununda kazanma stratejisinin oldugu goriiliir.

Ornek 5.1.2 ve Ornek 5.1.4 de Banach-Mazur oyunlarinda I. oyuncu veya II. oyuncunun
kazanma stratejisinin oldufu uzay Ornekleri verilmisitr. Bu durumda sorumuz acaba
Banach-Mazur oyunu her uzayda saptanmis oyun mudur? Yani Banach-Mazur oyununda
her iki oyuncunun da kazanma stratejisinin olmadig1 uzaylar var midir? Bu sorunun cevabini
ZFC sistemlerinde verebiliriz. Biz sadece asagidaki teoremi ispatsiz olarak verip soruyu

cevaplandiracagiz.

Teorem 5.1.5. B C R Bernstein kiimesi ise BM (B) saptanmamis oyundur.

Banach-Mazur oyununun girisinde, bu oyunun Baire Kategori Teoremi ile baglantili
oldugundan bahsetmistik. Simdi Banach-Mazur oyunlar1 ile Baire uzaylar1 arasindaki iligkiyi

verelim. Baire uzayinin ne oldugunu hatirlayarak bagliyoruz:

Tanimm 5.1.6. X topolojik uzaymin yogun acik alt kiimelerinden olusan her sayilabilir

(Un)nen ailesi igin (), .y U, kiimesi X de yogundur ise bu uzaya Baire uzay1 denir.

Teorem 5.1.7. [19] (X,7) uzayiun Baire uzayt olmast icin gerekli ve yeterli kosul

1. oyuncunun Banach Mazur oyununda kazanma stratejisinin olmamasidur.

Kamit. <= (X, 1) topolojik uzay1 olsun. X Baire uzay olmasin. Bu durumda X’in her terimi
yogun agik kiime olan (D,, : n € w) dizisi ve V' C X acik kiimesi vardir, 6yleki V' (| D,, =
0. (D, : n € w) dizisinin varhg ile X uzayi iizerinde oynanan Banach-Mazur g;ﬁnunda
I. oyuncu i¢in kazanma stratejisi tanimlayacagiz: I.oyuncunun ilk hamlesi A = V N Dy
olsun. II. oyuncunun By yanitina karsilik I. oyuncunun hamlesi A; = ByMD; olsun. Boylece

oyun

(VN Dgy, By, By N Dy, By, B N Dy, By, ..., By, By N\ Dyyi1, By, -0
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seklinde ilerler. ( her n i¢in D,, kiimeleri yogun oldugundan B,,_; N D,, # ()) Bu durumda
N A, €V, (| D, = 0 oldugundan I. oyuncu Banach-Mazur(X) oyununu kazanir.

new new
X Baireuzayive ¢ : 7\() — 7\ I.oyuncuigin X uzayi iizerinde tamimlanan Banach-Mazur
oyununda bir stratejisi olsun. ¢ stratejisinin L. oyuncu icin kazanma stratejisi olmadigini

gosterecegiz.

kosulunu saglar. O halde Kuratowski-Zorn lemma dan ,p((Vg,...,V,)) nin agik alt

.....

,,,,,

77777

Iddia: J {o((Vo, ...V, V) - V € Ag,...v } kiimesi o ((V, ..., V,,))’de yogun bir kiimedir.

ispat:U bos olmayan agik kiime olmak iizere U C ¢((Vj,....,V,)) olsun. O halde

.....

..........

simdi her n i¢in; C,, = {gp((Vo, Vo))t (Vo, Vo) s her b < niigin Vi € Awg,vi o)

saglanlr}

ailesi tamimlanmak tizere iddianin ispatinda oldugu gibi UC,, kiimesi U = ¢(()) i¢inde

yogundur.

U Baire oldugu icin 32 € (1) (UC,). II. oyuncu ilk hamlesi i¢in .4, kiimesinde x elemanini
kapsayan sadece bir 1} seg?ren];[ vardir. Ciinkii Ay ayrik bir kiimedir. Ayn sekilde II. oyuncu
ikinci hamlesi iginde aym x elemanini kapsayan sadece bir V; € Ay, secimi vardir.
IL. oyuncu biitiin hamlelerini bu x eleman1 kapsayacak sekilde yapar ise oyunu kazanir.

Dolayisiyla ¢, 1. oyuncu i¢in kazanma stratejisi olamaz.

Sonug 5.1.8. Eger X uzayr iizerinde I T BM (X)) ise X Baire uzayidir.

Sonug¢ 5.1.8’in tersi dogru degildir, ¢linkii Banach Mazur oyunlar1 saptanmamis oyunlar
olup IT T BM(X) ise I  BM(X) ve Teorem 5.1.7 dan X Baire uzayidir. Ancak ters
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tarafin1 diisiindiigiimiizde X uzaymin Baire uzay olmasi I ¥ BM (X)) olmasim gerektirir,

fakat II. oyuncunun Banach-Mazur oyununda kazanma stratejisinin oldugu anlamina gelmez.

Sonug 5.1.9. Eger K kompakt Hausdorff uzay ise K Baire uzayidir.

Kanit. Ornek 5.1.4 den I1 + BM (X)) olup Sonug 5.1.8 den X uzay1 Baire uzaydur.

Sonug¢ 5.1.10. Eger X tam metrik uzay ise X Baire uzayidur.

Aslinda II. oyuncunun Banach-Mazur oyununda kazanma stratejisinin olmast (Il 1 BM (X))
Baire uzaylarindan daha kuvvetli bir ozellik ile baglantilidir. X ve Y Baire uzaylar ise

X XY carpim uzaymin Baire uzay olmayabilecegi [9] Cohen tarafindan kanitlanmisgtir.

Tamim 5.1.11. Her Y Baire uzayi i¢in X X Y Baire uzay1 oluyorsa X uzayina iiretken Baire

uzay1 denir.

Teorem 5.1.12. X uzayi, II. oyuncunun Banach-Mazur oyununda kazanma stratejisine sahip

oldugu bir uzay (II t BM (X)) ise X iiretken Baire uzayudur.

Kamnt. 11. oyuncu i¢in ) Banach-Mazur oyununda bir kazanma stratejisi olsun. X XY carpim
uzayinin Baire olmadig1 bir Y uzay1 oldugunu varsayalim. Y uzayinin Baire uzay olmadigini

kanitlayacagiz.

X x Y Baire uzay1 oldugundan Teorem 5.1.7 den I. oyuncunun X X Y iizerinde oynanan
Banach-Mazur oyununda kazanma stratejisi o olsun, yani I+ BM (X x Y'). 1. oyuncu igin

BM((Y') oyununda kazanma stratejisi @ olarak tanimlayacagiz.

[k kargilasmada 3(()) = By olsun (()) = Ay x B.

I1. oyuncu Vj ile yanit verirse ((Vp)) = By ve By i¢in o((¢((Ao)) x Vo)) = Ay X By.

I1. oyuncu V; kiimesi secerse B((Vp, V1)) = Ba ve By igin o((10({Ao)) x Vo), ¥ ((A1)) X
Vi) = AQ X BQ.

Bu sekilde oyun devam ederse
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[.oyuncunun X x Y lizerinde oynanan Banach-Mazur oyununda kazanma stratejisi ¢

oldugundan,

0= () Vi x ¥((Bo,-Ba)) = () Va x [ ¢ ((Bo, .. Ba))

new new new

Ancak 1) stratejisi, II. oyuncunun Banach-Mazur oyununda kazanma stratejisi oldugundan

ﬂ 7/}(<BOu ) Bn)) 7£ @

new

olup buradan () V,, = 0 elde edilir. Sonug olarak @ stratejisinin bir kazanma stratejisi
necw

oldugu goriiliir.
Teorem 5.1.12 ile iiretken Baire uzay 6rnekleri bulabilmemiz ¢ok kolaylasir.
Sonug 5.1.13. Eger K kompakt Hausdorff uzay ise K iiretken Baire uzayidrr.

Sonuc 5.1.14. Eger X tam metrik uzay ise X iiretken Baire uzayidir.

5.2 D-uzaylan

Ortiisel oyunlarin uygulamalarindan bir digeri de, D-uzaylari olarak adlandirilan uzaylar ile
ilgilidir. Bu uzaylar ilk olarak 1970’lerin ortalarinda E.K. van Douwen ve E. Michael [11]

tarafindan tanimlanmagtir.

Bir X topolojik uzayinin her elemaninin bir agik komsulugu segilerek olusturulan {V, : = €

X} kiimesine a¢ik komguluk sistemi denir. Bu sistemler bazi ortiisel 6zellikleri tanimlamada

cok kullamighdir. Ornegin bir X uzaymin Lindelof uzay olabilmesi icin gerekli ve yeterli

sart herhangi bir {V,, : x € X} komsuluklar sisteminde X = UY V. kosulunu saglayan
xE

sayilabilir Y C X kiimesi vardir. Sayilabilirlik yerine ayrik kapali kiime alirsak asagidaki

tanimi elde ederiz.
Tanim 5.2.1. Her {V,, : x € X} agik komguluk sistemi icin X = | V kosulunu saglayan
zeD

ayrik , kapali D kiimesi bulunabilir ise X’ e D — uzay: denir.
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Her sonlu kiimenin ayrik olmasi1 D-uzaylar ile ¢aligirken biiyiik kolaylik saglayacagindan
tiim uzaylar1 7' uzay olarak kabul edecegiz. D-uzaylarina en basit 6rnek olarak ayrik uzaylar

ve kompakt 7 uzaylar verebiliriz.

Bagka hangi uzaylar D-uzayi olabilir sorusu matematikciler tarafindan uzun bir siire
arastirtlmis ve halen bu konudaki bilgiler oldukca kisitli olmakla birlikte asagidaki sonuglar

elde edilmistir.

Her metriklenebilir uzay D-uzayidir. [7]

Her 2. sayilabilir uzay D-uzayidir.

Noktasal sayilabilir tabana sahip her uzay D-uzayidir.[2]

Sorgenfrey dogrusu D-uzayidir. [11]

Bir uzayin D-uzay1 oldugunu géstermek icin Lindeldf 6zelligini kullanmanin miimkiin olup
olmadig1 merak konusu olmustur. Gergekten de, bu problem Van Douwen [11] tarafindan
onerilmis ve halen soruya cevap bulunamamistir. Ancak Lindel6f 6zelliginden daha giiclii
bir 6zellik varsayarak, bir cevap bulunabilmistir. L. Aurichi [3] tarafindan her Menger uzayin

D-uzay oldugu kanitlanmistir. Bu kanit1 vermeden once asagidaki teoremi verelim.

Teorem 5.2.2. X topolojik uzay: o-kompakt ise D-uzayidur.

Kamt. (V, : x € X) kiimesi agik komguluklar sistemi ve (K,, : n € w), X = |J K,
ncw
kosulunu saglayan kompakt kiimeler dizisi olsun.

Dy C Ky sonlu kiimesi Ky C |J V, kosulunu saglasm. Bu durumda ( |J V)¢ kapali

xz€ Dy z€ Do

kiime oldugundan K; N ( |J V,)° = K;\ U V. de kompakt olur. Béylece

xz€ Dy z€ Dy

Dic K\ |J VaveKoUEK (| V) U V)

z€ Do x€ Dy x€ Dy

kosullarin1 saglayan D; sonlu kiimesi bulunabilir. Aym sekilde Ky U K; U Ky kiimesini
ortmek i¢in Do sonlu kiimesi bulunabilir. Bu D,, kiimeleri ikiser ikiser ayrik,sonlu ve

44



U U Vi = X esitligini saglayacak sekilde olugturulmus oldu. D = |J Dy, olsun. Geriye
k€w x€ Dy, kew

sadece D nin kapali ve ayrik oldugunu gostermek kaldi. O da her d € D icin V; N D
kiimesinin sonlu ve X uzaymin 77 olmasindan ve boylece D nin limit noktas1 olmayisindan

aciktir.

Teorem 5.2.3. [3] Her Menger uzay bir D-uzayt olur.

Kamit. X uzayi igin (V,, : x € X) kiimesi a¢ik komguluklar sistemi olsun. I. oyuncu i¢in
Menger oyununda ( G;,(O, O) ) bir strateji tanimlayacagiz. Uzay Menger oldugundan ve

Teorem 4.5.4 den bu strateji kazanma stratejisi olamaz.

[k hamlede I. oyuncu {V, : # € X} secimini yapsim. O halde II. oyuncu sonlu bir Dy C X
hamlesi ile yanit verir . Yani IL. oyuncu {V, : x € Dy} se¢imini yapmistir. Uy = |J V.
olmak iizere I.oyuncunun ikinci hamlesi {Uy U V, : x € X\Up} olsun. Bé}fleecio bu
secim X in bir ortiisii olur. Ardindan II. oyuncu sonlu D; C X\ Uj ile yanit versin. Ayni
sekilde Uy = |J 'V ile bir 6nceki hamlede oldugu gibi devam edilsin. Bu strateji kazanma

z€ Dy

stratejisi olamayacagi i¢in II. oyuncu hamlelerini her bir Dy, sonlu, Dy N | J Ve =10
j< kze Dj

ve |J U Vi = X olacak sekilde segebilir. Boylece D = |J Dy, kiimesi ayrik, kapali ve

kew ze Dy, kew
X = {J V;olur

xe D

6. SONUC

Bu tez calismasinda, topolojik oyunlardan daha 6nce tanimlanan Menger Uzay1, Rothberger
Uzay1 ve Baire Uzay1 olan uzaylara karsilik sirasi ile Menger Oyunu, Rothberger Oyunu
ve Banach-Mazur oyunlar1 tamimlanip, kazanma stratejisi kavramu ile aralarindaki denklikler

Teorem 4.4.5 ,Teorem 4.5.4 ve Teorem 5.1.7 *de gosterilmistir.

Ayrica son boliimde Menger Uzayr ve Menger Oyunu arasindaki baglanti kullanilarak

Menger uzay1 ve D-Uzay: arasinda tek tarafli bir yeterlilik gosterilmistir.
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