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Analitik olarak ¢6zum elde edebilmenin mimkun oldugu dogrusal (lineer) akis
problemleri, Akiskanlar Mekanigi’ne dair problemlerin oldukga ki¢uk ve genellikle
teorik bir bolimdna olusturur. Oysa gergek hayatta karsilasilan akis durumlarinin
tamamina yakini lineer olmayip kompleks sinir sartlarini da igerir. iste bu gibi
durumlarin ¢6zumu icin modern muhendisligin gelistirdigi en temel yaklasimlardan

birisi olan sayisal yontemler kullanilir.

Sayisal yontemlerin Akiskanlar Mekanigi’'ndeki yansimasi da Hesaplamali
Akigkanlar Dinamigi (HAD), (Computational Fluid Dynamics-CFD) alanidir. HAD, -
akiskanlar dinamigi problemlerinin tarihiyle karsilastirildiginda nispeten yeni bir
yontemler buatinudir. Ana prensibi tim sayisal yontemlerde oldugu gibi teorik-
analitik sonuglara bazi sayisal tekniklerle mimkun oldugunca yakinsayabilmektir.
HAD icerisinde de farkh yaklagimlar s6z konusudur. Lattice Boltzmann ydntemi de

HAD icerisinde gorece yeni bir teknik olarak dikkat cekmektedir.

Lattice Boltzmann ydnteminin temel farklihgi, bir akis probleminde gergeklesen
fiziksel olaylari hangi duzeyde inceledigiyle ilgilidir. Detaylandirmak gerekirse,
ornegin klasik HAD yontemleri (sureklilik yaklasimiyla korunum denklemlerinin
¢6zUmine dayanan) olaylari makroskobik dizeyde inceler, molekul dinamigine
dayanan HAD c¢ozuculeri ise mikroskobik duzeyde inceleme yapar. Lattice
Boltzmann ydntemi ise bu iki yontemin arasinda olarak nitelendirilebilecek bir

dizeyde (mezoskobik dlgekte) cozumu gergeklestirmektedir.



Lattice Boltzmann ydnteminde akis problemleri, istatistiksel mekanik teknikleri
kullaniilmak suretiyle aslinda fiziksel olarak bir arada bulunmayan akigkana ait
partikUllerin topluluklar halinde hareket ettigi ve bu hayali partiktl topluluklarinin
akis sureci boyunca birbirini takip eden “serbest akis” ve “carpisma” evrelerinden
gectigi varsayimina goére modellenir. Yontem Ozellikle karmasik sinir sartlari ve

¢ok fazli akiglar s6z konusuyken kullanigl olabilmektedir.

Bu tez calismasinda Lattice Boltzmann ydntemi kullanilarak bazi temel akis
problemlerinin modellemeleri ve ¢dzUimleri gergeklestiriimis, elde edilen sonuglar
yerine gore deneysel ya da sayisal olmak Uzere diger yontemlerden alinan
sonuglarla karsilastiriimistir. Bu ¢alisma ile HAD alaninda klasik yontemlerden ayri
bir kategoride ele alinabilecek ve goérece yeni bir ydontem olan Lattice Boltzmann
yonteminin teorik altyapisi, uygulanabilirligi ve Lattice Boltzmann uygulamalarinin

verdigi sonuglar hakkinda bilgi sahibi olunmasi hedeflenmistir.

Elde edilen sonuglara bakildiginda, Lattice Boltzmann yonteminin disik Mach
sayisi yaklasimiyla sikistirlamaz akislari laminer bolgede yeterli bir hassasiyetle
simule edebildigi gordimustir. Ayrica teorik olarak ikinci dereceden yakinsakliga
sahip Lattice Boltzmann yonteminin ¢ézumlerdeki genel yakinsaklik derecesinin
uygulanan sinir kosullarindan direkt olarak etkilendigi anlasilmigtir. Yontem
partikil mekanigine yatkin dogasi sebebiyle hem sureklilik yaklagsiminin gecerli
oldugu problemlerde hem de bu yaklasimin uygulanamadigi olgeklerde

kullanilabilmektedir.
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Linear flow problems, which have straightforward analytical solutions, occupy a
quite restricted and theoretical place in Fluid Mechanics. Majority of real-life
problems are usually non-linear and they contain complex boundary conditions
too. In order to solve these kind of problems, one of the most fundamental
approaches of the modern engineering is widely implemented: The Numerical
Methods.

A reflection of numerical methods in Fluid Mechanics is named as “Computational
Fluid Dynamics (CFD)”. CFD is a relative new method in comparison to the history
of Fluid Mechanics. Main objective of this method -like all other numerical
methods- is to approximate the analytical results of problems as close as
possible. There are different approaches in CFD as well. Lattice Boltzmann

Method (LBM) is pointed out as a relative new method in CFD.

Main difference of LBM is about scaling the flow problems. For example, in
classical CFD methods (Continuum approach — solutions of the conservation
equations) flow is investigated at a macroscopic scale. On the other hand,
molecular dynamics (MD) approach handles the problem at a microscopic level.
Scale of the Lattice Boltzmann Method can be described as a midway between

these two approaches (i.e. meso-scale).



In Lattice Boltzmann method, flow problems are simulated by using the statistical
mechanic techniques to form fictive particle groups, which don’t exist in fact. Then
these particle groups are considered to be moving (free streaming) and colliding
(collision) along the flow domain. It is assumed that these consecutive behaviors
of particle groups represent the fluid flow. This method is quite useful when it

comes to complex boundary conditions and multiphase flows.

In this thesis, some benchmark problems of CFD are modelled and solved by the
utilization of LBM. Results of LBM are compared with the other conventional CFD
outputs. The aims of this study were to elaborate theoretical background of LBM
and to get informed about the applicability and possible results of LBM

applications.

Consequently, it is observed that the Lattice Boltzmann solvers can simulate
incompressible fluid flows accurately by taking the “Low Mach Number
Approximation” into consideration. Furthermore, it is shown that the theoretical
order of convergence of Lattice Boltzmann Method is directly effected by the
applied boundary conditions. LBM is applicable to both continuum and non-

continuum flows due to it’s nature which is eligible for particle mechanics.
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1. GIRIS

Hesaplamali Akiskanlar Dinamigi (HAD), (ing. Computational Fluid Dynamics)
akiskanlar mekanigine dair problemlerin ¢6ziminde kullanilan bir sayisal
yontemler butindndn genel adidir. Yontemin temel amaci analitik yontemlerle
¢ozllemeyen akigkanlar mekanidi problemlerinin sayisal yontemlerle yaklasik

olarak ¢ozulmesidir.

Akigskanlar mekanigi problemleri, dogalari geregi ¢ogunlukla dogrusal degildirler.
Bu sebeple bdylesine problemlerde analitk ¢6zim ancak  belirli
kabuller/basitlestirmeler ve sinir  kosullari altinda (Orn:  Navier-Stokes
Denklemlerinin tiGm analitik ¢dzimleri: Couette Akigi, Pouiseulle Akigi gibi)
mumkin olabilmektedir. Cézimde en ¢ok kullanilan denklem modelleri Navier-
Stokes Denklemleri, Euler Denklemleri ve Potansiyel Akis denklemleridir.
Problemin fizigini anlamaya yodnelik diger bir yol ise deneysel yontemlerle ampirik

sonuglar elde etmektir.

Analitik yontemlerin ¢6zim alaninin kisith olmasi, deneysel yontemlerin maliyeti
g6z 6nune alindiginda sayisal yontemlerinin kullaniimasina yénelik bir motivasyon
ortaya c¢lkmaktadir. Akiskanlar mekaniginde sayisal yodntemlerin (HAD)
kullanimindaki ana motivasyon, ornegin “surtinme katsayisinin tam olarak
hesaplanmasi” gibi sadece 6zel durumlarda ¢6zUmU yapilabilen ve kolaylikla
dogrusal olmayan (non-lineer) durumlara yol agabilen &nemli problemlerin
cOzulebilmesi imkanidir. Bu sayede Hesaplamali Akigkanlar Dinamigi, 6rnegin

ruzgar tuneli gibi yontemlere karsi uygun maliyetli bir alternatif olusturabilmektedir.

Bu tez kapsaminda Hesaplamali Akiskanlar Dinamigi’nde gorece yeni ve bu
alanda en ¢ok kullanilan konvansiyonel yontem olan Navier-Stokes denklemleriyle
yapilan makro c¢o6zumlere farkli bir alternatif olusturan Lattice Boltzmann
Yontemi’nin (Kisaca LBM olarak anilacaktir) tanitiimasi ve sikistirlamaz akiglar

icin bazi uygulamalarinin yapilmasi hedeflenmistir.

ilerleyen boélimlerde sirasiyla klasik HAD ¢bézim modelleri ve LBM
karsilastirilacak, LBM’nin teorik altyapisi anlatilacak, bu teorik altyapinin sayisal
¢6zime yonelik bilgisayar uygulamalarina deginilecek, elde edilen sonuglar
sunulacak, bulgular ve gelecek c¢alismalar igin O&neriler kismiyla tez

tamamlanacaktir.



2. LATTICE BOLTZMANN YONTEMININ HESAPLAMALI
AKISKANLAR DINAMIGINDEKI KONUMU

2.1 Genel Yaklagimlar

Akigkanlar mekaniginin transfer denklemlerinin (is1, kitle ve momentum) sayisal
olarak ¢ozumlenebilmesi icin genel kabul gérmus iki yol vardir. Bunlar sureklilik
(ing. Continuum) yani makroskobik yaklasim ve partikil mekanigi veya

mikroskobik yaklasim olarak adlandirilabilirler.

Sureklilik prensibini esas alan makro yontemler sonlu farklar, sonlu hacimler ve

sonlu elemanlar olmak Uzere 3 alt baslikta toplanabilir.
2.2 Makroskobik Yaklagim

Makro duzeydeki en genis kapsamli modellere Navier-Stokes denklemlerinin
cozUmleri Ornek verilebilir. Navier-Stokes denklem sistemi, ikinci dereceden
dogrusal olmayan (ing. Non-Linear) kismi diferansiyel denklemlerden olusan bir
sistemdir ve makro dizeydeki ¢odu akis durumunu, sureklilik ve korunum
kanunlari — Kiitle, Momentum ve Enerjinin korunumu (ing. Conservation Laws) -
cercevesinde matematiksel olarak modellemek icin yeterlidir. Tarbulans ve sinir
tabaka problemleri de Navier-Stokes denklemleriyle bu kapsamda ele alinabilir
ancak bunlarin ¢6zUmuU ust duzeyde islemci gucu, genis bir hafiza alani ve ileri

sayisal yontemler gerektirir.

Daha basit bir modele Euler Denklemleri 6rnek verilebilir, bu yontemde sinir
tabaka surtinmesinin sonugclari ihmal edilir, ayrica turbulans da ele alinmaz,
dolayisiyla da “Akim Ayrilmasi (Ing. Flow Separation)” gibi konular bu ydntemle
simule edilemez. Bunun icin bdyle durumlarda, Euler Denklemlerine uyum
saglayacak yapidaki daha kaba ag (ing. Mesh/Grid) yapilariyla ¢dozim yapmak
anlamli olacaktir. Sinir tabaka’nin 6nemli bir rol oynamadigi bdylesi akig

parcalarinda Euler Denklemleri olduk¢a uygun olabilmektedir.

Potansiyel Akis denklemleri ise hizlica ve kaba bir gsekilde bazi tahminlerin
yapilmasinin gerekli oldugu durumlarda kullaniglidirlar. Bu denklemlerde sabit
yogunluk kabullyle yapilacak sadelestirmeler sonucunda Laplace Denklemi elde

edilir.



Cok fazli akislarda (ing. Multiphase Flow) ise fazlar arasindaki etkilesimler
¢6zimde o6nemli rol oynamaktadir, bunun yani sira buradaki denklemlerde de

uygun sadelestirmeler yapilabilir [1].

Sureklilik yaklasiminda enerji, kitle ve momentumun korunumu kanunlarini
sonsuz kucuklukte bir kontrol hacmine uygulayarak adi veya kismi diferansiyel
denklemler elde edebilmek mumkundur. Pek ¢ok farkh faktor dolayisiyla (non-
lineerlik, karmasik sinir kosullari, girift geometriler gibi) temel diferansiyel
denklemleri ¢dzmek zor oldugundan sonlu farklar, sonlu hacimler, sonlu elemanlar
gibi sayisal yontemler kullanilarak bu denklemlerin verilen baslangic ve sinir
kosullarinda bir cebirsel denklemler sistemine donusturilmesi saglanmaktadir.
Elde edilen cebirsel denklemler yeterli yakinsama kriteri (ing. Convergence

Criteria) saglanana dek iteratif olarak ¢ozulebilmektedir.

Daha detayli anlatmak gerekirse, oncelikle ¢ozulmesi gereken temel denklemler
belirlenir (genelde kismi diferansiyel denklemlerdir). Daha sonra s6z konusu alan
uygulanacak yontemin sekline gdre hacimlere, hicresel aglara veya sonlu
elemanlara bolunur. Bu agsamada her hacmin, ag noktasinin veya elemanin bir
pargaciklar toplulugunu icerdigi gorulebilir. Olgek makro diizeydedir. Tim bu
parcaciklarin hizlari, basinglari, sicakliklari kullanilan yénteme goére bir noktasal
deger, sonlu bir hacme goére alinmis bir ortalama deger veya basit¢e bir noktadan
digerine lineer veya bilineer olarak degisen degerler seklinde ifade edilmektedir.
Viskozite, termal iletkenlik, 1s1 kapasitesi vb. gibi termofiziksel o6zellikler ise
genelde bilinen parametrelerdir yani girdi parametresi olarak kullanilirlar (tersine
problemler harig, tersine problemlerde bir veya birden fazla termofiziksel 6zellik
bilinmiyor olabilir) [1]. Sdreklilik yaklagiminda kullanilan sayisal ydntemler bir

sonraki bolimde detayli olarak ele alinmaktadir.
2.2.1 Sonlu Farklar Yontemi

Sonlu farklar yontemi adi ve kismi diferansiyel denklemlerin ¢ézUmu igin kullanilan
bir sayisal yontem sinifidir. Bu yontemde ilk olarak denklemlerin uygulanacagi
alan sonlu sayidaki hicresel noktalarla kiiguk parcalara ayrilir. 1 boyutlu araliklar
es uzunluktaki daha alt araliklara, ¢ok boyutlu olanlar ise dikdortgensel hicresel

ag (ing. Grid) alanlarina ayristirilir.



Daha sonra aranan fonksiyonun htcresel ag noktalarindaki turevleri diferansiyel
katsayilari yoluyla (Bkz. sayisal tlrevieme) yaklasik olarak hesaplanir. Aranan
fonksiyonun yaklasik ¢6zumu, diferansiyel denklem takimlarinin sayisal olarak bu

sekilde ¢ozllmesiyle elde edilir.

Aslinda bir bakis agisiyla yontem temel olarak Taylor serisi acgilimina
dayanmaktadir. AJ yapisindan kaynaklanan sinirlamalar sebebiyle kompleks

geometrilerin cozimunde bu yontemin uygulanabilirligi oldukca azdir.

domain

jik+1

i1k bk itk

5
W k1

8s

boundary
Sekil 2.1 :Sonlu farklar yonteminde alt alanlara ayrilmis bir bdlgenin sematik

gOsterimi
2.2.2 Sonlu Hacimler Yontemi

Sonlu hacimler yéntemi, korunum (ing. Conservation) denklemlerinin ¢dézim igin
kullanilan bir sayisal yontemdir. Bu yontemle bir korunum kanununa dayali olarak

ortaya ¢ikmis kismi diferansiyel denklemler ¢ozilmektedir.

Sonlu Hacimler Yontemi, Hesaplamali Akigskanlar Mekanigi'nde en fazla
sikigtirilabilir akis problemlerinde Euler ve Navier-Stokes (NS) Denklemlerinin
standart bir ¢6zum ydntemi olarak gorulmektedir. Bu yontem, tiretildigi sekliyle

korunum denklemlerinin integral formu olarak kullanilir.

Bu yontem, HAD’de en yaygin olarak kullanilan yontemdir. Bunun sebebi konsept
olarak basit olmasi ve herhangi bir ag yapisi i¢cin uygulanabilirliginin oldukca kolay
olmasidir. Sonlu hacimler yontemi sayesinde korunum kanunlarinin integral formu
direkt olarak fiziksel alanda sonlu elemanlara ayrilabilir. Sonlu hacimler yontemi
esasen korunum kanunlarindaki en temel nicelikler olan -hucrelerdeki ortalama
degerlerin- alinmasi prensibine dayanmaktadir. Sonug¢ olarak sonlu hacimler
yontemi, korunum denklemlerinin integral formunun sonlu elemanlara ayriimasini

direkt olarak gercgeklestirdigi icin diger yontemlere gore blyuk bir avantaja sahiptir.



Sekil 2.2 : Sonlu hacimler uygulamasinin sematik gosterimi
2.2.3 Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar yontemi de kismi diferansiyel denklemlerin ¢ézUma igin kullanilan
sayisal bir yontemdir. GUnUmiz muahendislik hesaplarinda modern bir yontem
olarak yaygin bir bigcimde kullaniimaktadir ve 6zellikle kati cisim analizlerinde

standart bir arag haline gelmistir.

Yontemin esasi diferansiyel denklemin ger¢ek ¢ézimune bir yardimci yaklagim
denklemi aracihdiyla yakinsamaktir. Elde edilen sonucun gercek ¢dzume gore
hassasiyeti, serbestlik derecesi (ing. Degree of Freedom) denilen parametreyi
yukseltmek ve dolayisiyla hesaplama  sayisini  c¢ogaltmak  yoluyla

artirilabilmektedir.

Sekil 2.3: Sonlu elemanlar yontemiyle mekanik analizi yapilan bir makine pargasi

2.3 Mikroskobik Yaklagim

Makroskobik yaklagima goére diger bir u¢ nokta olan yaklagsimda ise, s6z konusu
maddenin birbiriyle ¢arpisma halinde olan kiglUk partikillerden (atom, molekal
gibi) olustugu kabulUyle hareket edilir. Tabii olarak boyle bir yontemde 6lgek mikro

dizeydedir.

Dolayisiyla burada, 6ncelikle partikuller arasi olugan kuvvetler belirlenmeli ve daha

sonra Newton’un ikinci kanunundan gelen adi diferansiyel denklem ¢ozulmelidir
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(momentumun korunumu). Her bir zaman adimi (ing. Time Step) igin her bir

partikilin konumu ve hizi, yani yorungesi belirlenmelidir.

Bu asamada sicaklik, basing ve termofiziksel buyuklUkler olan viskozite, termal
iletkenlik, I1s1 kapasitesi vb. tanimlanmasina gerek yoktur. Ornegin basing ve
sicaklik sirasiyla, partikullerin kinetik enerjileriyle (kutle ve hiz) ve parcaciklarin
ceperlere carpma sikhgiyla iligkilidir. Bu yontem Molekuler Dinamik (MD)

simulasyonu olarak adlandiriimaktadir.

Bir molekuller dinamik problemini ¢ozebilmek igin ka¢ denklem ¢ézmek gerektigini
anlatabilmek adina bir 6rnek vermek gerekirse; bir mol su 6x10%%’ten fazla molekiil
icermektedir. Bu rakami gézumulzde canlandirabilmek adina soyle soyleyebiliriz,
ornegin bu molekdllerin her birinin ¢gapi 1 mm olsa ve bu molekiller yan yana
dizilse, bu molekillerle kaplanabilecek toplam alan 6x10'' km? civarindadir.
Diinyanin toplam yiizey alani 5.1x10° km? ‘dir. Buna gore her bir molekdl ¢api 1
mm olsa, tim dinyanin yiizey alani bu molekiillerle kaplanabilir durumdadir. isin
diger bir ilging yani, bdyle bir projenin tamamlanmasi igin gegebilecek muhtemel
suredir. 1 mm, bir kalemin ucuyla birakilan iz buyuklugl olarak kabul edilirse,
ornegin cok hizli ¢aligan bir kisi saniyede 6 kalem izi (1mm’lik) biraksa dahi en

azindan 3x10%° yillik bir stirede bu isi ancak tamamlayabilecektir [3].

Burada su soru 6n plana g¢ikmaktadir: Gergekten her bir atom veya molekulin

davranigini izlememiz gerekiyor mu?

S0z konusu yontemde her bir partikilin konumunu (x,y,z) ve hizlanni (cy, cy, c;)
tanimlamamiz gerekmektedir. Ayrica simulasyon igin gereken zaman adimi da
partikillerin garpisma sirelerinden kisa olmalidir (Fero-saniyeler diizeyi; 10712 s
gibi).

Dolayisiyla cm dizeyindeki problemleri dahi MD yontemiyle ¢dzebilmek imkansiz

hale gelmektedir. Bu Olgekte viskozite, termal iletkenlik, sicaklik, basing gibi

blayuklUkler de tanimlanmig degildir [2;3].

MD yontemleri aslinda faz degisimi, kompleks geometriler gibi durumlarin
kolaylikla ¢ozllebilecegi yontemlerdir fakat en buylk dezavantaji dlgek problemidir
ve bu dlgekte gergek hayatta karsilasilan problemleri modelleyebilecek buyuklukte
bilgisayarlar maalesef mevcut degildir ve yakin gelecekte de olasi

goérinmemektedir.



2.4 Lattice Boltzmann Yontemi - Mikro ile Makro Arasindaki Koépru -

Molekuler/mikro dizey ile makro dlizey arasinda gegisin saglanabilmesi igin
“Istatistiksel Mekanik” yéntemlerinin kullanilmasi bu noktada makul bir segenek
olusturmaktadir. Cinkl makro dlzeyde, tekil partikillerin davranislarinin bir Gnemi
yoktur, dnemli olan sonugcta ortaya ¢ikan etkilerdir. Dolayisiyla her bir partiktlin

konum ve hizlarinin bilinmesine gerek yoktur.

iste bu tezde yukarida s6zi edilen iki yéntemin tam da arasinda yer alan Lattice
Boltzmann Yontemi ele alinacaktir. S6z konusu yodntemin temel amaci, mikro
Olcek ile makro olgek arasinda, her bir partikilin davranigini degil bir partikiller
toplulugunun davranigini ele almak suretiyle bir bag olugturabilmektir (Sekil 2.4).
Makro ile mikro dlgek arasindaki bu dlgege de “Mezo Olgek (ing. Meso-scale)’ adi
verilmektedir. Bunu saglayan da “Dagiim Fonksiyonu (ing. Distribution
Function)”dur. Dagilim fonksiyonu bu partikiller toplulugunun davraniglarini

tanimlayan bir fonksiyondur [2;3].
Continuumi Macroscopic b

scale), finite difference,
finite volume, finite ! ; D
element, etc),

Navier-Stokes Equations

Lattice Boltzmann Method
{(Mesoscopic scale), O

Boltzmann Equation 0

Molecular Dynamics
(Microscopic scale),

Hamilton's Equation. O

Sekil 2.4: Makro, mezo ve mikro olgekler (alintidir [3])

Lattice Boltzmann yontemi hem mikro hem makro yontemlerin bazi avantajlarina

sahiptir ve MD’ye kiyasla ¢ok daha makul bir kaynak gereksinimi vardir.

Lattice Boltzmann Ydéntemi (LBM)'nin avantajlari arasinda algoritmasinin basitligi,
kompleks alanlara uygulanabilirligi, farkli fazlar arasindaki ara-fazlarin (ing.
Interphase) izlenmesine gerek duyulmaksizin ¢ok fazli ve gok bilesenli akislarin

modellenebilmesi ve paralel islemlere olanak saglayabilmesi siralanabilir.



Diger yandan Navier-Stokes ¢ozucusune gore bir dezavantaji, NS ¢dzlucuye gore

daha fazla bilgisayar hafizasi gerektirmesidir.

LBM istatistiksel mekanik prensipleri uyarinca partikal topluluklarinin hareketini
izlediginden, akigi sadece makro duzeyde bir butlin olarak ele alan NS ¢dzuclye
gore bir miktar daha fazla hafiza alani gerektiriyor olmasi dogal bir sonugtur.
Ancak bu durumun buylk bir dezavantaj olusturmadigi, gerekli durumlarda
paralelizasyon ile Ustesinden gelinebilen bir durum oldugu bilinmektedir [18].
Ayrica LBM hem mikro hem de makro duzeydeki problemleri guvenilir bir

hassasiyet derecesinde ¢ozebilmektedir [2;3].



3. LATTICE BOLTZMANN YONTEMININ TEORIK ALTYAPISI

3.1 Partikiil Mekanigi

Tum maddelerin molekul ve molekul alti partikillerden meydana geldigi bilinen bir
gergektir. S6z konusu molekilller uzay boslugunda rastgele hareket eden
kurecikler olarak dusunulebilir. Bu hareket elbette kitle, momentum ve enerji’nin
korunumu kanunlarina uygun olarak gergeklesmektedir. Dolayisiyla Newton’un
ikinci kanunu olan momentumun korunumu ifadesi burada uygulanirsa (Newton’un

ikinci Kanunu: Lineer momentumdaki degisim orani uygulanan net kuvvete esittir):

__d(mo)
F==—= (3.1)
Burada F molekuller arasindaki ve olasi diger dis kuvvetleri, m partikalin katlesini,
¢ partikiliin hiz vektérini ve t de zamani ifade etmektedir. Kitle sabit kabul

edilirse bu ifade:

W) =ma (3.2)
dt dt )

F=
Seklini alir ki burada a ivme vektortdar. Partikilin konumu ise hiz teriminin

tanimindan c¢ikarilabilir:

_ar
c=— (3.3)
Esitlik 3.3’te yer alan r partikilin orijine goére konumudur. MD ydnteminde,
yukarida verilen denklemler Fin bilinen bir fonksiyon olmasi sartiyla

¢6zllebilmektedir [3].

Sekil 3.1: Konum ve hiz vektorleri (alintidir [3])

m kutleli bir partikile bir F kuvveti uygulandiginda, Sekil 3.1’de goéruldugu uUzere

partikilin hizi c’'den c+Fdt/m’ye, konumu ise rden r+cdf'ye gelecektir.



F kuvveti mevcut olmazsa, partikiller yon ve hiz dedisimine ugramaksizin
serbestce bir konumdan diger bir konuma hareket edecektir (carpismanin olmadigi

kabul ediliyor).

Eger sistemin i¢ enerjisinde bir artis meydana gelirse (6rnegin sistemin isitiimasi),

partiktl hizlari yikselecek ve partikiller arasi etkilesimler artacaktir.

Mikroskobik dlizeydeki molekullerin kinetik enerjilerinin artmasi olayl, makro
seviyede sicaklik artigi olarak yorumlanmaktadir. Yine mikroskobik seviyede
partiktllerin sistem sinirlarina ¢arpma sonucu birim alan basina uyguladiklari
kuvvetler, makro seviyede basing olarak yorumlanmaktadir. Buradan basing ve
sicaklik arasindaki iligki incelenecek olunursa, sicakligin artmasi sonucu
molekullerin  kinetik enerjilerinin artacagi ve sonugta sistem sinirlarinda
gerceklesen c¢arpma olaylarinin artacagi, dolayisiyla basincin ylkselecegi

rahatlikla dngorulebilir.
3.1.1 Basing-Sicaklik-Kinetik Eneriji

Herhangi bir partiklin pozitif x-yoninde c, hiziyla L uzunlugunda bir kap
icerisinde hareket ettigini ve kabin her iki tarafina surekli olarak c¢arpip geri

dénmekte oldugunu varsayalim (Sekil 3.2):

after colliding  before colliding

1

L

Sekil 3.2: L uzunlugundaki bir kap igerisinde hareket eden partikdl (alintidir [3])

Duvardaki carpismanin tam elastik oldugu varsayilirsa, partiktl tarafindan kabin
bir tarafina ¢arpma sonucu uygulanan kuvvet, partikilin momentumundaki

degisime esit olacaktir. Buna gore:

FAt = mc, — (—mc,) = 2mc, (3.4)
Burada At carpismalar arasinda gegen suredir. Esitlik 3.4 aslinda Newton'un 2.
Kanunu olan Denklem 3.2°nin ilgili sinir kosullari kullanilarak integrali alinmis
halidir.
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Carpigsmalar arasinda gegen sure ise 2L/c, olup, bu sure partikilin kabin bir
tarafindan diger tarafina gitmesi ve geri eski konumuna ddnmesi igin gerekli
suredir. Dolayislyla;

FAt =2F = 2mce,

Cx

F =mc?,/L (3.5)
denklemi kuvveti hesaplamak amaciyla elde edilebilir. Burada tek partikil i¢in elde
edilen sonug, N sayida partikil icin genellestirilebilir. N sayida partikdlin
uyguladigi kuvvet Nmc?, /L ile orantihdir. Hiz vektéri c ile ¢y, c,, ¢, hiz bilesenleri
arasinda c¢? = ¢,? + ¢, + ¢, iligkisinin oldugu bilinmektedir. ifadeyi basitlestirmek
icin tim hiz bilesenleri esit kabul edilirse c?=3c?, olacaktir. Boylece toplam kuvvet:

F = Nmc?/3L (3.6)
seklinde yazilabilir. Basing, tanimi geregi birim alana dik olarak uygulanan kuvvet

oldugundan, N partikil tarafindan kabin iki tarafina uygulanan basing:

2 2
— Nmc — Nmc (37)
3LA 3V

Burada VV = LA hacimdir.

Molekdullerin kinetik enerjilerinin makroskobik dizeyde basingla iliskilendirilmesi

matematiksel bir manipuilasyon sonucunda su sekilde yapilabilir:

p ="t = (m%) (¥/3N/v (38)

P =(?/3)nKE (3.9)
Burada “KE” kinetik enerjiyi ifade etmektedir.

Yukaridaki denklemler tiretilirken moleklller arasi etkilesimler ve molekdl
boyutlarinin etkileri g6z ardi edilmigtir. Ancak yine de bu sonuglar, oda
sicakhigindaki bir gaz igin sasirtici bir bicimde dogrudur. Gergek bir sistemde
partiktllerin  hacimleri s6z konusudur ve partiklller arasi carpismalar

gerceklesmektedir [3].
ideal gaz denklemi:

PV =nRT (3.10)
n burada mol sayisini gdstermektedir (N/N, ve N,:Avogadro Sayisi), R ise

universal gaz sabitidir. Esitlik 3.8, 3.10°da yerine yazilirsa:
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N 2 2
= (mc /2>< /DN (3.11)
Boltzmann sabiti (k = R = 1.38x10723] /K) de eklenirse buradan (ideal) bir gazin
Na

kinetik enerjisini gosterir ifade ¢ikarilabilir:
2
KE =MmC"/, = (3/2) kT (3.12)

Burada yapilan matematiksel manipullasyonlarin 6zeti olarak aslinda makro
dlizeyde tanimlanan sicaklik ve basing parametrelerinin, mikro duzeydeki
molekullerin kinetik enerjilerinin (makro) bir dl¢cedinden baska bir sey olmadiklari

sOylenebilir [3].
3.2 Maxwell Dagilm Fonksiyonu - Mezoskobik Olgegin Anahtari —

Onceki bélimde de belirtildigi (izere Molekiler Dinamik(MD) ydntemleriyle her bir
partikilln izlenmesi suretiyle ¢ozimun elde edilmesi, makro bir sistem i¢in olanak
digidir. Dolayisiyla ortalama degerler gindeme gelmektedir. Maxwell’in burada
ileri surdugu tez, her bir partiktltn her bir zaman araligindaki konum ve hizlarinin

bilinmesinin gerekli olmadigi Uzerinedir [4].

Dagilim fonksiyonu partikillerin hareketlerinin anlasiimasi, yani bir diger deyigsle;
verilen bir zaman araliginda, bir sistemdeki partiktllerin belli konumlardaki
hizlarinin hangi araliklarda oldugunun anlasiimasi i¢in cok dnemli bir parametredir.
Bir kapali sistemde 6rnegin gaz molekulleri genis bir hiz skalasinda ¢ok farkh
hizlara sahip olup birbiriyle carpisma halindedirler ve hizli molekiller, yavas
olanlara carpisma yoluyla momentum transferinde bulunurlar. Bu c¢arpismalar
sonucunda momentum korunmaktadir. Isil denge halindeki bir gaz igin, s6z
konusu gaz kap igerisinde Uniform bir sekilde dagilmis ise dagilim fonksiyonu
zamana bagl degildir, ve sonu¢ olarak buradaki tek bilinmeyen hiz dagilimi

fonksiyonudur [4;5].

N sayida partikilden olusan bir gaz igin, x- yonunde c, ile ¢, + dc, hiz araliginda
hizlara sahip olan partikll sayisi Nf(c,)dc, tir. f(c,) fonksiyonu x-yoniinde c, ile
¢, + dc, araliginda hizlara sahip olan partikillerin bir kismidir. Benzer sekilde

diger yonler icin de dagilim fonksiyonlari belirlenebilir.
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Sonug olarak ¢, + dcy, ¢, + dc, ve c, + dc, hiz araliginda yer alabilme ihtimali olan

partikillerin sayisi Nf (c,)f(c,)f (c,)dcydc,dc, olacaktir [3].

Eger yukarida verilen denklemin tim muhtemel hiz degerleri icin integrali alinirsa

olursa, toplam partikll sayisi olan N’e ulagilacaktir. Yani;

[T £ f(e))f(c)deede,de, =1 (3.13)
x,y,Z hangi yon olursa olsun dagilim fonksiyonu burada yodnlere degil yalnizca

partikdl hizlarina bagl olacaktir. Dolayisiyla:

fledf(e))f(e) = dle® +¢y% +c,?)  (3.14)
olup, ¢ henuz bilinmeyen ve tanimlanmasi gereken bir fonksiyondur. Dagilim
fonksiyonu tanimi geregi pozitif deger almalidir (O ile 1 arasinda). Dolayisiyla 3.14
esitliginde hizlarin kareleri alinmistir. S6z konusu fonksiyon esitlik 3.14’e gore

logaritmik veya ustel 6zelliktedir yani:

logA + log B =1log(AB) (3.15)
veya
edef = ¢(4+B)  (3.16)
Dagilim olasilik fonksiyonu ig¢in uygun genel denklem formunun asagidaki gibi

oldugu sodylenebilir:

fcy) = Ae™B%"  (3.17)

Denklemde A ve B sabitlerdir. Ustel fonksiyonlarda, matematiksel kurala gore
carpimda Usler toplam seklinde yazilabilir. Ornegin F(x) = e®*,F(y) = e®
ise F(x)F(y) = ef*e = e(Bx+CY)glacaktir. Ancak drnegdin F(x) = Bx ve F(y) = Cy
olsun. Bu durumda F(x)F(y) = BxCy olacaktir, yani fonksiyonlarin ¢arpimi dogal

olarak toplam seklinde yazilamayacaktir.

Dolayisiyla 3.17 fonksiyonu asagidaki sekilde yazilabilir:

fc) = Ae B Ae By geB¢:* = 43¢~B*  (3.18)
Yukaridaki egitlikte (3.18) x,y,z yonleri icin dagilim olasilik fonksiyonlarinin
carpimi, dagihm fonksiyonunu “c” partikil hizi cinsinden vermektedir. Diger bir
ifadeyle dagilim fonksiyonu, belirli bir zaman araliginda c ile c+dc arasindaki

hizlara sahip olan partikil sayisini veren fonksiyondur [2;3;5].
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Burada yapilan énemli kabullerden birisi, partikillerin 3 boyutlu uzayda (yonlere

gore hizlari sirasiyla cy,cy,c;) , her bir partikilin bulundugu noktalarin

koordinatlarinin partikillerin hizina karsilik gelecegi bir sekilde dagiimig olmalaridir

[5].

Sekil 3.3: Sirasiyla ¢ ve c+dc yarigapli i¢ ice kureler (alintidir [3])

Bu acgiklamaya gore, drnegin Sekil 3.3’teki es merkezli i¢ ice kureleri duglnursek,
icteki kurenin yuzeyinde bulunan tim noktalarin hizlar birbirine esit (c
kadar)olacaktir. Distaki kire icin de ayni sey gecerlidir. Dolayisiyla hizlari ¢ ve
c+dc araliginda yer alan partikillerin sayisi, ¢ ve c+dc yarigapli kirelerin arasinda

yer alan nokta sayisina esittir.

iki kiire arasindaki bolgenin, yani kire kabugunun hacmi 4mc?dc dir. Buna gore
dagihm olasilik fonksiyonu, ¢ partikil hizina bagll olarak asagdidaki sekilde elde

edilir;

f(c)dc = 4mc?A3e Bdc  (3.19)
A ve B sabitleri, dagilim olasilik fonksiyonunun, toplam partikil sayisi N ve onlari
toplam enerjileri E’'nin bulunmasi icin tum olasi hizlar boyunca integrasyonu ile

elde edilebilir.

¢ hiziyla hareket eden bir partikilin kinetik enerjisinin E=%mc2 oldugu

bilinmektedir. Buradan hareketle olasilik dagihim fonksiyonu kullanilarak her bir

partikllun ortalama kinetik enerjisi hesaplanabilir:

)

%mc2 f(c)dc

1 0
-mc? = 225
2 Jo fle)dc

Esitligin payi toplam enerjiyi, paydasi ise toplam partikil sayisini ifade etmektedir.

(3.20)

Matematiksel olarak anlasilacagi uzere bilinmeyen sabitlerden A, f(c) fonksiyonu
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integralde yerine konuldugunda sadelestirmeler sonucu yok olacak ve esitlik su

hale gelecektir:

~me2 =2 (3.21)
Ortalama kinetik enerji degeri yerine 3.12 esitligindeki kinetik enerji ifadesi
yazilirsa, buradan B = m/2kT elde edilir. Bu B degeri 3.18 esitliginde yerine
konulursa, f(c) fonksiyonun asagidaki ifadeyle orantili oldugu anlasilir:

2

F(0) acte a  (3.22)
f(c) esitliginin diger bilinmeyeni ve oranti sabiti olan A ise tum olasi hizlar igin
integrasyon yapllip, sonucun 1’e esitlenmesiyle bulunur (¢inkl baslangigta f(c)
fonksiyonunun tanimi yapilirken, partikil sayisi N g6z ardi edilmistir). Sonug¢
olarak Maxwell veya Maxwell-Boltzmann dagilim denklemi asagidaki sekilde elde
edilir:
—mc2
f(o) = 4m (#)3/2 cZenr (3.23)

Sekil 3.4’te farkl sicaklik degerleri igin gosterildigi Uzere bu fonksiyonun sifirdan
belli bir hiza kadar parabolik olarak arttidi, bir maksimum degere ulastigi ve daha

sonra ustel olarak azaldigi anlagiimaktadir [3;5].
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Sekil 3.4: Helyum atomlarinin farkli sicakliklar igin érnek bir Maxwell dagilim

grafigi

Sicaklik degeri arttikga, maksimum noktanin bulundugu yer saga dogru

kayacaktir. Egrinin altinda kalan alan ise tanim geredi her zaman 1 olacaktir.
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Bdyle bir dagilimda, bir partiktlin anlik spesifik bir hizini tespit etmek imkansizdir,
¢unkU partikdl hizlari genis bir aralikta surekli olarak degisim gdstermektedirler.
Burada daha anlamli olacak sey, anlik bir hizdan ziyade belli bir hiz araligindaki
parcaciklarin tespit edilmesidir. Dolayisiyla esitlik 3.23’te verilen Maxwell dagilim

denkleminin belli bir hiz araliginda integrasyonu gereklidir [3;5].
3.3 Maxwell-Boltzmann Dagilimi -Boltzmann’in Maxwell Denklemine Katkisi-

Boltzmann’in Maxwell'in dagilm denklemine yaptigi en énemli katki, bu denklemi
rastgele secilmis buylk sistemlerde de gegerli olacak sekilde genellestirmesidir.
Ludwig Boltzmann (1844-1906), buylk bir sistemdeki tim olasi durumlarin
istatistiki analizi ile termodinamidin en dnemli kavramlarindan birisi olan Entropi
arasindaki gucli baglantiyi ilk anlayan kisi olmustur. Bu durum sdyle agiklanabilir;
aslinda bir sistemde zamanla gergeklesen Entropi artisi, mikroskobik duzeydeki
yerlesimlerin/dagiimlarin olasi en buyuk sayisina karsilik gelen makroskobik
parametrelerdeki degdisimlerle alakalidir. Boltzmann, belirli bir enerji igin
gerceklesmesi mumkin olan mikroskobik durumlarin sayisinin, termal dengeye
karsilikk gelen makroskobik dederlerden ¢ok daha buylk oldugunu ortaya

koymustur [6].

Ornegin belirli bir eneriji icin tim gaz molekiillerinin kap icerisinde tniform olarak
dagihm gosterdigi bir durumda gaz molekdllerinin yerlesimi konusunda, yine ayni
kapta tum gaz molekullerinin mesela kabin sag tarafinda toplandigi duruma gore
¢ok daha fazla olasilik mevcuttur. S6z konusu kap iginde bir litre gaz olsa, bu gaz
belli bir zaman boyunca kap igerisinde butlin olasi yerlesimleri deneyecektir ve
elbette ihmal edilebilir kadar klguk bir olasilik da olsa uzun bir zaman igerisinde
(belki evrenin yasi kadar bir zaman sonra) tim molekuller kabin sag tarafina
toplanabilir. Yani sézgelimi biz belli bir basing yardimiyla (Orn. Piston) tim gaz
molekullerini kabin sag tarafina toplasak, basing kaldirildiginda bu molekiller ¢ok

¢abuk bir bigcimde kap igerisinde Uniform olarak dagiima egilimi gostereceklerdir[3].

Boltzmann, E enerijili bir sistemin termodinamik entropisi “S” nin olasi mikroskobik
durumlari tanimlayan bir “W” sayisiyla iligkili oldugunu kanitlamig ve bunu

asagidaki denklemle ortaya koymustur:

S=klog(W) (3.24)

16



Burada k Boltzmann sabitidir. S6z konusu teoriyle ilgili bazi muglak noktalar
mevcuttur. Ornegin kap igerisindeki bir parcacik kag farkli hiz degeri alabilir? Bu

sorularin cevabi kuantum mekanigi sayesinde ortaya konmustur [3].

Daha sonra Boltzmann, T sicakliginda 1sil denge halindeki buyuk veya kuguk

-E
herhangi bir sistem icin belli bir E enerjili durumda bulunma olasihiginin ext ile

orantili oldugunu saptamistir. Yani matematiksel olarak:
_E
f(E) = Ae ¥t (3.25)
Bu ifade Boltzmann dagilim fonksiyonu olarak adlandirilir.
Ornegin x-ydniindeki molekiillerin kinetik enerjisini ele alirsak:
E=-mc? (3.26)
Bir dagilim olasilik fonksiyonunda, olasi tum hizlar igin fonksiyonun integrali

alindiginda sonucun (diger bir ifadeyle egrinin altinda kalan alanin) 1’e esit olmasi

gerektigi dnceki bolumde belirtiimigti.

Buna gore:

[“ Ae@rdc=1 (3.27)

Buradan:

A= |—— (3.28)

2nkT

Elde edilir. Dolayisiyla 6rnegin c, hizinin bulunma olasihgi:

fle) = [e 5 (3.29)

Esasen elde edilmek istenen 3 boyutlu ¢ hizidir,ve ¢ hizi asagidaki gibi yazilabilir:

c2=c*+c%+c,? (3.30)
¢ hizinin bulunabilme olasihgdi ise 3 yondeki hizlarin bulunabilme olasiliklarinin

carpimidir:

f(©) = fledf(ey)f(c)  (3.31)
Sonug olarak f(c):

f(0) = ([yremrc o +ed  (3.39)

2nkT
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Toparlarsak genel ifade:

f(©) = Gay¥2e™ur  (3.33)
olacaktir [3].

Burada belirtiimesi gereken sey 3.33 esitliginin, partiktllerin daha yuksek hizlara
ctkabilmesi icin mumkun olan diger yollari géz 6nine almadididir. Boltzmann
denkleminden Maxwell dagilim denklemine gecis yapilabilmesi icin 3.33 ifadesini
4mc? (bir kirenin ylzey alani) ifadesiyle carpmak ve boylece partikiller igin
mimkin olan hiz durumlarinin yodunlugunu (ing. Density of velocity states)
dikkate almis olmak gerekir. Aslinda diger bir ifadeyle Maxwell dagilim
denkleminin s6z konusu kurenin yuzey alani boyunca integrali alindiginda elde

edilen ifade yine 3.32 esitligi olmaktadir.

Maxwell ideal bir gazin denge halinde 6zel bir dagihim fonksiyonuna sahip
oldugunu ortaya koymustur (Maxwell Dagilim Fonksiyonu). Ancak denge
durumuna nasil ulasildigi konusunu agiklamamistir. iste bu konunun agiklanmasi,
Ludwig Boltzmann’in s6z konusu teoriye verdigi en énemli katkilardan birisidir ve
bu tezin de ana konusu olan Lattice Boltzmann yonteminin temelini

olusturmaktadir.
3.4 Boltzmann Taginim Denklemi

Lattice Boltzmann ana denklemi temel olarak iki farkli yoldan turetilebilir. Lattice-
Gas Automata (LGA) adi verilen gorece daha eski bir modelden veya
Boltzmann’in kinetik denkleminden [7] bu derivasyonu yapmak mumkundur. Bu
calisma kapsaminda Boltzmann denklemi Uzerinden Lattice-Boltzmann

denkleminin elde edilisi Uzerinde durulacaktir.

Dagilim fonksiyonunun ne oldugundan ve neyi ifade ettiginden bir dnceki bolumde
bir miktar bahsedilmisti. Ozetlemek gerekirse dagilim fonksiyonu, akiskan
partikllerinin belirli bir zamanda (f) belirli bir hizla (c) belirli bir yonde hareket
edebilme olasiliklarini temsil eder. Yani; f(r, c,t) dagilim fonksiyonu olmak Uzere
s6z konusu fonksiyon bir t zamaninda, r ile r+dr konum araliginda c ile c+dc
araligindaki hizlarla bulunma ihtimali olan partikillerin sayisini ifade etmektedir.
Eger sisteme disaridan bir F kuvveti uygulanirsa, birim katleli gaz molekulinin

hizi ¢’'den c+ Fdf'ye, konumu ise rden r+ cdfye ulasacaktir (Sekil 3.5).
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f\ ¢ tHdt

c+Fdt
r+edt

Sekil 3.5: Bir partiktlin kuvvet uygulanmadan énceki ve sonraki konum ve hiz
vektoru (alintidir [3])

Eger gaz molekulleri arasinda herhangi bir carpisma olmazsa, disaridan kuvvet
uygulanmadan onceki gaz molekullerinin sayisi ile kuvvet uygulandiktan sonraki

gaz molekdulleri sayisi esit olacaktir. Dolayisiyla da:

f(r+cdt,c+ Fdt,t +dt) — f(r,c,t)drdc =0 (3.34)
Burada f(r,c,t) kuvvet uygulanmadan oOnceki partikil sayisini, f(r + cdt,c +
Fdt,t + dt) terimi ise kuvvetten sonraki partikil sayisini ifade etmektedir.
Denklemin bu haline akisin “Serbest Akis (ing. Free Streaming)’ evresi adi

verilmektedir [7].

Bu evrede partiklller arasinda herhangi bir carpismanin vuku bulmadigi

varsayllmaktadir.

Eger molekilller arasinda c¢arpisma da gergeklesirse drdc arahiginda partikil
sayllarl bakimindan bir fark olusacaktir. Dagilim fonksiyonunun baslangi¢ ve bitis
durumu arasindaki degisim oranina “Carpisma Operatéri (ing. Collision
Operator)” adi verilir ve Q simgesi ile gosterilir. Sonug olarak partikil sayisinin

hesaplanmasinda kullanilan genel denklem asagidaki sekilde yazilabilir [3;7]:

f(r+cdt,c + Fdt, t + dt) — f(r,c,t)drdc = 2(f)drdcdt (3.35)
Limit dt-sifira giderken 3.35 esitligi dtdrdc’ye bollinlrse;

Y =) (3.36)

at
elde edilir.
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Bu esitlik, fiziksel olarak sdyle yorumlanabilir: Dagilim fonksiyonundaki toplam
degisim miktari, molekdllerin ¢arpisma oranlarina esittir. f;, r, ¢ ve tnin bir
fonksiyonu oldugundan, dagilim fonksiyonundaki toplam degisim miktari agik

olarak asagidaki bigcimde yazilabilir:

_of af ar
df = P dr + P dc + . dt (3.37)
Her taraf dt ile bolliinlrse:

af _odfar | of dc
dt ~ 9rdt = dcdt

r vektoria 3 boyutlu Kartezyen koordinat sisteminde ij ve k, sirasiyla x-y-z

of
+2L (3.39)

yonlerindeki birim vektorler olmak Uzere r = xi + yj + zk seklinde ifade edilebilir.

3.38 esitligi biraz daha duzenlenirse:

ar _of ., 9f , 9
= Ctoat o (3.39)
a ivme vektoru olmak Uzere, dc/dfye esittir ve Newton’un ikinci kanunu uyarinca
kuvvet (F) ile arasinda a = F/m seklinde bir iligki s6z konusudur. Dolayisiyla

Boltzmann tasinim denklemi son olarak asagidaki sekli alir:

Q=a—fc+a—fF

ar ac E

of
+t35; (3.40)
Q (garpisma) terimi, fin bir fonksiyonu olup, agikga gorilecegi Uzere Boltzmann

denkleminin ¢dzulebilmesi icin bu terimin belirlenmis olmasi gerekmektedir.

Disaridan kuvvet etkisinin olmadigi bir sistem icin Boltzmann denklemi:
Licvf=a (341)

seklinde basitlegtirilebilir. Burada ¢ ve Vf birer vektordur.

Buradaki problem, denklemden de anlagilabilecegi Uzere 2'nin fin bir fonksiyonu
olmasi, dolayisiyla 3.41 denkleminin ¢6zllmesi olduk¢a zor olan integro-

diferansiyel denklem haline gelmesidir [3].

Dagilim fonksiyonu ile yogunluk(p), hiz vektoért(u) ve i¢ enerji(e) gibi makroskobik

blayuklUkler arasindaki iligkiler ise asagidaki gibidir [7]:

p(r,t) = [mf(r,c,t)dc (3.42)
p(r,t) u(r,t) = [mcf(r,c,t) dc (3.43)

p(r,0) e(r,t) = 5 [ muf(r,c,t) de (3.44)
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Burada m-molekuler kutle, u, ise akigkan hizina goére bagil pargcacik hizidir

(ug = c—u).

Ayrica 3.42, 3.43 ve 3.44 egitlikleri sirasiyla katlenin, momentumun ve enerjinin
korunumu ifadeleridirler [7]. Partikil mekanigi boluminde daha 6nce tartisildigi

[{ gl

Uzere i¢ enerji “e€” asagidaki sekilde gosterilebilir:

-3
e=— kgT (3.45)
3.4.1 Bhatnagar-Gross-Krook Carpigsma Operatoru Modeli

Boltzmann denklemini garpisma operatori () teriminin oldukga karmasik bir
yapida olmasi dolayisiyla ¢6zmenin ¢ok zor oldugundan séz edilmisti. iki hacmin
carpismasindan elde edilen giktilarin, dl¢iimus pek ¢ok buydklige dnemli oranda
etkisinin olmadigi [9] Cercignani tarafindan ortaya konmustur. Dolayisiyla
¢6zimde buylk sapmalara yol agmaksizin garpisma operatori (2) terimine basit
bir modelle yaklasmak s6z konusu olabilir. iste carpisma operatérii icin boyle bir
model ilk defa Bhatnagar-Gross ve Krook (BGK) tarafindan 1954 yilinda ortaya

konulmustur [11]. Bu modele gore ¢arpigsma operatori 2:

Q=w(f—f)=2(f-f) (3.46)
seklinde tanimlanir. Burada w ¢arpisma frekansi veya siklii, T ise gevseme (ing.
Relaxation) suresi/faktoridir. Yerel denge dagilim fonksiyonu (ing. Equilibrium
distribution function) f¢1 olarak gosterilmistir ki bu konu (denge dagilim
fonksiyonu) bir sonraki bolimde ele alinacaktir. f¢? aslen Maxwell-Boltzmann

dagilim fonksiyonudur [11].
N carpisma operatdorit BGK Modeli ile yeniden ele alinirsa, harici kuvvetlerin
olmadigi Boltzmann denklemi (3.41) asagidaki hali alir:

]

Trcvf=2(fa-f) (347)
Lattice Boltzmann Yéntemi'nde 3.47 denklemi sireksiz hale getirilir (ing.
Discretization) ve sdz konusu denklem, belirli bir kafes (ing. Lattice) modeli

Uzerinde tanimlanmis yonlerde gecerli kabul edilir. Sutreksizlestiriimis Boltzmann

denklemi bu yonleri tanimlayan yon indisiyle asagidaki sekilde yazilabilir [11]:

Tiyo . Vhi=2(f—f) (348)
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iste 3.48 esitligi Lattice-Boltzmann yénteminin temel denklemidir ve s6z konusu
yontemle yapilan HAD ¢6zumlerinde Navier-Stokes denklemleri yerine kullanilir.
Boltzmann denkleminden coklu odlgek aciimlari (ing. Multi-scale expansion)
denilen sayisal yéntemler sayesinde (Orn. Chapman-Enskog acilimi) sureklilik

yaklagimini yani Navier-Stokes denklemlerini tiretmek de mumkunddar.

Burada sunu da belitmek gerekir ki, aslinda pargcacik gruplarinin garpismasi
modellenmesi olduk¢a zor bir fiziksel durum olup, bu olayr modellemek igin BGK
modelinin yani sira ileri strtilmis farkli modeller de vardir. Ornegin d’Humieres ve
digerleri tarafindan goklu gevseme zamani (ing. Multiple Relaxation Time) igeren

bir model gelistiriimis ve o ¢alismada ¢arpigsma olayi sdyle tanimlanmistir:

0;(f) = Aij(fjeq —fj) (3.49)
Burada A;; carpisma matrisi adi verilen ve pargacik toplulugunun i ve j
yonlerindeki sacilim oranina bagli olarak degisen bir matrisi ifade etmektedir. Bu
matrisin dzdegerleri (ing. Eigenvalue), denge durumuna ulasmak icin gecmesi
gereken gevseme sulrelerinin tersini (ters matris) temsil etmekte ve bu gevseme
suresi degerleri ¢goklu gevseme zamani igeren modelin temelini olusturmaktadirlar
[12]. d’'Huimeres ve digerleri daha sonraki ¢alismalarinda olusturduklari modelin
tekil gevseme zamanli BGK modeline gére daha kararli oldugunu ve uygulama
sahasinin genisligini ortaya koymuslarsa da, bu bélimde ele alinan tekil gevseme
zamanli BGK modeli, uygulama kolayligi ve verimliligi dolayisiyla halen en yaygin

kullanilan garpisma modellerinden biri olma 6zelligini sirdirmektedir.
3.4.1.1 BGK Boltzmann Denkleminin Ozellikleri

e Bu denklem dogrusal bir kismi diferansiyel denklemdir.
e Esitligin sol tarafi serbest akis olayini ifade etmektedir.

e Esitligin sagi ise ¢arpisma olayini ifade etmektedir.
3.48 esitligi de acgilirsa Lattice-Boltzmann denkleminin agik hali elde edilir:
filr + cidt, t + A1) — fi(r, ) = Z [0, 0) - £, D] (3.50)
T gevseme zamanli bir yerel denge dagilim fonksiyonu (fieq), ¢ozllmesi gereken

problemin tipini belirlemektedir. Bu fonksiyonun avantaji, basitligi ve pek cok farkl

fiziksel durumda sadece bir denge dagilim fonksiyonu ve kaynak terimi tanimlama
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yoluyla uygulanabilir olmasidir. Gerekli durumlarda 3.49 denklemine bir kaynak

veya dis kuvvet terimi eklemek oldukga basittir [2;3].

Lattice Boltzmann ydnteminde ¢6zim alaninin “Lattice” adi verilen hucresel
kafes/ag yapilarina boluinmesi gerekmektedir. Her bir kafes noktasinda bir arada
olduklari varsayilan hayali parcacik topluluklari (yani dagilim fonksiyonlar) yerlesik

durumdadir.

Bu pargaciklarin bazilari komsu kafes noktalarina belirlenen ydnler Uzerinden
hareket ederler. Bu kafes noktalarinin sayisi, birbirine baglanma bigimleri gibi

faktorler kafes yerlesimlerine baghdir [2;3].

3.5 Kafes Yerlesimleri

Lattice Boltzmann Yonteminde problemin ka¢ boyutlu olarak ele alindigini ve
modeldeki hizlarin sayisini gostermekte kullanilan terminoloji D,,Q,, seklindedir.
Burada “n” boyut sayisini (1-D, 2-D, 3-D gibi) m ise kullanilan hiz modelini ve
baglanti sayisini(3 baglanti, 5 baglanti, 9 baglanti gibi), ortaya koyar. Onceki
bolumlerde belirli bir ¢; hiziyla baglanti noktalari arasinda hareket ettiginden sz
edilen parcaciklar, simulasyonlarda kullanilan bu kafes yerlesimlerine bagli olarak

C ={cy,cq,.. cn} sayida hizla bu hareketleri gergeklestirirler.

Lattice Boltzmann simulasyonlarinda genelde iki boyutlu D2Q5 ve D2Q9 ile Ug
boyutlu D3Q19 ve D3Q27 gibi modeller kullaniimaktadir. Mevcut tez kapsaminda
yapilacak sayisal uygulamalarda kullanilacak olmasi ve en yaygin modellerden

birisi olmasi dolayisiyla D2Q9 (iki boyutlu, 9 hizl1) modeli kisaca ele alinacaktir.

Merkezinde bir hareketsiz nokta ihtiva eden bu modelde ek olarak 8 hiz vektori
bulunmaktadir. D2Q9 modeli ikinci dereceden yakinsakliga sahip bir model olup,
eder modeldeki hiz vektori sayisi artirilabilirse yakinsaklik derecesi daha da

yukseltilebilir. Sekil 3.6’da D2Q9 modelinin sematik gosterimi yer almaktadir:

Sekil 3.6: D2Q9 Modelinin sematik gosterimi (alintidir [3])
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Sekil incelendiginde, modelin orijin (0,0) noktasi olarak 0 numaral parcacik

alinirsa, her bir hiz vektérinin x ve y koordinatlari asagidaki sekilde olacaktir:

c;(x) ={0,1,0,—1,0,1,—1,-1,1}
c;(y)={0,010-1,11,-1,-1} (3.51)
Yani 6rnegin 1 numarali vektér ¢,(1,0) seklinde, 4 numarali vektoér c,(0,—1)
seklinde hiz vektorleri olarak tanimlanmistir. Bu vektérler agirlik faktéri (ing.
Weight Factor) adi verilen katsayilarla agirliklandirilirlar. Dagilim fonksiyonu son
tahlilde bir olasilik fonksiyonu oldugundan, bu agirlik faktorleri aslinda belirli
¢alismalar sonucunda belirlenmis ve pargcacik gruplarinin modeldeki 9 farkli

noktaya hareket etme ihtimallerine gore tespit edilmislerdir.

AQirlik faktorleri her bir hiz modeli igin farkli olmakla beraber, D2Q9 ic¢in partikul

grubunun merkezde kalabilmesi ihtimalinin agirhk faktora w, =4/9, dogu-bati-

kuzey ve guney yonlere hareketi ihtimali w,_, = 1/9 faktorayle agirliklandiriimisg,
kuzeydogu-kuzeybati-guneydogu-gineybati yonlerine hareket ihtimaline ise

Ws_g = 1/36 seklinde bir agirlik faktort belirlenmistir [13].

S0z konusu hiz vektord tanimlar (c;) ve agirlik faktorleri (w) denge dagilim
denkleminin  hesabinda kullanilan  énemli  parametreler olup, sayisal
uygulamalarda da kullanilan hiz modeline goére denge dagilim denkleminin hesabi

icin kullanilan girdi parametrelerindendirler.
3.6 Denge Dagilim Denklemi

Lattice-Boltzmann yontemini farkli problemler icin uygulayabilmenin yolu f¢4
denge dagilim denkleminden ge¢gmektedir. Lattice-Boltzmann yontemiyle difuzyon,
yatay yayllim (adveksiyon), momentum ve enerji denklemlerinin ¢dézUminde
temelde her zaman 6nceki bolimlerde deginilen genel Lattice Boltzmann denklemi
gecerlidir. Farkli problemlerin ¢6zUmunu saglayan sey, kullanilan denge dagilim

fonksiyonlarinin farkli olmasidir.

Denge dagilim denkleminin nasil turetildigine dondugumuizde, Maxwell-Boltzmann
dagilimini bir kez daha hatirlamamiz gerekir. Bir ortam icerisinde makroskobik “u”
hiziyla hareket eden pargaciklar oldugunu dusinelim. Bu durumda esitlik 3.33’te

verilen Maxwell-Boltzmann dagilim denklemi asagidaki hali alir:
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3.2
f=mme® ™ (352

Bazi matematiksel manipulasyonlarla bu esitlik asagidaki hale getirilebilir:

f= 2:/3 6—2(6)263(6.11—112)/2 (3.53)

Burada c¢? = c.c ve u? = u.u oldugu bilinen bir durumdur. e~ terimi igin Taylor

acilimini hatirlarsak:

e~ = 1—x+’;—7—’;—7+--- (3.54)

Buna gore 3.54 esitligi asagidaki gibi acilabilir:

f=Lt e +3(cuw) - 2u2+ ] (3.55)
e ' 2 )
Sonug olarak denge dagilim fonksiyonunun genel formu asagidaki hali alir:
fi¢1 = dw;[A+ Bc;.u+ C(c;.u)? + Du?] (3.56)
Burada u makroskobik akis hizi vektéru olup, A,B,C,D ise kutle, momentum ve

enerjinin korunumu denklemleri uyarinca belirlenmesi gereken sabitlerdir.

@ ise yogunluk, sicaklik veya karisim oranlari gibi sayisal buyuklUkleri temsil eder
ve tum dagihm fonksiyonlarinin toplamina esittir. Matematiksel olarak ifade etmek

gerekirse:

o = RILf 657
Burada ise n kullanilan modeldeki kafes baglantilarinin sayisini gosterir [2;3].

Yapilan g¢alismalar sonucunda D2Q9 modeli igin de bir denge dagilim fonksiyonu

turetilmistir [13] :

eq _ el 1(cew)®  1u*
fi ' =wip(x, t) [1 Tt ZCSZ] (3.58)

Burada p(x,t) katlenin korunmasi prensibi uyarinca elde edilmis yogunluk

fonksiyonunu, ¢, kafes hizini:
a=2i+2j (359)

c; mezo olgekteki kafes ses hizrni:

2 =2 (360

3At2
temsil etmektedir. u ise makroskobik hiz vektorudur:

u=ui+vj (3.61)
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Bu hiz terimlerinin birbirleriyle olan iligkilerine ve akigskanlar mekaniginin temel
korunum prensiplerinin  Lattice Boltzmann ydntemindeki yerine ileride

deginilecektir.

Esitlik 3.58 ile verilen denge dagiim fonksiyonunun ancak Mach sayisi dusuk
tutuldugunda gegerli oldugunu belirtmek gerekir. Lattice Boltzmann ydntemine
iligkin literatirde buna disiik Mach sayisi yaklasimi (ing. Low Mach Number
Approximation) adi verilmektedir. Bu durumun sebebini anlayabilmek adina Lattice
Boltzmann olgeginden Navier-Stokes 06lgegine gegisi saglayan ve Chapman-
Enskog acilimi adi verilen matematiksel yontemi uygulayarak sureklilik

yaklasiminin mezo Olgekte nasil temsil edildigini irdelemek gerekir.
3.7 Chapman-Enskog Acilimi - LBM’den Navier Stokes Denklemlerine Gegis -

Bu bdlimde yapilacak agiimi basitlestirmek adina 1 boyutlu makro difizyon

denklemi ele alinacaktir.

1 boyutlu difuzyon denklemi Kartezyen koordinatlarda asagidaki bicimde

yazilabilir:

T (xt) _ r 9°T (x,t)
at ax2

Esitlikte T (x, t) bagli degiskendir (i1s1 difizyon denklemi icin sicaklik, momentum

(3.62)

difizyon denklemi icin hiz, kutle difzyonu igin pargacik konsantrasyonu gibi). I

difuzyon katsayisi ise sabit kabul edilmektedir.

DifGzyon denklemi konumsal olarak x yerine x/e (e burada kuguk bir sayidir —
Knudsen Sayisi-) yazilmak suretiyle 6lgeklendirilebilir [3]. Islem yapildiginda

difizyon denklemi:

aT(xt) _ r €20%T (x,t)
at ax2

(3.63)

seklini alir.

Denklemin her iki tarafini da ayni buyuklik mertebelerinde tutabilmek adina t
zaman terimi de 1/62 ile dlceklendiriimelidir. Yani t yerine t/E2 yazilmahdir. iki hiz

bilesenine sahip bir boyutlu problem igin (c;,i = 1,2), sicaklik asagidaki bigcimde

ifade edilebilir:

T(x,t) = LZifiot) = il ) + foalx,t)  (3.64)
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ifadeleri basitlestirmek igin f;(x, t) yerine f; yazilabilir. Difizyon denklemi dogrusal
(lineer) oldugundan denge dagilim denklemiyle sicaklik terimini asagidaki sekilde

iliskilendirmek yanlhs olmaz:

£ =wT(x,t) (3.65)

Esitligin her iki tarafinin da toplamlari alinirsa:

Zi f;eq = T = WlT + WzT (366)

w; +w, =1 ve w; = w, oldugundan, w; = w, = 1/2’dir.

£ =wT(x,t) ve ;T =w,T(x,t) (3.67)
Ve agirlik faktorleri asagidaki iligkiyi saglamalidir:

2w, =1 (3.68)

Dagilim fonksiyonu, kiguk bir parametre olan e cinsinden yazilarak agilabilir:

[t =fO+eft +e2f2+ - (3.69)
Burada f;° denge sartlarindaki dagilim fonksiyonunu ifade etmektedir, yani £, ile

esittir. Yukaridaki esitligin terimleri toplanirsa:

STl ) =ZEAS Heft + 2 f2 4] (3.70)
fi+fo =T t) ve 2+ f = T(x,t) oldugundan, 3.27 agik denklemindeki diger

terim sifir oimalidir. Yani:

Z2f=0 (371)
Z2f2=0 (3.72)
Gulncellenmis (bir zaman adimi sonraki) dagihm fonksiyonu f; (x + c;4t, t + At),

Taylor serisi ile agilirsa asagidaki esitlik elde edilir:

2¢, 2¢, 2¢,
M‘l‘ ZMCI: +%Cici) + 0(At)3 (3.73)

- ) — f 9fi i .. 1,02
filx + ¢ At t + At) = f;(x, t) + " At + . CLAt+2At (acz pFyew

. . c 1 . €2 1 . €
Bu denkleme 6lgeklendirme uygulanirsa, yani 5; yerine —ve —— yerine —— yazilacak

olursa:

(x+ AL+ AD) = fi(x, ) + 2Lt + e Licat + 2 ae?
12 12 12 ot 9 12 2

X

0(4t)® (3.74)
Lattice Boltzmann denklemi asagidaki sekilde yazilabilir:

6402fi+26302fi ) Ezazfic.c. n
at? atox * axz Tt

filx + et t + 4t) = fi(x, ) + Z[f2(x, ) — fi(x, )] (3.75)
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Esitlik 3.73, yukaridaki denklemin igerisine yerlestirilir ve €2 mertebesi lizerindeki

terimler inmal edilirse (ikinci derece Taylor agilimi):

[ﬁ (x,t) = filx, t)] = €24 af‘ + e%cl + = ezAt(a L clcl) +0(4t?) + 0(e®) (3.76)

Burada £;° terimi aslinda feq dur. f; fonksiyonu, f; = £;° + ef," + €2f;* + --- seklinde

acilir ve yukaridaki denkleme yerlestirilirse:

—%(efil +eXfi 4 ) =22 afl + eafl c;te ( g;lci) +A;e2 a;l cic; + 0(At?) +0(e3)  (3.77)
Yukaridaki denklemin her iki tarafi da e mertebesinde esitlenirse, e mertebesindeki

terimler:

-2 f! "f; ¢ (3.78)

Daha sonra f;"’in X'e gére tiirevini almamiz gerekebilir, dolayisiyla 3.35 denklemi

x'e gore tlrevlenirse:

_AnD 0 ¢, (3.79)

T 0x ax2 Tt

€2 mertebesindeki terimler:

Sl S UL L2 (3.80)

bu denklemde(3.37) f;* teriminin xX’e gére tiirevi alinirsa:

afl azfl 9%f:°
—ff =t 2l + 22 g (3.81)

Difuzyon denkleminin (surekI|I|k anlaminda) saglanmasi icin yukaridaki denklem

tum durumlar icin (i=1 ve 2) toplanmasi gerekir:

Sl = S - e e + 20 ) (3.82)

Denklemin sol tarafindaki ilk terim sifirdir. Denklemin sag tarafindaki ilk terim ise:

af;  0Yif; @
S =50 =T (3.83)

Diger terim ise:

22f; a2 a2
S ) = (S0 el = 22 (3.84)
olur. Dolayisiyla 3.39 numarali denklem asagidaki gibi sadelestirilebilir:

o=3—‘j—(r——)g‘j (3.85)
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Elde edilen en son denklemi makro duzeydeki difuizyon denklemiyle
karsilastirdigimizda, T gevseme suresi, difizyon denkleminin difizyon katsayisiyla
asagidaki gibi iligkilendirilebilir:

At

r=t—= (3.86)
Bdylece sureklilik (Navier-Stokes) ve mezo Olgek (Lattice-Boltzmann) arasindaki

baglanti kurulur [3].

Bu bdlimde acilimi basitlestirmek adina uygulamasi en kolay denklemlerden olan
1 boyutlu difizyon denklemi ele alinmigtir ancak Chapman-Enskog analizi diger
akis tdrleri icin yapilabilir. Bu tezin uygulamalari kapsaminda izotermal
sikistirilamaz akis konusu ele alindigindan, akis karakteristigi i¢in ¢cok dnemli bir
parametre Mach sayisi ile bu agilimda kullanilan Knudsen sayisi (€ ) arasindaki

iligkiden s6z etmek gerekir.

Mach sayisi ile Knudsen sayisi arasinda asagidaki gibi bir iliski s6z konusudur
[14]:

Kkn=¢ XL (3.87)

Re 2
Burada “k” 1sil kapasite orani olup, bir maddenin sabit basingtaki isil kapasitesinin
sabit hacimdeki 1sil kapasitesine oranini ifade etmektedir. Re ise Reynolds
sayisidir. Sonug olarak Re sayisi ve kok igindeki terimler birer sabit sayiyi
vereceginden, Knudsen sayisi ile Mach sayisinin ayni mertebeden oldugu agikga

goOrulmektedir.

Chapman-Enskog analizi sikistirlamaz akiglar icin yapilirken bu defa Knudsen
saylisi yerine ayni mertebeden olan Mach sayisi kullaniimakta ve ikinci dereceden
Taylor agihmi yapildigindan, (Ma?) mertebesinin (izerindeki hata terimleri ihmal

edilmektedir.

Dolayisiyla Lattice Boltzmann yonteminde hata miktari Ma? terimiyle
iliskilendirilmektedir. Bu durumun dogal bir sonucu olarak da 6nceki bdlimde
belirtildigi Uzere Mach sayisinin dusik tutulmasina yonelik olarak yaklagimlar (Low

Mach Number Approximation) gindeme gelmektedir.
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3.8 Lattice Boltzmann Yonteminde Mach ve Reynolds Sayilari

LBM icin hata analizi yapmak, 6nceki bélumde goéruldugu Uzere kapsamli ve ¢gok
boyutlu bir acilimi (Chapman-Enskog gibi) gerektirir. Ancak hata analizinin nasil
yapildigindan daha ¢ok pratik sonuglari 6nem tasidigl i¢in bu boélimde daha

ziyade bu sonuclar ele alinacaktir.

Yapilan analizler sonucunda LBM’nin sikistirilamaz akislar s6z konusu oldugunda
yani disuk Mach sayilari igin, Navier-Stokes denklemlerini iyi temsil ettigi ortaya
konmustur. LBM’'de hatalarin Ma? terimi ile ilintili oldugundan 6nceki bolimde s6z
edilmigti. DUgUk Mach sayilari icin Navier-Stokes denklemlerinin iyi kargilanmasini

bu baglamda ele almak gerekir.

Lattice Boltzmann Yontemi’nde makroskobik akigkan viskozitesi, gevseme sikligi
(ing. Relaxation Frequency) parametresine bagli olarak asagidaki gibi tanimlanir
[2;3]:

A
V= (w—0.5) (3.88)
Burada 4x hilcreler veya kafes noktalari arasi uzaklik, At ise iki zaman adimi
arasinda gegen suredir. Pratikteki uygulamalarda 4x ve At birim buyUkluk kabul

edilmektedir.
Reynolds sayisi:

Re =UL/v (3.89)
olarak hesaplanirken, U ve L’'nin makro Olcekte sirasiyla karakteristik hiz ve

karakteristik uzunluk oldugu bilinmektedir.

Esitlik 3.88'de her iki taraf da “UL” ile bolinerek matematiksel bir manipulasyon

yapilirsa Mach sayisi veya “Lattice Mach sayis!1”:
= 2% (0 —
Ma = e (w—=0.5)Re (3.90)
seklinde elde edilir [2;3].
L/Ax degeri, karakteristik uzunluk yonundeki “N’ kafes noktasi sayisini ortaya
koyar. Ax birim uzunluk oldugu i¢in LBM uygulamalarinda genellikle L=N alinarak

islem yapilir, dolayisiyla Re = U.N/v olmaktadir. Sonug olarak bu Re sayisi makro

Re sayisindan ayirmak igin “Lattice Reynolds Sayisi” olarak da adlandirilabilir.
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Yeterli hassasiyette bir ¢6zim icin Mach sayisinin dusuk tutulmasi gerekmektedir,
dolayisiyla w veya N de@erleri duslik bir Mach sayisini temin edecek sekilde
secilmelidir. Genel olarak U'nun, LBM konusunda yapilan kararlilik ¢alismalarina

dayali olarak 0.2 birimi agmayacak sekilde secilmesi istenmektedir.

Bu tezin dogrulugu “sayisal sonuclar’ bdliminde irdelenecektir. Pratik
uygulamalarda makroskobik Reynolds sayisinin Lattice Reynolds sayisina esit
olmasi gerekir. Daha sonra U ve v degerleri ¢cozumun kararliligini saglayacak bir

aralikta olmak kaydiyla rahatlikla segilebilir.
3.9 Lattice Boltzmann Yonteminde Kiitle ve Momentum’un Korunumu

Makroskobik akiskan yogunlugu, her bir kafes noktasindaki dagilim

fonksiyonlarinin toplamina esittir. D2Q9 modeli igin makroskobik yogunluk [2;3;7]:

p=2Xk=0fi (397
olacaktir. Makroskobik momentum ise c, kafes hizlarinin dagilim fonksiyonlariyla

agirliklandiniimis ortalamalari olarak diastnulebilir [2;3;7]:

pU = Zﬁ:o frer  (3.92)
Buradan makroskobik hiz:
158
u= ;Zk=ofkck (3.93)
seklinde elde edilir.

2 Ax
C =
S 34t?

oldugunu hatirlarsak 4x ve At birim kabul edildiginde c? =§ olacaktir.

LBM'de Ax ve At’nin birim deger almasi durumunda mezo Olgekteki veya kafes
birimlerindeki “kafes ses hizi” nin sabit bir deder oldugu buradan goérulebilir:

s = % (3.94)

Kafes hizlarinin da aslinda birim hizlar oldugu dusundlirse, mezo 6lgcekteki ses

hizi ve kafes hizi arasinda asagidaki iliski kurulabilir [2;3;7]:

= Lk
Cs =5 (3.95)
Kinematik viskozitesi belli bir akiskan igin w gevseme sikhgi ise 3.88 ifadesinden

kolayca hesaplanabilir.
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3.10 Sikistinlamaz izotermal Akiglar i¢in Géziim Ydntemleri
3.10.1 Navier-Stokes Sureklilik Yaklagimi

Bilindigi Uzere, sureklilik yaklagsimi s6z konusu oldugunda makro dizeyde
akiskanlar mekanigi problemleri en genel haliyle Navier-Stokes denklemleri ile ele

alinabilir.

iki boyutlu sikistirlamaz bir akis icin Kartezyen koordinatlarda x ve y ydnlerinde

Navier-Stokes momentum denklemleri asagidaki gibi yazilir:

X momentum denklemi:

dpu | d(puu) , Jd(pvu) _ _6_p i( 6_u) i( 6_u)

ot + ox + oy ox "ax\Hax) T Moy (3.96)
y momentum denklemi:

dpv  d(puv) | d(pvv) _6_p i( 6_17) i( Q)

ot + ox ay 6y+6x ax) T ay \Hay (3.97)

Denklemlerin sol taraflari yatay yayihimi veya diger bir deyisle akigkan
partikullerinin toplam ivmelenmelerini temsil etmektedir. Denklemin sagindaki ilk
terim basing farkini, son iki terim ise viskoz etkiler dolayisiyla ortaya ¢ikan kayma

kuvvetlerini temsil etmektedir.

Bu iki momentum denkleminde u,v ve p olmak tzere 3 bilinmeyen s6z konusu gibi

gorunse de;

pu | 9pv _
ox Ty =0 (398

Sureklilik denkleminin de (3.98) saglanmasi gerektiginden 3 denklem ve 3
bilinmeyenden olusan bir sistem bulunmaktadir. Dolayisiyla bu sistem
verilebilecek baslangi¢ ve sinir kosullari igin ¢dzulebilir durumdadir. Ancak bu
denklemde basing terimi icin acgik bir ifade yer almamaktadir. Bu sebeple
sikigtirlamaz akis problemlerinin Navier-Stokes denklemleriyle ¢oéztumlerinde

sonug elde etmek igin iteratif yontemler gibi ¢ézum teknikleri kullaniimaktadir.

C6zUm igin (ilk bolimde de s6z edilen) sonlu farklar, sonlu hacimler ve sonlu
elemanlar gibi degisik sayisal yontemler kullaniimaktadir. Navier-Stokes ile ¢6zim
yapilirken kargilagilan temel iki glg¢lUk vardir; birincisi denklemin sol tarafi dogrusal
olmayan (non-lineer) bir karakterdedir, dolayisiyla sayisal kararliligi saglamak ve

sayisal difizyon denilen olayl engellemek igin bazi dnlemler almak gereklidir.
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Denklemin solundaki yatay yayilim terimlerine yakinsamak icin iki veya daha
yiiksek dereceli sonlu farklar (ing. Upwind) semalari kullanilmak suretiyle ilk
gucluk giderilebilir. YUksek dereceli semalar sayisal difuzyon sorunlarini bir nebze
giderirler fakat 6te yandan kararlilik limitini daraltabilir veya sagihim (ing.
Dispersion) etkisi getirebilirler. TiUm bu sorunlari gidermek Uzere uygulamalarda

birden fazla tedbir alma yoluna gidilmektedir [3].

Karsilagilan ikinci bir guc¢lik ise daha 6nceden bahsedildigi Gzere sikistirilamaz
akis denklemlerinde basing igin acik bir ifadenin bulunmamasidir. Dolayisiyla
¢6zum yapilirken her bir zaman adimi sonunda sureklilik denkleminin saglandigi

goralmelidir.

Bu asamada Laplace denkleminin ¢dzulmesi gerekir. Laplace denkleminin her
seferinde ¢6zulmesi ise dGnemli bir zaman almaktadir. Gergekten de Navier-Stokes
denklemlerinin ¢o6zlilmesi igin gerekli zamanin buUydk bir boéluma Laplace

denkleminin ¢dzUminde harcanmaktadir [3;7].
3.10.2 Alternatif Yaklagim -Lattice Boltzmann Yontemi-

Lattice Boltzmann denklemi dogrusal bir yapidadir, aslina bakilirsa akis
mekaniginin dogasindan kaynaklanan ve dogrusal olmayan terimler denklemin
carpismay! temsil eden tarafina kapali (ing. Implicit) olarak yerlestiriimistir.
Makroskobik ydntemdeki dogrusal olmayan vyatay yayihim terimleri LBM'de
dogrusal “serbest akis” asamasiyla yer degistirir. Navier-Stokes ¢dzlculerinde
oldugu gibi her bir zaman adimi igin Laplace denklemini ¢dzmeye gerek yoktur,
dolayisiyla ¢6zUm igin gerekli sure ¢ok daha dusuktur [2;3]. Lattice-Boltzmann
yonteminde denklemin serbest akisi temsil eden sol tarafi agik (Ing. Explicit) bir
ifadedir, clinklU her bir zaman adimi i¢in bir denklem takiminin ¢ézimunu yapmaya
gerek yoktur. Denklemin saginda yer alan c¢arpisma terimi ise kullanilan modele

gore kapali veya acik olabilmektedir.
3.10.2.1 Lattice Boltzmann Yontemiyle Sikistirlamaz Akisin Modellenmesi

Lattice Boltzmann yonteminde hangi model kullanilirsa kullanilsin  temel
denklemden de anlagilacagi Uzere akisin iki temel evreden gecerek devam ettigi

varsayilir.

33



Bu evreler birbirini izleyen serbest akis (free streaming) ve c¢arpisma (collision)
evreleridir. Merkezde bulundugu kabul edilen pargacik toplulugunun ¢evre digum

noktalarina (varsayilan) hareketleri bu eksende ele alinir.

Serbest Yayilma

Bu evrede hayali olarak tek bir pargacik gibi kabul edilen partikdl toplulugunun
denge halinde bulundugu varsayilan merkez noktasindan dagilim vektorlerinin
yonleri dogrultusunda herhangi bir engelle karsilagsmaksizin yayllmaya basladiklari
kabul edilir. Partikllerin hareketlerini temsil eden dagihm fonksiyonlari dnceki
bolumlerde  deginilen  Maxwell-Boltzmann dagilim fonksiyonundan elde
edilmektedir. Sekilde D2Q9 modeli igin serbest akis evresi sematik olarak

gOsterilmistir.

: 5 Serbest Alng ; 5
. % ! : bt T - * —

Sekil 3.7: D2Q9 Modelinde serbest akis evresi

Parcaciklar herhangi bir gcarpisma yasamadiklari i¢in bir dnceki kafes noktasindaki
dagilim fonksiyonu ile bir sonraki kafes noktasindaki dagdihm fonksiyonunun
bayukligu arasinda bir fark olmayacaktir. Matematiksel olarak gdstermek

gerekirse:

fi(r + c;At, t + At) — f;(r,t) =0 (3.99)
garg|§ma

Carpisma evresi ise ayni noktaya hareketlenmis iki pargacik toplulugunun yani bir
diger deyisle onlar temsil eden iki dagihm fonksiyonunun o noktada bulugmasi
olarak kabul edilir. Carpismanin gerceklestigi noktada bir yerel denge dagilim
fonksiyonu (ing. Local Equilibrium Distribution Function) tanimlanir ve bir araya
gelip yeni bir hayali parcacik olusturmus iki pargacik toplulugunun bu denge
noktasindan baslayarak dagilim vektorlerinin yonlerinde yeniden serbest akisa

gegmesiyle sona erer.
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Sekil 3.8: D2Q9 Modelinde garpisma evresi
Carpismanin matematiksel ifadesi:

fi(r + c;At, t + At) — fi(r,t) =2 (3.100)
Olacaktir. 2 carpisma operatdrt teriminin nasil modellendiginden (BGK) ve

Ozelliklerinden onceki bolimlerde s6z edilmistir.

BGK ile modellenmis c¢arpisma operatdoria ve dolayisiyla carpisma evresi de
eklendiginde serbest akis-carpisma evrelerini takip ederek gelisen akisin genel

denklemi bir defa daha hatirlanacagi gibi asagidaki bigimde elde edilir:

filr + cit,t + 46) — fi(r,©) = = (fi(r,) — fi(r,£))  (3.101)

3.10.3 Lattice Boltzmann ile Navier-Stokes Yontemleri Arasindaki iki Fark

Lattice Boltzmann ile Navier-Stokes yontemleri arasindaki en dnemli farklar iki

baslik altinda ele alinabilir:
3.10.3.1 Dogrusal Olmayan Taginim Terimi

Navier-Stokes denklemleri turetilirken kaginilmaz olarak ortaya ¢ikan u. Vu non-
lineer tasinim teriminin Lattice Boltzmann denkleminde bulunmamasi en temel
farklardan birisidir. Bu terim Lattice Boltzmann denklemine aslinda dogrusal bir
serbest akis (denklemin sol tarafi) olarak yerlestirilmistir ve dogrusal olmayan

kismi garpisma teriminin (denklemin sag tarafi) icerisine gizlenmis durumdadir.
3.10.3.2 Basing Terimi

Navier-Stokes yonteminde basing teriminin Laplace denkleminin ¢éztlmesi yoluyla
elde edildiginden s6z edilmisti. Lattice Boltzmann yodnteminde ise bdyle bir
zorunluluk yoktur (ilgili literatirde basing teriminin  maddenin gaz hal

denklemlerinden turetilisi yer almaktadir [7]).
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3.11 Lattice Boltzmann Yoéntemi’nde Sinir Kosullari

Akigkanlar mekanigi problemlerinin sayisal ¢ézumlerinin basarili olabilmesi igin
gerekli en kritik sartlardan birisi de sinir kosullarinin dogru bir bigimde
uygulanmasidir. Lattice Boltzmann yonteminin Navier-Stokes tabanli ¢éztcullere
gOre dezavantajlarindan birisi, sinir kosullarinin Navier-Stokes ¢déztUmlerindeki gibi
kolayca uygulanamamasidir. Lattice Boltzmann ydnteminde sinir noktalarindaki
dahili/i¢ dagilim fonksiyonlarinin dogru bir bicimde belirlenmesi gerekmektedir. Bir
diger deyisle Lattice-Boltzmann yodntemiyle ¢6zim yaparken, 6rnegin her bir
“serbest akig” evresinden sonra sinir bolgelerinin hemen yanindaki noktalar icin
dahili yogunluk dagilimlari bilinememektedir. Dolayisiyla verilen sinir kosullarinda
bu dagilim fonksiyonlarinin hesaplanabilmesi igin uygun denklemlerin belirlenmesi

gerekmektedir.

Bu bilinmeyen dagilim fonksiyonlarinin ayni zamanda akigkanin makroskobik
Ozelliklerini kargilayacak bigimde belirlenmesi sarttir. Lattice Boltzmann yonteminin
ilk kullanilmaya baslandigi gunlerden itibaren pek c¢ok c¢alismada vyeterli
hassasiyette ve mumkun olabildigince esnek sinir kosullar geligtiriimeye
calisiimistir. Literatlirde de tekrar tekrar tartisilmis ve dokimante edilmis bir cok
sinir kosulu bulunmaktadir. Bu konuda bu tez calismasinin da temel
kaynaklarindan olan [2;3;8] kitaplari kaynak gdsterilebilir. Bu bélimde bahsi gegen

kaynaklardan derlenen sinir kosullari anlatilmaya calisilacaktir.
3.11.1 Sabit Sinirlar

Kaymazlik kosulu, en basit sinir kosullarindan biri olup, en genel ifadesiyle kat
yuzey Uzerinde akiskan hizinin sifir oldugunu belirtir. LBM’'de dilimizde “yansima”
olarak ifade edilebilecek olan “Bounce-Back” prensibi, kaymazlik kogulunun gecerli

oldugu yuzeylerde akisi modellemek igin rahatlikla uygulanabilir.

Yansima denilen prensip, belirli bir konumdan sinir noktasina hareketlenen bir
parcacigin sinir olan duvara c¢arptiktan sonra ayni konumuna sahip oldugu
kafes/6rgl noktasi hizinin buylkligu ayni kalmak kaydiyla sadece hiz yona 180°
ters bicimde geri donecegi varsayimina dayanir. Yansima prensibi, LBM
simulasyonlarinda kullanilan birgok farkli sinir kosulunun aslinda 6zinU olusturur.

Yansima prensibini basarili bir bigimde uygulamanin en basit yolu s6z konusu
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geometrinin fiziksel sinirlari ile kafes/6rgu/ag yapisinin sinirlarini értustirmekten

geger [2;3].

Ornegin Sekil 3.9 incelenirse, sinir kosullari olmadiginda akiskan partikiliniin
duvara carptiktan sonra f5,f, ve f, dagilim fonksiyonlarinin ne olacagi

bilinememektedir.

)
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Sekil 3.9: Yansima sinir kosulu (alintidir [8])

2

Burada yansima prensibi uygulanirsa, bu dagilim fonksiyonlari f; = fg, fa = fo, f7 =

f= olarak tespit edilecektir.

Yapilan g¢alismalarda yansima sinir kosulunun birinci dereceden yakinsakliga

sahip oldugu tespit edilmistir [2;3;8].

Sinirlardaki bu durum teorik olarak ikinci dereceden yakinsakliga sahip oldugu
onceki bolumlerde gdsterilen Lattice-Boltzmann ydnteminin toplam yakinsaklik

derecesini, yansima uygulandiginda 2’nin altina distrmektedir.

Yansimayla ilgili bu sayisal hassasiyet sorununu giderebilmek igin bu sinir
kosulunda bazi degisiklikler dnerilmistir. Ornegin Ziegler 1993 tarihli calismasinda
fiziksel sinirlari akis alani igerisine yarim ag birimi 6lgisinde kaydirmayi énermis
ve bu 6neri literatiirde “Yari-yol yansima (/ing. Halfway Bounce-Back)” olarak yer
almistir. Bir bagka deyisle bu sinir kosulunda duvar-akiskan araylztunun akiskan
ve duvar arasindaki hucresel mesafenin vyarisinda konuslandiriimasi
dusundlmustar. Detayh bilgi icin C.Sukop-D.Thorne tarafindan yazilan “Lattice
Boltzmann Modeling- An Introduction for Geoscientists and Engineers” adl kitap

[8] incelenehbilir.

Fiziksel olarak sabit duvarlari tanimlamak igin kullanilan yansima sinir kosulunun
avantajlari ve dezavantajlarindan s6z etmek gerekirse; avantajlari arasinda

uygulamasinin oldukg¢a basit olmasi ve kutlenin korunumu prensibini saglamasi,
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dezavantajlari arasinda ise birinci dereceden yakinsakliga sahip olmasi ve

hareketli duvarlarin modellenmesinde yetersiz kalmasi siralanabilir.
3.11.2 Bilinen Bir Hizla Hareket Eden Sinirlar

Sayisal uygulamalarda bazen bir alanin sinirlari belirli bir hizla hareket halinde
olabilir. Sinirlarin  bu hareketli hali akigskana da belirli bir momentum
kazandiracaktir ki bu durumu yansimanin duragan yapisiyla agiklamak muamkan
degildir. Dolayisiyla yansima denilen sinir kosulunda bu momentum etkisini de
icerecek sekilde bazi degisiklikler yapilmasi gerekmigstir. Zou ve He 1997 yilinda
yansima kosulunu sinirlarin  normali ydnunde genigletecek bir O6neride

bulunmuslardir [15].

Bu galismada Zou ve He, sirasiyla makroskobik yogunluk ve momentumu temsil
eden 3.91 ve 3.92 denklemlerini dort bilinmeyen ve dort denklem elde etmek
amaciyla sinira normal denge kosullariyla birlikte uygulamiglardir. Burada, Sekil
3.10’da gosterildigi Uzere her bir serbest akis evresinden sonraki i¢ dagilim

fonksiyonlari bilinmeyen durumunda olacaktir.

North

West

6 2 /
ik

3 i
S
"“"l

7 s

Sekil 3.10: Serbest akis evresinden sonra sinirlardaki bilinmeyen dagilim
fonksiyonlari (kesikli gizgiler) (alintidir [3])
Ornegin kuzey (North) sinirt U = [zn] seklinde hareketli olarak tanimlanirsa,
n

yukarida s6zl edilen dortli denklem sistemi asagidaki sekilde yazilarak

bilinmeyen dagilim fonksiyonlari elde edilebilir:

pn=fith+tfi+th+tfs+fotfi+fs (3.102)
prun=fitfs+fe—fo—fs—f (3.103)
Puvn=fotfs+fo—fr—fa—fs (3.104)
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- =fH—-f" (3.105)
Burada denge dagiim denklemleri yerine Maxwell-Boltzmann genel dagilim
denklemi yazilip biraz cebirsel manipulasyonlar yapildiginda kuzeydeki hareketli

sinirin bilinmeyenleri asagidaki sekilde hesaplanmigtir [15]:

Kuzey siniri igin :

1
1+vy

o+ fi+fi+2(fa+fo+f)] (3.108)
fi=fo—2pavn (3.107)

fr=Ffs+5fi=f2) == pnvn — 3puttn  (3.108)

fo=fo=5(fi=f2) == pnn +3puttn (3.109)

Benzer gsekilde bilinen bir hiza sahip olan diger hareketli sinirlara dair

Pn

bilinmeyenler de asagidaki sekilde hesaplanir:

Guney siniri igin:

1

1-vs fothAh+ft2(+f+ )] (3.110)

Ps =

fo=fatipvs (3.111)
fo=fr+2(fi = ) +psvs +2psus (3.112)
fo=fo =5 s = fi) +2psvs —psus (3.113)
Dogu siniri igin:
pe=plfothtfit2(i+fi+f)] (3.114)
fs=fi—peue  (3.115)
fr=fs+5(s = fi) = gpette =3 peve  (3.116)

fo=fa— 2o f) = 2perte +2pve  (3.117)
Bati siniri igin:

1

St fit2(+fe+ )] (3.118)
fi=fi+2pyuy  (3.119)
fs = fr =2 (fo = f) + 1 puthy + 2puv (3.120)

fo=fo+5(fs— f) + 2oty —3pwt  (3.121)

Pw =
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Denklemler dikkatle incelendiginde, aslinda yansima denilen statik sinir
kosulunun, hareketli sinir kogulunun hiz terimleri sifir iken aldigi 6zel bir hal oldugu

goralebilir.
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4. YONTEMIN BILGISAYAR UYGULAMASI
4.1 Giris

Bu bdlimde Lattice Boltzmann ydnteminin bir hesaplamali akiskanlar mekanigi
uygulamasi olarak nasil kullanildigi Uzerinde durulacaktir. Bu tez kapsaminda
yapillan calismalarda ¢ozicu modeli olarak tek gevseme zamanli Bhatnagar-
Gross-Krook (BGK) modeli kullaniimigtir. BGK ¢arpisma operatdri modeline gore

Lattice Boltzmann denkleminin nasil yazildigini hatirlayacak olursak:

filr+ At t + 40 = fi(r,©) == (£9(r,0) — fi(r 1)) (4.1)
Bu denklemde T gevseme zamani, f°? ise denge dagilim denklemidir. Onceki
bélimde de bahsedildigi Uzere bu denklemi “serbest akis” ve “carpisma’

evrelerine ayirmak mumkunduar. Buna gore:

Serbest Akis: f;(r + ¢;At, t + At) = f;(r,t) (4.2)

Carpisma: fi(r,t + 40" = fi(r, ) + = (f S (r,6) = f,(r, 1)) (4.3)
fi(r,t + At)* terimi cgarpisma sonrasi yeni denge dagiim fonksiyonunu ifade
etmektedir. Kullanilan batin kodlarin yapilari geregi serbest akis ve c¢arpisma
evreleri ayri alt programlar icerisinde tanimlanmigtir. Dolayisiyla her bir hesaplama
basamagi icin hem f;(r,t) serbest akis denge dagdilim denklemini, hem de
fi(r,t + At)" carpisma sonrasi yeni denge dagdihm denklemini kayit altina almak

gerekmektedir.
4.2 Algoritma

Bir sonraki boélim olan sayisal sonuglar boliminde 3 farkli problemin ¢6zimu
MATLAB programi kullanilarak gergeklestiriimistir. Bunlardan kapak tarafindan
hareketlendirilmis oyuk akisi (ing. Lid Driven Cavity Flow) i¢cin A.Mohamad Lattice
Boltzmann Method [5] isimli kitabindan FORTRAN dilinde yazilmis jenerik bir kod
MATLAB diline tercume edilmis ve bazi duzenlemeler yapilarak kullaniimistir.
Kanal akisi ve basamak Uzerinden kanal akigl igin ise olan silindir izerinden kanal
akisi i¢in halihazirda var olan ve kamuya acgik bigimde yayimlanmis bir kod [16]
referans alinmis ve mevcut problemlere goére yeniden kodlama yapilarak

kullanilmigtir.
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Cozumu gergeklestirilen UG¢ problemin kodlari i¢in de benzer algoritmalar s6z
konusudur. Lattice Boltzmann ydnteminde kodlama, diger yontemlere goére daha

basittir. Genel olarak tim kodlarin algoritmasi asagidaki bigimdedir:
-C6zUm parametreleri(Girdiler)

-Ana dongu

-Denge dagilim fonksiyonunun hesaplanmasi

-Carpisma

-Serbest akis

-Sinir kosullar (sinirlardaki dagilim fonksiyonlarinin hesaplanmasi)
-Yogunluk ve hiz bilesenlerinin hesaplanmasi

-Ana déngunun sonu

-Ciktilar

4.2.1 Carpisma

Carpisma asamasinin BGK c¢arpisma operatorine goére modellenebilmesi igin
oncelikle denge dagilim fonksiyonunun bilinmesi gerekmektedir. Denge dagilim

fonksiyonu baglangi¢ kosulu olarak asagidaki sekilde tanimlanmistir:

f = zeros(9,n+1,m+1);
feq = zeros(9,n+l,m+1);

Carpisma fonksiyonu ise MATLAB yaziliminda asagidaki sekilde tanimlanmistir:

function [feq,f] = collision(u,v,f, feq,rho,omega,w,cx,cy,n,m)

Buna gore carpismadan bir zaman adimi sonraki yeni “f,," denge dagilim
fonksiyonlari ve “f” yerel dagilim fonksiyonlari, “collision” ¢arpisma fonksiyonu
tarafindan yukarida parantez iginde verilen parametreleri kullanarak
hesaplanacaktir. Verilen parametrelerin hepsi ¢6zim baslatimadan 6nce

kullanilacak baglangi¢ parametreleri olarak uygulama sayfasina giriimektedir.

Carpisma asamasinin algoritmasini anlatabilmek adina teoriye geri donus yapmak
gerekmektedir. Bhatnagar-Gross-Krook(BGK) c¢arpisma modeline goére 4.1
denkleminde verilen Lattice Boltzmann ifadesi, matematiksel manipulasyonla

asagidaki sekilde yazilabilir:

fi(x + Ax,t + At) = fi,(x, )[1 — w] + wfkeq(x, t) (4.4)
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D2Q9 modeli icin ise tek fark denge dagiim denklemine eklenen bazi terimler

olmaktadir:

u  1(ckw)? 1u?

k
£l =Wkp(x,t)[1+cc—sz+2 32 (49

Burada w;, agirlik fonksiyonlarini, ¢, terimi her bir kafes noktasindaki akigkan

hizlarini ¢, terimi ise kafes ses hizini temsil etmektedir.

Teorik bolumde daha detayli incelenen D2Q9un carpisma modeli MATLAB

algoritmasina asagidaki sekilde aktarilmigtir:

feq(k,i,j)=rho(i,J)*w(k)* (1+3*t2+4.5*t2*t2-1.5*tl);
f(k,1,j)=omega*feq(k,i,j)+(l-omega)*f(k,1i,73);

Yukaridaki kod icerisindeki ilk satir D2Q9 modeline gére 4.5 denkleminde
matematiksel olarak verilen denge dagilim fonksiyonunu ifade etmektedir.
Denklemde t2 ve t1 olarak tanimlanan terimler, g¢evirinin yapildigi fortran kodunda
“‘c” hiz terimleri yerine kullanilmis olup ayni tanimlarla MATLAB’a tercime
edilmigtir.  Ikinci satir ise BGK carpisma operatdriine goére 4.4 denkleminde
matematiksel ifadesi verilen Lattice-Boltzmann yerel dagilim denklemini temsil

etmektedir.

Bu algoritmaya godre ¢6zum basladiginda, denge dagilim ve vyerel dagilim
fonksiyonlari igin tanimlanan baslangic deg@erleri kullanilarak zaman adimlari
ilerledikge verilen D2Q9 algoritmasina gore ¢arpisma sonrasi yeni denge dagilim
ve yerel dagihm fonksiyonlari hesaplanmaktadir. Hesaplanan yeni degerler bir
sonraki zaman adiminda c¢arpisma evresi icin girdi parametresi olarak

kullanilmaktadir.
4.2.2 Serbest Akig

Serbest akigta denge dagilim fonksiyonunda herhangi bir degisim
ongorulmediginden algoritma oldukga basittir. Yapilan sey sadece bir adim sonraki
yerel dagihm fonksiyonuyla bir adim énceki yerel dagilim fonksiyonunun birbirine
esit oldugunu, bir diger deyisle lokasyonlar degistiginde dagilim fonksiyonlari
arasinda bir fark olugsmadigini ifade etmekten ibarettir. D2Q9 modelini bir kez daha

hatirlarsak:

43



Lattice Unit, Lu

Sekil 4.1: D2Q9 Modeli (alintidir [8])

Burada MATLAB ile FORTRAN arasindaki indeks farkliligindan da bahsetmek
gerekir. MATLAB'da indeksler sifir ile baslayamadigindan, D2Q9 modelinin “0”
olarak tanimlanan merkez parcacigi MATLAB’da “1” noktasi olarak gosterilmisg,
buna bagl olarak tim diger noktalarin indeksleri de birer artiriimigtir. Yani 6rnegin

sekildeki 3 numarali vektor aslinda MATLAB algoritmasinda 4 numarali vektordur.

D2Q9 modeline goére serbest akisin MATLAB’da nasil tanimlandigini koddan

alinmig bazi satirlar yardimiyla agiklamak gerekirse:

for i=1l:n
£(4,1,3)=£(4,1+1,3);

end

Burada basitge D2Q9 modelinde merkezde bulunan pargacigin 4 numarali vektor
(sekilde 3 numarali) yonunde serbest akis hareketinde bir sonraki lokasyonuyla ilk
lokasyonu arasinda denge dagilim fonksiyonu agisindan bir fark olmadigi

gOsterilmistir.

for i=1l:n
£(7,1,3)=£(7,1+1,3-1);
end

Burada da serbest akista 7 numarali vektor icin (sekilde 6 numara) parcacigin
merkez lokasyonu (i,j) ve bir sonraki hareket noktasi (i+1, j-1) arasinda denge

dagilim fonksiyonlarinin ayni oldugu ifade edilmigtir.

Tum geometri icin soldan saga, sagdan sola, yukaridan asagiya ve asagidan
yukariya serbest akis bu suretle tanimlanmis ve zaman adimlari boyunca bu

algoritma surduraimuastar.
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4.2.3 Sinir Kosullan

C6zimu yapilan problemler icin uygulanan sinir kogullari iki tarddr. Statik sinirlar
icin yansima, hareketli sinirlar igin ise Zou-He tarafindan gelistiriimis bilinen hiz

(ing. Known Velocity Boundary Condition) sinir kosullari uygulanmistir.

Statik sinir kosullar uygulama yéniinden oldukga basittir. Ornegin oyuk akisinda
kapak haricindeki statik G¢ duvar icin yansima sinir kosulu uygulanmig, kapak igin

ise bilinen hiz veya Zou-He sinir kosulu uygulanmistir.

Yansimaya ornek vermek gerekirse:

% sol duvar ic¢cin yansima
£(2,1,3)=£(4,1,3);
£(6,1,3)=£(8,1,3);
£(9,1,3)=£(7,1,3);

Yansima, duvara cgarpan pargacigin esit hiz blyukligiyle yonini 180 ° ters
cevirecedi varsayimina dayanan bir sinir kosuludur. Diger statik duvarlar icin de

D2Q9 modelinin yansima sinir kogulu uygulanmistir.

Hareketli kapak icin ise dnceki bolumde detaylari agiklanan bilinen hiz sinir kosulu

uygulanmigtir. Buna gore kapak icin MATLAB’da asagidaki kisimlar eklenmistir:

for i=3:n+1

rhon=Ff (1,1,m+1)+£(2,1i,m+1)+£ (4,1, m+1)+2% (£(3,i,m+1)+£ (7,1, m+1)+£ (6,1, m+1));
£(5,1,m+1)=Ff(3,1i,m+1);
£(9,1,m+1)=£f(7,1i,m+1l)+rhon*uo/6;
£(8,1,m+1)=f(6,1i,m+1l)-rhon*uo/6;

end

Burada dongunin ikinci satiri, dagilim fonksiyonlarinin toplaminin yogunlugu
verecegini, 3,4 ve 5. satirlar ise bilinen hiz sinir kosulunu ifade etmektedir. Bu sinir

kosuluna iligkin detaylar teorik bolimde ele alinmistir.
4.2.4 Yogunluk ve Hiz Bilesenlerinin Hesaplanmasi

Cozumlerin sikistirlamaz bir modelde gercgeklestirilecektir. Ve teorik bolumdeki
kitle ve momentumun korunumu bahsinde dedinildigi Uzere aslinda Lattice-
Boltzmann ydnteminde dagihm fonksiyonu denilen parametrelerin toplami makro
dizeyde yogunluga karsilik gelmektedir. Bu durum MATLAB’da asagidaki sekilde

anlatilmigtir:
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function [rho,u,v]=rhouvvl (f,rho,u,v,cx,cy,n,m)

for j=l:m+1
for i=l:n+1
ssum=0;
for k=1:9
ssum=ssum+f (k,i,J);
end
rho (i, j)=ssum;
end
end
for i=2:n+1

rho(i,m+1)=f (1,1, m+1)+£(2,1i,m+1)+f (4,1, m+1)+2* (£(3,1,m+1)+£(7,1i,m+1)+f (6,1, m+1l
));

end

u ve v hiz bilesenlerinin hesaplanmasi ise D2Q9 modelinde baslangi¢ta merkez
parcacigin hizinin sifir oldugu ve 9 noktaya dagilan -veya dagilma olasiligi olan-
parcaciklarin toplam vektorel hizlarinin da sifir olacagr varsayimiyla soyle

gerceklestiriimistir:

for i=2:n+1
for j=2:m
usum=0;
vsum=0;
for k=1:9
usum=usum+f (k,1i,j) *cx (k) ;
vsum=vsum+f (k,1i,3) *cy (k) ;
end
u(i,j)=usum/rho (i, 7);
v(i,J)=vsum/rho(i,J);
end
end

4.2.5 Ana Donglniun Sonu

Ana algoritma ise kullanilan batin kodlar igin prensipte aynidir. Belirli bir zaman
adimi sayisi belirlenir ve bu girdi parametresi olarak verilir. Daha sonra sirasiyla
gcarpisma, serbest akis, sinir kosullari ve yogunluk-hiz igin yazilan alt programlar
¢agirilarak bu zaman adimi tamamlanana kadar bir dongu igerisinde ¢6zim

gergeklestirilir. CozUmuUn gergeklestirildigi ana algoritma asagida verilmistir:

for kk = l:mstep %Ana dongi
[feq,f] =
collesionvl (u,v, £, feq, rho, omega,w,cx,cy,n,m) ;
f = streamingvl (f,n,m);
f = sfboundvl (f,n,m,uo0);
[rho,u,v]=rhouvvl (f, rho,u,v,cx,cy,n,m);
end
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Ana dongu tamamlandiktan sonra istenilen sonug ciktilarinin alinabilmesi igin
ayrica MATLAB programi igerisinde belirli duzenlemeler yapilmistir. DAngu
sonucunda akig fonksiyonunun (ing. Stream Function) hesaplanmasi igin ayri bir

kod vyazilmigtir.  Ayrica goruntulemeye iligkin bazi ayarlamalar da
gerceklestiriimistir.
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5. SAYISAL GOZUMLER

Bu bolimde Lattice Boltzmann Metodu kullanilarak yapilan ¢ézimlerden alinan
sayisal sonuglar sunulmaktadir. Elde edilen sayisal sonuglar kanal akisi igin
analitik sonuglarla, diger problemler igin ise literatirde konvansiyonel yontemler
(sonlu hacimler, sonlu farklar gibi) kullanilarak alinan sonuglarla karsilastiriimistir.
Alinan sonuglardan, sikistirlamaz akiglarda Lattice Boltzmann ydnteminin
¢6zUmin yapildigi Reynolds sayilar igin yeterli hassasiyette c¢iktilar verdigi
anlasiimistir. Yapilan galismada Hesaplamali Akigkanlar Dinamigi’nin iki boyutlu 3

temel problemi Gzerinde durulmustur:

i- Kapak tarafindan hareketlendirilen oyuk akisi (ing. Lid Driven Cavity Flow) -
metin igerisinde bundan sonra kisaca oyuk akisi olarak anilacaktir-,

ii- Kanal Akigi (ing. Channel Flow),

ii- Basamak Uzerinden Kanal Akisi (Ing. Backward Facing Step Flow).

Bunlardan oyuk akigi problemi ayri bir konu olarak ele alinmistir. Kanal akisi ile
basamak Uzerinden kanal akisinin girdi parametreleri ve fizikleri benzer
oldugundan, dncelikle kanal akigi Uzerinde gevseme parametresi, sayisal ag/kafes
yapisi (ing. Mesh/Grid/Lattice), zaman adimlarinin (ing. Time Step) sayisi gibi
parametrelerin etkisi incelenmis, daha sonra elde edilen sonuglara gére basamakli

kanal akisi i¢cin ¢o6zUm ayarlari yapilmigtir.
5.1 Kapak Tarafindan Hareketlendirilen Oyuk Akisi

Oyuk akisi problemi aslen iki boyutlu kare bir oyuk icerisinde gergeklesen viskoz
bir akistir. S6z konusu kare oyuk igerisinde yer alan sikistirilamaz akigkan karenin
ust kenari konumunda olan ve sabit bir hizla bir yone hareket eden kapak
vasitasiyla hareketlendiriimektedir. Problemin sematik gorintlisu Sekil 5.1°de yer

almaktadir.
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Sekil 5.1: Kapak tarafindan hareketlendirilmis oyuk akisi

Oyuk akigi problemi Hesaplamali Akigkanlar Mekanigi'nin en temel
problemlerinden biridir. Bu probleminin teorik dnemi, oyuk igerisinde gerceklesen
hareketler sayesinde kendi igerisinde kapali ve kararli ayri akis bélgelerinin (ing.

Vortex) olusmasindan ileri gelmektedir.

Problemin sayisal ¢ézimunde geleneksel olarak en c¢ok kullanilan ydntemler
arasinda, sikistirlamaz Navier-Stokes denkleminin multi-grid, sonlu elemanlar ve
sonlu hacimler gibi teknikler kullanilarak alt parcalara ayrilip ¢6zilmesi
siralanabilir. LBM kullanilarak gergeklestirlen mevcut calismada yer alan
¢6zimden elde edilen sonuglar, bu konuda yapilmis en 6nemli ve temel ¢calismalar
arasinda yer alan Ghia ve digerlerinin 1982 tarihli [17] multi-grid sema kullanilan

calismasinin sonuglariyla kargilastiriimistir.

Ghia ve digerlerinin galismasinda oldugu gibi mevcut ¢alismada da Re=100, 400,
1000, 3200, 5000 ve 7500 gibi gorece genis bir aralikta yer alan farkli Reynolds
sayllari i¢in sonuglar alinmistir. Elde edilen sonuglardan merkezi vorteksin

konumu, hiz profilleri ve akis fonksiyonlarinin gértntuleri bu bélimde sunulacaktir.
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5.1.1 Sinir Kosullari

Oyuk akisl igin kullanilan sinir kosullari karmasik degildir. Kare boglugun Gzerinde

sabit hizla hareket eden bir kapak ve bu kapakta kaymazlik (ing. No Slip) kosulu

s6z konusudur. Diger duvarlar da statik olup x ve y yonlerinde hizlari sifirdir.

Ayrica sinir bolgeleri olan duvarlar ve kapakta sirasiyla onceki bolumlerde

detaylica ele alinan yansima (statik) ve hareketli sinir kogullari uygulanmigtir.
u=sabit,v=0

v

u=0 u=0
v=0 v=0

u=0,v=0
Sekil 5.2: Oyuk akisi igin sinir kosullari
5.1.2 Girdi Parametrelerinin Belirlenmesi

Onceki bélimlerde Lattice Boltzmann Yéntemi'nin yapisi geredi (diisik Mach
sayisi yaklagsimi dolayisiyla) goérece dusik Reynolds sayilarinda ve sikistirlamaz

akiglarda Navier-Stokes denklemlerini iyi temsil ettiginden s6z edilmisti.

Mach sayisinin diasuk tutulmasina iliskin kisittama dolayisiyla (bu durum
literatirde sikistirlabilirlik etkisi - Compressibility Effect — olarak adlandirilmaktadir)
LBM ile yapilan ¢cdzimlerde elde edilecek sonuglarin hassasiyeti (ing. Accuracy)

icin u=0.2 birim'den fazla bir baslangi¢ hizi kullaniimamaktadir [2;3].

Ayni sekilde w gevseme parametresi Uzerine yapilan cgalismalarda da [2]
0,6<w<1,9 araligi kararli bir ¢ézim ig¢in uygun aralik olarak tespit edilmigtir.
Yontemin teorisinde gevseme parametresi degerinin direkt olarak kinematik
viskoziteyle iligkilendirildigi dusunalurse, ilgili kararllik araliginda (0,6<w <1,9)
kalabilmek icin viskozite degerinin de belirli bir aralikta tutulmasi gerekliligi

dogmaktadir.
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Mevcut calismada da s6z konusu araligin disinda ¢ézimler denenmis ancak,

gegerli sonuglar elde edilememis ve ¢bzimler tamamlanamamigtir.

So6zu edilen kisitlamalardan dolayi Lattice Boltzmann yonteminin uygulamalarinda
girdi hizi ve kinematik viskozite i¢in bir optimizasyon yapma imkani ancak sinirli

bicimde mumkuandur.

Re sayisinin oyuk problemi igin:

Re =*2= (5.1)
Seklinde hesaplandigi dusundlirse, belirli bir Reynolds sayisindan (6rnegin
Re=100) nispeten daha yuksek Re sayilarina ¢ikilabilmesi igin kapak hizi ve
kinematik viskozite icin mimkun olan optimizasyon yapildiktan sonra geriye kapak
boyutunu, dolayisiyla da kafes noktasi sayisini artirmaktan bagka secgenek
kalmamaktadir. Mevcut durumda kare geometriyi korumak adina bosluk derinligi
yonundeki nokta sayisi da artinimahdir. Bu da daha fazla hesaplama suresi
anlamina gelmektedir. YUksek Re sayilari igin artan kafes noktasi sayisina bagli
olarak karsilasilan bu hesaplama suresi problemini agmanin yolu olarak literatirde

islemci paralelizasyonunu 6neren bazi ¢alismalar mevcuttur [18].

Zaten Lattice Boltzmann yonteminin en O6nemli avantajlari arasinda - Parallel
Computing - denilen islemci paralelizasyonuna diger sayisal yontemlere kiyasla
kolaylikla olanak saglamasi ilk siralarda yer almaktadir. Boylece ¢ok daha hizli
¢6zumun muamkdn olabildiginden ve islem sdrelerinin hayli kisaldigindan ilgili

calismalarda ornekleriyle bahsedilmektedir [18].

Mevcut calismada elde edilen sonuclarin sayisal ag(kafes) yapisindan bagimsiz
olup olmadiginin ve referans alinan deneysel ve teorik ¢calismalara en yakin sonug
veren hlcre sayisinin tespiti amaciyla Re=100,400 ve 1000 sayilari igin yonelik bir
calisma gercgeklestiriimigtir. Ek olarak yine ayni Reynolds sayilari igin zaman adimi

sayisinin etkileri de incelenmistir.
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5.1.3 Goézumiin Zaman Adimi ve Ag Yapisindan Bagimsizligi
5.1.3.1. Re=100

Kapak boyu ayni zamanda x yonundeki kafes noktasi sayisina esit oldugundan

(L=N), hicresel Reynolds sayisi (ing. Lattice Reynolds Number) [3] :

Re =% (5.2)
seklinde hesaplanmaktadir. Re = 100’de 6ncelikle kafes noktasi/hiicre sayisi
N=100 sabit olmak Uzere kapak hizi u, = 0,2 birim ve kinematik viskozite v = 0,2
birim igin farklh zaman adimi degerleri ile zaman adimi galismasi yapilmistir.
Referans c¢ikti olarak merkezde yer alan vorteksin x ve y koordinatlari
incelenmigtir. Re = 100 igin akis gizgilerine dair alinan sonuglar $ekil 5.3'te ve
referans c¢ikti olarak incelenen zaman adimina bagl koordinatlar Cizelge 5.1’de

yer almaktadir:

Ana
Vorteks’in
Merkezi
(x=0,616,
y=0,744).

Uglincil
Vorteks

ikincil
Vorteks

Sekil 5.3: Re = 100 igin akis gizgileri ve vorteksler

Zaman Adimi Calismasi

Cizelge 5.1: Re=100 Farkli zaman adimi degerleri icin merkezi vorteks'’in

koordinatlari

Re 100/ Ag x Koor. y Koor. x % Hata y % Hata
100x100

Adim 40000 0,63 0,76 % 2,07 % 3,49
Adim 60000 0,62 0,75 % 0,45 % 2,12
Adim 80000 0,62 0,74 % 0,45 %0,76
Adim 100000 0,62 0,74 % 0,45 %0,76
Adim 120000 0,62 0,74 % 0,45 %0,76
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Ghia ve digerlerinin 1982 tarihli c¢alismada merkezi vorteksin koordinatlari
(x=0,6172 y=0,7344) olarak verildiginden, hata oranlari bakimindan son Ug¢
sonucun da kabul edilebilir seviyede oldugu degerlendirilebilir. Re=100 igin
harcanan islem suresi nispeten kisa oldugundan, 100000 adim sayisi yeterli kabul

edilmis hicre(kafes noktasi) sayisi ¢alismasi icin kullaniimistir.

Hiicre Sayisi Calismasi

Bu boélimde bir énceki sonuglar dogrultusunda 100000 zaman adimi kullanilarak

cesitli ag yapilariyla ¢géztmler gergeklestiriimigstir.

Reynolds ve Mach sayilarinin sabit tutulabilmesi amaciyla kapak hizi aynen
korunurken, her ag yapisi igin Re=100'0 saglayacak sekilde kinematik viskozite
degistiriimistir.  x ve y yonlerindeki kafes noktasi sayilari haric tum girdi

parametreleri sabit tutulmustur. Sonuclar asagida yer almaktadir:

Cizelge 5.2: Re=100 Farkli hucre sayisi degerleri icin merkezi vorteks’in

koordinatlari

Re 100/ Adim x Koor. y Koor. x % Hata y % Hata
100000
10x10 0,7 0,8 % 13,4 % 8,90
25x25 0,64 0,76 % 3,69 % 3,49
50x50 0,64 0,76 % 3,69 % 3,49
125x125 0,616 0,744 % 0,19 % 1,31

Tam sayisal yontemlerde genel bir dogru olarak ag/kafes yapisi kabadan inceye
dogru gittiginde yani birim alandaki hdcre sayisi arttiginda - yuvarlama hatalari
(ing. Round-off Errors) sonuglari etkileyecek bir diizeye ulasmadigi miiddetce -
elde edilen sonuclarin daha iyiye gitmesi beklenir. Yapilan ¢alismanin sonuglarina

bakildiginda da bu beklentinin karsilandigi1 goriimektedir.

Ghia ve digerlerinin galismasinda merkezi vorteksin koordinatlari i¢in (x=0,6172
y=0,7344) degerleri verilmistir. Mevcut ¢alismada ise referans sonuglara en yakin
degerlerin toplam 15625 (125x125) hicre sayisi igin (x=0,616 y=0,744) seklinde

elde edildigi gortlmektedir.

Yukarida s6zU edilen genel prensip geregi daha fazla hiicre sayisi ve buna bagli

olarak daha fazla adim sayilarinin kullaniimasiyla sonuglarin belirli bir noktaya
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kadar daha iyiye goturllebilecegi varsayimi vyapilabilir, ancak elde edilen
sonuglarin da %1 civarinda hata duzeylerinde (x koordinati igin %0,19, vy
koordinati igin %1,31) oldugu goéruldigunden 125x125 ag yapisi ve 100000 adim

sayisiyla elde edilen ¢6zim yeterli kabul edilmigtir.
5.1.3.2 Re=400

Reynolds sayisini 4 katina gikarabilmek igin x ve y yonundeki kafes noktasi/hlcre
sayisini 4 katina c¢ikarmak ¢6zim slresini ¢ok uzatacagindan Re=100 igin
kullanilan v=0,2 kinematik viskozite degeri dortte birine indirilip farkh adim sayilari
kullanilarak bu durumun sonuglari etkileyip etkilemedigi sorgulanmigtir. Re=400
icin akis cizgilerine dair alinan sonuclar Sekil 5.4'te ve farkli zaman adimlarina

gore merkezi vorteksin koordinatlari Cizelge 5.3’'te yer almaktadir:

Ana
Vorteks’in
Merkezi
(x=0,56
y=0,608)

Uglincil
Vorteks

ikincil
Vorteks

Sekil 5.4: Re=400 igin akis gizgileri ve vorteksler

Zaman Adimi Calismasi

Cizelge 5.3: Re=400 Farkli zaman adimi degerleri igin merkezi vorteks'’in

koordinatlari

Re 100/ Ag x Koor. y Koor. x % Hata y % Hata
100x100
Adim 5000 0,59 0,64 % 6,36 % 5,70
Adim 10000 0,56 0,62 % 0,96 % 2,39
Adim 40000 0,56 0,61 % 0,96 % 0,74
Adim 60000 0,56 0,61 % 0,96 % 0,74
Adim 80000 0,56 0,61 % 0,96 % 0,74
Adim 100000 0,56 0,61 % 0,96 % 0,74
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Ghia ve digerlerinin 1982 tarihli ¢calismasinda Re = 400 igin (x=0.5547 y=0,6055)
seklinde verilen merkezi vorteks koordinatlarina kiyasla hata orani bakimindan
40000 adim ve sonrasinda en yakin sonuglarin elde edildigi ve bu adim

sayisindan sonra sonuglarin degismedigi anlasiimaktadir.

Hiicre Sayisi Calismasi

Onceki bélimde oldugu gibi burada da belli bir adim sayisi (100000) igin farkl
hlcre sayilari ve dolayisiyla kapak boyutlari i¢in ¢ézumler yapilmigtir. Re=400’ln
saglanmasi icin her durumda farkli kinematik viskoziteyle ¢dzUmler

gerceklestirilmistir.

Cizelge 5.4: Re=400 Farkli hucre sayisi degerleri icin merkezi vorteks’in

koordinatlari

Re 100/ Adim x Koor. y Koor. x % Hata y % Hata
100000
25x25 0,56 0,64 % 0,96 % 5,70
50x50 0,56 0,62 % 0,96 % 2,39
100x100 0,56 0,61 % 0,96 %0,74
125x125 0,56 0,608 % 0,96 %0,41

S6z konusu ¢ozumler arasinda Ghia ve digerlerinin 1982 tarihli galismasinda
Re=400 icin yer alan (x=0.5547 y=0,6055) datasina en yakin sonuglar 125x125
hicre yapisi kullanilarak elde edilmigtir. Hata oranlari Cizelge 5.4’de goruldugu
Uzere sirasiyla %0,96 ve %0,41 seklindedir. Bu sonuglarin zaman adimlari daha
da artirildiginda degisip degismedigi de sorgulanmistir ve sonuglarin degismedigi

anlasiimistir:

Cizelge 5.5: Re=400 125x125 hucre yapisi igin artan zaman adimlarina gore

merkezi vorteks'in koordinatlari

Re=400/ Ag 125x125 x Koor. y Koor.
120000 0,56 0,608
200000 0,56 0,608
300000 0,56 0,608
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5.1.3.3 Re=1000

Re=1000 icin kapak hizi sabit olmak Uzere v = 0,02 kinematik viskozite dederi ile

¢6zum yapilmis Sekil 5.5 ve Cizelge 5.6’da goérulen sonuglar elde edilmistir:

Ana
Vorteks’in
Merkezi
(x=0,535
y=0,568)

ikincil Uglincil
Vorteks

Vorteks

Sekil 5.5: Re=1000 icin akis ¢gizgileri ve vorteksler

Zaman Adimi Calismasi

Cizelge 5.6: Re=1000 Farkli zaman adimi degerleri igin merkezi vorteks'’in

koordinatlari

Re 100/ Ag x Koor. y Koor. x % Hata y % Hata
100x100

Adim 5000 0,59 0,64 % 11,05 % 13,78
Adim 10000 0,56 0,62 % 5,40 % 10,22
Adim 40000 0,54 0,57 % 1,64 % 1,33
Adim 60000 0,54 0,57 % 1,64 % 1,33
Adim 80000 0,54 0,57 % 1,64 % 1,33
Adim 100000 0,54 0,57 % 1,64 % 1,33

Referans c¢alismada Re=1000 icgin verilen koordinatlar (x=0.5313 y=0,5625)
seklindedir. 40000 adim sayisindan itibaren referansa en yakin sonuglar elde

edilmig ve bu sonugclar artirilan zaman adimlariyla degismemistir.
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Hiicre Sayisi Calismasi

Cizelge 5.7: Re=1000 Farkli hucre sayisi dederleri icin merkezi vorteks’in

koordinatlari

Re 100/ Adim Sayisi | x Koor. y Koor. x % Hata y % Hata
100000*
50x50 0,54 0,58 % 1,64 % 3,11
100x100 0,54 0,57 % 1,64 % 1,33
125x125 / Adim
Sayisi 400000* 0,532 0,567 % 0,13 % 0,8

100000 zaman adimi kullanilip ag yapisi veya bir bagka deyisle ¢éziindirliik (ing.
Resolution) sikilagtinlarak hlcre sayisi artirildiginda Ghia ve digerlerinin 1982
tarihli caligmasinda Re=1000 i¢in yer alan (x=0.5313 y=0,5625) datasina en yakin
sonuglar 200x200’ltk ag yapisi kullanilarak elde edilebilmistir. Ancak bu noktada
ag yapisi
artinldigindan, adim sayisi da 4 kat artiriimigtir. Aksi halde olusacak yeni durumda

hicre sayisi bir o6nceki olan 100x100’lk duruma goére 4 kat
kullanilan hicre miktarina gore adim sayisi yetersiz kalacagindan sonugclarin bu

hassasiyet dizeyinde alinmasi ge¢mis c¢alismalardan da anlasildigi Gzere
mumkin olmayacak idi. Cizelge 5.7°’de goruldigu Uzere hata oranlari x koordinati

icin %0,13 y koordinati igin ise %0,8 dlzeylerindedir.
5.1.3.4 Re=3200

Re=3200 igin 160x160 numerik ag yapisi, kapak hizi u, = 0,2 birim ve kinematik
viskozite v =0.01 birim ve adim sayisi 200000 olmak uUzere bir ¢6zim

gerceklestiriimistir. Elde edilen sonug asagida yer almaktadir:

Gelismekte
olan
Dérdiincal Ana
Vorteks Vorteks'in
Merkezi
(x=0,522,
y=0,547)
ikincil Ugtincdil
Vorteks Vorteks

Sekil-5.6: Re=3200 igin akis gizgileri ve vorteksler
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Sonug olarak ana vorteksin merkez koordinatlari (X=0,522 Y=0,547) seklinde elde
edilmistir. Ghia ve digerlerinin 1982 tarihli ¢galismasinda bu Reynolds sayisi igin
merkez vorteksin koordinatlari (X=0,5165 Y=0,5469) olarak verilmigtir. Elde edilen
sonu¢ X ve Y koordinatlari i¢in Ghia’'ya gore sirasiyla %1,06 ve %0,02 hata
oranlari igermektedir. Ayrica Re=3200 igin akis ¢izgileri ve vorteksler
incelendiginde, Re=100'den itibaren goérilen ana vorteks ve kare bigimindeki
oyugun sol ve sag alt késelerinde yer alan ikincil ve Gguncul vortekslere ek olarak

dérduncul bir vorteksin gelismeye basladigi agikga gorulebilmektedir.

Onceki bélimlerde gérildigu Gizere kafes/hiicre yapisi daha da sikilastirip zaman
adimi sayisi artirilirsa sonuglarin iyilestirilebilme olasiligi vardir. Ancak 1000°’den
sonraki gorece yluksek Reynolds sayilari igin bu islemler ¢ok daha fazla ¢6zim
suresi ve islem anlamina geleceginden 3200,5000 ve 7500 igin kullanilan ag
yapilari ve zaman adimi sayilari kabul edilebilir ¢iktilar verdigi sirece sonuglar

yeterli goérulup kayit altina alinmstir.
5.1.3.5 Re=5000
Re=5000 igin 250x250 kafes/hlcre yapisi, kapak hizi u, = 0,2 birim ve kinematik

viskozite v =0.01 birim ve adim sayisi 300000 olmak uUzere bir ¢6zim

gerceklestirilmistir. Elde edilen sonug Sekil 5.7°’de gortlmektedir:

Dérduncal
Vorteks
Ana

Vorteks'in

Merkezi
(x=0,5179,
y=0,5378)

ikincil Ugtincdil
Vorteks Vorteks

Sekil 5.7: Re=5000 igin akis gizgileri ve vorteksler

Merkezi vorteks’in koordinatlari (x=0,5179 y=0,5378) seklinde elde edilmis olup,
Ghia ve digerlerinin 1982 tarihli sonuglariyla (x=0,5117 y=0,5352) x koordinati i¢in
%1,2 y koordinati igin %0,49’luk hata ylzdeleriyle uyum igerisinde oldugu
gorulebilmektedir. Ayrica artan Reynolds sayisiyla diger vortekslerin ilerleyisine

paralel olarak dérduncul vorteksin de gelisimini surdirdugu gézlenmektedir.
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5.1.3.6 Re=7500

Oyuk akigi icin son calisma Re=7500 seviyesinde gercgeklestirilmistir. 375x375
hicrelik ag yapisi, kapak hizi uo=0,2 birim ve kinematik viskozite v = 0,01 birim

olmak Uzere 675000 adim sayisiyla elde edilen sonug Sekil 5.8’de yer almaktadir:

Dorduincil Ana
Merkezi
(x=0,515,
y=0,5333)
i Uglincil
,— Vorteks
ikincil
Vorteks Besincil Vorteks

Sekil 5.8: Re=7500 igin akis gizgileri ve vorteksler

Sonuglar incelendiginde merkezi veya ana vorteksin koordinatlarinin (x=0,5133
y=0,5319) seklinde elde edildigi, bu sonuglarin da Ghia ve digerleri (x=0,5117
y=0,5322) ile sirasiyla %0,3 ve %0,06 yluzde hatalar ile uyum igerisinde oldugu
gorulmektedir. Akis cizgileri ve vortekslerin durumuna bakildiginda da sonucun
Re=7500 igin literatirdeki c¢alismalarla paralellik arz ettigi ve Uguncul vorteksin
altinda yeni bir vorteksin daha olustugu anlasilmaktadir. Merkezi vorteksin
konumuna iligkin elde edilen - literatire en yakin - sonuglar toplu olarak tek bir

grafik halinde Sekil 5.9'da sunulmustur:

Ana Vorteksin Merkezi - Reynolds Sayilarina Gore

0,75
073 Re=100%y

0,71
0,69
0,67
0,65
0,63
0,61 e ® Mevcut GCalisma
0.59 B Ghia 1982

0,57
0,55

&
0.53 .Q‘ RE=5000
’ RE=7500
0,51

Y-Koordinatlari

Re=3200 B RE=1000

0,5 0,51 0,52 0,53 0,54 0,55 0,56 0,57 0,58 0,59 0,6 0,61 0,62 0,63

X-Koordinatlari

Sekil 5.9: Tum Reynolds sayilari igin ana vorteksin merkez koordinatlari
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5.1.4 Oyuk Akisi Problemine Dair Elde Edilen Diger Sonuglar
5.1.4.1 Hiz Profilleri

Oyuk akisi problemi icin literatirde yer alan bir diger karakteristik sonug ¢iktisi ise,
boslugun geometrik merkez noktasinda farkli Reynolds sayilari i¢in hiz
bilesenlerinin (u ve v hizlan) sirasiyla dikey ve yatay yonlerdeki profilleridir.
Calismanin yapildigi Re=100, 400, 1000, 3200, 5000 ve 7500 sayilari igin
boslugun geometrik merkezinde dikey ve yatay yonlerdeki normalize edilmis hiz
profilleri (v/uy vs x ve u/uy vs y) ¢ikarilmig ve Ghia ve digerlerinin 1982 tarihli

sonuglariyla karsilastiriimistir.

Re 1000’e kadar geometrik merkezde v-hiz profili

Re=1000'e kadar geometrik merkezde v hiz profilleri

0,6

0,4

0,2 B Ghia 100

® Ghia 400
A Ghia 1000
Re=400
Re=1000
Re=100

v-Hizlan
o

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 5 70 75 80 85 90 00

-0,2

AN
\X</

-0,6

X Koordinatlari

Sekil 5.10: Re=100,400 ve 1000 igin geometrik merkezde v hiz profilleri

Sekil 5.10'da da goéruldugu Uzere nispeten disuk Reynolds sayilari olarak
nitelendirebilecegimiz Re=100, 400 ve 1000 igin geometrik merkezdeki v hiz
profilleri, Ghia ve digerlerinin 1982 tarihli ¢galismasindaki hiz profilleriyle yakin bir
uyum gostermektedir. Bu, LBM'nin disik Reynolds sayilarinda Navier-Stokes

denklemlerini iyi temsil ettigi tezini destekleyen bir bulgudur.
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Reynolds sayisi yukseltilirken Mach sayisinin sabit tutulmasi amaciyla kapak
hizinin hep sabit tutulup yalnizca kinematik viskozitenin dusiruldiginden daha
onceki bolumde s6z edilmisti. Re=1000 Uzerindeki tUm Reynolds sayilarinda
(3200,5000 ve 7500) kinematik viskozite, gevseme parametresinin kararliliga
iligkin literaturde yer alan 0,6<w<1,9 arahiginin st sinin olan 1.9 civarinda
kalinabilmesi adina v = 0,01 birim olarak sabit tutulmus, ancak her bir Reynolds

sayisi icin farkli sayisal ag/hucre yapilari uygulanmistir.

Daha 6nce de s6zlU edilen genel bir dogru olarak siki ag yapisinda sonuglarin
referansa daha yakin olmasi beklenilebilir, ancak burada Reynolds sayisi
yukseldikge literatir sonuglari ile LBM sonuglari arasindaki farkin agilmaya

basladigi goriimektedir.

LBM icin bu durumun sebebi olarak, kinematik viskozite sifira dogru gittiginde non-
lineer kararsizhgin (ing. Non-Linear Instability) artmasi gosterilebilir [2;3].
Reynolds sayisi 1000 ve altinda iken nispeten daha yuksek kinematik viskozite
degerleri (100 igin v = 0,2, 400 igin v = 0,05, 1000 igin v = 0,02) kullanilmigtir. Re

1000 sonrasinda ise v = 0,01 olarak sabit tutulmustur.

Bu gorusu destekleyici deneysel gdzlem olarak, Re=100 ve 1000 igin kinematik
viskozite hari¢ tim parametreler sabit tutularak ¢ézimler gergeklestiriimis ve elde
edilen sonuglardan kinematik viskozite azaldikca elde edilen sonuclarla literatlr
sonuglari arasindaki farkin acgilmakta oldugu goérulmustir. Bu gelismeye iligkin

tablo cizelge 5.8’de yer almaktadir:

Cizelge 5.8: Farkli kinematik viskozite degerleri icin mutlak hata miktarlan

Re Merkezdeki U Mutlak Mach Hiicre Adim Kinematik
Sayisi hizi Hata Sayisi Sayisi Sayisi Viskozite
100 -0,20891 0,00310 0,3464 15625 100000 0,25
1000 -0,06884 0,00804 0,3464 15625 100000 0,025

Buradan hareketle kinematik viskozite azalmasinin non-lineer/dogrusal olmayan
kararsizligr artirdigi 6ne surulebilir. Ancak degisen bir diger fiziksel parametre de
Reynolds sayisi olmaktadir. Reynolds sayisi yukseldiginde problemin fiziginde
degisimler olacagindan yani kare bigimli oyugun igcerisinde gerceklesen hareketler
de farklilagsacagindan mevcut hicresel ag yapisinin Reynolds sayisi yukseldikge

fiziksel olaylarla eslesmede yetersiz kaldigi da dugsunulebilir.
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Re=1000’e kadar geometrik merkezde u-hiz profili

Re=1000'e kadar geometrik merkezde u hiz profilleri

1
T

c m//
8
= 60 Re=100
g 605
T Re=400
o AD. =
Q 40 Re=1000
30 B  Ghia 100
> é "
20 ® Ghia 400
S E ! ® Ghia 1000

-0,50 -0,40 -0,30 -0,20 -0,10 0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00 1,10

u-Hizlan

Sekil 5.11: Re=100, 400 ve 1000 igin geometrik merkezde u hiz profilleri

Sekil 5.11°de de dusuk Reynolds sayilari diyebilecegimiz 100, 400 ve 1000 igin
geometrik merkezdeki u hiz profillerinin Ghia ve digerlerinin galismasinda verilen

sonuglarla yakin uyum igerisinde olduklari gértlmektedir.

Re 1000 sonrasi geometrik merkezde v-hiz profili

Reynolds sayisi 3200 ve Uzerine ulastiginda, problemin fizigi geredi Reynolds
sayisindaki buyUk artiglara ragmen, bu Reynolds sayilarinda hiz profilleri birbirine
¢ok yakin olusmaktadir. Ayni sekilde onceki bdlimlerde de ylksek Reynolds
sayllarinda merkezi vorteksin konumlari arasindaki farklar incelenirse, degisim

miktarlarinin Reynolds sayilari arttikga azaldigi gorulebilecektir.
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Re=1000 sonrasi geometrik merkezde v hiz profilleri
0,6
0,4
0,2
Re=3200
5 0 Re=5000
J_: 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 65 70 75 80 85 90 95 100 Re=7500
> 02 ®  Ghia 3200
® Ghia 5000
0,4 ®  Ghia 7500
-0,6
0,8 -
X Koordinatlari

Sekil 5.12: Re=3200, 5000 ve 7500 igin geometrik merkezde v hiz profilleri

Sekil 5.12'de Re=3200, 5000 ve 7500 igin sonuglarin birbirine yakin olmasi ve
grafiklerin Ust Uste binmesi dolayisiyla net olarak anlasilamasa da veriler
incelendiginde Ghia 1982 tarihli sonuglarla aradaki farkin dusik Reynolds
sayllarina kiyasla daha fazla oldugu anlasiimaktadir. Bu durumun olasi

sebeplerine bir 6nceki bélumde deginilmistir.

Re 1000 sonrasi geometrik merkezde u-hiz profili

Ayni durum u hizinin farkli Reynolds sayilari igin dikey yondeki (y-yonu) degisim

profilleri incelendiginde Sekil 5.13’de gorulmektedir:

Re=1000 sonrasi geometrik merkezde u hiz profilleri

100 ,___——l—
= 70 )
5 60 ) Re=3200
:§ Re=5000
o —
S Re=7500
X ®  Ghia 3200
>
® Ghia 5000
® Ghia 7500
-0,60 -0,10 0,40 0,90
u-Hizlan

Sekil 5.13: Re=3200, 5000 ve 7500 igin geometrik merkezde u hiz profilleri
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5.1.5 Lattice Boltzmann Uygulamalarinda Mach Sayisi

Akigkanlar Mekanigi'nde Mach sayisi en genel haliyle “bir akiskan igerisinden
gecen hareket halindeki bir cismin hizinin, cismin bulundugu ortamdaki yerel ses
hizina orani” [19] olarak tanimlanabilir. Lattice Boltzmann denkleminin teorik
altyapisi anlatilirken mezoskobik o6lgegin makroskobik Navier-Stokes o6lgegi ile
iliskilendirilme surecinden bahsedilmis ve bu iliskinin makroskobik kinematik
viskozite parametresinin Lattice Boltzmann dlgeginde gevseme zamani () denilen
ve mezoskobik odlgekte denge dagiliminin  (ing. Equilibrium  Distribution)
gerceklesmesi icin gegen sureye tekabll eden parametreyle iligkisi Uzerinden
kuruldugundan s6z edilmisti. Bu iliskinin matematiksel ifadesini tekrar hatirlamak

gerekirse [3]:

v=2(1_05) (5.3)

34t

Yonteme iliskin Literatirde buradan Mach sayisina gecis ise “v” kinematik
viskozite teriminin manipulasyonuyla asagdidaki sekilde saglanmaktadir:

UL

Re = — (5.4)
v kinematik viskozite, Reynolds sayisi cinsinden yazilip her iki taraf “UL" terimine

bolinmek suretiyle 5.3 denklemi dizenlenirse:

Ma = %((u —0.5)Re (5.5)
Mach sayisli, veya daha dogru bir ifadeyle “Lattice Mach Sayisi” bu sekilde elde
edilir. Burada L/Ax terimi, karakteristik uzunluk (N ) yonUndeki kafes noktasi
sayisini verir. Lattice Boltzmann Yonteminde iki kafes noktasi arasindaki uzakligi
temsil eden Ax terimi birim uzunluk kabul edildiginden, L=N olacaktir. Ax=1
oldugundan N ayni zamanda karakteristik uzunluk yonundeki kafes noktasi sayisi
anlamina gelmektedir. Re sayisi da 5.4 ifadesine uygun olarak acik sekilde

yazilirsa, bu durumda Mach Sayisi [3]:

=L v
Ma—\/g(w O.S)V (5.6)

Olacaktir. Bu matematiksel donusumden, kullanilan kafes noktasi sayisinin Mach

sayisini etkilemedigi gorliimektedir. Bu ifadede yer alan “z” terimi de agik yazilirsa

Mach sayisinin en yalin ifadesi ortaya ¢ikacaktir:

Ma=(V3)U (5.7)
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Buradan da Mach sayisinin yalnizca karakteristik hizdan etkilendigi acgikca

gorulmektedir.

Bu calismanin kapsaminda Mach sayisinin sonuglara etkilerini tartismak yer
almadigindan, tum Reynolds sayilari icin Mach sayisi, yani kapak hizi sabit
tutulmus ve kinematik viskozite degerinin degistiriimesi suretiyle Reynolds sayilari

yukseltilebilmistir.
5.1.6 Reynolds 100 ve 1000 igin Géziimiin Yakinsakhg:

Ag yapisinin sonuglar Uzerine etkisinden ilk bolimde s6z edilmisti. Bu bdlimde
farkli bir veri seti daha kullanilarak Reynolds 100 ve 1000 sayilari i¢in artan kafes
noktasi/hlicre sayisiyla hata oranlarinin azaligi ortaya konmustur. Re=100 igin

elde edilen sonuclar cizelge 5.9’da yer almaktadir:

Cizelge 5.9: Re=100 icin farkh ag yapilariyla gerceklestirilen ¢cozumler

Re=100 Merkez Mutlak Hata Mach Hiicre Adim Gevseme
Noktadaki Sayisi Sayisi Sayisi Parametresi
U Hizi
10x10 -0,25963 0,05382 0,3464 100 100000 1,79
25x25 -0,22224 0,01643 0,3464 625 100000 1,54
50x50 -0,21238 0,00657 0,3464 2500 100000 1,25
125x125 -0,20891 0,00310 0,3464 15625 100000 0,8

Bu veri setinde, boslugun tam merkez noktasindaki u hizlari incelenmis, Ghia ve

digerlerinin 1982 tarihli sonuglari ile karsilastiriimistir.

Tablo incelendiginde artan kafes noktasi/hicre sayilari ile birlikte hata oranlarinin
dusmekte oldugu acgikga gorlimektedir. Bu calismada sayisal ag yapisinin etkisi
incelenmek istendiginden yalnizca hlcre/kafes noktasi sayisi - ve buna bagl
olarak Reynolds sayisinin sabit tutulabilmesi amaciyla — kinematik viskozite
degerleri degistiriimistir. Buna bagli olarak gevseme parametreleri de belirli bir
aralikta degismistir. Gevseme parametreleri incelenirse, tim ¢dztUmlerin

0,6<w<1,9 araliginda yapildigi gorulebilir.

Re=1000 icin degisen ag yapisiyla elde edilen sonuglar cizelge 5.10°da yer

almaktadir:
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Cizelge 5.10: Re=1000 icin farkli ag yapilariyla gerceklestirilen cézimler

Re=1000 Merkez Mutlak Mach Hiicre Adim Gevseme
Noktadaki U Hata Sayisi Sayisi Sayisi Parametresi
Hizi
50x50 -0,07351 0,01271 0,3464 2500 100000 1,89
100x100 -0,06605 0,00525 0,3464 10000 100000 1,79
200x200 -0,06390 0,00310 0,3464 40000 100000 1,61

Sekil 5.14’'te yer alan grafikte de Mach sayisi sabit ve gevseme parametresi

0,6 < w < 1,9 olmak Uzere Re 100 ve Re 1000 icin artan hicre sayilariyla azalan

mutlak hata miktarlari gorulebilmektedir:

Mutlak Hata

Re=100 ve 1000 i¢in artan hiicre sayisina kargi mutlak hatanin

degisimi

0,06000 L

0,05000

0,04000

0,03000

0,02000

0,01000

|
*\\"

0,00000

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000

Toplam Hiicre Sayisi

—&—Re=100

Re=1000

Sekil 5.14: Reynolds 100 ve 1000 igin artan hlcre sayilarina kargi mutlak hatanin
azalisi

Tum Reynolds sayilari i¢cin mutlak hata miktarlari ve tim ¢6zim parametreleri tek

bir tablo halinde cizelge 5.11°de yer almaktadir:

Cizelge 5.11: Tum Reynolds sayilari i¢in ¢dzim parametreleri

Reynolds Merkez Mutlak Hata Mach Hiicre Adim Gevseme
Sayisi Noktadaki Sayisi Sayisi Sayisi Parametresi
U Hizi

100 -0,20891 0,00310 0,3464 15625 | 100000 0,8

400 -0,11662 0,00185 0,3464 10000 100000 1,54
1000 -0,06390 0,00310 0,3464 40000 100000 1,61
3200 -0,04238 0,00034 0,3464 25600 | 200000 1,89
5000 -0,03465 0,00426 0,3464 62500 | 300000 1,89
7500 -0,03155 0,00645 0,3464 | 140625 | 675000 1,89
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Lattice Boltzmann yonteminde ¢odzimiin yakinsaklik derecesini (ing. Order of
Convergence) belirlemek igin literatirde Onerilmis bir formilasyon kullaniimistir
[24]. ligili formilasyon asagida yer almaktadir:

N~ log [P 4p—Poul/N)/ Xl Pop—Pp|/N)]
log (2)

(5.8)

Bu denklemde & hesaplamada kullanilan degiskeni, N ise hesaplama yapilan

nokta sayisini ifade etmektedir.

Bu formidlasyonun kullanilabilmesi igin her bir ¢ézimde hilcre sayilarinin 2 kat
artinlmis olmasi gerekmektedir. Dolayisiyla h, 2h ve 4h indisi sirasiyla en kabadan
en inceye hiicresel ag yapilarini temsil etmektedir. Ornegin @,, dedigimizde ilk
¢6zUmian yapildidi hicre sayisina gore 4 kat daha fazla hicre iceren ag/kafes

yapisindan alinmis bir degisken kastedilmektedir.

Oyuk akigl icin yakinsaklik derecesi hesaplanirken oyugun geometrik merkez
noktasindaki u hizi kullanildigindan, yani tek bir nokta kullanildigindan N =1
olacaktir. Buna gore Re=1000 igin farkli ag yapilarinda geometrik merkezdeki u

hizlari kullanilarak yakinsaklik derecesi hesaplanirsa:

n~ 10g [(B|P4n=P3nl/N)/(EIP2n—Ppl/N)] _ log[|-0,06390+0,06605|/|-0,06605+0,07351| _ 1.79 (5.9)
log (2) log (2)

Lattice Boltzmann ydntemi, teorik bolimde de anlatildigi Uzere ikinci dereceden

yakinsakliga sahiptir (Bkz. Chapman-Enskog analizi).

Bunun yani sira uygulanan sinir kosullarinin da toplam yakinsaklik derecesini
etkiledigi bir gercektir. Literatirde yer alan c¢alismalarda ve konuya iliskin
kitaplarda [3;25;26] yansima sinir kogulunun birinci dereceden yakinsakliga sahip
oldugundan s6z edilmektedir. Lattice Boltzmann yonteminin yakinsaklik derecesini
ve etkinligini analiz eden kapsamli bir makalede [23] yansima sinir kosulunun
kullanildigi  ¢dzimlerde yakinsaklik derecesinin 1 ile 2 arasinda oldugu
sOylenmektedir. Mevcut galisma kapsaminda elde edilen sonuglar da (1.79) bu

savi dogrular niteliktedir.
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5.2 Kanal Akisi

Bu bolimde her iki duvari/yizeyi duragan bir kanala belirli bir sabit hizla giris
yapan akigkanin olusturdugu akis farkli Reynolds sayilari igin sikistirilamaz Lattice
Boltzmann modeliyle ¢ézumlenmis ve elde edilen cgiktilar analitik sonuglarla
karsilastirimistir. Sekil 5.15°te kanal akisinin sematik gdsterimi yer almaktadir.
Kanalin ilk bolimu giris uzunlugu, ikinci bolim ise tam gelismis akis bolumadur.
Kanala sabit bir hizla giren akigkan, belirli bir giris uzunlugundan sonra parabolik

bir hiz profiline ulasir:

v, 8.2) = U, udr) = ¢ [ |:J = ||‘f?"|"]

—_— = [———

P
- -
3 - k-
-
- S
3=
=

Entrance length Fully developed flow
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Sekil 5.15: Sabit hizli kanal akisinin sematik gelisimi (alintidir [20])
5.2.1 Analitik ¢6ziim
Kanal akisi veya sabit giris hizli Poiseuille akisi igin analitik formulasyonlar
asagida verildigi gibidir:
U akigkanin kanala giris hizi olmak Gzere;

Maksimum akis hizi:
Unax =3/oU  (5.10)

Herhangi bir noktadaki akis hizi ise kanal yaricapi (R) ve akis yaricapi (r)

cinsinden asagidaki sekilde hesaplanir:

V) = Upael1 = (5) 1 (6:11)

Kanal akisl igin bir diger parametre ise kanal giris uzunlugu (ing. Entrance Length)
dur. Giris uzunlugu akisin tam gelismis hale gelebilmesi icin gerekli minimum
kanal boyunu ifade eder. Laminer kanal akigi igin kanal giris uzunlugu yaklasik

olarak:
Eiaminer~0,05 Re  (5.12)
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seklinde hesaplanir.
5.2.2 Sinir Kosullari

Uniform giris hizi verilirken hareketli sinirlar igin énerilen [27] sinir kosulu (ing.
Known Velocity Boundary Condition/Zhou-He Boundary Condition) uygulanmistir.
Kanalin duvarlarinda ise oyuk probleminde oldugu gibi yine yansima yontemiyle
kaymazlik sinir kosulu s6z konusudur. Zhou-He sinir kosulu ile kaymazlik kosulu
birlikte uygulanmakta oldugundan, duvarlarda hiz deg@erleri sifir olarak alinmistir.

Kanalin ¢ikisinda da yine hareketli sinir kogullari gegerlidir.
5.2.3 Girdi Parametrelerinin Belirlenmesi

Kanal akisi igin ¢ézUimler esasen Reynolds 100, 400 ve 800 igin
gergeklestiriimistir. Bu Reynolds sayilari igin sonuglari etkileyecek parametrelerin
etkileri incelenmis, s6z konusu parametreler optimize edilmeye c¢alisiimis ve kanal

akisinin analitik ¢gdzimlerine en yakin sonuglar kargilastirmali olarak sunulmustur.
5.2.3.1 Zaman Adimi

Onceki bdliimde de tartisildi§i (izere zaman adimi sayilari ¢ézimin hassasiyet
derecesiyle yakindan iligkilidir. Oyle ki genel bir dogru olarak ayni hiicresel ag
yapisi igerisinde zaman adimi sayilari arttikga sonuglarin daha da iyilesecegi

varsayilir.

Burada da diger tUm parametreler sabit ve Reynolds sayisi 400 iken farkli zaman
adimlariyla ¢éztumler gergeklestiriimis ve sonuglarin degisimi gdézlemlenmigtir. Ayni

calisma Reynolds sayisi 800 iken de yapilmistir.

Sonuglarin karsilastirilacagi referans ¢ikti olarak, akis tam gelismis hale geldikten

sonra kanalin gikisinda verdigi parabolik hiz profili ele alinmistir.

Parabolik hiz profilinin maksimum noktasi olan eksenel hiz (ing. Centerline

Velocity) ve ¢ikistaki hiz profillerinin tamami analitik sonuglarla kargilastiriimistir.

Kanal akisi igin Reynolds sayisi asagidaki sekilde hesaplanir:

Re =42 (5.13)
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Ugiris @kiskanin kanala girig hizi olmak Uzere, v kinematik viskozite degerini, D
kanal capini ve Lattice-Boltzmann yodnteminde kanal kesiti yonundeki kafes
noktasi/hucre sayisini (4x = 1 oldugu igin D = N) temsil etmektedir. Buna gore

LBM ile kanal akigi icin Reynolds sayisi asagidaki gibi hesaplanmistir:

Ugiris = 0,2 birim

N =77
v = 0,0385
=792 _ 400 (5.14)
0,0385

Bu fiziksel parametrelere gore elde edilen hesaplanan dolayli parametreler de
cizelge 5.12’de yer almaktadir.

Cizelge 5.12: Re=400 zaman adimi galismasi parametreleri

Reynolds Mach Hidrodinamik Giris Hiicre Gevseme
Sayisi Sayisi Uzunlugu(Elaminer) Sayisi Parametresi
400 0,3464 ~ 1550 br. 77x1850 1,625

S6z konusu parametreler cercevesinde zaman adimlari Re=400 icin 10000 ile

50000 araliginda degistirilmis ve gizelge 5.13’teki sonuglar elde edilmistir.

Cizelge 5.13: Re=400 artan zaman adimlarina karsilik hata miktarlarinin degisimi

Zaman Eksenel Eksenel Hiz Mutlak Yiizdesel
Adimi Hiz (LBM) (Analitik) Hata Hata
10000 0,11705 0,3 0,18295 60,98%
20000 0,20682 0,3 0,09318 31,06%
40000 0,28592 0,3 0,01408 4,69%
50000 0,30067 0,3 0,00067 0,22%

Lattice Boltzmann ¢6ziminden elde edilen eksenel hiz sonuglarinin zaman
adimlarinin artirilmasiyla iyilestigi ve 50000 adim sayisi igin hata ytuzdesinin %1’in

altina dustugu gorulmektedir.

Cizelge 5.13’e iligkin grafiksel gdsterim de asagida yer almaktadir:
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Re=400 Artan zaman adimlarina karsi yuzdesel hatanin
degisimi (Eksenel Hiz)

70,00%
60,00% \
50,00%

40,00% \

30,00%
—0—Ylzde Hata

20,00% \

10,00%

0,00% \\¢

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000

Yiizdesel Hata

Adim Sayisi

Sekil 5.16: Re=400 igin artan zaman adimlarina karsi eksenel hizda yuzdesel
hatanin degigimi

Reynolds 400 icin LBM ile analitik ¢ozimin kanal gikigindaki hiz profilleri de
karsilastiriimistir.

Re=400 Kanal gikisindaki hiz profilleri

0,35

0,25 / \
/ AN
0,15 / \ Lattice Boltzmann
01 / \ — Analitik
0,05 / \

/ \

0

Hiz Profili

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

Kanal Kesitindeki Hiicre Sayisi

Sekil 5.17: Re=400 Kanal ¢ikisindaki hiz profilleri

Grafik incelendiginde cikistaki hiz profillerinin neredeyse tamamen ortistigu
gorllebilmektedir. Buradan hareketle de LBM'nin sikigtirlamaz ve laminer
bdlgedeki akiglari kabul edilebilir hassasiyette temsil ettigini bir kez daha sdylemek

mimkUn olacaktir.
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Hiz profilleri kargilastirilirken ayrica istatistikte “Karekék Ortalama” (ing. Root
Mean Square — kisaca RMS) olarak adlandirilan yontem de kullaniimigtir. RMS
yontemini kisaca izah etmek gerekirse, n sayidaki degerin RMS degeri asagidaki

bicimde hesaplanir;
Ornegin:
x ={x1, %5, %3 .. x,} (5.15)

Seklinde bir dizi deger mevcut olsun. Bu dizinin RMS degeri:

1 X124x52+x32 4% 2
— |Lyn 2 _ [X1TFX2"+X3 n
Xrms = \/nZi=1 xXi© = \/ (5.16)

n

olacaktir.

Kanaldan cikistaki analitik ve LBM hiz profilleri arasindaki hatalarin zaman
adimlarina goére degisimleri hesaplanmis (RMS olarak) ve c¢izelge 5.14’e

aktariimistir:

Cizelge 5.14: Re=400 artan zaman adimlarina karsilik RMS hatalarin degisimi

Zaman Adimi RMS Hatalar
10000 0,14379
20000 0,07144
40000 0,01285
50000 0,00321

Bu kisimda son olarak Re=400’de 50000 zaman adimiyla elde edilen sonuglar igin

kanal icerisindeki akigin gelisim grafigi sekil 5.18’de sunulmaktadir:

Re=400 Kanalin farkli noktalarinda akigin geligimi

0,35
0,3
E 0.2 —o—x=1850
‘E 0.2 —=— x=1000
% 0,15 —4— x=850
T o1 —— x=500
0,05 —¥—x=150
—o— x=50

0 5 10 156 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

Kanal Kesitindeki Hiicre Sayisi

Sekil 5.18: Re=400 i¢in kanalin farkli noktalarinda akisin gelisimi
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Kanal akigl icin LBM ile yapilan ¢6zim sonucunda akisin gelisim grafigi

incelendiginde, analitik gozime oldukga yakin sonuglar alindigi anlasiimaktadir.

Zaman adimlarini degistirmenin sonugclari nasil etkileyecegine dair Reynolds
sayisi 800 iken de bir ¢alisma yapilmistir. Bu ¢alismanin parametreleri gizelge

5.15'te yer almaktadir:

Cizelge 5.15: Re=800 zaman adimi galismasi parametreleri

Reynolds Mach Hidrodinamik Giris Hiicre Gevseme
Sayisi Sayisi Uzunlugu(Elaminer) Sayisi Parametresi
800 0,3464 ~ 3100 br. 77x4000 1,793

Bu parametrelerle yapilan ¢b6zimde zaman adimlarinin sayisi 20000 ile 125000

araliginda degistirilmis ve gizelge 5.16’daki sonuglar elde edilmigtir:

Cizelge 5.16: Re=800 artan zaman adimlarina karsilik hatalarin degisimi

Zaman Eksenel Eksenel Hiz Mutlak Yiizdesel
Adimi Hiz (LBM) (Analitik) Hata Hata
20000 0,08358 0,3 0,21642 72,14%
50000 0,11901 0,3 0,18099 60,33%
100000 0,28967 0,3 0,01033 3,44%
125000 0,30475 0,3 0,00475 1,58%

Benzer sekilde zaman adimi sayisi artirildikga sonuglarin iyilestigi ve 125000 adim
icin yaklagik %1,6'hk bir hatayla analitik sonuca yaklagildigi goérilmektedir.

Grafiksel gosterim sekil 5.19’da yer almaktadir:

Re=800 artan zaman adimlarina karsi ylizdesel
hatanin degisimi (Eksenel Hiz)
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Sekil 5.19: Re=800 igin artan zaman adimlarina karsi eksenel hizda yuzdesel
hatanin degigimi
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Reynolds 800 icin kanal c¢ikisindaki LBM ve analitik hiz profilleri de asagida
karsilastiriimaktadir:

Re=800 Kanal ¢ikisindaki hiz profilleri

0,35
0,3 A
0,25
0,2
0,15 / \ - Lattice Boltzmann
/ \ Analitik

s L \
/ \

0 5 101520 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
Kanal Kesitindeki Hiicre Sayisi

Hiz Profili

Sekil 5.20: Re=800 Kanal ¢ikisindaki hiz profilleri

Grafik incelendiginde LBM ile analitik ¢6zimin Re=400 kadar olmasa da yuksek
bir hassasiyet oraninda ortustigu sdylenebilir. Mach sayisi sabit oldugu halde
Reynolds sayisi yukseldiginde ¢d6zimun hassasiyetinin neden azaldigi sorusuna
ise oyuk akisinda oldugu gibi kinematik viskozitenin azalmasinin kararsizligi
artirmasi ve artan Reynolds sayisinin kanal igindeki fiziksel olaylari degistirmesi

gerekge gosterilebilir.

Cizelge 5.17'de artan zaman adimlarina karsi cikistaki hiz profilinde RMS

hatalarin degisimi sunulmustur:

Cizelge 5.17: Re=800 artan zaman adimlarina karsilik RMS hatalarin degisimi

Zaman RMS
Adimi Hatalar
20000 0,01661
50000 0,01451
100000 0,00114
125000 0,00044
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5.2.3.2 Ag Yapisi ve Cozumun Yakinsakligi

C6zUmun hassasiyetini etkileyen bir diger parametre olan “hicresel ag yapisi”’nin
etkisi ise Reynolds sayisi 100 iken diger tum parametreler sabit tutularak kanal

kesiti ve kanal boyunca hicre sayilari ve -Re sayisini sabit tutmak amaciyla-

kinematik viskozite degerlerinin degistiriimesi suretiyle incelenmigtir.

Asagidaki cizelgede gerceklestirilen calismalara dair tum parametreler yer

almaktadir:

Sabit parametreler:

u = 0,05 birim

Re =100

Zaman adimi = 40000

Degistirilen parametreler ve degisen hata miktarlari:

Cizelge 5.18: Re=100 artan hlcre sayilarina kargl degisen hata miktarlari

Hiicre Kinematik Gevseme Mutlak Hata Yizdesel RMS Hata
Sayisi Viskozite | Parametresi | (Eksenel Hiz) Hata (Cikigtaki Hiz
(DxL) (Eksenel Profili)
Hiz)

8250

(33x250) 0,0165 1,820 0,00130 %1,74 0,00031
22000

(55x400) 0,0275 1,717 0,00115 %1,54 0,00015
38500

(77x500) 0,0385 1,625 0,00114 %1,52 0,00011
69300

(99x700) 0,0495 1,542 0,00026 %0,34 0,00006
96800

(121x800) 0,0605 1,467 0,00004 %0,06 0,00004

Ayrica Re=100 i¢in hlcre sayilari ikiser kat artirilarak 5.9 numarali denkleme gore

¢6zUmln hassasiyet derecesi de hesaplanmistir. Hicre sayilarinin artisina gore

eksenel hizlarin degisimi gizelge 5.19’da yer almaktadir:

Cizelge 5.19: Artan hucre sayilarina gore eksenel hizlarin degigimi

Hiicre Sayisi Eksenel Hiz
33x200 0,07630
67x400 0,07687
135x800 0,07521
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Elde edilen sonuglar ¢ergcevesinde bir dnceki bolumde verilen formilasyona goére

¢6zUmin yakinsaklik derecesi asagida hesaplanmistir:

10g [(B|Pap—Pon|/N)/(ElP2n—®p|/N)] _ log[]0,075211-0,076874|/0,076874—0,076304]
log (2) log (2)

(5.17)

=1.55

n

Bir dnceki bolumde de belirtildigi Uzere Lattice Boltzmann ydntemi teorik olarak
ikinci dereceden yakinsakliga sahip olsa da, kullanilan sinir kosullari toplam
yakinsaklik derecesini 6nemli Ol¢glide etkilemektedir. Kanal akigi veya bir diger
deyisle Poiseuille akigi gibi basit akislarda sinir kosulu olarak yansima gibi birinci
dereceden yakinsakliga sahip sinir kosullari kullanildiginda toplam yakinsaklik

derecesinin dustugu yapilan bazi ¢alismalarla ortaya konmustur [27].

Bu durumun sebebini aciklamak Uzere Lai,Lin ve Huang tarafindan yayimlanmis
2010 tarihli makalede, sinir kosullarinin Poiseuille akisi gibi basit akiglarda toplam
yakinsakhgi daha fazla etkilediginden s6z edilmektedir. Buna gerekce olarak da
genel denklemde dogrusal olmayan tasinim teriminin yok sayillmasi ve yalnizca
molekuler diflzyon teriminin mevcut olmasi ileri surulmektedir. Bu sayede
sinirlardaki yakinsaklik derecesinin tim geometriyi etkileyebildigi dusunualmustar
[23].

Sonug olarak kanal akisinda yapilan yakinsaklik derecesi hesabinda da Lattice
Boltzmann yéntemi icin yansima kosulu kullanildiginda yakinsaklik derecesinin 1

ile 2 arasinda bir deger aldigi (~1.55) gorulmustar.
5.3 Basamak Uzerinden Kanal Akisi

Akigkanlar mekaniginde pek ¢ok akista akis ayrilmasi ve yeniden sinir tabaka
olusumu gibi olaylarla karsilasilir. Bu tip akiglara tipik 6rnekler olarak 1si
esanjorlerinde ve kanallarda gerceklesen akiglar verilebilir. Bu tur problemler
arasinda basamak (zerinden kanal akisi problemi (ing. Backward Facing Step
Flow) 6nceki yillarda pek ¢ok calismaya konu olmustur (Denham&Patrick 1974,
Etheridge&Kemp 1978 gibi) ve geometrisinin basitligine ragmen Reynolds sayisi,
kanal yuksekligi ve basamak yuksekligi gibi parametrelere bagli olarak igerisinde
akis ayrilmasi, yeniden sinir tabaka olusumu ve birden c¢ok re-sirkulasyon
bdlgesinin olugsumu gibi zengin bir akis fizigi ortami barindirmasiyla 6n plana
cikmaktadir [21;22].
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Sekil 5.21: Basamak Uzerinden kanal akisinin sematik gosterimi (alintidir [21])

Basamak Uzerinden kanal akigi da bir tir kanal akigi oldugundan, énceki bélumde
elde edilen parametreler dogrultusunda yeniden bir girdi parametresi belirleme
calismasi yapilmaksizin Reynolds 200 ve 600 igin iki ¢ozUm gergeklestiriimis ve
elde edilen sonuglar Armaly ve digerlerinin 1983 tarihli deneysel ¢alismasi [22] ve
Ercan Erturk tarafindan yapilan 2007 tarihli 2 boyutlu sonlu farklar Navier-Stokes
¢6zUmUnu iceren galismadaki [21] sonuglarla karsilastiriimistir. Sinir kosullari igin

onceki bolim olan kanal akisinda belirlenmis sinir kosullari degistirilmemistir.

Basamak uzerinden kanal akigi probleminde kanal akisindan farkli olarak
Literatirde verilen bilgiler dogrultusunda kanala giren akiskanin hiz profili sabit
degil parabolik olacak sekilde akis baslatilmistir. Akisin gelisimi sematik olarak

asagida yer almaktadir:

X2 X3-X2
N ’ N
Giris: Tam —

) gelismis hiz
> S
profili

Cikis: Tam

gelismis iz [~
profili -
—,

- X1

Sekil 5.22: Basamak Uzerinden kanal akisinin gelisimi (alintidir [21])

Co6zumun gercgeklestirildigi Reynolds sayilarindan Re=200 i¢in yalnizca basamagin
yanindaki genisligi (X1) olan re-sirkilasyon bdlgesi gorilmekte, Re=600 igin ise
genisligi (X3-X2) seklinde hesaplanan ikinci bir re-sirkilasyon bodlgesi daha ortaya

cikmaktadir.

Bu re-sirkillasyon bdlgelerinin genigligi problemin fiziginde genislik orani (ing.
Expansion Ratio) denilen ve toplam kanal yuksekliginin (H) basamak yuksekligine

(h) orani seklinde tanimlanan parametreye gore degisiklik arz etmektedir.
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5.3.1 Sonuglar
5.3.1.1 Re=200

Basamak Uzerinden kanal akisi igin Reynolds sayisi kanal akisiyla temelde ayni
sekilde hesaplanir. Farkli olan nokta Reynolds sayisinin hesaplanmasinda Armaly
ve digerlerinin 1983 tarihli galismasinda [22] belirttikleri Uzere kanal giris ¢apinin

iki katinin alinmasidir.
Ornegin Re=200 igin:
Ugiris = 0,1 birim
v = 0,02 birim
D=H—-h=40-20=20birim

Umax 2(H—h 0,140
= HZR) = 200
v 0,02

Re (5.15)

Re=200 i¢in tim ¢6zum parametreleri gizelge 5.20’de sunulmaktadir:

Cizelge 5.20: Re=200 basamak Uzerinden kanal akisi igin ¢dzUm parametreleri

Reynolds Mach Genislik orani (H/h) Zaman Hiicre Gevseme
Sayisi Sayisi Adimi Sayisi Parametresi
200 0,1732 2.0 50000 40x6400 1,786

Ertirk 2007 tarihli Navier-Stokes sonlu farklar ¢6zimunde [21] 2.0 geniglik orani
icin Reynolds sayisi 200 iken ana sirkllasyon bdlgesi olarak da tanimlanan
basamagin hemen yanindaki sirkilasyon bdlgesinin genisligini tayin eden X1
degerini basamak yuksekligiyle normalize ederek sunmustur. Ana sirkilasyon

bdlgesi icin LBM ve Ertirk’dn sonuglari karsilastirmali olarak gizelge 5.21’de yer

almaktadir:
Cizelge 5.21: Re=200 ana sirkllasyon bdlgesinin genisligi
Reynolds | Genislik Orani LBM X1 (X/h) Ertiirk X1 (X/h) Yizdesel Fark
Sayisi (H/h) (X1)
200 2.0 5,1 4,982 % 2,37

Sonucta Lattice Boltzmann modelinin hiucresel ag yapisi ¢ok siki olmasa ve
zaman adimlari daha da siklastirilmasa dahi sikigtirlamaz Navier-Stokes akis

modelini gayet kabul edilebilir hatalarla temsil ettigi bir kez daha goérulmektedir.
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Ancak hidcre sayisinin bu dizeydeyken bile (toplam 256000 hicre) fazlahgi
dolayisiyla ¢6zUm sureleri 6nceki problemlere goére nispeten uzun olmaktadir.
Zaman problemi ve onceki bodlumlerde ilgili c¢alismalarin yapiimis olmasi
dolayisiyla bu bdélumde hucre/ag/kafes yapisinin etkileriyle ilgili detayh bir

incelemeye girilmemigtir.

Diger makalelerde de belirtildigi Uzere [18;23] tek nokta sistemiyle c¢alisan
¢ozlculer icin LBM ydntemi halen zaman agisindan ekonomik durumda degildir.
Bu problemi asmak igin 6nceki boélimlerde de deginildigi Uzere islemci

paralelizasyonu dnerilmektedir.

Mevcut ag yapisi ve diger parametreler sabit tutularak zaman adimlari 2 ve 4
katina ¢ikarilmig ancak X1 genisliginin degismedigi anlasiimistir. Sonuglar ¢izelge

5.22'de yer almaktadir:

Cizelge 5.22: Re=200 artan zaman adimlari i¢in ana sirkulasyon bolgesinin

genisligi
Zaman Adimi X1(X/h)
50000 5,1
100000 5,1
200000 5,1

Reynolds sayisi 200 iken kanal igerisinde akis cizgileri (ing. Streamlines) Sekil
5.23’teki gibi olusmaktadir:

40—

Sekil 5.23: Re=200 igin kanal i¢erisindeki akis gizgileri
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Sekilden de anlasilacagi uzere Re=200 icin yalnizca X1 genigligi 5,1 olarak verilen
ana sirkulasyon bolgesinden s6z edilebilmektedir. Bu durum da Armaly ve Erturk

tarafindan verilen sonugclarla paralellik arz etmektedir.
5.3.1.2 Re=600

Mach sayisini degistirmemek ve non-lineer/dogrusal olmayan kararsizlik
durumunu etkilememek icin giris hizi ve kinematik viskozite sabit tutularak sadece
kanal giris ¢ap! 3 katina (60 birim) ¢ikariimis ve bu suretle Reynolds sayisi 600’e

yukseltilmistir.

Bu kisimda alinan sonuglara referans olarak Armaly ve Ertirk sonuclari
kullanilmigtir.  Armaly ve digerlerinin yaptigi calismada deneysel duzenek
kurulurken kanal giris ¢api 5.2 birim, toplam kanal c¢api ise 10.1 birim olarak
secildiginden geniglik orani (H/h) yaklagik 1.942 olmaktadir. Lattice Boltzmann
¢6ziminde hiacresel ad yapisi kurulurken tamsayilar disinda hicre sayisi
kullanmak mumkun olmadigindan, 1.942 geniglik oranini saglamak muamkan
olamamistir. Dolayisiyla Armaly’den alinan sonuglar referans olarak kullanilirken

bu durum * simgesiyle vurgulanmigtir.
Re=600 icin kullanilan ¢b6zum parametreleri gizelge 5.23’te yer almaktadir:

Cizelge 5.23: Re=600 i¢in ¢bzum parametreleri

Reynolds Mach Genislik orani (H/h) Zaman Hiicre Gevseme
Sayisi Sayisi Adimi Sayisi Parametresi
600 0,1732 2.0 200000 120x19200 1,786

Reynolds 600 igin ana sirkllasyon bolgesinden baska bir sirkilasyon bolgesi daha
mevcuttur. Ana sirkllasyon bolgesinin genigligi veya bir diger deyisle ilk sinir

tabaka olugsum noktasi igin karsilastirmali sonuglar gizelge 5.24’te yer almaktadir:

Cizelge 5.24: Re=600 icin ana sirkilasyon bdlgesinin genisligi

Calismalar | Genislik orani (H/h) X1
Mevcut
Calisma 2.0 10,07
Ertark 2.0 10,349
Armaly 1.942* 11,4
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Cizelge incelendiginde deneysel ve farkli geniglik oranina sahip bir ¢alisma olan
Armaly [22] ayn tutuldugunda Erturk’dn Navier-Stokes sonlu farklar ¢oézimu ile
mevcut LBM calismasi arasinda yalnizca %2,7 civarinda bir sapma oldugu

gorulmektedir.

ikinci ve Gglncu sinir tabaka olusum noktalari yani X2 ve X3 icin karsilagtirmal

sonugclar ise gizelge 5.25’de yer almaktadir:

Cizelge 5.25: Re=600 icin X2 ve X3 sinir tabaka olusum noktalari

Calismalar Genislik orani X2 X3 Yizdesel Yizdesel
(H/h) Fark(X2) Fark(X3)
Mevcut
Calisma 2.0 7,95 16,28 %6,32 %2,74
Ertlrk 2.0 8,486 15,833

Navier-Stokes sonlu farklar modeline gore ¢6zim yapan Ertirk’in sonuglari ile
LBM-BB (Kisaltma: Lattice Boltzmann Bounce Back) ¢bzucUsu igeren mevcut
¢alismanin sonuglari arasinda genel olarak %2 ile %6 arasinda degisen sapmalar
gorilmektedir. Onceki bélimlerde detayl olarak deginildigi (izere, hiicresel ag
yapilari ve zaman adimlarinda yapilacak artislarla, Mach sayisinin daha da
dusurulmesi ve Kkararsizlik faktorlerinin azaltiimasiyla sonuglarin daha da

iyilestirilebilecegi varsayilabilir.

Reynolds sayisi 600 iken kanal igerisindeki akis cizgileri asagidaki sekilde

olusmaktadir:

120 —

Sekil 5.24: Re=600 i¢in kanal i¢erisindeki akis gizgileri
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Re=600 i¢in ana sirkulasyon bdlgesinin disinda olusan ikinci sirkllasyon bdlgesi
de aclkga gorulebilmektedir. Basamak Uzerinden kanal akisina iligkin literatlirde de

Re sayisi 600 icin yalnizca bu iki sirkilasyon bolgesinden s6z edilmektedir.

Bu bdlimde sunulacak son goérsel Reynolds sayisi 600 igin ¢6zim
tamamlandiginda alinmis u-hizi goéruntusudur. Bu sekil incelendiginde de ana

sirkllasyon bdlgesi ve ikinci sirkllasyon bdlgesi gorulebilmektedir:

ikinci Sirkalasyon
Bolgesi

—___
: Ana Sirkulasyon

Bolgesi

Sekil 5.25: Re=600 igin u-hizi goéruntusu
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6. SONUG VE ONERILER

Bu tez kapsaminda Lattice Boltzmann ydnteminin Hesaplamali Akiskanlar
Dinamigi’ndeki konumu ele alinmis, teorik altyapisi irdelenmis ve 3 temel problem
Ozelinde sayisal uygulamalari gergeklestiriimistir. C6zUmlerde Bhatnagar-Gross-

Krook (BGK) modeli adi verilen garpisma operatoru kullaniimistir.

Sonug¢ olarak Mach sayisi disuk tutuldugunda sikistirilamaz akiglar igin laminer
bolgede Lattice Boltzmann ydnteminin Navier-Stokes denklemlerini yeterli
hassasiyette temsil ettigi gorulmustir. Ayrica sayisal yodntemlerin genel bir
dogrusu olarak optimum hucre/kafes noktasi sayisi ve zaman adimi sayisina
kadar daha fazla kafes noktasi ve zaman adimiyla sonuglarin iyilesmeye devam
ettigi gézlemlenmigtir. w gevseme parametresi icin literatirde onerilen 0,6<w<1,9
araligi disinda gecerli sonuglar elde edilememistir. LBM i¢in bu durumun sebebi
olarak, kinematik viskozite sifira dogru gittiginde kararsizigin (ing. Instability)
artmasi gosterilebilir. Ancak gevseme parametresi, dolayisiyla kinematik viskozite
degistiginde diger tim parametreler sabit tutulursa Reynolds sayisi da kaginilmaz
olarak degismektedir. Reynolds sayisi ylUkseldiginde problemin fiziginde
degisimler olacagindan mevcut hicresel ag yapilarinin artan Reynolds sayilarinda
fiziksel olaylarla eslesmede yetersiz kaldigi da (6rnedin degisen akis fizigine bagli
olarak olusan yeni bir vorteksin mevcut ag ¢ézunuarliginde temsil edilememesi
gibi) dusunulebilir.

Lattice Boltzmann yontemi teorik olarak ikinci dereceden yakinsakliga sahip olsa
da kullanilan sinir kosullarinin ¢ézimun toplam yakinsaklik derecesini etkiledigi
gorilmistir. Ornegin yansima gibi birinci dereceden yakinsakliga sahip bir sinir
kosuluyla ¢o6zimun toplam yakinsaklik derecesi dusmekte ve 1 ila 2 araliginda bir

deger elde edilmektedir.

Sayisal ¢ozumlerin gergeklestirildigi bilgisayarda oldugu gibi tek nokta sistemiyle
¢alisan iglemciler icin hicre sayilar arttiginda ¢ézim sudreleri 6nemli odlglde
uzamaktadir. Lattice Boltzmann ydnteminin esasen islemci paralelizasyonuna

uygun oldugu dasunulurse, bu sonug makul karsilanabilir.

Yéntemin getirdigi belirli kisitlamalar s6z konusudur. Ornegin diisik Mach sayisi
yaklasimi dolayisiyla hangi akis problemi olursa olsun belirli bir kafes (lattice) giris

hizi degerinin Uzerine ¢ikilamamaktadir.
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Bunun yani sira kararsizlikla ilgili kisittama dolayisiyla da kinematik viskozite
degderi icin bir alt sinir mevcuttur. Bu durum artan kafes noktasi sayisina bagl

olarak gorece yuksek Reynolds sayilarinin similasyonunu zorlagtirmaktadir.

Bu calismanin ardindan ileri vadede; Lattice Boltzmann yonteminin partikil
mekanigine yatkin dogasi sebebiyle gelecek galismalarda birden fazla pargacik
tir( igeren (Or. Nano akigkanlar) akiglarin similasyonlari yapilabilir. Yani sira
BGK gibi tek gevseme suresi iceren gorece basit bir ¢carpisma operatoru yerine
“‘Multiple Relaxation Time (MRT)” modelleri kullanilarak ¢6zumlerin kararlilik
seviyesi ve hassasiyet dereceleri yukseltilebilir. Ayrica literatlirde 6érnekleri oldugu
Uzere, enerjinin korunumu denklemi de momentum denklemine benzer bir sekilde
Lattice Boltzmann yontemine entegre edilerek gorece yeni olan bu ydntemin
davranislari incelenebilir ve daha butunlUkli bir ¢ézicu olusturulmasi yéninde

calismalar yapilabilir.
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