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Bu tezin amaci; metrik olmayan ve asimetrik uzaklik fonksiyonlar: olarak da bilinen
To-metrikimsilerin simetrisizligine yani, Tp-metrikimsilerin bir metrik olmaya ne kadar
yakin ya da uzak oldugunu belirlemeye yonelik cesitli 6zgiin metriksel yaklagim teori-
lerini, asimetrik ortama 6zgii bicimde inga etmektir.

Alt1 boliimden olusan tez ¢alismasimin birinci bolimiinde, dayandig: temel fikirler-
den s0z edilerek tezin konusuna girig yapilmigtir.

To-metrikimsilerin bazi temel 6zellikleri ile bu ortamda gelistirilmig olan gesitli asi-
metrik yapilar ikinci boltimiin ilk kisminda hatirlatilmig, sonrasinda bu yapilardan elde
edilen yeni sonuglar sunulmugtur. Bu boliimiin son kismi ise, tiim 6zellikleri detaylariyla
incelenen ve tez boyu kullanacagimiz cesitli 7g-metrikimsi uzay orneklerine adanmigtir.

Metrigin simetri ozelligi goz ontine alinarak, Ty-metrikimsi uzayin noktalarinin bir-
birlerine olan uzakliklarina, bu noktalar arasindaki diger noktalar ile kurulan simetrik-
antisimetrik yollar aracihigiyla yaklagim yapmay1 saglayan, daha once tanimlanmig
simetrik-antisimetrik baglantililik teorileri, bu tezin temel tabanini olugturmaktadir.
Tezin ti¢lincii boliimiinde, oncelikle bu teorilerin detaylar: hatirlatilarak, ikinci kisimda,
ilgili teoriler gergevesinde elde ettigimiz yeni sonuglar ve 6rneklere deginilmistir.

Dordiincii bolimde, diger bir ozgiin caligma olarak; Tp-metrikimsi uzaylar igin

simetrik ve antisimetrik baglantili genisleme teorileri insa edilmistir. Ozellikle, her
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sinirhi Tp-metrikimsi uzayin, bir simetrik baglantili tek-nokta geniglemeye ve her metrik
uzayin, bir antisimetrik baglantili tek-nokta geniglemeye sahip olduklar1 kanitlanmigtar.
Ayraca, “Her Ty-metrikimsi uzay, antisimetrik baglantili geniglemeye sahip midir? ” so-
rusu incelenmis, ve farkl kogullar igeren teoremlerin yani sira, (ters) érnekler aracihigiyla
bu soruya olumlu yanitlar verilmistir.

Simetrisizlige bir diger yeni yaklagim olarak, topolojik acidan yaklagim, beginci
boliimde ele alinmigtir. Bu gercevede, simetrik ve antisimetrik baglantililik teorilerinin,
Th-metrikimsinin simetrizasyon topolojisine gore dogal yerellestirmeleri olan yerel si-
metrik ve yerel antisimetrik baglantililik teorileri inga edilmistir. Yerel (anti)simetrik
baglantili uzaylarin diger yapilar ile iligkileri, altuzaylarda kalitsalliklari, carpimlari,
vs... gibi tiim ozellikleri, ilk iki alt boltimde detaylariyla aragtirilmig ve ornekler yardimi-
yla kullanigh bir ¢ok sonuca ulasilmigtir.

Bu boliimiin son kisminda ise, Tp-metrikimsiler iireterek, bunlarin asimetrik topoloji
igerisindeki gelisiminde kilometre tasi olan asimetrik norm teorisi, Ty-metrikimsilerin si-
metrisizligine yaklagmak amaciyla alternatif bir diger caligma ortami olarak ele alinmistir.

Tezde elde edilen bulgularin ve ileriye doniik ¢aligma konusu olabilecek agik soru-

larin sunuldugu son boliim ile tez tamamlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Ty-Metrikimsi, Antisimetrik uzay, Simetrik ¢ift, Antisimetrik
nokta, Simetrizasyon topolojisi, Simetri bilegen, Yildiz uzay, Antisimetrik baglantililik,
Smurh yaricap, Izometri, Simetrik baglantih genisleme, Yerel antisimetrik baglantih

uzay, Ortak-kompaktlik, Asimetrik normlu gercel vektor uzay
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The aim of this thesis is to construct various original metric approach theories specific
to the asymmetric environment for the asymmetry of Tj-quasi-metrics, non-metrics
and also known as asymmetric distance functions, that is, to determine how close or
far Typ-quasi-metrics are from being a metric.

In the first chapter of the thesis, which consists of six chapters, the main ideas on
which it is based are mentioned and an introduction to the subject of the thesis is
made.

Some of the basic features of Ty-quasi-metrics and various asymmetric structures
developed in this environment are reminded in the first part of the second chapter,
after that the new results obtained from these structures are presented in the second
part. The last part of this chapter is devoted to various examples of Ty-quasi-metric
spaces, are studied in detail which we will use throughout the thesis.

Considering the symmetry feature of the metric, the previously defined symmetric-
antisymmetric connectedness theories, which enable the approximation of the distan-
ces of the points of the Ty-quasi-metric space to each other, through the symmetric-
antisymmetric paths established with the other points between these points, form the
basis of this thesis. In the third chapter of the thesis, firstly the details of these theories
are reminded, and in the second part, new results and examples that we have obtained
within the framework of the relevant theories are mentioned.

In the fourth chapter, as another original work; the theories of symmetric and
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antisymmetric connection extensions are established for a Tj-quasi-metric space. In
particular, it is proved that every bounded Tj-quasi-metric space has a symmetrically
connected one-point extension, and every metric space has an antisymmetrically con-
nected one-point extension. Also, “Does every Ty-quasi- metric space have an antisym-
metrically connected extension?” question is investigated, and the positive answers are
given to this question by means of (counter)examples as well as theorems involving
different conditions.

As another new approach to asymmetry, the topological approach is discussed in
the fifth chapter. In this framework, local symmetric and local antisymmetric con-
nectedness theories, which are natural localizations of symmetric and antisymmetric
connectedness theories according to the symmetrization topology of Ty-quasi-metric,
are constructed. All the properties of locally (anti)symmetrically connected spaces such
as their relations with other structures, their inheritance in subspaces, products, etc.
have been investigated in detail in the first two subsections, and many useful results
have been reached with the help of examples.

In the last part of the fifth chapter, asymmetric norm theory, which is a milestone in
their development in asymmetric topology by producing Ty-quasi-metrics, is considered
as another alternative working environment in order to approach to the asymmetry of
Ty-quasi-metrics.

The thesis is completed with the last chapter, in which the findings obtained in the

thesis and open questions that could be the subject of future study are presented.

Keywords: Ty-quasi-metric, Antisymmetric space, Symmetric pair, Antisymmetric
point, Symmetrization topology, Symmetry component, Star space, Antisymmetrically
connected, Bounded radius, Isometry, Symmetrically connected extension, Locally an-
tisymmetrically connected space, Join-compactness, Asymmetrically normed real vec-

tor space
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Tds

Gergel sayilar kiimesi
Tam sayilar kiimesi
x ve y 'nin en kiigik tist sinir1
X ’in kosegeni
d Ty-metrikimsisi
d 'nin X kiimesi lizerine kisitlamasi
d 'nin duali
s ) o
d 'nin simetrizasyon metrigi
4 ‘nin firettis; losisi
nin urettigl topolojisi
d 'nin simetrizasyon topolojisi
standart topoloji
d 'nin Ozellegtirme kismi siralamasi
X ’in simetrik giftler kiimesi
x 'in simetri kiimesi
X ’in antisimetrik ¢iftler kiimesi
x ’in antisimetri kiimesi
x ’den y ’ye (anti) simetrik yol
x 'in simetri bilegeni
) .. - .
x 'in antisimetri bilegeni
norm
asimetrik norm

asimetrik normdan turetilen Tp-metrikimsi
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1. GIRIS

Bu tez ¢aligmasinin amaci; simetrisiz (asimetrik) yapiya sahip, yani metrik olmayan
bir 7g-metrikimsi uzayin simetrisizligine cesitli teoriler yardimi ile metriksel yaklagimlar
yapmaktir.

Bir X kiimesi tlizerinde her x,y, z € X igin
i) d(z,x) =0, i) d(z, z) < d(z,y) + d(y, z), iii) d(z,y) =0=d(y,z) ise x =y
kosullarimi saglayan, simetrisiz bir d : X x X — [0, 00) fonksiyonu, yani metrik olma-
van d Ty-metrikimsisi igin d~! fonksiyonu, d~!(z,y) = d(y, z) olarak tammlanir ve d~*
‘e, d'nin dual Ty-metrikimsisi denir. Aciktir ki, d* = dVd~! olarak taniml d* fonksiyonu
simetri ozelligini saglar ve bir metriktir. Dikkat edilirse, d metrik ise d° = d dir. Bu
calismada d°® ve 74s’e, sirasiyla d 'nin simetrizasyon metrigi ve topolojisi denilecektir.

Bu kavramlar gercevesinde, bir (X, d) To-metrikimsi uzayi igin d(z, y) # d(y, =) ola-
cak bi¢cimde z,y € X noktalarimin bulunabilecegi dikkate alindiginda; d(x, y) ile d(y, x)
uzakhklarinin birbirlerine ne derece yakin veya uzak olabilecekleri sorusu, asimetrik to-
polojide 6nemli bir arastirma konusu olusturmaktadir. Buna gore;

Prof. Dr. Filiz Yildiz ve Prof. Dr. H.-Peter A. Kiinzi, Ty-metrikimsilerin simetri-
sizligi ¢ercevesinde, iki noktanin birbirlerine olan asimetrik uzakliklarinin olgiimiine
yaklagimlar gelistirmek amaciyla simetrik yol ve dual olarak, antisimetrik yol kav-
ramlarimi ilk olarak [18] 'de sunmusglardir. Aym galismada, bu kavramlar yardimi ile
To-metrikimsi uzaylar ortaminda simetrik baglantililik ve simetrik baglantililigin duali
olarak, antisimetrik baglantililik teorilerini inga etmiglerdir. Bunu takiben de, Grafik
Teori [5, 8]'de yer alan grafiksel baglantililik yapisi ile bu teoriler arasindaki iligkilerden
yararlanarak, onemli bir sonu¢ olan “Bir Ty-metrikimsi uzay, simetrik baglantilidir ya
da antisimetrik baglantilidir” gercegini kanitlamiglardir [18]. Bu galigmalar gergevesinde
ayrica, baz1 Ty metrikimsilerin fazlasiyla simetrisiz (asimetrik) olmalar1 nedeniyle, met-
rik uzaylara dual (karsit) olarak dogal bigimde ortaya ¢ikan yeni bir uzay tipi, aym
calismada antisimetrik uzay adi altinda tanimlanmistir.

Yukarida ifade edilenler dogrultusunda [18]’i temel kaynak alan bu tez ¢aligmasi,
To-metrikimsilerin simetrisizligine farkli ve 6zgiin teoriler araciligiyla yeni yaklagimlar
sunmaktadir. Bu ¢ercevede; Ty-metrikimsilere 6zgii tanimlanmaisg cesitli yapilar ve 6rnek-
lerin hatirlatilmasindan sonra, oncelikle simetrik ve antisimetrik baglantililik teorileri

tizerine elde ettigimiz yeni sonuglar ti¢iincii béliimde vurgulanmigtir.

1



Tez caligmamizda simetrisizlige 6zgiin bir yaklagim olarak oncelikle, simetrik baglantili
ve antisimetrik baglantili 7j-metrikimsi genigleme teorileri inga edilmigtir. Bu ¢ercevede,
simetrik baglantili olmayan bir Tp-metrikimsi uzayin simetrik baglantili geniglemeye
sahip olup olmamas1 konusu iizerine gesitli teoremler ve (ters) érnekler sunularak, si-
metrik baglantili olmayan bir 7Tg-metrikimsi uzayin sinerls olmasi gibi, belirli kogullar
altinda simetrik baglantili bir genislemeye sahip olabilecegi gosterilmistir. Ayrica simet-
rik baglantililigin, simetrizasyon topolojisine gore yogun olan altuzaylarda bile kalitsal
bir 6zellik olmadigini gosteren ozgiin ve kullanigh 6rneklere deginilmistir.

Bu caligmalara dual olarak ise; antisimetrik baglantili olmayan bir Tp-metrikimsi
uzayin antisimetrik baglantili genislemeye sahip olup olmamasi konusunda inceleme-
ler yapilmig ve bu cercevede, kayda deger sonuclar elde edilmigtir. Burada, bir metrik
uzayin antisimetrik baglantili bir tek-nokta genislemeye sahip oldugu kamitlanmig ve
boylece, antisimetrik baglantili olmayan bir 7Tp-metrikimsi uzayin antisimetrik baglantil
geniglemeye sahip olabilmesi i¢in uzayin sinirli olmasi kogulunun gerekmedigi gortilmiigtiir.
Ayrica, antisimetrik baglantililik 6zelliginin, simetrizasyon topolojisine gore yogun olan
altuzaylarda kalitsal oldugu sonucu elde edilmigtir.

Bir Ty-metrikimsi uzayin simetrisizlik derecesi icin yaklasimlar yapilmaya beginci
boliimde de devam edilerek, simetrisizlige yeni bir yaklagim, ilk kez topolojik bakis
agisiyla burada inga edilmigtir. Buna gore; bir (X, d) To-metrikimsi uzay1 igin, 74 si-
metrizasyon topolojisi yardimi ile, simetrik baglantililik ve antisimetrik baglantililik
kavramlari yerellestirilerek yerel simetrik baglantililik ve yerel antisimetrik baglantililik
kavramlar: tanimlanmistir. Inga edilen teori cercevesinde, éncelikle bu kavramlarm be-
lirli kogullar altinda kalitsal olup olmadiklar1 konusunda sonuglar ve (ters) érnekler
sunulmus, sonrasinda ise, carpimsallik ve uygun doniisiimler altinda korunma gibi 6zel-
likleri detayli bicimde ele alinmigtir. Son kisimda ise, onceki boliimlerde kurdugumuz
yaklagimlar, asimetrik normlu gergel vektor uzaylar ¢ergevesinde degerlendirilerek, (anti)-
simetrik baglantililik ve yerel (anti)simetrik baglantilihk yapilari ile ilgili bazi sonuglarin,
asimetrik normlardan tiretilen Ty-metrikimsi uzaylarda daha kolaylastigi gortilmiistiir.

Tez boyunca elde edilen baz1 bulgularin kisaca 6zetlendigi son boliimde ise, ileriye

doniik caligmalara konu olabilecek aragtirma sorular1 ayrica ifade edilmigtir.



2. T-METRIKIMSI UZAYLAR

Bu boliimde oncelikle, Ty-metrikimsilerin literatiirde yer alan bazi temel ozellikleri ile
To-metrikimsilere 6zgi olarak [18] ’de tanimlanan ¢esitli yapilar ilk kisimda hatirlatilmig
ve bunlar1 takiben, ikinci kisimda bu yapilar ¢ergevesinde elde edilen bazi 6zgiin sonuglar
sunulmustur. Bu béliimiin son kismi ise, ozellikleri orjinal bigimde bu tezde incelenen

ve tezin kalaninda gerekli olan cesitli Tp-metrikimsi uzay orneklerine adanmigtir.

2.1. T)-Metrikimsilere (")zgij Temel Ozellikler ve Yapilar

Bu alt boliimde, agirhikl olarak [18] olmak iizere, [1, 2, 3, 10, 12] kaynaklarindan yarar-
lanilarak, sonraki boliimlerde kullanilacak olan tanimlar, énermeler, sonuclar ve goste-
rimler verilecektir.

Bir (X, d) metrik uzayinda, simetri 6zelligi sayesinde her x,y € X i¢in d(z,y) = d(y, x)
oldugu aciktir. Simdi, simetri 6zelligini saglamasi gerekmeyen, yani, metrik olmayan

bir fonksiyon yardimiyla tanimh Ty-metrikimsi kavramini hatirlayalim:

2.1.1. Tamim. X bir kilme ve d : X x X — [0,00) bir fonksiyon olsun. Eger her

x,y,z € X igin,
(1) d(z,x) =0,
(2) d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2),
kosullar1 saglaniyorsa, d ye yari-metrikimsi denir. Ek olarak, her x,y € X icin,
d(z,y) =0=d(y,z) = z=y
oluyorsa d ’ye Ty-metrikimsi denir. Ayrica, d ‘nin duali
d': X x X — [0,00)

d~'(z,y) = d(y, z)

biciminde tanimlanir. Acikca, d = d~! ise d metriktir.

Diger yandan, d nin simetrizasyon metrigi d® her x,y € X igin

d*(z,y) = d(z,y) V d(y, )



yani, kisaca d* = d V d~! esitligi ile tanimlanir.

Ayrica, bir d Ty-metrikimsinin di-simetri fonksiyonu, her (z,y) € X x X igin

Fd(w7y) = d(a:,y) - d(y,l‘)

bi¢imindedir.
Bu tez calismasinda, 745, d 'nin simetrizasyon topolojisi olarak adlandirilacaktir. Acikca,
Tas = T(g-1ys dir. To-metrikimsiler lizerine diger baz1 galismalar i¢in okuyucuya [6, 7,

11, 13, 14, 16] kaynaklar1 énerilebilir.

2.1.2. Tanim. [17] (X, d) ve (Y, e) iki yari-metrikimsi uzay ve f : (X,d) — (Y,e) bir

fonksiyon olsun. Her z,y € X igin

d(z,y) = e(f(2), f(y))

esitligi saglamyorsa f ’ye izometri denir. Burada, (X, d) ve (Y, e) Ty-metrikimsi uzay

olursa, f bire-bir olur.

To-metrikimsi uzaylar gercevesinde onemli yere sahip ve bu tez caligmasi boyunca

kullanilacak agagidaki egitsizligin kaniti [2] "de verilmigtir.

2.1.3. Not . d, X {izerinde bir yari-metrikimsi olsun. Her a,b,z,y € X igin
|d(z,y) — d(a,b)| < d*(z, a) + d°(y,b)

esitsizligi saglanir.

Bu esitsizligin bir uygulamasi olarak, di-simetri fonksiyonunun 74 X 74 ¢arpim

topolojisine gore siirekli oldugunu ifade eden agagidaki 6nerme [18] 'de kanitlanmigtir.

2.1.4. Onerme. (X,q) Ty-metrikimsi uzay ve her z,y € X icin Fy(z,y) = q(z,y) —
q(y, ) olsun. Bu durumda, F, : (X X X, 7, X 7,s) — (R, 7,,) di-simetri fonksiyonu

stireklidir. Burada, T, mutlak deger metriginden iiretilen standart (dogal) topolojidir.
2.1.5. Tanim . (X, d) Ty-metrikimsi uzay ve z,y € X olsun.
r<qy = d(z,y) =0

bigiminde tamimh <, siralamasina, X tizerinde d 'nin dzellestirme (kismi) siralamass

denir.



Tanim 2.1.1 ’de goriildiigii gibi, metrik olmayan bir (X, d) Ty-metrikimsi uzayinda
d(x,y) # d(y, x) olacak bigimde z,y € X vardir. Buradan yola gikarak, bir Tj-metrikimsi

uzayda simetrik ¢iftler kiimesi tanimini gorelim:

2.1.6. Tanum . [18] (X, d) Ty-metrikimsi uzay olsun. d(z,y) = d(y, x) olacak bigimde
(z,y) € X x X ikilisine simetrik ¢ift ve

Zq=A{(r,y) € X x X :d(z,y) = d(y, )}
bagintisina, simetrik ciftler kiimesi denir. Ayrica, her x € X igin
Zy(x) = Z(x) ={y € X : (z,y) € Za}

kiimesi, x "in simetri kimes: olarak adlandirilir. Acikca, Z; simetrik ciftler kiimesi
X {izerinde bir yansimali ve simetrik bagintidir. Ustelik, (r,y) € Z; olmak tizere,

d(z,y) = d (z,y) = d*(z,y) olur.
Boylece, Z; kiimesinin tanimi yardimiyla agagidaki denklik agiktir.
2.1.7. Onerme. [18] (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay olmak iizere,
(X, d) metrik uzaydir <= Z5 = X x X.

2.1.8. Onerme. [18] (X, d) Ty-metrikimsi uzaymin Z, simetrik ciftler kiimesi X x X

‘de T4 X Tg4s-kapalidir.
Burada, Tp-metrikimsi uzaylara o6zgi olarak, simetrik nokta tanimini gorecegiz:

2.1.9. Tamim . [18] (X, d) bir Ty-metrikimsi uzay ve x € X olsun. Her y € X igin
d(z,y) = d(y,z) (yani, y € X i¢in y € Z4(x)) oluyorsa = e X uzaymin bir simetrik

noktas: denir. Diger bir ifade ile,
Her y € X igin (z,y) simetrik ¢ifttir <= x € X simetrik noktadir.
2.1.10. Sonug. [18] (X,d) To-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda,

(X, d) metrik uzaydir <= X uzayindaki tiim noktalar simetrik noktadir.

Bu asamada, simetrik ciftler kiimesinin duali olan, antisimetrik ¢iftler kiimesi ve

simetrik noktanin duali olan, antisimetrik nokta tanimlar: verilecek:
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2.1.11. Tanim. [18] (X, d) Tp-metrikimsi uzay olsun. Eger z,y € X igin
dz,y) =d(y,x) = x =y
( yani, x # y = d(x,y) # d(y, x)) oluyorsa (x,y) ikilisine antisimetrik ¢ift ve

Ry = {(l’,y) eX xX: d(l’,y) # d(yvx)}

kiimesine, X ’in antisimetrik ¢iftler kimesi denir. Acikca, Ry bagintisi simetri 6zelligine

sahiptir, fakat yansima ve geciskenlik 6zelliklerine sahip degildir. Ayrica, x € X icin
Ry(z) = R(z) ={y € X : (z,y) € Ra}
kiimesi, x “in antisimetri kiimesi olarak adlandirilir.

2.1.12. Tamim. [18] (X, d) To-metrikimsi uzay ve x € X olsun. Her y € X \ {z} icin
d(x,y) # d(y,z) ( yani, her y € X \ {2} i¢in y € Ry(z)) oluyorsa x e X uzaymin bir

antisimetrik noktasy denir. Diger bir ifade ile,

Her y € X \ {z} i¢in (z,y) antisimetrik ¢ifttir <= =z € X antisimetrik noktadur.

Bu agsamada, metrik uzaylara dual (karsit) olan yani, hi¢ simetrik ¢ifte sahip olma-

yan yeni bir uzay tanimini gorebiliriz:

2.1.13. Tanim. [18] (X,d) Tp-metrikimsi uzayinda her (x,y) € X x X cifti antisi-
metrik, yani, Z; = Ay ise (X, d) antisimetrik uzaydur. Diger bir ifade ile,
“Her z,y € X i¢in d(z,y) = d(y,z) <= = = y kosulu saglaniyorsa (X, d) uzay1

antisimetriktir 7 denir.

2.1.14. Onerme. [18] (a) Antisimetrik uzayn her altuzay: antisimetrik uzaydur.

(b) (X, d) antisimetrik uzaydir <= X uzaymdaki tiim noktalar antisimetrik noktadir.

2.1.15. Onerme. [18] X iizerinde m bir metrik ve d bir antisimetrik Ty-metrikimsi

olsun. Bu durumda, d + m fonksiyonu X tizerinde bir antisimetrik Ty-metrikimsi olur.

Simdi, bir Ty-metrikimsi uzayin simetrisizlik derecesine farkli bir acidan yaklagim
yapmak iizere, tez ¢alismasi boyunca kullanacagimiz ve [1] 'de tammlanmig olan asi-

metrik normlu gercel vektor uzay kavramini gorelim:
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2.1.16. Tanim . [1] X bir gercel vektor uzay olsun. Bir ||.| : X — [0, co) doniislimii her

x,y € X ve a > 0 igin,
(1) llz = —2[ =0 <= 2 =0,
(2) [loz] = o],
(3) llz +y| < [z + [yl

ozelliklerini sagliyorsa, ||.| dontigimiine X iizerinde bir asimetrik norm ve (X,||.|)
uzayma bir asimetrik normlu (gercel vektor) uzay denir. Burada, 0, X vektor uzayimin
sifir vektortudiir. Ayrica, her z € X igin ||z|~! = || —z| dir. Buradan, ||.|* = ||.|V].|7' =

||.||, X tizerinde normdur.

Her normdan bir metrik elde ettigimiz gibi, her asimetrik normdan da bir Ty-metrikimsi
elde edilebilir. Gergekten, dj| : X x X — [0,00) , dj(z,y) = |z — y| seklinde
tanimlanan dj | doniislimi bir Tp-metrikimsidir. Clinki, dj(z,y) = ||z —y| = || — (x —
y)| =dj(y,x) =0 olursa ||z —y| = || — (z — y)| = 0 = z = y elde edilir.
Buna ragmen, her Ty-metrikimsi, bir asimetrik normdan elde edilemeyebilir. Ornegin,
R iizerinde,

d:RxR—[0,00)

0 ;2<y
d(z,y) =
1 52>y

dogal Ty-metrikimsisi bir asimetrik normdan elde edilmemektedir. Gercekten, d dogal
Th-metrikimsisi bir asimetrik normdan elde edilemez. Gergekten, her a« > 0 ve x,y € R
icin d(ax,ay) = ad(z,y) olurdu. Fakat, « = 2, v = 3 ve y = 1 i¢in, d(az,ay) =
d(6,2) =1%#2=2d(3,1) = ad(z,y) dir.

Tanim 2.1.16 'dan, her normlu gercel vektor uzay asimetrik normlu gercel vektor

uzaydir. Ancak tersi dogru degildir. Ornegin,

|| : R — [0, 00)

xr ;x>0
|z =
0 ;x<0



bir asimetrik normdur, fakat norm degildir. Ciinkii &« = —1 ve z = 2 almursa |laz| =

0 # 2 = |al||z| oldugundan ||.| norm degildir. Agikea,
xr ;x>0
] =
0 ;<0
asimetrik normu ile elde edilen
d||.| =u:RxR— [0,00)

dy(z,y) = u(z,y) = maz{x —y,0}

fonksiyonu R tizerinde Ornek 2.3.1 ’de sunacagimiz standart Th-metrikimsi olur.

2.1.17. Not. Her z,y € X icin d):(z,y) = d)(z,y) = ||z — y| ve (d)*(z,y) =
dy (2, y) v (dy) " (2, y) = dyy (@, y) Vdy(y, 2) = |z —y|Vly— 2| = |z -yl oldugundan,

dys = (dy.))* dir. Kisaca, dj s = (d|)*, normdan iiretilen bir metrik olur.

To-metrikimsi uzaylar tizerinde elde edilen ifadeler, asimetrik normlu gercel vektor
uzaylara tagindiginda bu denkliklerin daha kolaylastigini 5.3 alt bolimiinde gorecegiz.

Simdi ise, bizim igin gerekli olan bazi ifadeleri hatirlayalim:

2.1.18. Tanmim. [18] (X, ||.|) bir asimetrik normlu gergel vektor uzay ve € X olsun.

Bu durumda,
Zay,(0) = {2z € X :dy(0,2) = dy(2,0)} = {x € X : [la] = || — [}
dir.
2.1.19. Sonug. [18] (X,|.]) bir asimetrik normlu gergel vektor uzay olmak iizere,

(X, |I.]) normlu uzaydir <= 0 simetrik noktadir.

2.2. Ty-Metrikimsi Uzaylarda Bazi1 Yeni Sonuglar

Bu kisimda, Th-metrikimsi uzaylara 6zgii olarak, onceki boliimde sunulan temel yapilardan

elde ettigimiz bazi onermeler ve sonuclara deginilmistir.

2.2.1. Onerme. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay, ¢ > 0 ve x € X olsun. Bu durumda,
8



(1) Bs (,T, 5) = Bd<x7€) defl(xﬁg)a

(2) Tgvg—1 = Tq V Tq-1 dir.

Simdi, bir (X, d) To-metrikimsi uzayda Z; simetrik ¢iftler kiimesi ve R, antisimetrik

ciftler kiimesi ile ilgili 6nemli 6onermeleri inceleyelim:

2.2.2. Onerme. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda,

ZgUR; =X x X dir.

Kanit. Her zaman Z; U Ry € X x X oldugu aciktir. X x X C Z; U R; oldugunu
gormek igin, (z,y) € X x X alalim. O halde,
(1) (z,y) simetrik ¢ift ise (z,y) € Zy4, ((z,x) € Z olduguna dikkat edelim)

(2) (z,y) antisimetrik ¢ift ise (x,y) € Ry oldugundan, istenilen elde edilmistir. OJ

2.2.3. Onerme. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay ve = € X olsun. Bu durumda,

Zy(x) U Ry(z) = X dir.

Kanit. Her zaman Z,(x) U Ry(z) C X oldugu agiktir. X C Z,(x) U Ry(z) oldugunu
gormek icin, y € X alalim. O halde,

(1) (x,y) simetrik ¢ift ise (z,y) € Z4 ve buradan, y € Z,(x) olur ((z,x) € Z; olduguna
dikkat edelim) .

(2) (z,y) antisimetrik ¢ift ise (z,y) € Ry, yani, y € Ry(x) olur. O

2.2.4. Onerme. (X, d) bir Ty-metrikimsi uzay ve z € X olsun. Bu durumda, Zy(z)

kiimesi X uzayinda 74 -kapalidir.

Kanit. X \ Z;(z) kiimesinin 74-agik oldugunu gormek icin a € X \ Zy(z) alalim.
Buradan, a ¢ Z(z), yani, d(x,a) # d(a,z) olur. Simdi, ¢ = |d(a,z) — d(z,a)| i¢in
Bgs(a,§) € X \ Zy(r) oldugunu gosterelim: Tersine, bir z € Bgs(a, ) igin z ¢ X \
Z4(x) oldugunu kabul ettigimizde z € Zy(x) ve dolayisiyla d(z, z) = d(x, z) dir. Simdi,
Not 2.1.3 "i kullanarak

e =|d(a,z) —d(z,a)| = |d(a,z) — d(z,2) + d(x, z) — d(z,a)]|

<l|d(a,z) —d(z,z)| + |d(z, z) — d(x,a)|

< d*(a,z)+ d*(z,z) + d°(x,x) + d*(2, a)

—

(34
<Z+ 2

PN



elde edilir ki, bu bir geliskidir. Yani, z € X \ Z(z) oldugundan, X \ Z,(x) altkiimesi
Tas-agik ve Zy(x) altkiimesi 7y4s-kapalidir. O

Simdi, R, antisimetrik ciftler kiimesi tanimini ele alarak agagidaki sonuglari elde

edebiliriz:

2.2.5. Onerme. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay olmak tizere, R, antisimetrik ¢iftler

kiimesi, X x X uzayinda 745 X Ty4s-aciktir.

Kamt. Bir (X, d) Ty-metrikimsi uzayinda Z;N Ry = 0 ve Ry = (X x X))\ Z, dir. Simdi,
Onerme 2.1.8 geregi, Z, kitmesi X x X 'de 74« X 74s-kapali oldugundan, Z, kiimesinin

timleyeni Ry kiimesi X x X uzayinda 74s X 7gs-agiktir. [

2.2.6. Onerme. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay olmak iizere her x € X icin Ry(x), @

‘in antisimetri kiimesi X uzayinda 7ys-acgiktir.

Kamit. Bir (X, d) Ty-metrikimsi uzayinda her x € X i¢in Z;(z) N Ry(x) = ) ve Ryq(x) =
X\ Zy(z) dir. O halde, Onerme 2.2.4 geregi, her 2 € X i¢in Zy(x) kitmesi X ’de 7y-
kapali oldugundan, Z,;(z) ’in tiimeleyeni Ry(x) kiimesi X ’de 7ys-agiktir. O

Bu asamada, simetrik noktalar ve antisimetrik noktalar ile ilgili bir ka¢ onerme
incelenecektir. Acgikca, simetrik noktalardan olugan bir uzayda tiim ¢iftler simetriktir.
Boylece, simetrik noktalardan olusan uzay metrik uzaydir. Ayrica, Tanim 2.1.9 'dan

agagidaki onermeler ve sonuglari elde edebiliriz:

2.2.7. Onerme. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda,

x € X simetrik noktadir <= Zy(x) = X.

Kanit. (=) Zs(x) € X oldugu agiktir. Simdi, y € X aldigimizda, x simetrik nokta
oldugundan, d(z,y) = d(y, z) ve dolaywsiyla, y € Z4(x) dir.

(<) z € X simetrik nokta olmasm. O zaman, d(z,y) # d(y, x) ve x # y olacak bigimde
bir y € X vardir. Buradan, y ¢ Z;(z), yani Zg(x) # X celigkisi elde edilir. O

Onerme 2.2.7 ’ye benzer bicimde asagidaki 6nermeyi elde edebiliriz:

2.2.8. Onerme. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda,

xr € X antisimetrik noktadir <= Ry(z) = X \ {z}.
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Kanmt. (=) Ry(x) € X \ {z} oldugu aciktir. Simdi, y € X \ {z} aldigimizda, =
antisimetrik nokta oldugundan, d(x,y) # d(y,x) dir. Buradan, y € R,(z) olur.

(<) z € X antisimetrik nokta olmasi. O zaman, d(z,y) = d(y, x) olacak bi¢imde bir
xr #y € X vardwr. Buradan, y ¢ Ry(z), yani Rq(x) # X \ {z} celiskisi elde edilir. O

Asagidaki 6nermelerde bir Ty-metrikimsi uzayda simetrik noktalar ve antisimetrik

noktalarin birbirlerine gore durumlari incelenecektir:

2.2.9. Onerme. En az iki noktaya sahip bir (X,d) Ty-metrikimsi uzayda bir nokta

hem simetrik hem antisimetrik olamaz.

Kanit. (X, d) To-metrikimsi uzay ve a € X hem simetrik nokta hem de antisimetrik
nokta olsun. Simetrik nokta tammina gore her b € X icin d(a,b) = d(b,a) ve antisi-

metrik nokta tanimina gore d(a, b) # d(b, a) elde edilir ki, bu bir geligkidir. [J

2.2.10. Sonug. Simetrik (Antisimetrik) bir noktaya sahip bir (X, d) Tp-metrikimsi

uzay, antisimetrik (simetrik) nokta bulunduramaz.

Kanit. Tersini digiinelim. (X, d) To-metrikimsi uzay, a € X simetrik nokta ve b € X
antisimetrik nokta olsun. Simetrik nokta tanimindan d(a,b) = d(b,a) ve antisimetrik

nokta tamimindan d(a, b) # d(b, a) geliskisi elde edilir. [J

Onerme 2.2.6 da, bir nokta ile antisimetrik ¢ift olugturan tiim noktalarin kiimesinin
(noktanin antisimetri kiimesi) 74s-agik oldugu goriilmiigtii. Simdi ise, bir Tp-metrikimsi

uzayin tim antisimetrik noktalarinin kiimesinin 74-agik oldugu kanitlanacaktir.

2.2.11. Onerme. (X, d) bir Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda, X ’in antisimet-

rik noktalarinin kiimesi 74s-aciktir.

Kamit. B = {z € X : Ry(z) = X \ {z}} antisimetrik noktalar kiimesinin 74-acik
oldugunu, yani, her y € B i¢cin B kiimesinin y noktasini iceren bir yuvar1 kapsadigini
gorelim: Burada, y € B ise Rq(y) = X \ {y} vani, her y # x € X i¢in d(z,y) # d(y, x)
dir. Simdi, 0 < ¢ < inf{|d(z,y) — d(y,z)| : 2 € X} olmak iizere By (y,5) € B
dir. Gergekten, z € Bgs(y, ) ve z ¢ B olacak bigimde bir z € X oldugunu kabul
ettigimizde, z ¢ B oldugundan, R4(z) # X \ {2z} yani, d(a, 2) = d(z, a) olacak bigimde
bir z # a € X vardir. O halde, Not 2.1.3 kullanilarak
11



e <|d(a,y) — d(y,a)| = |d(a,y) — d(a, 2) + d(z,a) — d(y, a)]
< |d(a,y) — d(a, z)| + [d(z, a) — d(y, a)|

< d*(a,a) +d*(y,z) + d°(a,a) + d°(z,y)

<s+i=s

celigkisi elde edilir. Béylece, Bys(y, §) € B oldugundan, B kiimesi 74s-agiktir. [J
Tanim 2.1.13 ve buraya kadar elde ettigimiz bilgilerden agagidaki sonucu gorebiliriz:

2.2.12. Sonug. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda,
(a) (X,d) bir simetrik noktaya sahipse antisimetrik uzay olamaz.
(b) (X,d) bir antisimetrik noktaya sahipse metrik uzay olamaz.

(c) (X,d) antisimetrik uzaydir <= Ry = (X x X)\ Ax ={(z,y) : = #y}.

2.3. Cesitli T)-Metrikimsi Uzay Ornekleri

Bu kisimda, tezde ¢ogunlukla kullanacagimiz Ty-metrikimsi uzay orneklerinin detaylar:

incelenecektir.

2.3.1. Ornek. u : R x R — [0,00), u(z,y) = maz{z — y,0} olmak iizere, (R, u)
uzaym ele alahm. Burada, her x € R i¢in u(x,z) = x — 2 = 0 dir. Diger yandan, u
‘nun ti¢gen esitsizligini ve Ty kogulunu sagladig kolayca goriilebilir. Boylece, (R, u) bir
To-metrikimsi uzaydir. (R, u) uzayma standart To-metrikimsi uzay denir [2].

Diger yandan, v 'nun duali, v !(z,y) = u(y, *) = maz{y —z,0} dir. Ayrica, v nun
simetrizasyon metrigi, u*(z,y) = u(x,y) Vu~!(z,y) = |z —y|, R iizerinde mutlak deger
metrigidir. Boylece, acikca, u 'nun simetrizasyon topolojisi 7,s Standart topoloji olur.

Ayrica, bu uzayda her z,y € R, x > y (x < y) i¢in u(z,y) =z —y = 0 = u(y, x)
(u(z,y) = 0 =y — x = u(y,x)) oldugundan, her = € R igin Z,(z) = {z} ve Z, =
{(z,z) : = € R} = Ag dir yani, (R,u) bir antisimetrik Tp-metrikimsi uzaydir ve

Sonug 2.2.12 (a) geregi, (R, u) uzaymin simetrik noktasi yoktur.

2.3.2. Ornek . X bir kiime ve < siralamasi X tzerinde bir kismi siralama olsun. Bu
durumda,

de: X x X — [0,00)

12



0 ;2<y
d<(z,y) =
1 x4y

fonksiyonu X iizerinde bir Ty-metrikimsidir [18]. Gergekten, her z € X igin d<(x,x) =
x —x = 0 dir. Uggen esitsizliginin saglandigim kontrol etmek ftizere cesitli olasiliklar

inceleyelim; Her z,y, 2 € X icin < y durumunda,
(1) y < zise, d<(z,2) =0, d<(z,y) = 0 ve d<(y, 2) =0,
(2) e <zvey L zise, de(z,2) =0, d<(z,y) =0 ve d<(y,2) = 1,
(3) v £ zise d<(x,2) = 1, d<(z,y) = 0 ve d<(y,2) = 1,

ve z £ y durumunda,
(4) y £ zise, d<(x,2) =1, d<(z,y) =1 ve d<(y,z) = 1,
(5) v £ zvey < zise, de(z,2) =1, d<(z,y) = 1 ve d<(y,z) = 0,
(6) x < zveise, d<(x,2) =0, d<(z,y) =1 ve d<(y,2) =0,

oldugundan, ti¢gen esitsizligi saglanir. Ayrica, her z,y € X igin d<(z,y) = d<(y,z) =0
olursa, agik¢a, © = y ve buradan, (X,d<) bir Ty-metrikimsi uzaydir. (X, d) uzayma

dogal Ty-metrikimsi uzay denir. Ayrica, d< 'nin duali,
(da)™: X x X — [0,00)

0 ;y<=z

(d<)™H(z,y) = {
Y 1 ;yda

ve d< 'nin simetrizasyon metrigi, (d<)*: X x X — [0, 00)

5 0 ;z=y
(d<)*(y, ) =
L s z#y
ayrik metrik olur. Boylece, d< 'nin simetrizasyon topolojisi de ayrik topolojidir
Diger yandan, bu uzayda her z € X igin Zy_(v) = {z} ve Z;_ = {(v,2) : = €
X} = Ax oldugundan, (X, d<) bir antisimetrik Tp-metrikimsi uzaydir ve Sonug 2.2.12

(a) geregi, (X, d<) uzaymn simetrik noktas: yoktur.
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Ornek 2.3.2 'de X kiimesi yerine gercel sayilar kiimesi R yazilirsa agagidaki ornegi

elde ederiz:

2.3.3. Ornek . R gercel sayilar kiimesi {izerinde d : R x R — [0, 00)

0 ;z<y
d(z,y) =
1 52>y

fonksiyonu ile kurulan (R, d) uzay1 antisimetrik 7Ty-metrikimsi uzaydir.

2.3.4. Ornek . Bu calismada Sorgenfrey 1 adi altinda ele alacagimiz

p:RxR—[0,00)

rT—y ;T 2=2Y
p(r,y) =
1 e <y

bigiminde tanimli p fonksiyonu bir Ty-metrikimsidir [18]. Gergekten, her z € R igin
p(z, z) = 0 oldugu agiktir. Ucgen esitsizliginin saglandigim gérmek icin farkl olasiliklar

inceleyelim: Her z,y, 2 € R icin

(1) x <y < zisep(z,z) =1, plz,y) =1 ve ply,z) =1,

(2) x <z<yisep(x,z) =1, p(z,y) =1veply,z) =y — z,

(B) z<x<yisep(r,z) =a—z plx,y) =1vepy,z) =y — z,
(4) z2y>zise p(z,z) =x—z,plr,y) =z —yvepy,z) =y — z,
(5) y>ax>zisep(r,2z) =2 — 2z, plx,y) =1vepy,z) =y — z,
(6) y>z>wxisep(r,z) =1, p(z,y) =1 ve ply,2) =y — z,

oldugundan, tiggen esitsizligi saglanir. Her x,y € R i¢in p(z,y) = 0 = p(y,z) iken

xr = y oldugu agiktir. Buradan, (R, p) bir Ty-metrikimsi uzay olur. Ayrica, p 'nin duali,

p P RxR—[0,00)

_ y—r ;y=>x
pHz,y) =
1 Yy <ax
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bi¢iminde ve p 'nin simetrizasyon metrigi,

P’ iR xR — [0,00)

0 T =1y
un-

sup{l, |z —y|} ; x#y

bicimindedir. 7, ve 7,1 topolojilerini iireten taban elemanlar1 z € R ve 0 < e < 1 icin
sirayla,

By(z,e) ={y eR:p(z,y) <e} = (z — ¢, 7]

ve

By-i(z,e) ={yeR:ply,z) <e} =[x,z +¢)

ve 1 < ¢ icin sirayla,
By(z,e) ={y e R:p(z,y) <e} =R

ve

By-i(z,e) ={y e R:p(y,z) <e} =R

bicimindedir. Simdi, Onerme 2.2.1 (a) ’dan, 0 < & < 1 icin
Bps(z,e) = [z,x+¢) N (z —¢e,2] = {z}

olur, yani, 7,s simetrizasyon topolojisi ayrik topolojidir.

Burada, p ‘nin simetrizasyon metrigi ayrik metrik olmamasina ragmen, simetrizas-
yon metriginin urettigi topoloji ayrik topolojidir.

Ayrica, bu uzayda her z € R igin p(x,z + 1) = 1 = p(z + 1,z) oldugundan,
Zyx) ={yeR: y=as+t1}ve Z, ={(zv,y) € RxR: y =z +£1} dir. Boylece,
Z, # A olur yani, Sorgenfrey 1 antisimetrik uzay degildir. Dikkat edilirse, bu uzay
metrik uzay da degildir. Gergekten, 1 # 3 olmasina ragmen, p(1,3) =1 # 2 = p(3,1)
dir.

Diger yandan, bu uzay ne simetrik nokta ne de antisimetrik noktaya sahip degildir.

Clinkii,

(1) a € R simetrik nokta olursa, b = a + 2 aldigimizda p(a,b) # p(b,a) elde edilir.

Boylece, a simetrik nokta olamaz.
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(2) a € R antisimetrik nokta olursa, b = a+1 aldigimizda p(a, b) = p(b, a) elde edilir.

Boylece, a antisimetrik nokta olamaz.

Bu agamada, yukaridaki ornek yardimiyla iki metrik uzayin birlesiminin metrik

uzay olamayabilecegini gorebiliriz:

2.3.5. Ornek. Sorgenfrey 1 uzaymmimn Tp-metrikimsi fonksiyonunu A = {0,1} ve
B = {2,3} altkiimeleri tizerine kisitladigimizda elde edilen (A, pa) ve (B,pg) alt To-
metrikimsi uzaylarim ele alahm. Agikga, (A, pa) ve (B, pg) metrik uzaylardir. Simdi,
(AU B,pup)) To-metrikimsi uzaymda paupy(0,3) # paus)(3,0) oldugundan, bu

uzayin metrik uzay olmadig1 goriiliir.

2.3.6. Ornek . Sorgenfrey 2 adi altinda ele alacagimiz

s:RxR—[0,00)

min{l,x —y} ; x>y
s(x,y) =
1 T <y

bigiminde tanimli s fonksiyonu bir Ty-metrikimsidir [18]. Gergekten, her z € R igin
s(z,z) = 0 oldugu agiktir. Ucgen esitsizliginin saglandigini gérmek icin farkl olasiliklar:

inceleyelim. Her z,y, 2 € R icin
(1) x<y<zises(z,z) =1, s(x,y) =1ve s(y,z) =1,
(2) < z<uyises(z,z) =1, s(z,y) =1 ve s(y, z) = min{l,y — z},
(3) z<x<yise s(z,z) =min{l,x — z}, s(z,y) =1 ve s(y,z) = min{l,y — z},

(4) x >y > zise s(x,z) = min{l,z — z}, s(z,y) = min{l,x — y} ve s(y,z) =

min{l,y — z},
(5) y>a >zised(x,z) =min{l,z — z}, d(z,y) = 1 ve d(y, z) = min{l,y — z},
(6) y>z>xised(x,z) =1, d(z,y) =1 ve d(y,z) =min{l,y — z},
oldugundan, ii¢gen esitsizligi saglanir. Diger yandan, s 'nin duali:
sT:RxR —[0,00)
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1 i mm{l,y—x} v Y > X
S (l',y)—
1 ;Y <z

olmak ftizere, s 'nin simetrizasyon metrigi,

s RxR —[0,00)

0 ;y==x
s*(x,y) =
1 s y#a

ayrik metriktir. Buradan, s 'nin simetrizasyon topolojisi 7, ayrik topoloji olur.
Ayrica, bu uzayda = € R aldigimizda y > x + 1 olacak bi¢imde tiim y € R nok-
talar i¢in s(z,y) = 1 = s(y,x) saglandigindan, Z,(z) = {y € R : y > x + 1} ve
Zs ={(x,y) e RxR: y >z + 1} dir. Boylece, Z; # Ag olur, yani, Sorgenfrey 2
antisimetrik uzay degildir. Dikkat edilirse, bu uzay metrik uzay da degildir. Gergekten,
1 # 1 olmasma ragmen, d(1,3) = 3 # 1 =d(3,1) dur.

Sorgenfrey 1 uzayina benzer bicimde Sorgenfrey 2 uzay1 da ne simetrik ne de an-

tisimetrik noktaya sahip degildir.

2.3.7. Not. Bu caligmada, sirasiyla, X ve Y kiimeleri tizerinde verilen d ve q Tp-

metrikimsilerinin ¢carpimi, X x Y c¢arpim kiimesi iizerinde

D((z,y), (a,)) = (d x q)((z,y), (a,b)) = d(x,a) V q(y, D)

biciminde tanimlanmaktadir.

Son olarak, tez caligmamizda kullanacagimiz ve asimetrik normlu gercel vektor

uzayda onemli yere sahip olan bir 6rnegi inceleyelim:

2.3.8. Ornek . Her z = (1, ;) € R? icin ||z| = 21 V25 V0 olmak iizere, (R2,]|.|) uzay:
asimetrik normlu gercel vektor uzaydir. Gergekten, her x = (21, 22),y = (y1,v2) € R?

ve a > () i¢in
(1) ||(:L’1,1‘2)’ = ||(—LU1, —ZE2)| = (070) — (x17x2) = <070>’
(2) [le(wr, m2)| = ol (w1, 22)],

(3) [[(z1; 22) + (Y1, 92)| < (21, 22)| + [ (21, 72)]
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dir. (R%||.|) asimetrik normlu uzayi, bir normlu uzay degildir. Gergekten, normlu
uzayn tanimindan her (z1,79) € R? igin, ||(z1, ¥2)| = 0 ancak ve ancak (z1, z2) = (0,0)
olmalidir. Fakat, (0,0) # (—1,—1) € R? igin, [|[(=1,—1)| = (=1) V (=1) V0 = 0 dur.
Yani, (R?, ||.|) normlu uzay degildir.

Simdi, z = (z1,72) € R? icin ||x|] = 21 V 25 V 0 asimetrik normundan {iretilen
(R?,d|) To-metrikimsi uzaym o6zelliklerini inceleyelim: (R?, d)) Ty-metrikimsi uzay:
antisimetrik uzay degildir. Gergekten, (—1,0) # (0,—1) i¢in, dj((=1,0),(0,-1)) =
1(=1,0) = (0,=1)] = 1 = ||(0,=1) = (=1,0)| = dy,((0,—1),(—=1,0)) oldugundan bu
uzay antisimetrik degildir. Acikca, metrik uzay da degildir. Ornegin, (1,2), (1,3) € R?
i d((1,2), (1,3) = (1,2) — (1,3)] = 0 £ 1 = [(1,3)— (1, 2)] = dy((1,3), (1,2)
dir.

(R% ||.|) asimetrik normlu gergel vektor uzayinda her x = (xq, z5) € R? igin
||| = || — z| ancak ve ancak z; = —x,.

dir. Gergekten, 7 = —x ise ||z| = || — x| oldugu agiktir. Diger yoniini gérmek igin

xr1 < 9 oldugunu kabul edelim:

(1) 0 <y ise ||x| =z ve || — x| = 0 olur. Boylece, x; = x5 = 0 elde edilir.
(2) 1 <0< uzyise ||x| = zy ve | — x| = —z; olur. Boylece, x; = —x5 elde edilir.
(3) 2 < Oise ||z] = 0 ve || — 2| = —z; olur. Boylece, z; < x5 oldugundan —z; =

—x9 = 0 elde edilir.

Sonug olarak, “(0,0)” noktasimn simetri kiimesi,
Z)1((0,0)) = {(x1,22) € R?: 2; = —x5}
dir [18](Burada, Zy, yerine Z) | kullanilmistir) . Simdi, her h = (hy, hy) € R? icin
Z(h) ={(x +hi,—x + hg) : x € R}

oldugunu gorelim: h = (hy, he) € R? i¢in, (t1,%2) € R? olmak iizere,

[((h1, ha), (t1, t2))] = [[((t1, 22), (R, h2))| =

(h1 —t1)V (hg —t2) VO = (t1 — h1) V (ta — hy) VO = z aldigimizda, hy —t; =ty —hy = x

elde edilir. Buradan, t; = hy —x ve ty = x+ hy olur. Yani, h = (hy, hy) € R? ile simetrik

olan tiim ¢iftler, {((hy + 1, ho + 13) € R? : 2y = —x9} = {(z + hy, —x + hy) : z € R}
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bicimindedir.

Simdi, R? iizerinde d)((z,y), (a,b)) = (z —a) V (y — b) V 0 ashnda, R iizerindeki
u(z,y) = maxr{zr—y, 0} standart Th-metrikimsinin kendisi ile garpimi oldugunu goérelim:
Gergekten, her (z,y), (a,b) € R? icin, (u x u)((z,y), (a,b)) = u(x,a) V u(y,b) = (x —
a) V (y —b) V0 dir. O halde, (R? dj) uzay1, (R,u) standart Ty-metrikimsi uzaymm

kendisi ile garpimi olan (R?, u x u) garpim uzayidir. Diger yandan, d(= d|) 'nin duali

d"((z,y), (a,0) = d((a,b), (z,y)) = (a —2) V(b —y) VO

ve dolayisiyla,
&*((2,y), (a,b)) = d((2,y), (a,b)) v d~'((x,y), (a, b)) =
d((2,y), (a,0)) V d((a,b), (x,y)) = u(z,a) Vuly,b) V ula, z) V u(b,y) =
(x—a)V(y—bVOV(a—z)V(b—y)VO=|z—a|V]y—>b V0=
5 —al V |y — b = w(z,a) v u*(y,b)
bi¢imindedir. Simdi, d® simetrizasyon metriginin iirettigi topolojinin taban elemanlarini
bulalim:
Ba:((2,y),€) = {(a,) - &*((x,y), (a,)) < €}
={(a,b): |z —a|V]y—bl<e}=(r—c,x+¢) X (y—¢c,y+e).
dir. (|t —a|V|y—bl <eise |y —bl <evel|r—a|l] <edr Yani,z —e <a<z+¢eve
y—e<b<y+e)
Burada, dikkat edilirse, Bys((z,9),e) = (x —e,x +¢) X (y — e,y + €)

yuvarini iireten metrik, ¢((z,a), (y,b)) = \/(z — a)? + (y — b)? Oklid metrigidir.
Sonuc olarak, 7,s, R tzerinde standart topoloji olmak tizere, R? tizerinde 74 si-
metrizasyon topolojisi, ashnda R x R dizerindeki 7,5 X Tys carpvm topolojisi yani, R>
tizerindeki Oklid topolojisidir.
Bu ornekte, ayrica antisimetrik uzay olan (R, u) standart Ty-metrikimsi uzayinin

kendisi ile carpymindan olusan uzayin antisimetrik uzay olmadigine goriiyoruz.
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3. T,-METRIKIMSI UZAYLARDA SIMETRIK VE
ANTISIMETRIK BAGLANTILILIK

Bu boliimiin ilk kisminda sunulacak olan temel tanimlar, 6nermeler, sonuclar ve goste-
rimler [18] ’den alimmugtir. Bolimiin ikinci kismi ise, simetrik baglantihlik ve anti-
simetrik baglantililik teorileri hakkinda tezde elde ettigimiz yeni sonuclar ve 0zgiin

orneklerden olugsmaktadir.

3.1. Simetrik ve Antisimetrik Baglantili Uzaylar Hakkinda Te-
mel Bilgiler

Metrigin simetri 6zelligini saglamayan bir (X, d) Tp-metrikimsi uzayda, baz z,y € X
noktalar1 igin d(z,y) # d(y,z) olabilecegi, yani, (X,d) Tp-metrikimsi uzaymin bir
asimetrik yapiya sahip oldugu bilinmektedir. Boylece dogal olarak, “Bir (X,d) Tp-
metrikimsi uzaymin simetri ya da asimetri derecesine nasil yaklagim yapilir?” sorusu
ortaya ¢ikar. Hans-Peter A. Kiinzi ve Filiz Yildiz, (X, d) To-metrikimsi uzayinda her
z,y € X i¢in d(z,y) 'nin d(y,z) ’den farkli olma derecesine (6l¢iimiine) yeni bir
yaklasim yapmak amaci ile x 'den y 'ye simetrik yol ve simetrik yolun duali olan an-
tisimetrik yol kavramlarm ilk olarak [18] ’de sunmuslardir. Bu iki kavram yardim ile
de, (X, d) To-metrikimsi uzaymin simetrik baglantihligine ve antisimetrik baglantililigina

tanimlamiglardir.

3.1.1. Tanim . (X, d) bir Tj-metrikimsi uzay ve z,y € X olsun. Her i = 0,....,n — 1
i¢in (x;, x;11) simetrik ciftler olacak sekilde x = x¢ 'dan y = z,, 'ye bir P,, = P(x =
Lo, X1, ..., Ty = y) yoluna, simetrik yol ve P,, = P(x,z) yoluna dugim denir. Bir

simetrik yolda, x = y durumu harig, noktalar sadece bir kere kullanilir.
Simdi, onemli kavramlardan biri olarak, simetrik baglantililik tanimi verilecektir.

3.1.2. Tanim . (X, d) bir Tj-metrikimsi uzay ve z,y € X olsun. Eger, = 'den y ’ye bir

P,, simetrik yolu varsa, x ile y simetrik baglantilader denir.

3.1.3. Tanim. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay ve z,y € X olsun.

xCqy = x ile y simetrik baglantilidir
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bi¢ciminde tanimh “Cjy” bagintisi bir denklik bagintisidir. Bu bagintiya gore,
T = [z] = Cy(z) = {y € X : x ile y simetrik baglantilidir}
kiimesi, z in simetri bilesent (simetrik baglantili bilegseni) olarak adlandirilacaktir.

3.1.4. Tanim. (X,d) bir To-metrikimsi uzay olsun. Eger her x,y € X i¢in = ile y
simetrik baglantili ise, diger bir ifade ile her z € X igin Cy(z) = X oluyorsa (X, d)
uzay1 simetrik baglantilidir denir.

Agikga, Cy(x) kiimesi, X ’in x noktasim iceren ve simetrik baglantily olan en biiyiik

altuzayrdar.

3.1.5. Not. (X,d) To-metrikimsi uzay olmak iizere, her x € X icin Zy(z) C Cy(z)
dir. Buna ragmen Cy(x), Zg(x) 'in altkiimesi olmayabilir. Ustelik belirli kogullarda
Zy(x) = Cy(z) ve hatta Cy(z) bir metrik altuzay olabilir. Bu iki durum, ileride bir

ornek ile gosterilecektir.
3.1.6. Onerme. (X,d) T)-metrikimsi uzay: simetrik baglantiidir <= C; = X x X.

3.1.7. Onerme. (X, d) Ty-metrikimsi uzay: simetrik baglantihdir <= (X,d ") Tp-

metrikimsi uzay1 simetrik baglantilidir.
3.1.8. Onerme. Metrik uzaylar, simetrik baglantilidir.
Onerme 3.1.8 ’den, (X, d*) uzay1 simetrik baglantihidir.
3.1.9. Onerme. En az iki noktaya sahip antisimetrik uzay simetrik baglantili olamaz.

Simdi, simetrik yolun duali olan antisimetrik yol tanimi verilerek, bir Ty-metrikimsi
uzayda iki noktanin antisimetrik baglantililigi ve dolayisiyla bir To-metrikimsi uzay icin

antisimetrik baglantililik kavrami ve ilgili onermeler ile teoremler sunulacaktir.

3.1.10. Tanim. (X,d) bir To-metrikimsi uzay ve x,y € X olsun. Her i = 0,...,n — 1
i¢in (x;, z;+1) antisimetrik ¢iftler olacak bigimde x ’den y "ye P,,, = P(x = x¢, 21, ..., Tp, =

y) yoluna, antisimetrik yol denir.

3.1.11. Tanim. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay ve z,y € X olsun. Eger, x 'den y ’ye

bir P,, antisimetrik yolu varsa, ya da x = y ise  ile y antisimetrik baglantilidir denir.
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3.1.12. Tanim. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay ve z,y € X olsun.
xTyy .= x ile y antisimetrik baglantilidir

bi¢ciminde tanimh “T,;” bagintisi bir denklik bagintisidir. Bu bagintiya gore
T = [x] = Ty(z) = {y € X : z ile y antisimetrik baglantiidir}
kiimesi z ’in antisimetri bileseni (antisimetrik baglantili bilegen) olarak adlandirilacaktir.

3.1.13. Tanim. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay olsun. Eger her z,y € X igin, z ile y
antisimetrik baglantil ise, diger bir ifade ile her x € X i¢in T,(z) = X oluyorsa, (X, d)
uzay1 antisimetrik baglantilidir denir.

Acikca, Ty(x) kimesi, X ’in x noktasini igeren ve antisimetrik baglantily olan en

biyuk altuzayidar.

3.1.14. Onerme. (X, d) bir Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda,
(a) v € X antisimetrik noktadir <= Cy(x) = {z} dir.

(b) x € X simetrik noktadir <= Ty(z) = {z} dir.

Simdi, Onerme 3.1.8 ’de verilen, “Metrik uzaylar, simetrik baglantihidir ” gercegine

benzer bicimde asagidaki énerme [18] ’de kanitlanmigtir.
3.1.15. Onerme. Antisimetrik uzaylar antisimetrik baglantilidir.

3.1.16. Onerme. (X, d) To-metrikimsi uzayi, “ metrik uzaydir <= her x € X i¢in
Ty(z) = {z} dir. 7

Bu asamada, Ty(x) 'in 6nemli bir karakterizasyonunu agagidaki énerme araciligiyla

gorebiliriz:

3.1.17. Onerme. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay ve (z,y) € X x X ¢ifti, ¢ > 0 icin
|Fu(x,y)| = |d(z,y)—d(y, x)| = € olacak sekilde bir antisimetrik ¢ift olsun. Bu durumda,
d*(a,r) < £ ved®(b,y) < § kosullarim saglayan (a, b) ifti, (X, d) 'de antisimetrik ¢ifttir.

3.1.18. Teorem. (X,d) bir To-metrikimsi uzay ve x € X olsun. Bu durumda, x ’in
antisimetri bilegeni Ty(x) kiimesi, ya {x} ya da 74s-a¢ik olur.
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3.1.19. Sonug. (X,d) To-metrikimsi uzayr hi¢ simetrik nokta bulundurmasm. O
halde, her x € X i¢in x ’in antisimetri bileseni Ty(x) kiimesi, hem 74-a¢ik hem de

Tqs-kapalr olur.

Agagidaki 6nerme, [8] 'de verilen “Bir grafigin, kendisi ya da ttimleyeni grafik teori

anlaminda baglantilidir” gerceginden yararlanilarak [18] 'de kanitlanmisgtir.

3.1.20. Onerme. Bir (X, d) Ty-metrikimsi uzay1, simetrik baglantihdir ya da antisi-
metrik baglantilidir.

Asagidaki ornekte gorecegimiz gibi, bazi uzaylar hem simetrik baglantili hem de

antisimetrik baglantili olabilir.

3.1.21. Ornek . R iizerinde, z > y ise, s(x,y) = min{z—y,1} ve x < y ise s(x,y) = 1

bi¢ciminde tanimlanan Sorgenfrey 2 uzayimin hem simetrik baglantili hem de antisi-

metrik baglantili oldugu [18] 'de gosterilmistir.

3.1.22. Teorem . (X,d) ve (Y, q) iki simetrik baglantili Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu
durumda,
D:(XxY)x(XxY)—|[0,00)
D((x1,41), (x2,2)) = d(21,22) V q(y1,2)
olmak iizere, (X x Y, D) ¢arpim Ty-metrikimsi uzayi da simetrik baglantihdir.

3.1.23. Not. Yukandaki teoremde, D carpim Tjp-metrikimsi taniminda “V” yerine

“+7 kullanmlirsa da, garpim uzayi simetrik baglantili olur.
Tiimevarim araciligiyla Teorem 3.1.22 ’den agagidaki sonug elde edilir:

3.1.24. Sonug. Simetrik baglantili uzaylarin sonlu ¢arpimlari simetrik baglantilidir.

3.2. Simetrik ve Antisimetrik Baglantili Uzaylarda Ozgﬁn

Sonuclar

Bu kisimda, Ty-metrikimsi uzaylar cgergevesinde simetrik baglantililik ve antisimet-
rik baglantililik teorileri ile ilgili elde ettigimiz yeni onerme ve sonuglar sunulacaktir.
Ayrica, 2.3. alt boliimiinde sunulan Tp-metrikimsi uzay ¢rneklerinin simetrik baglantili

ve / veya antisimetrik baglantih olup olmadiklar1 incelenecektir.
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3.2.1. Onerme. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda, X bir antisimetrik

noktaya sahipse (X, d) simetrik baglantili olamaz.

Kanit. X bir antisimetrik noktaya sahip olsun ve (X, d) 'nin simetrik baglantili oldugunu
varsayalim. Bu durumda, her z € X igin Cy(x) = X olur. Simdi, y € X antisimetrik
nokta olursa Onerme 3.1.14 (a) ’dan Cy(y) = {y} olur ki, bu celiskidir. [J

“Metrik uzaylar simetrik baglantilidir (Onerme 3.1.8) 7 ifadesinin diger yoniiniin

dogru olamayacagini agagidaki ornek ile gorebiliriz:

3.2.2. Ornek. X = {1,2, 3} kiimesi iizerinde d Tj-metrikimsiyi; d(1,3) = 8, d(3,1) =
10, d(1,2) =9 = d(2,1) ve d(2,3) = 1 = d(3,2) biciminde yani, d(i, j) = d;; olmak

uzere,
0 9 8
9 01
10 1 0

matrisi olarak tammlayalim. Buna gore, d, Ty-metrikimsi kogullarim saglar. Ozellikle
iggen esitsizligi kosuluna bakilirsa,

d(1,2) =9<8+41=4d(1,3) +d(3,2),d(3,1) =10 < 1+9=4d(3,2) +d(2,1)
d(1,3) =8<9+4+1=4d(1,2) +d(2,3),d(2,1) =9 <1+ 10=d(2,3) + d(3,1)
d(2,3)=1<948=4d(2,1)+d(1,3),d(3,2) =1 <10+9=4d(3,1) + d(1,2)

elde edilir. Agikca, P(1,2,3)

yolu tiim noktalar1 birbirlerine baglayan simetrik yoldur.

Boylece, (X, d) metrik uzay olmamasima ragmen simetrik baglantili uzay olur.

Bu asamada, farkli ozelliklere sahip olan ve calismamizin devaminda da kulla-

nacagimiz ozgiin bir uzay ornegini inceleyecegiz:
3.2.3. Ornek. X = [0,00) olmak iizere,

d: X x X —[0,00)

r—y ;Yy<zx
d(:c,y)z{
r+y ;y>x

bigiminde tanimlh d fonksiyonu ile kurulan Yuldiz Uzay: adi altinda ele alacagimiz
(X, d) bir Ty-metrikimsi uzaydir. Diger iki kogul kolayca goriilebilecegi igin sadece tiggen
esitsizliginin saglanmasina dair ihtimalleri ele alalim: Her x,y, 2z € X igin
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(1) z<y<zised(x,z) =x—z dz,y) =z —yved(y,z) =y — z,
(2) z<z<yised(zr,z) =x—z,d(z,y) =x+yved(y,z) =y — z,
(B) x<z<yised(z,z) =x+ 2 dz,y) =c+yvedly,z) =y — 2,
4) z<y<zised(z,z) =+ 2z, dz,y) =x+yved(y,z) =y+ 2,
B)y<z<zised(z,z) =+ 2z dz,y) =x—yved(y,z) =y + 2,
6) y<z<wzised(z,z) =z —2z,d(z,y) =x—yved(y,z) =y +z,
oldugundan, iiggen esitsizligi saglanir. Diger yandan, d 'nin duali

A7 X x X —» [0,00)

—x ;<
M ay) =4’ !
r+y ; x>y

ve d 'nin simetrizasyon metrigi,

d°: X x X — [0, 00)

. 0 T r =y
d*(z,y) =
Ty T FY

bigimindedir. Boylece, (X, d*) Ty-metrikimsi uzaymin “0” noktasinda tirettigi yuvar

Bys(0,6) ={y € X : d°(0,y) < e} =[0,¢)

olur. Yani, “0” noktasindaki simetrizasyon topolojisi, Standart topoloji (“0” noktasimin
Standart topolojiye gore komgulugunun X kiimesi iizerine kisitlamasi) olur.

Simdi, (X,d), (X,d™") ve (X, d*) Ty-metrikimsi uzaylarimim, “0” noktast digindaki
noktalarimim X \ {0} kiimesi iizerinde iirettikleri topolojilerin taban elemanlarini bu-
lalim:

0 # x € X olsun. Bu durumda, 0 < ¢ < z i¢in

By(z,e) ={y € X : d(z,y) <e} = (x — ¢, 2]
Byi(z,e)={ye€ X :d Ya,y) <e} = [v,x+¢)

Bys(z,€) = Ba(x,e) N By-1(z,¢) = {z}
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bigimindedir. Buradan, X \ {0} tizerinde d 'nin iirettigi topoloji iist limit topolojisi,
d~! ’in tirettigi topoloji alt limit topolojisi ve d® 'nin {irettigi topoloji ( simetrizasyon
topoloji ) ayrik topoloji olur.

Ayrica, bu uzayda her z € X igin d(x,0) = x = d(0,z) oldugundan, “0” simetrik
nokta, Z,(z) = {z,0} ve Z; = {(z,0),(0,z) : x € X} dir. Boylece, Z; # Ax
oldugundan, (X, d) Yildiz Uzay1 antisimetrik uzay degildir.

Simdi, (X,d) Yildiz Uzaymin simetrik baglantili oldugunu yani her x € X igin
Cq(x) = X oldugunu gorelim: Her zaman Cy(x) € X oldugu agiktir. Simdi, y € X
alalim. P(x,0,y) yolu z ’den y ’ye bir simetrik yol oldugundan, y € Cy(x) yani, X C
Cq(x) ve dolayisiyla, Cy(z) = X dir. Boylece, (X, d) simetrik baglantili uzay olur.

Yukaridaki ornekte goriildiigii gibi, Yildiz Uzayinda “0” simetrik noktadir. Bu du-

rumu asagidaki onerme ile genellestirebiliriz:

3.2.4. Onerme. En az bir simetrik noktaya sahip (X, d) Ty-metrikimsi uzay, simetrik

baglantilidir.

Kanit. (X,d) To-metrikimsi uzay ve a € X simetrik nokta olsun. Her x € X igin,
Cq(x) € X oldugu aciktir. Simdi, y € X alahm. a € X simetrik nokta oldugundan,
P(z,a,y), z 'den y ’ye bir simetrik yoldur. Béylece, y € Cy(x) ve buradan, X C Cy(x)
dir. O halde, x € X i¢in Cy(z) = X ve (X, d) bir simetrik baglantili uzaydir. O

Onerme 3.2.4 ’iin sonucu olarak, simetrik noktalardan olusan uzaylar simetrik baglantih
olur. Simdi, Onerme 3.2.4 ’iin tersinin dogru olamayacagmi asagidaki ornek ile gorebi-

liriz:

3.2.5. Ornek. R iizerinde, z > y ise p(z,y) = z —y ve x < y ise p(x,y) = 1 olmak
tizere, (R,p) Sorgenfrey 1 uzaymda her x € R i¢in Z,(z) = {y e R: y =z +1}
oldugundan, acikca, Cp(x) = {y € R : y = v £k, k € Z} # R dir. Buradan,
(R, p) uzaymin simetrik baglantih olmadig: goriiliir. Diger yandan, Sorgenfrey 1 uzay:
simetrik noktaya sahip degildir ve metrik uzay da degildir (Ornek 2.3.4).

Simdi, Sorgenfrey 1 uzayinin Tj-metrikimsi fonksiyonunu Z tamsayilar kiimesi tizerine
kisitladigimizda

pz 2 X 7L — [0,00)
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T—y ;x2>Y
pz(x,y) =
1 ;T <y

fonksiyonu ile olugan (Z, pz) uzayinn simetrik baglantili oldugunu gorelim: Gergekten,
her x,y € Z igin x < y ise, P(z,x+ 1,2+ 2,...,y) yolu, z ’den y ’ye bir simetrik yol ve
y<xise Ply,y+1,y+2,...,2) yolu, y ’den x ’e bir simetrik yol olur. Boylece, (Z, pz)
simetrik baglantih uzaydir. Agikca, (Z, pz) metrik uzay degildir ve simetrik noktaya da
sahip degildir ¢iinkii pz(1,5) =1 # 4 = pz(5,1).

Bu ornekte, simetrik baglantils olmayan (R, p) uzayinin simetrik baglantily olan bir

(Z,pz) altuzayima sahip oldugu da ortaya ¢ikmastur.

Onerme 3.1.8 ’den metrik uzaylar simetrik baglantih idi. Simdi, “Bir simetrik baglantih

To-metrikimsi uzay hangi kosul altinda metrik uzay olur? ” sorusunu inceleyelim:

3.2.6. Onerme. (X, d) simetrik baglantili Ty-metrikimsi uzay olsun. Eger Z, simetrik

¢iftler kiimesi gegiskenlik ézelligini sagliyorsa, (X, d) metrik uzay olur.

Kanit. (X, d) simetrik baglantih To-metrikimsi uzay olsun ve Z; simetrik giftler kiimesi
geciskenlik ozelligini saglasin. Simdi, (X, d) 'nin metrik uzay oldugunu gérmek igin
z,y € X alalim. (X, d) simetrik baglantili oldugundan, x ’den y ’ye simetrik ¢iftlerden
olugan bir P(x = xg, 21, ..., , = y) yolu vardir. Simetrik ¢ift tanimindan (zq, z1) € Zy,
(x1,22) € Zg, ..., (Xp_1,2,) € Zy olur. Simdi, Z; gegigkenlik ozelligini sagladigindan,

(x = x0,y = @) € Zg yani, d(z,y) = d(y, x) dir. Boylece, (X, d) metrik uzay olur. [J
Agagida verilecek olan kapsama sonraki teoremde kullanilacaktir.

3.2.7. Not. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay ve A C X olsun. Bu durumda, her a € A
icin Cy, (a) C Cy(a) olur. Gergekten, her b € Cy, (a) i¢in A 'da bir P(a = ag, a1, ..., a, =
b) simetrik yolu vardir. Simdi, her i = 0,1,...,n i¢gin a; € A C X oldugundan, P(a =
ag, Ay, ..., a, = b), X tizerinde bir simetrik yoldur. Yani, b € Cy(a) olur.

Bu kapsamanin diger yoniiniin dogru olamayacagini ileride bir 6rnek ile gorecegiz.

3.2.8. Teorem . (X, d) bir To-metrikimsi uzay ve her ¢ € I i¢gin A; C X olmak iizere

ﬂ A; # 0 olsun. Bu durumda, heri € I igin (A;,da,) altuzaylari simetrik baglantili ise
iel
(U A;, dU Ai) To-metrikimsi uzayi, simetrik baglantili olur.
i€l

el
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Kanit. (U Ai,dU 4 ) uzaymin simetrik baglantili oldugunu goérmek icin a € UAZ'

iel i€l
icl
alalim ve C} (a) = U A; oldugunu gorelim; a € U A; oldugundan, a € A;, olacak
A; i€l i€l
el
bigimde bir ig € I vardir. Simdi, b € U A; alalim.

icl
(1) b € Ay ise, her ¢ € I igin (A;,da,) altuzayr simetrik baglantili oldugundan,
(Aiy, da,,) uzayr da simetrik baglantihdir ve buradan, Not 3.2.7 kullanilarak, b €
CdAiO (a) € Cy A'(a) elde edilir.
iel Z
(2) ig # iy € I olmak tizere, b € A;, olsun. Diger yandan, ﬂ A; # () oldugundan, bir

x € X vardir 6yle ki her ¢ € [ igin x € A; dir. Slmcllil her i € I igin (A;,da,)
altuzay1 simetrik baglantili oldugundan, a € Cy Ay (x) ve b € Cy A () dir. O
halde, Cy 'nin gecisme 6zelliginden ve Not 3.2.7 yardimiyla, UA" izerinde a
"dan b ’ye simetrik yol vardir yani, b € Cy ) (a) olur. <

Boylece, UAZ- CCy (a) olur. Yani, (U A;, dU 4 ) simetrik baglantilidir. O

iel Aj iel i
icl i€l

3.2.9. Teorem. (X,d) bir To-metrikimsi uzay ve her i € I i¢in A; C X olsun. Bu
durumda, heri € I i¢in (A;, da,) altuzay: simetrik baglantili ve heri # j igin A;NA; # ()
ise (U A;, dU Ai) simetrik baglantili uzay olur.

el
i€l

Kanit. Her a,b € U A; i¢in a 'dan b ’ye bir simetrik yol oldugunu gorelim:
iel
(1) Bir 4y € I i¢in a,b € A, ise her i € I icin (A;,dy,) altuzay: simetrik baglantili

oldugundan, A;, altkiimesinde a 'dan b 'ye simetrik ¢iftlerden olusan bir P(a = xq, z1, ..., z, =

b) yolu vardir. Diger yandan, A;, C UAi oldugundan, P(a = z,x1, ..., 2, = b) yolu,
il

U A; lzerinde de a ’dan b ’ye simetrik yoldur.

il

(2) Simdi, ¢ # j olmak iizere, a € A; ve b € A; durumunu inceleyelim: A; N A; # 0

oldugundan, x € A; N A; olacak bicimde bir z € X vardir. Simdi, (A4;,dy,) ve (A;,d4,)

altuzaylar simetrik baglantili olduklarindan, Not 3.2.7 yardimuyla, a € Cqy, (z) C
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ve b € (y A ) C Cy ) dir. Boylece, Cy 'nin gegisme ozelliginden,
“Ua Ja”
el i€l
U A; tizerinde a ile b simetrik baglantili olur. [J

i€l
3.2.10. Onerme. (X,d) ve (Y,e) iki Ty-metrikimsi uzay ve f : (X,d) — (Y,e) bir

orten izometri olsun. Bu durumda,

(X, d) uzay1 simetrik baglantihdir <= (Y, e) uzayi simetrik baglantilidir.

Kanit. (=) a,b € Y alalm. f 'nin 6rtenliginden, f(x) = a ve f(y) = b olacak sekilde
z,y € X vardir. (X, d) simetrik baglantili oldugundan, X ’de bir P(x = zg, 21, ...,y =
z,) (n € N) yolu vardir, 6yle ki i = 0, ...,n—1i¢in, d(z;, z;41) = d(z;41, x;) dir. Ayrica,
f izometri oldugundan i = 0,...,n — 1 i¢in d(z;, z;41) = e(f(2;), f(ziy1)) dir. Simdi
i =0,.,n—1icin e(f(z), f(wi41)) = d(@s, zir1) = d(@ir1,2) = e(f(@ir1), (@)
oldugundan, P(a = f(x) = f(xq), f(x1),....,0 = f(y) = f(z,)) (n € N), Y {lizerinde a
‘dan b ’ye bir simetrik yoldur. Yani, (Y, e) simetrik baglantili uzaydir.

(<) z,y € X alalim. Bu durumda, f(x) = a ve f(y) = b olmak iizere, a,b € Y
dir. (Y, e) simetrik baglantih oldugundan, Y ’de bir P(a = ag,aq,...,b = a,) (n € N)
yolu vardir 6yle ki ¢ = 0,...,n — 1 i¢in, e(a;, a;11) = e(a1,a;) dir. Simdi, f orten
oldugundan, her a; € Y i¢in f(x;) = a; olacak sekilde bir z; € X vardir (i =0, ...,n—1).
Ayrica, f izometri oldugundan, i = 0,...,n — 1 i¢in d(x;, x;41) = e(f(z), f(zi11)) =
e(ai, aiv1) = e(air1,a;) = e(f(xiv1), f(x;)) = d(xiy1, ;) oldugu goriliir. O halde,
P(zx = zg,21,....,y = x,) (n € N) yolu, X iizerinde x 'den y ’ye bir simetrik yol
ve boylece, (X, d) simetrik baglantili uzay olur. O

3.2.11. Onerme. X en az iki elemanli bir kiime ve (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay
olsun. Bu durumda, (X,d) uzayi, <, ozellestirme kismi siralamasina gére en biiyiik

elemana sahip ise (X, d) simetrik baglantili uzay olamaz.

Kanit. Tersine, a € X, <; siralamasina gore en biiyiikk eleman ve (X,d) simetrik

baglantili uzay olsun. Simetrik baglantililiktan, her x € X i¢in Cy(z) = X dir. Buradan,

Cqi(a) = X olur. Simdi, her z € X i¢in = € Cy(a) oldugundan, a 'dan z ’e bir P(a =

T, T1, ..., Ly, = x) simetrik yolu vardir. Burada, d(a,z1) = d(x1,a) ve i = 1,,....n — 1

icin d(x;, ;1) = d(xiq1, ;) dir. Simdi, a eleman1 <; siralamasina gore en biiyiik eleman

oldugundan, z; <4 a ve buradan d(x;,a) = 0 ve dolaysiyla d(a,z1) = d(x1,a) = 0
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dir. Bu durumda, 7yp-metrikimsi tanimindan a = z elde edilir ki bu, ¢ 'min en biytk

eleman olmast ile geligir. Boylece, (X, d) simetrik baglantili uzay olamaz. O]

Simdi, bir Tp-metrikimsi uzayda antisimetrik baglantililik ile ilgili 6zgiin teorem,
onerme, sonug ve (ters) ornekler inceleyecegiz:

Bir d Ty-metrikimsinin duali tanimi ele alinarak agagidaki onerme kanitlanabilir:

3.2.12. Onerme. (X,d) Ty-metrikimsi uzayi antisimetrik baglantihdir <= (X,d™")

Ty-metrikimsi uzay1 antisimetrik baglantilidir.

Kanit. (=) 2z € X alalim. T;-1(z) = X oldugunu gorelim: (X, d) antisimetrik baglantili
oldugundan, Ty(z) = X dir, yani her z # y € X i¢in d(z;,xi11) # d(xi1, ;)
(i =0,...,n — 1) olacak bi¢cimde P(z = xg, 21, ...,y = ,) yolu vardir. d~! tammindan
d N w1, v) = d(zg, 2i01) # d(wigr, 2) = d Ny, vi01) (@ = 0,...,n — 1) elde edilir.
Buradan, P(z = x¢,%1,....,y = x,) (i = 0,...,n — 1) yolu, (X,d!) uzaymnda z 'den y
'ye bir antisimetrik yoldur, yani her z € X i¢in Ty-1(x) = X dir.

(<) x € X alalm. Ty(z) = X oldugunu gorelim: (X,d~!) antisimetrik baglantih
oldugundan, Ty-1(x) = X dir, yani her # # y € X icin d (2, 211) # d" v, 1)
(i =0,...,n — 1) olacak bi¢gimde P(z = zg, 21, ...,y = ) yolu vardir. d~! tammindan
d(ziv1, 1) = d Nz, 200) # d Y i, 25) = d(zg,vi41) (@ = 0,...,n — 1) elde edilir.
Buradan, P(x = zg,21,...,y = 2,) (i =0,...,n — 1) yolu, (X, d) uzaymda z 'den y ’ye
bir antisimetrik yoldur, yani her x € X i¢in Ty(x) = X dir. O

Onerme 3.1.9 ’a benzer bicimde agagidaki 6nermeyi verebiliriz:

3.2.13. Onerme. En az iki noktaya sahip bir metrik uzay, antisimetrik baglantili

olamaz.

Kanit. X en az iki elemanh bir kiime, (X, d) metrik uzay ve antisimetrik baglantil
olsun. O halde, her x,y € X igin x ’den y ’ye antisimetrik ¢iftlerden olusan bir P(z =
Lo, X1, .,y = T,) (n € N) yolu vardir. Fakat (X, d) metrik uzay oldugundan i =
0,1,...,n — 1 igin tiim (x;, ;1) ler simetrik ¢iftlerdir ki, bu bir geligkidir. Yani (X, d)

antisimetrik baglantili uzay degildir. [J

3.2.14. Onerme. (X,d) bir To-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda, X bir simetrik

noktaya sahipse (X, d) antisimetrik baglantili olamaz.
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Kanit. y € X bir simetrik nokta ve (X,d) antisimetrik baglantih uzay olsun. An-
tisimetrik baglantililk tanimindan, her € X i¢in Ty(x) = X olur. Diger yandan,
Onerme 3.1.14 (b) *den Ty(y) = {y} dir ki, bu celiskidir. [J

Bu tez galismasinda ¢ok 6nemli yere sahip ve [18] ’de farkli bir kamitla sunulan bir

teoremi Ozgiin kanitiyla sunalim:

3.2.15. Teorem . Normlu olmayan asimetrik normlu gercel vektor uzay antisimetrik

baglantilidir.

Kanit. (X, ||.|) normlu olmayan asimetrik normlu gergel vektor uzay olsun. Simdi
d = dj olmak fizere ||.| asimetrik normundan iiretilen (X,d) Ty-metrikimsi uzayimmn
antisimetrik baglantili oldugunu yani, her = € X igin Ty(x) = X oldugunu gorelim:
(X, ||.|) normlu uzay olmadigindan, acik¢a, (X, ||.|) ve dolayisiyla (X, d) Tp-metrikimsi
uzay1 simetrik noktaya sahip degildir. Simdi, Sonug 3.1.19 geregi, her x € X igin Ty(z)
kiimeleri hem 7ys-acik hem 7gs-kapalidirlar. Diger yandan, d® bir normdan tretilmistir
(Not 2.1.17). Normlu uzaylar (f : [0,1] — X, f(t) = tx + (1 — t)y stirekli fonksi-
yonu sayesinde) yol-baglantili [15] olduklarindan, tiretilen (X, 7;) topolojik uzay1 yol-
baglantili ve dolayisiyla baglantili uzaydir. Simdi, baglantili uzaylarin hem agik hem

kapali altktimeleri, ) ve X ve Ty(x) # 0 oldugundan, Ty(x) = X dir. O

3.2.16. Ornek. Her z € R? icin ||| = 1 V 23 V 23 V 0 asimetrik normunda iiretilen
(R?, d)) To-metrikimsi uzaymi ele alalim. Oncelikle, (R?, ||.|) uzaymn asimetrik normlu
gercel vektor uzay oldugunu gorelim: Gergekten, her x = (21,22, 23),y = (Y1, y2,¥3) €
R3 ve a > 0 icin,
|(z1, 22, 23)| = || (=21, —22, —23)| = (0,0,0) ancak ve ancak (z1,x2,z3) = (0,0,0),
le(@y, 22, w3)| = a|(21, 2, 23)],
1(@1, 22, 23) + (Y1, y2, y3)| < ||(w1, @2, 23)| + [[(y1, y2, 93)],
dir. Simdi, (R3, ||.|) asimetrik normlu uzaym bir normlu uzay olmadigini gorelim. Normlu
uzaymn tammindan, her (xq, x5, 23) € R3 igin, ||(z1, 22, x3)| = 0 ancak ve ancak
(71,22, 73) = (0,0,0) olmahdir. Fakat, (0,0,0) # (=1, —1,—1) € R®igin, [|(=1, -1, -1)| =
(=1) vV (=1)V (=1) V0 = 0 dir. Yani, (R3,]|.|) normlu uzay degildir. Boylece, Te-

orem 3.2.15 geregi, (R?,d) ) antisimetrik baglantili uzaydur.

Asagida sunacagimiz ornek, detaylariyla incelenecek 6zgiin bir uzay ornegidir.
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3.2.17. Ornek. A = {0} U {55 : n € N} olsun. A {izerinde

, lz—y| ;x<yve (r,y)# (2 ") 27" vn e N
e(z,y) =
2|z —y| ; aksi taktirde

fonksiyonu ile inga edilen (A, e") bir Ty-metrikimsi uzaydir. Gercekten, e 'niin bir Tj-
metrikimsi oldugunu kanitlayalim. Her 2,y € Aicin €' (z,2) = 0ve e (z,y) = ¢ (y,z) =
0 = z = y oldugu kolayca goriiliir. Ucgen esitsizliginin saglandigim gorelim; Her
x,y,z € Aigin x = y ya da y = z durumunda agikca, liggen esitsizligi saglanir.
e(z,2) = |z —z|ise e (r,2) <|v—y|+|y— 2| =€ (z,y) +¢€(y,2) olur.
e'(x,2) = 2|x — 2| durumunda farkh iki olasihig1 inceleyelim:
1. x > z durumunda,
(a)y>a>zise e (x,2) =2]x — 2| <2ly — 2| =€ (y, 2)
b)x>y>zisee (n,2) =2|z — 2| <2z —y| + 2y — 2| =€ (2,9) + € (y,2)
(c)x>z>yisee (x,2) =2lr -2 <e(x,y) =2z —y|
2.0 =2"0" > =27" (2 < ) durumunda,
(a) z < y < z ihtimali imkansizdir ¢linkti A kiimesi tanimindan z ile z 'nin arasinda
baska nokta olamaz.
M)y <z <zisey <z =2 oldugundan, y = 2-™*+?) alabiliriz ki bu durumda
e (z,y)+ e (y,z) > 2.]20H+2) — 2=+ 1 |9=(n+2) _ 9=
=27+ 1 3272 — 59-(42) 5 97 — (g, 2)  olur.
(¢c)x < z <yisee (x,2) = 27" olur. Simdi, y noktas: bityiidiikce iicgen esitsizliginin
sag tarafi da biiyiidiigii icin burada y = 2=~ durumunu incelemek yeterli
olacaktir. Boylece, € (x,y) + ¢ (y, z) > |2-F) — 2=(n=1)| 1 2 |2=(=1) _ o=n|
=3.27( ) 4 o=(n=1) 5 9=n — ¢ (1 2)

oldugundan, ticgen esitsizligi saglanir. Diger yandan, € 'niin duali
N1 ly—a| ;y<avel(yx)#@Q N2, VneN
(e) (z,y) =

2|y — x| ; aksi taktirde

ve simetrizasyon metrigi,
s 0 T =y
(e)Ww):{
20—yl s xFy
bigimindedir. Burada, dikkat edilirse, 0 € A ve ¢ > 0 i¢in B).(0,¢) = {0, ..., 37}
(55 < §) dir. Boylece, X \ By (0,¢) = {5, 555, .-, 5} oldugundan, € 'niin “0”
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noktasindaki simetrizasyon topolojisi, sonlu tiimleyenler topolojisidir.

Diger yandan, her z,y € A\ {0} icin m(x,y) = |z — y| olmak iizere, (¢')*(z,y) =
2m(z,y) dir. Simdi, m < ¢ < (¢)* = 2m oldugundan, 7, C Ty C Ty = Tom dir.
Ayrica, Tom C T oldugundan, 7). = 7, elde edilir. Buradan, 7,/)., A 'nin A \ {0}
altkiimesi iizerinde, R 'nin 7, Standart topolojisinin A\ {0} tizerine kisitlamas: olarak,
ayrik topoloji olur.

L1y 1

/ / !/ 1 1 v
Ayrica, e tammindan, € (57, 351) = 57 = € (7571, 37) oldugundan,

1 1 1 1
Zy =

e {(2—”,%),(%72—”) tn € N}UAL

bigimindedir. Béylece, Z,, # A4 oldugundan, (A, e’) antisimetrik Ty-metrikimsi uzay
degildir.

Bu uzayda her = # 0 icin agikca € (z,0) # ¢ (0,z) oldugundan, “0” antisimetrik
noktadir.

Simdi, (A,e€’) uzaymin antisimetrik baglantili, yani, her x € A i¢in T (z) = A
oldugunu gorelim: Her y € A igin P(x,0,y) yolu, z ’den y ’ye bir antisimetrik yol
oldugundan, T./(x) = A yani, (A,e€’) antisimetrik baglantili To-metrikimsi uzaydir.
Ayrica, bu uzay simetrik baglantili degildir. Gergekten, “0” antisimetrik nokta oldugun-

dan, Onerme 3.1.14 (a) geregi, C.r(0) = {0} # A dir.

Simdi, yukaridaki ornekte ele alinan durumu dogrulayan bir genellestirmeyi su-

nalim:

3.2.18. Onerme. En az bir antisimetrik noktaya sahip Ty-metrikimsi uzay, antisi-

metrik baglantilidir.

Kanit. a € X, (X, d) Ty-metrikimsi uzaymin antisimetrik noktasi olsun. Her x € X
icin Ty(x) = X oldugunu gosterelim: Her x € X i¢in Ty(x) C X oldugu agiktir. Simdi,
y € X alahm. ¢ € X antisimetrik nokta oldugundan, P(z,a,y), = 'den y ’ye bir
antisimetrik yoldur. Boylece, y € Ty(x) ve buradan X C T,(X) elde edilir. O halde,

(X, d) bir antisimetrik baglantili uzay olur. [J
Onerme 3.2.18 ’in tersinin dogru olamayacagini agagidaki ornek ile gorebiliriz:

3.2.19. Ornek. z > yicin p(z,y) = 2—y ve x < y icin p(z, y) = 1 olmak iizere, (R, p)
Sorgenfrey 1 Tj-metrikimsi uzaym ele alahm. Her z,y € R, = < y icin, P, (z,z —
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2,y+2,y),  'den y ’ye bir antisimetrik yol oldugundan, bu uzay antisimetrik baglantili
uzaydir. (y < z igin, Py, (y,y—2,2+2,x), y 'den x ’e bir antisimetrik yol olur). Ustelik,
(R, p) Sorgenfrey 1 uzay! antisimetrik noktaya sahip degildir (Ornek 2.3.4).

Simdi, “iki antisimetrik baglantili uzayin ¢arpimi antisimetrik baglantili midir? ”

sorusunu aragtiralim:
3.2.20. Teorem . (X,d) ve (Y,q) iki antisimetrik baglantili Ty-metrikimsi uzay ise
D:(XxY)x(XxY)—][0,00)

D((x1,y1), (02, 92)) = d(21,22) V q(y1, y2)

olmak iizere, (X x Y, D) Ty-metrikimsi uzayi da antisimetrik baglantilidir.

Kanit. Her (z,y) € X x Y i¢in Tp((z,y)) = X x Y oldugunu gérelim: (a,b) € X x Y
ise a,x € X ve b,y € Y dir. (X,d) antisimetrik baglantilh uzay oldugundan, X ’de
P(a = zg,71,....,x, = ) (n € N), a 'dan x ’e bir antisimetrik yoldur, yani her
i=0,1,...,n — 1 icin d(z;,x;11) # d(xis1, ;) dir. Benzer bigimde, (Y, q) antisimet-
rik baglantili uzay oldugundan, Y ’de P(b = yo,y1, .., Ym = y) (m € N), b ’den y ’ye
bir antisimetrik yoldur, yani, her j =0,1,...,m — 1 i¢in q(y;, yj+1) # q(yj+1,y;) dir.
Simdi, P((xo, %) = (a,b), (z1,b), ..., (x,b), (z,y1), (z,y2), ..., (x,y)) yolunun, X XY iize-
rinde, (a,b) 'den (x,y) ’ye bir antisimetrik yol oldugunu gosterelim. Gergekten, her
t=0,..,n—1i¢in:

D((:,b), (zit1,0)) = d(@j, Tiy1) # d(@iv1, 2:) = D((@i41, ), (3,)) dur.

Her i =0, ...,m — 1 igin:

D((z,y5), (x,y5+1)) = a(yi, yj+1) # a(Wj1, ;) = D((@, yj41), (2, 7;)) dr.

Boylece, P((xo,y0) = (a,b), (x1,b), ..., (x,b), (z,y1), (x,42), ..., (x,y)) yolu, X X Y {ize-
rinde (a,b) ’den (x,y) ’ye bir antisimetrik yol, yani, (a,b) € Tp((x,y)) olur. O

3.2.21. Not. Yukarida verilen D carpim Ty-metrikimsi tammminda “V” yerine “+”

kullanilirsa da ¢arpim uzayinin antisimetrik baglantili oldugu agik¢a gortliir.
Timevarimdan, Teorem 3.2.20 'nin sonucu olarak agagidaki ifade elde edilir:

3.2.22. Sonug . Antisimetrik baglantili uzaylarin sonlu sayida ¢arpimlari antisimetrik

baglantilidir.
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Agagida sunulacak olan kapsamaya, sonraki teoremlerin kamtinda ihtiya¢ duyula-

caktir.

3.2.23. Not . (X, d) bir Ty-metrikimsi uzay ve A C X olsun. Bu durumda, her a €
A icin Ty, (a) C Ty(a) olur. Gergekten, her b € Ty, (a) i¢in A {izerinde antisimetrik
¢iftlerden olusan bir P(a = ag,as,...,a, = b) yolu vardir. Simdi, her i = 0,1,...,n
icin a; € A C X oldugundan, P(a = ag, ay,...,a, = b) yolu, X tizerinde antisimetrik
ciftlerden olusan bir yol ve b € Ty(a) dir.

Bu kapsamanin diger yonii dogru degildir. Gercekten, Ornek 3.2.17 ’de sunulan,

/ T 1 1 1
(A, e) To-metrikimsi uzayinda, 7./ (5) =A¢ {5} = TE/A\{O}(i) dir.

3.2.24. Teorem . (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay ve her i € I i¢in A; C X ve ﬂAi +
icl
0 olsun. Bu durumda, her i € I i¢in (A;,da,) altuzaylari antisimetrik baglantili ise

A d antisimetrik baglantili uzay olur.
4
iel e

Kanit. Teorem 3.2.8 'in kanitina dual olarak benzer bi¢cimde goriiliir. [J

3.2.25. Teorem . (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay ve her i € I i¢in A; C X olsun. Bu
durumda, her i € I i¢in (A;,da,) altuzaylari antisimetrik baglantili ve her i # j i¢in

A;NA; #0 ise (U A, d A ) antisimetrik baglantili uzay olur.
iel U g
iel

Kamt. Her a,b € UAZ' icin a 'dan b 'ye bir antisimetrik yol oldugunu gorelim:

iel
(1) a,b € A;, olacak bigimde iy € I varsa, her i € [ igin (A;,da,) altuzaylar anti-
simetrik baglantil oldugundan, A, altkiimesinde a ’dan b 'ye antisimetrik ¢iftlerden

olugan bir P(a = zg, x1, ..., x, = b) yolu vardir. Diger yandan, A;, C U A; oldugundan,
il
P(a = xg, 1, ...,x, = b) yolu U A; tizerinde de a ’dan b ’ye antisimetrik yoldur.
iel
(2) @ # j olmak tizere, a € A; ve b € A; durumunu inceleyelim: A; N A; # 0
oldugundan, x € A; N A; olacak bicimde bir € X vardir. Hipotezden, (A;,d4,)
ve (Aj,dy,;) altuzaylar antisimetrik baglantih olduklarindan ve Not 3.2.23 sayesinde,

a€Ty, (v) CTy (x) vebe Ty, () C Ty (x) dir. O halde, UAZ' tizerinde a
’ A; ' A; i€l
iel iel
ile b antisimetrik baglantilidir. [J
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3.2.26. Teorem. (X,d) ve (Y, e) iki To-metrikimsi uzay ve f : (X,d) — (Y,e) bir

orten izometri olsun. Bu durumda,

(X, d) uzayr antisimetrik baglantiidir <= (Y, e) uzay1 antisimetrik baglantilidir.

Kamt. (=) a,b € Y alalim. f 'nin ortenliginden, f(z) = a ve f(y) = b olacak
bicimde z,y € X vardir. (X,d) antisimetrik baglantili oldugundan, X ’de bir P(z =
To, X1, ...,y = Tp) (n € N) yolu vardwr, 6yle ki ¢ = 0,....,n — 1 igin, d(x;,x;41) #
d(x;y1, z;) dir. f 'nin izometri olugundan, i = 0, ..., n—1i¢in d(x;, x;11) = e(f(x;), f(Tis1))
dir. §imdi, i = 0,...,n—1Ligin e(f(z), f(zi41)) = d(@s, @is1) # d(@ir1, 1) = e(f (@), f(23))
oldugundan, P(a = f(x) = f(xo), f(z1),....,0 = f(y) = f(x,)) (n € N), YV {izerinde a

"dan b ’ye bir antisimetrik yoldur. Yani, (Y, e) antisimetrik baglantili uzaydir.

(<) z,y € X alahm. Bu durumda, f(x) = a ve f(y) = b olmak iizere, a,b € Y
dir. (Y,e) antisimetrik baglantili oldugundan, Y ’de bir P(a = ag,a1,....0 = a,)
(n € N) yolu vardir 6yle ki i = 0,...,n — 1 i¢in, e(a;, a;41) # e(a;y1,a;) dir. Simdi,
f orten oldugundan, her a; € Y i¢in f(x;) = a; olacak bigimde bir x; € X vardir
(1=0,..,n—1). f 'nin izometri olmas1 ger¢eginden, i = 0,...,n — 1 igin d(z;, x;11) =
e(f(i), f(wir1)) = elai, air1) # e(air1, ai) = e(f(winr), f(2:)) = d(wiz1,2;) olur. O
halde, P(z = xg, 21, ...,y = z,,) (n € N) yolu, X iizerinde = ’den y ’ye bir antisimetrik

yol ve boylece de (X, d) antisimetrik baglantili uzay olur. [J

Simdi, “Antisimetrik baglantili bir uzayin altuzaylar1 antisimetrik baglantili midir?”

sorusunu ele alalim. Bu soruya olumsuz yanit olarak, agagidaki ornegi sunabiliriz:

3.2.27. Ornek . R? iizerinde ||(z1,23)| = 21 V 22 V 0 asimetrik normundan iiretilen
(R?, d)j.|) To-metrikimsi uzaymi ele alalm. Burada, her h = (hy, he) € R* i¢in Zg (h) =
Cy, ,(h) dir. Gergekten, Zy (h) € Cy, () oldugu aciktir. Simdi, bir (21, 22) € Cqy (1, he))
alalm. Bu durumda, (hy, hs) 'den (21, 2z2) 'ye simetrik ¢iftlerden olugan bir yol vardir.
Ayrica, (hq, hg) ile simetrik olan ¢iftler, z € R olmak iizere (x + hy, —z + hs) bi¢iminde
oldugu i¢in (Ornek 2.3.8), P((hy, hy), (x1 + hi, —x1 + ha),...(xy + By, —2n + ho) =
(21, 22)), bir simetrik yoldur. Boylece, z € R olmak iizere, (z1, 22) = (x + hy, —x + hs)
bigimindedir. Kisaca, her h = (hy, hy) € R? i¢in Zy ((h1,h2)) = Cay ((h1, hg)) olur.

Yani, her h = (hy, hy) € R? noktasinin simetri bilegeni

Cd||A|(h) = {(l’ + hl, —T + hQ) A R}
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bigimindedir. Simdi, Cy, | (h) # R? oldugundan, (R?, dj |) simetrik baglantil uzay degildir.
O halde, Onerme 3.1.20 ’den, (R?,d),) antisimetrik baglantil uzaydir.

Diger yandan, her (hy,hy) € R? icin Zy (h) = Cqg (h) oldugundan, her h =
(h1, he) € R? dgin C = Cyy ((ha, ha)) olmak tizere (C,d¢) metrik uzaydor.

Bu agsamada ise, “Antisimetrik baglantili uzayin altuzayr hangi kogullar altinda
antisimetrik baglantili olur? ” sorusu incelenecektir. Bu soruya yanit olarak gerekli

kogulu sunmadan 6nce yardimer bir onermeye deginecegiz.

3.2.28. Onerme. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay ve A C X altkiimesi X ’de 7g-
yogun olsun. Bu durumda, her a € A i¢in T(a) = Tx(a) () A esitligi saglanir (Burada,
Ta(a) =Ty, (a) ve Tx(a) = Ty, (a) dir ).

Kanit. (C) b € Ta(a) alahm. Buradan, a ile b, (A,d4) altuzayinda antisimetrik
baglantihidir. Boylece, her ¢ = 0,..,n — 1 i¢gin a; € A olmak ftizere bir Py(a =
ag, ..y Ap_1,a, = b) antisimetrik yolu vardir. Simdi A C X oldugundan, P,, yolu,
X iizerinde a 'dan b ’ye bir antisimetrik yoldur. Buradan b € Tx(a) () A elde edilir.
(D) a # bolmak tizere, b € Tx(a)[) A alalim. b € T'x(a) oldugundan, her i = 0,...,n—1
icin y; € X olmak iizere, antisimetrik ¢iftlerden olusan P(a = yo, ..., b = y,,) yolu vardur.
Her i =0,...,n—1i¢in d(y;, Yir1) # d(Yir1, yi) oldugundan [ Fy(yi, yir1)| = 1d(yi, Yir1) —
d(yit1,y:)| = &; olacak sekilde g; > 0 vardwr. Simdi, m = min{e; : i =0,....,n — 1}
ve 0 = 7 alahm. Burada, A, X ’de 74s-yogun oldugundan, her ¢« = 1,...,n — 1 igin
u; € Bgs(y;,0) (A vardir. Simdi, a = yo = uy ve b = y, = u, dedigimizde, her
i=1,..,n—2ic¢in (u;, u;;1) antisimetrik ¢ifttir. Gergekten, bir (u;, u;y1) ¢ifti simetrik
¢ift olursa, Not 2.1.3 kullanilarak,
m < |d(yi, Yiy1) — dWiv1, ¥i)| = [dWi, yiv1) — d(ui, wigr) + d(uigr, us) — d(Yig1, i)
< |d(ys, yir1) — d(ui, wiga)| + [d(wirr, ui) — d(Yisr, i)
< d*(yis wi) + d°(Yis, wigr) + & (Wigr, Yisr) + d*(us, yi) <46 =m
geligkisi elde edilir. Simdi, P(a,uq, ..., u,_1,b) ’deki ardigik biitiin ¢iftlerin A {izerinde
antisimetrik oldugunu géstermek igin (a,u;) ve (u,_1,b) ¢iftlerinin antisimetrik ¢iftler
olduklarimi gérmemiz yeterli olacaktir. Tersini kabul edelim: (a, u;) simetrik ¢ift olsun.
Bu durumda d(a, u;) = d(uq, a) elde edilir. Simdi, Not 2.1.3 kullanilarak,
m < |[Fy(a,y1)| = [d(a,y1) — d(yr,a)| = |d(a,y1) — d(a,ur) + d(u1,a) — d(yr,a)| <
d*(y1,u1) + d*(uy,y1) <6 +6 =20 =%
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elde edilir ki, bu bir geligkidir. Benzer sekilde (u,_1,b) de antisimetrik ¢ift olur. Yani,
a ile b antisimetrik baglantili ve dolayisiyla, b € Ts(a) dir. O

3.2.29. Sonug. (X,d) antisimetrik baglantili Ty-metrikimsi uzay ve A C X altkiimesi

X ’de Ty4s-yogun ise (A, d,) altuzayr antisimetrik baglantili olur.

Kamt. Her a € A i¢in Ty(a) = A oldugunu gorelim: Hipotezden, Tx(a) = X dir. O
halde, Onerme 3.2.28 "daki esitlikten, Ty (a) = Tx(a) (VA= XA = A olur. O

Simdi, Onerme 3.2.28 ’deki esitligin simetri bilegenler icin ve Sonug 3.2.29 un bir
benzerinin simetrik baglantililik i¢in saglanmadigini, ayrica Sonug 3.2.29 'un tersinin

de dogru olamayacaginmi asagidaki ornekte gorebiliriz. Kisaca, bu ¢rnekte;

(1) Antisimetrik baglantil bir 74-yogun altuzaya sahip olmasima ragmen, kendisi

antisimetrik baglantili olmayan,

(2) Simetrik baglantili olmasina ragmen, 74s-yogun ve simetrik baglantili olmayan bir

altuzaya sahip,
(3) Ca(a) = Cx(a)() A esitliginin bir x noktasi i¢in saglanmadigini gosteren,
bir Ty-metrikimsi uzay: inceleyecegiz:

3.2.30. Ornek. X = [0,00) iizerinde d : X x X — [0, 00)

r—y ;y<zx
d(:c,y)z{
rTt+y ;y>zx

bi¢iminde tanimh d fonksiyonu ile elde edilen (X, d) Yildiz Uzay1 bir antisimetrik uzay
degildir (Ornek 3.2.3).

Simdi, F' = X \ {0} olmak tizere, (F,dp) altuzaymin antisimetrik uzay oldugunu
gormek icin x # y olacak sekilde z,y € F alalim. Boylece, iki durum s6z konusudur:
(a) >y olursa dp(z,y) =z —y #z+y = dr(y, ),

(b) y >z olursa dp(z,y) =x+y #y —x =dp(y,x)
elde edilir. Her iki durumda dp(x,y) # dr(y,z) oldugundan, (F,dr) altuzay: antisi-
metriktir. O halde Onerme 3.1.15 geregince, (F,dp) antisimetrik baglantili uzay olur.

Diger yandan, Ornek 3.2.3 'den By (0,¢) = {y € X : d*(0,y) < ¢} = [0,¢) oldugu
bilinmektedir. Simdi, F' altuzaymin X uzaymda 7g4s-yogun oldugunu gorelim: Tersine,

38



F 'nin X ’de 74s-yogun olmadigini kabul edelim. Bu durumda, G (X \ {0}) = 0 olacak
bigimde bir G € 74+ vardir. Buradan, G C {0} olur. Diger yandan, “0” noktasinin 7,4
topolojisine gore yuvarlari [0, ¢) bigiminde oldugundan, [0,¢) C {0} celigkisi elde edilir.

Ustelik, Z; = {(x,0),(0,z) : € X} oldugundan, Ty(0) = {0} # X dir. Buradan,
(X,d) Yildiz Uzay:1 antisimetrik baglantili degildir.

Boylece, (X,d) Yildiz Uzayr antisimetrik baglantile olmamasina ragmen, Tgs-yogun
ve antisimetrik baglantily olan bir altuzaya sahiptir.

Ornek 3.2.3 'de gordiigiimiiz gibi, (X, d) Yildiz Uzay1 simetrik baglantihidir. Simdi,
(F,dp) antisimetrik uzay oldugundan, Onerme 3.1.9 geregince, simetrik baglantili uzay
degildir.

Boylece, (X, d) Yildiz Uzayr simetrik baglantil olmasina ragmen, T4s-yogun olan ve
aynt zamanda simetrik baglantily olmayan bir altuzaya sahiptir.

Diger yandan, (F,dp) antisimetrik uzaymda Cy,(3) = {3} ve (X,d) Yildiz Uzay
simetrik baglantih oldugundan, Cy(1) = X dir. O halde, Cy,.(3) # Cy(3) N F olur. O
halde, Onerme 3.2.28 “deki esitligin simetri bilesenler i¢in saglanmadiginy gorebiliriz.

Dikkat edilirse, burada Cy(3) = X ¢ {3} = Cy.(5) dir. Boylece, daha énce soz
verildigi gibi, Not 3.2.7 ’deki kapsamanin diger yoninin dogru olamayacagr da ortaya

crkmastar.
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4. SIMETRIK BAGLANTILI VE ANTISIMETRIK
BAGLANTILI GENISLEMELER

Bu boliimde, Ty-metrikimsi uzaylarda simetrik baglantily genisleme ve antisimetrik
baglantily genisleme teorileri kurularak bir 7Tp-metrikimsi uzayin hangi kogullar altinda
simetrik baglantili genigleme ya da antisimetrik baglantili geniglemeye sahip olabilecegi
incelenecektir. Ayrica, bu iki kavramin, kalitsal olup olmadig1 arastirilacak ve 6nemli
(ters) orneklerde Th-metrikimsi uzaylarin altuzaylar: da ele alinarak, simetrik baglantili
genigleme ve antisimetik baglantili genigleme kavramlarinin detaylari bu (alt) uzay-
larda agiklanacaktir. Sunulacak olan teorem, 6nerme, sonug ve 6rnekler [7] makalesinde

yaymlanmigtir.

4.1. Ty-Metrikimsi Uzaylarda Simetrik Baglantili Genislemeler

Bu kisimda, Ty-metrikimsi uzaylar cergevesinde, simetrik baglantili genigleme teorisi
kurulacak ve bu tiir geniglemelerin varhg cesitli kogullar altinda arastirilacaktir. ( Kla-

sik topolojide baglantili geniglemeler [4] ’de incelenmistir.)

4.1.1. Tamim. (X,d) Ty-metrikimsi uzay ve (Y, e) simetrik baglantili Th-metrikimsi
uzay olsun. (X,d) uzay1 (Y,e) uzaymin bir altuzayma izometrik ise yani, bir j :
(X,d) — (Y,e) izometrik gomme doniigimi varsa (Y, e) uzayma, (X,d) nin simet-
rik baglantily genislemesidir denir.

Bu durumda, Y\ j(X) kiimesi, Y geniglemesinin kalan: olarak adlandirilir.
Tanmimdan asagidaki énermeyi ifade edebiliriz:

4.1.2. Onerme. (Y,e) Ty-metrikimsi uzay1, (X,d) 'nin bir simetrik baglantili genisle-
mesi ise (Y, e ') Ty-metrikimsi uzayr da, (X,d~') ’'nin simetrik baglantili genislemesi

olur.

Kanit. (Y,e) uzay1 (X,d) uzaymm bir simetrik baglantili geniglemesi oldugundan,
bir j : (X,d) — (Y, e) izometrik gdbmme doniigimii vardir. Burada, her z,y € X i¢in
d(z,y) = e(j(x), j(y)) oldugundan, d~*(z,y) = d(y, z) = e(j(y),j(z)) = e (j(2). 7 (¥))
dir, yani, j : (X,d™') — (Y,e™!) bir izometrik gomme dontigiimiidiir. Diger yan-
dan, Onerme 3.1.7 ’den (Y,e) simetrik baglantili oldugundan, (Y,e') de simetrik

baglantilidir. [J
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4.1.3. Teorem . Her smirl (X, d) To-metrikimsi uzay bir simetrik baglantili tek-nokta

genislemeye sahiptir.

Kanit. oo ¢ X olmak iizere, ¥ = X U {oo} kiimesini tanmimlayalim. Simdi, (X, d)
siirhl oldugundan, her x,y € X i¢in d(z,y) < t olacak bigimde bir ¢ > 0 vardir.
Burada, Y = X U {oco} {izerinde,

(

d(z,y) ; v,y €X

t s r =00,y € X
e(x,y) =

t s y=o00,x € X

0 ;T =00,y =00

\

bigiminde tamimh e fonksiyonu ile elde edilen (Y] e), bir Ty-metrikimsi uzaydir. Diger
iki ozellik kolayca goriilebilecegi icin burada sadece tiggen esitsizliginin saglandigini

kanitlayalim: Her z,y, 2 € Y i¢in
(1) z,y,z € X durumunda e(x,y) = d(z,y),
(2) x =y =z =00 durumunda e(z, z) = e(x,y) = e(y, z) = 0,
(3) z,y € X ve z = oo durumunda e(z, z) = e(y, z) =t ve e(z,y) = d(z,y) < t,
(4) z,z € X ve y = oo durumunda e(z,y) = e(y, z) =t ve e(z, 2) = d(z,2) < t,
(5) v,z € X ve x = oo durumunda e(x, z) = e(z,y) =t ve e(y, z) = d(y,z) <,

oldugundan, {iggen esitsizligi saglanir. Ayrica, her z,y € Y i¢in e(x,00) =t = e(00, x)
ve e(y,00) = t = e(0co,y) oldugundan, P(x,00,y),  'den y ’ye bir simetrik yoldur.
Yani, (Y, e) uzay1 (X, d) 'nin simetrik baglantih tek-nokta geniglemesidir. [J

4.1.4. Ornek. (X, <) kismi sirall bir kiime olsun. X kiimesine, X ’in elemanlar

ile kargilagtirilamayacak bigimde “co” elemanini ekleyerek genigletilmis yeni bir YV =

X [J{oc} kiimesini kuralim. Burada,
<={(z,y): v <y, v,y € X} U{(00,00)}

olmak {izere < bagmtisi Y iizerinde bir kismi siralama bagmtisidir. Boylece, (Y, <)
ikilisi (X, <) ’den genisletilmig bir kismi sirali kiime olur. Simdi, X iizerinde “<” kismi

siralama bagintisindan tiretilen

d: X x X —1[0,00)
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0 ;2<y
d<(z,y) =
1 x4y

fonksiyonunu ele alalim. Ornek 2.3.2 geregi (X, d<) bir Ty-metrikimsi uzaydir. Benzer

bicimde, Y iizerinde “<” bagintisi ile iiretilen

deYXY—>[0,00)

0 2=y
dj(xay):
1 ;xﬁy

fonksiyonu bir Tp-metrikimsidir. Diger yandan, siirh olan (X, d<) Tp-metrikimsi uzay:
Teorem 4.1.3 'den simetrik baglantili bir (Y, e) tek-nokta genislemesine sahip oldugu
biliniyor. Simdi, Y tizerinde e = d< oldugunu gorelim: Her z,y € Y i¢in
(1) z <y ise x ile y kargilagtirilabilir oldugundan z,y € X dir. Bu durumda, e(z,y) =
d<(xz,y) =0 dir.
(2) x £ y ise d<(z,y) = 1 dir. Burada, iki farkli durum séz konusudur:

(a) z=o00vey € X ise e(x,y) =d<(x,y) =1,

(b) y=o00vez € X ise e(z,y) = d<(x,y) =1 dir
(3) y =00 ve x = o0 ise e(x,y) = 0 ve d<(z,y) = 0 dir.
Sonug olarak, d<(z,y) = e(x,y) elde edilir.

4.1.5. Onerme. u(z,y) = maz{z —y,0} olmak iizere, (R, u) standart Ty-metrikimsi
uzay1, simetrik baglantili olan sonlu kalanl bir simetrik baglantili (Y, e) geniglemesine

sahip olamaz.

Kamnit. Tersine, (R, u) Th-metrikimsi uzayinin sonlu kalanh simetrik baglantili bir (Y e)
geniglemesine sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda, oncelikle Tanim 4.1.1 ’den,
(Y, e) uzaymn bir (j(R), eg) altuzayi, (R, u) uzayma izometrik olacak bi¢imde bir j :
(R,u) — (Y,e) izometrik gémme doniigimi vardir. Ayrica, Y = j(R) U F' olacak
bi¢imde, bog kiimeden farkli, sonlu ve j(R) ile ayrik olan bir F' kiimesi vardir. §imdi,
(R, u) uzaymn siirh ve dolayisiyla kabuliimiiziin yanhg oldugunu gorelim:

Bunun igin, = # y olacak bi¢imde z,y € R ve f € F alalim. Simdi, (x, f) ve (y, f)
ciftleri (Y, e) uzayinda simetrik ciftler olmalar1 durumunda e(x, f) = e(y, f) esitligi
saglanir. Gergekten, e(x, f) > e(y, f) olursa 0 < e(z, ) —e(y, ) < e(z,y) = u(z,y) ve
0<e(x,f)—ely, f)=c(f,z)—elf,y) <e(y,z) =u(y,z) dir. Buradan, u(z,y) > 0 ve
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u(y, ) > 0 olur ki, bu durum u standart Tp-metrikimsi tanim ile gelisir.

Ayrica, (Y, e) uzaymda (z, f) simetrik ¢ift olmak {izere, « 'e bagh olmayacak bi¢imde
ay := e(z, f) sabitini tamimlayalim. (f € F i¢in (z, f) simetrik ¢ifti yoksa ay = 0 dir.)

Simdi, z # y olacak bi¢gimde z,y € R alahm. (Y, e) simetrik baglantili oldugundan,
(Y, e) iizerinde x 'den y ’ye bir P,, simetrik yolu olmalidir.

Diger yandan, genelligi bozmaksizin, (R, u) antisimetrik uzay oldugundan, P,, yolu
igerisinde, R gercel sayilar kiimesinin elemanlar1 olup ve ayni zamanda ardigik olan
noktalarin olmadigini varsayabiliriz. Bylece, her ¢ i¢in f; € F, x; € R ve her ardigik

cift simetrik olmak iizere, P, yolu

ny = P('Ia f17 .f2a (XY fk’axk-i-la fk+27fk+37 sy f87$8+17 cory Lhyy "'7fp’y)

bi¢imindedir. Simdi, e ’ye gore tiggen esitsizligi uygulandiginda,
u(z,y) = e(z,y) < e(z, fr) +e(fi, fo) + ... + e(fo, Tpt1)
+..+e(fpy) < ZQaf + Z e(fi, ;)

feF 1,517 ]
elde edilir. Buradan, u standart Ty-metrikimsisi sinirhi olur ki, bu celigkidir.

4.1.6. Teorem . Her (X,d) Ty-metrikimsi uzayi, sayilabilir metrik uzay kalanli bir

simetrik baglantili geniglemeye sahiptir.
Kanit. X x R x R kiimesi tizerinde her (z1, x9, x3), (y1,¥2,y3) € X X R X R igin

e((z1, 22, ¥3), (Y1, Y2, y3)) = d(x1,91) V (T2 — y2) V (23 — y3)

olacak bigimde e fonksiyonunu tamimlayalim. d bir Ty-metrikimsi oldugundan, e 'nin
To-metrikimsi oldugu kolayca kanitlanabilir.

Bir zy € X alalim. Agk¢a, Ky (zo,n) = {y € X : d°(zo,y) < n} (n € N) i¢in
X = U Kgs (o, n) dir.

neN

Simdi, M = {(z0,2n,—2n) : n € N} ve Y = {(2,0,0) : z € X} U M kiimelerini
tamimlayalim. Bu durumda, X’ = {(z,0,0) : 2 € X} C Y olmak iizere, e 'yi X’

altkiimesi {izerine kisitladigimizda olugan (X', ex/) altuzay:
f: X — X 2~ (2,00)

izometri doniistimii ile (X, d) uzayma izometriktir.
Diger yandan, (M, ey), (Y, e) 'nin metrik altuzayidir: Gergekten, her n, k € N igin
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e((xo, 2n, —2n), (zo, 2k, —2k)) = d(xo,x0) V (2n — 2k) V (—2n + 2k) = 2|n — k| =
d(xg,x0) V (2k — 2n) V (=2k + 2n) = e((xo, 2k, —2k), (xo, 2n, —2n))

dir. Ustelik, M sayilabilirdir.
Simdi, (Y,e) uzaymin simetrik baglantili oldugunu goérelim: Bir z € X alalim.

Boylece, birn € Nigin z € Kys(xg,n) dir. Béylece, d(x, xo) < d*(z, x9) < n oldugundan,
e((z,0,0), (zo,2n, —2n)) = 2n

dir. Benzer bigimde, d(xg, ) < d*(z¢,z) < n oldugundan,
e((zo,2n,—2n), (2,0,0)) = 2n

dir. Sonug olarak, ((z,0,0), (xg, 2n, —2n)), (Y, e) iizerinde simetrik ¢ifttir ve X" "deki her
nokta, (Y;e) 'nin M metrik altuzayindaki bir nokta ile simetrik baglantili oldugundan,
(Y, e) simetrik baglantil uzaydir. Boylece, (Y, e) uzayi, (X', ex:) ve dolaysiyla (X, d)

uzayinin simetrik baglantili genislemesi olur. [J

4.1.7. Uyar1. Yukaridaki onermenin kanitinda M kiimesi yerine, M 'nin

M’ = {(xg,4n, —4n) : n € N} altkiimesi de kullanilabilirdi.

Asagidaki ornekte, simetrik baglantili ve simetrizasyon topolojisine gore yogun
olan bir altuzaya sahip olmasina ragmen, kendisi simetrik baglantili olmayan bir 7j-

metrikimsi uzay1 sunulacaktir.
4.1.8. Ornek. A = {0} U {5~ : n € N} {izerinde

/ o=yl 5w <yve(r,y)# (2", 27"), Vn €N
e(z,y) =
2|z —y| ; aksi taktirde

Ty-metrikimsi fonksiyonu ile kurulan (A,e’) Ty-metrikimsi uzay1 simetrik baglantil
degildir (Ornek 3.2.17).

Simdi, B = A\ {0} altkiimesini alahm ve (B,e}y) altuzaymin simetrik baglantil,
ayrica B altkiimesinin 7./).-yogun oldugunu gorelim:

Agikga, her a,b € B igin a = 2% ve b = Zim olacak bicimde n,m € N vardir. §imdi,

n > m yani, a < b ise Z_, tanimindan

1 1 1
S P
2n’2n—1’ ’2m )
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yolu, a 'dan b ’ye simetrik ciftlerden olusan bir yol ve n < m yani, a > b ise Z,

tanimindan
B 1 1 1 B
= 2—n’ﬁ7...,2_m — )

P(a
yolu, a ’dan b ’ye simetrik c¢iftlerden olusan bir yoldur. Buradan, (B,eIB) simetrik
baglantili uzay olur.

Simdi, B = A\ {0} altkiimesinin 7,).-yogun olmadigini kabul edelim. Bu durumda,
G N B = () olacak bicimde bir G € T('ys vardir ve dolayisiyla, G C {0} dir. Ancak,
Ornek 3.2.17 *de goriildiigi gibi, (e/)s 'niin “0” noktasindaki simetrizasyon topolojisi,

sonlu tiimleyenler topoloji idi. Bu durumda, G = {0} € 7). celiskisi elde edilir.

Boylece, B = A\ {0} altkiimesi A "da 7(,/.-yogun olur.

Asagida, antisimetrik olup, simetrik baglantili olmayan bir Tg-metrikimsi uzayn, si-
metrik baglantili bir tek-nokta genislemeye sahip oldugu, tistelik, uzayin, geniglemesinde

simetrizasyon topolojisine gore yogun oldugunu gosteren bir 6rnegi inceleyecegiz:

4.1.9. Ornek . X = [0, 00) iizerinde d : X x X — [0, o0)

rT—y ysxw
d(z,y) =
r+y ;y>«x

fonksiyonu ile olusturulan (X,d) Yildiz Uzay1 simetrik baglantiidir ( Ornek 3.2.3).
Diger yandan, Ornek 3.2.30 *den, (X, d) 'nin 74-yogun olan (F,dy) altuzay: (F = X \
{0}) antisimetrik uzay idi. Bylece, Onerme 3.1.9 geregince, (F, dy) simetrik baglantil
degildir. Burada,

Simetrik baglantils olmayan (F,dr) uzays, bir simetrik baglantiy (X, d) tek-nokta

genislemesine sahip olur. Ustelik, F altkimesi X ’de Tqs-yogqundur.

4.2. Ty-Metrikimsi Uzaylarda Antisimetrik Baglantili Genislemeler

Bu kisimda, simetrik baglantili genisleme teorisinin duali olarak antisimetrik baglantili
genigleme yapisi insa edilerek, Th-metrikimsi uzaylar cercevesinde antisimetrik baglantil

geniglemeler ile ilgili teoremler ve 6rnekler incelenecektir.

4.2.1. Tanim . (X, d) Ty-metrikimsi uzay ve (Y, e) antisimetrik baglantili Tp-metrikimsi

uzay olsun. (X, d) uzay: (Y, e) uzaymnn bir altuzayimna izometrik ise yani, bir
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J: (X,d) = (Y, e) izometrik gobmme doniigiimii varsa (Y, e) uzayma, (X, d) ‘nin antisi-
metrik baglantily genislemesidir denir.

Bu durumda, Y\ j(X) kiimesi, Y 'nin kalan: olarak adlandirilir.
Tanmimdan asagidaki énermeyi ifade edebiliriz:

4.2.2. Onerme. (Y,e) Ty-metrikimsi uzayi, (X, d) Ty-metrikimsi uzaymnin bir antisi-
metrik baglantili genislemesi ise (Y, e™1) Ty-metrikimsi uzayi da, (X, d~') Ty-metrikimsi

uzayimin antisimetrik baglantili geniglemesi olur.
Kamt. Onerme 4.1.2 'nin kanitina benzer bicimde, dual olarak goriilebilir. O

4.2.3. Teorem . (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay ve her y € X icin d(xo,y)—d(y, xo) # r
olacak bigimde, v € X ver € R\ {0} olsun. Bu durumda, (X,d) uzay! antisimet-
rik baglantili bir (Y, e) tek-nokta geniglemesine sahiptir. Yani, (X, d) uzayi, tek-nokta

kalanl antisimetrik baglantili genislemeye sahiptir.

Kanit. co ¢ X olmak iizere Y = X U {oo} kiimesini kuralim. $imdi, X {izerinde d
To-metrikimsisi yardimiyla Y tizerinde bir e fonksiyonunu, her x € X icin

r > 0 ise e(oo, x) = d(xg, z) ve e(x,00) = d(x, o) + 1,

r < 0ise e(co,x) = d(xg,z) — 1 ve e(x,00) = d(z,xq) ve

e(00,00) =0
bigiminde tamimlayalim. Agikga, e(x,2) = 0 ve e(z,y) = e(y,x) = 0 <= x = y dur.
Ucgen esitsizliginin saglandigim gorelim: Her 2,y € X icin

e(0o, x) — e(00,y) = d(xg, x) — d(zo,y) < d(y,z) = e(y, x)

e(x,00) —e(y,00) = d(z,x9) — d(y,xo) < d(z,y) = e(z,y)

e(x,y) =d(z,y) < d(x,x0) + d(zo,y) < e(x,00) + e(c0,y)
oldugundan, e bir Tp-metrikimsidir. Simdi, (Y, e) 'nin antisimetrik baglantili oldugunu

gormek i¢in oo 'un antisimetrik nokta oldugunu kanitlayalim: x € X olsun.
(1) 7> 0ise e(x,00) = d(z,z0) + 1 = d(x0,2) = e(00, ) veya
(2) r <0ise e(co,x) = d(zg,z) — 1 = d(z,20) = €(x,00)

oldugunu varsayalm. Iki durumda da, d(xg, z)—d(x,zo) = r olur ki, bu geligkidir. Yani,

0o antisimetrik nokta ve Onerme 3.2.18 ’den, (Y, €) uzay1 antisimetrik baglantihdir. O
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4.2.4. Sonug. Her metrik uzay, antisimetrik baglantili bir tek-nokta genislemeye sa-

hiptir.

Kanit. (X, d) metrik uzay olsun. Bu durumda, her z,y € X i¢in d(z,y) — d(y,z) =
0 dir. Buradan, d, Teorem 4.2.3 ’iin kogullarimi saglar ve (X, d) uzayi, antisimetrik

baglantili bir tek-nokta geniglemeye sahip olur. [
Simdi, bu asamada
“Her Ty-metrikimsi uzay, antisimetrik baglantili tek-nokta genislemeye sahip midir?”

sorusu dogal bicimde ortaya ¢ikar. Bu soru ¢ercevesinde, antisimetrik baglantili genisle-

meler i¢in 6zel olarak yeni bir kavram tanimlayip, bu kavram sayesinde onemli sonuclar

elde edecegiz:

4.2.5. Tanim. (X, d) Ty-metrikimsi uzay olsun. Eger sup d(z, z¢) < oo olacak bigimde
zeX

bir zy € X varsa, (X, d) uzayma sinrle yarigapa sahiptir denir. Burada, o, (X, d)

uzaymin taban noktas: olarak adlandirilacaktir.

Dikkat edilirse, “sinirli yaricaph” kavrami “sinirhi” kavraminin genellegtirilmig hali-
dir. Yani, sinirh uzaylar sinirh yarigapa sahiptirler. Ayrica, yukaridaki tanimda tiggen
esitsizligi uygulandiginda, herhangi bir y € X igin supd(a,y) < supd(a, zo) + d(xg,y)

acX aeX

saglandigindan, z yerine y yazabiliriz.

Agagidaki 6rnek yardimiyla “sinirli yarigaph” ve “sinirli” kavramlar: arasindaki farki

gorebiliriz:

4.2.6. Ornek. R iizerinde u(z,y) = maz{z — y,0} olmak iizere, (R,u) standart
To-metrikimsi uzayinin fonksiyonunu, [0, 00) kiimesi tizerine kisitladigimizda elde edi-
len ([0, 00), ujo,00)) To-metrikimsi uzayim ele alalm. Agikca, ([0, 00),u) ve ([0,00),u™")
uzaylar1 siirh degildir. Buna ragmen, ([0,00),u™!) uzayr smirh yaricapa sahiptir.
Gergekten, her z € [0,00) i¢in u(0,z) = u~!(x,0) = 0 oldugundan, sup u *(z,0) <

z€[0,00)
oo dir. Burada, sup wu(z,0) = co oldugundan, ([0, 00),u) uzay1 smirh yarigapa sahip

z€[0,00)
degildir.
4.2.7. Onerme. (X,d) Ty-metrikimsi uzay olsun. Eger (X,d) ve (X,d™") uzaylarn
sinirli yarigapa sahip ise (X, d) sinirli uzay olur.
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Kanit. 7o, (X, d) uzaymm taban noktast ve yo, (X, d™!) uzaymm taban noktasi olsun.
Simdi, z,y € X igin tli¢gen esitsizliginden, d(z,y) < d(x,x0) + d(zo,v0) + d(yo,y) ve
dolaysiyla, d(z,y) < sup d(x,x0) + d(zo,yo) + sup d(yo,y) = sup d(x,x0) + d(zo, yo) +
supd ' (y,yo) olur, doai:Lylslyla (X,d) ve (X, djj uzaylarmin xsemlrh yaricapa sahip ol-

yeX
malar1 gerceginden, d(x,y) < oo elde edilir. Boylece, (X, d) smirhdir. O

4.2.8. Teorem . (X,d) To-metrikimsi uzayi, <, 6zellegtirme kismi siralamasina gore
en biiylik elemana sahip olmasin. Bu durumda, oo elemani <. ozellestirme kismi
siralamasina goére (Y, e) uzaymin en biiyiik elemani olacak bigimde (X, d) uzay1 bir
antisimetrik baglantili (Y,e) tek-nokta geniglemesine sahiptir ancak ve ancak (X,d)

siirll yaricapa sahiptir.

Kamt. (=) Y = X U {oo} ve oo elemam, <, dzellegtirme kismi siralamasina gore
en biiyiik eleman olmak {izere (Y, e) uzay1 (X, d) 'nin antisimetrik baglantili tek-nokta
geniglemesi olsun. Simdi, 2,y € X alahm. Ucgen esitsizliginden d(z,y) = e(z,y) <
e(x,00) + e(00,y) olur. Ayrica, oo elemani, <. siralamasina gore (Y, e) uzaymin en
biiyiik elemani oldugundan, e(x, co) = 0 ve dolayisiyla, d(x,y) < e(oco,y) dir. Boylece,
y € X olmak iizere, sup d(z,y) < e(oo,y) olur yani, (X, d) smurh yaricapa sahiptir.
(<) (X, d) smirh yaslzgpa sahip olsun. Y = X U{oo} iizerinde, e fonksiyonunu, z € Y
ise e(z,00) = 0 ve v € X ise e(0o,x) = supd(a,x) bi¢iminde tamimlayalim. Jimdi, e
'nin uggen esitsizligini sagladigini géreliml:lex

(1) z,y € X olsun. Agikga, e(z,00) —e(y,00) =0—-0=0 < d(x,y) = e(z,y) dir.

Buradan, e(z,00) < e(z,y) + e(y, 00) olur.

(2) d, tiggen esitsizligini sagladigindan, her a € X igin d(a,z) < d(a,y) + d(y,x) ve
dolayisiyla sup d(a,z) < supd(a,y) + d(y,x) dir. Bu durumda, e(y,z) = d(y, )
acX aeX
oldugundan, e(oo, z) < e(o0,y) + e(y, x) dir.

(3) Her z,y € X i¢in agikga, d(z,y) < supd(a,y) dir. Simdi, e(z,y) = d(z,y),
acX
e(x,00) = 0 ve e(00,y) = supd(a,y) oldugundan, e(z,y) < e(z,00) + e(00,y)

acX
elde edilir.

Boylece, diger kosullar1 da saglayacagi kolayca goriilebileceginden, e, Y {tizerinde bir

To-metrikimsi olur. Simdi, x € X igin e(x,00) = e(00, ) oldugunu kabul edelim. Bu
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durumda, sup d(a,z) = 0 ve dolaysiyla,

aceX

azgdy<:>d(33,y)=0

tanimindan, = noktasi, <; Ozellestirme kismi siralamasima gore (X,d) uzaymm en

biiyiik eleman olur. Fakat, bu durum (X, d) uzayimin en biiyiik elemana sahip olmamasi

ile celisir ve buradan, her z € X i¢in e(z, 00) # e(oo, z) dir. Boylece, co antisimetrik

bir nokta ve Onerme 3.2.18 geregi, (Y, e) antisimetrik baglantili bir uzay olur. O halde,

(X, d) uzay: antisimetrik baglantili (Y, e) tek-nokta genislemesine sahiptir. [J

4.2.9. Teorem . (X,d) Ty-metrikimsi uzay olsun. a € X noktasi, <, 6zellegtirme kismi

siralamasina gore en biiyiik ya da en kii¢iik eleman olursa, a antisimetrik noktadir.

Kanit. (X, d) bir Ty-metrikimsi uzay olsun.

(1)

a € X noktasi, <, ozellegtirme kismi siralamasina gore en biiyiik eleman olsun. Bu
durumda, her x € X icin z <; a ve <4 Ozellegtirme kismi siralamasi tanimindan
d(x,a) = 0 olur. Simdi, a noktasmin antisimetrik oldugunu gérelim: Tersine, a
‘nin antisimetrik nokta olmadigi kabul edilirse, d(a,b) = d(b,a) olacak bigimde
bir a # b € X vardwr. Diger yandan, her = € X i¢in d(z,a) = 0 dir. Simdi, =
yerine b yazildiginda, d(a,b) = d(b,a) = 0 ve Ty-metrikimsi tanimindan a = b

elde edilir ki, bu celigkidir.

a € X noktasi, <, ozellestirme kismi siralamasina gore en kiigiik eleman olsun. Bu
durumda, her x € X i¢in a <4 x ve <4 6zellestirme kismi siralamasi tanimindan
d(a,xz) = 0 olur. §imdi, a noktasinin antisimetrik oldugunu gérelim: Tersine, a
‘min antisimetrik nokta olmadigi kabul edilirse, d(a,b) = d(b,a) olacak bigimde
bir a # b € X vardir. Diger yandan, her z € X i¢in d(a,z) = 0 dir. Simdi, =
yerine b yazildiginda, d(a,b) = d(b,a) = 0 ve Ty-metrikimsi tanmimindan a = b

elde edilir ki, bu celigkidir.

Boylece, a antisimetrik nokta olur. [J

Teorem 4.2.9 'un sonucu olarak; bir (X, d) Ty-metrikimsi uzayma, <, ézellestirme

kismi siralamasina gore en biiyiik ya da en kiigiikk elemani ekleyerek, (X, d) 'nin bir

antisimetrik baglantili tek-nokta geniglemesini elde edebiliriz.
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4.2.10. Sonug. (X,d), zo € X taban noktasi ile smirli yarigapl bir Ty-metrikimsi

uzay olsun. Bu durumda,
y = d(wo,y) — d(y, o)
dontistimii alttan sinirhdir.
Kanit. (X, d), xy € X taban noktas ile sinirli yaricapl bir Ty-metrikimsi uzay ise bir
b pozitif gercel sayis1 vardir dyle ki, her y € X icin sup d(y,xo) < b dir. Bu durumda,

her y € X i¢in d(xg,y) —d(y, xo) > —d(y, o) > —b olur Yani, d(zo,y) —d(y, zo) degeri

—b sayist ile alttan sinirhdir. [

Diger bir sonug olarak, agsagidaki ifadeyi elde edebiliriz:

4.2.11. Sonug. (X,d), zo € X taban noktasi ile sinirl yarigapli bir Ty-metrikimsi
uzay olsun. O halde, (X, d), bir antisimetrik baglantili tek-nokta geniglemeye sahiptir.

Kanit. Sonug 4.2.10 ve Teorem 4.2.3 'den agiktir. [
Sonug 4.2.11 i sinirh uzaylar tizerinde uyguladigimizda agagidaki ifadeyi elde ederiz:

4.2.12. Sonug. Her smirlh Ty-metrikimsi uzay, bir antisimetrik baglantili tek-nokta

genislemeye sahiptir.

Kanit. Siirhh Tp-metrikimsi uzaylar sinirli yaricaphdir. Boylece, Sonug 4.2.11 ’den

istenilen elde edilir. O

Sonug 4.2.4 ’de goriildiigii gibi, bazi sinirli olmayan uzaylar da antisimetrik baglantili
tek-nokta geniglemeye sahip olabilirler.

Simdi, Teorem 4.1.6 ’ya benzer bicimde asagidaki 6nermeyi verebiliriz:

4.2.13. Teorem. (X,d) bir To-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda, (X,d) uzayi,
sayilabilir antisimetrik Ty-metrikimsi uzay kalanl bir antisimetrik baglantili geniglemeye

sahiptir.
Kanit. X x R x R kiimesi tizerinde her (21, x9, x3), (y1,¥2,y3) € X X R X R igin

e((z1, w2, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = d(z1,91) V (22 — y2) V (23 — ¥3)

olacak bi¢imde e fonksiyonunu tanimlayalim. d Ty-metrikimsi oldugundan, e 'nin X x

R x R tizerinde bir Tp-metrikimsi oldugu kolayca gortilebilir.
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Simdi, g € X alalim. Acikga, Kys(zo,n) = {y € X : d*(z9,y) < n} (n € N) i¢in
X = U Kgs (o, n) dir.

D?gSr yandan, M = {(z¢,2n,—3n) : n € N} olmak tizere Y = {(2,0,0) : z €
X} UM kiimesini tanimlayalim. Burada, (M, ey), (Y, e) 'nin antisimetrik altuzayidir.

Gergekten, (zg, 2n, —3n) # (xo, 2k, —3k) olmak {izere her (xg, 2n, —3n), (zo, 2k, —3k) €

M ig¢in n # k olur, simdi, n > k ise
e((xo,2n, —3n), (xo, 2k, —3k)) = d(zo, o) V (2n — 2k) V (=3n + 3k) = 2(n — k),

e((xo, 2k, —3k), (zo, 2n, —3n)) = d(zo, o) V (2k — 2n) V (=3k + 3n) = 3(n — k),

ve k> n ise
e((xo, 2n, —3n), (zo, 2k, —3k)) = d(xo, z0) V (2n — 2k) V (=3n + 3k) = 3(k — n),

e((xo, 2k, —3k), (xg, 2n, —3n)) = d(zo, o) V (2k — 2n) V (=3k + 3n) = 2(k — n)

dir. Simdi, x € X igin ((z,0,0), (zo, 2n, —3n)) ¢iftinin (Y, e) iizerinde antisimetrik ¢ift
oldugunu gorelim: Bir n € N i¢in x € Kys(zg,n) dir. Bu n igin d(x, zo) < d*(z,20) <n

oldugundan,
e((x,0,0), (zg,2n, —3n)) = d(x,20) V (0 —2n) V (0 + 3n) = 3n
ve benzer bi¢imde, d(zg,x) < d*(zg,z) < n oldugundan,
e((xo,2n,—3n), (2,0,0)) = d(xg,z) V (2n —0) V (=3n — 0) = 2n

dir. Sonug olarak, ((z,0,0), (xq, 2n, —3n)) ifti (Y, e) iizerinde antisimetrik ¢ifttir. Simdi,
X' = {(x,0,0) : x € X} olmak iizere, e To-metrikimsiyi X’ tizerine kisitladigimizda
olugsan (X', ex/) uzay1 (X, d) uzay: ile izometrik olur. Sonug olarak, X’ uzaymdaki her
nokta, (M, epr) antisimetrik uzayindaki bir nokta ile antisimetrik baglantili oldugundan,
(Y,e) uzayr (X', ex/) 'nin ve dolayisiyla (X, d) uzaymin antisimetrik baglantili bir

geniglemesidir. Ustelik, M sayilabilir oldugundan istenilen saglamr. O

Sonug 3.2.29 geregince, antisimetrik baglantili bir (X, d) To-metrikimsi uzaym 7ys-
yogun altuzayi da antisimetrik baglantilidir. Burada, 74s-yogunluk kosulunun gerekli

oldugunu asagidaki ornek ile gorebiliriz.
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4.2.14. Ornek . R? iizerinde, d = dj olmak iizere, ||(x1,22)| = 1 V 22 V 0 asimetrik
normundan iiretilen (R?, d) Ty-metrikimsi uzayimin antisimetrik baglantih oldugunu ve
C = Cy((0,0)) = {(a,—a) : a € R} olmak iizere, (C,d.) 'nin metrik uzay oldugunu
Ornek 3.2.27 'de gormiistiik. Ayrica, Onerme 3.2.13 geregi, (C,d.) antisimetrik baglantih
uzay degildir.
Diger yandan, R? {izerinde 74« simetrizasyon topolojisi, Oklid topolojisidir

(Ornek 2.3.8) ve acikca, C4((0,0)) = {(a,—a) : a € R} dogrusu, R? ’de 74-yogun
degildir.

Yukarida, antisimetrik baglantili olmayan bir (X, d) uzaymin, igerisinde 7.s-yogun
olmadig1 antisimetrik baglantili olan bir (Y] e) tistuzaya sahip olabilecegini gosteren bir

ornek incelenmigtir.
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5. YEREL SIMETRIK BAGLANTILILIK VE YE-
REL ANTISIMETRIK BAGLANTILILIK

Bir Ty-metrikimsi uzayin simetrisizlik derecesine yeni ve farkl yaklasimlar gelistirmeye
bu boliimde de devam edilerek, simetrik baglantililik ve antisimetrik baglantililik kav-
ramlarinin yerel karsiliklar: inga edilecektir. Simetrisizlik teorisine topolojik bir bakig
agisiyla farkh yaklagimlar saglamak i¢in simetrik ve antisimetrik baglantililigin, simet-

rizasyon topolojisine gore yerellegtirilmis durumlari incelenecektir.

5.1. Yerel Simetrik Baglantili T,-Metrikimsi Uzaylar

Bu kisimda, yerel simetrik baglantililek tanimi verilerek, bu tanmim ile ilgili ornekler,
teoremler ve 6nemli sonuglar incelenecektir. Burada sunulacak olan tiim ¢ahigmalar [6]

makalesi olarak yayimlanmigtir.

5.1.1. Tanim. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay olsun. Her z € X i¢in Cy(z) € 74 ise

(X, d) uzayma yerel simetrik baglantilidir denir.

5.1.2. Ornek. R? iizerinde ||(x1,2,)| = x1 V 25 V 0 asimetrik normundan iiretilen
(R?,d),) To-metrikimsi uzaym ele alalim. Bu uzayda Ta |
Oklid topolojidir. Ayrica, Ornek 3.2.27 ’de kamtlandig gibi, her (hy, hy) € R? icin
Zay, ((hi, ha)) = Cyy (b1, ha)) = {(x + k1, =2 + hg) : € R} dir. O halde, (0,0) nok-

tasmin simetri bileseni olan Cy ((0,0)) = {(z,—2) : x € R} C R? dogrusu R* "de

simetrizasyon topolojisi

Tdﬁ"—aglk olmadigindan, (R?, d)|) uzay: yerel simetrik baglantih degildir.

5.1.3. Onerme . Bir (X, d) Ty-metrikimsi uzay1 yerel simetrik baglantilidir <= (X, d ")

To-metrikimsi uzay1 yerel simetrik baglantilidir.
Kanit. 745 = 7(4-1)s oldugundan, istenilen acikca elde edilir. []
5.1.4. Teorem . Simetrik baglantili Ty-metrikimsi uzay, yerel simetrik baglantilidir.

Kanit. (X, d) simetrik baglantil To-metrikimsi uzay olsun. Simetrik baglantihlik tanimina
gore, her x € X igin Cy(z) = X dir ve X € 74« oldugundan, Cy(z) € 74 dir. Boylece,

(X, d) yerel simetrik baglantili uzay olur. [J
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5.1.5. Ornek. X = [0, 00) iizerinde

d: X x X —[0,00)
Ty jysw
d(z,y) = {
rT+y y>zx
fonksiyonu ile elde edilen (X, d) Yildiz Uzayim ele alalim. Ornek 3.2.3 ’de bu uzaym

simetrik baglantili oldugu goriildi. Simdi, Teorem 5.1.4 geregi, (X, d) Yildiz Uzay1 yerel

simetrik baglantili olur.

Teorem 5.1.4 ’in tersinin her zaman dogru olamayacagini agagidaki ornek ile gore-

biliriz:

5.1.6. Ornek . X = {1,2, 3} kiimesi iizerinde d Ty-metrikimsiyi; d(1,3) = 8, d(3,1) =
6,d(1,2)=09,d(2,1) =7ved(2,3) =1=d(3,2) biciminde yani, d(i,j) = d;; olmak
uzere,
09 8
A=1701
6 1 0
matrisi olarak tanmimlayalim. Buna gore, d, Tp-metrikimsi kosullarm saglar. Ozellikle
liggen esitsizligi koguluna bakilirsa,
d(1,2) =9<8+41=4d(1,3) +d(3,2),d(1,3) =8 <9+ 1 =4d(1,2) + d(2,3)
d(2,3)=1<74+8=4d(2,1)+d(1,3),d(3,1) =6 <1+7=4d(3,2) +d(2,1)
d2,1)=7<146=4d(2,3)+d(3,1),d(3,2) =1<6+9=4d(3,1) +d(1,2)

elde edilir. Agikca, (X, d) simetrik baglantilh uzay degildir. Ciinkii 6rnegin 1 'den 2
'ye simetrik yol yoktur. Ayrica, (X,d*) metrik uzay oldugundan T, ve dolayisiyla T}
uzaydir. Sonlu kiime iizerinde T olan tek topoloji ayrik topoloji oldugundan, d* simet-
rizasyon metriginin trettigi 74+ (simetrizasyon) topolojisi, ayrik topolojidir. Boylece,

(X, d) yerel simetrik baglantilidir.
Simdi, Onerme 3.1.8 ve Teorem 5.1.4 ’den asagidaki sonucu elde edebiliriz:
5.1.7. Sonug. Metrik uzaylar yerel simetrik baglantilidir.

Sonug 5.1.7 'nin tersinin her zaman dogru olmayacagini asagidaki ornek ile gorebi-
liriz:
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5.1.8. Ornek . Ornek 5.1.5 'de gordiigimiiz gibi, Yildiz Uzay yerel simetrik baglantihidir.
Buna ragmen, metrik uzay degildir. (Ornegin, bu uzayda d(1,2) = 3 # 1 = d(2,1) dur.)

Simdi, Teorem 5.1.4 ’iin tersinin ne zaman dogru olacagini incelemek amaciyla, yerel
simetrik baglantili bir uzayin belirli bir kogul altinda simetrik baglantili olabilecegini

gosteren bir teoremi sunacagiz. Bunun icin oncelikle agagidaki énermeyi gorelim:

5.1.9. Onerme. Bir X kiimesi tizerinde R C X x X bir denklik bagintis1 ve her
x € X i¢in [z], bu bagntiya gore x ’in denklik sinifi olsun. Bu durumda, X iizerinde
bir T topolojisi alindiginda, her x € X i¢in, [x], T-agiktir = her x € X igin, [z],

T-kapalidir.

Kamit. Her x € X i¢in [z] 7-agik olsun. Bir a € X i¢in, [a] 'nin 7-kapali yani X'\ [a] 'min
7-agik oldugunu gorelim: Her y € X \ [a] i¢in, y ¢ [a] ve denklik bagintis1 6zelliginden,
[y] N [a] = 0 dir. Simdi, X = U [z] oldugundan, X \ [a] = U [z] elde edilir. Her

zeX a#zreX
r € X ig¢in [z] T-agik oldugundan, U [z] kiimesi ve dolaywsiyla X \ [a], T-agiktir.
aFxeX
Buradan, [a], T-kapalidir. OJ

Onerme 5.1.9 'dan yerel simetrik baglantily bir (X, d) Ty-metrikimsi uzayda, tim

simetri bilesenler Tys-kapalidir. Boylece,

5.1.10. Teorem. (X,d) bir To-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda (X, d) yerel si-
metrik baglantili ve (X, 74s) baglantili uzay ise (X, d) simetrik baglantilidir.

Kanit. (X, d) yerel simetrik baglantil ve (X, 74s) baglantili uzay olsun. Simdi, (X, d)
uzaymda her z € X i¢in X = Cy(r) oldugunu gosterelim: Tersine, bir y € X igin,
X # Cy(y) olsun. (X, d) uzay: yerel simetrik baglantili oldugundan, Cy(y), 74:-agik ve
Onerme 5.1.9 'dan, Cy(y), T4s-kapali ve dolayisiyla, X\ Cy(y), 7qs-aciktir. Diger yandan,
X = Cy(y) U (X \ Ca(y)) oldugundan, X kiimesi, iki ayrik, bog kiimeden farkli ve 74:-
acik altkiimesinin birlegimi seklinde yazilabilir ve bu, X uzayimin baglantili olmasiyla

geligir. O halde, her z € X igin X = Cy(z) ve (X, d) simetrik baglantili uzay olur. O

Ornek 5.1.6 ’da sunulan yerel simetrik baglantil uzaym simetrizasyon topolojisi

ozel olarak ayrik idi. Simdi, bu durumu genellestirerek agagidaki énermeyi sunabiliriz:

5.1.11. Onerme. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay olsun. Eger d 'nin simetrizasyon to-
polojisi T4s, ayrik topoloji ise (X, d) yerel simetrik baglantilidir.
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Kanit. (X,d) Ty-metrikimsi uzay olmak tizere 74s ayrik topoloji ise her z € X i¢in

Cq(x) € 14+ dir. Yani, (X, d) yerel simetrik baglantil uzaydir. OJ

Onerme 5.1.11 ’in tersinin dogru olmadigim agagidaki érnek ile gorelim:

5.1.12. Ornek. Ornek 5.1.5 'den Yildiz Uzay1 yerel simetrik baglantilidir. Fakat,

Ornek 3.2.3 *de gordiigiimiiz gibi, bu uzaym simetrizasyon topolojisi ayrik degildir.
Onerme 5.1.11 ’den agagidaki sonucu elde edebiliriz:

5.1.13. Sonug. (a) X sonlu bir kiime ve (X, d) bir To-metrikimsi uzay ise (X, d) yerel
simetrik baglantili uzaydir.

(b) X kiimesi iizerinde < bir kismi siralama ve

0 ;x<y
dﬁ(xay) =
1 ;xﬁy

fonksiyonu, < kismi siralamasinin X iizerinde iirettigi dogal Ty-metrikimsi olsun. Bu

durumda, (X, d<) yerel simetrik baglantilidur.

Kanit. (a) (X, d) bir To-metrikimsi uzay olsun. (X, d*) metrik uzay oldugundan T5
ve dolaywsiyla T} uzaydir. Sonlu kiime tizerinde 7 olan tek topoloji ayrik topoloji
oldugundan, d* simetrizasyon metriginin iirettigi 74+ (simetrizasyon) topolojisi, ayrik
topolojidir. Boylece, Onerme 5.1.11 ’den (X, d) yerel simetrik baglantili olur.

(b) d< tammmdan, (d<)® simetrizasyon metrigi ayriktir (Ornek 2.3.2). Dolaysiyla,
T(d<)s ayrik topoloji ve Onerme 5.1.11 ’den (X, d<) yerel simetrik baglantili olur. (J

5.1.14. Tamim. Bir (X, d) Ty-metrikimsi uzay1, 74+ simetrizasyon topolojisine gore

kompakt ise, (X, d) uzayma ortak-kompakttyr [9] denir.

5.1.15. Onerme. Bir ortak-kompakt yerel simetrik baglantili (X, d) To-metrikimsi

uzayl1, sonlu sayida simetri bilesene sahiptir.

Kanit. (X,d) ortak-kompakt ve yerel simetrik baglantili bir To-metrikimsi uzay ol-
sun. O halde, her € X igin Cy(z) € 74s dir. Bu durumda, simetri bilegenler ailesi
{Ca(x)}rex, X uzaymin bir 74-acik ortiisii olur. Diger yandgn, (X, d) uzay1 ortak-
kompakt oldugundan, (X, 74) kompakttir ve buradan, X = UCd<£L'i) olacak sekilde

i=1
bir n € N vardir. Sonug olarak, X, sonlu sayida simetri bilegene sahiptir. [J
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5.1.16. Teorem . Bir (X,d) Ty-metrikimsi uzay: ya antisimetrik baglantihdir ya da

verel simetrik baglantilidir.

Kanit. (X, d) uzay antisimetrik baglantili olmasim. O halde, Onerme 3.1.20 ’den, (X, d)

simetrik baglantili ve boylece, Teorem 5.1.4 'den yerel simetrik baglantihidir. U

5.1.17. Teorem . (X, d) yerel simetrik baglantili Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu du-
rumda, her v € X antisimetrik noktasi i¢cin {z} € 74s dir. (Yani, her x € X antisimetrik

noktasi 74s-izole noktadir)

Kanit. © € X antisimetrik nokta olsun. Boylece, Onerme 3.1.14 (a) 'dan, Cy(z) = {x}
dir. Ayrica, (X, d) yerel simetrik baglantili oldugundan, her a € X i¢in Cy(a) € 7ys dir.
O halde, her x € X antisimetrik noktas: i¢in de Cy(x) = {z} € 74s olur. O

Yukaridaki Teoremin tersinin her zaman dogru olamayacagini bir ters ornek ile

gorelim:

5.1.18. Ornek. Ornek 5.1.2 ’den (R?,d),) uzay1 yerel simetrik baglantih degildir.
Ayrica, bu uzay hi¢ antisimetrik noktaya sahip degildir, ¢iinkti, Ornek 2.3.8 ’den, her
h € R? noktasin, bir Zy (k) = {(z + by, =2 + hy) : © € R} simetri kiimesi vardir.

Simdi, Onerme 5.1.11 ’in tersinin hangi kosul altinda dogru olacagim ifade edelim:

5.1.19. Teorem . Bir (X, d) antisimetrik To-metrikimsi uzayi, yerel simetrik baglantilidir

<= T14s ayrik topolojidir.

Kanit. (=) (X, d) antisimetrik ve yerel simetrik baglantili uzay olsun. Her z € X i¢in
x antisimetrik noktadir. O halde, Teorem 5.1.17 'den, {z} tek nokta kiimesi 74:-agiktar.
Buradan, 74s ayrik topolojidir. (x, 74s-izole noktadir)

(«<=) Onerme 5.1.11 *den aciktir. O

Simdi, yerel simetrik baglantilihgin kalitsal bir 6zellik olup olmadig: ile ilgili bir
ornek incelenecektir. Asagida, kendisi yerel simetrik baglantili olmamasina ragmen,

Tgs-yogun ve yerel simetrik baglantili olan bir altuzaya sahip uzay ornegini gorecegiz:

5.1.20. Ornek. A = {0} U {5 : n € N} kiimesi iizerinde

: lz—yl ;x<yve(zy) £ (2", 27")VneN
e(z,y) =

2|z —y| ; aksi taktirde
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fonksiyonu ile inga edilen (A, e') Ty-metrikimsi uzaym ele alalim: Acikca, “0” antisi-
metrik noktadir. Béylece, Onerme 3.1.14 (a) geregince, C./(0) = {0} dir. Ornek 3.2.17
‘den, 7.y, simetrizasyon topolojisi, “0” noktasinda sonlu tiimleyenler topolojisi ve “0”
digindaki noktalar kiimesi (A \ {0}) tizerinde ayrik topolojidir. Burada, C,(0) = {0}
sonlu tiimleyenler topolojisine gére acik olmadigindan, (A, e’) yerel simetrik baglantili
uzay degildir.

Simdi, Ornek 4.1.8 ’de A 'nin T(¢ys-yogun altkiimesi oldugu kanitlanan B = A\ {0}
kiimesini ele alalim. Burada, B altkiimesi tizerindeki 7/, simetrizasyon topolojisi ayrik

topoloji oldugundan, Onerme 5.1.11 geregi, (B, €/3) uzay1 yerel simetrik baglantilidur.

Bu asamada, carpim Tp-metrikimsi uzaylarda yerel simetrik baglantililik ile ilgili

bir kag énerme ve ornek inceleyecegiz:

5.1.21. Onerme. (X,d) ve (Y,q) iki Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda X x Y
carpim kiimesi iizerinde D((z,vy), (a,b)) = d(x,a) V q(y,b) ¢carpim Ty-metrikimsi olmak
lizere,

D*((2,y), (a,b)) = d*(z,a) V ¢°(y,b)

dir.

Kanit. Her (z,y), (a,b) € X XY i¢in, D((x,y), (a,b)) = d(x,a) V q(y,b) oldugundan,
D (2,9), (b)) = D((a,b), (5,9)) = d(a,2) V g(b,y) = d~(z,0) V ¢ (3b) dir. Do-
layisiyla, D*((z, ), (a,8) = D((z,9), (b)) V D~ ((z,9), (a,)) = d(z,a) V q(y,b) v
d~Yz,a) V¢ (y,b) = d*(z,a) V ¢°(y, b)) elde edilir. OJ

5.1.22. Onerme. X x Y carpim kiimesi tizerinde, v € X, y € Y ve ¢ > 0 i¢in

BD((:L',y),é) = Bd(ZE,&) X BQ(yvg)

dir.

Kamt. (C) (a,b) € Bp((x,y),¢) (x,a € X, y,b € Y) alahm. Buradan, D((x,y), (a,b)) <
¢ olur. Simdi, D garpim Ty-metrikimsi tammindan, D((z,y), (a,b)) = d(x,a)Vq(y,b) <
¢ elde edilir. Boylece, d(x,a) < ¢ ve q(y,b) < ¢, dolayisiyla a € By(z,c) ve b € B,(y, €)
olur. Yani, (a,b) € By(x,¢) x B,(y,€) ve Bp((z,y),€) C By(z,e) x By(y,¢) dir.

(D) Simdi, (a,b) € By(x,€) X By(y,¢€) (z,a € X, y,b € Y) alahm. Buradan, d(z,a) < ¢
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ve q(y,b) < e olur. Simdi, D carpim Tp-metrikimsi tammindan, D((z,v), (a,b)) =
d(xz,a) V q(y,b) < ¢ elde edilir. Boylece, (a,b) € Bp((z,y),¢) olur. Yani, By(z,e) X
BlI(y?g) g BD((xuy)ﬂE) dir. OJ

Boylece agagidaki egitlik ortaya gikar:
5.1.23. Sonug. X X Y carpim kiimesi tlizerinde, her v € X vey € Y icin

BDS((xvy)ag) = Bd5($a€) X qu(y,E)
dir.

5.1.24. Onerme. (X,d) ve (Y,q) iki Ty-metrikimsi uzay, x € X vey € Y olsun. Bu
durumda, Cy(z) x Cy(y) C Cp((z,y)) dir.

Kanit. (a,b) € X x Y olmak iizere (a,b) € Cy(z) x C,(y) alahm. Buradan, a € Cy(z)
ve b € Cy(y) dir. @ € Cy(x) oldugundan, (X,d) uzaymda a 'dan z ’e bir Pi(a =
Tg, X1, ..., T = T,) simetrik yolu ve b € C,(y) oldugundan, (Y, ¢) uzayinda b 'den y 'ye
bir Py(b = Yo, Y1, -, ¥ = Ym) simetrik yolu vardir. Bu durumda, her ¢ = 0,1,...,n — 1
icin d(zi, vi41) = d(2ig1, 7)) ve her j =0,1,...,m — 1icin q(y;, yj+1) = q(yjr1,y;) dur.
Simdi, P((zo,y0) = (a,b), (x1,0), ..., (z,b), (x,y1), (x,y2), ..., (x,y)) yolunun, (X x Y, D)
carpim uzayinda (a, b) ’den (z,y) 'ye bir simetrik yol oldugunu gérelim: Gergekten, her
1 € Nicin

D((:,b), (zi41,0)) = d(@i, xis1) = d(@is1, 2:) = D((@i41,b), (23,)) ve

D((z,y;), (2, yj41)) = a(¥5> Yi+1) = a(Wi1,95) = D((x, yj41), (2, 95))

dir. Boylece, P((xo,%0) = (a,b), (z1,b), ..., (x,b), (x,11), (z,y2), ..., (z,y)) yolu, X x Y
tizerinde (a,b) ’den (z,y) ’ye bir simetrik yol olur. Buradan, (a,b) € Cp((z,y)) ve
dolayisiyla Cy(x) x C4(y) € Cp((,y)) olur. O

Yukaridaki énermede verilen kapsamanin diger yoniiniin her zaman dogru olama-

yacagini agagidaki ornek ile gorebiliriz:

5.1.25. Ornek. X = {0,1} ve u(z,y) = maz{z —y,0} olmak iizere, (X,u) ve (X,u*)

To-metrikimsi uzaylarm ele alahm. Agikca, C,(0) = {0} ve C,:(0) = {0,1} dir. Bura-

dan, C,(0) x Cyus(0) = {(0,0),(0,1)} olur. Ayrica, X x X iizerinde D((z,y), (a,b)) =

u(z, a)Vu’(y,b) carpim To-metrikimsisine gore, C'p((0,0)) = {(0,0), (0,1),(1,1),(1,0)} =

X x X dir. Gergekten, P((0,0),(1,1),(1,0),(0,1)) yolu, X x X {izerinde tiim noktalar
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birbirlerine baglayan simetrik yoldur. O halde, (X x X, D) simetrik baglantili uzaydir,
ayrica, C,,(0) x Cys(0) € Cp((0,0)) ve Cp((0,0)) € C,(0) x Cys(0) dur.

5.1.26. Sonug. (X,d) ve (Y,q) iki Ty-metrikimsi uzay olmak iizere, X x Y c¢arpim
kiimesi tizerinde
(i) Tp = T4 X 7,

(11) Tps = Tgs X qu.

Kanit. Burada, (i) ve (ii) 'nin kanitlar1 benzer bigimde oldugu i¢in sadece (i) min
kanit1 verilecektir:

(C) C € 7ps alalim. Agik¢a, C' = A x B olacak bicimde A C X ve B C Y vardir.
Simdi, A x B € 74s X 7,s oldugunu gérmek i¢in (a,b) € A x B alahm. Ax B = C € 7ps
oldugundan, Bps((a,b),e) C Ax B olacak bigimde bir € > 0 vardir. Simdi, Sonug 5.1.23
'den, Bps((a,b),e) = Bgs(a,&) X Bgs(b,e) C A x B olur. Buradan, A X B € 7ys X Tys
yani, 7ps C 7gs X Tys dir.

(D) Simdi, A x B € 74+ X 7+ alalm ve A x B € 7ps oldugunu gorelim: Gergekten her
(a,b) € Ax B igin, AX B € 74s X 7= oldugundan, Bys(a, 1) X Bys (b, £2) C A x B olacak
bigimde, 1,65 > 0 vardir. Simdi, ¢ = min{ey, e} icin, Sonug 5.1.23 ’ii kullanarak,
Bus(a,e) x Bys(b,e) = Bps((a,b),e) € A x B olur. Buradan, A x B € 7ps yani,

Tas X TgsC rps dir. U

5.1.27. Teorem . (X, d) ve (Y, q) yerel simetrik baglantili To-metrikimsi uzaylar olsun.
O halde, (X x Y, D) ¢arpim uzay1 da yerel simetrik baglantilidir.

Kanit. (X, d) ve (Y, q) iki yerel simetrik baglantili uzay olsun. (X xY, D) uzaymn yerel
simetrik baglantili oldugunu yani, her (x,y) € X xY icin Cp((x,y)) € 74: X 74 oldugunu
gorelim: Simdi, (X,d) ve (Y,q) yerel simetrik baglantih uzaylar olduklarindan, her
r e Xvey €Y iginCy(x) € 74s ve Cy(y) € 74+ dur. O halde, ¢arpim topolojisi i¢in taban
tanmimindan, Cy(x) x Cy(y), 4= X T4s carpim topolojisinin bir taban elemamidir. Ayrica,
Onerme 5.1.24 ’den, Ca(a) x Cy(b) € Cp((a,b)) oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla her
(a,b) € Cp((z,y)) i¢in (a,b) € Cy(a) x Cy(b) € Cp((a,b)) = Cp((z,y)) olacak bigimde
Cai(a) x Cy(b) taban elemani bulundugundan, Cp((z,y)) € 74 X T4 olur. Boylece,
Sonug 5.1.26 (ii) ’den, Cp((z,y)) € 7ps dir. Yani, (X x Y, D) uzay1 yerel simetrik
baglantili olur. [J

Bu teorem sayesinde, tiimevarim araciligi ile agsagidaki ifade elde edilir:
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5.1.28. Sonug . Sonlu sayida yerel simetrik baglantili Ty-metrikimsi uzaylarin carpimi

da yerel simetrik baglantili olur.

Teorem 5.1.27 'nin tersinin her zaman dogru olamayacagini agagidaki ornek ile gore-
biliriz: Buna gore; asagida, yerel simetrik baglantili olmayan iki uzayin carpimlarinin

yerel simetrik baglantili olabilecegini gosteren bir 6rnegi inceleyelim:

5.1.29. Ornek. Her z € R? igin ||z| = 21 V 5 V 23 V 0 asimetrik normunda iiretilen

(R?,d)) To-metrikimsi uzaym ele alahm (Ornek 3.2.16). Bu uzayda, Cq,,(0,0,0) =

linZg, (0,0,0) = R* [18] oldugundan, (R? d|) simetrik baglantihdir. Teorem 5.1.4

geregi, yerel simetrik baglantili uzay olur. Simdi, d(= dj|) To-metrikimsisinin duali

d~((z,y,2), (a,b,¢)) = d((a,b,c), (z,y,2)) = (a—2) V(b—y) V(2 =) VO

ve dolayisiyla,

d*((z,y,2), (a,b,c)) = d((z,y, 2), (a,b,0))Vd~ (2, y, 2), (a, b, ¢)) = d((x,y, 2), (a,, )}V

d((a,b,c), (z,y,2)) = u(z,a) Vuly,b) Vu(z,c)Vula,x)Vulby) Vulcz) = (r—a)V

(y—b)V(z—c)VOV(a—2)V(b—y)V(c—2)VO=|z—a|V]y—0bV]|z—c V0=

|z —al V]y—0b|V|z—c| =maz{u’(x,a),u’(y,b),u’(z,c)}

bi¢imindedir. Simdi, d® simetrizasyon metriginin iirettigi topolojinin taban elemanlarin

bulalim.

Bas((2,y,2),8) = {(a, b, ¢) : &°((2, 9, 2), (a, b, ¢))

={(a,b,¢c) : maz{|x—al,|ly—b|,|z—c|} < e} = (x—e,x+e) x (y—¢,y+e) X (z—¢, 2+¢).
Burada, dikkat edilirse,

Bys((z,y,2),e) =(r —e,x4+e) X (y—e,y+¢e) X (2 —¢€,2+¢)

yuvarini iireten metrik, ¢((z, a), (y,b), (z,¢)) = v/(x — a)> + (y — b)2 + (z — ¢)? metrigidir.
Sonug olarak, R? iizerinde 745 simetrizasyon topolojisi, aslinda R x R x R {izerindeki
Tus X Tus X Tys carpim topolojisidir ki bu topoloji R? iizerinde Oklid topolojisidir.
Acikca, (R?, dj ) uzay1 ashnda, (R?,d)) ve (R, u) uzaylarmin ¢arpimdir. Ustelik,
Ornek 5.1.2 ’den (R?, dy.) yerel simetrik baglantiy uzay degildir. Diger yandan, (R, u)
antisimetrik uzaydir ve simetrizasyon topolojisi standart topolojidir (Ornek 2.3.1). O
halde, Teorem 5.1.19 ’dan (R, u) yerel simetrik baglantil uzay degildir. Buna ragmen,

(R3,dy) yerel simetrik baglantily uzaydar.

5.1.30. Onerme. (X, d) bir Ty-metrikimsi uzay, A, B C X 74s-kapal iki altkiime ve
(A,da) ve (B, dp) yerel simetrik baglantili altuzaylar olsun. Bu durumda, (AUB, dayp)

altuzay1 da yerel simetrik baglantili uzaydir.
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Kamit. + € AU B alalim ve Cy, ,(z) € 74 oldugunu gorelim: Bunun i¢in z €

laus
Ca,,p(x) olsun. Burada, bilesen ozelliginden, Cy, ,(2) = Cq, () dir. Simdi,
(1) z € AN B durumunda, (A,dy4) ve (B, dp) yerel simetrik baglantili oldugundan,

Ca,(2) € Tas), ve Cyp(2) € T4, dir. Simdi, altuzay topolojisi tanimindan,

la
Ca,(z) = GNAve Cy,(2) = HN B olacak bigimde G, H € 74s vardir. Diger yandan,
Ca,(2) UCyy(z) € Cqy,,(2) oldugundan,

(ANG)U (BN H) =Cy,(2) UCy,(2) C Cy, 5(2) dir. Burada,
(ANG)U(BNH)=((ANG)UB)N((ANG)UH)
=(AUB)N(GUB)N(AUH)N(GUH)

oldugu aciktir. Diger yandan,

G CGUBve HC HUA oldugundan, GNH C (BUG)N (AU H) dir. Buradan,
(AUB)N(GNH)C(AUB)N(BUG)N (AU H) olur. Béylece,
(AUB)N(GNH)N(GUH) C(AUB)N(BUG)N(AUH)N(GUH)

elde edilir. G, H € 745 oldugundan, GU H € 74 ve GN H € 74 oldugu aciktir.
Simdi, V =GU H ve U = GN H diyelim. Bu durumda,

(AUB)NUNV C(ANG)U(BNH) CCyy,,(2)

olur. Simdi, UNV = U’ € 74 aldigimizda, z € (AUB)NU C Cy, ,(2) ve

laup clde edilir.

(2) z€ Avez¢ Bise z € X\ Bolur. X \ B 74-agik oldugundan, z € U C X \ B
olacak bi¢imde bir U € 745 vardir (UN B = (). Not 3.2.7 geregi, Cy,(2) C Cy, 5 (2)

Cayp(x) = Ca, 5 (2) oldugundan, Cy, () € 74

dir. Diger yandan, (A,d,) yerel simetrik baglantili oldugundan, Cy,(2) € 74s), Ve
dolayisiyla altuzay topolojisi tamimindan, Cy, (2) = ANG olacak bigimde bir G € 74
vardir. Simdi, G NU =V aldigimizda V' € 745 oldugu aciktir. Ayrica,

z€ ANV C(AUB)NV = (ANV)U(BNV) dir. Simdi, BNV =BNGNU =0
oldugundan, ANV = (AUB)NV dir. Boylece, ANV C ANG = Cy,(2) C Ca, 5 (2)
oldugundan, z € (AUB)NV =ANV CANG CCy, 5(2) =Ca, z(7)

elde edilir. Ayrica, (AUB)NV € 74 oldugundan, Cy, , () € 745, gercegi

lauB
bulunur.

(3) z € B ve z ¢ A durumunun kaniti, kanit (2) 'ye benzer bi¢imde goriiliir. O

Simdi, yerel simetrik baglantililigin hangi fonksiyonlar altinda korundugunu incele-

yelim. Bunun i¢in oncelikle asagida verilen notu dikkate alalim:

5.1.31. Not. (X,d) ve (Y,e) iki To-metrikimsi uzay ve f : (X,d) — (Y,e) bir
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izometri olsun. Bu durumda, her z,y € X i¢in d(z,y) = e(f(x), f(y)) ve d(y,z) =
e(f(y), f(z)) dir. Jimdi, simetrizasyon metrigi tanimini da dikkate aldigimizda d*(x, y) =

d(z,y) Vd(y,z) = e(f(x), f(y) Velf(y), f(z)) = e (f(), f(y)) dr.

5.1.32. Teorem. (X,d) ve (Y,e) iki To-metrikimsi uzay ve f : (X,d) — (Y,e) bir
drten izometri olsun. Bu durumda, (X, d) yerel simetrik baglantili uzaydir <= (Y, e)

yerel simetrik baglantili uzaydir.

Kanit. (=) Her y € Y igin C.(y) € 7es oldugunu gorelim: Bunun i¢in bir b € C,(y)
alalim. Simetri bilesen tanimindan Y iizerinde b ’den y ’ye simetrik ¢iftlerden olusan
bir P(b = o, 1, .., yn = y) yolu vardir. Ortenlikten, f(a) = b = yo, f(x1) = y1, ...,
f(z) = y = y, olacak bi¢cimde a = zg,z1,....,x = x, € X vardir. Simdi, izometri
sayesinde

d(a,z1) = e(f(a), f(z1)) = e(f(21), f(a)) = d(z1, a)
d(z1,72) = e(f(z1), f(22)) = e(f(x2), f(21)) = d(z2, 1)

d(wn,7) = e(f(xn), f(2)) = e(f(2), f(2n)) = d(z,201)

dir. Béylece, P'(a,xy,...,2n_1,2), X fizerinde a 'dan z ‘e bir simetrik yol olur. Yani,
a € Cy(x) ve (X,d) yerel simetrik baglantili oldugundan, a € Cy(z) € 74s dir. Bura-
dan, a € Bgs(a,e) C Cy(x) olacak bi¢imde bir ¢ > 0 vardir. §imdi, Bes(b,e) C Ce(y)
oldugunu gorelim:

Tersine, z € Bes(b,e) ve z ¢ C.(y) olacak bi¢imde bir z € Y oldugunu kabul edelim.
Boylece, Not 5.1.31 ’i kullanarak, d*(a, f~!(z)) = €*(b,2) < € olur, yani, f~!(z2) €
Bys(a,e) € Cy(x) dir. Ayrica, a € Cy(z) oldugundan, agikca, Cy(a) = Cy(z) dir. Bura-
dan, f~1(z) € Cy(a) olur ve X {izerinde f~1(z) ’den a ’ya bir Py(f~1(2), 21, ..., Tp_1,a)

simetrik yolu vardir. Yani,

d(f7H(2), 1) = d(21, [ (2))

d(l’l, 1‘2) = d(l’z, $1)
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d(zp_1,a) =d(a,x,_1)

olur. §imdi, P; yolu dikkate alindiginda, x; # x;41, (i = 0,...,n—1) oldugundan, f nin

bire-bir olusundan f(z;) # f(zi11), (i =0,...,n— 1) dir. O halde, izometri tanimmdan
e(z, f(z1)) = d(f 7 (2), 1) = d(z1, f(2)) = e(f(21), 2)
e(f(z1), f(x2)) = d(z1, 22) = d(w2, 21) = e(f(22), f(21))

e(f(xnfl)ﬂ f(@)) = d(xnflﬁ Cl) = d(a> 'Tnfl) = e(f(a)a f(xnfl>>

dir. Buradan, Y iizerinde z 'den f(a) = b ’ye bir Ps(z,...,b) simetrik yolu elde edilir.
Boylece, olugturdugunuz yeni P3(z, ..., b, ...,y) yolu, z ’den y ’ye bir simetrik yol olur.
Yani, z € C.(y) dir ki, bu bir geligkidir.

(<) Her x € X igin Cy(z) € 74s oldugunu gorelim: Bunun igin bir a € Cy(x) alahm.
Simetri bilegen tanimindan X tizerinde a ’dan z ’e simetrik ¢iftlerden olugan bir P(a =
xg, T1, ..., Ly, = x) yolu vardir (her i = 0,1,...,n — 1 igin x; # x;41 dir). Bu durumda,
fla) =b=vyo, f(z1) =w1, ..., f(x) =y = y, olmak lizere b,yy,...,y € Y dir. Ustelik,

f ‘'nin bire-bir olusundan y; # y;+1 (¢ =0, ...,n — 1) olur. Simdi, izometri sayesinde
e(b,y1) = d(a, z1) = d(x1,a) = e(y1,b)

6(917y2) = d(l"l, 1’2) = d($2>$1) = €(y2>y1)

6(yn—1a y) = d(xn—lvx> - d(ﬂf, xn—l) = e(yayn—l)

oldugundan, P'(b, Y1y ey Yn—1,y) yolunun Y iizerinde b ’den y ’ye bir simetrik yol oldugu
gortiliir. Yani, b € C,(y) ve (Y, e) yerel simetrik baglantili oldugundan, b € C,(y) € Tes
dir. Buradan, y € B.s(b,e) C C,(y) olacak bi¢imde bir € > 0 vardir. Simdi, Bgs(a,e) C
Cy(x) oldugunu gorelim:

Tersine, z € Bys(a,e) ve z ¢ Cy(x) olacak bigimde bir z € X oldugunu kabul ede-

lim. Boylece, Not 5.1.31 i kullanarak, e*(b, f(z)) = d°(a,z) < € olur, yani, f(z) €
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Bes(b,e) C Ce(y) dir. Ayrica, b € C.(y) oldugundan, agik¢a, C(b) = C.(y) dir. Bura-
dan, f(z) € C.(b) olur ve boylece Y tizerinde f(z) ’den b ’ye bir Py(f(2), Y1, --s Yn—1,0)
simetrik yolu vardir. Yani, yo = f(z) ve y, = b olmak iizere y; # y;11, (i =0,...,n— 1)

ve

e(f(2), 1) = ey, f(2))

€(y1;y2) = e(yz,y1)

e(ynflv b) - e(ba yn71>

dir. Simdi, izometri tanimindan
d(z,21) = e(f(2),11) = e(yr, f(2)) = d(21, 2)

d(z1,72) = e(f(z1), f(22)) = e(f(x2), f(21)) = d(z2, 1)

d(x'fl—h CL) - e(y'fl—h b) - e(ba yn—1> - d(aa In—l)

elde edilir. Ustelik, f 'nin bire-bir olugundan da, zo = z ve x, = a olmak iizere
T; # Tiv1, (1 = 0,...,n — 1) olacagindan X iizerinde simetrik bir P(z,...,a) yolu elde
edilir. Ayrica, a € Cy(x) oldugundan, a 'dan x ’e bir simetrik yol vardir. Boylece,

olugturdugumuz yeni Ps(z,...,a,...,xz) yolu, z ’den z ’e bir simetrik yol olur. Yani,

z € Cy(x) dir ki, bu bir geligkidir. O

Asagidaki ornek, simetrik baglantils olmamasina ragmen yerel simetrik baglantil
olan, tstelik, simetrizasyon topolojisi ayrik olmayan bir uzay ornegidir ve Prof. Dr.

H.-P. A. Kiinzi tarafindan onerilmistir:

5.1.33. Ornek. X = [0,1) iizerinde kisitlanmg d : X x X — [0, 00)

r—y ;ysw
d(z,y) =
rT+y ;y>x
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Yildiz fonksiyonu ile kurulan (X, d) To-metrikimsi uzayim ve

0 ;2<y
q(x,y) =
1 x>y

olmak tizere Y = {0, 1} iizerinde 2¢ fonksiyonu ile insa edilen (Y,2q) To-metrikimsi
uzayini ele alalim. Burada, D((z,v), (a,b)) = d(x,a) V 2q(y,b) olmak iizere, (X x Y, D)
To-metrikimsi ¢arpim uzay1 simetrik baglantili degildir. Gergekten, x,y € X, x # 0 ve

x < y olmak tizere,

D((0,0), (0,1)) = d(0,0) V 2¢(0,1) = 0, D((0, 1), (0,0)) = d(0,0) V 2¢(1,0) = 2
{ D((z,0), (0,0)) = d(z,0) V 2¢(0,0) = z, D((0,0), (z,0)) = d(0, ) V 2¢(0,0) = «
{ D((z,0),(0,1)) = d(z,0) V 2¢(0,1) = z, D((0,1), (x,0)) = d(0,z) V 2¢(1,0) = 2
D((x,1), (0,0)) = d(z,0) V 2¢(1,0) = 2, D((0,0), (z,1)) = d(0,2) V 2¢(0,1) = x
{ D((z,1),(0,1)) = d(z,0) V 2¢(1,1) = z, D((0,1), (z,1)) = d(0,z) V 2¢(1,1) = =
D((2,0), (y,0)) = d(z,y) V 2¢(0,0) = = +y, D((y,0), (z,0)) = d(y, z) V 2¢(0,0) =y
{ D((z,1), (y,1)) = d(z,y) vV2¢(1,1) =2 +y,D((y, 1), (z, 1)) = d(y,z) vV 2¢(1,1) = y
D((z,1), (y,0)) = d(z,y) V2¢(1,0) = 2, D((y,0), (z,1)) = d(y,z) V2¢(0,1) =y —
{ D((2,0), (y,1)) = d(z,y) V2¢(0,1) =z +y
D((y, 1), (z,0)) = d(y,z) Vv 2¢(1,0) = 2

dir. Simetrik ¢iftleri dikkate aldigimizda, Py ((x,0), (0,0), (y,0)) ve Py((x,1),(0,1), (y,1))
iki tane farkl simetrik yoldur. Boylece, Cp((0,0)) = X x {0} ve Cp((0,1)) = X x {1}
dir. Kisaca, X xY = Cp((0,0))UCp((0,1)) oldugundan, (X x Y, D) simetrik baglantil
uzay degildir. (Ornegin, (0,0) ile (y,1) noktalar simetrik baglantih degiller).

Diger yandan, 7ps = T4s X Taqs simetrizasyon topolojisinin ayrik topoloji olmamasi
gercegi Ornek 3.2.3 yardimu ile acikca goriiliir. Simdi, (X XY, D) uzaymn yerel simet-
rik baglantili olup olmadigini inceleyelim: 0 # x € X olmak iizere,

Cp((0,0)) = Cp((x,0)) = {(0,0), (,0) : € X} = X x {0}
Cp((0,1)) = Cp((x,1)) ={(0,1),(z,1) :z € X} = X x {1}
gerceginden, (X x Y, D) uzay1 yerel simetrik baglantili olur. Ciinkii X € 7gs), = (745)x
ve T((2g)%)y = (T29)°)y = {0, {0}, {1}, Y} oldugundan X x Y iizerindeki tiim noktalarn

simetri bilesenleri Tps (= T4 X T(aq)s )-aciktir.
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5.2. Yerel Antisimetrik Baglantil1 7T;-Metrikimsi Uzaylar

Bu kisimda, Ty-metrikimsi uzaylar ortaminda yerel simetrik baglantililik teorisinin dual
kargiligi, ve ayni zamanda antisimetrik baglantilihigin yerellestirmesi olan yerel antisi-
metrik baglantililek teorisi insa edilecek ve bu cercevede elde edilen gesitli sonuclar ile

(ters) orneklere deginilecektir.

5.2.1. Tamim. (X, d) bir Ty-metrikimsi uzay olsun. Her x € X igin Ty(x) € 74 ise

(X, d) uzayma yerel antisimetrik baglantilidir denir.

5.2.2. Ornek. R iizerinde z > y icin s(z,y) = min{z —y, 1} ve z < y icin s(z,y) = 1
bigiminde tamimli, (R,s) Sorgenfrey 2 Ty-metrikimsi uzayinda, 7e (simetrizasyon)
topolojisi ayrik topolojidir (Ornek 2.3.6). Boylece, her # € R icin Ty(z) bilesenleri

Tss-agik oldugundan, (R, s) Sorgenfrey 2 uzayi yerel antisimetrik baglantilidir.

5.2.3. Ornek. X = [0, 00) iizerinde d : X x X — [0, 00)

r—y ;y<x
d(z,y) = {
rT+yY ;y>cx

fonksiyonu ile elde edilen (X, d) Yildiz Uzaym ele alalim. Ornek 3.2.3 ’den bu uzayda
“0” simetrik noktadir ve “0” noktasindaki topoloji standart topolojidir. Diger yandan,
Onerme 3.1.14 (b) geregince, T;(0) = {0} olur. Béylece, {0} tek nokta kiimesi standart

topolojiye gore acik olmadigindan, Yildiz Uzay1 yerel antisimetrik baglantih degildir.

5.2.4. Onerme. Bir (X, d) Ty-metrikimsi uzay1 yerel antisimetrik baglantilidir <=

(X, d™Y) Ty-metrikimsi uzayi yerel antisimetrik baglantilidir.
Kamt. 745 = 74-1)s oldugundan, istenilen acikca elde edilir. [

5.2.5. Teorem . Antisimetrik baglantili bir Ty-metrikimsi uzay, yerel antisimetrik

baglantilidir.

Kanit. (X, d) antisimetrik baglantili uzay olsun. Bu durumda, her z € X i¢in Ty(x) =
X dir. Simdi, X € 74 oldugundan, her z € X ig¢in Ty(x) € 745, Yani (X,d) yerel

antisimetrik baglantili uzaydir. [J

Teorem 5.2.5 ’in tersinin dogru olamayacagini asagidaki érnekler ile gorebiliriz:
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5.2.6. Ornek. X = {1,2,3,4} kiimesi iizerinde d(1,4) = 1, d(4,1) = 3 , d(1,2) = 8,
d(2,1) = 9 ve d(2,3) = 6 = d(3,2), d(1,3) = 4 = d(3,1), d(4,3) = 5 = d(3,4) ve
d(2,4) = 7 =d(4,2) biciminde yani, d(i, j) = d;; olmak tizere,

W = © o
N O O @
[ S R & e
[ O

matrisini tanmimlayalim. Buna gore; d Tp-metrikimsi kogullarini saglar. Ozellikle icgen

esitsizligi kosuluna bakilirsa,

1.d(1,2) =8 <4+6=d(1,3) +d(3,2), d(1,2) =8 < 1+ 7 = d(1,4) + d(4,2)
2.d(1,3) =4<8+6=d(1,2) +d(2,3), d(1,3) =4 < 145 =d(1,4) + d(4,3)
3.d(1,4) =1<8+7=d(1,2) +d(2,4), d(1,4) =1 < 4+5=d(1,3) + d(3,4)
4.d(2,3)=6<9+4=d(2,1)+d(1,3),d(2,3) =6 < T+5=d(2,4) + d(4,3)
5.d(2,4)=7<94+1=d(2,1)+d(1,4), d(2,4) =7 <645 =d(2,3) +d(3,4)
6.d(2,1)=9<6+4=d(2,3)+d(3,1),d(2,1)=9<7+3=d(2,4)+d41)
7.d(3,1) =4<6+9=4d(3,2)+d(2,1),d(3,1) =4 <5+ 3 =d(3,4) +d(4,1)
8.d(4,1)=3<7+9=d(4,2)+d(2,1),d(4,1) =3 <5+4 =d(4,3) +d(3,1)
9.d(3,2) =6<4+8=d(3,1)+d(1,2), d(3,2) =6 <5+ 7 = d(3,4) + d(4,2)

10. d(4,2) =7<3+8=d(4,1)+d(1,2),d(4,2) =7<5+6=4d(4,3) +d(3,2)

elde edilir. Agikga, (X, d) antisimetrik baglantili uzay degildir. Ciinkii érnegin 1 ’den 3
‘e antisimetrik yol yoktur. Ayrica, (X, d*) metrik uzay oldugundan 75 ve dolayisiyla T3
uzaydir. Sonlu kiime tizerinde T; olan tek topoloji ayrik topolojidir. Boylece, d* simet-
rizasyon metriginin iirettigi 74s (simetrizasyon) topoloji, ayrik topoloji oldugundan, her

xr € X igin Ty(x) kiimeleri 74s-agiktir. O halde, (X, d) yerel antisimetrik baglantilidir.

5.2.7. Ornek. R iizerinde d : R x R — [0, o0)

0 ;2<y
d(z,y) =
1 52>y

fonksiyonu ile elde edilen (R, d) To-metrikimsi uzayimin her noktas: antisimetrik oldugundan,

her x € R igin Ty(z) = X € 74s dir. Yani, (R, d) uzay1 yerel antisimetrik baglantihdir.
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Onerme 3.1.15 ve Teorem 5.2.5 'den agagidaki sonug elde edilir:
5.2.8. Sonug . Her antisimetrik uzay, yerel antisimetrik baglantilidir.

Kanit. (X, d) antisimetrik uzay ve x € X olsun. Her = # y € X i¢in, d(z,y) # d(y, x)
oldugundan, Ty(x) = X ve buradan, Ty(z) € 74+ dir. Yani, (X,d) yerel antisimetrik
baglantilidir. [

Sonug 5.2.8 'in tersinin her zaman dogru olamayacagini agagidaki ornekler ile gore-

biliriz:

5.2.9. Ornek. Ornek 5.2.6 'da sundugumuz uzay, acikca antisimetrik uzay olma-

masina ragmen yerel antisimetrik baglantilidir.

5.2.10. Ornek . Ornek 2.3.4 ’de verilen, (R, p) Sorgenfrey 1 Ty-metrikimsi uzaymda
simetrizasyon topoloji ayrik topoloji oldugundan, her z € R i¢in 7,,(z) C R altkiimeleri
Tps-acitktir. Boylece, (R, p) Sorgenfrey 1 uzay: yerel antisimetrik baglantihdir, fakat
p(1,2) =1 =p(2,1) oldugundan, antisimetrik uzay degildir.

5.2.11. Onerme. (X,d) yerel antisimetrik baglantili To-metrikimsi uzay olsun. Bu

durumda, X ’in tiim noktalarinin antisimetri bilesenleri Ty4s-kapalidir.

Kanit. Yerel antisimetrik baglantihiliktan, her x € X igin Ty(x) kiimesi 74s-agiktir.

Boylece, Onerme 5.1.9 geregi, her z € X icin Tj(x) kiimesi 74-kapali olur. [J

Simdi, Sonug 5.2.8 ’in tersinin hangi kogul altinda dogru oldugunu gorelim:

5.2.12. Teorem . (X, d) bir Ty-metrikimsi uzay olsun. (X, d) yerel antisimetrik baglantili
ve (X, 74s) baglantili uzay ise (X, d) antisimetrik baglantihdir.

Kanit. (X, d) yerel antisimetrik baglantili ve (X, 74) baglantili uzay olsun. Simdi,
(X, d) uzaymnm antisimetrik baglantili yani, her z € X igin X = Ty(x) oldugunu goste-
relim: Tersine, bir y € X i¢in, X # T,(y) oldugunu kabul edelim. Burada, (X, d) yerel
antisimetrik baglantih oldugundan, Tj(y), 74-aciktir. Diger yandan, Onerme 5.2.11
geregi, Ty(y), T4s-kapali ve dolayisiyla, X \ Ty(y), Tgs-agiktir. Ayrica, X = Ty(y) U (X \
Ty(y)) oldugundan, X kiimesi, iki ayrik, bog kiimeden farkli ve 74s-agik altkiimesinin
birlegimi seklinde yazilabilir ve bu, X uzayinin baglantili olmasi ile ¢eligir. Dolayisiyla,

her z € X i¢in X = Ty(x) ve (X, d) antisimetrik baglantili uzay olur. O
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5.2.13. Onerme. (X,d) bir Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda d ’nin simetri-

zasyon topolojisi Ty4s, ayrik topoloji ise (X, d) yerel antisimetrik baglantilidir.

Kanit. (X, d) To-metrikimsi uzay1 igin 74+ ayrik topoloji ise her z € X igin Ty(x) € 74

dir. Boylece, (X, d) yerel antisimetrik baglantili uzay olur. O
Onerme 5.2.13 ’{in tersinin dogru olamayacagini agagidaki ornek ile gorelim:

5.2.14. Ornek. R lizerinde,

o) = r—y r>y
2y —z2) ;x<y

fonksiyonu ile kurulan (R, ¢) uzaymin antisimetrik To-metrikimsi uzay oldugu kolayca

goriilebilir. Boylece, Sonug 5.2.8 geregi, bu uzay yerel antisimetrik baglantili olur.
Diger yandan, her x,y € R i¢in acikga, m(x,y) < t*(z,y) < 2m(z,y)( m, mutlak

deger metrigidir) oldugundan, ¢ 'nin simetrizasyon topolojisi 7=, R 'nin 7, standart

topolojisi ile ¢akigir.
Ozel olarak, metrik uzaylar ile ilgili asagidaki 6rnegi inceleyelim:

5.2.15. Ornek . (X, d,) ayrik metrik uzaymi ele alalim. Bu uzay metrik uzay oldugundan,
Onerme 3.2.13 geregi, antisimetrik baglantih degildir. Diger yandan, ayrik metrigin
tirettigi 74, topolojisi ayrik topoloji oldugundan, Ty, (z) € 74, dir. Simdi, d, = d2
gerceginden, 74, = 745 ve boylece, her x € X i¢in Ty, (x) € 745, yani (X,d,) yerel

antisimetrik baglantili uzay olur.

5.2.16. Onerme . Bir (X, d) metrik uzay1 yerel antisimetrik baglantilhdir <= 7,4 ayrik

topolojidir.

Kanit. (=) (X, d) metrik uzay oldugundan, her x € X i¢in Ty(z) = {z} oldugu agiktir.
Ayrica, (X, d) yerel antisimetrik baglantili ise, her € X i¢in Ty(z) € 74+ dir. O halde,
her z € X i¢in Ty(z) = {x} € 714 olur. Boylece, d metrigi i¢in 74 = 745 gerceginden,
{z} € 1,4 elde edilir. Buradan, 7, ayrik topolojidir.

(<) Onerme 5.2.13 ’den aciktir. O

5.2.17. Ornek . u(x,y) = maz{z —y,0} olmak iizere, (R, u) standart Ty-metrikimsi
uzayini ele alalim. Ornek 2.3.1 ’den, (R, u®) metrik uzay ve 7,s standart topolojidir.

Boylece, Onerme 5.2.16 'dan (R, u®) yerel antisimetrik baglantili uzay degildir.
70



Simdi, Onerme 5.1.11 yardimiyla asagidaki sonucu verebiliriz:

5.2.18. Sonug . (a) X sonlu bir kiime ve (X, d) bir To-metrikimsi uzay ise (X, d) yerel
antisimetrik baglantili uzaydir.

(b) X kiimesi iizerinde < bir kismi siralama ve

0 ;2<y
1 ;a:ﬁy

fonksiyonu, < kismi siralamasinin X lizerinde trettigi dogal To-metrikimsi olsun. Bu

dg(.ﬁE,y) = {

durumda, (X, d<) yerel antisimetrik baglantilidir.

Kanit. (a) (X, d) bir To-metrikimsi uzay olsun. (X, d*) metrik uzay oldugundan 75
ve dolaywsiyla T} uzaydir. Sonlu kiime tizerinde T; olan tek topoloji ayrik topoloji
oldugundan, d* simetrizasyon metriginin tirettigi 74+ (simetrizasyon) topolojisi, ayrik
topolojidir. Boylece, Onerme 5.2.13 'den (X, d), yerel antisimetrik baglantihidir.

(b) d< tammindan, (d<)® simetrizasyon metrigi ayriktir (Ornek 2.3.2). Dolayisiyla,
T(d<)s ayTik topoloji ve Onerme 5.2.13 *den (X, d<) yerel antisimetrik baglantili olur. [J

Onerme 3.1.20 ve Teorem 5.2.5 'den agagidaki sonuc elde edilir:

5.2.19. Sonug. Bir (X,d) Ty-metrikimsi uzay1 ya simetrik baglantilidir ya da yerel

antisimetrik baglantilidir.

5.2.20. Ornek . R iizerinde

rT—y ;T>Y
p(e,y) =
1 ;T <y

fonksiyonu ile elde edilen (R, p) Sorgenfrey 1 Ty-metrikimsi uzayim ele alahm. Ornek 3.2.5
‘de goriildiigii gibi, bu uzay simetrik baglantili degildir. O halde, Sonug 5.2.19 "dan Sor-

genfrey 1 Ty-metrikimsi uzay1 yerel antisimetrik baglantili olur.

Simdi, ek olarak, hem simetrik baglantili hem yerel antisimetrik baglantili olan uzay

orneklerini gorelim:

5.2.21. Ornek. (1) Ornek 3.1.21 ’den Sorgenfrey 2 uzay: hem simetrik baglantil

hem de antisimetrik baglantili uzaydir. Boylece, Teorem 5.2.5 ’den bu uzay ayrica, yerel
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antisimetrik baglantilidir.
(2) Ornek 5.2.6 ’da sunulan (X, d) uzay: yerel antisimetrik baglantihdir. Ayrica, bu
uzay antisimetrik baglantili degildir, ¢iinkii 1 'den 3 ’e antisimetrik yol yoktur. Boylece,

Onerme 3.1.20 geregince, (X, d) simetrik baglantili uzaydir.
Yerel antisimetrik baglantilihigi agagidaki denklik ile de karakterize edebiliriz:

5.2.22. Teorem . Bir (X,d) Ty-metrikimsi uzay1 yerel antisimetrik baglantihdir <=
Her x € X simetrik noktasi i¢in {x} € 74s dir. (Yani, her x € X simetrik noktasi,

T4s-izole noktadir.)

Kanit . (=) Her # € X simetrik noktasi icin Onerme 3.1.14 (b) ’den Ty(z) = {x}
oldugu agiktir. Ayrica, (X, d) yerel antisimetrik baglantili oldugundan, her a € X igin
Tu(a) € 145 dir. O halde, her x € X simetrik noktasi i¢in Ty(z) = {z} € 74+ olur.
(<) Her 2 € X igin Ty(z) € 145 oldugunu gorelim: Her z € X igin iki durum vardar:
(a) 2 simetrik nokta olursa Onerme 3.1.14 (b) ’den, Ty(z) = {z} dir. Hipotezden,
{z} € 145 oldugundan, Ty(x) € 74 dir.
(b) x simetrik nokta olmazsa, Ty(z) # {z} dir. Simdi, Teorem 3.1.18 ’den (Ty(x)
kiimesi ya {z} ya da 1gs-agiktir ), Ty(x) € 745 ve dolayisiyla, (X, d) To-metrikimsi uzay1
yerel antisimetrik baglantihidir. [

Teorem 5.2.22 "den agagidaki sonug elde edilir:

5.2.23. Sonug. Simetrik nokta bulundurmayan bir (X,d) Ty-metrikimsi uzay1 yerel

antisimetrik baglantilidir.

Simdi, yerel antisimetrik baglantililik 6zelliginin, altuzaylarda kalitsal olusunun

hangi kosul altinda gerceklesecegini inceleyelim:

5.2.24. Teorem . (X,d) bir yerel antisimetrik baglantili Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu

durumda, A C X, 14s-yogun ise (A,dy) yerel antisimetrik baglantilidir.

Kanit. a € A alahm. Onerme 3.2.28 *den, 74--yogun A altkiimesi icin T (a) = Tx(a) () A
oldugu bilinmektedir. Kabulden, (X, d) yerel antisimetrik baglantili, yani T'x(a) € 74s
dir. O halde, altuzay topolojisi tanimindan, T4(a) € (74s)a olur. Ayrica, 745 = (7as)a

oldugundan, T (a) € 745 ve bdylece, (A, da) yerel antisimetrik baglantili uzaydir. [J
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Yukaridaki teoremde, kalitsallik i¢in altuzayin 7ys-yogun olusu gerekli kosuldur.
Gergekten; agagidaki ornekte, yerel antisimetrik baglantili bir uzayin, 74-yogun ol-

mayan bir altuzayimin yerel antisimetrik baglantili olamayacagini gorebiliriz:

5.2.25. Ornek . R? iizerinde d = d| | olmak iizere ||(x1, 72)| = @1 V2o VO asimetrik nor-
mundan firetilen (R?, d) Ty-metrikimsi uzay, antisimetrik baglantiidir (Ornek 3.2.27).
Boylece, Teorem 5.2.5 geregi, (R?, d) yerel antisimetrik baglantili uzay olur. Simdi, bu
uzaym, Tgs-yogun olmayan C' = Cy((0,0)) = {(a,—a) : a € R} altkiimesini alalim ve
(C,dc) altuzaymin yerel antisimetrik baglantili olmadigini gérelim:

Ornek 3.2.27 ’den, (C,d¢) metrik uzaydir. O halde, her (a,—a) € C simetrik
noktadir. Boylece, Onerme 3.1.14 (b) ’den, Ty.((a, —a)) = {(a, —a)} olur. Ayrica,
Ornek 2.3.8 *de goriildigii gibi, R? iizerinde 74 simetrizasyon topolojisi, 7y standart
topoloji olmak tizere, R? 'nin bilinen 7 x 75 Oklid topolojisidir. Simdi, 7; i ((a,—a)) =
{(a, —a)} kiimesinin (74 )c-agik olmadigimi gorelim:

Agikca, dg, = (d*)c metriginin C' lizerinde iirettigi 74:, topolojisi, R 'nin 7 standart
topolojisi ile homeomorftur. Boylece, Ty, ((a, —a)) = {(a, —a)} kiimesi 74:, = (74s)c to-

polojisine gore acik olmadigindan, (C, d¢) yerel antisimetrik baglantili uzay degildir.

Teorem 5.2.24 'de sunulan gercege kargin; agagidaki ornekte, 74s-yogun ve yerel anti-
simetrik baglantil altuzaya sahip olmasina ragmen, kendisi yerel antisimetrik baglantils

olmayan bir uzay ele alacagiz:

5.2.26. Ornek. Ornek 5.2.3 ’den Yildiz Uzayi1 yerel antisimetrik baglantili degildir.
Buna ragmen, Ornek 3.2.30 ’da gordiigiimiiz gibi, bu uzaymn 74-yogun olan (X \
{0}, dx\f0y) altuzayr antisimetrik uzaydir. Béylece, Sonug 5.2.8 *den (X \ {0}, dx\{0})

yerel antisimetrik baglantili uzay olur.
Simdi, Tanim 5.1.14 kullanilarak, asagidaki énermeyi kanitlayabilirz:

5.2.27. Onerme . Bir ortak-kompakt yerel antisimetrik baglantili (X, d) Ty-metrikimsi

uzayl, sonlu sayida antisimetri bilesene sahiptir.

Kanit. (X, d) uzay1 yerel antisimetrik baglantili oldugundan her x € X igin Ty(x) € 74s

dir. O halde, antisimetri bilegenler ailesi {7y(x) }rex, X uzaymn bir 74:-agik ortiisii olur.

Ayrica, X ortak-kompakt oldugundan, (X, 74 ) kompakttir ve buradan, X = U Ta(x;)
i=1
olacak gekilde bir n € N vardir. Yani, X sonlu sayida antisimetri bilesene sahiptir. [
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Simdi, yerel antisimetrik baglantililigin hangi fonksiyon altinda korunabilecegini

inceleyelim:

5.2.28. Teorem. (X,d) ve (Y,e) iki Tyo-metrikimsi uzay ve f : (X,d) — (Y,e) bir
drten izometri olsun. Bu durumda, (X,d) yerel antisimetrik baglantili uzaydir <=

(Y, e) yerel antisimetrik baglantili uzaydir.

Kanit. Izometri tanimi ve antisimetri bilesenlerin ozellikleri yardimiyla, Teorem 5.1.32

'nin kanitina benzer bicimde gorilir. [

5.2.29. Teorem. (X, d) bir Ty-metrikimsi uzay, A, B C X 714-kapali iki altkiime
ve (A,dy) ve (B,dp) yerel antisimetrik altuzaylar olsun. Bu durumda, (AU B, dayp)

altuzay1 da yerel antisimetrik baglantili uzaydir.
Kanit. Teorem 5.1.30 'un kanitina dual olarak benzer bir metot ile goriiliir. [

Asgagidaki 6rnek, antisimetrik baglantily olmamasina ragmen yerel antisimetrik baglan-

tily olup ayrica, simetrizasyon topolojisi ayrik olmayan bir uzay ornegidir.

5.2.30. Ornek. X = [0,1) iizerinde u(z,y) = maz{z —y,0} Ty-metrikimsi ve ¥ =
{0,1} tizerinde d ayrik metrik olmak {izere, (X, u) ve (Y,d) Tp-metrikimsi uzaylarini
ele alalm (d = d° olduguna dikkat edelim). Burada, Q((z,y), (a,b)) = u(z,a) V d(y,b)
olmak tizere (X x Y, Q) To-metrikimsi ¢arpim uzay1 antisimetrik baglantili degildir.

Gergekten, her x,y € X igin x < y, (x # 0) olmak {izere,

{ Q((x,0), (x,1)) = 1,Q((z, 1), (z,0)) = 1,Q((0,0), (,0)) = 0,Q((x,0), (0,0)) =
Q((0,0),(0,1)) = 1,Q((0,1),(0,0)) = 1,Q((0, 1), (x, 1)) = (( 1),(0,1)) =
{ Q((x,0),(y,0)) = 0,Q((y,0), (x,0)) = y =z, Q((, 1), (y, )) 0,Q(y, 1), (x,1)) =
Q((x,0),(y,1)) = 1,Q((y, 1), (x,0)) = 1,Q((x,0), (0,1)) = 1,Q((0, 1), (,0)) = 1
{ Q((0,0), (z,1)) = 1,Q((x,1),(0,0)) = 1
Q((y,0),(0,1)) = 1,Q((0,1), (y,0)) = 1

dir. Burada, antisimetrik ¢iftleri dikkate aldigimizda, P;((0,0), (x,0), (y,0)) ve

P5((0,1), (z,1), (y, 1)) iki tane farkh antisimetrik yoldur. Béylece, T ((0,0)) = X x {0}
ve T((0,1)) = X x {1} olur. Kisaca, X x Y = Tp((0,0)) U Tp((0,1)) oldugundan,
(X x Y, Q) antisimetrik baglantili uzay degildir. (Ornegin, (0,0) ile (y, 1) noktalar: an-

tisimetrik baglantili degiller).
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Diger yandan, X x Y iizerinde 7gs = 7,s X 745 simetrizasyon topolojisinin ayrik topoloji
olmadigin goriiyoruz (Clinkii, X tizerindeki 7, topolojisi standart topolojidir). Simdi,
(X x Y, Q) uzayimn yerel antisimetrik baglantihi olup olmadigini inceleyelim: z,y € X,
r <y (z # 0) olmak iizere,

To((0,0)) = To((x,0)) = {(0,0), (2,0), (y,0)} = X x {0}

To((0,1)) = To((x, 1)) = {(0,1), (z, 1), (y, 1)} = X x {1}

gergeginden, (X xY, Q) uzay1 yerel antisimetrik baglantih olur ¢iinkii, X € (7us)x = Tus,
ve (7g)y = 7, = {0,{0}, {1}, Y} oldugundan X x Y iizerindeki tiim noktalarin anti-

simetri bilegenleri 7gs-aciktir.

5.2.31. Teorem . (X,d) ve (Y,q) iki To-metrikimsi uzay, x € X ve y € Y olsun. Bu
durumda, Ty(z) x T,(y) C Tp((z,y)) dir.

Kanit. (a,b) € X x Y olmak tizere, (a,b) € Ty(z) x T,(y) alahm. Buradan, a € Ty(z)
ve b € T,(y) dir. a € Ty(x) oldugundan, X ’de, a 'dan z e Pi(a = xo, 21, ...,& = T
antisimetrik yolu ve b € T,(y) oldugundan, Y ’de, b 'den y "ye Py (b = yo, Y1, .-, ¥ = Ym)
antisimetrik yolu vardwr. Pj(a = xg,21,...,2 = x,) antisimetrik yol oldugundan, her
i=0,1,...,n —1igin d(x;, x;41) # d(xip1, 2;) ve Po(b = yo,y1, ..., ¥y = Ym) antisimetrik
yol oldugundan, her j =0,1,...,m — 1 icin ¢(y;,yj+1) # q(Yj+1,y;) dir. Simdi,
P((xo,y0) = (a,b), (x1,b), ..., (x,0), (z,y1), (z,y2), ..., (x,y)) yolunun, D ¢arpim Tp-metr-
ikimsi tanimina gore, (a,b) ’den (z,y) 'ye bir antisimetrik yol oldugunu gorelim:
Gergekten, her 1 =0,1,....n—1ve 7 =0,1,...,m — 1 i¢in

D((:,b), (zi41,0)) = d(@s, Tip1) # d(@igr, 2:) = D((2i41, ), (23, 0))

ve D((z,y5), (z,y511)) = a(y;,¥5+1) # a(Wj+1,95) = D((@,y41), (x,75)) dir. Bu du-
rumda, P((zo,y) = (a,b), (z1,b), ... (x,0), (z,11), (z,42), ..., (2, y

rinde (a,b) ’den (x,y) ’ye bir antisimetrik yoldur. Boylece, (a,b
Ty(z) x To(y) € Tp((z,y)) dir. O

)) yolu, X x Y fize-
) € Tp((z,y)) yani,

Teorem 5.2.31 'de verilen kapsamanin diger yoniiniin her zaman dogru olama-

yacagini bir ornek ile gorelim:

5.2.32. Ornek. X = [0,1) iizerinde kisitlanmig d : X x X — [0, 00)

rT—y ;y<w
d(z,y) =
Tty ;y>zx
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Yildiz fonksiyonu ile kurulan (X, d) To-metrikimsi uzayim ve

0 ;2<y
q(x,y) =
1 x>y

olmak tizere Y = {0, 1} iizerinde 2¢ fonksiyonu ile insa edilen (Y,2q) To-metrikimsi
uzaymi ele alahm (Ornek 5.1.33). Burada, (X,d) uzaymda Ty(0) = {0} ve (Y,2q)
uzayinda T5,(0) = {0,1} dir. Agikea, (z,1),(a,0) € X x Y i¢in D((z,1),(a,0)) =
2 ve D((a,0),(x,1)) < 2 dir. Boylece, a,z € X olmak fizere {(z,1),(a,0)} ciftleri
antisimetrik ¢ifttir ve dolayisiyla, (X x Y, D) garpim Tp-metrikimsi uzay1 antisimetrik

baglantilidir. O halde, Tp((0,0)) = X x Y ¢ {(0,0), (0,1)} = T4(0) x 72,(0) olur.

5.2.33. Teorem . (X, d) ve (Y,q) yerel antisimetrik baglantili To-metrikimsi uzaylar

olsun. Bu durumda, (X x Y, D) ¢arpun uzayi yerel antisimetrik baglantilidir.
Kanit. Teorem 5.1.27 kanitina benzer bigimde, Teorem 5.2.31 ve Sonug 5.1.26 (ii) 'den
istenilen elde edilir. [J

Teorem 5.2.33 "iin, tiimevarim araciligiyla elde edilen sonucunu asagida sunalim:

5.2.34. Sonug. Sonlu sayida yerel antisimetrik baglantili Ty-metrikimsi uzaylarin

carpimi da yerel antisimetrik baglantili olur.
Teorem 5.2.33 "iin tersinin dogru olamayacagini agagidaki ornek ile gorelim:

5.2.35. Ornek. Ornek 5.1.33 de sunulan, (X,d) ve (Y,2q) To-metrikimsi uzaylarim
ele alalim. Burada, T;(0) = {0} ¢ 74s oldugundan, (X, d) yerel antisimetrik baglantil
uzay degildir. Ayrica, Sonug 5.2.18 (b) ’den, (Y,2q) yerel antisimetrik baglantilidir.
Buna ragmen, (X xY, D) ¢garpim uzay simetrik baglantili olmadigindan, Onerme 3.1.20
geregince, antisimetrik baglantili ve dolayisiyla Teorem 5.2.5 ’den (X Xx Y, D) yerel

antisimetrik baglantili uzaydir.
Son olarak, elde ettigimiz onermelerden agagidaki sonucu kanitlayabiliriz:

5.2.36. Sonug. Bir (X, d) Ty-metrikimsi uzay1 yerel simetrik baglantihdir ya da yerel

antisimetrik baglantiidir.
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Kanit. (X, d) Ty-metrikimsi uzaymin yerel simetrik baglantilh olmasin. Bu durumda,
Onerme 5.1.4 ’den (X, d) simetrik baglantili degildir. O halde, Onerme 3.1.20 ’den,
(X, d) antisimetrik baglantili ve Teorem 5.2.5 'den yerel antisimetrik baglantihdir. [J

Hem yerel simetrik baglantili hem de yerel antisimetrik baglantili olan uzaylar da

vardir. Buna 6rnek olarak agagidaki uzaylar1 inceleyebiliriz:

5.2.37. Ornek . R iizerinde, z > y ise s(x,y) = min{r—y,1} ve x < yise s(x,y) =1
ile tamml, (R, s) Sorgenfrey 2 Ty-metrikimsi uzayimin simetrizasyon topolojisi ayrik
idi (Ornek 2.3.6). O halde, Onerme 5.1.11 ve Onerme 5.2.13 geregince, (R, s) Sorgenf-

rey 2 hem yerel simetrik baglantili hem de yerel antisimetrik baglantili uzaydir.

5.2.38. Ornek. X = {0,1} ve u(z,y) = maz{z —y, 0} olmak iizere, (X, u) ve (X, u®)
Th-metrikimsi uzaylarini ele alalim. O halde, X x X carpim kiimesi sonlu oldugundan,
Onerme 5.1.13 (a) ve Onerme 5.2.18 (a) ’dan, X x X iizerinde D((z,y),(a,b)) =
u(z,a)Vu®(y,b) olmak tizere, (X x X, D) ¢arpim Ty-metrikimsi uzay1 hem yerel simetrik

baglantili hem de yerel antisimetrik baglantilidir.
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5.3. Asimetrik Normlu Gercel Vektor Uzaylar Cercgevesinde
ilgili Teoriler

To-metrikimsi uzaylarin simetrisizligini aragtirmak amaciyla onceki boltimlerde elde
edilen baz1 ozgiin yaklagimlari, simdi, asimetrik normlardan iiretilen Tp-metrikimsiler

ortaminda inceleyecegiz.

5.3.1. Tanim. (X, ||.|) bir asimetrik normlu gercel vektér uzay ve x € X olsun.
Bu durumda, X iizerinde .| asimetrik normu ile iretilen dy(z,y) = ||z — y| To-

metrikimsisine gore 0 'in antisimetri kiimesi,
dir.

Simdi, asimetrik normlu gergel vektor uzaylarda bir kag énemli 6nermeye deginelim:
Asagida sunulacak olan dért onermede Ry (x) yerine R(z) ve Ty, (x) yerine T'(x)

kullanilacaktar.

5.3.2. Onerme. (X, ||.|) bir asimetrik normlu gercel vektor uzay ve d, X iizerinde ||.|
asimetrik normundan tiretilen Ty-metrikimsi olsun. Bu durumda, her x € X i¢in

(a) R(z) = R(0) + x

(b) T(x) =T(0) + x.

Kanit.(a) (C) Her y € R(x) igin d(x,y) # d(y,x) yani, ||z — y| # ||y — x| ve bdylece
r —y € R(0) (ayn zamanda y — x € R(0)) olur. O halde, y = (y —z) + = € R(0) +«
yani, R(z) C R(0) + x dir.

(2) y € R(0) alaln. Buradan, |ly| # || — | olwr. Simdi, d(z + y,2) = |y| # || - y| =
d(z,z +y) oldugundan, z +y € R(z), yani R(0) + x C R(z) dir.

(b) (C) y € T(x) alalim. Boylece, x 'den y ’ye bir P(x = zq, x1, ..., x, = y) antisimetrik

yolu vardir. Buradan, her i = 0, ...,n — 1 igin d(x;, z;11) # d(x;41, x;), yani

zi — Tip1| # [|Tig1 — x4

olur. Simdi, P' (29 —« = 0,2, — ,...,x, — x = y — x) yolunun bir antisimetrik yol

oldugunu gorelim: Gergekten, ¢ = 0,...,n — 1 icin

H(xz- —x) — (l’z‘+1 - l’)| = sz’ - $i+1| # Hl’m - $i| = ||(Iz'+1 —x) — (7 — I)|
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oldugundan, d((z; — z), (x;11 — 2)) # d((zi11 — x), (x; — )) dir.

Boylece, y — x € T(0) yani, y € T(0) + x olur.

(D) y € T(0)+x alahm. Boylece, y = c+x olacak bigimde ¢ € T'(0) vardir. Dolayisiyla,
0 ’ dan ¢ ’ye bir P(0 = =g, z1,...,x, = ¢) antisimetrik yolu vardir. Buradan, her

1=0,...,n—1i¢in

d(xs, 2ig1) = |25 — Tiga1| # || Tip1 — 23] = d(@i41, 74)

olur. Simdi, P'(zg + ¢ = =, 2, + 2,...,2, + £ = ¢+ 2) yolunun bir antisimetrik yol

oldugunu gorelim: Gergekten, ¢ = 0,...,n — 1 icin
(25 + 2) = (i1 + 2)| = |25 — 2ig1| # |i1 — 23] = |(Tig1 +2) — (25 + 7)]

d((zi + @), (Tit1 + x)) # d((2i41 + @), (z; + 2)) olur.
Buradan, y = c+x € T'(z) dir. O

5.3.3. Onerme. (X, ||.|) bir asimetrik normlu gercel vektér uzay ve = € X olsun. Bu

durumda, x € R(0) ise a € R\ {0} i¢in ar € R(0) dur.

Kanit. z € R(0) i¢in R(0) tamimindan, ||| # || — x| dir. Simdi, o > 0 ise, ||ax| #
| — az| oldugundan az € R(0) elde edilir. Eger o < 0 olursa, &' = —a alindiginda

laz| = || — 'z| # ||’ z| = || — az| olur, yani, ax € R(0) dir. O

5.3.4. Onerme. (X, |.|) bir asimetrik normlu gercel vektor uzay ve A € R\ {0}
olsun. Bu durumda, P(x = xg,1,....y = x,), © 'den y ’ye bir antisimetrik yol ise

P'(Ar = \zg, Az, ..., Az, = A\y), Az 'den \y ’yve bir antisimetrik yol olur.

Kanit. P(z = xg, 21, ...,y = z,,) (n € N), z "den y ’ye bir antisimetrik yol oldugundan,
i=0,..,n—1icn, z; — z;4; € R(0) dir. Simdi, Onerme 5.3.3 geregince, A € R\ {0}
olmak iizere i = 0,...,n— 1 i¢in Az; — Az;1; € R(0) elde edilir. Buradan, i =0, ...,n—1
icin, (Ax;, Az;y1) antisimetrik cifttir, yani, P'(A\x = Azq, Az, ..., Az, = Ay) yolu, Az
"den Ay ’ye bir antisimetrik yoldur. [J

5.3.5. Onerme. (X, |.|) bir asimetrik normlu gercel vektér uzay, x,y € X ven € N
olsun. Bu durumda, y € R"(z) ise y € R(0) + R(0) + ... + = olur. (Burada, toplanan n

tane deger vardir. )
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Kanit. y € R*(z) alahm. Tamimdan, (z,x;), ..., (z,-1,y) € R yani, 1 € R(z), 22 €
R(z1), ..., y € R(x,_1) olacak bigimde 1, ..., x,_; € X vardir. Buradan, x; —z € R(0),
gy —x1 € R(0), ..., y — x,—1 € R(0) ve dolayisiyla, y —z € R(0) + ... + R(0) olur.
Sonug olarak, y € R(0) + R(0) + ... + x elde edilir. O

5.3.6. Teorem. (X, ||.|) bir asimetrik normlu gergel vektér uzay olsun. X uzayi, ||.|
asimetrik normundan tiretilen d Ty-metrikimsiye gore bir simetrik noktaya sahipse O

simetrik noktadir.

Kanit. 0 'in simetrik nokta oldugunu gérmek icin b € X olmak tizere d(b,0) = ||b| =
| —b] = d(0,b) oldugunu gosterelim: a € X simetrik nokta olsun. Boylece, her a # y €
X i¢gin d(a,y) = |la —y| = ||y — a| = d(y, a) dir. Simdi, y yerine a — b € X alindiginda,
d(a,a —b) =|la—a+bl=|a—b—a|l=d(a—0ba),yani, |[b| = | — 0| dir. O

Bir asimetrik normlu gercel vektor uzayda, 0 simetrik nokta ise tiim noktalarin
simetrik olacagi agiktir. Boylece, Teorem 5.3.6 dan asagidaki karakterizasyon ortaya

gikar.

5.3.7. Sonug. (X,|.|) bir asimetrik normlu gercel vektér uzay olsun. X uzayi, ||.|
asimetrik normundan Ttiretilen d Ty-metrikimsiye gore bir simetrik noktaya sahiptir

<= ||.| bir normdur ( Yani, (X,d) metrik uzaydir).

Sonug 5.3.7, asimetrik normlanamayan 7j-metrikimsi uzaylar icin gecerli degildir.
Ornegin, Ornek 3.2.3 *de tammladigimz Ty-metrikimsi Yaldiz Uzayr metrik uzay olma-
masina ragmen bir simetrik noktaya sahip idi.

Simdi, asimetrik normdan iiretilen Ty-metrikimsi uzaylarda simetrik baglantililik
ve yerel simetrik baglantililik ile ilgili kullanigh 6énermeler ve teoremler incelenecektir.
Tanim 3.1.4 ’e gore, bir (X, d) Ty-metrikimsi uzayda her z € X igin Cy(z) = X oluyorsa,
(X, d) simetrik baglantili olur. Buna gore, simetrik baglantililik, asimetrik normlardan

iiretilen To-metrikimsi uzaylarda agagidaki gibi karakterize edilebilir:

5.3.8. Teorem. (X, ||.|) bir asimetrik normlu gercel vektor uzay ve (X,d), ||.| asi-
metrik normundan iiretilen Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda, (X,d) simetrik

baglantiidir <= C4(0) = X.
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Kanit. (=) (X, d) simetrik baglantili ise, her x € X igin, Cy(z) = X dir. Buradan,
Cq4(0) = X olur.

(<) (X,d) uzaymn simetrik baglantih oldugunu, yani her z € X i¢in, Cy(z) = X
oldugunu gosterelim: Her x € X icin Cy(z) € X oldugu agiktir. Bir y € X = Cy(0)
alalim. Burada, X vektor uzay oldugundan, y — x € X = Cy(0) dir. O halde, 0 'dan
y — x ’e bir P(0,...,y — ) simetrik yolu vardir. Bu durumda, simetrik yol tanim
kullanilarak, z ’den y ’ye yeni bir P'(x, ...,y) simetrik yolu elde edilir. Boylece, y €
Cq(x) ve dolayisiyla Cy(z) = X olur. O

5.3.9. Onerme. (X,|.|) bir asimetrik normlu gergel vektor uzay ve (X,d), ||.| asi-

metrik normundan Ttiretilen Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda, her x € X igin
C’d(x) € Tgs < Od(O) € Tgs

Kanit. (=) Her z € X i¢in, Cy(z) € 74+ oldugundan, Cy(0) € 74 dir.

(<) C4(0) € 74s olsun. Her x € X igin Cy(x) = Cy(0) + x esitligi [18] 'den bilinmenkte-
dir. Burada, Cy(0) + x € 74s oldugunu gormek i¢in z € Cy(0) + 2 alahm. Bu durumda,
z—1x € Cy(0) € 74 oldugundan, Bys(z —x,¢") C C4(0) olacak sekilde bir ¢ > 0 vardr.
Simdi, Bgs(z,¢) € Cy(x) oldugunu gormek icin a € Bys(z,¢') alahm. Bu durumda,
d*(z,a) < ¢ olur. Diger yandan, d*(z—z,a—z) = ||[z—v—a+z| = ||z—a| = d*(z,a) < &
oldugundan, a—x € Bys(z—x,¢ ) dir. O halde, a—x € By (2—x,¢) C Cy4(0) ve béylece,
a —x € Cy(0), dolaysiyla a € Cy(0) + x = Cy(x) elde edilir. Yani, Bys(z,¢') € Cy(x),
ve Cy(z) € 1gs duir. O

Agagidaki teoremde gorecegimiz gibi, asimetrik normdan iiretilen Tj-metrikimsi

uzayda, simetrik baglantililik ile yerel simetrik baglantililik kavramlar1 denktir:

5.3.10. Teorem . (X,||.|) bir asimetrik normlu gercel vektor uzay ve (X,d), ||.| asi-
metrik normundan iiretilen Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda, (X,d) simetrik

baglantilidir <= (X, d) yerel simetrik baglantihdir.

Kanit. (=) (X, d) simetrik baglantili Ty-metrikimsi uzay ise Onerme 5.1.4 'den, (X, d)
yerel simetrik baglantilidir.
(<) (X, d) yerel simetrik baglantili uzay olsun. §imdi, d = d | olmak iizere, Not 2.1.17

kullanilarak, ||.|* = .|| ve dolaywsiyla 7 s = 7 = 74+ dir. Burada, [|.|| normdur.

81



Her normlu gercel vektor uzay yol-baglantili oldugundan, normdan iiretilen (X, 7))
topolojik uzay1 yol-baglantilidir. Boylece, 7 = 74+ oldugundan, (X, 74) topolojik
uzay1 da yol-baglantili ve dolayisiyla baglantihdir. O halde, Teorem 5.1.10 ’dan, (X, d)

simetrik baglantili uzay olur. [J
Onerme 5.3.9 ve Teorem 5.3.10 ’dan, asagidaki denkligi elde edebiliriz:

5.3.11. Sonug. (X, |.|) bir asimetrik normlu gergel vektor uzay ve (X,d), ||.| asi-

metrik normundan Ttiretilen Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda,

Cq(0) € 7ys < (X, d) simetrik baglantihdir.

Bu agsamada, asimetrik normdan iiretilen 7p-metrikimsi uzaylarin antisimetrik baglantililik
ve yerel antisimetrik baglantililik yapilar: ile ilgili teoremler ve sonuglar incelenecektir.

Bu incelemede oncelikle gerekli olan yardimer ifadeyi sunalim:

5.3.12. Onerme. (X, ||.|) bir asimetrik normlu gercel vektor uzay olsun. X uzay, ||.|
asimetrik normundan tiretilen d Ty-metrikimsiye gore bir antisimetrik noktaya sahipse

0 antisimetrik noktadir.

Kanit. 0 'm antisimetrik nokta oldugunu gostermek igin, her b € X i¢in, d(b,0) =
6] # || — b] = d(0,b) oldugunu gorelim: a € X antisimetrik nokta olsun. Buradan, her
a#y e Xicind(a,y) = |la—y| # ||ly —a|l = d(y,a) dir. Simdi, y yerine a —b € X
alimirsa, d(a,a —b) = |la —a+b| # |la —b—a| = d(a — b,a), yani, [|b] # || — b| elde
edilir. U

5.3.13. Teorem. (X, |.|) bir asimetrik normlu gercgel vektor uzay olmak iizere, 0, ||.|
asimetrik normundan tiretilen d Ty-metrikimsiye gore antisimetrik noktadir = X ’in

biitiin noktalar: d ’ye gére antisimetriktir ( Yani, (X, d) antisimetrik uzaydir).

Kanit. x € X alalim. z ’in antisimetrik nokta yani, her x # y € X igin, d(x,y) =
|z —y| # |ly — z| = d(y,x) oldugunu gérelim: Bunun i¢gin z — y = a € X almirsa, 0
antisimetrik nokta oldugundan, d(z,y) = ||z — y| = ||a| # || — a| = ||y — z| = d(y, x)
elde edilir. U

Onerme 5.3.12 ve Teorem 5.3.13 ’den asagidaki karakterizasyon elde edilir:
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5.3.14. Sonug. (X,|.|) bir asimetrik normlu gercel vektér uzay olsun. (X,d) Tp-

metrikimsi uzayi, antisimetrik uzaydir <= (X, d) bir antisimetrik noktaya sahiptir

5.3.15. Onerme. (X, |.|) bir asimetrik normlu gercel vektor uzay ve (X, d), ||.| asi-

metrik normundan Ttiretilen Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda, her x € X i¢in
Td(l') € Tgs < Td(O) € Tgs

Kamt. (=) Her z € X i¢in, Ty(z) € 74+ oldugundan, T4(0) € 74 dir.

(<) Ty(0) € 74+ olsun. Oncelikle, Onerme 5.3.2 (b) *den, Ty(z) = Ty(0) + = esitligi goz
oniine almirsa Ty(x) € 74 oldugunu gormek igin z € T;(0) + z alalhm. Bu durumda,
z—x € Ty(0) € 74 oldugundan, Bgs(z — x,¢") C Ty(0) olacak sekilde bir £ > 0
vardir. Buna gore, Bys(z,¢) C Ty(z) oldugunu kanitlamak icin a € Bgs(z,¢') alalim.
Bu durumda, d*(z,a) < ¢ olur. Diger yandan, d*(z — z,a —z) = ||z — 2 —a + z| =
|z — a|| = d*(z,a) < & oldugundan, @ — x € Bgs:(z — x,¢) olur. Boylece, a — x €
Bys(z —x,¢') € Ty(0) dan a — x € Ty(0) ve dolayisiyla, a € Ty(0) + x yani, a € Ty(z)
elde edilir. O halde, Bys(z,€") C Ty(x) dir ve boylece, Ty(z) € 74+ olur. O

Onerme 5.3.15 'den agagidaki sonug elde edilir:

5.3.16. Sonug . (X, |.|) bir asimetrik normlu gergel vektor uzay ve (X, d), ||.| asimetrik
normundan tretilen To-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda, (X, d) yerel antisimetrik

baglantilidir <= T,(0) € 74s dir.

Bu asamada, bir asimetrik normdan iiretilen 75-metrikimsi uzay ortaminda antisi-

metrik baglantililik yapisimi karakterize edelim:

5.3.17. Teorem. (X, ||.|) bir asimetrik normlu gercel vektor uzay ve (X,d), ||.| asi-
metrik normundan iiretilen Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda, (X, d) antisimetrik

baglantihidir <= T,(0) = X.

Kanit. (=) (X, d) antisimetrik baglantili oldugundan, her = € X igin Ty(z) = X dir.
Buradan, T4(0) = X olur.

(<) (X, d) uzaymin antisimetrik baglantih oldugunu, yani her x € X i¢in, Ty(zx) = X
oldugunu gésterelim: Her z € X i¢in Ty(z) C X oldugu aciktir. Simdi, y € X = T,(0)
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alalim. Burada, X vektor uzay oldugundan, y — 2 € X = T4(0) dir. O halde, 0 'dan
y —x e bir P(0, ...,y — x) antisimetrik yolu vardir. Buradan, antisimetrik yol tanim
kullanilarak, z ’den y ’ye yeni bir P'(z, ...,y) antisimetrik yolu elde edilir. Boylece,
y € Ty(z) ve dolaywsiyla, Ty(x) = X olur. O

5.3.18. Teorem . (X,||.|) bir asimetrik normlu gercel vektor uzay ve (X,d), ||.| asi-
metrik normundan iiretilen Ty-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda, (X, d) antisimetrik

baglantilidir <= (X, d) yerel antisimetrik baglantilidir.

Kanit. (=) (X, d) antisimetrik baglantili olsun. Teorem 5.2.5 ’den, (X, d) yerel anti-
simetrik baglantilidir.

(<) (X,d) yerel antisimetrik baglantih uzay olsun. Simdi, d = dj; olmak fiizere,
Not 2.1.17 kullamlarak, |[.|* = .|| ve dolayisiyla, 7 s = 7)) = 74+ dir. Burada, |.||
normdur. Her normlu gergel vektor uzay yol-baglantili oldugundan, normdan tiretilen
(X, 7)) topoloji uzay1 yol-baglantilidir. Boylece, 7 = 74+ oldugundan, (X, 74s) topo-
lojik uzay1 da yol-baglantili ve dolayisiyla baglantilidir. O halde, Teorem 5.1.10 ’dan,
(X, d) antisimetrik baglantili uzay olur.

5.3.19. Sonug. (X, |.|) bir asimetrik normlu gergel vektor uzay ve (X,d), |.| asi-
metrik normundan tretilen To-metrikimsi uzay olsun. Bu durumda, Ty(0) € 145 <=

(X, d) antisimetrik baglantilidir.
Teorem 5.2.5 ve Teorem 3.2.15 'den asagidaki sonug aciktir.

5.3.20. Sonug. Normlu olmayan asimetrik normlu gercel vektor uzay yerel antisi-

metrik baglantilidir.
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6. SONUC

Bu tezin ana fikri; simetrisiz, dolayisiyla metrik olamayan Ty-metrikimsi uzaylarin si-
metrisizlik derecesine, 6zgiin teoriler yardimiyla cgesitli yaklagimlar yapmaktir.

Metrigin simetri 6zelligi goz oniine alinarak, simetrisizlige bir cesit yaklagim amaciyla
daha once inga edilen simetrik ve antisimetrik baglantililik yapilari, tezin temel ¢atisini
olugturmaktadir. Tezde bu yapilar lizerine baz1 yeni sonuglar sunulduktan sonra, simet-
rik ve antisimetrik baglantili genisleme teorileri kurularak, cesitli ozellikleri saglayan
To-metrikimsi uzaylarin simetrik baglantil ve/veya antisimetrik baglantili geniglemeye
sahip olabilecekleri kanitlandi. Burada, ileriye doniik olarak;

“Bir (X,d) Ty-metrikimsi uzayr, hangi sartlar altinda igerisinde T.s-yogun oldugu
bir (Y, e) (anti)simetrik baglantil genislemeye sahiptir?”
sorusunun incelenmesi planlanmaktadir.

Tezin diger 6zgiin teorileri olarak; Ty-metrikimsi uzaylarin simetrisizligine, topolojik
bakis agisiyla yeni yaklagimlar saglayan yerel simetrik ve yerel antisimetrik baglantililik
yapilari inga edilerek, bu cercevede kayda deger bircok sonug elde edildi. Bunu takiben,

“X,d) yerel simetrik baglantily To-metrikimsi uzayr i¢in, X in 14s-yogun olan bir
F altkiimesi alindiginda (F,dp) uzays yerel simetrik baglantily madir?”
sorusu ise, farkli bir arastirma konusu olusturmaktadar.

To-metrikimsi iireten ve bu nedenle Ty-metrikimsilerin asimetrik-fonksiyonel yonle-
rinin geligtirilmesinde kilometre tagi olan asimetrik norm teorisine, simetrisizlik dere-
cesine yaklagim amaciyla alternatif bir diger ¢alisma ortami olarak, tezin sonunda yer
verildi. Bu cergevede, norm olmayan asimetrik normlardan itiretilen 7Ty-metrikimsiler
ile ¢aligildiginda, simetrisizlige dair daha giiclii sonuclarin elde edilebildigi ve tezde
inga edilen bazi1 yapilarin karakterizasyonlarina yonelik yeni sorularin ortaya c¢iktig
gortlmiigtir.

Bunlarin yani sira; Sorgenfrey topolojik uzaym ters érnek olugturdugu ve boylece
olumsuz yanitlanan “Simetrik baglantily bir Ty-metrikimsi ile belirlenen topoloji, met-
riklenebilir midir 2”7 sorusunun, hangi sartlarda olumlu yanita sahip olabilecegi ince-

lenmeye deger bir problemdir.
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