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Bu tez, birimli halkalar tizerindeki modiiller teorisinde "sonlu sifirlanan modiiller" ola-
rak da bilinen, H-kosulunu saglayan modiiller {izerine yapilan ¢aligmalara dayanmaktadir.
H-kosulunu saglayan modiiller, Homolojik Cebir ve degismeli olmayan halkalarda lokali-
zasyon gibi konularda karsimiza ¢ikmasi ve etkin olarak kullanilmasi sebebiyle halka kura-
minda 6nemli yer tutmus ve pek cok matematikgi tarafindan ilgi gormiistiir. Literatiirde P.
Gabriel [8] tarafindan ortaya atildigina inanilan H-kosulu, halkanin yapisi ile izerindeki mo-
diiliin yapis1 arasinda gecis imkani tanimaktadir. Bu tezin amaci, sonlu sifirlanan modiillerin
yapisinin, orneklerinin ve dneminin ortaya konmasi, iizerindeki bazi modiil siniflart sonlu
stfirlanan modiillerden olugsan halka yapisinin incelenmesidir.

Bes boliimden olusan bu tezin ilk boliimii, tez konusunun tarihsel gelisimi ve 6nemi ile
ilgili bilgilerden olusmaktadir. Tkinci bsliim, sonraki boliimlerde gerekli olan temel tanim ve
teoremleri igermektedir. Ugiincii boliimde, sonlu sifirlanan modiiller tamimlanip sagladiklari
temel ozellikler incelenmistir. Dordiincii boliimde Artin Halkalar, iizerindeki her modiiliin
sonlu sifirlanan olmast ile karakterize edilmis, "zayif H-kosulu" kavrami tanimlanmistir. Son
boliimde ise yari basit modiiller, diizgiin modiiller, injektif modiiller gibi modiil siniflarinin

H-kosulunu saglamalarinin halka yapisina etkileri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Halka, Modiil, Sonlu Sifirlanan Modiil, H-kosulu, Artin Halka, Yar1
Basit Modiil, Diizgiin Modiil, Inj ektif Modul, Tekil Modiil



ABSTRACT

DETERMINING STRUCTURE OF RINGS BY MEANS OF THEIR FINITELY
ANNIHILATED MODULES

Deniz Halim CAGLAR
Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Evrim AKALAN
Ocak 2021, 63 pages

This thesis is based on work on modules that satisfy the H-condition, also known as "fi-
nitely annihilated modules" in the theory of modules on unitary rings. Modules that satisfy
the H-condition have taken an important place in ring theory and attracted attention by many
mathematicians because of their emergence and effective use in topics such as Homological
Algebra and localization in non-commutative rings. The H-condition, believed to have been
proposed by P. Gabriel [8] in the literature, allows a transition between the structure of the
ring and the structure of the module on it. The purpose of this thesis is to reveal the struc-
ture, examples and importance of finitely annihilated modules, to examine the ring structure
consisting of finitely annihilated modules on some module classes.

The first chapter of this thesis, which consists of five chapters, consists of information
about the historical development and importance of the thesis topic. The second chapter
includes the basic definitions and theorems required in the next chapters. In the third chapter,
finite annihilated modules are defined and the basic properties they provide are examined.
In the fourth chapter, Artinian Rings are characterized by being finite annihilated of each
module on it, and the concept of "weak H-condition" is defined. In the last chapter, the effects
of semisimple modules, uniform modules, and injective modules to satisfy the H-condition

on the ring structure are examined.

Keywords: Ring, Module, Finitely Annihilated Module, H-condition, Artinian Ring, Semi-

simple Module, Uniform Module, Injective Module, Singular module

il



TESEKKUR

Bu tezin olusumunda biiyiik katk1 saglayan, ¢alismalar1 ve degerli goriisleriyle kendime Or-
nek edindigim, beni 6grenmeye ve daha siki ¢caligmaya tegvik eden, bilgi ve deneyimleriyle

bana yol gosteren degerli hocam Prof. Dr. Eviim AKALAN’a;

tezimi okuyup degerlendirmek iizere bana vakit ayiran jiiri iiyeleri Prof. Dr. Ali ERDOGAN,
Prof. Dr. Feride KUZUCUOGLU, Dog. Dr. Pinar AYDOGDU ve Dr. Ogretim Uyesi Fatma
KAYNARCA hocalarima;

bilgi ve Onerilerini benden esirgemeyen saygideger Do¢. Dr. Biilent SARAC hocama;

ogrettigi bilgilerle ufkumu ac¢ip Matematik bilimine farkli bir agidan bakmami saglayan sev-

gili Dog¢. Dr. Oguz YAYLA hocama;

ve son olarak da her zaman bana destek olan, her kosulda yanimda hissettiren ve dik dur-

mami saglayan ¢ok kiymetli aileme i¢tenlikle tesekkiir ederim.

Deniz Halim CAGLAR

Ocak 2021, Ankara

il



Icindekiler

ABSTRACT . . . . . oo
TESEKKUR . . . . . . . ..
ICINDEKILER . . . . ... ... .. ...,
SEMBOLLER VE KISALTMALARDIZINI . . .. ... ... ... .. ... ...

1

2
2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
29
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14
2.15
2.16
2.17
2.18

Dik Toplam, Dik Carpim ve Serbest Modiiller . . . . . . ... ... ... ...
ZincirKosullart . . . . . . . . . ...
Asalldealler . . . . .. . ... ... ...
Yari Asal idealler ve Ustel Sifirhk . . . . . . .. ... ... ... ... ....
Sifirlayicilar . . . . Lo oL
Ilkel ve Yari Ilkel Idealler . . . . . . . . . ... .. ... ... .. .......
Biiyiikk Geniglemeler. . . . . . . ... .o
Tekil Modiiller . . . . . . . . ...
Yari BasitModiiller . . . . . .. ... .
Yari Basit Halkalar . . . . . .. . ... ... .. . L
Artin Halkalar . . . . . . . . .. .. .o
Burulmali ve Burulmasiz Modiiller . . . . . . ... ... ... ... ...
Kalitsal Burulma Teorisi . . . . . . . .. .. ... .
Injektif Modiiller . . . . . . . .. ... . .. ...
Injektif Biiriimler . . . . . .. .. .. .. ... ...

Sonlu Ranka Sahip Modiiller . . . . . . ... .. ... ... ... ... ....

Page

ii
iii
v

Vi

O o0 AN W A~ W W



2.19 DizginRank . . . . ... o000 29

2.20 Injektif Modiillerin Dik Toplamlart . . . . . . .. ... ... ... ....... 32
221 Krull Boyutu . . . . ... e 32
3 Sonlu Sifirlanan Modiiller . . . . . . . . ... oo 35
4  Artin Halkalarve H-Kosulu . . . . . . ... ... .. .. ... ... .. 43
5 Halka Yapismin Sonlu Sifirlanan Modiil Simiflar ile Belirlenmesi . . . . . . . . 49
5.1 Basitve Yar1 Basit Modiiller . . . .. ... ... ... 0oL 49
5.2 Kalitsal Burulma Teorisi ve Tekil Modiller . . . . ... ... .. ... .... 51
5.3 Diizgiin ve Sonlu Boyutlu Modiiller . . . . . .. ... ... ... ... .... 55
54 Injektif Modiiller . . . . . ... ... .. ... ... 56
55 Ornek . .. ..., 58
Kaynakga . . . . . . . . 62



SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Semboller

R
Mp
IR
I« R
I'<tR
N<M
N<.M
NsM
ACM

Birimli R Halkas1

M sag R-modiilu

I, R halkasiin bir ideali

I, R halkasinin bir sag ideali

I, R halkasinin bir sol ideali

N, M’nin bir alt modiilii

N, M’nin bir bityiik alt modiilii

N, M’nin bir alt modiilii ve N # M
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Bir M R-modiiliiniin sokulu

M R-modiiliiniin endomorfizma halkasi
Tam sayilar kiimesi
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Z/nZ devirli grubu
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Bolim 1
Giris

Literatiirde P. Gabriel [8] tarafindan ortaya atildigina inanilan H-kosulu, G. Cauchon [5], Be-
achy ve Blair [4], Faith [7] ve Ghorbani [9] gibi pek cok matematikgi tarafindan ¢alisilmustir.
"Sonlu Sifirlanan Modiiller" olarak da bilinen H-kosulunu saglayan modiiller, Homolojik Ce-
bir ve degismeli olmayan halkalarda lokalizasyon gibi konularda karsimiza ¢ikmasi ve etkin
olarak kullanilmasi sebebiyle, halka kuraminda 6nemli yer tutmaktadir. Smith ve Woodward
[14] makalesinde, sag Artin halkalarin iizerindeki biitiin sag modiillerin sonlu sifirlanan ol-
masi ile karakterize edildigi sonucu genisletmisler, [ 15] makalesinde ise iizerindeki baz1 mo-
diil simiflarini H-kosulunu saglamasinin halka yapisinda ne tiir sonuglar dogurdugu iizerinde
durmuglardir. Bu tez, [14] ile [15] makalelerinin ve sonlu sifirlanan modiillerin incelenecegi,
bu modiillerin halka yapisina etkilerinin ortaya konacagi derleme niteliginde planlanmuistir.
R birimli bir halka ve M bir sag R modiil olsun. M nin sonlu bir alt kiimesi F' i¢in
anng(M) = anng(F) esitligi saglaniyorsa M modiiliine "Sonlu Sifirlanan Modiil" veya
H-kosulunu sagliyor denir. Bir R halkasiin H-kosulunu saglamasi ise, izerindeki tiim sonlu
tiretilmis modiillerin H-kosulunu saglamasi ile tanimlanmistir. Degismeli bir halkada bu ko-
sul saglandigindan, degismeli halkalar H-kosulunu her zaman saglar. Kanitlanmasi kolay
olan asagidaki 6nerme, 2 halkasinin yapisi ile lizerindeki modiiliin yapis1 arasinda gecis
imkani taniyan ve H-kosulunun ¢alisilmasinin ne kadar 6nemli ve yararli oldugunu ortaya

koyan bir sonuctur.

Onerme. R bir halka ve M bir sag R-modiil olsun. M modiilii H-kosulunu saglar ancak ve

ancak R/anng(M), M 'nin kopyalarinn sonlu bir dik toplamu igine gomiilebilir.

Ornegin; eger R halkasi Artin olmayan, basit bir halka ve S basit sag R-modiil ise S

modiilii H-kosulunu saglamaz ¢iinkii anng(S) = 0 olur ve Rg, S nin kopyalarinin sonlu
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bir dik toplami i¢ine gdmiilemez. Dolayisiyla, Artin olmayan basit halkalar da H-kosulunu
saglamaz. Beachy, Faith ve Ghorbani tarafindan Artin halkalar, tizerindeki tiim modiille-
rin H-kosulunu saglamasi ile karakterize edilmistir (bkz.[3], [7], [9]). Bu sonucun ardindan
Beachy ve Blair, H-kosulunu saglayan modiillerin lineer topolojiler ile iligkilerini incele-
miglerdir (bkz. [4]). Bizim calismamiza zemin olusturacak sonuglar Smith ve Woodward’in
([14],[15]) makalelerinde verilen sonuglardir. Smith ve Woodward’in [14] makalesinde, Ar-
tin halkalarin karakterizasyonunu veren sonug genigletilmistir.

Smith ve Woodward [15] makalesinde ise baz1 modiil siniflarmin A-kosulunu saglamasi
durumunda halkaya ait dzellikler elde edilmistir. Ornegin, bir R halkasinda her basit sag
R-modiiliin H-kosulunu saglamasinin bir ilkel (primitive) ideal P i¢in R/P halkasinin Ar-
tin olmasina denk oldugu, her yar1 basit sag R-modiiliin H-kosulunu saglamasinin ise .J(R)
Jacobson radikali olmak iizere R/.J(R) halkasimnin Artin olmasina denk oldugu gosterilmis-
tir. Ayrica tekil (singular) modiillerin, diizgiin (uniform) modiillerin H-kosulunu saglamalari
durumlari da incelenmis; injektif modiillerin /-kosulunu saglamalari ise yalnizca halkanin

Noether olmast durumunda ele alinmustir.



Bolum 2
On Bilgiler

2.1 Modiiller ve Alt Modiiller
Tamm 2.1.1. R bir halka ve (M, +) degismeli grup olsun.

-t MxR — M

(m,r) — m.r
ile tanimlanan dis islem r1, 75,7 € R ve my, my, m € M icin
(1) (mq 4+ mg).r =my.r +ma.r
(ii) m.(rqy +1r9) = m.ry + m.ry
(i) m.(ry.re) = (m.rq).ro

kosullarin sagliyorsa M’ye bir sa§ R-modiil denir. Ek olarak 1z € R ve m.1p = m kosulu

saglaniyorsa M ’ye birimsel sag R-modiil denir.

Tanmm 2.1.2. R bir halka, M bir R-modiil ve N M nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun.
N, M’nin toplamsal alt grubu ve hera € N ve r € Rigin ar € N oluyorsa N’ye M nin bir

sag R-alt modiilii denir ve N < M ile gosterilir.

Onerme 2.1.3. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. Bu durumda N C M alt modiildiir

ancak ve ancak
(a) N # 0

(b) Herr € Rvex,y € Nicinx+yr € N
3



kosullart saglanir.

Tamim 2.1.4. M bir R-modiil olsun. Eger M ’nin kendisinden ve {0} alt modiiliinden baska

alt modiilii yoksa M’ye basit modiil denir.

Tamm 2.1.5. M bir R-modiil ve N < M olsun. Eger N < K < M kosulunu saglayan her
K alt modiilii igin K = N yada K = M oluyorsa N’ye maksimal alt modiil denir.

2.2 Béliim Modiilleri, Homomorfizmalar ve Izomorfizma Teoremleri
Teorem 2.2.1. My, bir modiil ve N < M olsun. M /N béliim grubu, iizerinde tanimly

-:M/N xR — M/N
(m+ N,r) — maor+N

islemi ile bir sag R-modiil olur. Burada m.r ¢arpimi My, iizerindeki skaler carpmadir.

Tamm 2.2.2. My bir modiil ve N < M olsun. M/N R-modiiliine M’nin N’ye boliim

modiilii denir.

Tanmm 2.2.3. (1) M ve N iki R-modiil olsun. Eger f : M — N dontisiimii her z,y € M

ve her r € Ri¢in

0 flz+y)=flz)+ fy)
(i) f(ar) = f(x)r
kosullarini saglhiyor ise f’ye bir R-homomorfizma denir.
(2) f: M — N bir R-homomorfizma olsun. Bu durumda,

(i) f bire bir ise monomorfizma,
(i1) f orten ise epimorfizma,

(iii) f hem bire bir hem Orten ise izomorfizma
adini alir.

Tanim 2.2.4. M ve N iki R- modiil ve f : M — N bir homomorfizma olsun. Bu durumda

1. Cekf ={xe M| f(z) =0}



2. Gorf ={f(z) |z e M}
kiimeleri tanimlanir. Ozel olarak C'ekf < M ve Gérf < N olur.

Teorem 2.2.5. (1. Izomorfizma Teoremi) M ve N birer R-modiil ve f : M — N bir R-

homomorfizma olsun. Bu durumda M /Cek f = Gor f izomorfizmast vardur.

Teorem 2.2.6. (2. Izomorfizma Teoremi) M bir R-modiil, H ve K, M 'nin iki alt modiilii
olmak iizere (H + K)/K = H/(H N K) izomorfizmast vardur.

Teorem 2.2.7. (3. Izomorfizma Teoremi) M bir R-modiil olsun, H ve K H < K olacak
sekilde M ’nin alt modiilleri olsun. Bu durumda, (M/H)/(K/H) = M/K izomorfizmast

vardir.

2.3 Dik Toplam, Dik Carpim ve Serbest Modiiller

Herhangi bir {M; | i € I} modiiller toplulugunun [[,_, M; kartezyen carptminin (..., m;, .. .)
elemanini kisaca (m;) ile gosterelim. Kartezyen ¢arpimin (m;) ve (n;) gibi iki elemanin top-
lamint (m;) + (n;) = (m; + n;) ve (m;) elemaninin » € R ile carpimint (m;)r = (m;r)
olarak tamimlarsak [[,., M; bir sag R-modiil yapist olusturur. Bu [, , M; modiiliine M;

modiillerinin dik ¢arpimi denir.

Tamm 2.3.1. [],_, M; dik carpiminin,

@ M; ={(m;) € H M; | en ¢ok sonlu sayida i € I i¢inm; # 0}

iel il

alt modiiliine M; modiillerinin (dis) dik toplam1 denir.

Teorem 2.3.2. R bir halka ve M bir R-modiil olmak iizere {M; | i € I} kiimesi M 'nin alt

modiillerinin
(1) M =3 e M;
(2) Her k € Iigin My N (32, . M;) =0
kosullarint saglayan bir ailesi olsun. Bu durumda M = &, M; saglanir.

M modiilii ve {M; | ¢ € I} M’nin alt modiillerinin ailesi Teorem 2.3.2’nin kosullarini

saglhyor ise M modiiliine bu ailenin i¢ dik toplami denir.
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Tanmm 2.3.3. R birimli bir halka olsun. Bog kiimeden farkli bir tabana sahip olan birimsel

Mpr modiiliine serbest modiil denir.
Teorem 2.3.4. R birimli halkasi ve My, birimsel modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.

(1) Mpg serbest modiildiir.

(2) Mg modiilii her biri sag R-modiil olarak R’ye izomorf olan devirli R-modiillerin bir

ailesinin i¢ dik toplamidir.
(3) Mp modiilii sag R-modiil R’nin kopyalarimn bir dik toplamina izomorftur.

(4) (Evrensel Doniisiim Ozelligi) Bostan farkli bir X kiimesi ve i : X — M fonksiyonu
vardir dyle ki herhangi bir birimsel R-modiil A ve f : X — A fonksiyonu icin gi = f

olacak sekilde tek tiirlii belirli bir g : M — A R-modiil homomorfizmast vardar.

Teorem 2.3.5. Birimli bir R halkasi iizerinde tamimli her birimsel Ar modiilii, serbest bir

My, modiiliiniin homomorf goriintiisiidiir.

2.4 Zincir Kosullan

Tanim 2.4.1. M bir R-modiil ve {M,},c;, M nin alt modiillerinin bogtan farkli bir ailesi

olsun.

(1) Eger M’nin alt modiillerinin her bostan farkl: ailesi bir maksimal (minimal) elemana

sahipse M’ye alt modiilleri iizerinde maksimum (minimum) kosulunu saglar denir.

(i) Eger M nin alt modiillerinin M; < M, < ... seklindeki her artan zinciri sonlu adimda
duruyorsa, yani her ¢« > n i¢in M; = M, olacak sekilde bir n tam sayis1 varsa M ye

artan zincir kosulunu saglar denir.

(111) Eger M’nin alt modiillerinin M; > M, > ... seklindeki her azalan zinciri sonlu
adimda duruyorsa, yani her ¢ > £ i¢in M; = M), olacak sekilde bir k£ tam say1s1 varsa

M’ye azalan zincir kosulunu saglar denir.
Onerme 2.4.2. Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.
1) M alt modiilleri iizerinde artan zincir kosulunu saglar.

2) M ’nin alt modiillerinin bostan farkli her ailesi bir maksimal elemana sahiptir.
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3) M ’nin her alt modiilii sonlu iiretilmistir, yani N, M ’nin bir alt modiilii ise N = Rz +

Rxy + ...+ Rz, olacak sekilde xy,xs, ..., x, € N vardir.

Kamit. (1) = (2): M, alt modiilleri ile artan zincir kosulunu saglasin ve .#, M modiilii-
niin alt modiillerinin bostan farkli bir ailesi olsun. .# nin maksimal elemaninin olmadigini
varsayalim. Bir M, € .# alalim. M; maksimal olmadigindan bir My € .# vardir 6yle ki
Ms > M olur. Bu isleme devam edilirse M ’nin alt modiillerinin M; < M, < ... seklinde
artan bir zincirini elde ederiz. Bu zincir sonlu adimda durmadigindan kabuliimiiz yanlis olur.
Dolayistyla .#’nin bir maksimal elemani vardir.

(2) = (3): N, M modiiliiniin bir alt modiilii ve .#", N modiiliniin tiim sonlu iiretilmis
alt modiillerinin bir ailesi olsun. .4 sifir1 igerdiginden bostan farklidir. (2) kogulundan .4
kiimesi bir maksimal eleman icerir. Bu elemana N’ diyelim. N’ # N ise bir z € N \
N’ vardir. N” = {z} U N’, N’nin bir alt modiilii olur. N” € 4" ve N” > N’ olusu
N’ modiiliiniin maksimal olmasiyla celigir. Boylece N = N olur. Dolayisiyla NV sonlu
tretilmistir.

(3) = (1): Ny < Ny < ..., M modiliiniin alt modiillerinin bir artan zinciri olsun.
N = UNj, diyelim. Bu durumda (3) kosulundan N modiilii sonlu iiretilmigtir. X, N modii-
liiniin sonlu bir iirete¢ kiimesi olsun. X kiimesi sonlu oldugundan bir N, kiimesinde kapsanir.

Boylece N = N, esitligi elde edilir. Dolayisiyla her [ > £ icin N; = Ny dir. U
Onerme 2.4.3. Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.

1) M, alt modiilleri iizerinde azalan zincir kosulunu saglar.

2) M ’nin alt modiillerinin bostan farkli her ailesi bir minimal elemana sahiptir.

Onerme 2.4.2’nin denk kosullarini saglayan modiile Noether modiil, Onerme 2.4.3’iin
denk kosullarini saglayan modiile Artin modiil denir. Ry bir Noether (Artin) modiil ise R’ye

sag Noether (Artin) halka denir. Sol Noether (Artin) halka da benzer sekilde tanimlanir.
Ornek 2.4.4. 1) Z tam sayilar halkasi Noetherdir fakat Artin degildir.
2) Her degismeli temel ideal halkasi Noetherdir.

3) Her cisim, her bolme halkasi, ve sonlu sayida ideale (ya da elemana) sahip her halka

hem Noether hem de Artindir.

4) Zy Priifer p-grubu Z-modiil olarak Artindir fakat Noether degildir.
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Onerme 2.4.5. M bir R-modiil ve N, M ’nin bir alt modiilii olsun. Bu durumda;
M Noetherdir <— N ve M/N Noetherdir.

Onerme 2.4.6. Noether modiillerin sonlu dik toplami da Noetherdir.

Onerme 2.4.7. R bir sag Noether halka ve M bir sonlu iiretilmis sag R-modiil olsun. Bu

durumda M Noetherdir.

Onerme 2.4.8. M bir R-modiil ve N, M ’nin bir alt modiilii olsun. Bu durumda;
M Artindir <= N ve M/N Artindir.

Onerme 2.4.9. Artin modiillerin sonlu dik toplami da Artindir.

Onerme 2.4.10. R bir sag Artin halka ve M bir sonlu iiretilmis sag R-modiil olsun. Bu
durumda M Artindir.

2.5 Asal Idealler

Tanmm 2.5.1. R bir halka ve P < R olsun. Eger I, J < R idealleri icin /J C P iken ya
I C Pyadal C P oluyorsa P’ye asal ideal denir. Sifir idealinin asal ideal oldugu halkaya

asal halka denir.
Onerme 2.5.2. R bir halka olmak iizere P <1 R ideali i¢in asagidaki kosullar denktir:
a) P asal idealdir.
b) PCIveP C JiselJ{ P dir
¢) R/ P asal halkadur.
d I <. R J<,. RvelJ C Pisel C PyadaJ C P dir.
e) I <R, J<yRvelJC Pisel C PyadaJ C P dir.
f) x,y € Rve xRy C Pisex € Pyaday € P dir.
P bir R halkasinin asal ideali ve J;. . ... J, C Pise,bazi1:=1,... ,ni¢in J; C P olur.

Onerme 2.5.3. R halkasinn her maksimal ideali ayni zamanda asaldur:
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Kamit. I < Rve J < Rikiideal ve M <1 R maksimal ideal olsun. Eger [ ve .J idealleri M
idealinin i¢inde degilse o zaman I + M = R ve J + M = R elde edilir. Bu durumda

R=(I+MJ+M)=1J+IM+JM+M* CIJ+M

olur ve buradan [J ¢ M elde edilir. Dolayistyla Onerme 2.5.2 (b) kosulundan M ideali
asaldur. 0

Tamim 2.5.4. P < R bir asal ideal olmak iizere bagka bir asal ideali kapsamiyorsa P’ye

minimal asal ideal denir.
Ornegin; R bir asal halka ise o zaman 0, R’nin bir minimal asal idealidir, hatta tektir.
Onerme 2.5.5. R’nin her P asal ideali bir minimal asal ideal icerir.

Teorem 2.5.6. Sag ya da sol Noether bir R halkasinda yalniz sonlu sayida minimal asal

ideal vardir ve bazi minimal asal ideallerin sonlu carpimlart sifira esittir.

2.6 Yari Asal idealler ve Ustel Sifirhik

Tanmm 2.6.1. R bir halka olmak iizere R’nin bir yar asal ideali, onun asal ideallerinin bir

kesisimidir. Eger R halkasinda 0 yari asal ideal ise bu R halkasina yari asal halka denir.
Onerme 2.6.2. P < R yari asaldir <= R/ P yari asal halkadir.

Onteorem 2.6.3. R bir halka ve X C R bir alt kiimesi olsun oyle ki "0 ¢ X" ve "X
carpmaya gore kapalidir" kosullart saglansim. P < R ideali de P N X = () olacak sekilde

secilebilen maksimal ideal olsun. Bu durumda P asal idealdir.
Onerme 2.6.4. R degismeli bir halka olsun. Bu durumda,
a) R’nin tiim asal ideallerinin kesisimi tam olarak R’nin iistel sifir elemanlarinin kiime-
sidir.

b) R’nin bir I ideali icin, R’nin I’yt iceren tiim asal ideallerinin kesisimi bazi n pozitif

tamsayilart icin ™ € I olacak sekildeki r € R’lerin olusturdugu kiimedir.

¢) R halkast yart asaldir <= Stfirdan farkli iistel sifir eleman i¢eremez.

Teorem 2.6.5. R halkasinda bir I ideali yari asaldir <= x € R olmak iizere xRz C I ise

r € I saglamr.



Kamit. (=) : {P; | 7 € J} kiimesi R’nin asal ideallerinin bir ailesi olsun ve I = Nj;c; P
alalm. x € Ricin 2Rz C [ oldugunda her j € J i¢in v Rz C P; elde ederiz. Bu durumda
x € P; olur ve dolayisiyla z € I dir.

(<) : Teoremdeki kosul saglansin. ] idealinin R halkasindaki /”y1 iceren tiim asal ideal-
lerin kesigimine esit oldugunu gostermeliyiz. Bu yiizden herhangi bir x € R\ [ iginx ¢ P
olacak sekilde bir P O [ ideali bulmaliy1z. x = zy oldugunu kabul edelim. Bu durumda hi-
potezden xgRx SZ I olur ve bu durumda bir z; € xgRxg \ [ segebiliriz. ; elemanina hipo-
tezi uygularsak xo € x1 Rx\ I eleman secebiliriz. Bu sekilde devam ederek ;41 € x;Rx;\ I
olacak sekilde xg, 1, 2,... € R\ I elde ederiz. Tumevarimdan, eger bir J < R ideali ve
bir z; € Jigin, n > j olmak iizere x,, € J olur.

Ayrica her i igin z; ¢ I dir. Zorn Lemmadan her ¢ i¢in x; ¢ P olacak sekilde bir P O [
maksimal ideali vardir. Ozel olarak = xy ¢ P olur ve P ideali R halkasmin 6z idealidir.
Iddia: P asaldir.

J ve K, R’nin idealleri olmak iizere P C J, P C K olsun. P idealinin maksimalligin-
den z; € J, z, € K ve m = max{j,k} olmak iizere z,, € J N K olur. Bu durumda
Tmy1 € TRz, C JK, buradan JK SZ P elde edilir. Boylece P asal idealdir. Bu ne-
denle I ideali, R halkasinin I’y1 iceren asal ideallerinin kesisimine esittir. Yani / yar1 asal

idealdir. 0
Sonug 2.6.6. R bir halka I <1 R bir ideal olsun. Asagidaki kosullar denktir.

a) I yart asal idealdir.

b) J<QRveJ?>C IiseJ CIdmr

¢) J<RvelC JiseJ* L Idr

d) J<, R J*CIiseJCIdmr

e) J<y R J*CliseJCIdmr

Sonug 2.6.7. R bir halka, I <1 R bir yari asal ideal olsun. Eger J, R’nin bir sag ya da sol

ideali ise ve bazi n pozitif tam sayilart icin J" C I kosulu saglaniyorsa J C I olur.

Tanmm 2.6.8. R’nin bir sag ya da sol .J ideali, baz1 n pozitif tam sayilari i¢in J™ = 0 kosulunu
saghyorsa J idealine iistel sifirdir denir. Daha genel olarak, .J idealinin her eleman iistel sifir

ise J’ye nil denir.
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Sonug 2.6.7°den bir yar1 asal halkada iistel sifir sag ya da sol ideal sadece sifirdir. Tersine

R’nin sifirdan farkl tistel sifir ideali yoksa R yar1 asal halkadir.
Tamim 2.6.9. R’nin asal radikali, R’nin tiim asal ideallerinin kesisimidir.

R sifir halka ise asal ideali yoktur ve asal radikal R’ye esittir. R sifirdan farkliysa en az
bir maksimal ideali vardir ve asaldir. Bu yiizden sifirdan farkli R halkasinin asal radikali bir

0z idealdir.

Onerme 2.6.10. Herhangi bir R halkasinin asal radikali nildir.

2.7 Sifirlayicilar

Tamim 2.7.1. R bir halka ve A bir sag R-modiil olsun. Verilen bir X C A alt kiimesi i¢in
Xin stfirlayicist ann(X) = {r € R | Vx € X i¢in zrr = 0} seklinde tanimlanir. Bu kiime

R’nin bir sag idealidir.

R halkasinin agik¢a belirtilmesi durumunda, anng(X) seklinde gosterilir ve X’in R
icindeki sifirlayicist olarak adlandiririz. Benzer sekilde, X’in bir sag sifirlayicist alindi-
ginda ann(X) yerine r.ann(X) yazabiliriz. X kiimesi tek bir z elemanindan olustugunda
ann({z}) = ann(z) seklinde yazilir. X, A’nm bir alt kiimesi oldugunda ann(X) bir sag
idealdir, dahast X, A’nin bir alt modiilii ise 0 zaman ann(X) kiimesi R’nin bir ¢ift yonlii
idealidir. Sol R-modiillerin alt kiimelerinin sifirlayicilart da benzer sekilde tanimlanir ve bu
kiimeler R’nin sol idealleridir. Eger alinan alt kiime bir alt modiil ise sifirlayicist yine 2’nin

cift yonlii idealidir. Son olarak, modiillerde de sifirlayicilar tanimlanabilir.

Tamim 2.7.2. R bir halka ve A bir sag R-modiil olsun. Bir Y C R alt kiimesi i¢in Y ’nin
A’daki stfirlayicist anna(Y) = {a € A | Yy € Yicinay = 0} seklinde tanimlanir. Bu
kiime A’nin toplamaya gore alt grubudur. Y ’nin bir sol R-modiil i¢indeki sifirlayicis1 da

benzer sekilde tanimlanir.

Onerme 2.7.3. R bir halka, Ay, bir sag R-modiil ve I, R’nin bir sol ideali olsun. Bu durumda

ann (1) kiimesi A’mn bir alt modiilii olur.

Tamim 2.7.4. R bir halka ve A bir R-modiil olsun. Eger annp(A) = 0 ise A’ya vefali R-

modiil denir.
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Onerme 2.7.5. R sifirdan farkli bir halka ve A bir R-modiil olsun. Bu durumda A modiilii
vefali ise A sifirdan farklidur.

Onerme 2.7.6. R bir halka ve A bir R-modiil olsun. Bu durumda A modiiliiniin sifirlayicis

annr(A), R’nin bir ¢ift yonlii idealidir ve A modiilii R/annp(A) iizerinde vefali modiildiir.
Kanut.

Ax R/anng(A) — A

(a,7 + anng(A)) — ar

islemine gore A bir R/anng(A)-modiildiir. Dahasi A modiiliiniin R/annr(A) halkasi i¢in-

deki sifirlayicisi,
anngjanngpa)(A) = {r + anng(A) | hera € Aver € Rigin a(r + anng(A)) = 0}

seklinde tanimlanir. $imdi bir x 4+ annp(A) € annpjannya)(A) alalim. Bu durumda her
a € Aigin a(r + anng(A)) = 0 = ar olur ve buradan * € anng(A) elde ederiz.
Yani ann g /anny(a)(A) kilmesi sifira esittir ve dolayistyla A modiilii vefali bir R/annpg(A)-

moduldiir. O

Onerme 2.7.7. R bir asal halka olsun. Bu durumda R’nin sifirdan farkli tiim sag veya sol

idealleri vefalidrr.

Bir sonraki 6nerme, en azindan Noether halkalar iizerinde tanimli modiillerde bolim

halkas1 iizerindeki tam vefal1 alt modiillerin bulunmasi i¢in anahtar niteligindedir.

Onerme 2.7.8. R bir halka, A bir R-modiil olsun. Kabul edelim ki A’nin sifirdan farkly alt
modiillerinin sifirlayicilart arasinda maksimal olan bir P ideali olsun. Bu durumda P asal

idealdir ve ann 4 (P) bir tam vefali R/ P modiildiir.

2.8 Ilkel ve Yan ilkel idealler

Tanmim 2.8.1. R bir halka ve P, R’nin bir ideali olsun. Eger bir A basit sag (sol) R-modiilii
icin P = anng(A) oluyorsa P’ye ilkel ideal denir. Eger R halkasinda 0 sag (sol) ilkel ideal
ise R, sag (sol) ilkel halka adii alir. Diger bir deyisle vefali basit sag (sol) modiile sahip
halkaya sag (sol) ilkel halka denir. Tiim sag ilkel halkalar sol ilkel olmak zorunda degildir.
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Onerme 2.8.2. R’nin her sag ya da sol ilkel ideali asal idealdir. Ayrica R’nin her maksimal

ideali sag ve sol ilkel idealdir.

Kamt. Tlkel ideallerin asalligt Onerme 2.7.8’den saglanir. M < R maksimal ideal olmak
tizere bir ' <, R maksimal sag ideali secelim ve kabul edelim ki M/ C K olsun. Bu
durumda R/ K basit sag R-modiildiir ve anng(R/K) < R sag ilkel idealdir. RM = M C
K oldugundan (R/K)M = 0 olur yani M = annr(R/K) elde edilir. Bu durumda A/ nin
maksimalliginden M = anng(R/K) olur, dolayisiyla M sag ilkel idealdir. Ayni zamanda

simetri 6zelliginden sol ilkel ideal olur. U

Degismeli bir R halkasinda her basit modiil bir A/ maksimal ideali i¢in R/M’ye izo-
morftur ve anng(R/M) = M dir. Buradan R’nin her ilkel ideali maksimaldir. Buna denk
olarak tiim degismeli ilkel halkalar basit halkadir. Ancak bu degismeli olmayan halkalar i¢in

gecerli degildir.
Onerme 2.8.3. Herhangi bir R halkasi icin asagidaki kiimeler birbirine egittir.
a) J, = R’nin tiim maksimal sag ideallerinin kesigimi.
b) Jy = R’nin tiim maksimal sol ideallerinin kesigimi.
¢) J. = R’nin tiim sag ilkel ideallerinin kesigimi.
d) Jq = R’nin tiim sol ilkel ideallerinin kesisimi.

Tanim 2.8.4. Herhangi bir R halkasinda, Onerme 2.8.3’te tanimladigimiz kiimelere R’nin

Jacobson Radikali denir ve J(R) ile gosterilir.

Bu tanimdan yola ¢ikarak sunu sdyleyebiliriz, R halkasinin tiim sag ya da sol ilkel ideal-

leri asal oldugundan R’nin asal radikali Jacobson radikali tarafindan kapsanir.

Tamm 2.8.5. Bir R halkasinda J(R) = 0 ise R’ye yari ilkel halka denir. R’nin bir yar1 ilkel
I ideali (ya da J-ideali) J(R/I) = 0 kosulunu saglayan idealdir.

Onerme 2.8.6. R bir halka ve I, R’nin bir ideali olmak iizere asagidaki kosullar denktir.
(i) Iyar ilkeldir.
(ii) I, sag ilkel ideallerin bir kesisimidir.

(iii) 1, sol ilkel ideallerin bir kesigimidir.
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Teorem 2.8.7. [Jacobson, Azumaya] R bir halka, A sonlu iiretilmis bir sag R modiil olsun.

Eger A.J(R) = Aise A=0dwr

Teorem 2.8.7 genellikle Nakayama Onteoremi olarak bilinir. Ozel olarak eger A bir sonlu
tiretilmig sag R-modiil ise ve a4, ..., a, € Aigin a; + AJ(R) kosetleri A/AJ(R) modiiliinii

tiretiyorsa o zaman aq, . . . , a, elemanlart A modiiltinii tiretir.

2.9 Biiyik Genislemeler

Tanmim 2.9.1. B bir R-modiil ve A < B alt modiilii olmak iizere eger A’nin, B modiiliiniin
stfirdan farkli tiim alt modiilleri ile kesisimi sifirdan farkli ise A’ya B modiiliiniin biiyiik
alt modiilii denir. A <., B ile gosterilir. Ayrica B modiiline de A modiiliiniin bir biiyiik

genislemesi de denir.

Tanim 2.9.2. R bir halka olsun. Eger R’nin bir sag [ ideali Ry modiilii i¢in biiyiik alt modiil

oluyorsa [/ sag idealine [?’nin biiyiik sag ideali denir.
Onerme 2.9.3. Bir halkamin biiyiik sag ideallerinin sonlu kesisimi yine biiyiik sag idealdir.

Kanmit. k =1,...,n olmak iizere £, R halkasinin biiyiik idealleri olsun. Tiimevarim yon-
temiyle her k = 1,...,n i¢in N%_| F; idealinin R halkasinm biiyiik sag ideali oldugunu
gosterelim. k& = 1 icin iddia dogrudur. ifadenin % icin dogru oldugunu kabul edelim. Bu

durumda bir / <, R i¢in

k+1 k
(ﬂE) Nni= (ﬂE) N (B NI) =0

olsun. Tiimevarim hipotezinden ﬂle E; biyiik sag ideal oldugundan (Ey.; N 1) = 0 dir.

k+1
=1

E),1 bilyiik sag ideal oldugundan I = 0 elde ederiz. Dolayisiyla (),—, E; biiyiik sag idealdir.

O

Onerme 2.9.4. B bir R- modiil ve A < B alt modiilii olmak iizere A <. B dir ancak ve
ancak stfirdan farkli her b € B icin bir r € R vardir dyle ki br # 0 ve br € A kosullart

saglanir.

Onerme 2.9.5. R bir asal halka ve I <1 R sifirdan farkl bir ideal olmak iizere I, R’nin hem
biiyiik sag hem de biiyiik sol idealidir.
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Tanmm 2.9.6. A ve B R-modiil olsun. Bir f : A — B monomorfizmasi i¢in f(A) <. B

kosulu saglaniyorsa f’ye biiyiik monomorfizma denir.

Onerme 2.9.7. B bir R-modiil ve A < B alt modiilii olmak iizere A biiyiik alt modiildiir

ancak ve ancak A — B igcerim doniisiimii biiyiik monomorfizmadir.

Onerme 2.9.8. (a) A, B ve C modiilleri A < B < C kosulunu saglasmn. Bu durumda
A <. Cdir ancak ve ancak A <., Bve B <, C dir.

(b) A1, Ag, B1, By bir C modiiliiniin alt modiilleri olsun. Eger A, <, Bi ve Ay <., By
oluyorsa, Ay N Ay <., B1 N By dir.

(c) C bir R-modiil, A < C alt modiilii ve f : B — C' homomorfizma olsun. Eger A <, C
ise f1(A) <. B dir. Ozel olarak eger A <, C'ise, her c € C'icin {r € R|cr € A}

sag ideali Ry modiiliiniin biiyiik alt modiiliidiir.

(d) {B; | i € I} bir modiil ailesi ve her bir i € I icin A; <. B; olsun. Bu durumda
D, A; <. B, B; saglamnr.

Onerme 2.9.9. C bir R-modiil, A ve B alt modiilleri olsun ve kabul edelim ki B modiilii
AN B = 0 kosulunu saglayan maksimal alt modiil olsun. Bu durumda A & B <., C ve
(A® B)/B <. C/B olur.

Sonug¢ 2.9.10. Bir C modiiliiniin herhangi bir alt modiilii, C’nin bir biiyiik alt modiiliiniin

dik toplananidir.
Sonucg 2.9.11. Bir C modiilii yart basittir ancak ve ancak C"’nin biiyiik 6z alt modiilii yoktur.

Onerme 2.9.12. Bir C modiilii icin asagidaki esitlik saglanir;

m{A < C'| A, C’nin bir biiyiik alt modiilii} = Soc(C)

2.10 Tekil Modiiller

Tamim 2.10.1. A bir sag R-modiil olmak iizere
Z(A)={r e A|I <. Rpiginal =0} ={z € A|anng(z) <. Rp}

kiimesi A’nin bir alt modiiltiidiir. Bu alt modiile A’nin tekil alt modiilii denir. Bir A sag R-
modiilii igin Z(A) = A ise A modiiliine tekil modiil, Z(A) = 0 ise A modiiliine tekilsiz

modiil denir.
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Tekilsiz modiil ve tekil olmayan modiil kavramlar: ayni degildir. Bir M sag R-modiilii

hem tekil hem de tekilsiz ise M modiilu sifir modiildiir.

Ornek 2.10.2. (i) R bir basit halka olsun. Bu durumda R halkas: tekilsizdir.

(ii) R bir tamlik bolgesi olsun. Bu durumda R’nin sifirdan farkl tiim idealleri biiyiik ide-
aldir. Her A R-modiilii igin

Z(A) ={a € A|anng(a) # 0}
kiimesi A’nin burulmalr alt modiiliine esittir. Dahast
A modiilii tekildir <= A burulmalidr.

Benzer sekilde,

A modiilii tekilsizdir <= A burulmasizdir.
Onerme 2.10.3. A, B ve C sag R-modiiller olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanur.
(i)
Bir C modiilii tekildir <= Bir B R modiilii ve A <. B biiyiik alt modiilii i¢in
C = B/A saglanir.
(ii) A < B ve B tekilsiz modiil olsun. Bu durumda

B/Atekildir <— A <. B saglamr.
Onerme 2.10.4. R bir tekilsiz halka olsun. Bu durumda herhangi bir M sag R-modiilii icin
Z(M/Z(M)) = 0 esitligi saglanr.

Onerme 2.10.5. R bir tekilsiz halka olsun. Bu durumda M ve N sag R-modiilleri icin asa-
gidaki ifadeler saglanir.

(i) Bir M modiilii tekildir <= her N tekilsiz modiilii icin Homp(M, N) = 0 olur.

(ii) Bir N modiilii tekilsizdir <=> her M tekil modiilii icin Hompg(M, N) = 0 olur.

(iii) Tekil sag R-modiiller sinifi alt modiilleri, boliim modiilleri, dik toplamlari ve genigle-

meleri altinda kapalidrr.

(iv) Tekilsiz sag R-modiiller sinifi alt modiilleri, boliim modiilleri, dik carpimlari ve genis-

lemeleri altinda kapalidir.
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2.11 Yarn Basit Modiiller

Tanim 2.11.1. R bir halka ve A bir R-modiil olsun. A modiiliiniin tiim basit alt modiillerinin
toplamina A modiiliiniin sokulu denir ve Soc(A) ile gosterilir. (Alt modiillerin bos ailesinin
toplamu sifir alt modiilii olarak kabul edilir. Bu yiizden Soc(A) = 0 dir ancak ve ancak A’nin

basit alt modiilii yoktur.)

Bir modiiliin sokulunun sifirdan farkli oldugunu géstermek icin onun bir tane basit alt

modiilii oldugunu gostermek yeterlidir.

Tanmm 2.11.2. Bir A modiilii i¢in Soc(A) = A oluyorsa bu A modiiliine yari basit modiil

denir.

Ornek 2.11.3. F bir cisim ve A, F cismi iizerinde tanumly bir vektir uzayi olsun. Bu durumda

A yart basittir ¢iinkii A’nin bir boyutlu tiim alt uzaylart basit I'-alt modiildiir.
Onerme 2.11.4. R bir halka olmak iizere Soc(Ry), R’ nin ¢ift yonlii idealidir.
Onerme 2.11.5. R bir yart asal halka olsun. Bu durumda Soc(Rp) = Soc(rR) dir.
Onerme 2.11.6. Bir A modiiliiniin sokulu A’mn basit alt modiillerinin dik toplamdur.

Onerme 2.11.7. R bir halka, A bir R modiil ve B, C, D modiilleri A’nin alt modiilleri olsun.

Bu durumda asagidaki ozellikler saglanir;
a) B<Dise( B+C)ND=B+(CND).
b) B<DveA=B®Cise D=Bao(CND).

Kanit. a) C:x € (B4+C)ND olsun. Budurumda z € B+ C ve z € D olur. Yani birb € B
ve ¢ € C'igin z = b+ celde edilir. Ote yandan x € D ve B < D oldugundanx —b = c € D
olur. Dolayisiyla ¢ € C'N D oldugu goriiliir.
O:b+x € B+ (CnND)olsun. Budurumda z € C ve x € D olur. Ote yandan B < D
oldugundan b+ x € D ve b+ z € B + C elde edilir.
Dolayisiyla esitlik saglanmisg olur.

b) (a) sikkindan D = (B +C)N D = B + (C N D) esitligi saglanir. Ote yandan
A = B C oldugundan B N C' = 0 olur. Budurumda BN (CND)=(BNC)ND =0
dir. Dolayistyla D = B @ (C' N D) elde edilir. O

Onerme 2.11.8. Bir A modiilii yar: basittir <> A’min her alt modiilii dik toplanandur.

Sonuc¢ 2.11.9. Bir yar: basit modiiliin her alt modiilii yari basittir.

17



2.12 Yarn Basit Halkalar

Teorem 2.12.1. [Noether] Herhangi bir R halkast icin asagidaki kosullar denktir.
(a) Tiim sag R-modiiller yar: basittir.
(b) Tiim sol R-modiiller yari basittir.
(c¢) Rpg modiilii yart basittir.
(d) rR modiilii yart basittir.

(e) R halkast ya sifirdir ya da n; ler pozitif tam sayilar ve D; ler bolme halkast olmak
sizere R =2 M, (Dy) x ... x M,, (Dy) olur.

Tanim 2.12.2. Teorem 2.12.1°in kosullarin1 saglayan bir halkaya yari basit halka denir.

2.13 Artin Halkalar

Teorem 2.13.1. Bir R halkas: i¢in asagidaki kosullar denktir.
(a) R sag Artindir ve J(R) = 0 dur:
(b) R sol Artindir ve J(R) = 0 dir:
(¢) R halkast yart basittir.

Tamim 2.13.2. A bir modiil olmak iizere A’nin sokul serisi, soc’(A) = 0 ve negatif olmayan

her n tam sayi1st1 i¢in

soc" ™ (A)/soc"(A) = soc(A/soc™(A))

olmak tizere,

soc’(A) < soct(A) < soc*(A) < ...
seklinde tanimlanir.

Onerme 2.13.3. R, R/.J(R) yart basit olacak sekilde bir halka olsun. Eger A bir sag R-

modiil ise o zaman negatif olmayan her n tam sayist i¢in soc"(A) = anna(J(R)") dir.
Teorem 2.13.4. R bir sag Artin halka ise o zaman R sag Noetherdir ve J(R) iistel stfirdur.

Sonug 2.13.5. Bir sag ya da sol Noether halka icin Jacobson radikali asal radikale egittir.
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Sonug 2.13.6. Bir R halkast i¢in asagidaki kosullar denktir:
(a) R sag Artindir ve yart asaldir.
(b) R sol Artindir ve yart asaldr.
(c¢) R yart basittir.
Sonug 2.13.7. Bir R halkas: i¢in asagidaki kosullar denktir.
(a) R asal halkadir ve sag Artindir.
(b) R asal halkadir ve sol Artindir.
(¢) R basit halkadir ve sag Artindir.
(d) R basit halkadir ve sol Artindir.
(e) R basit ve yart basit halkadur.
(f) D bir bolme halkasi ve n bir pozitif tam sayt olmak iizere R = M, (D) dir.

Onerme 2.13.8. R sifirdan farkli bir sag ya da sol Artin halka ise R’nin tiim asal idealleri

maksimaldir.

Onerme 2.13.9. R bir degismeli Noether halka olsun. Bu durumda,
R Artindir <= R’nin tiim asal idealleri maksimaldir.
Teorem 2.13.10. [Lenagan] R halkast hem sag hem de sol Noether halka olsun. Bu durumda
R’nin bir I ideali sag R-modiil olarak Artindir <= I sol R-modiil olarak Artindir.

Teorem 2.13.11. /Ginn and Moss] R bir sag ve sol Noether halka olsun. Kabul edelim ki

R’nin sag sokulu E, sag ya da sol ideal olarak biiyiik olsun. Bu durumda R Artindir.

Tanim 2.13.12. R bir halka ve Mp bir sag R-modiil olsun. Eger M modiilii bir biiyiik Artin
alt modiil iceriyorsa M modiiliine quasi-Artin modiil denir. Benzer sekilde R halkasi i¢in

Rp modiilii bir biiyiik Artin alt modiil i¢eriyorsa 2 halkasi quasi-Artin halka adin1 alir.

Tamm 2.13.13. R bir halka, My bir sag R-modiil olsun. Eger bir n pozitif tam sayisi i¢in
M™ dik toplaminin Ry modiiliine izomorf olacak sekilde bir alt modiilii varsa M modiiliine

tamamen vefali modiil denir.
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Onerme 2.13.14.
Bir R halkast sag quasi-Artindir <=  Her vefali sag R modiil tamamen vefalidir.

Onerme 2.13.15. R bir sag quasi-Artin halka olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.
(i) R yar: asal halkadr.
(ii) R halkasi yart basittir ve sag Artindir.
Onerme 2.13.16. R bir sag quasi-Artin halka olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.
(i) R asal halkadr.
(ii) R basit halkadir ve sag Artindir.
Onerme 2.13.17.
Bir R halkast sag Artindir <= Her A C R ¢ift yonlii ideali icin R/A sag quasi-Artindir.

Tamim 2.13.18. R birimli bir halka olsun. Eger her a € R i¢in a = axa olacak sekilde en az

bir z € R varsa R halkasina Von Neumann regiiler halka denir.

Teorem 2.13.19. (Krull Kesisim Teoremi) R bir Noether halka ve M < R tek maksimal

ideali olsun. Bu durumda

drr.

2.14 Burulmal ve Burulmasiz Modiiller
Tamim 2.14.1. A bir degismeli grup olmak iizere,
T(A) = {a € A| sifirdan farkli m € Z i¢in ma = 0}
kiimesi A’nin burulmali alt grubudur ve bir p asali i¢in
T,(A) = {a € A|bazin € Nigin p"a = 0}

kiimesi A’nin bir p-burulmali alt grubudur.
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Tanmm 2.14.2. R bir halka ve X C R bir alt kilme olmak iizere eger,
H1leX
(i) X carpmaya gore kapalidir.

kosullari saglaniyor ise X e carpimsal kiime (birimli, carpimsal olarak kapali kiime) denir.
Simdi, A bir R-modiil olsun. Eger A’nin her elemani X’in bazi elemanlar tarafindan si-
firlantyorsa A’ya X-burulmali modiil denir. Eger A’nin i¢inde X’in elemanlar tarafindan

sifirlanan tek eleman 0 ise A’ya X -burulmasiz modiil denir.

Genel durumda, bir modiil i¢in "X -burulmali alt modiil" tanimi yapilamaz, ¢iinkii bir A
sag R-modiiliiigintx (A) = {a € A|bazi z € X i¢in ax = 0} kiimesi, her zaman alt modiil
olmak zorunda degildir.

Ancak bir A sag R-modiilii i¢in ¢y (A) kiimesinin bir alt modiilii olmasi i¢in bir kogul

vardir. Bunun i¢in bir tanima ihtiya¢ duyacagiz.

Tanmm 2.14.3. R bir halka, X C R bir carpimsal kiime olsun. Eger her z € X, r € R i¢in
ry = xs olacak sekilde bir y € X ve s € R varsa ve rX N xR # () ise X kiimesine sag Ore
kosulunu saglar denir. Sag Ore kosulunu saglayan bir kiimeye kisaca sag Ore kiimesi denir.

Sol Ore kiimesi tanimi1 da benzer sekilde yapilir.
Onteorem 2.14.4. X kiimesi, R halkasinda bir sag Ore kiimesi olsun. Bu durumda,

a) Verilen xq,...,x, € X icin s1,...,5, € R vardir oyle ki x151 = ... = x,5, ve

151 € X saglamrve 1uRN ... Nz, RN X # 0 olur.
b) Herhangi bir A sag R-modiilii icin,
tx(A)={a € A|bazx € X iginax =0}
kiimesi, A’min bir alt modiiliidiir.

Tamim 2.14.5. R bir halka, X bir sag Ore kiimesi ve A bir sag R-modiil olsun. Bu durumda
Onteorem 2.9.4’te tanimlanan ¢x (A) kiimesi A’nin bir X-burulmali alt modiiliidiir. Ayrica
tx (Rr) kiitmesi, R’nin bir sag idealidir ve eger f : A — B bir sag R-modiil homomorfizmasi

ise f(tx(A)) < tx(B)dir.

Onteorem 2.14.6. R bir halka ve X bir sag Ore kiimesi olsun.
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(a) Abirsag R-modiil olmak iizere t x (A) kiimesi bir X -burulmali alt modiildiir ve A/t x (A)

bir X -burulmasiz modiildiir.

(b) X-burulmali bir sag R-modiiliin tiim alt modiilleri, boliim modiilleri ve toplamlari (dik

ya da standart) X -burulmalidir.

(c) A birsag R-modiil ve B < A alt modiilii icin B ve A/ B modiilleri X -burulmali ise A

modiilii de X -burulmalidir.
(d) X-burulmasiz sag R-modiillerin tiim alt modiilleri ve dik ¢carpimlart X -burulmasizdur.

(e) A bir sag R modiil ve B < A onun X-burulmasiz alt modiilii olsun. Eger B’nin,
A’min tiim sifirdan farkly alt modiilleriyle kesisimi sifirdan farkl ise A modiilii X -

burulmasizdir.

(f) A bir sag R-modiil ve B < A alt modiilii olmak iizere, B ve A/B modiilleri X -

burulmasiz ise A modiilii de X -burulmasizdir.

Onerme 2.14.7. R bir halka, X C R bir ¢carpimsal kiime ve A bir X -burulmasiz Noether
sag R-modiil olsun. f € Endg(A)ve A/ f(A) X-burulmali ise Cek(f) = 0 olur.

Sonuc 2.14.8. R bir sag Noether halka ve X C R bir sag Ore kiimesi olsun. Eger her x € X

icin l.anng(x) = 0 ise X ’in tiim elemanlari R’de sifir bolen degildir.
Sonuc 2.14.9. R bir sag Noether halka olsun.

(a) Sonlu iiretilmis bir sag R-modiil iizerinde tanimli her orten endomorfizma otomorfiz-

madir.

(b) z,y € Ricin vy = 1ise yr = 1dir.

2.15 Kalitsal Burulma Teorisi
Tanim 2.15.1. Bir C kategorisi,
1) Ob(C) nesneler sinifindan;

2) Her sirali (A, B) nesneler ¢ifti i¢in, Morc(A, B) morfizmalar kiimesinden (farklt
(A, B) ve (C, D) ciftleri i¢in
MO’/‘0(A, B) N ]\40’/‘0(0, D) = (Z)
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olmak iizere);

3) f € Morc(A,B), g € Morc(C, D) olmak iizere her (g, f) ¢iftine bunlarm bi-
leskesi denilen g o f € Morg(A,C') morfizmasini karsilik getiren Morg(B,C) X
Morc(A, B) — Morc(A, C) bileske fonksiyonundan olusur, dyle ki;

a) Her A, B, C nesnelerive f € Morc(A, B),g € Morc(B,C),h € Morc(C, D)
morfizmalari igin h o (g o f) = (h o g) o f esitligi saglanir (birlesme kuralr).

b) Her A € Ob(C) nesnesinin, her f € Morc(A,B), g € Morg(B,A) igin
fola=f,140g = g esitliklerini gergekleyen bir 1, € Morc(A, A) birim

homomorfizmasi vardir.

Bizim ilgilenecegimiz kategori ise R birimli halkasi icin R — M od kategorisidir. Bu ka-
tegorinin nesneleri tiim sag R-modiiller, morfizmalari modiil homomorfizmalari
(Morg_mea(M, N) = Hompr(M, N)), bilegkeleri ise homomorfizmalarin aligilmis bileske-

leridir.
Tanim 2.15.2. C bir kategori ve (7, .%) cifti C’nin
(i) HerT € T ve F € % igin Hom(T,F) =0
(ii) Her F' € .% i¢in Hom(A, F) = 0 saglamyorsa A € .7
(iii) Her T € J i¢cin Hom(T,B) =0ise B € .&

kosullarini saglayan iki nesneler sinifi olsun. Bu durumda (.7, .%) ikilisine burulma teorisi

denir.

Burada .% sinifina bir burulmali simif denir ve nesneleri burulmali nesnelerdir. Benzer

sekilde .7 sinifina burulmasiz sinif denir ve nesneleri burulmasiz nesnelerdir.
Tanim 2.15.3. % herhangi bir nesneler sinifi olsun. Bu durumda;
F ={F |her C € € i¢in Hom(C, F) =0}
T ={T |her F € % i¢cin Hom(T, F) = 0}
seklinde tanimlanan nesneler i¢in (.7, %) ikilisine ¢ smifinin iirettigi burulma teorisi denir.

Tamim 2.15.4. (.7, .%) bir burulma teorisi olsun. Eger .7 sinifi kalitsal ise yani alt modiilleri

altinda kapali ise (.7, .%) burulma teorisine kalitsaldir denir.
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Onerme 2.15.5.
Bir (7, .F) burulma teorisi kalitsaldir < .F injektif biiriimleri altinda kapalidir:

Onerme 2.15.6. € alt modiilleri ve boliim modiilleri altinda kapaly bir sinif olsun. Bu du-

rumda € tarafindan iiretilen burulma teorisi kalitsaldir.

2.16 Injektif Modiiller

Tamim 2.16.1. R bir halka, A ve B sag R modiil olsun. Eger herhangi bir C' < B alt modiilii
icin tim C' — A homomorfizmalar1 B — A homomorfizmalarina genisletilebiliyorsa A

modiiliine injektif modiil denir. Kisacasi,

diyagrami saglanir.
C)rnegin, yart basit bir halka iizerinde tanimli her modiil injektiftir.
Onerme 2.16.2. Injektif modiillerin tiim dik toplananlar ve dik carpimlart injektiftir.

Onerme 2.16.3. [Baer Kriteri] A bir sag R-modiil olsun. Bu durumda A injektif modiildiir
ancak ve ancak her I <, R sag ideali ve her f € Hompg(I, A) icin bir a € A vardir dyle ki
herr € I igin f(r) = ar dir.

Tanmm 2.16.4. A bir Z-modiil olmak iizere eger sifirdan farkli her n € Z icin nA = A

esitligi saglantyorsa A’ya boliinebilir modiil denir.
Onerme 2.16.5. (a) Bir A Z-modiilii injektiftir ancak ve ancak A béliinebilir modiildiir.
(b) Her Z-modiil bir boliinebilir modiiliin alt modiiliidiir.

Onteorem 2.16.6. R bir halka ve D béliinebilir Z-modiil olmak iizere H = Homg(R, D)
grubu bir injektif sag (ya da sol) R-modiildiir.

Teorem 2.16.7. [Baer] Her modiil injektif bir modiiliin alt modiiliidiir.

Sonug 2.16.8. [Baer] Bir A modiilii injektiftir ancak ve ancak A, onu igeren her modiiliin

dik toplananidtr.
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Kanit. (=): A bir injektif modiil ve A < B olsun. Bu durumda A modiiliiniin iizerindeki
birim doniisiim f : B — A homomorfizmasina genisletilebilir. Boylece B = A& Cek f elde
edilir.

(«=): Eger dik toplanan kogulu saglaniyorsa o zaman A modiili bir injektif modiiliin dik

toplananidir. Dolayisiyla Onerme 2.16.2’den A injektif modiildiir. U

Sonuc 2.16.9.

Degismeli bir halka regiilerdir <=  Halka iizerinde tanimli tiim basit modiiller injektiftir.

2.17 Injektif Biiriimler

Tamim 2.17.1. Bir A modiiliiniin 6z bityiik genislemesi, B > A iken A <. B kosulunu sagla-
yan bir B modiiliidiir. Ayrica A bir 6z bilyiik genislemeye sahiptir ancak ve ancak f(A) < C

kosulunu saglayan bir f : A — C biiyiik monomorfizmasi vardir.
Onerme 2.17.2. [Eckmann-Schopf]
A modiilii injektiftir <= A’min 0z biiyiik geniglemesi yoktur.

Tanim 2.17.3. C' bir modiil, A < (' alt modiilii olsun. Eger A’nin C iginde bir 6z biiyiik
genislemesi yoksa, yani bir B < C'i¢in A <, B iken A = B oluyorsa, A, C' modiiliinde
biiyiikce kapalidir denir.

Onerme 2.17.4. C bir modiil, A <g C' dik toplanani olsun. Bu durumda A, C' modiiliinde

biiyiikce kapalidir.

Onerme 2.17.5. E bir injektif modiil ve A < E alt modiilii olsun. Bu durumda,
Ainjektiftir <= A, E icinde biiyiik¢ce kapalidir.

Kamt. (=): A modiilii injektif ise Onerme 2.17.2’den A, kendisini i¢eren her alt modiiliin
icinde biiyiik¢ce kapalidir.

(«<): A modiilii F modiilii i¢inde biiyiikge kapali olsun ve bir A <. B biiyiik genigleme-
sini diisiinelim. Bu durumda ¢ : A — E ig¢erim doniisiimii f : B — E homomorfizmasina
genigletilebilir. AN Cekf = 0ve A <., B oldugundan ek f = 0 dir, yani f : B — f(B)
bir izomorfizma olur. Bu durumda A = f(A) <. f(B) < E ve A modiilii F i¢inde biiyiik¢e
kapali oldugundan f(B) = A elde edilir. Buradan B = A sa8lanir. Dolayisiyla A’nin bir 6z
biiyiik genislemesi yoktur ve Onerme 2.17.2’den A injektif modiildiir. O
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Tanimm 2.17.6. A bir modiil olmak iizere, A’nin bir biiyiik genislemesi olan modiile A mo-

diiliinlin injektif biirlimii (injektif zarf1) denir.
Teorem 2.17.7. [Baer,Eckmann-Schopf] A bir modiil olsun. Bu durumda,

(a) A’yiiceren her injektif modiil, A’min bir injekttif biiriimiidiir. Ozel olarak, A’nin injek-

tif biiriimii her zaman vardir.

(b) A <. B oldugunda, A iizerindeki birim doniisiim injektif bir E modiilii icin B — F

monomorfizmasina genisletilebilir.

(c) E' injektif modiilii icin A < FE’ oldugunda A iizerindeki birim doniisiim E — FE’

monomorfizmasina genisletilebilir.

Onerme 2.17.8. A ve A’ birbirine izomorf iki modiil ve E ve E' bu modiillerin injektif
biiriimleri olsun. Bu durumda A’dan A’ ye tamimli herhangi bir izomorfizma Eden E' ye
gidecek bir izomorfizmaya genisletilebilir. Ozel olarak, Bir A modiilii icin E ve E' iki injektif

biiriim ise A iizerindeki birim doniisiim Eden E' ye bir izomorfizmaya genisletilebilir.

Onerme 2.17.9. Verilen bir A modiilii i¢in, A’mn injektif biiriimii E(A) seklinde gosterilir.
E(A) modiilii izomorfizma farkiyla tek oldugundan A’mn tiim injektif biiriimleriyle ilgili
genel ozellikleri saglar. Dolayisiyla "B = FE(A)" esitligi yalmzca "B, A’nmin bir injektif

biiriimiidiir" ifadesi icin kullanilir.
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Teorem 2.17.10. Asagidaki ifadeler denktir.
(i) R bir Noether halkadr.
(ii) Injektif R-modiillerin dik toplamu injektiftir.

(iii) Basit R-modiillerin sayilabilir sonsuz sayidaki injektif biiriimlerinin ailesinin her dik

toplami injektiftir.

Onerme 2.17.11. R bir Noether halka ve P < R asal ideal olsun. E = E(R/P) ve
A, =anng(P") (n=1,2,3,...) diyelim. Bu durumda,

saglanir. Dahast P ideali, R’nin bir maksimal ideali ise anng(A,) = P™ ve

oo

anng(E) = ﬂ Pt

n=1

elde edilir.

Onerme 2.17.12. A bir R-modiil ve 0 # a € A olsun. Bu durumda bir S basit modiilii ve
f: A— E(S) homomorfizmast vardir éyle ki f(a) # 0 olur.

2.18 Sonlu Ranka Sahip Modiiller

Tamm 2.18.1. A bir modiil olmak iizere , F/( A) injektif biirimii ayrigtirilamaz alt modiillerin
sonlu dik toplami ise A modiiliine sonlu ranka sahip modiil denir. Literatiirde, yer yer sonlu
ranka sahip bir modiil sonlu boyutlu modiil olarak da adlandirihir. Dahasi, Onerme 2.14.4 ve

Teorem 2.14.6°da verilen denk kosullar siklikla sonlu rankin tanimi olarak alinir.

Tamim 2.18.2. A sifirdan farkli bir modiil olmak iizere, A’nin herhangi iki alt modiiliiniin
kesisimi sifirdan farkli ise A’ya diizgiin modiil denir. Denk olarak A’nin sifirdan farkli her

alt modiilii A’da biiyiik alt modiil ise A’ya yine diizgiin modiil denir.
Onteorem 2.18.3.

Sifirdan farkli bir A modiilii diizgiindiir <=  F(A) ayristirilamazdur.
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Kanit. (=): A bir diizgiin modiil ve B,C' < A altmodiilleri i¢in £(A) = B & C olsun.
(BNA)N(CNA)=0ve A diizgiin modiil oldugundanya BN A =0yadaCNA=0
saglanir. Bu durumda A <, E(A) oldugundan ya B = 0 yada C = 0 elde edilir. Dolayisiyla
E(A) modiilii ayristirllamazdr.

(«<): Kabul edelim ki A diizgiin modiil olmasin. Bu durumda A modiiliinin BN C =0
olacak gekilde B ve C' alt modiilleri vardir. O zaman sifirdan farkli bir £ < E(A) alt modiilii
vardir ve £ modiilii B modiilii i¢in bir injektif biirlimdiir. Dahas1 B <, E oldugundan
ENC = 0dm, buradan E # E(A) elde edilir. Dolayisiyla E modiilii £(A) modiiltiniin

asikar olmayan bir dik toplananidir, yani F/(A) modiilii ayrigtirilamaz degildir. O
Onerme 2.18.4.

Bir A modiilii sonlu ranka sahiptir <= A diizgiin alt modiillerinin dik toplami olan

bir biiyiik alt modiile sahiptir.

Kanit. («<): Kabul edelim ki Ay, ..., A, modiilleri A’nin bagimsiz diizgiin alt modiilleri

olsunve A; @ ... H A, <. Akosulu saglansin. Bu durumda A; @ ... D A, <. E(A) olur ve
E(A)=E(A @...®A) 2 EA) ... 0 E(A,)

elde edilir. Her bir E(A;) ayristirilamaz oldugundan Onteorem 2.18.3’ten A sonlu ranka
sahiptir.

(=): A sonlu ranka sahip bir modiil olsun. Bu durumda ayristirilamaz F; modiilleri i¢in
E(A)=FE; @...® E, olur ve her bir E; modiiliiniin sifirdan farkli oldugunu kabul edebi-
liriz. Onteorem 2.18.3’ten her bir E; diizgiin modiildiir. Dahas1 A; = A N E; olacak sekilde
tanimlanmis her A; < A alt modiilii sifirdan farklidir ¢iinkiit A <. E(A) dir. Buradan A;
modiilleri diizgiindiir. A; modiilleri, A’nin bagimsiz alt modiilleridir ve F; modiilleri diizgiin

oldugundan her i i¢in A; <. F; dir. Bu durumda
AD.. DA <. E1D...DE,=E(A)
elde edilir ve sonug olarak A; & ... & A, <. A olur. O

Onteorem 2.18.5. Bir E modiilii n tane diizgiin alt modiiliin sonlu dik toplami ise E, (n+1)

tane stfirdan farkli alt modiiliiniin dik toplamini icermez.
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Teorem 2.18.6. [Goldie]

Bir A modiilii sonlu ranka sahiptir <= A sifirdan farkli alt modiillerinin sonsuz dik

toplamini icermez.

Sonucg 2.18.7. Herhangi bir A Noether modiilii sonlu ranka sahiptir.
Sonuc 2.18.8. Sifirdan farkli her Noether modiiliin bir diizgiin alt modiilii vardir.

Onerme 2.18.9.

Bir A modiilii sonlu ranka sahiptir <= A sonlu iiretilmig bir alt modiiliiniin biiyiik

genislemesidir.
Onerme 2.18.10.

Bir A modiilii sonlu ranka sahiptir <= A biiyiikce kapali alt modiilleri iizerinde artan

zincir kosulunu saglar.

2.19 Diizgiin Rank

Tanim 2.19.1. A sonlu ranka sahip bir modiil ise bir n > 0 tam sayis1 vardir 6yle ki F(A)
modiilii n tane diizgiin alt modiiliin dik toplamidir. Dahasi, Onteorem 2.18.5’ten E(A) nin
diizgiin alt modiillerin i¢indeki herhangi bir ayrisimi tam olarak n tane dik toplanana sahiptir.
Bu durumda n sayisi tektir. Bu n sayisina diizgiin rank, ya da sadece A’nin ranki denir
ve rank(A) ile gosterilir. (Literatiirde A’nin rankina ayni zamanda Goldie ranki, Goldie

Boyutu, diizgiin boyut ya da A’nin boyutu dendigi de goriiliir. )

Onerme 2.19.2. A, ..., A, sonlu ranka sahip modiiller olsun. Bu durumda, A, & ... & A,

modiilii de sonlu ranka sahiptir ve
rank(A; @ ... 0 A,) =rank(Ay) + ...+ rank(A,)
esitligi saglanir. Diger bir deyisle diizgiin rank dik toplamlar iizerinde toplamsaldir.

Onerme 2.19.3. A bir modiil ve n > 0 bir tam sayi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

denktir.

(a) A, sonlu ranka sahiptir ve rank(A) = n dir.
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(b) A modiilii, n tane diizgiin alt modiiliiniin dik toplanina esit olan bir biiyiik alt modiile

sahiptir.

(c) A modiilii, sifirdan farkli n tane alt modiiliiniin dik toplamini icerir ancak n + 1 tane

stfirdan farkli alt modiiliiniin dik toplamint icermez.

Kanit. (a) = (c): Hipotezden ¢ = 1,...,n olmak iizere E; < E(A) alt modilleri i¢in
E(A) = E, © ... ® E, dir. Onteorem 2.18.5’ten E(A) modiilii n + 1 tane sifirdan farkli
alt modiiliiniin dik toplamini igeremez. Bu sebeple A modiilii de aym ozelligi saglar Ote
yandan A modiilii » tane sifirdan farkli alt modiiliintin dik toplamini igerir ve bu modiiller
EiNA,...,E,NAdm

(¢) = (b): Ay,..., A, modiilleri A modiiliiniin sifirdan farkli bagimsiz alt modiilleri
olsun. B,C' < A; olmak tizere B N C' = 0 kosulunu saglayan sifirdan farkli B ve C alt
modiilleri yoktur, eger olsaydi A modiili B ® C & Ay @ ... @& A, olacak sekilde n + 1
tane sifirdan farkli alt modiiliiniin dik toplamini icerirdi. Bu sebeple A; diizgiin modiildiir ve
benzer sekilde her bir A; diizgiin modiildiir. Kabul edelim ki A; & ... & A, modiili A’nin
biiyiik alt modiilii olmasin. Bu durumda sifirdan farkli bir A4,,,; < A modiilii vardir yle ki
(A1 ®...®A,)NA, ;1 = 0saglanir. Ancak bu durumda A modiilii sifirdan farkli n 4 1 tane
alt modiiliiniin dik toplamini icerir. Dolayisiyla bu bir ¢eligkidirve A; & ... ® A, < Aelde
edilir.

(b) = (a): Onerme 2.18.4’te kanitlanmstir. O
Sonug 2.19.4. A bir modiil ve B < A alt modiilii olsun.

(a) Kabul edelim ki A sonlu ranka sahip olsun. Bu durumda B sonlu ranka sahiptir ve

rank(B) < rank(A) saglanir. Dahast,
rank(B) =rank(A) < B <., A
olur.

(b) Kabul edelim ki B ve A/B modiilleri sonlu ranka sahip olsun. Bu durumda A sonlu

ranka sahiptir ve

rank(A) < rank(B) 4 rank(A/B)

saglanir.
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Sonug 2.19.4 (b) ifadesinde B modiilii biiyiikge kapali olursa esitsizlik
rank(A) = rank(B) + rank(A/B)
haline gelir.

Sonug 2.19.5. A sonlu ranka sahip bir modiil ve f : A — A bir monomorfizma olsun. Bu
durumda f(A) <. A elde edilir.

Tanmmm 2.19.6. Bir R halkasi i¢in Rp sag R-modiilii diizgiin boyuta sahip ve R’nin sag

sifirlayici idealleri lizerinde artan zincir kosulu saglaniyor ise [2’ye sag Goldie Halkas: denir.

Teorem 2.19.7. R bir asal sag Goldie halkast olsun ve kabul edelim ki Soc(R) # 0 olsun.
Bu durumda R basit Artin halkadrr.

Tanim 2.19.8. R bir halka olmak iizere, bir » € R ve herhangi bir a € R i¢in ra = 0

esitlifinin saglanmast a = 0 olmasini gerektiriyor ise r elemanina regiiler eleman denir.

Onteorem 2.19.9. R sonlu sag Goldie boyutuna sahip bir sag tekil olmayan halka olsun. Bu

durumda R halkasinin sag regiiler elemanlart regiilerdir.

Sonug 2.19.10. R bir yart asal sag Goldie halkasi olsun. Bu durumda R’nin sag regiiler

elemanlart regiilerdir.

Teorem 2.19.11. R, sag sifirlayicilart ile artan zincir kosulunu saglayan bir yart asal halka

olsun. Bu durumda R halkasinin sifirdan farkli tek yonlii nil ideali yoktur.

Teorem 2.19.12. [Goldie] R bir yari asal Goldie halkast ve I <. R biiyiik sag ideali olsun.

Bu durumda I ideali R’nin bir regiiler elemanini igerir.

Kanit. R’nin bir regiiler eleman igerdigini gdstermemiz i¢in bir sag regiiler eleman icerdigini
ve Sonug 2.19.10’u kullanmamiz yeterlidir. Teorem 2.19.11°den [ bir nil ideal degildir. a;, [
idealinin r(a;) maksimal olacak sekilde iistel sifir olmayan bir elemani olsun. r(a;) C r(a?)
ve a? € [ iistel sifir degildir. a,’in se¢iliminden r(a;) = r(a?) olmalidir.

r(a;) = 0 ise istenen elde edilir. 7(a;) = 0 olsun. O zaman 7(a;) N 1 # 0 dir. ay
elemant 7(a,) N I kiimesinin istel sifir olmayan bir eleman: olsun. as’yi 7(ay) maksimal
olacak sekilde segelim. Benzer sekilde r(ay) = r(a3) olur.

Iddia 1: a; R + as R toplam diktir.
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11,79 € Rigin a;ry = agrg olsun. ay € r(aq) oldugundan ajay; = 0 dir. Bu durumda
a%rl = ( dir. Buradan a7, = 0 elde ederiz. Yani a; RNayR = 0 dir. Yani ay R+ ay R toplami
diktir.

Ayni zamanda r(ay + az) = r(ay) Nr(ay) olur.

r(a; + az) = 0 durumunda esitlik saglanir. Kabul edelim ki 7(a; + a2) # 0 olsun.
(a1 +aq)NI kiimesinden bir ag elemani alalim ve bu eleman iistel sifir olmasin. a3 elemanini
r(a3) maksimal olacak gekilde secelim. Benzer gekilde r(a3) = r(a3) olmalidir.

Iddia 2: a1 R + as R + a3 R toplamu diktir.

11,79, € Rigin azx = ayr + agry olsun. az € r(a; + az) = r(ay) Nr(ay) oldugundan
a1ay = ayaz = asaz = 0 dir. Buradan a,7; = ayre = 0 elde edilir. agxz = 0 dir ve boylece

(a1 R+ a2 R) N azR = 0 oldugu goriiliir. Bu 6zellikleri kullanarak
r(a; + ag + az) = r(a1) Nr(ag) Nr(as)

oldugu sonucuna varilir. R halkas: sonlu Goldie boyutuna sahip oldugundan bu islem sonlu
adimda durur. Yani [ idealinin bazi a4, . . ., a, elemanlari i¢in r(a; + ... + a,) = 0 olur ve

Sonug 2.19.10’dan bu eleman regiilerdir. O

2.20 Injektif Modiillerin Dik Toplamlari

Teorem 2.20.1. [Papp, Bass]

Bir R halkasi sag Noetherdir <>  Injektif sag R-modiillerin dik toplamlart injektif

modiildiir.

Sonug 2.20.2. [Matlis, Papp] R bir sag Noether halka olsun. Bu durumda her injektif sag

R-modiil diizgtin injektif modiillerin bir dik toplamidir.

Onerme 2.20.3. [Matlis] R bir degismeli Noether halka ve E bir injektif sag R-modiil olsun.

Bu durumda,

E diizgiin modiildiir <= Bir P < R asal ideali i¢in E = E((R/P)g) saglanr.

2.21 Krull Boyutu

Tamim 2.21.1. M bir sag R-modiil olsun. Bu durumda M ’nin Krull boyutu (k(M/)) su se-

kilde tanimlanir.
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(i) M =0ise k(M) = —1dir.

(ii) « bir siralt say1 ve k(M) £ «ise bu durumdai = 1,2,... ve M; < M olmak iizere
k(M;/M;_1) £ « kosulunu saglayan bir M = M, D M; D ... sonsuz azalan zinciri
yok ise k(R) = « dir.

(iii) k(M) = « olacak gekilde bir a sirali sayist her zaman olmak zorunda degildir. Bu

durumda M modiiliiniin Krull boyutu yoktur denir.
Bir R halkasinin Krull boyutu ise Rz modiiliiniin Krull boyutudur.

Onerme 2.21.2. (i) M bir modiil ve N < M alt modiil olsun. Bu durumda k(M/N) ve
k(N) mevcut ise k(M) = sup{k(M/N), k(N)} dir.

(ii) R bir halka olsun. Bu durumda k(R) ve k(M) mevcut ise
k(R) = {k(M) | M sonlu iiretilmis bir R — modiil} esitligi saglanur.

Onerme 2.21.3. Bir R halkasimin Krull boyutuna sahip her homomorfik goriintiisii k(R)

sayisindan kiiciik esit olacak sekilde bir Krull boyutuna sahiptir.
Onerme 2.21.4. Her Noether modiil Krull boyutuna sahiptir.
Onerme 2.21.5. Krull boyutuna sahip her modiil sonlu diizgiin boyuta sahiptir.

Sonug 2.21.6. M modiilii Krull boyutuna sahip bir modiil olsun. Bu durumda
a=sup{k(M/E)+1|E <. M}ise k(M) =« dmr

Sonug 2.21.7. Krull Boyutuna sahip olan bir yar: asal halka sag Goldie halkasidrr.

Sonug 2.21.8. R Krull boyutuna sahip olan bir halka olsun. Bu durumda bir P <1 R asal
ideali i¢in k(R) = k(R/P) dir.
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Bolim 3

Sonlu Sifirlanan Modiiller

Bu boéliimde, Beachy ve Blair’in [4] makalesinden faydalanarak sonlu sifirlanan modiilleri
tanimlayacagiz ve ozelliklerini inceleyecegiz. "H-kosulunu saglayan modiiller" olarak da
bilinen sonlu sifirlanan modiillerin, Homolojik Cebir ve degismeli olmayan halkalarda loka-
lizasyon gibi konularda kargimiza ¢ikmasi ve etkin kullanilmasi sebebiyle halka kuraminda

Oonemli bir yeri vardir.

Tamim 3.0.1. M bir R-modiil olsun. M modiilintin ann(M) = ann(my, ..., my) olacak
sekilde sonlu bir {m, ..., m;} C M alt kilmesi varsa M’ye sonlu sifirlanan modiil denir.
Onerme 3.0.2.

My, modiilii sonlu sifirlanandir <= R/ann(M) — M® =M & M @ ... ® M (k tane)

olacak sekilde bir k € N ve bir gomme homomorfizmasi

vardr.
Kanit. (=) Mp sonlu sifirlanan bir modiil olsun, yani bir {my,...,m} C M sonlu alt
kiimesi i¢in ann(M) = ann(my, ..., my) olsun.

f:R/ann(M) — M®
r+ann(M) — (mar, ..., mgr)
fonksiyonunu diistinelim.

a) f iyi tammhidir: 1,79 € R ve r1 + ann(M) = ry + ann(M) olsun. Bu durumda,
r1—re € ann(M) oldugundanheri = 1, ... kiginm;(r;—re) = 0, yani m;ry = my;rs

olur, yani

flry) = (mary, ..., mery) = (marg, ..., myrs) = f(72)
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saglanir.

b) f bir R-modiil homomorfizmasidir: r1, 79, ¢ € R igin
f((ry +ann(M) + (ry + ann(M)) = f((r1 + r2) + ann(M))
= (my(ri + 1), ... ,mp(ry +12))
= (mqry + mare, ..., mgry + myra)
= (mary,...,mur1) + (mara, ... mygre) = f(r1 + ann(M)) + f(re + ann(M))

saglanir.

f((re) + ann(M)) = (mq(rc),...,m(rc)) = ((myr)c, ..., (myr)c)

= (mqr,...,mgr)c = f(r)celde edilir.

c¢) f bir gdmme homomorfizmasidir: 1,75 € R ve f(ry +ann(M)) = f(ry +ann(M))
olsun. Bu durumda, (mqry,...,mgry) = (myra, ..., mgry) veheri = 1,... k igin
mi(r1 —ry) = 0 saglanir. Boylece 1 —ry € ann(M) ve ri+ann(M) = ro+ann(M)

olur, f fonksiyonunun bire bir oldugu goriilmiis olur.

Dolayisiyla f : R/ann(M) — M®* déniigiimii ggmme homomorfizmasidir.
(¢=) Tersine bir f : R/ann(M) — M® gomme homomorfizmasi var olsun ve kabul
edelimki f(1 + ann(M)) = (mq,...,my) olsun.
Iddia: ann(M) = ann(my, ..., my) dir.
C: {my,...,my} C M oldugundan agiktir.

D:x € ann(my, ..., my) olsun, yani her i = 1,...  k i¢cin m;x = 0 olsun. Bu durumda,

flz+ann(M)) = f(14+ann(M)).x
= (my,...,my).x

= (0,0,...,0)

oldugundan z + ann(M) € Cek f olur. f fonksiyonu bire bir oldugundan = € ann(M) elde

edilir.

O
Onerme 3.0.3. My sonlu sifirlanan bir modiil olsun. M modiiliinii kapsayan bir N
R-modiilii i¢in ann(M) = ann(N) kosulu saglaniyorsa N de sonlu sifirlanandur.
Kanit. Hipotezden bir {m,...,m;} C M sonlu altkiimesi i¢in ann(my, ..., my) = ann(M)
saglanir. Diger yandan M C N oldugundan {m, ..., my} C N ve yine hipotezden
ann(my,...,my) = ann(M) = ann(N) dir, yani N modiilii de sonlu sifirlanandir. O
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Onerme 3.0.3’ten yola ¢ikarak, M modiilii sonlu sifirlanan ise M nin kopyalarmin tiim
dik toplamlar1 ve dik carpimlari da sonlu sifirlanandir diyebiliriz. Dahasi, herhangi bir M
R-modiilii igin, I = M ve M, = M olmak iizere R/ann(M) — [],.; M, gomme homo-

morfizmasinin varhigi, [ [,,.; M, nin sonlu sifirlanan oldugunu gosterir.

ael

Onerme 3.0.4. R, sag sifirlayicilart iizerinde azalan zincir kosulunun saglandigi bir halka

ve M bir R-modiil olsun. Bu durumda M 'nin her alt modiilii sonlu sifirlanandir.

Kanit. M bir R-modiil olsun ve kabul edelim ki R’nin sag sifirlayicilari iizerinde azalan
zincir kosulu saglansin. Herhangi bir N < M alt modiiliinii alalim. F” alt kiimesi, /' C N C
M olacak sekilde sonlu F' alt kiimelerinin sag sifirlayicilart arasinda minimal sifirlayiciya
sahip alt kiime olsun.

Herhangi bir n € N i¢in, ann(F’'U{n}) C ann(F") oldugundan ann(F'U{n}) = ann(F")
elde edilir. Dolayisiyla N.ann(F") = 0 olur ve ann(F’) = ann(N) esitligi saglanir. O

Simdi, Onerme 3.0.4’iin kismen tersi sayilabilecek 6nermeyi verecegiz.

Onerme 3.0.5. M bir R-modiil olmak iizere M nin tiim alt modiilleri sonlu sifirlanan ise

M ’nin alt modiillerinin sifirlayicilar iizerinde azalan zincir kosulu saglanir.

Kanit. Kabul edelim ki, ann(M;) 2O ann(Ms) O ... M’nin alt modiillerinin sifirlayicila-
rinin bir azalan zinciri olsun. N,, = Z;L M; diyelim. Bu durumda, herhangi bir n € N,
aldigimizda i = 1,...,m icin m; € M; olmak iizere n = m; + ... + m,, olur. Ote yandan,
x € ann(M,,) aldigimizda zincir kosulundan her ¢ < m i¢in x € ann(M;) olur. Bdylece
nr=(mi+...+my)r=max+...+myuxr =0+ ...+ 0 = 0 elde ederiz. Buradan
x € ann(N,,) olur, yani ann(N,,) = ann(M,,) dir.

Hipotezden x1, ...,z € Y .o, M; vardir dyle ki ann(>";°, M;) = ann(xy, ..., z;) sagla-
nir. Dahast bir k tam sayist vardir dyle ki her 5 > k i¢in {xl, . ,xt} C N; dir. Boylece
J > kicin ann(M;) = ann(N;) = ann(Ny) = ann(My) saglanir ve aldigimiz zincirin

sonlu adimda durdugu gosterilmis olur. 0

Teorem 3.0.6. a) R bir halka olmak iizere M ve N R-modiilleri i¢in;

(i) M modiilii N modiiliiniin kopyalarinin dik toplami icine gomiilebilir.

(f : M — SN gomme homomorfizmast vardir.)

(ii) N modiilii M modiiliiniin kopyalarinin dik toplaminin homomorf goriintiisiidiir.

(g : &M — N epimorfizmasi vardir.)
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kosullart saglaniyorsa;

M sonlu sifirlanandir <= N sonlu stfirlanandir.

b) M modiilii N modiiliiniin kopyalarumn bir dik carpumina gomiilebilen bir modiil olsun.

Eger N ’nin her alt modiilii sonlu sifirlanan ise M modiilii icin de ayni kosul saglanir.

c) Eger M modiiliiniin tiim tam degismez alt modiilleri sonlu sifirlanan ise o zaman

M ’nin her alt modiilii sonlu sifirlanandr.

d) {N;}iz1, n ailesi, her alt modiilii sonlu sifirlanan olan modiillerin bir ailesi ise ayni

kosul @;_, N; i¢in de saglamr.

Kamit.  a) (i) ve (ii) kosullar1 saglansin. Bu durumda ann(M) = ann(N) olur. Bunu
gostermek i¢in r € ann(M) alahm. Herhangi bir n € N igin (i) kosulu saglan-
digidan bir (mq,...,mg) € &M vardir 6yle ki g(my,...,my) = n diyebiliriz.
glma,...,mp)r = glmar,...,mgr) = g(0,...,0) = nr = 0 esitligi saglandigin-

dan r € ann(N) olur, yani ann(M) C ann(N) dir.

Tersine z € ann(N) olsun ve m € M alalim. f(m) = (n,...,n,0,...) =
f(m)x =0 = f(mz) = mz = 0oldugundan = € ann(M) olur. Buradan ann(M) 2O
ann(N) ve ann(M) = ann(N) elde edilir.

(=) (¢) kosulunun varligin1 kullanarak bu yonii ispatlayacagiz. My sonlu sifirlanan
modiil olsun ve kabul edelim ki ann(M) = ann(m,...,my) olsun. O zaman f,,
f’in «. bileseni olmak iizere, 1 < i < k igin {f,(m;)} kiimesi m; elemanlarmin f
altindaki goriintiilerinin sifirdan farkl bilesenlerinin kiimesi olsun. Bu kiime sonludur.
Bu kiimeye X diyelim ve r € ann(X) olsun. Bu durumda her « ve i igin f, (m;)r =0
olur, buradan her i i¢in f(m;)r = 0 elde edilir. Sonug olarak r € ann(M) = ann(N)
olur ve boylece ann(X) C ann(N) oldugu gosterilmis olur. Ote yandan alacagimiz
her a € ann(N) ve fo(m;) € X igin fo(m;)a = fo(m;a) = 0 ve f bir gdmme
fonksiyonu oldugundan her 7 i¢in m;a = 0 olur. Buradan ann(N) C ann(X) olur ve

boylece ann(N) = ann(X) elde edilir.

(«<=) (4i) kosulunun varligini kullanarak bu yonii ispatlayacagiz.
ann(N) = ann(ny,...,n) olsun. g,, ¢g’nin «v. bileseni ve 1 < ¢ < k olmak tizere
{g5'(n;)} sadece sonlu sayida sifirdan farkli elemana sahiptir. Bu elemanlarin olus-

turdugu kiimeye Y diyelim. Simdi bir y € ann(Y’) alaim. Bu durumda her o ve
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b)

i igin g,'(n;).y = 0 olur ve buradan n;y = 0 olur, yani y € ann(M) elde ede-
riz. Yani ann(Y) C ann(M) oldugu gosterilmis olur. Ote yandan alacagimiz her
b € ann(M) ve g;'(n;) € Y igin g5 (n;)b = g, (n;b) = f(0) = 0 olur. Buradan
ann(M) C ann(Y") olur ve boylece ann(M) = ann(Y") elde edilir.

M' < M olmak iizere N’ C N, M’ niin N i¢indeki tiim homomorfik goriintiilerinin

toplami olsun.

fiM o= [N
M f(M) ={fu (M)} <]V

N; = fo,(M') olsun ve buradan N’ = > f,.(M’) = > N; < N. Bu durumda M’,
N'niin kopyalarinin dik ¢arpimi i¢ine gomiilebilir.
Moo= ]
(for (M), far (M), )

O zaman ann(M’) = ann(N') olur. Bunu gostermek i¢in € ann(N') alahm. z €
M"ise f(z) € [[N' olur. f(z) = (fo,(z),...) ise f(x)r = (fa,(x),..)r =0
ve buradan f(zr) = 0 elde edilir. f bir monomorfizma oldugundan xr = 0 ve r €
ann(M") elde edilir.

Tersine r € ann(M')ven € N'alahm.n =ny+...4+np = fo,(m1)+. ..+ fa, (M)
biciminde olur. nr = f,, (my)r + ... 4+ fo, (mi)r = fo,(mar) + ...+ fo,(mgr) =
fa:(0) + ... + f,,(0) elde edilir. f(0) = 0 oldugundan her ¢ igin f,,(0) = 0 olur.
Buradan nr = 0, yani r € ann(N’) oldugu goriiliir. Dolayisiyla, ann(M’) = ann(N')

olur.
Iddia: N’, M’ niin kopyalarinm dik toplaminm homomorfik goriintiisiidiir.
N' =3 fo,(M"), fo, : M" — N’ var. Dahasi m; € M’ i¢in
fPpm - N
k
(M, 0,.) = > fa (my)
i=1

var ve bu Ortendir.

a) sikkinin i1spatinda oldugu gib1 (a) sikkinin (22) 0zelligin1 ve modiiliiniin sonlu
(a) sikkinm ispatinda oldugu gibi (a) sikkinm (i) ozelligini ve N’ modiil I

stfirlanan olugunu kullanarak M’ modiiliiniin sonlu sifirlanan oldugu gosterilmis olur.
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c) M" < M ve f, € End(M) olmak tizere, N = ) f,(M') olsun yani N, M’ niin
tiim homomorfik goriintiilerinin toplami olsun. Bu sekilde tanimlanan /N tam degis-
mez olur. Bu durumda kabulden N sonlu sifirlanandir.

Iddia: ann(M') = ann(N)

D: Birim endomorfizma igin f(M’') = M’ olur. Dolayisiyla M’ C N dir. Buradan
ann(N) C ann(M') elde edilir.

C:r € ann(M') ve n € N alalim. f,, homomorfizmalar ve m; € M olmak iizere
n = fo,(Mm1) + ... 4+ fao,(mg) seklindedir. nr = f,, (mar) + ... + fo,(myr) =
foy (0) + ... + fa, (0) = 0 ve dolayisiyla r € ann(N) olur.

Dolayisiyla ann(N) = ann(M') saglanr.

Simdi, N modiiliiniin M’ alt modiiliiniin kopyalarmin dik toplaminin homomorf go-
rlintiisii oldugunu kanitlayacagiz. Bunun i¢in asagida verdigimiz notu bu ispata uyar-

layacagiz.

Not. Eger f, : M, — X R-homomorfizmalar varsa f : @ ., M, — X R- modiil

ael

homomorfizmalar1 vardir. Burada M, ’lar ayn1 olmak zorunda degildir.

fPm - x

ael

(ma,...my,0,...) Zfi(mi)

fonksiyonunu tanimlayalim. f;(m;) € X oldugundan 3% | f;(m;) € X olur ve f bir

R-modiil homomorfizmasidir.

Bu nottan yararlanarak her o € [ i¢in f, : M’ — N homomorfizmalarinin varligi
f: @ M’ — N bir R-homomorfizmasisinin varligini sdyler. Dahasi f ortendir ¢iinkii
her n € N i¢in m; € M olmak tizere n = fi(m1) + ... + fi(my) olur. Bu durumda
(mq,...,my,0,...) € M"igin f(mq,...,my,0,...) =nolur.

(a) sikkmm ispatinda oldugu gibi N’nin sonlu sifirlanan olmasini ve (i7) 6zelligini

kullanirsak M’ modiiliiniin sonlu sifirlanan oldugunu gérmiis oluruz.

d) (c¢) sikkini kullamirsak, N = @}, N; modiiliiniin sadece tam degigmez alt modiille-
rini diigiinmek yeterlidir. Bu alt modiiller de N} C N; olmak iizere €0} _, N/ tipinde-
dir. Bunu gormek i¢in / < NN tam de8ismez alt modiiliinii alahhm ve p; : N — N;

kanonik projeksiyon ve 7; : N; — N kanonik igerim doniisiimii olsun. O zaman
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i;p; € End(N) olur ve bu sebeple i;p;(/) C I saglanir. Buradan,
IC@ipI) CT=1=F i)
j=1 Jj=1
saglanir. i;p;(I) = N; dersek [ = @_, N tipinde oldugu kanitlanmus olur. Kabulden
bu tipteki her alt modiiliin sonlu sifirlanan oldugu agiktir.

O
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Boliim 4

Artin Halkalar ve H-Kosulu

Tezin bu boliimiinde Smith ve Woodward’in [14] makalesi incelenecektir. Sag Artin hal-
kalarin lizerindeki sayilabilir tiretilmis sag modiillerin sonlu sifirlanan olmasi ile karakte-
rize edildigi sonuc verilecek, zayif H-kosulu tanimlanacaktir. Bir R-halkasinin ¢ift yonli
idealleri iizerinde azalan zincir kosulunu saglamasinin, iizerindeki sag R-modiillerin zayif

H-kosulunu saglamasina denk oldugu kanitlanacaktir.

Onerme 4.0.1. R degismeli bir halka ise iizerindeki her sonlu iiretilmis R-modiil H-kogulunu

saglar.

Kamit. R degismeli bir halka ve M sonlu iiretilmis bir R-modiil olsun. X = {zy,...z,}
icin M = (X) = (xy,...,2,) alahm.
Iddia: annp(X) = anng(M)

C:r € anng(X) alahm. Her m € M i¢in m = xy7r1 + ... + x,7, oldugundan
mr = (z17m1 + ...+ T T =TT L T
olur ve I? degismeli oldugundan her ¢z = 1, ..., n i¢in r;r = rr; dir. Dolayisiyla,
(xrr)r+ .o+ (xpry)r = (xr)ry + ...+ (1)1, = 0.

saglanir. Buradan r € anng (M) elde edilir.
D:a € anng(M) alalhm. X C M oldugundan ve her m € M i¢in ma = 0 oldugundan
ozel olarak her z € X i¢in za = 0 saglanir. Dolayisiyla a € anng(X) ve bu durumda

annp(M) = anng(X) esitligi saglanmis olur. O
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Teorem 4.0.2. Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir.
i) R sag Artindir.
ii) Her sag R-modiil H-kosulunu saglar.
iii) Her sayilabilir iiretilmis sag R-modiil H-kosulunu saglar.

iv) R, cift yonlii idealleri iizerinde azalan zincir kosulunu saglar ve her devirli sag R-

modiil H-kosulunu saglar.

Teoremdeki (7) ve (i) kosullarinin denkligi daha 6nce bagimsiz olarak C. Faith, A. Ghor-
bani, C.R. Hajarnavis, T.H. Lenagan ve ayrica J.A. Beachy tarafindan kanitlanmistir. Teorem

4.0.2’yi birkag¢ onteorem ile kanitlayabiliriz.

Onteorem 4.0.3. R bir sag Artin halka olsun. Bu durumda her sag R-modiil H-kosulunu

saglar.

Kanit. M herhangi bir R-modiil olsun. ' C M sonlu bir alt kiime olsun 6yle ki anng(F),
M’nin sonlu alt kiimelerinin sifirlayicilarinin ailesinde minimal olsun. m € M alalim. O za-

man anng(FU{m}) C anng(F) oldugundan m.anng(F) = 0 olur. Buradan M.anng(F)

0 ve dolayisiyla anng(M) = anng(F) elde edilir. O

Tamim 4.0.4. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. Bir N < M sonlu iiretilmis alt modiilii

icin annr(M) = anng(N) oluyorsa M’ye zayif H-kosulunu saglar denir.
Onerme 4.0.5. Bir modiil H- kosulunu sagliyorsa zayif H-kosulunu da saglar.

Kamnit. M bir R-modiil olsun ve kabul edelim ki H-kosulunu saglasin. Bu durumda bir
X C M sonlu alt kiimesi igin anng(X) = anng(M) olur.

Ote yandan X in iirettigi modiil sonlu iiretilmis olup (X') < M oldugundan anngp(M) C
annr({X)) saglanir. Ayrica X C (X) oldugundan anng((X)) C anng(X) = anng(M)

olur. Boylece anny({X)) = annr(M) elde edilir ve zayif H-kosulu saglanmis olur. O

Ornek 4.0.6. R halkas: Artin olmayan basit bir halka ve S basit sag R-modiil olsun. S
basit modiil oldugundan devirlidir ve zayif H-kosulunu saglar. Ancak S modiilii H-kosulunu
saglamaz. Ciinkii anng(S) = 0 dir. Eger H-kosulunu saglasaydi R/anng(S) yani Rg, S
modiiliiniin kopyalarinin sonlu bir dik toplami icine gomiilebilirdi. R halkast Artin olmayan

bir halka oldugundan bu miimkiin degildir. Dolayisiyla, S modiilii H-kosulunu saglamaz.
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Onteorem 4.0.7. Bir R halkast i¢in asagidaki ifadeler denktir.
i) R, cift yonlii idealleri iizerinde azalan zincir kosulunu saglar.
ii) Her sag R-modiil zayif H-kosulunu saglar.
iii) Her sayilabilir iiretilmis sag R-modiil zayif H-kosulunu saglar.
iv) Her sol R-modiil zayif H-kosulunu saglar.
v) Her sayilabilir iiretilmis sol R-modiil zayif H-kosulunu saglar.

Kamit. (i) = (ii): R bir halka olsun ve (i) kosulu saglansin. M bir R-modiil olsun ve
(X) = N < M sonlu iiretilmis alt modiilii icin anng(N), M nin sonlu iiretilmis alt modiil-
lerinin sifirlayicilarinin ailesinde minimal olan alt modiil olsun.

Iddia: anng(M) = anng(N)

m € M alalim. (X) C (X U {m}) ve anng({(X U {m})) C anng({(X)) oldugundan
annp((X U {m})) = anng((X)) olur. Buradan m.annz({X)) = m.annr(N) = 0. Bu
durumda M.anng(N) = 0, yani anng(N) = anng(M) esitligi saglanir.

(11) = (i19): Her sag R-modiil i¢in zayif H-kosulu saglandigindan 6zel olarak (ii7)
saglanir.

(7i1) = (i): I; 2 I, O ..., R’nin ¢ift yonlii ideallerinin bir azalan zinciri olsun ve M =
(R/I,) @ (R/1y) ® ... seklinde bir sag R-modiil M tanimlansin. Bu durumda M sayilabilir
iiretilmig bir modiildiir. (éi7) kosulundan bir sonlu iiretilmis N < M alt modiili vardir dyle
ki anng(M) = anngr(N) saglanir. Bir k pozitif tam sayisticin N C (R/I,) @ ... © (R/I)
dir. O zaman, I = annp((R/5L) @ ... D (R/I)) € annp(N) = anng(M) = (1,5 Ln.

Yani [, = I = Iy = ... esitliginden alinan zincirin sonlu bir adimda durdugu goriilmiis
olur.
(i) <= (iv) <= (v) Simetriden saglanir. O

R herhangi bir halka olsun. Bir A <1 R sag ideali ve » € R i¢in tanimlanan (A : r) =
{s € R|rs € A} kiimesi bir sag idealdir.
Ciinkii, s1,s0 € (A : r) alindiginda, r(s; — s) = 757 — rsy olur, sy, 7ss € A ve A bir
sag ideal oldugundan rs; — rsy, € A olur. Dolayisiyla s; — s3 € (A : r) oldugu goriiliir.
Ayricas € (A :r),t € Rigins € (A : r)ise rs € A ve A bir sag ideal oldugundan
(rs)t = r(st) € A elde edilir. Dolayisiyla st € (A : r) olup (A : r) kiimesi bir sag idealdir.
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Onerme 4.0.8. A <1 R bir biiyiik sag ideal ise herhangi bir v € R icin (A : ) de biiyiik sag
idealdir.

Kamit. (A:r)=1{s € R|rs e A} kiimesi olmak iizere,
Iddia: (A :7) <. R.

0 # I < Rp sag idealini alalim. Bu durumda;
1) rI=0ise IN(A:r)=1%0olur

2) rI # 0ise A <. RoldugundanrINA # {0} olur. Bu durumda sifirdan farkli birz € T
vardir 6yle ki 7z € A olur. Yani z € (A : r) elde edilir. Dolayisiyla I N (A : r) # {0}

saglanir.
Iki durumdada I N (A : r) # {0} oldugundan (A : ) <. R elde edilmis olur. O

Tamm 4.0.9. R bir halka olsun. R’nin her £ biiyiik sag ideali i¢cin / C E ve [ sa§ ideal

olarak R’nin biiyiik ideali olacak sekilde cift yonlii ideali varsa R’ye sagdan sinirlidir denir.

Onteorem 4.0.10. R halkas: iizerindeki her devirli R-modiil H-kosulunu saglasin. Bu du-

rumda R sagdan sinirlidrr.

Kanit. E, R’nin bir bilyiik sag ideali olsun ve I = anng(R/FE) alalm. I < R ift yonlii
idealdir ve I C E saglanir. Ciinkii herhangi bir x € [ i¢in (14 E)x = 0+ E yani z € E dir.

Hipotezden bir k pozitif tam sayis1 vardir dyle ki 1 < ¢ < k olmak lizere bazi a; € R
elemanlart igin I = (\_, anng(a; + E) saglanir. Ayrica, annp(a; + E) = {r € R | a;r €
E} = (E: a;), yani 1 <i < k olacak sekildeki her i i¢in anng(a; + E) bilyiik sag idealdir.
Bu durumda Onerme 2.9.3’ten [ biiyiik sag idealdir. 0

Onteorem 4.0.11. R, sagdan siurly bir halka olsun ve kabul edelim ki ¢ift yonlii idealleri

iizerinde azalan zincir kosulunu saglasin. Bu durumda R’nin biiyiik sag sokulu vardr.

Kamit. {I;};c;, R’nin sag ideal olarak biiyiik olan ¢ift yonlii ideallerinin ailesi olsun. I <1 R
ise bu ailenin minimal elemani olsun. £ <1 R sag idealii¢in ¥ C [ ve Fp <, Iy kosullari
saglansin. Bu durumda F, R’nin bir biiyiik sag ideali olur. Kabulden bir J < R ¢ift yonlii
ideali vardir 6yle ki J C E’dir ve J, R’nin biiyiik sag idealidir. Bu durumda J C E C |
olur ve buradan J = I’dir. Bu yiizden I’nin kendisinden bagka biiyiik alt modiilii yoktur. Bu

durumda I yari-basittir ve Onerme 2.9.12’den I, R’nin biiyiik sag sokuludur. O
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M bir R-modiil olsun. M modiilii sifirdan farkli alt modiillerinin sonsuz sayida dik top-

lamint icermezse M modiilii sonlu diizgiin boyuta sahiptir denir.

Onteorem 4.0.12. R bir halka olsun ve her devirli R-modiil H-kosulunu saglasin. Ayrica R
cift yonlii idealleri iizerinde azalan zincir kosulunu saglasin. Bu durumda Ry, sonlu diizgiin

boyuta sahiptir.

Kamit. S = {A;}ies, R’nin ¢ift yonlii ideallerinin bir ailesi olsun 6yle ki her i € I igin R/A;
R-modiilii sonlu diizgiin boyutlu olsun. Bu durumda R € S dir. Kabulden S’nin bir minimal
I elemant vardir. A € S olsun. R/(A N I) R-modiilii (R/A) © (R/I) R-modiiliniin i¢ine

gomiilebilir. Ciinkii;

f:R — (R/A) @ (R/I)

ro— (r+Ar+1)
fonksiyonunu diistinelim.

(1) f iyitanimhdir: r1, 7y € R ve r; = 7 olsun. Bu durumda

flr)=(m+Ar+1)= a4+ Areg+ 1) = f(ra).

(i) f R-homomorfizmadir: 7,75, 7, ¢ € R olsun.
fri4r) =((ri+r) +A (i +r)+1)=(rm+Arm+A)+(r2+Ary+1)
= f(r1) + f(r2)
flre)=(re+ Ajre+1)=c(r+ A,r+ 1) =cf(r).

Buradan f bir R homomorfizmadir.

Ote yandan € Cekf alalm. O zaman f(z) = (x + A,z + I) = (0,0) olur ve buradan
x € I ve x € A elde ederiz. Dolayisiyla C'ekf = AN I olur. Yani R/(A N I) R-modiili
(R/A) ® (R/I) R-modiiliiniin i¢ine gémiilebilir.

Bu durumda hipotezden (R/A) @ (R/I) sonlu diizgiin boyuta sahiptir ve dolayisiyla
R/(A N I) da aym 6zellige sahiptir. Buradan AN 7T € S ve ANT C [ saglanir. I’'nin
secilisinden AN I = I dir ve I C A elde ederiz. Boylece I = (({A | A € S} olur.

Varsayalim ki [ # 0 olsun. 0 # a € [ alalim. Zorn Lemma’dan bir £ < R sag ideali
vardir 6yle ki a ¢ F 6zelligini saglayan maksimal sag idealdir. O zaman R/E R-modiiliiniin
sifirdan farkli her alt modiilii sifirdan farkli @ + E elemanini igerir. Bu yiizden R/E bir

diizgiin R-modiildiir. Varsayimdan bir F C (R/FE) sonlu alt kiimesi i¢in anng(R/E) =
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anng(F') saglanir. Eger B = anng(R/E) ise B bir ¢ift yonlii idealdir dyle ki B C F dir ve
|F'| = n olmak iizere R/B — (R/E)" gdmme homomorfizmasi vardir. Bu yiizden B € S
olurve a € I C B C E celiskisini elde ederiz. Dolayisiyla I = 0 dir ve Ry sonlu diizgiin

boyuta sahiptir. 0
Sonuc 4.0.13. Bir R halkast icin asagidaki ifadeler denktir.
i) R sag Artindir.
ii) Her sag R-modiil H-kosulunu saglar.
iii) Sayilabilir iiretilmis her sag R-modiil H-kosulunu saglar.

iv) R, cift yonlii idealleri tizerinde azalan zincir kosulunu saglar ve her devirli sag R-

modiil H-kosulunu saglar.

Kamit. (i) = (i1): Lemma 4.0.3 te kanitlanmustir.

(17) = (iii): Aciktir.

(791) = (iv): Lemma 4.0.7°da kanitlanmistir.

(iv) = (i): Onteorem 4.0.10 ve 4.0.11°dan R’nin biiyiik sag sokulu vardir ve Onte-
orem 4.0.12°den R’nin sag sokulu sonlu iiretilmistir. /, R’nin herhangi bir ideali olsun. R,
(iv) kosulunu sagladigindan R/I’da bu kosulu saglar, yani R/I’nin sonlu iiretilmis biiyiik
sag sokulu vardir. Bu yiizden R’nin her halka homomorfizmas: altindaki goriintiisii sonlu

iiretilmis biiyiik sag sokula sahiptir ve Onerme 2.13.17°den R sag Artindir. 0
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Bolum 5

Halka Yapisimin Sonlu Sifirlanan Modiil

Siniflari ile Belirlenmesi

Bu boliimiin temel amaci, tizerindeki bazi modiil siniflart sonlu sifirlanan modiillerden olusan
halka yapilarinin incelenmesi ve bu modiil simiflarinin hangi kosullar altinda sonlu sifirlanan
olduklarmin aragtirilmasidir.

Bes alt boliimden olusan bu boliimde, basit ve yar1 basit modiiller, tekil modiiller, diizgiin
ve sonlu boyutlu modiiller ve injektif modiiller siniflariin sonlu sifirlanan oldugu durumlar
incelenmistir. Son kisimda teoriyi aydinlatan bir 6rnege yer verilmistir. Bu béliim P.F. Smith

ve A.R. Woodward’in [15] makalesinin derlenmesidir.

5.1 Basit ve Yar1 Basit Modiiller

Ilk olarak, basit ve yar1 basit modiillerin sonlu sifirlanan oldugu durumu inceleyecegiz.
Teorem S.1.1. Bir R halkast icin asagidaki ifadeler denktir.

i) R’nin her P sag primitif ideali icin R/ P Artindir.

ii) Her basit sag R-modiil sonlu sifirlanandir.

Kamit. (1) = (ii): M bir basit sag R-modiil olsun. O zaman P = anng(M), R’nin bir
sag primitif idealidir ve M bir sag R/ P-modiil olarak diisiiniilebilir. R/ P Artin oldugundan
Sonug 4.0.13’ten Mp,p modiilii sonlu sifirlanandir ve buradan M, R-modiil olarak sonlu

sifirlanandir diyebiliriz.
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(11) = (i): P, R halkasinn bir sag ilkel ideali olsun. O zaman bir basit U R-modiilii

icin P = anng(U) olur.

Varsayimdan U sonlu sifirlanandir, yani bir {us, ..., u,} C U sonlu alt kiimesi i¢in
P =anng(U) = anng(uy, ..., u,) dir. Buradan;
R/P — U™
r+P = (ur,...,u,r)

gdmme homomorfizmasi vardir. Bu sebeple R/ P sag Artindir ve ayrica asal halka oldugun-

dan sol Artindir. Boylece R/ P Artindir. O

Teorem 5.1.2. R bir halka ve J, R halkasinin Jacobson radikali olmak iizere asagidaki

ifadeler denktir.
i) R/J Artindir.
ii) Her yart basit sag R-modiil sonlu sifirlanandir.
iii) Her sayilabilir iiretilmis yart basit sag R-modiil sonlu sifirlanandir.

Kamit. (1) = (ii): M bir yar1 basit sag R-modiil olsun. Bu durumda M..J = 0 olur, yani M
bir sag R/.J-modiil olarak diisiiniilebilir. R/.J sag Artin oldugundan Sonug 4.0.13’ten Mp,
sonlu sifirlanandir ve buradan M, sag R-modiil olarak sonlu sifirlanandir.

(1i) = (i41): (4i)’den her yari basit sag R-modiil sonlu sifirlanandir ve 6zel olarak
sayilabilir tiretilmis yar1 basit sag R-modiiller de bu kosulu saglar. Dolayisiyla kanit aciktir.

(7i1) = (1): Varsayimdan, her basit sag R-modiil sonlu sifirlanandir. Bu durumda Te-
orem 5.1.1’den R’nin her P sag ilkel ideali i¢in R/P Artindir. Buradan R’nin her sag ilkel
ideali maksimaldir diyebiliriz.

Kabul edelim ki R sonsuz sayida sag ilkel ideal icersin ve P, P, ... R’nin ayrik sag
ilkel idealleri olsun. O zaman M = R/P, & R/P, @ . .. modiilii bir sayilabilir tiretilmis yar
basit sag R-modiildiir. Varsayimdan M sonlu sifirlanandir ve sonlu bir {my,...,m,} C M
icin anng(my, ..., m,) = anng(M) dir. Dahasi, bir & > 1 vardir dyle ki {my,...,m,} C
R/P, @ ...® R/ P olur. Bu durumda
PiN...NP, =anng(R/Pi©.. . ©R/P) C anng(mi,...,my,) = anng(M) =5, P C
Py, elde edilir. Buradan 1 < ¢ < kicin P, = P, olur ve celigki elde ederiz. Bu durumda

50



J, maksimal ideallerin sonlu bir kesisimidir. J = @, N ... N @,, diyelim. Boylece,

R — R/Q1®...0R/Qn

o= (r+ Q..+ Qn)

doniigimii, R/J < R/Q1 @ ... ® R/Q,, gomme homomorfizmasina doniigiir. Dolayisiyla
R/J sag Artindir ve ayrica yari asal halka oldugundan sol Artin olur. Sonug olarak R/.J
Artin halka olur. U

() kosulu simetriktir ve bu yiizden (i) ve (zit) kosullarinin sol versiyonlar: da ayrica

denktir.

5.2 Kalitsal Burulma Teorisi ve Tekil Modiiller

Tamim 5.2.1. R bir halka ve ¥, asagidaki kosullari saglayan sag R-modiillerin bir ailesi

olsun.
i) 0€@.
ii) % izomorfizmalar altinda kapalidir.
il) ¢ alt modiilleri altinda kapalidir.
iii) ¢ dik toplamlar (sayilabilir) altinda kapalidir.
iv) ¢ bolim modiilleri altinda kapalidir.

Bu durumda, bir 7" sag R-modiilii icin 7" € % ise, T' modiiliine 4’-burulmalidir denir. M bir
sag R-modiil olsun. Eger bir N < M alt modiilii icin M /N modiilii ¢-burulmali ise N alt

modiilii M nin 4’-yogun alt modiili adini alir.
Simdi,
Rejy (M) = ﬂ {N|N, M’nin %-yogun alt modiiliidiir}
kiimesini tanimlayalim. Bu durumda,
Rejy (M) = ﬂ {Cekf | Bir ¢ — burulmali R — modiil 7" i¢in f : M — T homomorfizma}

esitligi saglanir ve Rejy(Rg), R’nin bir ¢ift yonlii idealidir.
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Teorem 5.2.2. €, sag R modiillerin bir ailesi olsun ve kabul edelim ki Tanim 5.2.1 de verilen

kosullar1 saglasin. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
(i) R/Rejy(Rp) sag Artindir.
(ii) R’nin €-yogun sag idealleri iizerinde azalan zincir kosulu saglanir.
(iii) Her € -burulmali sag R-modiil sonlu sifirlanandir.
(iv) Her sayilabilir iiretilmis 6 -burulmall sag R-modiil sonlu sifirlanandir.

(v) R, €-yogun cift yonlii idealleri iizerinde azalan zincir kosulunu saglar ve her devirli

6 -burulmali sag R-modiil sonlu sifirlanandur.

Kanit. (i) = (i1): Rejy(RR), R’nin €-yogun sag ideallerinin kesisimi oldugundan her ¢
i¢in [;’ler €~ yogun idealler olmak iizere I;/ Rejy(Rp) kiimeleri R/ Rej(Rp) halkasinin
sag idealidir. Hipotezden I; / Rejs (Rr) 2 Io/Rejs(Rg) 2 ... azalan zinciri sonlu adimda
durur. Bu durumda /; O I, O ... azalan zincirinin de sonlu adimda durdugu elde edilir.

(14) = (4ii): M bir €-burulmali sa§ R-modiil olsun. Bir /' C M sonlu alt kiimesi igin
A = anng(F), diyelimki & > 1 ve fi1,..., fr € M i¢in A = anng(f1,..., fr) olsun. Bu

durumda,

R/A — MW®
r+A — (fir,..., fixr)

gdmme homomorfizmasi vardir. Buradan R/A’nin bir ¢’-burulmali sag R-modiil oldugu go-
riiliir. Boylece A, R’nin bir ¢-yogun idealidir. Hipotezden A = anng(F") kiimesini M nin
sonlu kiimelerinin sifirlayicilart arasinda minimal olacak sekilde segebiliriz. Bu durumda
annr(M) = anng(F) elde edilir.

(1ii) = (iv): Agiktir.

(iv) = (v): Iy 2 I, D ... zinciri R’nin %-yogun ideallerinin herhangi bir azalan
zinciri olsun ve X = (R/L) @ (R/Iy) © ... diyelim. Bu durumda X sayilabilir iire-
tilmig %’-burulmali sag R-modiildiir ve hipotezden X sonlu sifirlanandir. Bu durumda bir
{z1,...,2,} C X alt kiimesi i¢in anng(X) = anng(x1,...,z,) dir. Bir k pozitif tam sa-
yistigin {zy,...,2,} C R/Iy & ...® R/ olur ve bu sebeple Iy N ... NI, C (5, I; elde

edilir. Buradan [, = I} 1 = I;1o = ... saglanir ve boylece (v) kosulu kanitlanmisg olur.
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(v) = (i): A, R’nin bir ¢-yogun ideali olsun. Eger B, R’nin bir %-yogun ideali ise o
zaman AN B de R’nin bir ¢-yogun idealidir ve ANB C A oldugundan A = ANB C Belde
edilir. Simdi E, R’nin bir €-yogun ideali olsun ve C' = anng(R/FE) alalim. Burada R/FE
sag R-modiili devirli ve ¢-burulmalidir. Hipotezden, R/E’nin sonlu bir {uy, ..., u,} alt
kiimesi icin C' = anng(uy, . .., u,) dir ve bdylece R/C modiilinden R/E"™ R-modiiliine
bir gomme homomorfizmasi tanimlanabilir. Bdylece, C', R’nin bir 4’ -yogun idealidir ve bu-
radan A C C C F diyebiliriz. Dolayisiyla A = Rejy(Rg) olur. Ozel olarak, Rejy(Rg),
R’nin bir ¢-yogun idealidir.

Simdi, (v) kosulundan R/A ¢ift yonlii ideallerinde azalan zincir kogulunu saglar. Dahasi,
eger V bir devirli sag (R/A)-modiil ise o zaman V' bir devirli R-modiildiir 6yle ki VA =0
saglanir, yani V' bir devirli ¢’-burulmali sag R-modiildiir. Boylece hipotezden V' sonlu sifirla-
nandir. Buradan her devirli sag R/A-modiil sonlu sifirlanandir diyebiliriz. Sonug 4.0.13’den

R/A halkasi sag Artindir. O

7, Mod — R tizerinde kalitsal burulma teorisi ve M bir sag R-modiil olsun. Eger bir
N < M alt modiilii i¢in M /N modiilii 7-burulmali ise N’ye, M nin 7-yogun alt modiiliidiir

denir. Daha Once yaptigimiz gibi,
Rej.(M) = (){N|N, M’nin bir 7-yogun alt modilii}
kiimesini tanimlayabiliriz. Bu durumda;
Rej, (M) = ﬂ {Cekf | Bir T — burulmali R — modiil 7" i¢in f : M — T homomorfizma}
esitligi vardir ve Rej,(Rpr), R’nin ¢ift yonlii idealidir.

Sonug 5.2.3. 7, Modg iizerinde bir kalitsal burulma teorisi olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler denktir.
(i) R/Rej.(Rgr) sag Artindir.
(ii) R, T-yogun sag idealleri iizerinde azalan zincir kosulunu saglar.
(iii) Her T-burulmali sag R-modiil sonlu sifirlanandir.
(iv) Her saylabilir iiretilmis T-burulmali sag R-modiil sonlu sifirlanandir.

(v) R, T-yogun cift yonlii idealleri iizerinde azalan zincir kosulunu saglar ve her devirli

T-burulmali sag R-modiil sonlu sifirlanandir.
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Kanit. Teorem 5.2.2°den agiktir ¢linkii bir kalitsal burulma teorisinin burulma ailesi, 0’1 ice-
rir ve izomorfizmalar, alt modiiller, boliim modiilleri ve sayilabilir dik toplamlar altinda ka-

pahidir. 0

R bir halka ve M bir sag R-modiil olsun. Bu durumda M ’nin tekil alt modiili Z (M),

M’nin, R’nin biiyiik sag idealleri tarafindan sifirlanan elemanlarinin kiimesidir. Yani,
Z(M) = {me€ M|bir E 4. R sag ideali icin mE = 0}

dir. Bu durumda, bir M modiilii i¢cin Z(M) = M oluyorsa bu M modiiliine tekil modiil
denir.

Bir M modiiliiniin sokulu M ’nin basit alt modiillerinin dik toplamidir ve M ’nin biiyiik
alt modiillerinin kesigimiyle aynidir. Tekil sag R-modiillerin ailesi diisiiniilerek asagidaki

sonug kanitlanabilir.
Sonug 5.2.4. Soc(Rpg) sokuluna sahip bir R halkast icin asagidaki ifadeler denktir.
(i) R/Soc(Rp) sag Artindir.
(ii) R, biiyiik sag idealleri iizerinde azalan zincir kosulunu saglar.
(iii) Her tekil sag R-modiil sonlu sifirlanandir.
(iv) Her sayilabilir iiretilmis tekil sag R-modiil sonlu sifirlanandir.

(v) R, sag ideal olarak biiyiik olan c¢ift yonlii idealleri iizerinde azalan zincir kosulunu

saglar ve her devirli tekil sag R-modiil sonlu sifirlanandir.

Kanit. Z, tekil sag R-modiillerin ailesi olsun. O zaman 0 € Z olur ve Z, izomorfizmalar,
alt modiiller, boliim modiilleri ve sayilabilir dik toplamlar altinda kapalidir. Tanim 5.2.1°den,
bir modiil tekil ise Z-burulmalidir.

Simdi A, R’nin bir sag ideali olsun ve R/A sag R-modiilinii diigiinelim. Eger R/A tekil
ise, o zaman her € R i¢in bir £ <, R biiyiik sag ideali vardir dyle ki rE C A olur. Ozel
olarak, R’nin bir bilyiik sag ideali A tarafindan kapsanir, bu yiizden A’nin kendisi de R’nin
biiyiik sag idealidir.

Tersine, kabul edelim ki A, R’nin biiyiik sag ideali olsun. Bir » € R i¢in £ = {z €

R| rz € A} kiimesini tanimlayalim. Bu durumda E, R’nin bir bityiik sag idealidir ve rE' C
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A dir. Boylece R/A tekil sag R-modiil olur. Bu nedenle, A, R’nin bir Z-yogun sag idealidir

ancak ve ancak A, R’nin biiyiik sag idealidir. Dahasi,

Rejz(Rg) = ﬂ {A| A, R’nin Z — yogun sag idealidir}
= [{Al A, R’nin biiyiik sag idealidir}
= Soc(Rg)

olur. Boylece Teorem 5.2.2°den kanit tamamlanir. U

5.3 Diizgiin ve Sonlu Boyutlu Modiiller

Bu boliimde diizgiin modiillerin ve sonlu diizgiin (Goldie) boyutlu modiillerin sonlu sifirla-
nan oldugu durumu inceleyecegiz. Sag Krull boyuta sahip bir halka iizerinde bu kosullarin,
halkanin sag Artin olmasina denk oldugunu gosterecegiz. Daha sonra bunun genel bir du-
rum olmadigina dair bir 6rnek verecegiz. Sag Krull boyuta sahip herhangi bir R halkasi i¢in
R’nin sag Krull boyutunu k(R) ile gosterecegiz. Herhangi bir M modiilii i¢in M nin injektif

biiriimiinii £(M) ile gosterecegiz.
Teorem 5.3.1. Sag Krull boyuta sahip olan bir R halkast i¢in asagidaki ifadeler denktir.
(i) R sag Artindir.
(ii) Sonlu boyutlu her sag R-modiil sonlu sifirlanandir.
(iii) Her diizgiin sag R-modiil sonlu sifirlanandir.

Kanit. (i) = (i7): Sonug 4.0.13’den agiktir.

(17) = (di1): Agiktur.

(iii) = (i): Oncelikle R’nin asal halka oldugunu kabul edelim. Bu durumda R halkast
asal sag Goldie halkadir. U bir basit sag R-modiil ve A = anng(E(U)) olsun. Eger A # 0
ise A ideali, R’nin biiyiik sag idealidir. Dolayisiyla bir regiiler eleman igerir. Ancak E(U)
boliinebilir oldugundan E(U) = E(U).A = 0 elde edilir ve bu bir ¢eliskidir. Boylece A = 0
elde edilir. Ayirca E(U) diizgiin oldugundan sonlu sifirlanandir ve bir n > 1 tam sayisi i¢in
Rp — E(U)™ gomme homomorfizmasi vardir. Buradan Rz’ nin sokulu bir biiyiik idealdir.
Bu durumda Teorem 2.19.7°den R basit Artin halkadir ve 6zel olarak R sag Artindir.

Genel durumda, R’nin tim P asal idealleri i¢in R/ P sag Artindir. Sonug 2.21.7°den
k(R) = sup{k(R/P) | P, R’nin sag idealidir} olur ve buradan R sag Artindir. O

55



Bir R halkasi i¢in diizgiin sol R modiiller sonlu sifirlanan ise hala R’nin sag Artin ol-
dugu goriilebilir. Herhangi bir M sol R-modiilii i¢in M nin R i¢indeki sol sifirlayicisini

l.anng(M) ile gosterecegiz.

Onerme 5.3.2. R, sag Krull boyuta sahip bir halka ve iizerindeki her diizgiin sol R-modiil

sonlu sifirlanan olsun. Bu durumda R sag Artindir.

Kanit. Oncelikle R’nin asal halka oldugunu kabul edelim. O zaman R bir asal sa§ Goldie
halkadir. U bir basit sol R-modiil ve A = l.anng(E(U)) olsun. Eger A # 0 ise A ideali
R’nin biiyiik sag idealidir, dolayisiyla bir regiiler eleman icerir. Ancak E(U) béliinebilir ol-
dugundan F(U) = A.E(U) = 0 olur ve bu bir ¢eligkidir. Ayrica £(U) diizgiin sol R-modiil
oldugundan sonlu sifirlanandir ve bir n > 1 tam sayist i¢in zkR — E(U)™ gémme ho-
momorfizmasi vardir. Buradan r R’nin bityiik sokulu vardir yani Soc(grR), R’nin bir bityiik
sol idealidir. Onerme 2.11.5’ten R’nin sifirdan farkli sag sokulu vardir ve bu yiizden R sag
Artindir.

Genel durumda, R’nin her P asal ideali i¢in R/P sag Artindir ve bir 6nceki kanitta

oldugu gibi R sag Artindir. U

5.4 Injektif Modiiller

R bir halka ve M bir R-modiil olmak iizere M modiiliiniin sifir ve kendisinden baska dik

toplanani yok ise M’ye ayristirllamaz modiil dendigini hatirlayalim.
Teorem 5.4.1. Degismeli Noether bir R halkast icin asagidaki ifadeler denktir.
(i) R Artindir.
(ii) Her injektif R-modiil sonlu sifirlanandir.
(iii) Her ayristirtlamaz injektif R-modiil sonlu sifirlanandir.

Kanit. (i) = (i1): Sonug 4.0.13’den agiktir.

(17) = (di1): Agiktur.

(#4i) = (i): P, R’nin maksimal ideali ve F = E(R/P) olsun. Bu durumda E ayristiri-
lamaz injektif R-modiildiir. A = anny(E) alalim. Onerme 2.17.11°den A = (2, P* dur.

Varsayimdan E sonlu sifirlanandir, yani birn > 1 tam sayisive 1 < ¢ < nicine; € E olmak
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lizere A = anng(ey,...,e,) dir. Yine Onerme 2.17.11°den bir m > 1 tam sayist vardir dyle
ki1 <i < nigine;P™ = 0ve P™ C Aolur. Bdylece P = P! = .| elde edilir.

Simdi @), R’nin ¢ C P kosulunu saglayan bir asal ideali olsun. Teorem 2.13.19°dan
Pm =2, P* CQolur,yani P C Q ve P = Q elde edilir.

Buradan R’nin her asal ideali maksimaldir ve bu yiizden R Artindir diyebiliriz. 0

Bir sonraki kisimda gorecegimiz 6rnek bize bu kosulun keyfi bir degismeli halka i¢in
gecerli olmadigimi gosterir. Ancak degismeli olmayan durumda bir sag Noether halka i¢in

asagidaki sonuglar saglanir.

Onteorem 5.4.2. R halkasi, iizerindeki tiim injektif sag R-modiillerin sonlu sifirlanan ol-

dugu bir sag Noether halka olsun. Bu durumda R’nin biiyiik sag sokulu vardir.

Kanit. E, tim basit sag R-modiillerin injektif biirlimlerinin dik toplami olsun ve R’nin
anng(E) idealini diisiinelim. annz(E) # 0 olsun ve 0 # a € anng(E) alalim. Onerme
2.17.12°den bir S basit sag R-modiilii ve bir ¢ : R — F/(.S) R-homomorfizmasi vardir 6yle
ki ¢(a) # 0 olur. Ayrica ¢(a) = ¢(1l.a) = ¢(1)a = 0 saglanir. Bu celiskiden £’nin vefali
sag R-modiil oldugu sonucu cikar.

Teorem 2.17.10’dan E injektiftir, yani sonlu sifirlanandir, boylece bir n < 1 tam sayis1
icin Rp — E™ gomme homomorfizmasi vardir. Dolayisiyla R, bazi basit R-modiillerin

injektif biirtimlerinin i¢ine gomiilebilir ve boylece R’nin biiyiik sag sokulu vardir. 0
Teorem 5.4.3. Bir R sag ve sol Noether halkasi icin asagidaki ifadeler denktir.
(i) R sag Artindir.
(ii) R sol Artindir.
(iii) Her injektif sag R-modiil sonlu sifirlanandir.
(iv) Her injektif sol R-modiil sonlu sifirlanandir.

Kanit. Teorem 2.13.10’dan, R halkas1 sag Artindir ancak ve ancak sol Artindir. Yani
(i) <= (i7) kanitlanmus olur. (i) = (i77) Sonug 4.0.13”den agiktir. Bu durumda (ii7) = (i)
durumunu gostermek yeterlidir.
Kabul edelim ki her injektif sag R-modiil sonlu sifirlanan olsun. Bu durumda Onteorem
5.4.2°den R’nin biiyiik sag sokulu vardir. Teorem 2.13.11°den R hem sag hem de sol Artindir.
O
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5.5 Ornek

Genel durumda, tizerinde tanimli her diizgiin modiil veya her injektif modiil sonlu sifirlanan
olsa dahi, bu 6zellik halkanin Artin oldugunu sdylemek i¢in yeterli degildir. Bu kisimda,
tizerindeki tiim injektif modiillerin sonlu sifirlanan oldugu ancak Artin olmayan bir halka
ornegi verecegiz.

K bir cisim ve R = {{k,}>2, | k, € K,3N 6yleki ky = kny1—.} olsun. O zaman R
bir degismeli von Neumann regiiler halkadir. S = {{k,}>2, € R | en fazla sonlu tane n >
ligin k,, # 0} ve her bir m > 1i¢in U,, = {{k,} € R | her n # m igin k,, = 0} olsun. Bu
durumda her m > 1 i¢in U,,, R’nin bir minimal idealidir ve S' = ®,,,>1U,, olur. Buradan S
yar1 basittir ve S C Soc(R) elde edilir. 0 # r = {ky, ko, ...} € R olsun ve kabul edelim ki
bazii > 1igin k; # 0 olsun. k; = 1 ve her n # i igin k,, = 0 olacak sekilde bir {k,} € R
elemant icin {k,} = e; ise 0 zaman 0 # re; € U; N rR olur. Buradan S, R’nin bir biiyiik

ideali olur. Yani S = Soc(R) elde edilir. Simdi

p:R = K
T S R R L

doniigtimiinii tanimlayalim. Bu durumda ¢ bir halka epimorfizmasidir ve ¢ekirdegi S°dir.

Buradan R/S = K olur, yani S, R’nin bir maksimal idealidir.
Onteorem 5.5.1. Sifirdan farkli her R-modiiliin bir basit alt modiilii vardur:

Kamit. M herhangi bir R-modiil olsun. Eger M S = 0 ise, M bir R/S-modiil olarak diisii-
niilebilir ve buradan yar basittir, dolayisiyla bir basit alt modiil icerir. Eger M.S # 0 ise o

zaman bir m € M vardir dyle ki mS # 0 olur. Simdi

p:S5 — mS

S = ms

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda ¢ bir R-homomorfizmasidir, yani mS = S/kerp

olur ve m.S yart basittir. Bu durumda M bir basit alt modiil igerir. U
Onteorem 5.5.2. Her sonlu boyutlu R-modiil sonlu sifirlanandur.

Kamit. U bir diizgiin R-modiil olsun. Onteorem 5.5.1°den U nun bir basit alt modiilii vardir.

Bu basit modiil A olsun. R bir von Neumann regiiler halka oldugundan ve Sonug 2.16.9’dan
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A injektiftir. Yani Sonug 2.16.8’den U’nun bir dik toplananidir. U diizgiin oldugundan A =
U olur. Dolayistyla her diizgiin R-modiil basittir.

M bir sonlu boyutlu R-modiil olsun. Bu durumda U;’ler diizgiin [?-modiil olmak iizere
bir U ®. . .OU,, dik toplam1 vardir 8yle ki bu dik toplam M ’nin biiyiik alt modiiliidiir. Burada
her bir U; basittir, yani injektiftir ve M nin dik toplananidir. Dolayisiyla M = U, &...® U,
elde edilir. Dolayistyla her sonlu boyutlu R-modiil, basit modiillerin sonlu bir dik toplamidir
ve dolayisiyla sonlu sifirlanandir.

R degismeli oldugundan, her sonlu boyutlu R-modiil sonlu sifirlanandir. U

R halkasinin Artin olmadig1 agiktir ve dahasi sonlu (Goldie) boyutlu degildir. Ciinkii
Soc(R) = ®y>1Uy, sonsuz dik toplamint igerir. Simdi her injektif R-modiiliin sonlu sifirla-

nan oldugunu gosterecegiz. Fakat 6ncesinde birka¢ dnteorem kanitlamamiz gerekir.

Onteorem 5.5.3. U bir basit R-modiildiir ancak ve ancak U = R/S dir ya da bir m > 1
icin U = U, dir.

Kanit. U bir basit R-modiil olsun. 0 # u € U olsun ve M = anng(u) = anng(U) alalim.
O zaman M, R’nin bir maksimal ideali olur ve U = R/M dir. Eger S C M ise S ve M
maksimal oldugundan S = M olur ve dolayisiyla U & R/S elde edilir. Kabul edelim ki
S ¢ M olsun. O zaman bir pozitif m tam sayisi vardir 8yle ki U,, ¢ M olur, bu yiizden
R=U, ®MveU = R/M = U, elde edilir. O

Onteorem 5.5.4. A bostan farkli herhangi bir indis kiimesi olmak iizere X = (R/S)™

olsun. Bu durumda X injektif modiildiir.

Kamt. A, R’nin bir ideali ve ¢ : A — X bir R-homomorfizmasi olsun. B = A N S alalim.
Bu durumda B = B% C SB C B olur ve B = SB elde edilir. Bu yiizden ¢(B) = ¢(SB) C
Sp(B) € SX = 0olur. A C Sise A = B olur ve ¢ = 0 elde edilir. Bu durumda ¢
homomorfizmasi R’ye genisletebilir. A ¢ Sise R = A+ S olur ve bira € Ave s € Sigin
1 = a + s elde edilir. Her € R i¢in

0:R — X
r o— pla)r
fonksiyonunu tanimlayalim. Bu bir R-homomorfizmasidir ve r € A i¢in 0(r) = p(a)r =

olar) = @(ar) + p(sr) = @(ar + sr) = ¢(r) olur, yani ¢ homomorfizmasi 6 yardimiyla
R’ye genisletilebilir. Bu durumda Onerme 2.16.3’ten X bir injektif R-modiildiir. O
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Onteorem 5.5.5. i > 1 ve A, bostan farkl indis kiimesi olmak iizere X; = U;Ai) olsun. O

zaman X; bir injektif modiildiir.

Kanmit. Herbir A € A; icin X;, =2 U; ve X; = EBAeAi X olur. Bu durumda her bir X;, basit
modiildiir ve dolayistyla injektiftir. Kabul edelim ki A; sonsuz bir kiime ve Y; = [] .. X;
olsun. Bu durumda Y; injektiftir.

Simdi kabul edelim ki X; <., Z < Y;olsun. 0 # z € Zicin A € A; ve z;, € X;, olmak
iizere z = {z;, } olur. Bir r € R vardir 6yle ki 0 = rz € X, olur. Bu durumda bir x € A; igin
zi, 7 0 elde edilir. Buradan her A € A; i¢in z;, = 0 ya da rz;, # 0 olur. Bdylece en fazla
sonlu sayida A\ € A; icin z;, # 0 elde edilir ve z € X; olur. Dolayisiyla X; = Z dir ve X
injektif R-modiildiir. ]

Onteorem 5.5.6. X sifirdan farkly injektif bir R-modiil olsun. Bu durumda A; indis kiimeleri
icin Xo = (R/S)™) ve X; 2 UM (i > 1) ve Ay = 0 (i > 0) iken X; = 0 olacak sekilde
X 2 [0 Xi saglamr:

Kanit. Onteorem 5.5.1°den X’in bir biiyiik sokulu vardir ve X = E(soc(X)) saglanir. Bu
durumda, A; indis kiimeleri icin Xy = (R/S)™) ve X; 2 UM (i > 1) ve Ay = 0 (i > 0)
iken X; = 0 olacak sekilde, basit R-modiillerin karakterizasyonundan X = E(P;-, Xi)
olur. [T, X; injektif oldugundan €, X; alt modiiliiniin [[,., X; modiiliniin biyiik alt
modiilii oldugunu gostermek yeterlidir.

0#uzc¢€ Hizo X, olsun, 0 zaman bazi z; € X; i > 0i¢in x = {x;} olur. Her ¢ > 1 i¢in
rz; =01se x € @izo X; saglanir. Bir j > 1 i¢in x; # 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda
i # jigin ejz; = 0 ve ejz; = x; iken e;z = {e;z;} olur. Boylece 0 = e;z € P, X elde

edilir. Dolaysiyla X = FE(D,.( X;) = [[;5, Xi oldugu goriilir. O
Teorem 5.5.7. Her injektif R-modiil sonlu sifirlanandir.

Kamit. X bir injektif R-modiil olsun. Bu durumda Onteorem 5.5.6’dan A; indis kiimeleri
icin Xg = (R/S)™) ve X; = UM (i > 1) ve A; = 0 (i > 0) iken X; = 0 olacak sekilde
X 2 [[;50 X saglanir.

N ={i>0]A; #0}olsun. Her biri € A’ i¢in X; = 0 olur. 0 # z; € X; alalm. Bu du-
rumda heri > 1,7 € A’ i¢in anng(x;) = anng(U;) = anng(X;) ve 0 € A ise anng(xy) =
anng(R/S) = anng(Xy) saglamr. Her @ > 0,4 ¢ Aigina; = 0 ve z = {2;}i>0 € X
olsun. Bu durumda anng(X) = (oo anng(x;) = (V;cp anng(X;) = annp(X) elde edilir.

Dolayisiyla X sonlu sifirlanandir. U
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SONUC

Bu tezde, sonlu sifirlanan modiiller incelenmis ve bu modiil sinifinin halka yapisini be-
lirlemede 6nemli bir rol oynadig1 Smith ve Woodward’in [14] ve [15] makaleleri derlenerek
ortaya konmustur.

Artin halkalarin iizerindeki her modiiliin sonlu sifirlanan olmas: ile karakterize edildigi
sonug, elde edilmis en dnemli sonuclardandir. Literatiirdeki énemli halka cesitlerinin sonlu
sifirlanan modiiller yardimiyla karakterize edilmesi ve Smith ve Woodward’1n inceledikleri-
nin disindaki modiil siniflarinin H-kosulunu saglamalar1 durumunda halkaya ait 6zelliklerin

belirlenmesi 6nemli arastirma sorularidir.
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