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X, split Tx simiti ile sonlu cisim iizerinde bir tam simpleksel simitli gesitlem olsun. Bu
tez ¢aligmasi, T’y simitinin matrislerle parametrize edilen alt gruplarindan elde edilen
parametrik kodlar tizerinedir. Bu parametrik kodlarin temel parametrelerini hesapla-
mak icin bu alt gruplarin sifirlayan ideallerinin {ireteclerini bulmak ¢ok énemlidir. Tezin
girig béliimiinde simitli kodlarin 6nemi ve literatiir taramasi verilmigtir. Tezde elde edi-
len sonuclar ézetlenmistir. Ikinci boliimde afin simitli cesitlemler icin gerekli olan afin
cesitlem alt yapisi olusturulmustur.

Uciincii boliimde simit tanimlandiktan sonra, simitin karakter ve bir parametreli
alt grup kavramlar: verilmis ve kafesler ile iligkilendirilmistir. Afin simit iizerinden afin
simitli ¢egitlem tanimi verildikten sonra afin simitli ¢esitlemlerin farkh ingalar1 anlatil-
migtir. Rasyonel ¢okyiizlii konilerin temel konular1 verilmis ve afin simitli cegitlemlerle
nasil iligkilendirildigi aciklanmigtir.

Doérdiincii boliimde sonlu afin c¢egitlemler izomorfizmler ile yapigtirilarak afin veya
projektif olmayan cegitlemler olugturulmustur. Bu béliim bu cegitlemlerin daha iyi kav-
ranmast i¢in projektif cesitlemler ile baglamigtir. Fan olarak isimlendirilen giiclii rasyo-
nel cokyiizlii konilerin sonlu koleksiyonunun icerdigi konilere karsilik gelen afin simitli
cegitlemlerin nasil yapistirildig: tarif edilmisg, boylece genel simitli cegitlemler inga edil-

migtir. Bu boliimiin esas ve son amaci genel simitli c¢egitlemlerin noktalarinin tipki



projektif uzayda oldugu gibi homojen koordinatlar ile ifade edilebildigini gdstermektir.

Verilen bir () matrisi icin, Tx simitinin () matrisinin siitunlar1 tarafindan para-
metrelenen alt grubu T'x o olsun. Besinci béliimde T'x ¢ parametrik simitli kiimesinin
sifirlayan idealinin iirete¢ kiimesini belirleyen 3 metot verilmigtir. Geligtirilen ilk yon-
temde eliminasyon teoriden faydalanilmigtir. Bu metot ile I(Tx o) sifirlayan idealinin
tireteclerini hesaplamak i¢in bir algoritma ve bu algoritmanin Macaulay2 kodu yazil-
migtir. Aym idealin iireteclerini, bu ideali tanimlayan kafesin bazi ile bulunan bagka bir
metot elde edilmistir. I(Tx ) = I, olacak sekilde L kafesini bulmaya yonelik bir al-
goritma ve bu algoritmay1 Macaulay2 programinda uygulayan bir prosediir verilmistir.
Boylece I(Tx ) idealinin tam kesigim olup olmadig1 kolayca kontrol edilmistir. Bu bo-
liimde son olarak bazi sartlar altinda, L kafesini kavramsal olarak belirleyen bir yéntem
elde edilmis ve Nullstellensatz (Sifir Yeri) Teoremi sonlu cisim {izerinde kanitlanmigtar.

Altinc1 boliim tezin esas amaci olan homojen polinom fonksiyonlarmim Ty ¢ kii-
mesinde hesaplanmasiyla olusturulan €, ¢ parametrik kodlar icermektedir. Bu amaca
yonelik once lineer kodlar konusu anlatilmigtir. €, o parametrik kodun boyutu T g
parametrik simitli kiimesinin dereceli Hilbert fonksiyonu ile hesap edildiginden dere-
celi Hilbert fonksiyonlarin bazi o6zellikleri verilmistir. T'x o alt grubunun parametrik
tanimi kullanilarak, kodun uzunluguna esit olan Ty alt grubunun eleman sayisinm
direk hesaplayan bir algoritma ve kodun minimum uzakhigi i¢in bir alt sinir elde edil-
migtir. Uygulama olarak, Hirzebruch yiizeyin simitten elde edilen parametrik kodlarin
parametreleri hesaplanmigtir. Son olarak projektif uzaydan bagka bir simitli cesitleme
gecmenin ayrica T'x simiti yerine T'x o parametrik alt grubunda ¢aligmanin avantajini

gosteren 6rnekler verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Simitli ¢egitlem, Parametrik kodlar, Hesaplama kodlari, Sifirla-
yan idealler, Simitli idealler, Dereceli halkalar, Cok dereceli Hilbert fonksiyonlar, Kafes

idealler
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Let X be a complete simplicial toric variety over a finite field with a split torus T'x.
This thesis is on parameterized codes obtained from the subgroups of the torus T'x
parameterized by matrices. It is very important to find the generators of the vanishing
ideals of these subgroups to compute basic parameters of these codes. In the introduc-
tion part of the thesis, the significance and a literature review of toric codes are given.
The results obtained in the thesis are summarized. The second chapter includes some
background of affine varieties required for the affine toric varieties.

In the third chapter, after defining torus, the concepts of character and one parame-
ter subgroup of a torus are presented, and are associated with lattices. After giving the
definition of toric variety, the different constructions of affine toric varieties are expla-
ined. The basic topics of rational polyhedral cones are given and, their connections its
with affine toric varieties is explained.

In the fourth chapter, by gluing affine varieties with isomorphisms, abstract vari-
eties other than affine or projective varieties are constructed. This chapter starts with
projective varieties for a better understanding of these varieties. How to glue affine toric
varieties corresponding to elements in a finite collection of strong rational polyhedral
cones, called fan, is described, and so general toric varieties are constructed. The main

and final purpose of this section is to show that the points of a general toric variety
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can be expressed with homogeneous coordinates as in projective space.

For a given matrix (), denote by T’x ¢ the subgroup of the torus T’x parameterized by
the columns of (). In the fifth chapter, 3 algorithms are given to determine a generating
set of the vanishing ideal of Tx o. Elimination theory is used in the first algorithm
developed. A Macaulay?2 code is written to implement the algorithm. Another method
for finding the generators of the same ideal using the base of the lattice describing this
ideal is obtained. An algorithm for finding the lattice L such that I(Tx ) = I, and a
procedure implementing this algorithm in the Macaulay2 program is presented. Thus,
it is easily checked whether the vanishing ideal I(Tx o) is a complete intersection or not.
In this section, finally, a method for conceptually determining the lattice L is obtained
and a Nullstellensatz Theorem is proven on a finite field under some conditions.

The sixth chapter constitutes the heart of the thesis and includes parameterized
codes constructed by calculating homogeneous polynomial functions in the set Tk o.
For this purpose, firstly, basic topics of linear codes are explained. Since the dimension
of parametric code @, is calculated with multigraded Hilbert function of toric set
Tx g, some properties of multigraded Hilbert functions are given. Using parametric
definition of the T’x g, an algorithm directly computing the number of elements of the
subgroup Tx ¢ which is equal to the length of the code and a lower bound for the
minimum distance of the code is obtained. As an application, the basic parameters of
the parameterized codes obtained from the torus of the Hirzebruch surface are calcu-
lated. Finally, examples illustrating the advantage of passing from projective space to
arbitrary toric variety, in addition to working with parameterized toric set T'x ¢ instead

of the torus T'x are given.

Keywords: Toric Variety, Parameterized codes, Evaluation codes, Vanishing ideals,
Toric ideals, Graded rings, ideals and modules,Multigraded Hilbert functions, Lattice

ideals
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1 GIRIS

Hata diizeltme kodlar1, bilgilerin dijital iletisim kanallarinda giivenilir bir sekilde ile-
tilmesinde 6nemli bir rol oynar. Kod ¢oziiciiniin hatalar1 tamimasina ve diizeltmesine
izin verecek gekilde mesajimizi kodlayarak, alinan mesajin dogrulugunu biiyiik 6lgiide
artirilabiliriz. Kodlama teorisinin amaci, mesaji miimkiin oldugunca yiiksek hizla ve
yiiksek dogruluk oramiyla iletebilecek kodlar inga etmektir. Bu amaca yonelik; mate-
matigin gesitli alanlarina ait yapilari kullanilarak kodlar geligtirilmigtir. Kodlama te-
orisine cebirsel geometrik yaklagim, cebirsel egriler ile 1981’de V.D. Goppa tarafindan
geligtirilmigtir [1].

Egriler iizerindeki cebirsel geometrik kodlar kapsamli sekilde calisilmig, fakat yiiksek
boyutlu cesitlemler ile elde edilen kodlar parametrelerinin hesaplanmasinin zorlugu ile
merak uyandiran bir aragtirma konusu olma 6zelligini korumaktadir. Simitli cesitlemler,
cebirsel geometri ve kombinatorik arasindaki baglantilar1 gésteren cok ilging ve zengin
yapilardir. Boylece simitli ¢esitlemlerden elde edilen kodlarin parametrelerini kombina-
torik yapilar araciligiyla hesaplamak kolaylagmistir, iistelik ¢ok iyi parametrelere sahip
kodlar elde edilebilmektedir.

F, sonlu cismi iizerinde simitli kodlar bir X simitli ¢esitlem iizerindeki polinom
fonksiyonlarinin 7" C X simitinin rasyonel noktalarinda hesaplanmasiyla elde edilen
hesaplama kodlaridir. Tk olarak, Hansen bazi politoplara kargihik gelen iki boyutlu si-
mitli cegitlemlerin 6zelliklerini kullanarak simitli kodlar tanmimlamig ve parametrelerini
hesaplamigtir |2,3]. Bu kodlarda polinomlar politoplarin kafes noktalarina kargilik ge-
len monomlarin lineer kombinasyonu oldugundan kodlarin boyutu politoplarin kafes
noktalarinin sayisidir. Diger yandan bu polinomlar iki boyutlu X simitli ¢esitleminin
simitinin rasyonel noktalarinda hesaplandigi i¢in kodlarin uzunlugu (¢ — 1)¥dir. [4]
caligmasinda Hansen tarafindan verilen simitli kod tanimindan daha genel bir tanim
verilmis ve Fg cismi {izerinde uzunlugu 49, boyutu 11 olan kodlar arasinda en biiyiik
minimum uzakliga sahip kodu inga edilerek bilinen en iyi kod rekoru kirilmistir. Bu
durum simitli kodlara yonelik caligmalari artirmigtir. Genel durumlarin aksine 6zel
durumlarda kodlarm minimum uzakligin1 belirlemek ¢ok zor bir gérevdir, minimum
uzaklik icin bazi alt ve iist sinirlar farkli metotlarla verilmigtir [5-8].

Son zamanlarda simitli ¢egitlemlerden elde edilen kodlar farkli iki metotla genelleg-

tirilmigtir. Birincisinde hesaplama yapilirken politoplarin biitiin kafes noktalar1 yerine



baz1 kafes noktalarina karsilik gelen monomlarin iirettigi polinom fonksiyonlar: alina-
rak kodlar iiretilmistir. Bu metot ile elde edilen simitli kodlarin alt smifi ilk kez [9]
calismasinda daha iyi kodlar elde etmek icin incelenmistir. Brown ve Kasprzyk bu yon-
temi kullanarak ayni boyut ve uzunluktaki mevcut en iyi bilinen minimum uzaklig
agan 7 lineer kod sergilemigtir [10]. Tkinci metot olarak polinom fonksiyonlarmi simitli
cesitlemin simiti yerine simitin herhangi bir Y alt kiimesinde hesaplayarak kodlar inga
edilmigtir. Bu metot kullanilarak [11] makalesinde simitin tam kesigim alt kiimelerinde
tanimlanan kodlarim minimum uzakligina alt sinir verilmigtir. Bu yaklagimda kodlarin
parametrelerini hesaplarken Y kiimesinin I(Y) sifirlayan idealinin iireteclerini belirle-
mek ve sonra I(Y') idealinin Hilbert fonksiyonunun degerlerini yorumlamak ¢ok dnem-
lidir. Bu amaca yonelik [12] cahgmasinda simitin tam kesigim alt kiimelerinin dereceli
Hilbert fonksiyonlarinin énemli o6zellikleri kegfedilerek kodlarin boyut ve uzakliginin
hesaplanmasi icin kullamilmigtir. Benzer sekilde X, projektif uzay ise sifirlayan ideal
kullanilarak minimum uzaklik hesaplanabilir [13].

Renteria, Simis ve Villerreal bir () matrisinin siitunlar tarafindan parametrize edi-
len T'x  simitin alt kiimesini tanimlamiglar ve bu kiimeler iizerinde hesaplanan he-
saplama kodunu parametrik kod olarak nitelendirmiglerdir [14]|. Ayrica bu ¢ahsmada
Tx g simitli kiimenin sifirlayan idealinin 1 boyutlu kafes ideali oldugu ispatlanmig ve
baglantili graflara karsilik gelen kodlarin uzunlugu hesaplanmigtir. () kosegen matris
oldugunda projektif uzayda Tx ¢ kiimesinin sifirlayan idealinin kafesi daha acik olarak
belirlenmigtir [15]. Tx o projektif simit oldugunda, yani @ birim matris oldugunda,
kodlarin biitiin parametreleri [16] makalesinde sunulmugtur. Bu ¢aligmalardan sonra
parametrik kodlar farkli agilardan incelenmistir, bkz [17-19]. Dias ve Neves tarafindan
kodlar projektif uzaydan agirhkh projektif simit iizerine genellegtirilmigtir [20]. Bu ¢a-
hsmada agirlikli projektif simitin sifirlayan idealinin 1 boyutlu kafes ideali oldugu ve
bir boyutlu agirlikli projektif simitli kodun MDS kod oldugu ispatlanmigtir. Sahin daha
genel simitli ¢esgitlemler icin parametrik kiimelerin sifirlayan idealinin kafesi vermeden
kafes ideal oldugunu ve simitin alt gruplarinin tam olarak paremetrik kiimelerden olus-
tugunu kamtlamigtir [21].

Bu tez caligmasinin amaci genel simitli ¢egitlemlerin parametrik kiimeleri iizerinde
hesaplanan kodlarin paremetrelerini belirlemeye caligmaktir. Bu amaca yonelik ilk ola-

rak I(Tx ) sifirlayan idealinin bir iiretec¢ kiimesini bulmak i¢in bir algoritma sunan bir



teorem verilmigtir [22]. Bu teorem [14] makalesinde projektif uzayda verilen Teorem
2.1"in genel versiyonudur. Bu algoritmay1 uygulayan bir Macaulay2 kodu yazilmigtir.
Ikinei olarak karsiik geldigi ideal T (T'x,q) sifirlayan ideali olan L kafesinin ¢ok faydal
bir tanimi verilmis olup béylece I(Tx ) idealinin iiretegleri L kafesinin bir baz ile
elde edilmistir [23|. L kafesinin verilen bu tanimi ile L kafesinin bir bazini ¢ikti olarak
veren bir algoritma ve bu algoritmanin Macaulay2 kodu verilmigtir. L kafesinin diger
avantaji, I(Tx o) sifirlayan idealinin tam kesigim olup olmadigini kontrol edilebilmesini
saglamasidir. Her I(Tx ) ideali i¢in L kafesinin iireteglerini hesaplayan bir algoritma
sunulmusg, fakat kafesin kavramsal tanimi bazi sartlarin varliginda verilmigtir. Bu sartlar
altinda sonlu cisimler {izerinde Sifir Yeri (Nullstellensatz) teoremi ispatlanmigtir [22].

T’x ¢ kiimesinin parametrik tanimindan yararlanarak 7’x ¢’'nun eleman sayisini do-
layisiyla €, parametrik kodunun uzunlugunu hesaplamak i¢in direk bir yontem sagla-
mugtir [23]. Kodun uzunlugunu hesaplamak igin verilen ikinci yontem projektif uzayda
gecerli olan [14, Onerme 3.3]’den esinlenilmistir. Kafes noktalarmin kodun uzunlugunu
belirleyen bir politop tanimlanmigtir, boylece daha genel simitli ¢esitlemler icin bu yon-
tem geligtirilmistir. Ayrica bizim verdigimiz politop daha basittir, dolayisiyla daha hizh
bir gekilde kodun uzunlugu hesaplanabilir.

G, parametrik kodun minimum uzakhgr i¢in Tx o kiimesinin parametrik tanimi
araciligiyla bir alt sinir verilmigtir. Hirzebruch yiizeyin simitinden elde edilen kodla-
rin parametreleri hesaplanmigtir. Son olarak kod inga ederken projektif uzay yerine
daha genel simitli ¢egitlemleri ve simit yerine parametrik alt kiimeleri tercih etmenin

avantajlarmi gosteren ornekler sunulmugtur |23].



2 AFIN CESITLEMLER

Bu boliim, tezin temel 6gelerinden olan simitli ¢egitlemlerin anlagilmasi i¢in afin ¢egit-

lemler ile ilgili temel tanimlardan ve ispatsiz olarak teoremlerden olugacaktir.

2.1 Sifirlayan Idealler ve Afin Cesitlemler

Tanimm 2.1.1. K cismi verilsin. K" kartezyen ¢arpvmina (r-boyutlu) afin uzay denir.
Verilen (p1,...,p,) € K" noktasini p ile gosterecegiz.

Tanmm 2.1.2. £ C S =K]|xy,...,z,| olmak tizere
V(E)={p €K' |V f € Eicin f(p) = 0}

seklinde tanimlanan kiimeye E kimesinin tanimladige afin ¢egitlem denir ve V(E)
ile gosterilir. E = {f1,..., fx} sonlu kiimesi i¢in V(E) afin cegitlemi V(fi,..., fx) ile

de gdsterilebilir.

Ornek 2.1.3. K bir cisim olmak izere K afin uzaymn cesitlemlerini bulalim. K afin
uzayr ve bos kiime birer cegitlemdir, ¢inki V(0x) = K, V(1g) = 0. K bir tamlik
bilgesidir, dolayisiyla her f € K[z| polinomunun en fazla derecesi kadar koki vardwr [24,
Teorem 14.1.11]. Bu takdirde K afin uzayimin kendisi hari¢ her cegitlemi sonludur.
Diger yandan p; € K olmak dizere V((x —p1)(z —p2) - - - (x —px)) = {p1,D2,- .., pr} her

sonlu alt kiime cesitlemdir.

E\,Ey, C S ve Ey C Eyise V(Fy) C V(E;) oldugu kolayca goriiliir. Bu tak-
dirde E kiimesinin firettigi ideal (E) olmak tizere V(E) D V((F)) olur. Diger yandan
fi € E, g; € S olmak iizere (F) idealinin herhangi bir elemani Z fig; sonlu toplam sek-
lindedir, dolayisiyla V(E) C V((E)) saglanir. Sonug olarak helr afin gesitlem bir ideal
tarafindan tamimlanabilir. Ayrica polinom halkalarindaki Hilbert baz teoremi [25, Te-
orem 4, 8.74| geregince her ideal sonlu tiretecli oldugu i¢in biitiin afin ¢egitlemler, sonlu

sayida polinomun ortak c¢éziimlerinin kiimesi seklinde olacaktir.

Ornek 2.1.4. K = F, herhangi bir sonlu cisim olsun. Bu takdirde I = (z{—xy,... , xl—

z,) C S idealinin tammladigu cegitlem V(I) =V (2{ —x1,..., 27 — 2,) = K" olur.



Ornek 2.1.5. R? afin uzaynda birim cember V(x?4+y>—1) afin cesitlemi ile verilebilir.
Benzer sekilde konikler de afin cesitlemdir. Fakat her egri afin cegitlem degildir. y =
sinx egrisinin afin cesitlem olmadiginy gésterelim: Varsayalim ki y = sinz egrist afin
cesitlem olsun. Bu durumda en az bir f € Rlz,y] polinomu vardiwr dyle ki her p € R
icin f(p,sinp) = 0. g = g(x) = f(z,0) seklinde tanvmlanirsa, her k € 7 i¢in g(k2r) =
f(k2m,0) = f(k2m,sink27) = 0 olur ki g € R[z] polinomunun sonsuz sayida koki

vardir. Bu bir celiskidir ve ispat sonlanar.

Onerme 2.1.6. [26] {I;}, S polinom halkasman herhangi bir idealler ailesi olmak

iizere asagidaki ifadeler saglanar.
(i) V(0) = K", V(1) = 0.
(ii) V() UV(L) = V(LN L) = V(L I).
(i) V(L) = V(S L)

Ornek 2.1.7. K bir cisim olmak izere K afin uzaysnin her noktasy bir cesitlemdir.
Gergekten, her p € K" d¢in V(xy — p1,...,2. — p,) = {p} olur. Sonlu sayida afin
cesitlemin birlesimi de afin cesitlem oldugu i¢in K" uzaywmn her sonlu kiimesi afin

cesitlemdur.

Onerme 2.1.6 gosteriyor ki herhangi V(1) afin cesitlemi iizerinde
{ACV()|V()\ A, afin gesitlem}

kiimeler ailesi bir topolojidir ve bu topolojiye Zariski topoloji denilmigtir. W C
V(I) kiimesinin kapamgi W, W kiimesini kapsayan V(I) cesitleminin en kiiciik alt
cesitlemidir. Bir afin gegitleminin agik kiimelerine yar1 afin gegitlem denir.

Bir ideal ile bir afin cesitlem tanimlandig gibi bir afin cegitlemde S halkasinda bir

ideal tamimlar:

Tanim 2.1.8. Her Y C K" kiimest icin

{f €Klzy,...,2,]|Vp € Yigin f(p) = 0}

alt kiimesi bir idealdir. Bu ideale Y 'nin ssfirlayan ideali denir ve [(Y) ile gdsterilir.
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Ornek 2.1.9. K cismi sonsuz ise 1(K") = {0} oldugu kolayca gorilir. K = F, i¢in
I(K") = (zf — 21, ..., 20— x,) egitligini ispatlayalim.” D7 kapsamast agikardr. I(K")

tdealinden bir f polinomu alalvm. f polinomuna bolme algoritmasini uygulayalim:
f=hl o)+ + filal —2) +g.

Ty > Xy > -+ > xp lex monom swralamasing [25, Tanwm 3, s. 56] alirsak x! — x;
bilen polinomlarman bas terimi x! olur ve bolme algoritmasindan, g polinomunun her
monomu her i € {1,...,r} igin x] monomlarina bolinemez [25, Teorem 3, s. 64].
Dolayswyla der,,(g) < q—1 elde edilir. Bu yiizden [27, Lemma 2.1] geregi g = 0, ¢tinki
g € I(K"). Sonug olarak I(K") C (xf —x1,...,29—x,) kapsamasi da ispatlanir. Benzer
sekilde K = Fy ise I((K*)") = (x97' —1,..., 297" — 1) esitligi de gosterilir.

Ornek 2.1.10. K? afin dizleminde 1({(0,0)}) = (x,y) olur. (x,y) idealindeki her
polinom g(x,y)x + h(x,y)y formatinda oldugundan ispatin bir yoni agiktir. Diger kap-
samayr ispatlamak i¢in, f(0,0) = 0 esitligini saglayan bir f € K[z, y] polinomu ala-
lim. Bu durumda f polinomunun sabit terimi sifir olacagindan dolayr f € (x,y) olur
ki istenendir. Benzer sekilde K" afin uzayinda bir p noktasimin sifirlayan idealinin
(1 =1, ... xp—py) ideali oldugu gosterilir, bu ideal maksimaldir [25, Onerme 9, 5.201].
K herhangi bir cisim ise tek elemanly afin cesitlemin ideali maksimal idealdir, tersi ise

cebirsel kapali cisim tzerinde gecerlidir.

Onerme 2.1.11. 125, Onerme 10, 5.202] K cebirsel kapaly bir cisim ise S polinom
halkasinda I idealinin maksimal olmast i¢in gerek ve yeter kosul I = (x1—pq, ... T.—py)

olacak sekilde p € K" elemaninin var olmasidar.

Yukaridaki 6nerme geregi K cebirsel kapali bir cisim ise maksimal idealler ile tek

elemanli cegitlemler arasinda birebir 6rten esleme vardir.

Onerme 2.1.12. [25] Y1,Y, C K" olmak dizere asagidaki ifadeler gecerlidir.
(i) Vi €Yy = I(Ya) CI(V3) .
(ii) 1(Y1UYs) = (Y1) N 1(Y)

(111) J; C I(V(J1))

(iv) 1(Y1) = I(Y1)



(v) Y1 =V(I(Y1))

7 ={V C K" |V afin ¢esitlem} ve .¥ = {I C S| I, ideal} olmak iizere F} : . —
7', I — V(I) doniigiimii iyi tamimhdir. Fakat birebir degildir. Eger cisim kapali degilse
bir¢ok idealin afin ¢esitlemi bog kiimedir: p € R olmak iizere I, = (p) = Rz], Iy =
(1 4+ 2?) ideallerinin afin gegitlemleri bog kiimedir. Eger K cismi kapali olursa sadece

polinom halkasinin kendisi bog kiimeyi temsil edecektir:

Teorem 2.1.13. [25, Teorem 1, s. 170](Zayif Nullstellensatz) K cebirsel kapaly cismi
ve I C S ideali verilsin. Bu takdirde V(I) = () olmasi i¢in gerek ve yeter kosul I = S

esitliginin saglanmasidar.

K cisminin cebirsel kapali secilmesi bu doniigiimiin birebir olmasi i¢in yeterli de-
gildir: Her a, b pozitif tam sayisi icin V(x¢,25) = {(0,0)}. Dolayisiyla her a, b pozitif
tam sayisina kargihk gelen V(z¢,2%) gesitleminin ideali aymdir: I(V (2, 25)) = (z, ).

Agagida verilen radikal ideal tanimi araciligla bu egitlikler genellenecektir.

Tanimm 2.1.14. Verilen I C K[xq,...,x,] ideali i¢in
VI ={f|32>0 tam sayss i¢in f> € I} D T

kiimesi de bir idealdir ve bu ideale I idealinin radikali denir [25, 5. 175]. Ejer I = /1

ise I idealine radikal ideal denir.

Teorem 2.1.15. [25, Teorem 6, s. 176](Giiglii Nullstellensatz) K cebirsel kapali bir
cisim ve J C Klxy, ..., x,] bir ideal olmak tizere I(V(J)) = V/J.

F 7 — 7, V= I(V) doniigiimii iyi tammhdir. K cismine bagh olmadan F
doniigiimii her zaman birebirdir, ¢linkii V(1(V)) = V. Her gesitlemin sifirlayan ideali
radikal oldugundan bu déniigiim 6rten degildir [25, Sonug 3, s. 176]. V(1) = V(\/]) esit-
ligi F doniisiimiiniin birebir olmadigini gésterir, 6rten oldugu agiktir. F doniisiimiiniin
deger kiimesini ve F} doniigiimiiniin tanim kiimesini v/ = {I C S| I radikal ideal}
radikal idealler kiimesine kisitlayalim. Ayrica K cismini cebirsel kapal alalim. Bu du-
rumda her I radikal ideali icin I(V(I)) = /I oldugundan F, déniisiimii 6rtendir.
Ayrica Fy doniisiimii birebirdir: I, J idealleri igin V(I) = V/(J) olsun, dolayisiyla



I(V(I)) = I(V(J)). Diger yandan I(V(I)) = VI = I, I(V(J)) = V.J = J esitlikle-
rinden I = J. Sonug olarak iki doniigiimde birebir ve ortendir, iistelik V(I(V)) = V,
I(V(I)) = /I = I oldugundan birbirlerinin tersidir.

K cismi kapali degilse yukarida verilen Nullstellensatz Teoremlerini uygulayama-
y1z, dolayisiyla radikal idealler ve cegitlemler arasinda eglemeden bahsedemeyiz. [28]
caligmasinda benzer agamalar sonlu cisimlere uyarlanmigtir. (V') sifirlayan idealinin
radikal ideal olmasi her zaman gecerlidir, yani K cismine bagh degildir. Bu nedenle

oncelikle sonlu cisim polinom halkasinin radikal idealleri incelenmigtir.

Lemma 2.1.16. [28, Lemma 3.1.1] K = F, olmak tzere her I C K[zy,...,x,| ideali

1¢in
[+<‘x({_‘r17--‘7$g_x7“>
ideali radikaldir.
Bu lemmay1 K[z, . .., z,] halkasimin (x] — x4, ..., 22—x,) idealini kapsayan idealleri
radikaldir veya K[z1, ..., 2,]/{(x]—x1, ..., 22—x,) boliim halkasinin her ideali radikaldir

seklinde de yorumlayabiliriz.

Teorem 2.1.17. [28, Teorem 3.1.3] K =, olmak tzere her I C K[z, ..., z,] ideali

icin V(I) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1 € I + (a8 —xq,..., 29 — z,).

Teorem 2.1.18. [28, Teorem 3.1.2] K[x1, ..., x,] sonlu cisim izerinde tanyml polinom
halkasy olmak tzere herhangi I ideali i¢in I(V (1)) =1 + (x] — x1,..., 29 — x,) esitligi

saglanar.

K cismi kapal ise maksimal idealer ile tek elemanl afin cegitlemler arasinda bire-
bir orten bir egleme oldugunu soylemistik. Simdi asal idealerin, afin cegitlemlerin bir
alt kiimesi ile birebir orten eglendigini gosterelim: V' C K" afin cegitlem olsun. Eger
her Vi, V5 iki afin cegitlemi icin V' = V; U V5 olmas1 V3 = V veya V = V5 olmasim

gerektiriyorsa V' afin cegitlemine indirgenemez cesitlem denir.

Onerme 2.1.19. 25, Onerme 3, 5.198] K herhangi bir cisim olmak tizere V ¢egitle-

minin indirgenemez olmasy i¢in gerek ve yeter sart 1(V') idealinin asal olmasidar.

Her I asal ideali icin V(1) afin cesitlemi indirgenemez degildir. Ornegin I = (2,24 —
1ox3) C Folwy, w9, x3, 4] ideali asaldir fakat V(I) C Fj gesitlemi indirgenebilirdir. K
8



cebirsel kapali bir cisim ise her [ asal ideali i¢in V() indirgenemez bir afin ¢egitlemdir.
Sonug olarak indirgenemez afin cesitlemler ile asal idealler V +— I(V), I — V(I)

dontigiimleri ile birebir ve orten eglesir [25, Sonug 4, s.199].

2.2 Polinomlar ve Rasyonel Fonksiyonlar

Tanim 2.2.1. Herhangi bir V € K" afin cesitlems i¢in ¢ : V — K fonksiyonu en az bir
f € .8 polinomunun V' kiimesine kisitlanisina esit oluyorsa V' izerinde polinom fonk-

styon denir. V idzerinde polinom fonksiyonlarimin kimesini P(V,K) ile gisterelim:

PV, K)={¢:V = K|[3If €eKlzy,... 2] igin ¢ = flv}.

S — P(V,K), f+— f|v halka homomorfizmas: értendir ve cekirdegi (V') idealidir,
dolayisiyla P(V,K) = S/I(V). f,g € S olmak iizere f|, = g|y esitliginin saglanmasi
icin gerek ve yeter kogul f — g € I(V). Boylece bir ¢esitlemin iizerinde tanimh olan

polinom fonksiyonlarin halkas1 agagidaki sekilde de ifade edilir:

Tanim 2.2.2. V' bir afin cesitlem olmak tzere S/I(V) bolim halkasina V' afin ¢egitle-

minin afin koordinat halkast denir ve K[V ile gosterilir.

K[V] boliim halkasmin her denklik sinifi V' {izerinde bir polinom fonksiyona karsilik
gelir. Her f € Sicin f 4 I(V) € K[V] denklik smifim1 f ile gdsterelim.

r pozitif tamsay1 olmak iizere {1,...,r} kiimesi tez boyunca [r| ile gosterilecektir.
K[V] koordinat halkas: {z; + I(V') | i € [r]} tarafindan iiretilen bir sonlu K-cebiridir.
Daha genel olarak her I C S ideali i¢in S/I halkasi {z; + I | ¢ € [r]} tarafindan
iiretilen bir sonlu K-cebiridir. Diger yandan her sonlu iiretilmis r boyutlu K-cebiri i¢in
bir I C S ideali vardir 6yle ki K-cebiri S/I halkasina izomorftur: A, {aq,...,a,.} C A

kiimesi tarafindan tretilen bir K-cebiri olsun. Bu takdirde A cebirinin her elemam

{ab" ... ab | b € N"} kiimesinin elemanlarnin bir K-lineer toplamudir, yani

_ bi1 b;
A= { E ciayt - a)m
i

biENr, CZ‘EK}.

¢a S = A, x; — a; doniiglimii 6rten halka homomorfizmasidir ve A ~ S/Cek¢ 4.
Her sonlu iiretilmis bir K-cebiri koordinat halkasi degildir. K cebirsel kapali olmak

tizere A sonlu iiretilmig K-cebiri, indirgenmis (nilpotent elemam olmayan) ise koordinat

9



halkasidir: A cebiri bir I ideali icin S/I boliim halkasma izomorftur. Ote yandan A
cebiri indirgenmis oldugundan, I radikaldir ve I = I(V (1)), dolaysiyla S/I ~ K[V (I)].
Bu yiizden sonlu iiretilmis K-cebirinin koordinat halkasi1 olmasi icin gerek ve yeter sart
indirgenmig K-cebiri olmasidir [29, Teorem 1.25].

f,g € S olmak iizere f/g geleneksel olarak K" {izerinde rasyonel fonksiyon olarak

adlandirihr ve bu elemanlar Kz, ..., z,| tamhk bolgesinin kesirler cismini olugturur:

K($17"‘7x7’) :{f/glf,geK[Ilw--’er g;é()}

g fonksiyonun sifirlandig yerlerde f/g bir fonksiyon tamimlamaz. Fakat K" afin uzayimin
bazi yar1 afin cegitlemlerinde iyi tanimhdir. f/g rasyonel fonksiyonu K" \ V' (g) kiimesi
tizerinde iyi tanimlidir.

V' bir indirgenemez afin gesitlem olmak iizere K[V] koordinat halkasinin kesirler

cismi K(V) ile gosterilir:

K(V) = KVI\{O)"K[VI={f/3 | f,5€K[V], g¢I(V)}

K(V') cisminin elemanlar1 V' {izerinde rasyonel fonksiyon olarak adlandirilir. Benzer
sekilde bu rasyonel fonksiyonlar V' afin cesitlemi {izerinde iyi taniml olmayabilir. V

afin c¢egitleminin baz yar1 afin ¢esitlemlerinde iyi tanimhdir.

Tanim 2.2.3. V bir indirgenemez afin cegitlem ve p € V' olmak tizere

Ovp={f/7€K(V) | g(p)# 0}

kiimesi K(V') cisminin alt halkasidur ve bu halkanin elemanlarina p noktasinda diizenli
fonksiyon denir. U C V agik alt kiimesinin her noktasinda dizenli olan fonksiyona

U fizerinde diizenli denir. Bu fonksiyonlarin olusturdugu halka O(U) ile gosterilir. Bu

durumda her p € V i¢in O(U) = ) Oya ve K[V] C Oy, oldugu agiktr.

aclU
p € V olmak iizere my, = {f € K[V]| f(p) = 0} kiimesi K[V] halkasinin bir mak-
simal idealdir, ¢linkii g — ¢(p), K[V] — K doniisiimii birebir halka homomorfizmasidir

ve K[V]/my,p ~ K. K[V] halkasinin my,, maksimal idealindeki yerellegtirmesi

(KVI\myp) ' KIVI ={f/g | f€K[V], g € K[V]\myp}
10



Oy p halkasidir, dolayisiyla Oy, yerel halkadir. Tek maksimal ideali

myp=1{f/g € K(V) | g(p) #0, f(p) = 0}.

Ornek 2.2.4. V = V(2124 — 2923) C K* olmak dizere ¢ = 77/73 € K(V) rasyonel
fonksiyonunun U = {p € V | ps # 0 veyaps # 0} C V a¢ik kiimesinde dizenli bir
fonksiyon oldugunu gosterelim: U kiimesi Uy = {p € V|ps # 0}, Uy ={a € V]as # 0}

kiimelerinin birlesimidir. Herhangi p € Uy elemana i¢in

¢ =71 /%3, v2(p) # 0

oldugundan ¢ € [\ Oyp. Simdi Uy kiimesinden bir p elemans alalim. I(V') D (x124 —
peUy
xow3) oldugu agikardir, bu sebeple K(V') cisminde 77 /T3 = T3/%;. Bu durumda ¢ =

T3/T; elde edilir ve x4(p) # 0 oldugundan ¢ € () Oya.

aclUs

Yukaridaki 6rnekte ¢ fonksiyonunun bir noktadaki diizenli oldugunu gosterirken
sectigimiz temsilci ile sadece o noktadaki diizenlilik degil bu noktay1 kapsayan acik bir
kiime iizerinde diizenlilik gosterilmistir. Yani 6rnekte Uy, Uy acik kiimelerinin her nok-
tasindaki diizenliligi gostermek icin farkli temsilci kullanilmamigtir. Agagidaki lemma
diizenli fonksiyon taniminimi her noktada yerel temsilcilerle degil bir noktanin agik kom-
sulugunda yerel temsilcilerle uygulanabilecegini veriyor. Sonug olarak diizenli fonksiyon
tanim1 agagidaki gibi de verilebilir. Tki tanim ile elde ettigimiz bir noktadaki diizenli
fonksiyonlarin olugturdugu halkalar izomorftur [30, Teorem 3.2.c|. Bu tanim ile diizenli

fonksiyon tanimi afin olmayan cesitlemler icin genisletilebilir.

Tanim 2.2.5. U bir yart afin cesitlem ve p € U olsun. Bu takdirde

Vp' €U, iging(p') =

olacak sekilde f,g € S polinomlar, ve U, C U agik kiimesi varsa ¢ : U — K fonksiyonu
p € U noktasinda diizenlidir denir. Eger U kimesinin her noktas: icin ¢ diizenli ise ¢

fonksiyonuna U kiimesinde dizenli denar.

Teorem 2.2.6. [30, Teorem 3.2] V' bir indirgenemez afin ¢esitlem ve K cismi cebirsel

kapalr olmak tizere asaqidaki ifadeler gecerlidir.
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(i) O(V) ~K[V].

(it) p — my,p dontsimi K[V halkasinin maksimal idealleri ile V' afin ¢esitleminin

noktalariny birebir ve orten esler.

K cismi cebirsel kapali olmak iizere, K[V'] halkasinin maksimal idealleri ile V' afin
cesitleminin noktalar: birebir ve 6rten eglestiginden, V' cegitlemini K[V] halkasinin mak-
simal ideallerinin kiimesi ile ifade edebiliriz. Genel olarak, R bir degigmeli halka olmak
iizere R halkasinin maksimal ideallerinin kiimesine halkanin maksimum spektrumu

denir ve Specm(R) ile gosterilir. Sonug olarak V' ~ Specm(K[V]).

Tanim 2.2.7. V bir afin cesitlem ve g € S olmak iizere

Vo=1{p €V |g(p) # 0}

kiimest V' dizerindeki Zariski topolojisine gore a¢ik bir kimedir ve bu kiimeye temel

actk kime denir.

V' afin cegitleminin temel acik kiimelerinin olusturdugu aile V' iizerindeki Zariski

topolojisinin bir tabanidir [31, s. 17].

Onerme 2.2.8. [31, Lemma 2.1] K cismi cebirsel kapaly olmak dzere, V, temel agik
kiimesi iizerinde tanamlanan dizenli fonksiyonlarimn halkast K[V cebirinin {g, ¢*, ...}

carpimsal kiimesine gére yerellestirmesidir:
0(Vy) =KV, ={f/g'| f eK[V], i > 0} CK(V)

Ornek 2.2.9. (K*)" = Vy,..0, = K'\V (2, ---2,), K" afin uzaynda agik kiimedir. Yu-
karidaki onerme araciliguyla (K*)" agik kimesinin dizenli fonksiyonlar halkast Laurent

polinom halkasidir:

O((K"") =Kz, ..., Tp)eye, = K27, ..., 27

»rr

Tanim 2.2.10. Vi, V5 bir afin cesitlem veya yart afin cesitlem olsun. ¢ : Vi — Vy

fonksiyonu asagidaki ézellikleri saghyorsa morfizm denir:

(i) ¢ sireklidir.
12



(ii) Her U C Vs, agik kiimesi icin f € O(U) ise fod € O(¢~ (U)) olmalidar.
¢ birebir, drten ve ¢, ¢~! morfizm ise ¢ fonksiyonuna izomorfizm denir.

Onerme 2.2.11. [30, Lemma 3.6] Vi yari afin ¢egitlem veya afin cegitlem ve Vo C K"
bir afin cegitlem olsun. ¢ : Vi — Vo morfizm olmast i¢in gerek ve yeter sart her i € [r]

icin ' o ¢ € O(Vy) olmasidir, burada x* : Vo — K, i. koordinal fonksiyonudur.

Yukaridaki lemmay1 iki 6zel duruma uygulayalim: V) yari afin cegitlem veya afin
cesitlem olmak {izere V] kiimesinden K cismine tanimlanan biitiin morfizmler tam ola-
rak O(V}) halkasinin elemanlaridir. Ikinci olarak V5 C K", V; afin cesitlem olmak iizere
¢ : Vi — V5 morfizm olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her i € [r] i¢in 2 o ¢ € K[V}]

olmasidir.

Ornek 2.2.12. V = V(fi,.-.s frx) CK" ve g € S olmak tzere, V, agik kiimesi V, =
V(fi,--, fx, 1 —gy) C K" xK afin ¢esitlemine izomorftur. m : K" x K — K" iz digimi
fonksiyonu morfizmdir, ¢iinki her i € [r] i¢in 2' o ™ polinomdur. Ayrica 7 iz digimii

fonksiyonu birebirdir ve m(Vy) = V,. Diger yandan
TV, = Vi (2, ) = (3w, 1 (T, T)

fonksiyonu da x, ..., x,, 1/g(xy, ..., 2.) =y € O(V}) oldugundan Onerme 2.2.11 geregi
morfizmdir. Sonu¢ olarak V, temel agik kimesi izomorfizm altinda ayrica kapaly bir

kimedir.

Bir V ¢esitleminin O(V'), Oy, halkalari izomorfizme bagli invaryantlaridir. V' ge-
sitleminin yerine bu afin ¢esitleme izomorf bir yar1 afin g¢egitlem veya bir afin cesitlem

alirsak, bu kiimelerin diizenli fonksiyon halkalar1 da izomorftur.

Onerme 2.2.13. /50, Onerme 3.5] V1 yaru afin cesitlem veya afin gegitlem ve Vo C K"

bir afin cesitlem olmak tizere asagidaki ifadeler saglanir.

(i) ¢ : Vi — Vo bir morfizm ise her f € K[V4] igin ¢* : K[Vo] = O(V1), ¢*(f) = foo

seklinde tanimlanan fonksiyon K-cebir homomorfizmasidar.

(i) Vi, Va kimelerinin izomorf olmasy igin gerek ve yeter kosul O(Vy), K[Va] halka-

larinan izomorfik K-cebiri olmasidar.

13



Teorem 2.2.6 ile bir indirgenemez afin c¢esitlemin koordinat halkasi ve diizenli fonk-
siyonlar halkasi izomorftur. Bu takdirde yukaridaki 6nermeden, iki afin ¢esitlemin izo-

morf olmasi icin gerek ve yeter sart koordinat halkalarinin izomorfik K-cebiri olmasidir.

Ornek 2.2.14. V; = V(2125 — 1), Vo = V(2,2 — 25> — 1) C K? afin cesitlemlerinin

wzomorf oldugunu gésterelim.

K[l’l,l’g] — K[Il, Ig}/<$12 — I22 — 1>
r1 $1—ZE2+<[E12—ZL’22—1>

To > $1+1’2—|—<ZE12—£B22—1>

dontistimi orten K-cebiri homomorfizmasidir ve cekirdegi (x1x — 1) idealidir, dolayi-
swyla

gb*iK[Vvl]%K[va],l'_l'—)l'l—l'z, To > 1 + o

izomorfizmasiyla K[Vi] ~ K[Va]. Onerme 2.2.13 geregi Vi, Va afin cesitlemleri izo-
morftur. Simdi ¢* K-cebiri homomorfizmasina karsilik gelen izomorfizmayr bulalim:

hy = ¢*(T1), he = ¢*(T3) € K[Va] oldugundan Onerme 2.2.11’den

¢: Vo= Vi, ¢((p1,p2)) = (h((p1,p2)), ha((p1,p2))) = (p1 — P2, p1 + D2)

morfizmdir. Diger yandan ¢(Va) = Vi ve ¢ birebirdir.
Ornek 2.2.15. Ornek 2.2.12 ile (K*)" = K'\V(21---2,) C K" agik kiimesi V(1 —
yxy - x,) C K afin cesitlemine izomorftur. (K*)" kiimesinin koordinat halkas

K[z1, s Tplayow, = KlzF, ... 2]

»rr

Laurent polinom halkasidir. Dolayisiyla K[V (1 — yxy -+ - 2,)] = K|z, ..., 20, y] /T ((1 —

yry---x,)), Kz, ..., o] halkalar, izomorfik K-cebiridir.

»rr

Bu alt boliimii afin cesitlemlerin kartezyen ¢arpimlarindan bahsederek sonlandira-
hm. Her i € [s],j € [k] i¢in f; € K[zy,...,2.], 9; € Klyi,...,ys] olmak iizere V} =
V(fi,.-  fs) CK", Vo =V(g1,...,9r) C K" afin ¢esitlemlerinin V; x V, kartezyen ¢ar-
pimlart K™ afin uzayinda afin gesitlemdir: Burada K[z1, ..., z,], K[y, ..., y,] cebirle-

rini K[z, ..., 2., y1,. ..,y cebirinin alt cebiri olarak diigiinelim. fi,..., fs,91,...,9x €
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Kz, ..., T, Y1, .., Yy) olmak iizere
Vix Vo=V (fi, . fss g1, 1) SK™™
Diger yandan
I(Vi x Vo) = I(Vi) + I(Va) C Kz, ..o, 20, Y1, -, Yl

esitligi mevcuttur [32].

Onerme 2.2.16. /532, Onerme 2.3.10) Vi C K", Vo C K" afin ¢egitlemleri indirgene-

mez ise Vi X Vo afin cesitlemi de indirgenemezdir.

2.3 Boyut

Bir afin ¢esitlemin boyutu topolojideki boyut tanimi iizerinden tanimlanmigtir. C' ele-
manlar1 bos kiimeden farkl bir kiimeler ailesi olsun. C' kiimesinin ” C ” kapsama ba-
gitisina gore tam sirali olan alt kiimesine zincir denir. Bir C' C C zincirinin uzunlugu

|C’| — 1 olarak tanimlanir. £ uzunlugunda bir zincir
CoCcCiC---CCy

seklinde gosterilir.

Tanim 2.3.1. V bir afin cesitlem ve 7, V idizerinde tanimlanan Zariski topoloji olsun. T
topologik uzayimin boyutu, 7 ’'nun indirgenemez elemanlarindan olusan zincirinin uzun-

lugunun maksimumudur.

Zariski topoloji araciligiyla bir afin cesitlemin boyutunu hesaplayabiliriz. Ayrica
Zariski topoloji Noetherian topoloji (Bir topolojik uzaymn her indirgenemez farkh kapali
alt kiimelerinin azalan zinciri sonlu ise Noetherian denir.) oldugu i¢in her afin ¢egitlemin

boyutu sonludur 33, Lemma 2.13].

Ornek 2.3.2. K afin uzayinn indirgenemez afin cesitlemleri bir elemanly alt kiimeleri

ve kendisidir, dolayisiyla boy K = 1.

Simdi halkalar {izerinde boyut tanimindan bahsedelim.
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Tanimm 2.3.3. R bir halka olmak tzere R halkasinin asal ideallerinin maksimum uwzun-

luktaki zincirinin uzunluguna R halkasinin Krull boyutu denir.
Tanim geregince Noetherian bir halkanin Krull boyutu sonludur.
Ornek 2.3.4. Her cismin tek asal ideali sifur ideali oldugu icin Krull boyutu suferdar.

Ornek 2.3.5. Z halkasinan maksimum wzunluktaki bir asal idealler zinciri = € 7 asal
olmak tzere {0} C (z) zinciridir, dolayisiyla boyZ = 1. Genellersek her esas ideal

bolgesinin Krull boyutu 1 dir.

Ornek 2.3.6. S polinom halkasu icin boy S = r, ¢iinki asal idealler kiimesinde
{0} C (1) C{a1,29) C - C a1,y 7y)

zincirinin uzunlugu maksimumdur [29, Sonug¢ 5.7].

Tanim 2.3.7. P C R halkasinda bir asal ideal olmak tizere P idealinin kapsadigs R

halkasinan asal ideallerinin
PoCP1C"'CPk:P

zincirlerinin maksimum uzunluguna idealin ytikseklige denir ve ht P ile gésterilir. Eger
I C R ideali asal degilse idealin yiiksekligi I idealini i¢eren minimum yiikseklige sahip

asal idealin yuksekligi ile tanimlanir, yani
ht I = min{ht P | P asal ve P D I}.

Teorem 2.3.8. (30, Teorem 1.8) R sonlu tretilmis bir K-cebiri ve tamlik bélgesi olsun.

P C R asal bir ideal olmak tizere
ht P + boy R/P = boy R

Bir afin cesitlemin boyutu ile cebirde halkalarin Krull boyutu koordinat halkalar:

izerinden iligkilendirilmistir.

Onerme 2.3.9. (50, Onerme 1.7) V bir afin cesitlem olmak tizere V' afin ¢esitleminin

boyutu ile K[V| koordinat halkasinan boyutu aynadar.
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boy S = r oldugundan Onerme 2.3.9 ile boy K" = r. Onerme 2.3.9 ve Teorem 2.3.8
geregi verilen bir V' C K" afin ¢esitlemi i¢in ht I(V') 4+ boy V' = boy S = r esitligi elde

edilir.

Onerme 2.3.10. (30, Onerme 1.7) V bir agik kiime olmak tizere boy V = boy V.

2.4 Normallik ve Diizgiinliik

Tanim 2.4.1. R tambik bélgesinin kesirler cismi F olsun. Verilen bir k € F ele-
mane R[x] halkasinan bir monik polinomunun (bas katsaysi 1 olan) koki ise R tzerinde
tamdir denir. F' cisminin her tam elemant R tamlik bolgesinin elemant ise R tamlik

bolgesine normal denir.

Ornek 2.4.2. Her z € Z elemans Z dizerinde tamdir, ¢inkii x —z € Z[z] monik polino-
munun kokidir. Her % € Q\ Z rasyonel saysi Z tizerinde tam degildir. Varsayalvm ki
tam olsun. O zaman bir f(x) = co+c1x+- - +cp_ 128+ 2% € Z]x] monik polinomunun
kokidir, yani

k—1 k

z z
Co + 01; + -+ Cr—1 (Z/)k_l -+ (Z/)k = 0.

Esitligin iki tarafina (2/)*1 ile carparsak

o)V Foz(Z) 4 g =0

elde edilir, buradan % € Z olur ki celigskidir. Sonug olarak Z normaldir. Tkinci bir

yol olarak 7. esas ideal bolgesi oldugu i¢in tek tirli ¢carpanlarina ayrilabilen bélgedir,

dolaypsiyla normaldir diyebiliriz [29, Onerme 8.8].

Degismeli cebirde verilen normallik tanimi cebirsel geometride bir afin cegitlemin

koordinat halkasina uygulanarak afin ¢esitlemin normalligi tanimlanmigtir.

Tanim 2.4.3. V bir indirgenmez afin cesitlem olsun. K[V] koordinat halkas: normal

wse V' afin cesitlemine normal denir.

Ornek 2.4.4. K[z, ..., x,] polinom halkas: tamdur, ¢iinki K cisim oldugu i¢in K[z1, ..., z,

tek tirli ¢arpanlarina ayrilabilen bolgedir [24, Sonu¢ 16.2.11].

Ornek 2.4.5. V = V(23 —232) C K? olsun. T3/77 rasyonel fonksiyonu x> —77 € K[V][x]
monik polinomunun kokidir, ¢inki (T3/T7)° = T1. Bu sebeple T3/T7 € K(V) eleman:
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K[V] tzerinde tamdur, fakat K[V] cebirinin elemany degildir:
¢ K[V] = Klay, 20 /(2% — 23) — K[t2, t*]; 71 > 2, T > 13

dontisimi K-cebir izomorfizmasidir. Varsayalim ki T2/Z7 € K[V] olsun. Bu takdirde
" (T2/71) = t ¢ K[t2, 3] olur ki bu celiskidir. Sonug olarak V' normal afin cesitlem
degildir.

Onerme 2.4.6. /54, Onerme 3.0.11] V' bir indirgenmez afin cesitlem olsun. V afin
cesitleminin normal olmasy icin gerek ve yeter kosul her p € V' noktass i¢in Oy yerel

halkasinin normal olmasidar.

Verilen V' indirgenemez afin gesitlem normal degil ise normallestirilebilir. K[V] ko-
ordinat halkasina K(V') cisminin K[V] {izerinde tam olan elemanlar: eklenerek normal

hale getirilir. V' afin cegitlemininin normalizasyonu asagidaki gibi tanimlanir:
K[V]) ={f e K(V) | f, K[V] cebiri iizerinde tamdir }

halkasina K[V] halkasinin integral kapanisi denir. K[V] halkasi normaldir ve sonlu
tiretilmis indirgenmis K-cebiridir [29, Teorem 8.26]. Dolayisiyla bir normal afin ¢esit-
lemin koordinat halkasidir, bu afin cesgitlemi V' ile gosterelim. V' afin ¢egitlemine V'
afin gegitleminin normalizasyonu denir. Dogal igerme fonksiyonuna K[V] — K[V]" C

K(V) kargilik gelen V' — V morfizmine normalizasyon doniisiimii denir.

Tanim 2.4.7. V bir afin cegitlem ve p € V olsun. I(V) = (f1,..., fx) € S olmak

uzere
g () .. g (p)
JP<f17"'7fk): :

Lep) ... x(p)

matrisine p noktasinda Jacobian matris denir. Eger bu matrisin ranki r — boy V'
wse Vo oafin cesitlemine p noktasinda diizgin veya tekil olmayan denir. EGer V afin

cegitleminin her noktast diizgiin ise V 'ye dizgtun afin cegitlem denir.

Bir polinomun degigkenlerinden birine gore kismi tiirevi kavrami her cisim {izerinde

anlamhdir. Fakat cismin karakteristigine bagl bazi durumlar olabilir. Ornegin K cis-
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minin karakteristigi p > 0 ise f(z) = 2 i¢in 0f /0x = 0. J, matrisinin rank: [ idealinin

secilen iireteglerine bagh degildir [30].

Ornek 2.4.8. V = V(23 — 22) C K? afin ¢esitleminin p noktasi igin Jy(z3 — 22) =
[3p1 _Qpﬂ matrisinin ranki p = (0,0) haricinde 1’dir. Ayrica boy V =1 oldugundan
V' afin cesitleminin her p # (0,0) noktas: dizgindir.

Diizgiinliik yerel halkalar iizerinden tanimlanabilir.

Tanim 2.4.9. R bir Noetherian yerel halka, m € R maksimal ideali olsun. k = R/m
olmak iizere boy R = boy, m/m? sart: saglanirsa R’ye diizenli yerel halka denir.
Burada m/m? kiimesi k kalnty cismi tizerinde vektor uzaydir, skalerle ¢carpma a €
m,r € R i¢in

(a+m?*)(r + m) = ar + m?
seklindedur.

Oy, yerel halkasinin Krull boyutu V' afin ¢esitleminin boyutuna esittir [30, Teorem

3.2|. Bu takdirde Oy, yerel halkasinin diizenli olmas: i¢in
boy V = boyk(mv7p/m%/7p)

esitligi saglanmalidir, burada 72y, = {f/g € Oy, | f(p) = 0}.

Ornek 2.4.10. V = K" afin cesitleminin her noktas: icin Oy p yerel halkasinin dizenl:
oldugunu gdsterelim. my, = {f € K[V]| f(p) = 0} = (x1 —p1, ..., 2, — p,) oldufundan
p € K" noktasi igin k = Oyy/myyp olmak idizere myyp/ms3,,, k-vektor uzaywmin bir

elemani

Z(% - pi)g + m%/,p = Z (ﬂ + mV,p) ((@; — pi) + m%/,p)

i=1 ! i=1 \?

seklinde ifade edilir, burada g— € Oyyp. Boylece myp/my,, vektor uzaymin bir bazin
(25 — pi) + m%/,p? i € [r]
elemanlary olusturur. Sonug olarak boy, (mvp/m3, ) = r elde edilir ki istenendir.
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Teorem 2.4.11. [30, Teorem 5.1] V bir afin cesitlem olsun. Verilen bir p € V noktas
icin Oy yerel halkasiman dizenli olmas i¢in gerek ve yeter sart 'V afin cesitleminin p

noktasinda dizgin olmasidar.

V afin gesitleminin Oy, yerel halkasinin diizenli olmasi V' afin cegitleminin p nokta-
sinda diizglin olmasi ile paraleldir. Dolayisiyla bir V' afin ¢esitleminin diizgiinliik tanimi

asagidaki gibi de verilebilir:

Tanim 2.4.12. V bir afin cesitlem ve p € V' olsun. Oyy yerel halkasy dizenli ise V

afin cegitlemine p noktasinda diizgin denir.

Verilen bir V' afin simitli ¢esitleminin diizgiin olmayan noktalarinin kiimesi V' afin

afi
<axj ) kxr

Jacobian matrisinin biitiin (r —boy V') x (r —boy V') alt matrislerinin determinantlarini

simitli ¢egitleminin

sifirlayan kiimesidir, yani kapali bir alt kiimesidir [30, Teorem 5.3].

Onerme 2.4.13. [34, Onerme 1.0. 9] Her diizgiin indirgenemez afin ¢egitlem normal-

dir.
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3 AFIN SIMITLI CESITLEMLER

Bu bolim afin simitli cegitlemlere ayrilmistir. Afin simitli cesitlemlerin 2 temel ya-
pist vardir: Afin simit ve afin cesitlem. Afin simitli cegitlem tanimi ilk olarak bu 2
yapi {izerinden verilecektir. Sonra afin simitli cegitlemlerin afin yarigrup cebirleri ve
simitli idealler ile insa edildigini gorecegiz. Rasyonel ¢okyiizlii konilerden tanimlanan
afin yarigruplar aracihigiyla afin simitli ¢egitlemleri rasyonel ¢okyiizli konilerle iligki-
lendirilecektir. Bu boliimiin geneli, simitli geometrinin en temel kaynaklarindan birisi
olan [34] kitab1 kullanilarak olugturulmusgtur. Boliim boyunca K cismi cebirsel kapal

kabul edilecektir.

3.1 Afin Simit

Tanim 3.1.1. (K*)" agik kiimesine izomorf afin ¢esitleme n-boyutlu afin simit denir.

(K*)™ ac¢ik kiimesinin grup olmasi simite de grup yapisini kazandirir.

Ornek 3.1.2. V = V(2? —y) € K? ise V N (K*)? = {(t,t?) | t € K*} 1-boyutlu
bir simittir. ¢(z) = (x,2?%) ile tanmumlanan ¢ : K* — V N (K*)? fonksiyonu birebir ve
ortendir. rtop(x) = x ve x%0p(x) = x* polinom fonksiyonlar: oldugundan ¢ morfizmdir.
Benzer sekilde ¢~ : VN(K*)? — K*, ¢~ (z, 2%) = z fonksiyonu da morfizm oldugundan
V N (K2, K* dzomorftur. V 0 (K*)? simiti (t1,13)(t2, 13) = (tite, 13t3) islemi altinda

gruptur.

T', n-boyutlu bir simit olsun. Simit ile ilgili baz1 temel bilgileri vermeden 6nce, kafes
tanimindan bahsedelim. Sonlu iiretilmis serbest degismeli gruba kafes denir. Ureteg

sayis1 kafesin rankini belirler, n rankh kafes Z" grubuna izomorftur.

Tanim 3.1.3. x : T — K* fonksiyonu morfizm ve grup homomorfizmast ise T simitinin

karakter: denir ve
{x: T — K* | x morfizm ve grup homomorfizmasi}

grubuna da T similinin karakter grubu denir.
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Ornek 3.1.4. Her m = (my,...,m,) € Z", (K*)" simiti igin x™(t1, ... t,) =t - - t™n
karakterini verir. Ayrica (K*)™ simitinin her karakteri bu sekilde tanimlanir, sonug¢ ola-

rak (K*)" simitinin karakter grubu Z" grubuna izomorftur, dolayisiyla
{x: (K*)" = K" | x morfizm ve grup homomorfizmasi} = {™ | m e Z"} = Z".

Bu karakterler (K*)™ simitinin koordinat halkast K[2E, ..., x¥] Laurent polinom halkast

rrn

1cin bir baz teskil eder.

Herhangi bir 7" = (K*)" simitinin karakter grubu n rankh bir kafestir. Karakter
grubunun izomorf oldugu her kafese 1" simitinin karakter kafesi denir. Bu kafeslerden
biri M olmak iizere her m € M elemanina kargilik gelen karakteri x™ : 7" — K* ile

gosterelim.

Tanim 3.1.5. A : K* — T fonksiyonu morfizm ve grup homomorfizmast ise T simitinin

bir parametreli alt grubu denir ve
{N: K* = T'| Amorfizm ve grup homomorfizmas}

grubuna da T simitinin bir parametreli alt gruplar grubu denir.

Ornek 3.1.6. Her u = (uq,...,u,) € Z", (K*)* simiti igin t — (t“, ... t%) bir
parametreli alt grubunu tanimlar. Ayrica (K*)" simitinin her bir parametreli alt grubu
bu sekilde tanimlanir, dolaysiyla (K*)™ simitinin bir parametreli alt gruplar grubu Z™

kafesine izomorftur.

Herhangi bir 7" = (K*)" simitinin bir parametreli alt gruplar grubu n rankl bir
kafestir. Bu kafese izomorf olan her kafese T simitinin bir parametreli alt gruplar
kafesi denir. N bir 7" simitinin bir parametreli alt gruplar kafesi olmak iizere her u € N
elemanina kargilik gelen alt grubu A" : K* — T'ile gdsterelim.

m € M ve u € N olmak iizere T" simitinin karakter grubundan ve bir paramet-
reli alt grubundan sirasiyla x™, A" elemanlarim alalim. x™ ve A" diiniigiimleri grup
homomorfizmasi oldugundan dolay1r xy™ o A" : K* — K* doniisiimii de bir grup endo-

morfizmasi ve morfizmdir, dolayisiyla Ornek 3.1.4 ile her y™ o A" icin bir £ € Z vardir
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oyle ki Y™ o A" : ¢t — t!. Bu takdirde

(,): M xN—Z, (mu)— (mu) =1
doniigiimii bilineerdir. Sonu¢ olarak M = Homgy(N,Z) ve N = Homgy(M,Z), yani
M, N kafesleri birbirinin dual kafesidir.
Ornek 3.1.7. m, u € Z" olmak iizere (K*)" simitinin herhangi bir x™ karakterini ve \*
bir parametreli alt grubunu alalim. Bu durumda bilineer doniisum klasik i¢ carpimdar:

x™o A% K* — K*, ¢~ timw

M x N —=Z, (x™ \*) — (m,u)
Her t € T eleman bir M — K*, Z-modiil homomorfizmasi tanimlar: m — x™(t).
Ayrica biitiin homomorfizmalar bu sekilde olusmaktadir, dolayisiyla

Homgy (M, K*) ~ T.

Diger yandan u®t — A" izomorfizmasi ile carpim modiilii simite izomorftur: N ®zK* ~
T'. Dolayisiyla bir parametreli alt gruplar grubunun bir kafesi N olan bir simit T}y ile

gosterilebilir.

Tanim 3.1.8. Bir V indirgenemez afin cesitlems asagidaki ozellikler: saglarsa simitls

afin cesitlem denir.
o V afin cegitlemi bir T simiti icerir.

o Kusitlanisy T simatinin carpma islemi olacak sekilde bir ¢ : T XV — V' cebirsel

etk vardr, yani @ bir morfizmdir ve V idizerindeki T simitinin grup etkisidir.
Ornek 3.1.9. K" afin uzay simitli cesitlemdir:
o (K*)" C K" simitini icerir.

o v : (K)" x K" — K" ¢((t1,...,tn), (a1,...,a,)) = (t1a1,...t,a,) donidsimi

cebirsel etkidir:

1. Her i € [n] igin x' o @ polinom fonksiyonu oldugu i¢in ¢ morfizmdir.
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2. Verilent, s € (K*)" ve (p1,...,pn) € K" i¢in ¢(, s(p1,-..,pn)) = o(ts, (p1, - ..

3. 1 € K birim eleman olmak izere ¢((1,...,1), (p1,---,pn)) = (D1, -, Pn)-

4. 90{(]1@)” dondigimi (K*)™ simitinin carpma iglemidir.

Ornek 3.1.10. V = V(x125 — 2324) C K* afin cesitleminin afin simitli cesitlem oldu-

gunu gosterelim:

o T =V (K = {(tq,ta, t3, titatz ") | 11, to, t3 € K*} kiimesinin simit oldugunu

gosterelim:

1. ¢ : (K*>3 — (K*)47 ¢<I1,SL’2,$3) = ((‘T17I27:’C37x1x2x§1) fOTLkSiyOnU mor-
fizmdir, ciinkii x* o ¢ fonksiyonlar diizenlidir.

2. ¢ birebir fonksiyondur ve ¢p((K*)?) =T.

8 ¢t T — (K*)3, ¢~ Yoy, w9, 23,04) = (21,70, 13) déniisiimii de polinom
fonksiyonlarindan olustugundan morfizdir. Sonu¢ olarak T, V tarafindan

kapsanilan bir simittir.

o Yukardaki drnekten ¢ : (K*)* x K* — K4 o((t1,to,t3,t4), (D1, D2, D3, P1)) =
(t1p1, topa, taps, taps) dondisimii (K*)* simitinin K* iizerinde bir cebirsel etkisi-
dir. Verilen t = (t1,t,t3,titats ") € T C (K*)* noktasy i¢in V. = tV oldugunu
gosterirsek bu etkiyi V dizerine kisitlayabiliriz: Her p = (p1,p2,p3,pa) € V C K

noktasy i¢in

(x129 — 2374)(tP) = 0

oldugundan V DO tV kapsamas: ispatlansr. Bu kapsamada her t yerine t1 alirsak

V DtV elde edilir ki istenilen esitlik ispatlanar.

3.2 Simitli idealler

Verilen bir M karakter kafesli T simiti i¢cin A = {m;, my, ..., m,} C M olmak iizere

pa: T — (K97

to= (M), X (t))

doniisiimii tanimlansin. Bu déniigiim morfizm ve grup homomorfizmasidir. Ustelik T

simitinden (K*)" simitine tanmimli morfizm ve grup homomorfizmasi doniigiimler bu
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sekilde tanimlanir. Agagida verilen 6nermeden 6tiirii ¢ 4((K*)®) C (K*)" kiimesi simittir

ve T'y ile gosterilir.

Onerme 3.2.1. T, Ty simit ve ¢ : Ty — Ty morfizm ve grup homomorfizmas: olmak

tzere ¢(T) bir simittir.

Onerme 3.2.2. T, C (K*)" kiimesinin Zariski kapanisine Yy ile gdsterelim. Bu tak-

dirde asagqidakiler saglanr:

(1) Ya afin simitli cesitlemdir ve simiti T dor.

(i) ZA = {2;1 m;z; | z; € Z}, Ta simitinin bir karakter kafesidir.
(i1i) boy Y, = rank ZA.

M =17%ise A ={m;,m,,..., m,} C Z*° alt kiimesi s x r boyutlu [m; my---m,]|
tam sayilar matrisi ile temsil edilecektir, yani matrisin siitunlarinin kiimesi Z° kafesinin

alt kiimesi olarak diisiiniilecektir.

Ornek 3.2.3. A = [12] olmak dizere ¢ : K* — (K*)2, t > (t,1?) déniisiimii morfizm
ve grup homomorfizmasidir. Gor(gpa) = Ta = {(t,t?) |t € K*} kiimesi bir simittir
ve Zariski kapanst Yy = V(xy — 22) afin simitli cegitlemidir. Her m € ZA = 7 i¢in
X™: Ty — K* karakteri (t,t?) — t™ seklinde tansmlanir. Her uw = a € N = Z igin Ty

simitinin bir parametreli all grubu \* : K* — T, N4(t) = (t*,t**) ile tanmamlanar.

Y4 kiimesi ile sadece bir afin simitli ¢egitlem verilmemigtir, ileride biitiin afin simitli
cesitlemlerin tam olarak bu gekilde tanimlanabilecegini gorecegiz. Verilen bir m =
(my,...,m,) € Z" vektori m*™, m~ € N” olacak gsekilde m = m™ — m™~ tek tiirli
yazilir. Her a € N” sayisi icin 27" - - - 2% monomu x?* ile gosterilecektir. Y, afin simitli
cesitleminin sifirlayan idealini vermek igin kafes ideali tanimlayalim: a,b € N" olmak
iizere, 2* — 2® € S = K[zy,...,2,] binomlarinin iirettigi ideale binom ideal denir.

L C Z" bir kafes olmak tizere
IL=x*—xPla—bel)=(x™ —x™ |me L)

binom idealine kafes ideal denir.
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Teorem 3.2.4. [35] I, S halkasinda bir binom ideal olsun. I binom idealinin kafes
ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart her i € [r] igin x; + I, S/I halkasiman sifirlayan

elemans degildir.

[35] cahigmasinda kafes ideallerinin temel 6zellikleri verilmistir. Z" — M, e; — m;

grup homomorfizmasinin ¢ekirdegini L 4 ile gdsterelim. L 4, Z" kafesinin bir alt kafesidir.
Onerme 3.2.5. Yy C K" simitli afin cesitleminin sifirlayan ideali I, kafes idealidir.

Yia=Ty oldugundan Onerme 2.1.12 ile T4 simitinin sifirlayan ideali de I, kafes

idealidir.

. 5 0 3
Ornek 3.2.6. A = icin L4 kafesi Ceky A olur, buradan Ly = Z{(3,4,—5)}
2 1 2

elde edilir. Ir,, idealinin I = (x3x

315 — 3) idealine egit oldugunu kanitlayalim. I C I,
kapsamast asikardir, diger kapsamamin ispat i¢in bir f € I, elemanini alalym ve
T3 > 9 > 1 lex monom siralamasina gére bolme algoritmasny uygularsak der,,(g) < 4
olmak tizere f = (x3x3 — x3)h+ g esitlifi yaxlhr. Bu esitlikten g € 1(Ya) elde edilir, do-
layswyla g(13t5, 12, 3t2) sufer polinomudur. g polinomunun bas monomu x® olmak dizere
g(t3t5, 12, 13t2) polinomunda bas monomdan gelen terimi sifirlamak i¢in g polinomunun
bir monomu vardr, yani g polinomunun bir 2 monomu icin (x*—x®) (515, 12, £312) = 0.
Bu esitlikten x® — o € I, ifadesi saglanr, yani a — b € L4. g polinomunun her mo-
nomu i¢in der(zs) < 4 oldugundan |ag — bs| < 4. La kafesinde bu sarts saglayan tek
eleman sifir vektori oldugu icin g = 0 olur ki f € I, bu ispat tamamlar. Sonug¢ olarak

I(Yy) = (x3z5 — x3) ve Yy = V(x3zy — x3).

Verilen 6rnekte I(Y,) idealinin iiretecleri L4 kafesinin bir bazinin elemanlarina
kargilik gelen binomlardan olugmustur, fakat bu durum agagida verilen 6rnekte oldugu

gibi her zaman gecerli degildir.

Ornek 3.2.7. A = [345] matrisinin ¢ekirdegi
Lai={meZ |3m;+4ms+5my =0} =7Z{(2,1,-2),(1,—-2,1)}

kafesidir. Ir,, idealinin I = (x3x9 — 23 x123 — 23) idealine egit olup olmadiginy in-

celeyelim: 1 C I, kapsamasy asikar oldugu i¢in I C I, ifadesinin dogrulugunun
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incelenmesi kafidir. f € Ip, elemanina xo > x1 > w3 lex monom siralamasina gore

bolme algoritmasini uygularsak
f=(aizs — a3)hy + (w123 — 23)ha + g

esitligi yazilir dyle ki g polinomunun monomlar: x3xy, x5 monomlarina bilimemez. Yu-
karida verilen érnege benzer sekilde g polinomunun bas monomu x* olmak tizere g po-
linomunun x® — 2’ € Iy, olacak sekilde bir binomu vardir. Eger bu sarty saglayan sifir
harici bir binom varsa kapsama dogru degildir. x3 — xoxs € I, binomunun monomlar:

2219, 22 monomlarna béliimemez, sonu¢ olarak
I, # (2379 — 23, 21203 — T3).
o3 — xox3 binomunu I idealine iireteg olarak ekleyerek
I = (2379 — 23, 2173 — 13,77 — Tomw3) D I,

kapsamasinin varligine inceleyelim: Benzer sekilde bir f € I, elemanwmn I idealinin
iireteclerine boliimiinden kalan g' polinomunun I, idealine ait bir x*— 2’ binomu olup

olmadigina bakalim, yani a — b elemans
{m e Z|3my +4my +5m3 =0, |mi| <2, |ma| <1, (my,ms) ¢ {(—2,—1),(2,1)}}

kiimesinin elemant olmalidir. Bu kiime sadece sifir elemanini thtiva ettigi i¢in g po-
linomu sifirdir, boylece 1(Ya) = I(Ty) = (2319 — 23, 0103 — 23,23 — 2ox3) ve Yy =

V(23xy — 23, 103 — 23,23 — mows) C Ty = {(£3,¢,15) | t € K*}.

Bir I, kafes idealinin iireteclerini L kafesinin baz ideali ile bulabiliriz. L kafesinin
herhangi bir Z-bazimm her m vektériiniin tammladign x™ — x™ binomlarinm tirettigi
ideale L kafesinin kafes baz ideali denir. S polinom halkasinda I ve J idealleri verilsin.

Agagida tanimlanan ideale I'nin J'ye gore doygun ideali denir.
[:J°={FecS|3kecZignF - J*CI}

Lemma 3.2.8. [36, Lemma 7.6] L bir kafes olsun. L kafesinin bir baz idealinin,
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(x1 -+ x,) idealine gore doygun ideali I kafes idealidir.
Tanim 3.2.9. [, kafes ideali asalsa stmitle ideal denir.

I, kafes ideali asaldir, ¢linkii Y, indirgenemez bir afin cesitlemdir, yani simitli

idealdir. Bu sebeple simdi simitli idealleri daha yakindan anlamaya caligalim.

Onerme 3.2.10. /34, Onerme 1.1.11] I C S idealinin simitli ideal olmast i¢in gerek

ve yeter sart binom ve asal ideal olmasidir.

L C 7" alt kafesinin ranki n olsun.
Sat(L) ={a € Z" |3k € Z" igin ka € L}

kafesine L kafesinin doygun kafesi denir, ayrica L = Sat(L) ise L kafesine doygun de-
nir. L kafesinin doygun olmas igin gerek ve yeter sart Z" /L grubunun sifirlayan elema-
ninin olmamasidir. Béylece Z" /L grubunu belirleyerek L kafesinin doygun olup olmadigi
ogrenilebilir. L matrisinin siitunlar1 L kafesinin herhangi bir bazinin elemanlari olsun. L
matrisinin Smith normal formu vardir, yani PLK = kogegen|d,, ... d,, 0, ..., 0] egitligini
saglayan P € M,y (Z), K € M,x,(Z) unimodiiler matrisleri (det(P) = 1, det(K) =
+1) mevcuttur. Burada her i i¢in d; dogal say1 ve d;|d; 41 sart1 saglanir. Satirlart P
matrisinin son r — n satir1 olan r — n x r alt matrisinin Z-cekirdegi Sat(L) kafesine

esittir, ayrica Z' /L = Z/d\Z ® 2/ d2Z @ - - - ® L] d,Z & 77" denkligi vardir [36].
Teorem 3.2.11. L C 7" alt kafesinin rank: n olmak tizere asagidakiler es degerdir.
(i) Iy, simitli idealdir.
(11) L kafesi doygundur.
(i1i) 7" /L grubunun sifirlayan elemans yoktur.
(tv) L = Ly egitlgini saglayan, r —n X r boyutlu bir A matrisi vardar.

Sonug olarak biitiin simitli idealler I(Y4) = I, sifirlayan ideali formundadir. Bu

takdirde her simitli ideal bir afin simitli ¢egitlem tanmmlar: V' (1(Y4)) = Ya.

Ornek 3.2.12. ¢ : K> = K3, (t1,t2) > (12, t1ty,t3) seklinde tanwmlanan donisim bir

morfizmdir. I = (x1x3 — x3) C K|xy, 21, 23] olmak iizere

Gor(g) = {(t, tata, £3) | 11, t2 € K} = V(I)
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oldugunu gosterelim: Gor(¢p) C V(I) kapsamast agiktir, diger kapsamays ispatlamak
icin bir p = (py1, pa, p3) elemant alalim. Bu durumda pips = p3 saglamr. Eger py = 0

1se po = 0 olur. t1 =0, ty = pil,)/2 alirsak p = (0,0,t3) elde edilir ki istenendir.

210
Simdi 1(Gor(¢)) = I oldugunu kanitlayalim. A = matrisinin ¢cekirdegi Ly =
01 2

Z{(1,-2,1)} kafesidir. Ornek 3.2.6’da verilen ispata benzer sekilde I = I, esitligi is-
patlanabilir, yani I simitli idealdir. Bu takdirde I asalder ve I(Gor(¢)) = 1(V (1)) = 1.

Sonug olarak Y4 = Gor(¢).

11
Bu durum her zaman gecerli degildir. B = olmak tzere Cek, A = Cek; B

01 2

esitliginden otiri Yp = Ya = V(x113 — 23). Fakat B matrisinin situnlarimin tanimla-
dign
¢ K2 = K, (t1,12) — (t1, tata, 0183)

morfizminin gorintd kimesi Yg afin simitli ¢esitlemine egit degildir. Ctnki her ps €
K i¢in (0,0, ps) noktast Yg afin simitli cesitleminin elemany iken Gor(¢') kiimesinin

elemans degildir.

Bu alt boliimii sonlu cisim iizerinde A = [m; my---m,] € M,y (N) matrisinin
tanimladig1 Ty simitinin sifirlayan idealini hesaplamak icin bir yontem veren asagidaki
teorem ile sonlandiralim. Bu yontemde kafes ideal araciligiyla degil eliminasyon teori

yardimi ile sifirlayan ideal hesaplanmigtir.

Teorem 3.2.13. [17, Theorem 3.4] K = F, olmak dzere S polinom halkasinan bir
genislemesi R = K[xq,..., 2,41, ...,Ys] halkasi olsun. Bu takdirde

J=({{zi—y™Yo Uy - ).

olmak tizere I(T4) = J N S dir.

3.3 Afin Yarigrup Cebirleri

Tanim 3.3.1. M, n rankls kafes ve A = {my,..., m.} C M verilsin.

NA:{ZAZ-mZ-MiEN} CM

=1
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yargrubuna afin yarigrup denir. N{ei,...,e,} = N' C Z" en basit afin yarigrup

ornegidir.

& herhangi bir afin yarigrup olmak iizere

K[S] = {Z AaX® | Ao € K}

aceS

ata’ geklinde tanimlanan

seklinde tammlanan kiime K-vektor uzayidir ve x* - y% = x
carpmaya gore bir K-cebiridir. & = NA = {>°7_ Am; | \; € N} C M olmak fizere
X™, .., x™ elemanlart K[§] C K[M] K-cebirinin iiretegleridir.

M kafesinin iiretecleri ey, ..., e, olmak iizere her e; i¢in x; = x“ alirsak K[M] =
K[zF,...,2E] Laurent polinom halkasidir. Bu yiizden her & C M afin yarigrubu icin
K[S] cebiri tamlik bolgesidir. Sonug olarak K[&] sonlu iiretilmis K-cebiri ve tamlik
bolgesi oldugu icin koordinat halkasidir.

T simitinin karakter grubunun kafesi M olmak iizere K[M] = K[zF, ..., zF

| cebiri
T simitinin koordinat halkasidir. Dolayisiyla 7' simitinin koordinat halkas1 K[M] ile

gosterilebilir.

Teorem 3.3.2. [36, Teorem 7.3] M, n rankl kafes ve A = {my,...,m.} C M
verilsin. Bu takdirde KI[NA] ve Klxy, ..., x,.]/1L, cebirleri K-izomorftur.

Ispat 1. K[NA] cebirinin dretegleri x™,...,x™ olmak tzere her i € [r] i¢in ¢a

morfizmine karsilik gelen K-cebir homomorfizmass
¢ZZK[$1,...,$7,]—>K[M], Xi|—>XiO¢A:Xmi

seklindedir. ¢* homomorfizmasinin gorinti kimesi K[NA] cebiridir, ¢% homomorfiz-

masimn ¢ekirdeginin

ILA:<XU_XU|U_DELA>:<Xu_xv|u1m1+"'+urmr:vlm1+"'+vrmr>

ideali oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. x* — x¥ binomu Iy, , idealinin bir dreteci

olsun. uymy +- - -+u,m, = vymy+- - -+v,m, gerejince g, (x*—xv) = ™ ... U —

X" = 0 olur ki I, € Cekoa saglanwr. Simdi diger kapsamayr ispatlayalim.

Varsayalvm ki Cekda ¢ Ir,, olsun, bu durumda Cekda \ I, # 0 olur. <, S halkast
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tzerinde bir monom swralamasi olmak tzere Cekpa \ I, # 0 kiimesinin bas monomu
en kiiciik olan polinomu f ve BM(f) = ® olsun. f(x™,...,x™) = 0 saglamr, ¢iinki
f € Cekpy dir. Bu yiizden f polinomunun bas monomu x® olmak tizere f polinomunun
bir 2 monomu vardwr dyle ki z*— 2z € I, C Cekpa saglanir. Dolayswyla f — (2% — xb)
polinomu Cekpa\ I, kiimesinin elemanidir ve bag teriminin derecesi f polinomundan

kliguktir. Bu bir celiskidir ve dolayisiyla Cekpa = I, olur ki istenendir.

Yukarida verdigimiz Teorem geregince K[NA], Y, afin simitli ¢egitleminin koordi-
nat halkasidir. ZA, Y, afin simitli ¢egitleminin simiti 7’4 'nin karakter kafesi oldugundan
K[T4] = K[ZA]. Diger yandan K[NA] halkasinin Krull boyutu Y, afin simitli gesitlemi-
nin boyutuna egittir, yani boy K[NA] = boy Y4 = rank ZA. Sonug olarak Teorem 2.3.8
geregi I(Y,) = I, idealinin yiiksekligi r — rank ZA = rank L.

Ornek 3.3.3. Ornek 3.2.6 icin Yy = V(2323 — 23) afin cesitleminin koordinat halkas

Teorem 3.3’den

KINA] = K[x{x3, X2: Xix3] = K[21, 20, x5/ (225 — 23).

A bir kafesin bir alt kiimesi olmak iizere Y, afin simitli ¢esitlemi, I, simitli ideali
ve K[NA] afin yarigrup cebiri yapilar: incelenmistir. Simdi bu yapilar: vermemizin esas
amacina sira gelmigtir, bu yapilarin hepsi ile biitiin afin simitli ¢egitlemleri tanimlaya-

biliriz.
Teorem 3.3.4. V bir afin cesitlem olmak iizere asagidaks ifadeler denktir.
(1) V afin simitli cegitlemdir.
(11) Bir kafesin bir A alt kiimesi i¢in V = Yjy.
(111) V' bir simitli idealin siferlayan kimesidir.
(iv) V afin cesitleminin koordinat halkasi bir afin yargrup cebiridir.
Ornek 3.3.5. Ornek 3.1.10’dan 'V = V(1o — w34) C K* afin simitli cesitlemdir.

o 772 kafesinin A = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (1,1, =1)} alt kiimesi icin icin Onerme
3.2.2°de tanamlanan Yy kiimesi V' afin simitli cesitleminine esittir. Qinkid I, =

<I1ZE2 — I31‘4> .
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o [ = (xym9 — x324) binom ideali asal oldugu i¢in simitli idealdir ve V' afin simitli

cesitlemins tansmlar.

o K[NA] = K[z, 72, 73, 117973 '] afin yarigrup cebiri K|xy, xa, 23, 14]/{(x125 — T324)

cebirine izomorf oldugundan K[NA], V' simitli ¢esitleminin koordinat halkasidur.

3.4 Koniler ve Afin Simitli Cesitlemler

N, n ranklh bir kafes olsun. Bu durumda Z" grubuna izomorftur, dolayisiyla N kafesi
n rankl serbest Z-modiildiir. N kafesinin skalerlerini reel sayilar ile genisletirsek Nz =

N ®z R ~ R" vektor uzayini verir.

Tanmm 3.4.1. A= {vy,...,v,.} C Ng olmak izere

T
U:{VENR|V:Z)\ivi7 )\iGR, )\zZO}gNR
i=1
kiimesine c¢okyiizli kont ve v, ..., v, vektorlerine de o konisinin turetecler: denir,

o = Koni(A) ile gosterilir. Ejer A C N ise 0 ’ya rasyonel ¢okyiizli koni denir.

Cokytizlii koniler konvekstir, yani v, v’ € o iken A € [0,1] i¢in Av + (1 — M)V’ € o.
Bir koniyi kapsayan en kiiciik boyutlu vektor uzayinin boyutu koninin boyutu olarak

tanimlanair.

Ornek 3.4.2. 0 = Koni(ey, ey, e1+es, ex+e3) C R3 rasyonel konveks ¢okyiizli konidir.
boy o = 3 olur, ¢iinki o konisinin treteg kiimesinin en fazla R-lineer bagimsiz eleman

Say1st Uetur.

N bir kafes olmak tizere {f : N — Z| f, Z—modiil homomorfizmasi} = Homgy(N,Z)
kiimesi de Z" grubuna izomorf bir kafesdir ve N kafesinin dual kafesi denir. N kafesinin
duali M olmak iizere (,) : M x N — Z, (f,v) = f(v) doniigiimii Z-bilineerdir. Ng =
N ®z R vektor uzayinin duali Mg = M ®z R uzayidir.

Tanim 3.4.3. 0 C Ny herhangi bir konveks cokyiizli koni olmak tizere
o' ={m € Mg | herv € o i¢in (m,v) >0} C Mg

konisine o konisinin dual konisi denir.
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Onerme 3.4.4. Herhangi bir o C Ny konveks cokyizlii konisi icin asaqidaki ifadeler

gecerlidir.

(1) 0¥ konveks ¢okyizli bir konidir.

(ii) o rasyonel koni ise oV dual konisi de rasyoneldir.
(iti) ((07)") =0

m € Mg olmak tizere iki kiime tanimlanir.
Hpn={v e Ng|{m,v) =0} C Ny
kiimesine hiperdiizlem
Hf ={ve Ng|{m,v) >0} C Ng

kiimesine de kapali yariuzay denir. Eger 0 C H ise Hy, kiimesine destek hiper-
diizlemi ve H kiimesine de destek yariuzayi denir. H,, destek hiperdiizlemi olmas
i¢in gerek ve yeter sart m € o¥\{0} olmasidir. Ayrica, my, ..., m, elemanlar ¢ dual

konisinin iiretegleri olmak iizere
,
_ +
o= m Hy.-
i=1

Bu durumda her konveks cokyiizlii koni sonlu sayida kapali yariuzaylarin kesigimidir.

Onerme 3.4.5. 0 = Koni(vy, ..., v,) bir konveks cokyiizlii bir koni olmak tizere
o/ = ﬂ H";
i=1

esitligi mevcuttur.

Ornek 3.4.6. 0 = Koni(2e; — ez, es) C R? konisinin dual konisinin destek yariuzay-

larnan grafikleri asagida verilmistir:
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€1+ 2ey

€2

—€ ey
2e; — ey

—ep — 2e9

() Hj, (b) H,

2e1—e2

Sekil 1: ¢V konisinin destek yari uzaylar:

Onerme 3.4.5 geregince bu ikt kiimenin kesisimi o konisinin dual konisini verir.

eq +2€/

. €1
‘ 2e1 — eg

(a) o = Koni(2e; — ey, e3) (b) 0¥ = Koni(ey, ez + 2e;)

Sekil 2: o ve dual konisi o
Tanim 3.4.7. 0 C Ng ~ R"™ konveks ¢okyizli bir koni ve m € o¥\{0} olmak tzere
T=HnNo={veo|(m,v)=0}

cokytizli konisine o konisinin yiizd denir ve T < o seklinde gdsterilir. Eger T # o ise

diizgiin yiizi denir ve T < o ile gdsterilir.

Bir konveks ¢okyiizlii koninin herhangi bir yiizii de konveks cokyiizlii konidir. Benzer
sekilde rasyonel bir koninin her yiizii de rasyoneldir. Iki yiiziin ara kesiti de yiizdir.
o C Ng konveks ¢okyiizlii konisinin i-boyutlu yiizlerinin kiimesi o(7) ile gosterilir. Bir

koninin bir boyutlu yiiziine 151, boy (o) — 1 boyutlu yiiziine de yiiziit denir.

Onerme 3.4.8. 0 = Koni(vy,...,v,) C Ng ~ R" bir konveks ¢ok yiizli bir koni olmak

tizere asagidaki ifadeler dogrudur.

(i) my,...,m, elemanlar: 0¥ dual konisinin irete¢leri olsun. Bu takdirde boy o = n

ise o konisinin yizitleri i € [r] olmak tzere Hy, N o konileridir.
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(ii) Her T # o ylizi, T ylzini kapsayan yizitlerin ara kesitidir.

Onerme 3.4.9. 0 C Ny ~ R™ bir konveks cokyiizlii koni olmak iizere asagidaki ifadeler

denktir.
(i) {0} € ¢(0).
(ii)) o N (—o) ={0}.
(111) boy o¥ = n.
(iv) o konisinin kapsadigi tek vektor uzays sifur alt uzayider.
Bu sartlardan birini saglayan konveks ¢okyiizli koniye giiclii konveks denir.

Tanim 3.4.10. o C Ny rasyonel ¢okyizli konveks konisinin p < o herhangi bir s

olmak tizere p N N ~ N yarigrubunun tek tretecine p 1sininin ilkel dretect denir.

Lemma 3.4.11. 0 C Nz =~ R” rasyonel giicli konveks ¢okytizlii konisinin wsinlars
P1s- -, pr ve bu asinlarin ilkel dretegleri siraswyla vy, ..., v, olsun. {vy,...,v,.} kiimesi

o konisinin tretec kiimesidir.

Koni(es) C R? konisi rasyonel giicliidiir. Koni(e;, —e;, e;) dual konisi giiclii degil-
dir. Sonug olarak giiclii konveks cokyiizlii bir koninin duali giiclii konveks olmayabilir.

Maksimum boyutlu gii¢lii konveks c¢okyiizlii bir koninin duali giiclii konvekstir.
Tanim 3.4.12. 0 C Ny konveks cokyiizli bir koni olsun.

1. o konisinin manimal tretecleri N kafesinin bir bazinin alt kiimesi ise o konisine

diizgiin denir.
2. o konisinin minimal tretecleri R-lineer bagimsiz ise o konisine simpleksel denir.

Diizgiin bir koni simplekseldir, fakat tersi dogru degildir. Ornegin o = Koni(e,, e; +
3e;) C R? konisi simpleksel iken diizgiin degildir. Uretecleri R-lineer bagimsiz oldugu
icin o simplekseldir. Uretecler Z-lineer bagimsiz fakat e, elemani e;, e; + 3e, eleman-
larimin bir Z lineer kombinasyonu olmadig1 icin Z? kafesinin bir bazinin alt kiimesi

olamaz, dolayisiyla o diizgiin degildir.

Onerme 3.4.13. ¢ C Ny konveks ¢okyiizli bir koni olmak dizere asagudaki dzellikler

mevcuttur.
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(i) o konisinin wsin sayise boy o ise o simplekseldir.
(ii) o dizgin bir koni degil ise, o konisini ihtiva eden her koni de dizgiin degildir.
(11i) o dizgin (simpleksel) bir koni ise her yizi de dizgindir (simplekseldir).

o C Ng herhangi bir ¢okyiizlii koni olmak iizere ¢ N N kiimesinin herhangi bir nok-
tasina o konisinin kafes noktasi denir. Bir rasyonel ¢okyiizli koninin kafes noktalar

afin yarigrup olusturur.

Onerme 3.4.14. [34, Onerme 1.2.17] ¢ C Ng rasyonel cokyiizlii konveks bir koni

olmak tizere S, = oV N M afin yarigruptur.

Ornek 3.4.15. Ornek 3.4.6’dan oy = Koni(2e; — ey, e;) C R? konisinin duali 01" =
Koni(ey, e + 2ey) konisidir. o1¥ N7Z?* afin yargrubunun dretegleri (1,0), (1,1), (1,2)
kafes noktalaridir: 0" NZ* = N{(1,0), (1,1), (1,2)}.

oy = Koni(ey) konisi igin 02" NZ? = Koni(ei, —e1,es) N Z* afin yargrubunun dire-
tegleri (1,0),(—1,0),(0,1) kafes noktalaridir. 05" konisinin tretegleri ile 05" NZ? afin
yargrubunun tretecleri ayna fakat oy konisi ile 0¥ N Z? afin yargrubunun dretecleri

ayne degildir.

e o o o o o o o o
(a) Sy = oY VA (b) Sgy = o9V VA

& bir afin yarigrup olmak tizere SN (—&) = {0} sartim saglarsa giiglii afin yarigrup
denir. Giiclii afin yarigrubunun minimal {iretec kiimesi tektir, bu kiimeye Hilbert baz

denir. Bu kiime agagidaki 6nerme ile ifade edilmistir.

Tanim 3.4.16. Bir & afin yarigrubunun bir m # 0 elemaminin m = m’+m”, m’, m” €
S seklinde her yazhsinda, m’ ve m” elemanlarindan en az biri sifir ise m elemanina

indirgenemez eleman denir.
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Onerme 3.4.17. & bir gicli afin yarigrup olsun. Bu takdirde
J ={m € § | m indirgenemez}

kimesi asagida verilen ozellikler: saglar.

(i) A sonlu kiimedir ve 8 afin yarigrubunu dretir.

(i) § afin yarigrubunun S€ kimesini kapsayan bir irete¢ kiimesi yoktur.

o maksimum boyutlu rasyonel ¢okyiizlii konveks koni ise oV giiclii konveks rasyonel
gokytizlii bir konidir, dolayisiyla oY N M giiclii afin yarigruptur. Bu takdirde VN M afin
yarigrubunun .77 Hilbert baz1 vardir. 57 bazi1 ¢V konisinin igilarimn ilkel iireteclerini
icerir, ciinkii ilkel iiretecler indirgenemezdir. Ustelik % bazi ¢ konisinin tek rasyonel
minimal iirete¢ kiimesidir.

Her afin yarigrup bir afin simitli ¢esitlem verdiginden, &, afin yarigrubu da koordi-

nat halkasi1 K[&,| cebiri olan afin simitli ¢egitlemini verir.

Teorem 3.4.18. ¢ C Nr ~ R" rasyonel cokyiizli konveks koni olmak tizere U, =
Speem(K([S,]) kiimesi afin simitli cesitlemdir, ayrica U, afin simitli ¢cegitleminin simiti

T olmak iizere
o glicli konvekstir <= T ~Ty = N ®z K* <= boy U, = n.

Ornek 3.4.19. ¢ = Koni(2e; — es,ey) C R? olmak iizere Ornek 3.4.15 ile 8, =
0V NZ?=N{ej, e +ey,e; +2e}. Bu durumda

1 11
01 2

icinUy, =Yy, La = Z{(1,-2,1)} ve Lemma 3.2.8 gereji simitli ideal I1,, = (x1x3—23) :

(w17923)%° = (w123 — 22). Sonug olarak U, = V(v 23 — 13) ve
K[S,] = K[x, x* 2, x> =~ Klwy, 3, 23]/ {z123 — 23 ).

o gii¢li konveks bir koni oldugundan T ~ (K*)?, dolayisiyla U, afin simitli cesitleminin

simitinin bir parametreli alt gruplar grubu Z2 kafesine izomorftur. Diger yandan 7?
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kafesinin duali de Z* oldugundan karakterler grubu da 72 kafesine izomorftur.

Ornek 3.4.20. ¢ = Koni(0) C R? konisinin duali 0¥ = Koni(£e,,+e,) konisidir.

S, = N{tey, Les} afin yargrubuna karsilik gelen U, afin simitli ¢esitlemidir:
U, = Speem(K[zy, 20, 271, 25 1]) = V(ziws — 1, 20wy — 1) == (K*)2

Ornek 3.4.21. Farkli koniler ayne afin simitli cesitlemi verebilir. Ornegin oy = Koni(ey) =
01V C R, 09 = Koni(—ey) = 09” C R alirsak ayni simitli cesitlemler elde edilir:

Uy, = Speem(K[z]) = K, U, = Specm(K[z~!]) = K.

Ornek 3.4.22. Her rasyonel cokyizlic konveks koniye karsilik gelen bir afin simitli
cesitlem varder, fakat tersi dogru degildir. Ornejin & = N{2,3} afin yarigrubunun
tammladign afin simitli cesitlem V = V(3 — x3) olmak dizere & = oV N7 esitligini
saglayan o C R cokyiizli konveks koni yoktur. R vektor uzayr 4 farkl rasyonel cokytizli

konveks icerir:
7 = Koni(0) = {0}, 090 = Koni(e;) = R", 0, = Koni(—e;) = R, 09 = Koni(e;, —e;) = R.

Bu konilere karsilik gelen afin yarigruplarin hicbirt 8 kiimesine egit degildir.

3.5 Afin Simitli Cesitlemlerin Ozellikleri

Bu alt boliimde afin cesitlemler icin verilen bazi tanimlar1 ve &zellikleri afin simitli
cesitlemler {izerinde inceleyecegiz.

Boliim 2.4’te normal afin gegitlem tanimi verilmistir. Normallik tanimi bagta anla-
silmasi ve kullanilmasi zor olarak goriiniir. Fakat simitli afin ¢esitlemler i¢in ele alininca
koniler araciligiyla yorumlamak kolaylagmistir. Asagida verilen teorem aracihigiyla bir
simitli cesitlemin normal olup olmadig1 kolayca anlagilabilir. Oncelikle doygun afin ya-

rigrup tanimini verelim.

Tanim 3.5.1. & C M bir afin yarigrup olsun.
Sat(§) ={m e M |3k e N\ Oiginkm € S}

kiimesine § afin yargrubunun doygun afin yarigrubu denir. Eger Sat(§) = § ise
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§ afin yargrubuna doygun denir.
Teorem 3.5.2. V afin simitli cesitlem verilsin. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

(i) V normaldir.
(i) Bir NA doygun afin yarigrubu i¢in V =Y.
(i1i) Bir o C Ng rasyonel giglii konveks ¢okyiizli konisi i¢in V = U,.

Ornek 3.5.3. Ornek 8.4.19°den V = V(xy25 — 23) C K olmak dizere o = Koni(2e; —
ey, €y) C R? icin U, =V oldugunu biliyoruz. o rasyonel giiclii konveks ¢okyiizli koni
oldugundan dolayr V normal simitli cesitlemdir. Diger yandan V' afin simitli ¢cegitlemi
Ornek 8.2.12 ile V. = Yy dwr, burada A = {(2,0),(1,1),(0,2)}. NA afin yarigrubu
doygun degildir, ¢inki (1,0),(0,1) ¢ NA. Fakat V' normaldir, bu durum yanlis afin
kafesin segilmesindendir. M = 7* kafesi yerine ZA kafesi segilirse (NA) afin yarigrubu
doygundur.

Verilen bir & C M afin yarigrubuna kargilik gelen afin gesitlem V' = Specm(K|[S])
olsun. & afin yarigrubunun herhangi bir sonlu iireteg kiimesinin iirettigi koni Koni(s§') C
Mpg ve duali 0 = Koni(§)¥ C Ny olsun. Bu notasyonlar1 kullanarak V' afin simitli

cegitleminin normalizasyon doniigiimiinii verelim:

Onerme 3.5.4. o giiclii konvekstir ve dogal icerme homomorfizmasima K[S] — K[S,]

karsilik gelen U, — V morfizmast bir normalizasyon dontisumiidir.

Onerme 3.5.4’den K[$] halkasmin integral kapanisi K[S,] halkasidir. Bu durumda
V' = Specm(K[$]) afin simitli gegitleminin normalizasyonu U, afin simitli ¢egitlemidir

ve Sat(8) = Koni(&) N M = &,.

Ornek 3.5.5. A = {2,3} C Z olmak tizere Yy = V(23 —23) C K? afin simitli cesitlem
normal degildir, ¢inki NA doygun degildir. Koni(A) = Koni(2e;,3e1) = Koni(e;) C R
oldugundan Sat(NA) = N. Sonu¢ olarak K[V] koordinat halkasinin integral kapanis

K[N] halkasidir ve V' afin simitli ¢egitleminin normalizasyonu K afin uzayidur.
Diizgiin afin simitli ¢egitlemler de koniler aracihgiyla karakterize edilebilir.

Teorem 3.5.6. 0 C Ny bir rasyonel gucli konveks ¢okyiizli koni olsun. Bu takdirde
U, afin simitli cesitleminin dizgin olmast icin gerek ve yeter sart o konisinin dizgin
olmasudar.
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Rasyonel giiclii ¢okyiizlii konveks koninin her yiizii de rasyonel giiclii ¢okyiizli kon-
veks koni oldugundan her yiizii de bir afin simitli ¢esitlem tanimlar. ¢ C Ny bir rasyo-
nel giiclii ¢okyiizlii konveks koni ve 7 < ¢ bir yiizii olsun. 7 = Hy, N o olacak geklinde
m € ¢ N M elemani bulunur. Bu ifade K[&,] ve K[&,] afin yarigrup cebirleri arasinda

agagidaki iligkinin kurulmasini saglar.
Onerme 3.5.7. Yukardaki gosterimler ile asaqidaki ifadeler saglanar.
(i) 8 =8, +Z{—m}.

(ii) K[S;] afin yargrup cebiri K[S,] afin yargrup cebirinin {x™, x*™, ...} carpimsal

kiimesine gore yerellestirilmesidir, yani

Sonuc olarak Onerme 2.2.8 geregi U, U, afin simitli cesitleminin temel acik kiime-

sine izomorftur, yani U, ~ (U, )ym.

Ornek 3.5.8. 0 = Koni(ey,e;) C R?, 2 boyutlu giicli rasyonel ¢okyiizli bir konidir,

ayrica 0¥ = 0. Onerme 3.4.8’den
o(1) ={m = (He, N o) = Koni(ey), 75 = (He, N o) = Koni(ey)}.
0,11 konilerine karsilik gelen afin simitli cesitlemlery bulalvm:
oc—0" =8, =N{ey, e} = K[S,] = Klay, 2] = Uy = K

T — 7'1\/ = Kom'(:l:el,eg) — 097—1 = N{iel,eg} — U7—1 = V(l‘ll’g — 1) C K3

Asagida verilen izomorfizm ile U, ~ (Uy) s, = Uy \ V(1) elde edilir:
9: Ur, = {(p1,02,p3) € K | pipa = 1} = {(1/p2, 2, p3) [ p2 # 0} = (Us)s, = K* x K

g(p17p27p3> - (p27p3) € (Ucr)ml'
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4 NORMAL SIMITLI CESITLEMLER

Bu béliimiin ana amaci fanlarin tarif ettigi normal simitli gesitlemleri tanimlamaktar.
Tezin amacina yonelik normal simitli ¢egitlemlerin 6zellikleri verilecektir. Bu boliimde
kaynak belirtilmeden verilen iddialar, teoremler ve énermeler ispatlar1 verilmeden [34]

kitabindan alinmigtir. Bu béliimde K cismi cebirsel kapali kabul edilecektir.

4.1 Projektif Cesitlemler

Bu alt boliimde genel simitli cegitlemlerin en basit klasik 6rnegi olan projektif cegit-

lemleri ele alacagiz.

Tamim 4.1.1. K"\ {0} uzayinda tanymlanan
p~p < INeK" 5 p' =X\p

baginty denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisina gore denklik simiflarinin kiimesine
n-boyutlu Projektif Uzay denir. Bir diger ifadeyle afin uzayda orjinden gecen tim

dogrularin kimest seklinde de tanimlanabilir ve n-boyutlu projektif uzay P™ ile gésterilir:
P" = K"\ {0}/ ~.

Her p € K"\ {0} eleman1 P" uzaymda bir nokta tammlar, bu nokta p noktasinin
denklik sinifidir. p noktasinin denklik simifi [p] = [po : -+ : p,] olmak iizere denklik
sinifinin elemanlarina bu noktanin homojen koordinatlar: denir.

Simdi ¢esitlem tanimini projektif uzaya genigletelim. S = Klzg,z,...,x,] poli-
nom halkasindan herhangi bir f polinomu ile projektif uzayda bir sifirlayan kiime ta-
mmlayamayiz. Ornegin f(xo,71) = 22 — x9 € K[zo, 21| alalm. P! projektif uzayda
[4 : 2] = [8: 4] fakat f(4,2) = 0, f(8,4) = 8. Sonug olarak projektif uzaym bir
noktasiin farkli homojen koordinatlar icin farkl sonuclar alabiliyoruz. Bu problemi
¢ozmek icin S = K[xg, 1, ..., z,] N-dereceli polinom halkasinin homojen polinomlar:
ile calismak gerekmektedir. Bu sebepten kisaca dereceli halka kavramini ve ¢ok temel

ozelliklerini verelim.

Tanim 4.1.2. R bir halka ve o bir grup olmak tzere asaqidaki sartlars saglayan R

halkasinin { Ry }aca alt gruplary ailesi varsa R halkasina of -dereceli halka denir.
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1. R= @ R

acd

2. Her a, € o igin RyRo C Royo

Her a € o i¢in birim elmant haricinde R, grubunun her elemanina homojen denir.
Her f € R elemam f; € R; olmak tizere f = f1+ fo+---+ [ seklinde yazilir, bu yazilis

tek tirlidir ve f; elemanlarina f elemaninin homojen parcast denir.

Lemma 4.1.3. [37, Lemma 2.2.7] R = @ R,, o -dereceli bir halka ve I C R bir
acd
tdeali olsun. Bu takdirde asagidaks sartlar denktir.

(i) I ideali homojen elemanlar tarafindan dretilir.
(11) Her a € o igin I, = Ry N I olmak tizere I = € I,.
acd

(i1i) f € I olmasi icin gerek ve yeter sart f elemaninin her homojen parcase i¢in

fiel.

Tanim 4.1.4. R, o -dereceli bir halka ve I C R bir ideal olsun. I ideali yukaridak:
denk sartlary saglarsa homogen ideal veya of -dereceli ideal denir. Homojen ideal-
lerin toplama, carpima, kesisimi homojendir; ayrica homojen idealin radikal ideali de

homojendir.

Lemma 4.1.5. [37, Uyari 2.2.9]R = @ R, o-dereceli bir halka ve I C R homojen
acd

ideal olsun. Bu takdirde R/I bolim halkasy &f -dereceli bir halkadir ve

R/I = P (Ra/1.).
acd
Ornek 4.1.6. o bir grup ve A = {a1,...,a,} C o olsun. S = K[y, ..., z,] polinom

halkasinda her x; degiskenin derecesi a; olmak tizere bir monom

der(z™) = der(z™ ... 2)") = Z a;m; € NA
i=1
seklinde derecelendirilsin. S,, o dereceli monomlarin drettigi K-vektor uzayr olmak

tzere S o -dereceli bir halkadar.

S = Klzo,...,x,] polinom halkasinda her degiskenin derecesi der(z;) = 1 olmak

tizere her d € N icin S; derecesi d olan monomlarin iirettigi K-vektor uzay: olsun.
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Bu durumda Klzo,...,z,] N-dereceli bir halkadir ve projektif uzayda bu halka ile

calisacagiz.

Tanmm 4.1.7. [ C § = K|z, ..., x,] homojen ideal ve fi,..., fr € S homojen poli-

nomlar olmak tzere I = (f1,..., fx) olsun. Bu durumda

{lpo: - :pu) €P"| filpo,....pa) =0, Vi€ [k]}

seklinde tanimlanan kiimeye I kiimesinin tanmimladigi projektif cegitlem denir, V(1)

veya V(f1,..., fx) ile gosterilir.

Projektif gesitlemlerin herhangi kesigimi ve sonlu sayida birlegimi de projektif ce-
sitlemdir. Ayrica bog kiime ve projektif uzay da projektif cesitlemdir [30, Onerme 2.1].
Dolayisiyla projektif cesitlemlerin tiimleyenlerinin kiimesi P™ iizerinde bir topolojidir
ve bu topolojiye Zariski topoloji denilmistir. Bu topoloji V() projektif cesitlemi

lizerine indirgenirse V(1) iizerinde de topoloji tanimlar:
{ACV(I)|V(I)\ Aprojektif cesitlem}

Bir projektif ¢egitleminin agik kiimelerine yar1 projektif cesitlem denir. W C V(1)
kiimesinin kapamgi W, W kiimesini kapsayan V (I) projektif cesitleminin en kiiciik alt

cesitlemidir.

Tanim 4.1.8. Y C P" alt kiimesi tizerinde sifir degerini alan homojen polinomlarin
urettigi

IY)=(feS|V[P] €Y igin f(P)=0, fhomojen)
homaojen idealdir ve bu ideale Y 'nin stfirlayan ideali denir [25, Onerme 4, s. 380].

V bir projektif ¢egitlem olmak tizere S/I(V'), N-dereceli halkadir ve V projektif ¢esit-

lemin homojen koordinat halkasi denir. K[V] ile gosterilir: K[V] = @ (Sa/1(V)a)-
deN

Tamm 4.1.9. V = V(I) bir projektif ¢esitlem olmak iizere I homojen idealinin K"
afin vzayinda tanimladige V= V(I) afin cesitlemine V' projektif cesitlemin afin konisi
denir. V afin cegitlemi

V=(\{0})/ ~={lpl|peV\{0}}
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A

esitligini saglar ve iki ¢esitlemin koordinat halkalar: aymidur K[V] = K[V].

Rasyonel Fonksiyonlar: S polinom halkasinin bir ¢ dereceli homojen polinomu
ile projektif cesitlem tanmimlanir, fakat P" projektif uzayinda veya herhangi bir alt
kiimesinde bir fonksiyon tanimlamaz. Ciinkii projektif uzayinin bir noktasinin homojen

koordinatlarinda farkhh deger alir:

o 1pa] = [Apo -t Apn) = F(Pos- -, n) # (FAD0s- -, ADR) = N f(po, - -, ).

Fakat f,g € S; olmak iizere f/g fonksiyonu P" uzaymda iyi tanimli olmasa bile baz
agik kiimelerinde iyi tanmimhidir ve geleneksel olarak P™ projektif uzayinda rasyonel

fonksiyon olarak adlandirilir:

{f/g‘f7g€K[$1,---,$r] |g7§0V€ der(f) :der(g)} QK(:Ul,...,x,,)

Benzer sekilde V' projektif cesitlemin koordinat halkasinin elemanlar1 V' iizerinde bir
fonksiyon vermez. V iizerinde geleneksel olarak bir rasyonel fonksiyon koordinat hal-
kasinin dereceleri egit olan iki polinomunun béliimi ile tanimlanir. V' indirgenemez

bir projektif ¢cesitlem ve K(V')o, K(V') cisminin 0 dereceli elemanlarinin kiimesi olmak

K(V)={f/g€K(V)| [.g €K[V]=K[V], g # 0 ve der(f) = dex(g)} = K(V)o

V' projektif cegitleminin rasyonel fonksiyonlar cismidir. K(V') cismindeki fonksiyonlar
V' kiimesinin alt kiimelerinde tanimh fonksiyonlardir. §imdi noktada ve yar1 projektif
cesitlem iizerinde tanimli olan fonksiyonlar: verelim. Bu tanimi afin uzaya benzer gekilde
iki farkh yol ile verecegiz, iki tanimda elde edilen diizenli fonksiyon halkalar1 birbirine

izomorftur [30, Teorem 3.4(b)].

Tanim 4.1.10. V' bir indirgenemez projektif cesitlem ve p € V' olmak tizere

Ovp =1{f/g€K(V) | g(p) # 0}

kiimesi K(V') cisminin alt halkasidir ve bu halkanin elemanlarina p noktasinda diizenli

fonksiyon denir. U C V' alt kiimesinin her noktasinda dizenli olan fonksiyona U
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tzerinde dtzenli denir. Bu fonksiyonlarin olusturdugu halka O(U) bi¢iminde gosterilir.

Tanim 4.1.11. U bir yary projektif ¢esitlem ve p € U olsun. Bu takdirde

f(p')
9(p’)

vp' € Up igin d(p') = , der(f) = der(g), g(p') #0

olacak sekilde f,g € S polinomlars ve p € Uy, C U agik kiimesi varsa ¢ : U — K
fonksiyonu p € U noktasinda diizenlidir denir. EGer U kiimesinin her noktas: i¢in ¢

diizenli ise ¢ fonksiyonuna U kimesinde dizenli denir.

Teorem 4.1.12. [30, Teorem 3.4(a)|Bir indirgenemez projektif ¢esitlem tzerinde ta-

nimly diizenli fonksiyonlar sadece sabit fonksiyonlardur, yani O(V) = K.

Afin uzayda morfizm tanimi afin ve yari afin gesitlemler arasinda verilmigti. Simdi

bu tanim daha genellestirilerek afin uzay ile projektif uzay iligkilendirilecektir.

Tanim 4.1.13. Vi,V bir ¢egitlem (afin cesitlem, yary afin cesitlem, projektif cegitlem,
yary projektif cesitlem) olsun. ¢ : Vi — Vi fonksiyonu asagqidaki ézellikler: sagliyorsa

morfizm denir:
(i) ¢ siireklidir.
(ii) Her U C Vs, agik kiimesi icin f € O(U) ise fo ¢ € O(¢p~ (U)) olmalidar.

¢ birebir, érten ve ¢, ¢~ morfizm ise ¢ fonksiyonuna izomorfizm denir. Onerme

2.2.11 ve Onerme 2.2.13, V; bir cesitlem iken de gecerlidir:

Onerme 4.1.14. [30, Lemma 3.6] Vi cesitlem ve Vo C K" bir afin cesitlem olsun.
¢ : Vi — Vo morfizm olmasy igin gerek ve yeter sart her i € [r] i¢in z° o ¢ € O(V})

olmasider, burada z*, i. koordinat fonksiyonudur.

Onerme 4.1.15. [30, Onerme 3.5] Vi cesitlem ve Vo C K" bir afin cesitlem olmak

tzere asagrdaki ifadeler saglanar.

(i) ¢ : Vi — Vo bir morfizm ise her f € K[V3] igin ¢* : K[Va] = O(V1), &*(f) = foo

seklinde tanimlanan fonksiyon K-cebir homomorfizmasidar.

(ii) Vi, Va kiimelerinin izomorf olmasu icin gerek ve yeter kosul O(Vy), K[Vs] halka-
larinan izomorfik K-cebiri olmasidar.

45



Afin Parcalar: P" projektif uzay afin uzaylarin birlesimidir. Her ¢ = 0,

Ui=P"\V(z;) ={lpo:p1:-:pn) | pi #0}
olmak tizere i
P = JU.
i=1
Ayrica her i = 0,...,n i¢in
¢i : Ul—>Kn, [po P pn] —> (@,...,pil,piJrl,...
Di Di Di

’pi

)

..., nigin

déniigiimii izomorfizmdir [30, Onerme 3.3]. Dolayisiyla her U; kiimesi K" afin uzayina

izomorftur. U; kiimesinin koordinat halkasi yani iizerinde tanimlh olan diizenli fonksi-

yonlar halkasi

K[Uz] = (K[lﬁoa S 7mn]x¢)0 - K [@’ te xi_la xi—i—l, e

L

xT; ’ ZT;

Ty
7 — .
Z;

V =V(fi,..., fr) € P" bir projektif gesitlem olsun. Simdi bir projektif gesitlemin

afin acik ortiisiinden bahsedelim. Her

z Ti

xZ; €T s
vmg:v(ﬁ<£w”, 1, ”RHWJQ,”Wﬁ(iw”

kiimesi bir afin ¢egitleme izomorftur: Her j € [k] i¢in

gj(y17 s 7yn) = f](y17 <o Yi1, 17yi+17 s 7yn) € K[yh s

) yn}

olmak iizere ¢;(V NU;) = V(q1,...,9x) € K™ Ayrica bu kiimeler V' projektif cesitle-

mini orter:
k

v=wvnu)

1=0

V' NU; kiimesine V' projektif ¢esitleminin afin parcasi denir. Bir V N U; afin pargasinin

tizerinde tanimh diizenli fonksiyonlar halkas1

KV N Uil = (K[V]s,)o = (Klzo, - - e Jo/ (V) )o
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[34, Lemma 2.0.3].

Ornek 4.1.16. V = V(zozy — x3) C P? projektif cesitlemini

Uy =P\ V(xg), Uy =P\ V(21),Uy = P?\ V(a5)

olmak tzere
Vo=V NU),Vi=VNnU),Va=(VNU,),Vz=(VNUs)

kiimeleri érter. Bu kimeler, izomorf oldugu afin cesitlemler ile asagrda verilmistir.

{(m p1? zz) |p0#0}:v(y2_y12)gﬂ@

Po’ Po?’ po

Vo

2
. . . P1 p1~ P3
[po : p1 < P2 p3] —>¢0 0’ po?’ po

2
Vo = {(;&ﬁﬁ—i)Ipz%o}:‘/(yz—yf):KQ
2
[po = p1 2 p2 : s ? <p_;’%’£_z>

[po:pripeips] —

Son olarak

oldugundan étird V = Vo U Vo U V. Diger yandan afin parcalarin koordinat halkalar:

asagida verilmistir:

2
K[%]:K[ﬂ z2 £}/<£_L>ZK[$_$_]»’U_H%
0

950’330’% Zo Zo

2 2
K[VQ]:K{@ ) @]/<@_L>:K{£@}@HL

Ty To T Ty X3 Ty To| Ty x3
g T1 T2 T T2 ZEQ
— 1
KV =K |2, 2 2 (02 21
T3 T3 I3 T3 T3 X3

Projektif Uzaylarin Kartezyen Carpimi: K" K" iki afin uzayin K" x K" kar-
tezyen carpimi K"t afin uzay1 olarak tanmimlandig icin K™ x K" carpiminda ¢esitlem

tamimlarken de bir zorluk yoktur. P* projektif uzayda S = Klxg, 21, ..., x,] polinom
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halkasini degiskenlerin derecesi 1 olmak {izere her d € N i¢in S; grubunu d toplam de-
receli monomlarin {irettigi vektor uzay1 alarak N-dereceli halka olarak kabul etmigtik.
P" x P iki tane projektif uzaym carpiminda ise N*-dereceli K[xg, 21, ..., Zn, Yo, - - - , Y,]

polinom halkas: ile calisacagiz oyle ki
deryz (o) = deryz(x1) = - - - = dernz(x,) = (1,0)

dernz(yo) = derne(y1) = - - - = dernz(y,) = (0, 1).

Projektif uzaya benzer sekilde P x P* uzaymda homojen polinomlar cesitlem tanimlar

ve ¢egitlemlerin idealleri K|xo, 21, ..., Zpn, Yo, - - ., ¥,] polinom halkasinda homojendir.

Projektif Simitli Cesitlemler: (K*)" yar1 acik afin ¢egitlemine izomorf projektif
cegitleme n-boyutlu projektif simit denir. P" projektif uzay:

Tpn =P\ V(zoz1...2n) = {[po:---:pu]|pop1-..pn# 0}
= {[L:ty -t |t1,... t, € K} = (K*)™

simitini igerir. Projektif uzayin tanimi geregince
Tpn = (K" /LN, ..., 0) | X € K*}

seklinde yazilir. Sonug olarak Tp» simitinin karakter grubu
My, = {(mg,m1,...,m,) € Z"| Zmz =0} ~2"

=0

kafesine izomorftur:

Mr, =~ {x:Tp» — K*|x morfizm ve grup homomorfizmasi}

(m07m17 s 7mn) — Xm([po e pn]) = 'Tm(p(b <o 7pn) :pgm o 'pzln

Diger yandan bir parametreli alt gruplar grubu da Z"™/Z(1,1,...,1) ~ Z" kafesine

izomorftur:

ZTL—FI/Z(l? 1’ c ey 1) ~ {)\ : K* % T[pm
(wo, Uty sun) +Z(1,1,..001) — A%(E) = (t™, ..., t")

A morfizm ve grup homomorfizmasi}

48



Afin simitli ¢egitlem tanimi projektif uzaya benzer gekilde uyarlanabilir:

Tanim 4.1.17. Bir V' indirgenemez projektif cesitlemi asagidaki ozelliklert saglarsa

projektif simatly cegitlem denir.
o V simitl cesitlems bir Tpn stmili icerir.

o Kuisitlanigt Tprn simitinin carpma islemsi olacak sekilde bir Tpn X V. — V' cebirsel

etks vardur.
Ornek 4.1.18. P» projektif uzayr projektif simitl cesitlemdir.
1. Tpn C P" simitini icerir.

2. 0 Tpn X P — P @([1 ity 0 -+ sty [po oo+ 2 pal) = [po 2 prt1 = -+ 1 Dutl

doniigiimii cebirsel etkidir.

Boliim 3.2’de verilen ¢4 doniigiimiinii hatirlayalim: Bir M karakter kafesli 7" afin simiti

icin A ={m;,my,..., m.} C M olmak iizere

¢4 ile 1 (K*)" — Tpr—1 doniigiimlerinin bilegke fonksiyonu ile projektif simitli ¢esit-

lemler elde edilir.

Onerme 4.1.19. 7 o ¢4 donisimininin gorinti kimesinin P™1 projektif uzayda
Zariski kapanisine X 4 ile gosterelim. X 4 projektif simitli cesitlemdir ve simitinin kafesi
7' A kafesidir:

Z/A = {izlml | izi = 0} .
1 =1

1=

moda: T 24 (K*)" s Tps C P
t = ™M), X)) = )™ ()]

Simdi X 4 projektif simitli cesitleminin X 4 afin konisi ile Y afin simitli ¢esitleminin

iligkisini verelim:

Onerme 4.1.20. Yukarida verilen gisterimlere gore asagidaki ifadeler esdegerdir:
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(i) Xa=Yy4
(ii) Ip, = I(X.).
(111) I, kafes ideali homojendir.
() (my,u) = (my, u) = --- = (m,, u) =k olacak sekilde w € N ve k € N vardir.

M = 77 kafesi igin yukaridaki 6nermede verilen son gart A = [m; my - - - m,| mat-

risinin Q iizerinden satir uzaymin (1,1,...,1) € Z" elemanini igermesi ile denktir.

Ornek 4.1.21.
210

01 2
matrisi 1¢in
moda: (K)? —  Tp CP?
(ti,ta) > [t]: taty : £3]

dondigiminin tammladige Xa projektif simitli cesitlemini bulalim: 1(Ys) = I, =
(x123—23) C K21, 21, 23] ideali homojendir ve Onerme 4.1.20 geregince X 4 = V (z125—
75%).

Ornek 4.1.22. A = 0123] igin [(Ya) =11, = (x3 — 23, 14 — 1273) ideali homojen

olmadigindan 6tiri Iy, # 1(Xa).

0123
1111

A =

olmak tizere X4 = X, ¢iinkii 7(¢p4(K*)) = m(¢/4(K*)?)). Diger yandan A’ matrisinin
sater uzaye (1,1,1,1) elemanina ihtwa ettigi igin I, = (v103—23, 2iwg—as) = I(X))) =

I(Xa) ve Xp =V (vim3 — 235, 2234 — T3).

Ornekte verilen matrise (1,1, 1, 1) satir1 ilave edilerek Onerme 4.1.20°de verilen sart-
lar saglanmigtir, boylece X 4 projektif cesitleminin sifirlayan ideali hesaplanmigtir. Bu
durum M = Z° kafesinin her alt kiimesinde gegerlidir, yani verilen A = [m; my ---m,|
matrisine (1,1,...,1) satirin1 ekleyerek elde ettigimiz matris A’ olmak tizere X4 = X

ve ](XA> = ](YA/>
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Ornek 4.1.23.

010
A:

001

matrisinin tansmladign projektif simitli cesitlem P? projektif uzayrdur, cinki 1(X,) =
I(Yy) = {0} C Klzy,x9,23]. Benzer sekilde her i € [r]| icin e, € Z" olmak fizere
A=1[0e €] € M. (Z) matrisi i¢in X4 = P".

Son olarak agagidaki 6nerme ile verilen M kafesinin bir A = {m;, my,..., m,} C M
alt kiimesi icin X 4 projektif simitli cesitlemin afin parcalari, yani X 4NU; yar1 projektif

cegitlemi izomorfizm araciligiyla belirlenecektir.

Onerme 4.1.24. A, = A —m; = {m; — m; | j # i} ve S; = NA; olmak iizere

XaNU; =Yy, = Speem(K[$]) Cc K

4.2 Afin Cesgitlemleri Yapistirma

Projektif cesitlemlerin afin cesitlemlere izomorf acik kiimelerin birlegimi seklinde yazila-
bilecegini son kesimde gérmiigtiik. Benzer bir yol ile sonlu afin ¢esitlemlerden projektif
cesitlem veya afin cegitlem olmayan soyut cesitlemler elde edilir. Boylece daha genel si-
mitli cegitlemler inga edilir. Simdi sonlu afin cegitlemler aracihgiyla genel bir cesitlemin
ingasimi verelim.

Vi,...,V, afin cesitlemleri ve ¢ # j olmak iizere her ¢,5 € [r] i¢in V;; C V; acik
kiimeleri verilsin. Her V;;, V}; acik kiimeleri iizerinde tanimlanan g;; : V;; — V}; izomor-
fizmalar asagidaki ozellikleri saglasin:

(i) gi5 = 9ﬁ1~

(11) Her i,j, k lglIl gij(‘/ij N ‘/m) = V;z N ‘/]k

iii) Her ¢, 7, k i¢in V;; NV} kiimesi {izerinde g;; = gx; © gix.
j j J

Vi,...,V, afin gesitlemlerinin ayrik birlegimi iizerinde
p~p < p=p veyadg; >p = g;(p)

Vi/ ~ bolim kiimesine Cesitlem
1

tanimlanan bagint1 denklik bagmtisidir. X =

r

(A
denir.
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Afin gegitlemleri yapigtirarak elde edilen cesitlemler projektif ve afin uzaylar ile
birlikte ele alinmayinca soyut kalacaktir. Agagida verilen 6rnekler tanimi daha iyi an-

lamamiz1 saglayacaktir.

Ornek 4.2.1. P2 = {[py : p1 : pa] | ;i € K} projektif uzayin afin parcalart ve bu

parcalarin izomorf oldugu afin cesitlemler asagrda verilmistir:
¢
Uo = {[po : p1 : p2] = [L: p1/po : p2/Po] | Po # 0} = Wo = {(p1/p0, p2/po) | po # 0} = K?

Ur = {[po : p1:p2] = [po/p1 : 12 pa/p1] | p1 # 0} R, = {(po/p1,pa/p1) | p1 # 0} = K
Uy = {[po : p1 : p2] = [po/p2 : p1/p2 : 1] | p2 # 0} 2y = {(po/p2:p1/p2) | P2 # 0} = K

1. Wor, Wi kiimeleri Wy ve W1 afin cesitlemlerinin sirasiyla temel acik kiimeleridir:
Wor = (Wt))yl = {(p1/p0, p2/P0) | P0, P1 # 0} C W,

Wio = (Wh)y, = {(po/p1,p2/P1) | P1, Po # 0} C W1.

Wo1, Wio temel agik kiimeler: tizerinde tanimlanan

go1 : Wor — Wi, (p1/p0,p2/P0) — (Po/P1,P2/P1)

g10 : Wio = Wor, (po/p1,p2/p1) — (p1/P0s D2/ Do)

doniigiimleri izomorfizmadir ve go1 = g9 -

2. Benzer sekilde Wy ve Wy afin cesitlemlerinin sirasiyla

Woa = (Wo)y, = {(p1/p0, P2/P0) | Po, p2 # 0} C W,

Wao = (W2)y, = {(po/p2,p1/P2) | P2, Po # 0} C Wy

kiimeleri temel agik kiimeleridir ve

go2 : Woa — Wag, (p1/Po, 2/D0) — (Po/p2,01/D2)

920 = Wag — Woa, (po/p2,p1/D02) — (P1/P0, D2/ Do)
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doniisiimleri izomorfizmadar, ayrica gor = gy -

3. Son olarak

Wig = (Wh)y, = {(po/p1,p2/P1) | P1, P2 # 0} C W7,

War = (Wa)y, = {(po/p2:p1/p2) | P2, p1 # 0} C Wh

olmak tzere

g2 Wia = Wai, (po/p1,p2/p1) = (Po/p2, p1/P2)
g1 : War — Wi, (po/p2, p1/p2) = (Po/p1, p2/p1)
dondisiimleri izomorfizmadir ve g1o = gy,

o Wy, Wig temel afin acik kiimeleri Uy N Uy kiimesine izomorftur:

12

Jo1 : Wo Uy N, ~ Wi

(p1/po> P2/ Po) '? [po : p1 2 P2 ? (po/p1,p2/P1)

0 1
i # j olmak tzere her i,j icin de W;; ~ U; N U; denkligi benzer sekilde gosterilir.

o Her W; afin parcasinin temel agik kimelerinin kesisimi izomorftur:
W()1 N WQQ ~ W10 N ng ~ WQQ N ng ~ UO N U1 N UQ.

o Wor N Woo kiimesi dzerinde gor = ga1 © goz, Jo2 = 912 © goz-
Wio N Wio kiimesi tizerinde gig = goo © 12, g12 = go2 © J10-

Wag N Wy kiimesi tizerinde gag = g10 © o1, 921 = o1 © g20-

Bu izomorfizmalar cesitlem tanimainda istenilen sartlary saglar. Sonuc¢ olarak W

W, = Wy = K2 afin uzaylar
gor 1 K" x K = K* x K, (y1,92) = (1/y1,%2/%1), 910 = go1 = 91

go2 : KxK* = K" x K, (y17y2) — (1/y2,y1/y2), 920 = 9521, 920(3/173/2) = (y2/3/17 1/y1)

g2 : Kx K* = K x K*, (y1,%2) = (¥1/Y2, 1/92), go1 = G1a = 12
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izomorfizmast ile yapistirilirsa P? uzayr elde edilir:

WO L Wl L WZ = {(1>y1792)a (yb 1792), (y1>y27 1) ‘ Y1, Y2 € K}

kimesinde

Vi, y2 € K* x Kigin (1,y1,92) ~ (1/y1,1,42/11)

Vi, y2 € Kx K igin (1, y1,92) ~ (1/y2,91/y2, 1)

Vi, y2 € Kx K igin (y1,1,y2) ~ (y1/y2, 1/y2, 1)
denklik bagintisinan ayrik denklik siniflarinin kimesi

Wo Wy UWa/ ~={(Ly1, 92) [ 41,92 € K} U{(0, 1, 32) [ 2 € K} U{(0,0,1)}

seklindedir ve bu kiimenin P? projektif uzayina

P*={[L:y 9] [y, €KFUL[0:1: 3] | o € K}UL{[0:0: 1]}

verdigi astkardr.

Ornek 4.2.2. (Agirhikl, Projektif Uzay) ebob(wg, wy, . .., w,) = 1 olmak iizere wo, wy, . . ., wy,

pozitif tam sayilary verilsin. K"\ {0} uzayinda tanimlanan
p~p < INeK">p =A",... . \")p

denklik bagintisinin denklik stnaflarinin kimesine n-boyutlu Agurlikls Projektsf Uzay

denir ve P(wo, ..., w) ile gosterilir:
P(w,...,w;) = K"\ {0}/ ~.

P(1,...,1) agurly projektif uzays P™ projektif uzayrdir. P(wo, . .., wy) agrhkly projektif
uzayn dereceli polinom halkasy her x; deqiskeninin derecesi w; olmak tizere N-dereceli

S =K[xg, x1, ...,z polinom halkasidir. Bu takdirde £* monomunun derecesi
dery(z®) = aqwo + - - - + a,wy,
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esitligi ile verilir. f homojen polinom ise f = 0 agirlikly projektif uzayda iyi tanimi-
dir, dolayisiyla homojen idealler ile cesitlem tanimlayabiliriz. Simdi P(1,1,2) agurlikl
projektif uzayimin cesitlem oldugunu gosterelim. Projektif uzaya benzer sekilde agirlikl

projektif uzayr da afin cesitleme izomorf afin parcalarin birlesimi seklinde yazabiliriz:
¢
Uo = {[po : p1 : p2] | po # 0} = Wy = {(p1/po, p2/P3) | po # 0} = K

Uy = {lpo: 1 pal | o1 # 0} 2 Wi = {(po/p1,p2/p?) | 1 # 0} = K
Us = {[po : p1 : pa]|p2 # 0} < Wy = {(3/p2, Pop1 /D2, D1 /D2) P2 # 0} = V (y1y3—y5) C K®

olmak tizere P(1,1,2) = Uy U Uy U Uy. Wy, Wy, Wy kitmelerinin afin acik kiimeleri
W01 = (W())yl =K* x K, Wog = (Wo)y2 =K x K*C W(),

Wip = (W), = K" x K, Wiy = (Wy),, = KxK* C W7,
Wag = (Wa)y, = V(iys — 43)ys War = (W), = V(513 — 43)ys C Wo

arasinda asaqidaki tanwimlanan donisimler izomorfizmdir ve cesitlem tanimindaki sart-

lar saglanar:
go1 : Wor — Wi, (y1,92) — (1/91,342/3/%)7 g10 : Wio = Woi, g10 = gm

9oz : Woa — W, (ylayQ) = (1/y27y1/y27y%/y2)7 goz : Wag — Wog, (?/173/2,3/3) = (3/2/3/17 1/3/1)
G2 Wia = War, (y1,v2) = Wi/ v, v1/Y2, 1/Y2)s g1 = War — Wia, (Y1, 92, y3) =, (y1/ya, 1/y3).

Yukaridaki izomorfizmler ile Wy, Wy, Wy afin cegitlemlerinin yapistirilmas: ile P(1,1,2)

aqirhikly uzay elde edilir.

Ornek 4.2.3. X = P! x K2 kartezyen carpima cesitlemdir. Uy, Uy afin parcalarinn

birlesimadir oyle ki
Uo = {([L: p1/po] : p2.p3) | po # 0} =Wo = {(p1/po. P2, p3) | po # 0} = K’
¢
U = {([po/p1 : 1], p2.ps) | p1 # 0} = Wi = {(po/p1. P2, p3) | p1 # 0} = K*
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Wo, W1 afin cesitlemleri
go1 : Wor = Wio, (y1,v2,y3) = (1/y1,92,93), 910 : Wio = Wor, g10 = go1

womorfizmast tle yapistirilarak X c¢esitlems elde edilir.

Simdi ¢esitlemler tizerinde baz1 tanimlar: verelim. Her i € [r] i¢in h; : V; = X, p —
[p| doniigiimleri tanimlansin. X = | | V;/ ~ iizerinde béliim topolojisi ile béliim uzayini

=1
olusturabiliriz. U C X alt kiimesi acik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her i € [r] icin

h;H(U) C V; acik olmasidir. O halde
Ui={lple X|p eV}

kiimesi X boliim uzaymin acik kiimesidir, ¢linkii A; homomorfizmasi ile V; agik kiime-
sine izomorftur. Y C X kapali alt kiimelerine X ¢esitleminin altgegitlemleri denir. X

cesitlemi iki 6z altgesitlemlerinin birlesimine egit degilse indirgenemez denir.

Tanim 4.2.4. X = | |V;/ ~ cesitlemi ve U C X agik kimesi verilsin. Her ¢ o
i=1

hi : h;yY(U) — K déniisiimii diizenli ise ¢ : U — K déndigiimiine U kiimesi iizerinde

diizenlidir denir.

Bir indirgenemez projektif ve afin cegitlemin rasyonel fonksiyonlar cisminin fonksi-
yonlari ¢egitlemin tamaminda tanimli degildir, acik kiimelerinde tanimlh rasyonel fonk-

siyonlari igerir. Bu X cegitlemi i¢in agagidaki tanim ile genellenir.

Tanim 4.2.5. X indirgenmez cesitlemi ve Uy, Uy C X agik kimeleri verilsin. ¢y :

U — K, ¢g: Uy — K diizenli fonksiyonlar olmak iizere

¢~ ¢p < JU C U1 NUsagk 3 1l = dalu
bagintisy denklik bagintisidar.

K(X)={¢:U — K| ¢ dizenli, U C X agik} ~

denklik simiflarinan kiimesine X cesitleminin rasyonel fonksiyonlar cisma denir.

Tanim 4.2.6. X indirgenemez ¢esitlemi ve p noktast verilsin. p noktasinwn bir acik
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komsulugunda dizenli, K(X) cisminin her elemanina p noktasinda dizenli bir fonk-

styon denir, bu takdirde
Oxp={¢:Up = K| ¢ dizenli, p € U, C X agik}/ ~

p noktasinda diizenli fonksiyonlarin halkasidar.

Son olarak afin gesitlemler i¢in tanimladigimiz normallik tanimini gegitlemler igin

verelim.

Tanim 4.2.7. X cesitlemi indirgenmez ve her p noktass i¢in Ox p halkasy normal ise

X cegitlemine normal denir.

Agagidaki 6nermede bir cesitlemin normalliginin afin parcalarinin normalligi ile ilis-

kili oldugu ifade edilmistir.

Onerme 4.2.8. [34, Onerme 3.0.12] X = | | Vi/ ~ cesitleminin normal olmas igin
i=1
gerek ve yeter sart V; afin cesitlemlerinin normal olmasidar.

4.3 Fanlar ve Simitli Cegitlemler

Bu kesimin 2 temel 6gesi fanlar ve simitli cesitlemlerdir. Ilk olarak bu 6geler tanimla-

nacak, sonra bir fana kargilik gelen simitli cegitlem inga edilecektir.

Tanim 4.3.1. Bir X indirgenmez cesitlemi asagida verilen ézellikleri saglarsa stmatle

cegitlem denir.
o X cesitlems bir T simiti icerir.

o Kusitlanigt T simitinin carpma islems olacak sekilde bir ¢ : ' T'x X — X cebirsel

etk vardir, yani @ bir morfizmdir ve X dzerindeki T simitinin grup etkisidir.

Tanim 4.3.2. Y, Ng vektor uzayinda sonlu sayrda konilerin kimesi olsun. X kimesi

asaqida verilen ozellikler: saglasin.
1. Her o € X giicli rasyonel ¢okyizli bir konidar.
2. o € X ise 0 konisinin her yizi de X kiimesinin elemanidar.

3. 0,0 €¥iseocnNao <o,0 olur
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Bu takdirde ¥ kiimesine Ny vektor uzayinda fan denir. ¥ fanindaki k-boyutlu koniler

(k) ile gosterilir.

Bu boliimde fanlar ile cegitlemleri iligkilendirecegiz. Bir fana karsilik gelen cesitlem,
fandaki konilere kargilik gelen afin simitli cesitlemlerin yapistirilmasi ile elde edilir. Fan
afin simitli ¢egitlemlerin nasil yapistirilacagini da tarif eder. Simdi bir > faniin bir
cesitlem olusturabilecegini gosterelim:

1. Onerme 3.4.14 geregince ¥ fanindaki her oy giiclii konisi bir normal simitli afin
cesitlem verir: U,, = Specm(K[S,,]).

2. Her 01,09 € ¥ konileri ortak yiizii 7 = o1 N 0y boyunca kesisgtigi icin en az bir

m = 0, N (—02)" N M elemani vardir dyle ki
ooNHy=7T=09oNHpy.

Sy =8 +Z{—m} = §,, + Z{m}

esitlikleri saglanir [34, Lemma 1.2.13].
3. Onerme 3.5.7 ile Uy, , U,, afin gesitlemlerinin temel agik kiimeleri (U,, )ym, (Uy,)y-m

U, afin simitli ¢egitlemine izomorftur:

9oy Goo

(UG'I)Xm ~ Uy =~ (UUQ)X_m‘

4. Her 01,09 € ¥ icin U,,, U,, afin simitli gegitlemleri (Us, )ym, (Uy,)y-m temel afin

acik kiimeleri boyunca

9oi09 * (U01)x"‘ — (U@)x*ma Go100 = Goz © Yoy

izomorfizmas ile yapistirilabilir, ¢iinkii cesitlem tanmimindaki sartlar saglanir. Bu cesit-

lemi Xy ile gosterelim.

Teorem 4.3.3. X, Ny vektir uzayinda bir fan olmak tizere Xy, cesitlems normal simitli
cesitlemdir ve simiti T olmak tizere T ~ Ty = N &gz K*. Ustelik biitin normal simitli

cegitlemler bu sekilde ortaya ¢ikar, yani her normal simitli cegitlem bir fan ile belirlenir.
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Ornek 4.3.4. Ng = R vektir uzayinan icerdii rasyonel giicli koniler
oo = Koni(ey), o1 = Koni(ey), 7 = {0}.

Bu sebeple R vektir uzayinda 4 tane fan vardir:

¥y ={1}
Yo ={00, 7}
23 = {0'1,7'}
Yy ={o0,01,7}

Bu fanlara karsilik gelen simitli cesitlemler: bulalim.

1. 7V = Koni(er, —e1) = K[z#*] = Xy, = U, = V(225 — 1) @ K"

2. 00" = Koni(e;) = K[z] = U,, =K. X5, ~ U,, =K olur, ¢inki 7 C 0.

3. 01V = Koni(—e,) — K[z7!] — U,, = K. Benzer sekilde 7 C oy oldugundan
Xy, 2 K.

4. 00,01 konilerinin ortak yizi o9 N oy = 7 konisidir ve 8; = S,y + Z{e1} =

Sy + Z{—e1}. 71 =y olmak iizere U,, ~ K ~ U,, afin cesitlemleri

91> - Klyly = Klalo, y = 271

912+ (Uoy)a = K* = (Us)y = K", g12(p) = 1/p

womorfizmast ile yapistirilirsa Xs, simitli cesitlems elde edilir:

UUO U UU1 = {(17p)7 (p: 1) ‘p € K}

kimesinde
¥p € K igin(1,p) ~ (1/p, 1)

denklik bagintisinan ayrik denklik sinaflarinin kimesi

XEz = Uao U UU'I/ ~= {(17p) ‘p € K} U {(07 1)}
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seklindedir ve P projektif uzay
P'={[1:p][p e K}uU{0:1]}
verir. Bu cesitlem ve P! projektif uzayin afin parcalary ve izomorfizmalare aymidar,

dolaynsiyla Xy, ~ P

—€1_ o— 1
g1 0o

P! projektif uzayina karsilik gelen fan

Ornek 4.3.5. ¥ = {00, 01,04, po, p1, p2, ™ = {0}} kiimesi R? vektor uzaynda bir fan-

dir. ¥ fani ve bu fandaki konilerin dual konileri kafes noktalar: ile asagida veridmistir:

ey, Z Po

CLL L Sme ey

02

P2

(a) ¥ C R?
Y fanmmna karsilik gelen Xx, simitli cesitlems
Uy, = Specm(K[S,,]) = Specm(K[N{ey, e:}]) = Speecm (K [z, z5]) ~ K?

Uy, = Specm(K[S,,]) = Specm(K[N{—e;, e, — e;}]) = Specm(K|[z, !, 2027 ') ~ K2
U,, = Specm(K[S,,]) = Specm(K[N{—e;, &, — e,}]) = Speecm(K|[z, !, 2125 ') ~ K?

afin cesitlemleri ile ortuliir. Bu afin cesitlemler asagida verilen izomorfizmlar ile ya-
pistirlarak Xy simitli cesitlemi elde edilir: y = o7, 2 = mow] v = may ', w = 25!

olsun.
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1. 09,01 konilerinin ortak yizi oo N oy = p1 konisidir ve S, = Sy, + Z{—€1} =

Sy, + Z{e1}. Bu sebeple U,,,U,, afin simitli ¢cesitlemleri
(Upy)ar 2 K* x K, (Uy,)y @ K* x K
afin aciklary boyunca
901 : Ky, 2]y ~ Klz1, 22)4,, y — xfl, Z xgxfl

901 : (Usg)ar = (Usy )y, (P1,p2) = (1/p1,2/p1)

wwomorfizmi ile yapistirlar.
2. 01, 09 konilerinin ortak yizi o1Nog = py konisidir ve 8y, = Sy, +Z{—(€2—€1)} =

Soy + Z{es — e1}. Bu sebeple Uy, Uy, afin simitli ¢esitlemleri
(Un): 2 K X K, (Uy,)y 2 K x K

afin a¢iklar, boyunca

g Klw, ]y = Kly, 2., w s yz— vy 271

G122 (Usy)z = (Usy)ws (P1,02) — (P1/p2,1/p2)

wzomorfizmi ile yapurstirilor.
3. 00,09 konilerinin ortak yiizii oo N oy = py konisidir ve S,y = Sy, + Z{—e3} =

Sy, + Z{es}. Bu sebeple Uy, U,, afin simitli ¢cesitlemleri
(Usg)azy 2 K X K*, (Up,)w ~ K* x K
afin a¢iklary boyunca
Goo t Klw, vy = K[y, 9]y, w257, v 205"

902 * (Uog)zs = (Uoy )w, (p1,2) = (1/p2, p1/p2)
izomorfizmi ile yapistirilir. Ornek 4.2.1°de P2 projektif uzaywm afin cesitlemlerin yapis-
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tiridmast ile elde edildigini vermistik. X, simitli cesitlemin afin cegitlemleri ve yapisti-
riddign izomorfizmler P? projektif uzay: ile aynidir, dolayiswyla Xs, ~ P2, Genel olarak

diigtintirsek N = 7" ve X, Ng = R"™ vektor uzayinda

{ep=—€—e—---—e,€,...,e,) CN
alt kiimesinin tim ozalt kiimelerinin trettigi konilerden olusan fan olsun. i € {0,1,... n}
olmak iizere
o; = Koni(ey, e1,...,€_1,€41,...,€,)

fandaki maksimum boyutlu (n-boyutlu) konilerdir. Dual konileri ve karsiik gelen afin

simitli cesitlemler asagida verilmastir:
oo’ = Koni(ey, ..., e,), Uy, = Speecm(K[z1, o, . .., x,]) =~ K"

\Y . .
o;" = Koni(e; — e, es—€;,...,—€;,...,e,—¢€), 1 #0

U,, = Speem(K[zyz; b, ..o ot o oy t]) = K™

Y fannan tamemladigr izomorfizmler ile bu afin stmitli cesitlemler yapistirilarak P™ pro-

jektif uzayr elde edilir.

Ornek 4.3.6. Ng = R? wektor uzaynda ¥ = {09, 01,09, po, p1, p2, T = {0}} fanna
karsilik gelen simitli cesitlemin P(1,1,2) agurlikle projektif uzay oldugunu gésterelim: 3

fani ve bu fandaki konilerin dual konileri kafes noktalar: ile asagida verilmistir:

__________ £1
N /
......... 62
S SO
i e Po
S oy
—e] = 2€;
R

(a) ¥ C R?
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Xx, simitli cesitleminin afin parcalart y = x7', 2 = z9x7 w = 2550 = 125"

olmak tzere

Uy, = Specm(K|xy, 25]) ~ K2
Uy, = Speecm(K[z !, 2027 %]) = Specm(K[y, 2]) ~ K?
U,, = Speem(K [z, 2225t 2125']) = Speem(K[v, w, w?v ™)
afin simitli cesitlemleridir. Uy, ~ V (y1ys — y3) C K3, ¢iinkii

¢* : K[yhy%y?)] — K[vav U)Q'U_l], Y1 = UV, Y2 = W, Y3 — UJ2U_1

K-cebir homomorfizmasidir ve ¢ekirdegi (y1ys — yi) idealidir. Uy, Uy, Uy, afin simitli
cegitlemleri X fanimin tamimladige asagidaki izomorfizmler ile yapistirilir.
1. 09,01 konilerinin ortak yizii oo N oy = p1 konisidir ve S, = Sy, + Z{—e1} =

Sy, + Z{e1}. Bu sebeple Uy, U,, afin simitli ¢egitlemleri
(Upy)ay 2K x K, (Uy,)y K" x K
afin a¢iklar, boyunca
gey - Ky, 2]y = Klzy, Toay, y > 277, 2 = moz7 !

go1 : (Uog)zs = (Usy )y, (p1,02) = (1/p1,p2/p1)

wzomorfizmi ile yapustirilor.
2. 01,09 konilerinin ortak yizi o N oy = po konisidir ve §,, = Sy, + Z{—(es —

2e1)} = 8,, + Z{es — 2e1}. Bu sebeple Uy, U,, afin simitli ¢cesitlemleri
(Um)z ~ K x K*a (Uaz)ys = V(yly?) - y%)ys

afin aciklary boyunca

1 1

G Klw, v, v*w™ o1 ~ Ky, 2]., w2278 v 27y, v*w™t s 27

g12 - (Ual)z =~ (Uaz)yga (plap?) — (P?/p%pl/pb 1/]92)
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wwomorfizmi ile yapistirlor.
3. 00,09 konilerinin ortak yizi oo N oy = po konisidir ve S,y = Sy, + Z{—e3} =

Sy, + Z{es}. Bu sebeple Uy, U,, afin simitli cegitlemleri

(U00)$2 = K X K*7 (U02)y1 = V<y1y3 - y%)yl

afin a¢iklar, boyunca

x 2 11 . —1 1,2 1 2 —1
Goo : Klw, v, v*w™ ]y ~ K1, 224y, w— x5, v mzy -, 07w = 27T,

go2 - (Uoo>z2 = (Uag)yU (p17p2) — (1/]727]91/]727])%/]92)
izomorfizmi ile yapistirilir. Ornek 4.2.2 ile Xy, ~ P(1,1,2) oldugu agiktr.

Y faninin 6zelliklerinden faydalanilarak tanimladigi Xy, simitli cesitleminin 6zellik-

lerini daha kolay bir sekilde 6grenebiliriz. Teorem 4.3.8 tanim olarak kabul edilecektir.
Tanim 4.3.7. X, Ny vektor uzayinda bir fan olsun.
1. Eger |J,cx, 0 = Nr ise X famina tam denir.
2. Her o € ¥ simpleksel (dizgin) ise ¥ fanina simpleksel (diizgin) denir.
Teorem 4.3.8. >, Nr vektor uzaynda bir fan olsun. Bu durumda
(i) Xx simitli cesitlemi tamdir <= ¥ fani tamdar.
(11) X simitli cesitlemi dizgindir <= % fani dizgindir.

(111) X simitli cegitlemi simplekseldir < ¥ fans simplekseldir.

4.4 Asal Bolenler

Tanim 4.4.1. X indirgenemez cesitlems ve D C X indirgenemez alt cesitlems verilsin.

Eger boy D = boy X — 1 1se D cesitlemine asal bolen denir.

Asal bolen tanimimi afin uzayda yorumlayalim. V indirgenemez afin cegitlem ve D
bir asal béleni olsun. D cesitlemini bir I C S = Klzy,..., 2, asal ideali tanumlar:
D =V (I). Diger yandan

htI +boy D =1r
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Wt I(V) +boyV =r

esitliklerinden dolay1 ht I = ht I(V') + 1. Sonug olarak V' afin ¢esitleminin asal bélenleri
ile S polinom halkasinin yiiksekligi ht I(V') + 1 olan I(V') idealini iceren asal idealleri
(veya K[V] koordinat halkasinin yiiksekligi 1 olan asal idealleri) arasinda birebir ve
orten iliski vardir. Ozel olarak V = K" alirsak S polinom halkasinin yiiksekligi 1 olan

idealleri K" afin uzayimnin asal bélenlerini tanimlar.

Tanim 4.4.2. X indirgenemez cesitleminin asal bolenleri tarafindan dretilen serbest
grubunu Div(X) ile gésterelim. Div(X) grubunun her elemanina X cesitleminin Weil

bolent denir:
Div(X) = {Z ziD; | D; C X asal bélen, z; € Z} .

Simdi Div(X) grubunun bir alt kiimesini rasyonel fonksiyonlar araciligiyla tanim-
layacagiz. X indirgenemez normal bir gesitlem, D bir asal boleni olsun. X ¢esitleminin
bir f # 0 rasyonel fonksiyonunun D iizerinde sifirlama mertebesi vp(f) ile gosterilir.
Eger vp(f) > 0(veyavp(f) < 0) ise f fonksiyonu D boyunca vp(f) (veya|vp(f)]) kath
kdke (veya kutba) sahip denir. vp(f) sonlu sayida asal bélenler harig sifir degerini

alir. Bu gosterimler altinda agagidaki tanimlar: verelim:

Tanimm 4.4.3. f € K(X)* rasyonel fonksiyonunun béleni

dio(f) = Y vn(f)D

DcX

seklinde tanymlanur. div(f) bir Weil bolendir, yani div(f) € Div(X). Bir Weil bilen
div(f) formunda ise esas bélen denir, bitin esas bélenlerin kiimesi Divy(X) ile gds-
terilir:

Divg(X) = {div(f) | f € K(X)*} C Div(X).

Verilen f, g € K(X)* i¢in div(fg) = div(f)+div(g) ve div(f~1) = —div(f). Boylece
Divy(X), Div(X) grubunun alt grubudur.

z2 z2

. 2
Ornek 4.4.4. P projektif uzayda f(xq,x2) = 2 (u) rasyonel fonksiyonu verilsin.
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P projektif uzayin asal bolenleri tek elemanly alt kiimeleridir ve

y
2, D:D1
1, D=D,
UD(f):
3, D=D;,
K07 D¢D17D27D3

, burada Dy = {[1: 1]}, Dy ={[1:0]}, D3 = {[0: 1]}. Bu takdirde
dZU(f) = 2D1 + D2 — 3D3 € DZU(](P)

Ornek 4.4.5. X =P? projektif uzaymmn f = W rasyonel fonksiyonunun bole-
1

nini bulalim: Dy = V(23 + 2% — 22), Dy =V (x1), D3 = V(x3) olmak iizere

(

2, D=D
vp(f)=9-3, D=D,-

—1

) D = Dj

\

Béylece div(f) = 2Dy — 3Dy — D3 € Divg(P).

Onerme 4.4.6. [30, Onerme 1.12.A] R bir Noetherian halkasi olsun. R’nin tek tirlii
carpanlara ayirma bélgesi olmasy i¢in gerek ve yeter sart 1 boyutlu her idealinin esas

1deal olmasidir.

Onerme 4.4.7. /30, Onerme 1.13] D, K" afin uzayda asal bélen olmass i¢in ve gerek

ve yeter sart bir f € S indirgenemez polinomu i¢in D = V (f) seklinde yazilmalidor.

Ornek 4.4.8. Yukarida verilen énerme sonucunda K afin uzayinin her asal boleni bir
f € S indirgenemez polinomu i¢in V(f) formundadir. Bu sebepten her i € [k], j € [K]

icin fi, g; € S polinomlary indirgenemez olmak tzere

nl .« .. nk
_J1 k
- !
21 %k
gl “ .. k
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rasyonel fonksiyonunun bélen:
div(p) = mV (f1) + - +mV(fi) = 2V (91) —--- — 2.V (g,) € Divg(K").

Tanim 4.4.9. X indirgenemez normal cesitlems verilsin.

(i) D,D" C X asal bolenlerinin farksy esas bilen ise iki asal bolen lineer denktir

denir ve D ~ D' ile gosterilir: 3f € K(X)* i¢in D — D' = div(f) = D ~ D'.
(11) CU(X) = Div(X)/Divg(X) grubuna X cegitleminin bélim grubu denir.
Ornek 4.4.10. D, K" afin uzayemn bir asal boleni olsun: Bir f € S indirgenemez
polinomu i¢in D =V (f). f polinomunun béleni

div(f) =vp(f)D =D

oldugundan her asal bolen esas bolendir. Bu sebepten C1(X) = 0.
Agagida verilen teorem Ornekteki durumu genel olarak ifade etmistir.

Teorem 4.4.11. R tek tirli ¢arpanlara ayirma bolgesi ve X = Specm(R) olsun. Bu
takdirde C1(X) = 0.

Ornek 4.4.12. X = (K*)" simiti i¢in C1(X) = 0, ¢iinkii

K[(K] = Klzf, ..., 28] = K[z, . . ., 2)ayoa,

»rr

ve tek tirli carpanlara ayirma bolgesinin yerellestirilmesi de tek tirli carpanlara ayirma

bolgesidur.

Simitli gegitlemler iizerinde simitin cebirsel etkisi oldugundan, bu etki altinda sa-
bit asal bolenler kullanilarak simitin karakterlerinin bdélenleri tanimlanmigtir. Ny o~
R"™ vektor uzayindaki > faninin tanimladigi simitli cegitlem Xy olsun. Bu takdirde
boy Xy, = n’dir. Xy simitli ¢egitlemi ve D asal boéleni verilsin. Xy simitli ¢egitlemi-
nin simiti 7" olmak tizere DT = D ise D asal bolenine 7T-sabit asal bdlen denir.
Y fanmin her 1-boyutlu konisi (1gmn1) Xy simitli ¢esitleminin 7' grubunun etkisinde

bir dim X — 1-boyutlu yoériingesine kargilik gelir. Her p € (1) g igin karsiik gelen
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dim X — 1-boyutlu yoriingenin Zariski kapanigi bir sabit asal bolendir ve D, ile gosteri-
lir. 7' simitinin karakter grubu M kafesine izomorf olsun. 7" simiti agik bir kiime ve her
m € M igin x™ karakteri T iizerinde rasyonel fonksiyon oldugu icin y™ € K(Xy). 3 fa-
nindaki her p igminin ilkel {ireteci v, ile gosterilir. Bu gosterimleri kullanarak asagidaki

onermeyi verelim.

Onerme 4.4.13. Xy, simitli cesitleminin simitinin herhangi bir karakteri x™ olsun.
(i) vp,(X™) = (M, V,).
(it) div(x™) = > (m,v,)D,

peEX(1)

Her > 2,D, toplami Xy simitli ¢egitleminin Weil bélenidir, ayrica her sabit Weil
peX(1)
boéleni bu formdadir. Boylece

Divyy (Xs) =< > 2,D,|z2, € Z p € Div(Xy)
peX(1)
kiimesi Xy simitli ¢esitleminin 7T-sabit Weil bélenlerinin grubudur.

Teorem 4.4.14. Birinci dondisim m — div(x™) ve ikinci dondisim >, z,D, —
peX(1)

[ > 2,D,] olmak dizere

pEX(1)

M—- DiUT(XE) — Cl(XE) —0

dizisi tamdur. Ayrica asagida verilen dizinin tam dizi olmast i¢in gerek ve yeter sart

{v,|peX(1)} kimesinin Ng vektor uzayin dretmesidir:

Sonug 4.4.15. Cl(Xy) sonlu dretilmis degismeli bir gruptur.
Her p; € ¥(1) 1simina paralel olan T-sabit asal bolen D; ile gosterilir.
Ornek 4.4.16. ¢ = Koni(2e; — ey,e5) C R? olmak tizere U, = V(x129 — x3) afin

stmitly ¢esitlems, o konist ve biitiin yuzlerinden olusan

Y ={o,7 = {0}, pr = Koni(2e; — e3), p» = Koni(es)}
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fanana karsibk gelir. T C U, simitinin karakter grubu ZS8, = 7Z* kafesine izomorf

oldugundan Teorem 4.4.14 geregi
m s (m,2e; — e9) Dy + (m, ex) Dy = (2my — ma) Dy + moDs

D1z1 —+ DQZQ 'g [D121 + DQZQ]

olmak tzere

0—— 22—~ Divp, (U,) —2= CL(U,) — 0

tam dizidir. Bu durumda (8 drten olup Cl(U,) = Gor(B) = {z1[D1] + 22[D2] | z; € Z}.
Her m € Z? igin div(x™) = (2m1 — ma)D1 + maDsy € Gir(¢) ve Gir(¢) = Cek(p).
Dolayisiyla CY(U,) kiimesinde 2[Ds], [Ds] — [D1] elemanlary sifira esittir ve

CUUs) = {0 =2[D1], [D1]} = Z/2Z.
Ornek 4.4.17. Xy, = P olmak dzere X fansnan wsinlarimn ilkel dretecleri
eg=—-€e —€e —---—e,,e,...,e, €L =N
vektorleridir. Bu takdirde M = 7" ve
m (=my —mg — -+ —my) Dy +myDy + -+ - +m, D,

DOZO + e+ Dnzn ’i [D()Z[) + Dnzn]

olmak tzere
0 ——Z" — Divr, (P") — CI(P") —0

tam dizidir. Bu tam diziden C1(P") = Gdr(B), yani CI(P") bélim grubu [Dy), ..., [Dy]
elemanlarimin drettigi degismeli gruptur. Diger yandan her i € [n] i¢in div(x®) =
—Dy + D; € Gor(p) = Cek(5) olup, CL(P"™) bélim grubunda [Do] = [D;] esitligi mev-
cuttur. O halde

CL(P") = {[Dolzo | 20 € Z} =~ Z
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Dozo+ - Doz v [Do(z0 + -+ + 20)).

Sonug olarak yukarida verilen tam dizi ¢ = [eg--- e,]t B =[11--- 1] olmak dizere
0—7" 2>

ile temsil edilebilir.

Yukarida verilen 6rneklerde Teorem 4.4.14 ile normal simitli ¢esitlemlerin boliim
grubu hesaplanmigtir. Bu hesaplama daha kolay hale getirilebilir. 7', Xy simitli gesit-
leminin simiti olsun. 7' ~ N ®; K* ~ (K*)” oldugundan, 7" simitinin bir parametreli
alt gruplar grubu ve karakter grubu Z" kafesine izomorftur. > faninin 1ginlarinin ilkel
iiretecleri vq,...,v, € Z" olsun 0Oyle ki bu vektorler R" vektor uzayim iiretsin. Bu

durumda Teorem 4.4.14 ile & ~ C1(X) olmak tizere

¢ B

0 7" zr ko4 0.

dizisi tamdir, burada ¢ matrisinin satirlar1 > fanminin isinlarinin ilkel iiretecidir: ¢ =
[vy -+ v,]T. Butam dizi geregince & grubu ¢ matrisinin eg ¢ekirdegidir: of = Z"/Gér ().
¢ matrisinin Smith Normal formu hesaplanarak &/ grubu ve 8 matrisi bulunur. ¢ matri-
sinin Smith normal formu D = kosegen[dy, ..., d,,0,...,0] olmak iizere P € M,,(Z),
K € M, x,(Z) unimodiiler matrisleri(det(P) = £1,det(K) = £1) mevcuttur dyle ki
D = P¢pK. Boylece

7" |Gor(Q) L)\ Z B L)AL ® - DL)d L DL,

Ayrica varsayalim ki Z"/Gor(¢) grubunun sifirlayan elemani olmasin. Bu takdirde
7" |Gor(p) ~ Z' " olup CI(X) ~ Z'". Z"/Gor(¢p) grubunun sifirlayan elemani ol-
madigindan Teorem 3.2.11 geregi Gor(¢) kafesi doygundur ve satirlari P matrisinin
son r — n satir1 olan (r — n) X r alt matrisinin Z-gekirdegi Gor(¢) kafesine egittir. Bu
takdirde Gor(¢) = Cek(/3) oldugundan P matrisinin son r — n satir1 olan (r —n) X r

alt matrisi 8 matrisi olarak segilebilir [36].

Ornek 4.4.18. P! x P! kartezyen carpimi asafida sekilde verilen ¥ fanina karsilik

gelen simitli cesitlemdir.
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P2

Sekil 7: ¥ ¢ R?2

Bu durumda Teorem 4.4.14 ile of ~ C1(X) olmak dizere

dizisi tamdir, burada ¢ matrisinin satwrlary X faninin wsinlariman ilkel dretecidir:

T
10 -1 0

01 0 -1

Bu tam dizi geregi o grubu ¢ malrisinin es ¢ekirdejidir: of = 7] Gor(p). ¢ matrisinin
Smith Normal formu hesaplanarak o grubu ve B matrisi bulunur. ¢ matrisinin Smith

Normal formunu Macaulay2 program: ile hesaplamak i¢in smithNormalForm Phi ko-

mutu kullanir: D = PoK, burada

10 -1 0 0 0
0 1 0 -1 0 0 -1 0
D= , P = K =
00 10 1 0 0 -1
00 0 1 0 1
10

O halde o =72 ve 3 =
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4.5 Bolim Temsili

P" projektif uzaym K"\ {0} kiimesinin

p~p <+ INcK" 2p =X

denklik bagintisina gore boliim kiimesi gseklinde tamimlandigimi hatirlayalim. P™ pro-

jektif uzay bir grubun yoriingeleri seklinde de ifade edilebilir:
G={(\X\...,) )| AxeK}
grubu K"\ {0} kiimesine

G x K"\ {0} — K™\ {0}
(M A, p) = (Ap1, e, Apngt)

ile etkir ve G’nin K" \ {0} deki yoriingelerinin birlesimi P" uzayini verir:

P" = (K" \ {0})/G.

Projektif uzaya benzer sekilde daha genel simitli cegitlemler de bu sekilde ifade edi-

lebilir. Bu alt boliimde verilen daha genel bir normal simitli ¢egitlemin boéliim temsili

verilecektir.
Y, Nr vektor uzayinda bir fan olmak iizere X faninin iginlar py,...,p. € Ng,
vi,...,v, € N ilkel vektorleriyle iiretilsin. Eger {vy,...,v,} kiimesi Ng vektor uzayini

iiretiyorsa Teorem 4.4.14 geregi

m S (m,vy),...,(m,v,))

z & [21D1 + -+ + 2.D,]
olmak iizere agagidaki dizi tamdair.

¢

P:0 M v/
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Bu diziye Homgz( , K*) faktorii uygulanarak asagidaki dizi elde edilir:
PB*: 1 — Homy(Cl(Xy), K*) — Homy(Z", K*) — Homz (M, K*) —=1 (2)

K* boéliinebilir (divisible) bir grup oldugundan injektif Z-modiildiir |38, Lemma 3.9,
s. 195]. Boylece [38, Onerme 4.6, s. 202| geregi B* dual dizisi bir tam dizidir. Diger
yandan

Homyz(M,K*) ~ Ty
Homgyz(Z", K*) ~ (K*)"

denklikleri mevcuttur. G ~ Homgz(Cl(Xy), K*) olmak iizere f* tam dizisinden
l— G (K) ——= Ty ——1

tam dizisi elde edilir. Bu takdirde {e, ..., e,} kiimesi M kafesi i¢in bir baz olmak tizere

G = {t=(t,....t,) € (K) |Vme Micin ™ ¢{™2) ...y — 1}
= {t={(t1,....t,) € (K*)" | Vi€ [n]icin £Vl o gfeovr) —
{ 1 2

seklinde tanimlanir ve

Ty ~ (K*)"/G.

Béylece Xy simitli cegitleminin simiti boliim grubu ile ifade edilir. Bu alt boliimde

yukarida verilen notasyonlar kullanmilacaktir.

Ornek 4.5.1. P" projektif uzayina karsilik gelen ¥ faninin wsinlarinan ilkel dretecleri
eg=—€e —€e —---—e, e, ....,e, L ~N

vektorleridir ve {ey,...e,} kiimesi Z" ~ M kafesinin bir bazidir. Bu takdirde

G = {t=(lo,...,tn) | VM € Z" igintf™ ™) . .gf™e) = 1}
= = (tg,..-,tn m ¢ ity " ceegrin =15,
t = (lo,... tn) | VM € Z" igin ty™ ™ 7" g = 1

n

Dolayrsiyla m vektorini ey, ..., e, € Z" alwrsak ty't; = -+ = ty't, = 1 elde edilir ve
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buradan

G={(\A..., )| AxeK} C (K.
P projektif uzayimin simitinin bélim temsili G grubu ile tanimlanar.

Yukarida verilen drnekte tam diziler araciligiyla projektif uzayin simitini G grubu
aracihgiyla ifade edilmistir. Diger yandan P" projektif uzayin G'nin K"\ {0} deki
yoriingelerinin birlegimi oldugunu hatirlayalim. Benzer sekilde herhangi normal simitli
cegitlemin simitinin boliim temsili simitli ¢egitlemin tamam i¢in genigletilebilir. Simdi

bu genellestirilmeyi vermek icin bazi notasyon ve tanimlar verilecektir.

Tanim 4.5.2. Xy, simitli cesitlemi verilsin. Her p; € 3(1) s igin x; bir degisken
olmak tzere

S:K[Zlfl,...,l’r]
polinom halkasina X, simitle cesitleminin homogen koordinat halkast denir.

3] faninda o konisi verilsin. o konisi ¥ fanindaki bagka bir koninin 6zalt kiimesi de-
gilse Y faninin maksimal konisi denir. X faninin maksimal konilerinin kiimesi X,,,,, C

Y. ile gosterilir.

Tanim 4.5.3. Xy simitli cesitlemi verilsin. Her bir o € X konisi i¢in S polinom

halkasinda

= H Z;

pi¢a(1)

monomu tanimlansin, burada o(1) = {p € X(1) | p C o}.
B(X)=(2° |0 € Lpaz) C S

monom idealine bagintisiz (irrelevant) ideal denir.

Teorem 4.5.4. N vektor uzays tizerinde X fany ve Xy simitli gesitlemi verilsin. Eger

{v1,...,v,} kiimesi Ny vektor uzayim tiretiyorsa
Xy = (K"\V(B(X)))/G

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Xx simitli cesitleminin simpleksel olmasidar.
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Teorem 4.5.4 geregi her p € K"\ V(B(X)) eleman1 i¢in G-p yoriingesi Xy, simpleksel
simitli ¢egitleminde bir nokta verir, bu noktayi [p] = [p1 : p2 : -+ : p] = G- pile

gosterelim:

7: K \V(B(X)) — Xs
p — [p]

G - p yoriingesinin elemanlarina [p] € Xy noktasinin homojen koordinatlar: denir.

Ornek 4.5.5. Xy, = P! x P! olsun. Bu takdirde Ornek J.4.18 den

T
1 0 -1 0 1 010
QS —= ve /8 =
0 1 0 -1 0101
olmak tzere
P 0 72 Cogr P 0,
bir tam dizidir. 7w : (t1, ..., t) — [tit3", tat, '] olmak iizere B dizisinin duali de

P 0— G — (K*)* —= (K*)2 0
tam dizidir. Buradan
G = Cek(ﬂ') == {()\1, )\2, )\1, )\2) ‘ )\1, )\2 S K*}

Diger yandan B(X) C K[z, xa, 3, 4] bagintisiz idealinin dretegleri

°° = H T; = T3Xy

pi¢oo(1)

I’ = | | T; = T1X4

pi¢o1(1)

r’? = | | T; = 1T

pigoa(1)

73 = H T; = Ta3

pi¢os(1)
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monomlaridir ve

V(B(X)) = V(xsxy,x124, 129, 2223) = V (21, 23) UV (22, 24)
= ({(0,0)} x K*) U (K* x {(0,0)}).

Y fanwndaki her koni simpleksel olup Xx, simplekseldir, dolayisiyla Teorem 4.5.4 ile G
grubu K*\ V(B(X)) kiimesine

G xK*\ {0} — K*\{o0}

((/\17/\27/\17/\2)71)) — (/\1]?1,)\2192,)\1]73,)\2]?4)

ile etkir ve

P! x P! = (K*\ V(B(X)))/G.

Ornek 4.5.6. wy, ..., w, poztif tam sayilars verilsin.
{(—wie; —woeyg — - —wype,), e,...,e,} CZL"

kiimesinin 6zalt kiimelerinin drettigi konilerin olusturdugu fan X olsun. Xsx normal
simitli ¢egitleminin boliim temsilcising bulalim. X fanwmn sinlarinin ilkel dretecleri
Vg = —wW1€; — Wey — +++ — Wp€,, Vi = €1,...,...,V, = e, vektorleridir, dolaysiyla

¢ =[vovi- vyt olup

P:0—>zrLogrtt Loy g
tam dizidir. Bu tam dizinin duali de tam dizidir:
P 1 G — o (K)o (K" — 1
oyle ki m:t — (t, "t ty Pta, ... 1y tn). Bu tam dizilerden Cl(Xy) ~ o = Z ve
G = Cek(m) = {(¢t,t",t,...;t*") |t e K} ~ K*
elde edilir. 3, kiimest

o, = Koni(vo, ..., Vi_1,Vit1, .-, Va), 1 € {0,1,...,n}
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konilerini icerir. O halde V(B(X)) = V(xg,x1,...,2,) = {0} esitligi elde edilir.
{vo,V1,..., vV} CZ" kiimesinin her ozalt kiimesinin elemanlar: R-lineer bagimsiz ol-
dugundan X fany simplekseldir. Bu sebeple Xx simplekseldir ve Xx, ~ (K"t \ {0})/G.
Sonug¢ olarak Xx cesitlemi

[pO ‘P1ce pn] =G- (p07"'apn) = {potapltwla"'vpntwn}

olmak tizere

Xy ={lpo:p1:--:pa) | P#0}

seklinde ifade edilebilir. Bu kime P(1,wy, ..., w,) agirlikly projektif uzaywn tanimana

verir, bu yizden Xy ~P(1,wy, ..., wy,).

o C Ng n-boyutlu koni olmak {izere U, afin simitli ¢egitleminin simiti de boliim

temsili ile ifade edilebilir.

Ornek 4.5.7. 0 = Koni(2e, — ey, &) C R? olmak iizere U, = V(xix5 — 23) afin
simitli cesitlemi verilsin. U, afin simitli cesitleminin bolim temsilini bulalum. Ornek
4.4.167dan X fanwmn wsinlart p1 = Koni(2e; — e3), po = Koni(ey) konileridir ve bu
konilerin ilkel tretegleri vi = 2e; — ey ve vo = ey vektorleridir. G ¢arpimsal grubu

sonludur:

G = (i) | o )

Diger yandan X fani, YXmar C X alt kiimesinin tek elemani o konisinin wsinlary hari-

cinde wsin ihtiva etmediginden V(B(X)) = 0. Bu takdirde U, ~ K?/G.

Ornek 4.5.8. Asagida verilen ¥ famna karsilik gelen simitli cesitlemi bolim temsili

ile belirleyelim.
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€2

N

Sekil 8: 3 ¢ R?

R? wzaginda X famman ilkel wsin dretecleri vi = (1,0), vo = (0,1), vz = (=1,/) ve
101 /¢
0101

olsun. ¢ = [u; wy] ve 7 : t > (L1153, tatsty ") olmak iizere asagrdaki tam diziler mevcut-

vy = (0,—=1) wvektorleridir. u; = (1,0,—1,0), ug = (0,1,4,—1) ve g =

tur:

ORI - S Sy —

Pl —s G — (K*)* — (K*)? 1.

Bu takdirde C1(Xyx) ~ o = 72 ve
G = Cek(m) = {(t1, to, t1, tits) | t1, 1y € K*} =~ (K*)2.

Sonug olarak, Tx ~ (K*)? ~ (K*)*/G kiimesi Xx, simitli cesitleminin simitidir. Ayrica
B tam dizisinden Lg = Girg = (uy,ug). Simdi Kz, xe, x3, x4] polinom halkasinin

bagintisiz idealing bulalim. B(X) C Kxy, z9, 3, x4] bagintisiz idealini

o

20 = w31y, P = 1124, T2 = X129, T7° = ToT3
monomlar: tiretir, o halde

V(B(X)) = V(xixy, 2129, v0x3, x324) = V (21, 23) UV (22, 24)
= ({0} xKx {0} xK)U (K x {0} x Kx {0}).
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Sonuc¢ olarak

Xy~ (K'\ V(B(%)))/G.

Xs normal simitli cegitlemine Hirzebruch ytizey denir ve 7, ile gosterilir. £ = 0 ise

I, =P x P! olur.

4.6 Homojen Koordinatlar

Projektif ve afin uzayda verilen cegitlem tanimi Xy simpleksel simitli ¢egitleme de uyar-
lanabilir. &, Hirzebruch yiizeyi i¢in diigiinelim: S = K[z, 25, x3, 4] homojen polinom
halkasinin herhangi bir polinomu ile ¢egitlem tanimlanamaz, ¢linkii ayni noktada farkl
degerler verebilir: K = C olmak iizere %5 yiizeyinde [1 :1:1:1],[2:1:2 : 4] nok-
talarn egittir, ¢iinki (1,1,1,1),(2,1,2,4) noktalarn ayn1 G-yoriingededir: (2,1,2,4) €
G(1,1,1,1) = G. Fakat f = xy29 — x3x4 olmak iizere f(1,1,1,1) # f(2,1,2,4). Bu

problemi ¢ozmek icin projektif uzaya benzer gekilde dereceli halka ile caligmak gerek-

mektedir.
Y, Nr vektor uzayinda bir fan olmak iizere > faninin iginlar py,...,p. € Ng,
vi,...,v, € N ilkel vektorleriyle iiretilsin. Eger {vy,...,v,} kiimesi Ng vektor uzayini

iiretiyorsa Teorem 4.4.14 geregi

m & ((m,vy),...,(m,v,))

z 21Dy + -+ - + 2.D,]
olmak fiizere agagidaki dizi tamdair.

¢ B

ZT‘

P 0 M Cl(Xs) —=0. (3)

Xy, simitli gegitleminin S = Klzy,...,z,] koordinat halkasinda her z; degigkeninin
derecesi bu tam dizi ile tamimlanir. Her ¢ € [r] igin x; degiskeninin derecesi e; € Z7
elemaninin  doniigiimii altinda goriintiisii ile tamimlanir, yani der(z;) = pe; = [D;].

Bu takdirde x®* monomunun derecesi

der(x®) = fa = [Dyay + - - - + D,a,]
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seklindedir. Sonug olarak

S= P s,

aGCI(XE)
Cl(Xx)-dereceli bir halkadir &yle ki S,,, derecesi a € Cl(Xy) olan monomlarin iirettigi

vektor uzayidir.

Ornek 4.6.1. Ornek 4.5.8’den %, Hirzebruch yiizeyininin bélim grubu Z? kafesine izo-
morftur: CL(%;) ~ 72, Ustelik S = Kxy, 9, 13, 24] koordinat halkasinda degiskenlerin
derecesi
derzz(z1) = B(e1) = ey, derge(x3) = B(es) = e
dergz () = [(ey) = €g, derge(xy) = B(es) = ley + eo.
olmak tizere S = @ S,.
a€Z?
Ornek 4.6.2. P' x P simitli ¢cesitleminin S = K[x1, 2, x3, 24] koordinat halkasi Z>-
dereceli bir halkader, ciinkii Ornek 4.4.18°de CI(P! x PY) ~ Z%. S polinom halkasinda
X% monomunun derecesi 3 matrisi ile tanimlanar:
a; +a
der(x?) = fa = e
a9 + Q4

a, B matrisinin situnlarman drettigi afin yarigrubunun bir elemany degilse, yani o ¢

N{(1,0),(0,1)}, S, vektor uzay: bos kiimedir.

Ornek 4.6.3. Ornek 4.5.7den 0 = Koni(2e; — ey, e3) C R? olmak dizere U, =
V(ziws — x3) afin simitli cesitlemi icin U, ~ K2?/G denkligi vardwr, burada G =
{(1,1),(-1,-1)} C (K*)?. z LN (D121 + Dazo] olmak tzere asaguda verilen dizi tamdor:

0 72 % g2 P

CLU,) —0

Ornek 4.4.16°dan U, afin simitli cesilemine karsilik gelen X fanwnin wsinlar 2 tanedir,

dolaysiyla homojen polinom halkasimn 2 degiskeni vardir: S = Klxy,z5]. S homo-

jen koordinat halkasi Cl(U,)-dereceli ve degiskenlerin dereceleri der(x,) = [(e1) =

[D1], der(z2) = B(ey) = [Dy] seklindedir. Ustelik C\(U,) kiimesinde 2[Ds] = 0, [Ds] —

[D1] = 0 oldugundan der(x1) = (e1) = der(zz) = f(ez) = [Ds]. Sonug olarak degisken-

lerinin dereceleri 1 € Z/27 olmak iizere S = @ ,;, Sa polinom halkas: Z/27-dereceli
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bir halkadzr.

Ornek 4.6.3’de derecesi birim eleman olan homojen polinomlarin vektor uzay1 bos-
tan farklidir: S5 = K[2?, 129, 3. Diger yandan yukarida verdigimiz diger érneklerde
S(0,0) vektor uzay sadece K cisminden olugsmaktadir. Bu durum farkli yollar ile karak-
terize edilebilir.

4 bir grup ve S polinom halkas1 der(z;) = a; € A = {ay,...,a,} C & olmak iizere
g/-dereceli bir polinom halkasi olsun. Eger a@ ¢ NA ise S, = ) olur. Ayrica Z" — o,

e; — a; grup homomorfizmasinin gekirdegi L4 kafesi olmak iizere Sy = K[L4NN"] [36].

Ornek 4.6.4. S = K[z, z9, x3] halkast of = 7.® 7./ 27-dereceli olsun dyle ki der(z,) =
(1,1),der(xs) = (=2,1),der(z3) = (1,0). La C Z3 kafesinin ve Ly N N* yarigrubu-
nun bir bazlary siraswyla {(2,0,-2),(—1,1,3)}, {(4,2,0),(1,1,1),(0,2,4)} kiimeleridir.
Dolaysiyla

4.2 2 4
S0 = Klz123, v12023, v525]
olur.

Teorem 4.6.5. [36, Theorem 8.6] o bir grup ve S polinom halkasy der(x;) = a; €
A=Aa,...,a.} C A olmak iizere of -dereceli bir polinom halkasy olsun. o grubunun

birim elemani O olmak tzere asagidaky sartlar denktir.
(i) Her o € o elemans igin S, sonlu boyutlu K-vektor uzayidor.
(11) Derecesi O olan polinomlar sadece sabit polinomlardar.
(i1i) Her a; € A ig¢in S,, sonlu boyutlu K-vektdr uzayidar.
(iv) Ly NN™ = {0}, yani L, kafesi pozitiftir.

(v) NA afin yarigrubu giglidir (NAN(—NA) = {0}) ve S polinom halkasinin derecesi
0 olan degiskeni yoktur.

Tanim 4.6.6. o bir degismeli serbest grup olmak tizere, S, f -dereceli polinom halkast

Teorem 4.6.5 de verilen denk sartlar: saglarsa pozitif dereceli polinom halkasy denir.
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5 SIMITLI CESITLEMLERIN PARAMETRIK ALT
GRUPLARI

Y2, R™ vektor uzayinda bir simpleksel tam fan olmak iizere X faninin isimlari py, ..., p, €
R™ vy,...,v, € Z" ilkel vektorleriyle iiretilsin. Herhangi bir K cismi iizerinde > C R"
fanina kargilik gelen X simitli ¢egitlemi Ty ~ (K*)™ split simiti i¢ersin. Varsayalim ki
C1(X) grubunun sifirlayan elemani olmasin. Bundan sonra biitiin simitli ¢esitlemler bu
sekilde kabul edilecektir. Ornegin diizgiin simitli cesitlemlerin bsliim grubunun sifirla-
yan elemam yoktur [34, Onerme 4.2.5, Onerme 4.2.6]. Simdi T’x simitinin geometrik
boliim temsilini agagidaki tam dizilerle inga ederek hatirlayalim. 3 fani tam oldugu icin

Teorem 4.4.14 geregi, ¢ = [vy---v,]T = [u; ---u,] matrisi ve & ~ CI(X) olmak iizere

¢ B

P 0 zn z o 0

dizisi tamdir. Tam dizinin duali de tam oldugundan

L0 G — (K*)" =Ty 0

dizisi tamdir, burada 7(t1,...,t.) = [t", ..., t"] ve i dogal gobmme fonksiyonudur. Bu
takdirde
G = Cek(m) = {t € (K*)" |Vm € Gor(¢) = Lgi¢int™ = 1}

olmak iizere Ty ~ (K*)" /G dir.
X simitli ¢egitleminin koordinat halkas1 S = Klzy,..., 2, olsun. CI(X) grubunun

sifirlayan elemani olmadigi icin B tam dizisinden d = r — n olmak iizere &/ = Z%dir.

S = @@ S, halkasi her z; degiskeni icin der(z;) = B(e;) = B; € Z? olmak iizere
Zd—de;eecgéli bir halkadir. o ¢ Nf ise boyg S, = 0 olur, yani S halkasinin homojen
polinomlar1 31, ..., 8, elemanlarinin tirettigi NS afin yarigrubu ile desteklenir. X tam
bir cesitlem oldugundan her « icin S, vektdr uzay: sonlu boyutludur [34, Onerme 5.3.7,

Onerme 4.3.8]. Diger yandan & serbest grup oldugundan S pozitif dereceli polinom
halkasidir. Ustelik asagida verilen sonug ile her B; € N geklinde segilebilir.

Sonug 5.0.1. /36, Sonu¢ 7.23] o kafesi ve A = {ay,...,a,} C I alt kiimesi veril-
sin. NA afin yarigrubu giicli ise rank(«/) = d olmak tizere NA yarigrubu N uzayina
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gomalebilir.

Y C X alt kiimesi iizerinde sifir degerini alan homojen polinomlarin iirettigi

IY)={feS|V[P] €Yigin f(P) =0, fhomojen}

ideali homojen idealdir ve bu ideale Y nin sifirlayan ideali denir.

Bu bélim K = [F, sonlu cismi iizerinde X simitli ¢esitleminin parametrik simitli
kiimelerinin sifirlayan idealleri iizerinedir. Boliimde |22] ve 23] makalelerinden fayda-
lanilmigtir. Yukarida verilen notasyon ve ifadeler tezin kalan kismi boyunca kullanila-

caktuir.

Tanim 5.0.2. Bir Q = [q,q, - q,] € Msx,(Z) matrisi verilsin.

TX,Q = {[tql Ll th] |t c (K*)S} C TX

kiimesine () matrisinin parametreledigi ssmaitle kiime denir.

10 01
" 1100
Ornek 5.0.3. X, K = Fy dizerinde P! x P! simitli cesitlemi ve Q =

01 10

0011

olmak iizere Tx o parametrik kiimesini belirleyelim. Ornek 4.5.5den
G = Cek(m) = {(A1, A2, Ao, M)A, A € B3 = {(1,1,1,1),(1,2,1,2),(2,1,2,1),(2,2,2,2)}
ve Tx ~ (K*)? ~ (K*)*/G elde edilir. Dolaysiyla

T = {0, ... t%) |t € (K)'} = {(tata, tats, tsta, t1ty)|t € (K*)*}
olmak idizere Tx o = Tg, /G "dir.
T ={(1,1,1,1),(1,1,2,2),(1,2,2,1),(1,2,1,2),(2,2,1,1),(2,2,2,2),(2,1,2,1),(2,1,1,2)}
kiimesinde G grubunun ayni yoringede olan elemanlary belirleyelim. Sonug olarak

1:1:1:1]=G(1,1,1,1) =G,
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1:1:2:2={(1,1,2,2),(2,1,1,2),(1,2,2,1),(2,2,1,1)}

esitliklerinden Tx g ={[1:1:1:1],[1:1:2:1]} olur.

5.1 Eliminasyon Teori Ile Sifirlayan Ideal Bulma

Bu béliimde, T'x g parametrik simitli kiimesinin sifirlayan idealinin iireteclerini hesap-
lamak icin algoritma veren bir yéntem verilecektir. Oncelikle, bu yéntemin ispatinda

kullanilan bazi temel teoremleri verelim.

Lemma 5.1.1. [27, Lemma 2.1] K herhangi bir cisim ve f € Klzy,...,xs] her i
icin dery,(f) < k; sartiny saglayan bir polinom olsun. Her 1 < i < s i¢in K;, K
cisminin sonlu alt kimeleri olsun oyle ki |K;| > k; + 1 sartim saglasinlar. Eger f,

K; x Ky x -+ x Ky kiimesinde sifirlaniyorsa f = 0 dar.

Teorem 5.1.2. [25, Teorem 2, s.116] I C Klxy,...,xx] bir ideal ve G, ©1 > x9 >
<o > xp lex monom siralamasina gére I idealinin bir Grobner bazi olsun. Bu takdirde
her 0 <1 <k icin

Gl - G N K[IZ_H, . ,l’k]
kimesi I} = I N K[z, ..., 2] I eliminasyon idealinin bir Grobner bazidur.

X =P"iken S = Klzy, ..., 2p41], & = Z-dereceli bir halkadir 6yle ki her degigkenin
derecesi deryz(z;) = B; = 1'dir. Projektif parametrik kiimenin sifirlayan idealini hesap-
lamak i¢in bir yontem [14, Teorem 2.1| makalesinde sunulmugtur. [20] ¢aligmasinda
ayn1 yontemi Dias ve Neves, P(wy, ..., w,) agirhikh projektif uzayin simiti i¢in, yani )
birim matris, 8 = [wy, ..., w,] iken ispatlamiglardir. Agagidaki teoremde, bu yontem

daha genel simitli ¢egitlemler i¢in verilmigtir.
Teorem 5.1.3. R = Klzy,..., %0, Y1, -, Ys, 21, - - -, 2a, W], S polinom halkasinin bir
genislemesi olsun. Bu takdirde

J = <{xiyqi_zﬁi_ - yqﬁzﬁﬁ};l U {y?il — l}le,qul_zﬁl_ ...yqr_zﬁr‘ —1).

olmak tzere I(Tx q) = J NS dir.

ispat 2. Birinci olarak 1(Tx,o) € J NS kapsamasine kanatlayalim. 1(Tx.o) homojen

ideal oldugundan, homojen polinomlar dretir. I(Tx o) idealinin bir Gretecini alalim: f =
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k
cx™, der(f) = a=)7"_, Bymi;. Binom teoremini kullanarak her x™ monomunu
i=1

m;

yq1+ preing yq1+zﬁ1+ it yqﬁzﬁﬁ yqﬁzﬁﬁ M
= xr1 — — — + — - e T, — _l_

yqrizﬁl_ erizBr_

— — m; My
_ zr: ) zjyV 2T — y Ut 8t ya 2t ! . yar Pt
gz] i ) ir yqr— zBT*

_ i ) a:qufzﬁf_ . yqj+z@j+ + za yq1+ mi1 N qu‘+ My
= Gij (yqlfzﬁlf)mm . (yqrfﬁ?f)mw yfh’ qu,

seklinde yazlir oyle ki her i € [k] icin ga, ..., gir € R. f polinomunun her x™i mono-

munu bu sekilde yazarsak

r v BT vt BT at\ "™ at\ "
f= >y e Zj y £ ; +-Za§:i:1Q zl—r 2 -
j=1 (lefzﬁl_)ml Ce (y‘lrfzﬁr_)mr
r xqujizﬁji — ycljJr,szj+
= >4 — — + 22 f(y", .y,
J=1 (yql_zﬁl ) ... (yQ'r‘_ZBT ) T

k k
esitligi elde edilir, burada g; = Y cjgi; ve m}; = Zle mg;'dir. mo= "y my; ve
i=1 j=1
h=y% 257 ...y% 2P olmak dizere son esitligi h™ monomu ile carpmak

fhm =3 G (iﬂqufz -y z j+) + 2 <yq“ : -yq7'7> Fy™, ..y,
j=1

ifadesini verir, burada

7 T

of =3 (B (m—my) + B my] €N, Gy =g [] (yqﬂ'_zﬁj)m_mg € R

Jj=1 Jj=1

Bélme algoritmasin kullanarak F = (yQF . -qu7>mf(yq1, o ¥T) € Klyg, ...,y

polinomunu {y;%" — 1}5_, binomlarina bélelim:
R = Y G (wjy® 2T~y ) 4 2 (z Hi(y"™ — 1)+ Ey, ... ,ys>) Y
j=1 i=1

Simdi her t = (t1,...,ts) € (K*)’ i¢in E(t) = 0 oldugunu gdsterelim. (4) esitliginde
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her i, j,k i¢in x; =t%,y; =t; ve 2z, = 1 alwrsak f € I(Tx ) oldugu i¢in
0=0n"=> G0+> HO+E(t,....t)

ulasilir. Dolayswyla E, (K*)* dizerinde siferlanar. Ote yandan heri € [s] igin der,,(E) <
q — 1 oldugundan, Lemma 5.1.1°den E = 0 sonucuna verir.

(4) esitligini w™ ile ¢arparak

f(hw)™ = Z w™G; <xqufzﬁf —y¥ 2 j+> + wmzalz Hi(y 71
i=1

Jj=1

esitligi bulunur. Ayrica H € R olmak tizere binom teoreminden
f(hw)™ = f(hw—1+1)" = f(H(hw—1)+1)= fH(hw—1)+ f

esitligi yazilir. Boylece son ki esitlikten
f:zmei <xquf_z6j_ —yqf+zﬁj+> +wmz°‘ZH — fH(hw —1)
j=1

elde edilir ve I(Tx g) C J NS kapsamast saglanar.

Buchberger algoritmasi [25, Teorem 2, p.87] J idealinin dretegleri binom oldugundan
herhangi bir Grébner bazi da binomlardan olustugunu soyler. Teorem 5.1.2 geregi JN.S
tdealini de binomlar retir. O halde ters kapsamay: ispatlayabilmek i¢in bir f = £ —

2 € JN S binomu verilsin. Bu takdirde
f:ZGj(xqufzj yu' 2 )—i—ZH 21— 1)+ H(hw — 1), (5)
j=1

esitligini saglayan G+,...,G,., Hy,...,Hs, H € R polinomlar: mevcuttur. Son esitlik
R[z17Y, ..., 247 Y] halkasinda da gegerli oldugundan her i € [s], 7 € [r] igin y; = 1,

z;=2% vew=1/2"" .. 2 alwrsak
Zalﬁl+"'+ar67' _ Zl)1ﬁ1++brﬁr — O

elde edilir. Béylece a1, + -+ + a,0, = bif1 + - -+ + b5, esitligi saglanwr ve f = x® —
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x® homojendir. f binomunun her [t% : ... : t¥] € Tx g noktasinda siferlandigin
gosterelim. (5) esitliginde her i,j,k i¢in x; = t%,y; = t;, 2z, = 1 ve w = 1/t% -t
alirsak f(t4, ... t%) = 0 olur, yani f € I(Tx ) dir. Sonu¢ olarak J NS C I(Txq)

kapsamasy saglanar.

Uyari. X tam simitli ¢egitleminin ¢ matrisi ve 3 tam dizisi ile birden fazla § matrisi

bulunabilir. Sonug 5.0.1’den dolay1 her 3; € N¢ geklinde segilebilir.

Ornek 5.1.4. X = % Hirzebruch yiizeyinin fansnn smlar, vy = (1,0), vo = (0,1),

vy = (—1,2), ve vy = (0, —1) vektorleri ile uretilir. Bu takdirde

T
10 -1 O

01 2 -1

¢ matrisinin smith normal formunu asagidaki prosediir ile hesaplayarak 5 matrisini de

bulalim.

il : Phi=matrix{{1,0},{0,1},{-1,2},{0,-1}}; r=numRows Phi;
i2 : n=numColumns Phi; (D,P,K) = smithNormalForm Phi; Beta=P~{n..r-1};
o2=1]-1 2-1 0|

| 0 1 0 1]

Birinci satiry —1 ile carpwp tkinct satvrin ikt kating birinct satira eklersek elemanlar:

. 1 01 2 o
pozitif olan 5 = matrisi bulunur.

0101

Uyari. Farkli () matrisleri aym Tx o C Tx parametrik simitli kiimeyi tanimlayabilir.
[F, sonlu cismi iizerinde ¢alistigimizdan 6tiirii () matrisinin girdilerini ¢ — 1 den kiiciik

pozitif tam sayilara kisitlayabiliriz, ¢iinki her ¢ € F; i¢in t9=! = 1 mod ¢ saglanir.

@ ve [ matrislerinin elemanlariin pozitif secilebilmesi Teorem 5.1.2 ile verilen
esitligi sadelestirmistir. Boylece I(Tx ) idealinin iireteglerini agagidaki yontem ile daha

kolay hesaplanabilir.

Teorem 5.1.5. R = K[zy,..., 2, Y1, .., Ys, 21, - - -, 2d), S polinom halkasinin genigle-

mesi olsun. Bu takdirde

J = ({z; - Y‘“Z'Bi}l-":l U {ygil —1})-
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olmak dzere I(Tx ) = J NS esitligi saglaner.

Teorem 5.1.5, 8 € My (N), Q@ € M,y (N) matrisleri ve ¢ asal sayisi verilen
I(Txq) C F,lzi,...,2,] idealinin binom iireteclerini hesaplamak icin agagidaki al-

goritmay1 verir.

Algorithm 1 /(T ) idealinin {ireteclerini hesaplama

Girdi Q € My (N), 5 € Myy,(N) matrisi ve ¢ asal sayisi.
Cikt1 I(Tx ) idealinin iiretegleri.

1: Teorem 5.1.5 kullanarak R polinom halkasinin J idealini belirleyiniz.
2: Jidealinin w > 2y > -+ > zg >y > - > ys > x1 > -+ > ¥, lex siralamasina
gore G Grobner bazini bulunuz.

3: G Grobner bazinin S halkas ile arakesitini bulunuz ve I(Txg) = (GNS).

toBinomial (b,R) fonksiyonu verilen b = {by,...,b.} tam say1 listesini 2= e

R binomuna déniigtiiriir [39]. Simdi bu fonksiyonu kullanarak bu algoritmanin bir

Macaulay2 kodunu verelim.

Prosediir 5.1.6. Asagidaki prosediir girilen q sayisi ve Q, 3 matrisleri i¢in, 1(Tx )

rdealinin treteclerini bulur.

i2 : toBinomial = (b,R) -> (top := 1_R; bottom := 1_R;

scan(#b, i -> if b_i > O then top = top * R_i~(b_i)

else if b_i < O then bottom = bottom * R_i~(-b_i)); top - bottom);
i3 : r=numColumns Q;s=numRows Q; d=numRows Beta; F=ZZ/q;
i4 : C=(id_(ZZ"r)| -transpose Q | -transpose Beta);
i5 : R=F[x_1..x_r,y_1..y_s,z_1..z_d];
i6 : J = ideal apply(entries C, b -> toBinomial(b,R))+

ideal apply (s,i->R_(r+i) ~(q-1)-1)

i7 : ITQ=eliminate (J,for i from r to r+s+d-1 list R_i)

Ornek 5.1.7. Fy;y cismi dzerinde X = % Hirzebruch yiizeyi ve Q = (12 3 4] matrisi
verilsin. Bu durumda Tx g = {[t : t* : 3 : t*]|t € K*} olur. [(Tx.q) siferlayan idealinin
treteglerini Macaulay?2 programi ile hesaplamak i¢in, q saypsin ve ), B matrislerinin

girilmesi yeterlidir.
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il : g=11; Beta=matrix {{1,0,1,2},{0,1,0,1}}; Q=matrix {{1,2,3,4}};

Bu girdi satvrindan sonra Prosediir 5.1.6 kullanilarak I(Tx g) = (@5 — 23, 23w — 24)

ciktise elde edilir.

5.2 Kafes Baz Ideallerinin Doygunlastirilmas: ile Sifirlayan

Ideal Bulma

Bu kisimda, I(7T'x ) idealinin kafes ideali oldugu gosterilecektir ve bu ideali tanimlayan
kafesi belirleyen bir algoritma verilecektir. I(Tx o) sifirlayan ideal bu kafesin bir baz
idealinin doygun hale getirilmesiyle elde edilir. Herhangi bir ) matrisi icin, Cek,Q

kafesini L ile gosterelim.

Lemma 5.2.1. S polinom halkasinda f = x* — z° binomunun homojen olmasy icin

gerek ve yeter sart a — b € Lg sartimn saglanmasudar.

ispat 3. S koordinat halkasinda £* monomunun derecesi 5 matrisi ile tanimlanar:
dery(z®) = aydery(zq) + - + a, dery(x,) = Bray + - - - + Bra, = (a)

Bu durumda, f homojen olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f(a) = 5(b) esitliginin sag-

lanmasidir. Bu esitlik ise a — b € Lg olmasi anlamina gelir ki ispat sonlanar.

Herhangi bir parametrik simitli kiimenin sifirlayan idealinin binom ideali oldugu
Teorem 5.1.3%iin ispatinda verilmisti. Simdi bu sifirlayan idealin kafes ideali oldugunu
ifade eden bir sonug verilecektir. Bu gercek, [21] makalesinde ideali tanimlayan kafesi

bulmaya yonelik bir yontem vermeden ifade edilmistir.

Lemma 5.2.2. L; = {m € Lz |Qm =0 (mod g — 1)} seklinde tanimlanan kafes igin
I(TX7Q) = ]Ll ‘dir.

ispat 4. Verilen t € (K*)® ve a,b € N elemanlar igin
(N, ) = ($) 9. (g9) = t@e

esitligi vardir. Bu takdirde herhangi bir f = x® — x® binomunun bir (t4,... t%) €
Tx.q noktasinda sifir dejeri almasy icin gerek ve yeter kosul t9% = t90 esitliginin

saglanmasidir. Bu ise t9(@8 =1 esitligine denktir.
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I(Txq) C Ir, kapsamasin ispatlamak igin 1(Tx ) binom idealinin bir f = 2% — x®

tretecini alalvm. Her (t0,... t%) € Tx g noktasinda f binomu sifirlansr, yani her
t € (K*)* noktast igin t(@=% = 1 olur. n, K* devirli grubunun bir tireteci olmak iizere
bu egitlikte t = (n,1,...,1) yazlirsa Q(a—b) satir matrisinin ilk elemaninin q—1"in bir
katy oldugu gorilir. Benzer sekilde matrisin diger elemanlarida q—1"in bir katider, yans
Q(a—b) =0 (mod q—1) elde edilir. Ote yandan f homojen oldugu i¢in a—b € Lg dir,
dolayisiyla a — b € Ly olur ki istenendir.

Ters kapsamainan ispat icin, f = 2% — x®

€ Iy, binomu wverilsin. Ly kafesinin
tanimandan a—b € Lz ve Q(a—b) =0 (mod gq—1). Lemma 5.2.1 geregi f homojendir ve
her t € (K*)® igin t2(@=8 = 1°dir. Son esitlikten her t € (K*)* dgin f(t%,... t%) =0

ifadesi saglanir. Béylece f € [(Txq) ve I, C I(Tx ) olduju elde edilir.

Lemma 3.2.8 geregi L; kafesinin bir Z-bazina kargilik gelen kafes baz idealini doy-
gunlagtirarak I(Tx ) = I, idealinin iiretegleri hesaplanabilir. Lemma 5.2.2 ile L,
kafesinin elemanlar1 belirlenebilmesine ragmen bazini bulmak kolay degildir. Simdi veri-
lecek sonug, L; kafesini bagka tiirlii tanimlayip, bazinin hesaplanmasi icin bir algoritma

sunacaktuir.

Teorem 5.2.3. 7, : 2" — Z",(C1,...,CnyCpily- -y Cnrs) — (C1y...,¢p) tzdiigim

dénisimi olsun. L = {¢c|c € s (Cek,[Qd|(q — 1)15])} olmak dizere [(Tx q) = I, dir.

Ispat 5. Lemma 5.2.2%ye gire Ly = {m € Lz | Qm = 0 (mod q — 1)} kafesi igin
I(Txq) = 11, saglamr. B tam dizisinden Gérg = Lg oldugundan m € Lg olmast i¢in

gerek ve yeter kosul m = ¢c olacak sekilde bir ¢ € 7" var olmasidir. Béylece
Ly ={¢c| Qpc=0 (modq—1) veceZ"}

elde edilir ve L = Ly esitlinin ispatlanmast yeterlidir.
¢c € L olsun, dolayisiyla ¢ = (c1,...,¢,) € ms (Cekz|Qo|(q — 1)I]) 'dir. m izdisim
dondistimi tanvmandan [Qé|(q — 1)Is](c1, -+, Cny Cngts - -+ Cnps) = 0 esitligini saglayan

Crntls .-+ Cnts € Z vardir. Bu esitlik
Q¢(Cla s 7Cn) + (q - 1)[S(Cn+17 s >Cn+s) =0

Qoc=—(q—1)(cni1y---Cnss)
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ifadelerine denktir. Son ifadeden Q¢pc =0 (mod q — 1) denkligini saglanwr, dolayisiyla
¢C € Ll-
Ly C L kapsamasini kanitlayalim. ¢c € Ly eleman icin Q¢(c) = 0 (mod ¢ — 1)

denkligi mevcuttur, yani

Qoc=(q—1)(Cns1, -\ Cnis)

esitliging saglayan c,y1, ..., ches € Z elemanlary vardir. Buradan
[Q¢|(q - 1)18](017 oy Chy —Cpg1y -y _Cn+s) =0
ve
c="7s(Cly. s Cny—Cpily- -y, —Cnrs) € s (Cekz[Qb|(q — 1)14))

elde edilir. Sonu¢ olarak ¢c € L.

Teorem 5.2.3’den L = L; kafesinin bir Z-bazini hesaplamak icin gerekli adimlar
veren agagidaki algoritma yazilir. M matrisinin stitunlart Cek;[Q¢|(q — 1)I,] kafesinin
ireteclerinin ilk n koordinati olsun. Algoritmay1 vermeden once, ¢ M matrisinin sii-
tunlarimin kiimesinin L kafesi i¢gin bir baz oldugunu kamtlayahm. B = [Q¢|(q¢ — 1)I{]
matrisinin ranki s oldugundan Cek,B ¢ekirdeginin ranki n’dir. Cek, B kafesinin bir
baz1 {A;,...,A,} olmak iizere A = [A;---A,] seklinde tanmimlansin. Bu takdirde
Gor(A) = Ceky B ve M = [1,,|0,,xs] A olur. L kafesinden bir ¢c € L elemanini alahm 6yle
ki c € my (CekyB). O halde bazi ky, ... k, € Zigin ¢ = Ajki+- -+ Ak, = Alky -+ - k]
esitligi yazilabilir ve ¢c = ¢M[ky - - - k] esitligi elde edilir. Dolayisiyla oM € M, (Z)
matrisinin stitunlarinin kiimesi L kafesini gerer. Diger yandan n = rank L oldugundan

bu kiime L kafesi icin bir bazdir.
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Algorithm 2 [, = I(Tx ) kafes idealini tanimlayan L kafesini bulma.

Girdi Q € My.(Z), ¢ € M,x,(Z) matrisleri ve ¢ asal sayisi.
Cikt1 L kafesinin bir baz.

1: Ceky[Qo|(q — 1)I] kafesinin iireteclerini bul.
2: Siitunlar, Ceky[Q¢|(¢ — 1)I;] kafesinin iireteclerinin ilk s koordinat1 olan M mat-
risini bul.

3: oM matrisini hesapla, bu matrisin siitunlar1 L kafesinin bir Z-bazdir.

Bu algoritma agagidaki prosediir ile Macaulay2 program diline doniigtiiriiliir.
Prosediir 5.2.4. ML kodunun ¢iktise situnlary L kafesinin treteclerinig olan matristir.

12: s=numRows (;n=numColumns Phi;

i3: ML=Phix*(id_(ZZ"n) | (random(ZZ"n,ZZ~s))*0)*(syz (Q*Phi| (q-1)*(id_(ZZ"s))))

Prosediir 5.2.5. Lemma 3.2.8 ile L kafesinin baz idealini doygun hale getirerek I(T'x q)

1dealt hesaplama.

i4: r=numRows Phi; (D,P,K) = smithNormalForm Phi; Beta=P~{n..r-17};

i5: S=ZZ/qlx_1..x_r ,Degrees=>transpose entries Betal;

i6: toBinomial = (b,S) -> (top := 1_S; bottom := 1_5;
scan(#b, i -> if b_i > 0 then top = top * S_i~(b_1i)
else if b_i < O then bottom = bottom * S_i~(-b_i)); top - bottom);

i7: IdealTQ=(M,S)->(J = ideal apply(entries transpose M, b -> toBinomial(b,S));
scan(gens S, f-> J=saturate(J,f));J)

18:1TQ=IdealTQ(ML,S)

Ornek 5.2.6. Fy, cismi dizerinde X = %, Hirzebruch yiizeyinin Q = [1 2 3 4] matri-

sinin parametreledigi T g kiimesini ele alalim. Bu durumda
il : g=11;Phi=matrix{{1,0},{0,1},{-1,2},{0,-1}}; Q=matrix {{1,2,3,4}};
girdileriyle Prosedir 5.2.4 situnlary L kafesinin tretecleri olan

T
2 10 —1

-5 05 0

ML =

matrisini verir. Son olarak, Prosedir 5.2.5 kullanarak I(Tx o) = I, ideali belirlenir:

I = (x3zy — 14,25 — 25).
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I}, kafes idealinin {ireteclerinin minimal sayis1 yiiksekligine egit ise tam kesigim
denir. [35] caligmasinda Teorem 2.1.'de I, kafes idealinin yiiksekliginin L kafesinin
rankina egit oldugu verilmigtir. O halde 7, kafes idealinin tam kesigim olmasi icin gerek
ve yeter kosul ht(/;) = rank L saglanmasidir. Eger I}, ile ideali tam kesigimse, I, ideali
ile kafes baz idealinin iirete¢ sayisi aynidir. Sonug olarak Lemma 3.2.8’den [, ile ideali

tam kesigimse [, ideali ile kafes baz ideali egittir.

Uyari. ML matrisinin bulmanin diger bir avantaji, bu matrisin karigik baskin oldugunu

kontrol ederek I kafes idealinin tam kesisim olup olmadigini anlayabiliriz.

Tanim 5.2.7. A girdileri tam say:r olan bir matris olsun. Ejer A matrisinin her stitu-
nunda en az bir negatif ve pozitif girdi varsa bu matrise karigik denir. A matrisinin

her kare alt matrisi karisik degilse, bu matrise baskwn denir.

Teorem 5.2.8. [/0, Teorem 3.9/ my, ..., my kiimesi L C Z" kafesinin bir baz olsun.
Eger LON" = 0 ise I}, idealinin tam kesisim olmasi icin gerek ve yeter kosul [my - - - my]

matrisinin karisik baskin olmasidir. Boylece
+ - + -
Ip=(™ —2™ ... 2™ — ™).

Theorem 5.2.8 yardimiyla, L kafesinin bazina bakilarak I(T’x o) = I, idealinin tam

kesigim olup olmadig1 kontrol edilebilir.

Ornek 5.2.9. X = %, q tek sayr olmak dzere F, idzerinde Hirzebruch yiizeyi olsun.
Herhangi q1 and qo pozitif tam sayilar igin, Q = (1 ¢2 ¢1 + 2 Ly + qo] matrisinin
parametreledigi kimenin idealini Lemma 5.2.27yi kullanarak hesaplayalim. Her t € K*
icin, X kiimesinde [t9 : t92 ; 072 ; gfataz] = [1: 1 : 2 : 1] elemanlar esittir, dolaysiyla

Q' =10020] ise Txg = Tx,q olur. (Tx o) =1, kafes idealinin kafesi
L={meLg|Qm=0 (modq—1)}
seklinde tansmlandigine hatirlayalim. Gior(¢) = Lg oldugundan

T
10 -1 O

01 ¢ -1
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matrisinin situnlar wy ve Uy, Lg kafest i¢in bir baz olusturur. m € Lg olmast igin
gerek ve yeter sart bazi ay,as € Z i¢in m = wya; + ugay = (a1, az, —ay + lag, —as)

sartinin saglanmasider. Buradan, m € Lg i¢in Q'm = —2ay + 2lay olur ve
me L < 3JkeZigin —2a; + 2lay = (¢ — 1)k,

ifadest elde edilir. Ayrica q—1 ¢ift sayr oldugundan, son esitlik a; = Eag—k‘% ifadesine

denktir. Bu durumda m; = fu; + uy ve my = (qg—l) u; ise m = asmy; — kmsy olur.

Sonug¢ olarak asagida verilen ML matrisinin sttunlar: my ve mo, L kafesi icin bir baz

olusturur:
T

(¢=1)/2 0 —(¢-1/2 0
0 1 0 ~1

ML =

ML matrisi karisik baskin oldugu icin I(Tx o) = I(Tx.q) = I ideali tam kesisimdir.

Bu yiizden Prosediir 5.2.5%n doygunlastirma advmana gerek yoktur, yani
[(Txq) = I = (& ""? = 2™V afay — 2.).

Son olarak, ejer g =11, 1 = 1, ¢op = 2 ve £ = 2, alwrsak bu drnek, Ornek 5.2.6 ile aym

olur.

5.3 Sifirlayan Idealin Kavramsal Tanim

Agagidaki sonugta, & = QQLg = {Qm|m € Lg} kafesi lizerinde bir sart altinda I(Tx )
idealinin kafesinin () ve [ matrislerine bagh olarak kavramsal tanimini verilmistir.

Baglamadan once, asagida verilen Z-modiillerinin egit oldugunu hatirlatalim:
L (q-1)={meZ|(qg—-1me %}, L: (- 12 ={m e Z° | m(qg—1)Z° C &}

Teorem 5.3.1. L = (Lg N Lg) + (¢ — 1)L olmak dzere I, C I(Txq) kapsamast

saglanur. Egitligin saglanmas icin gerek ve yeter kosul & = & : (¢ — 1) olmalidor.

ispat 6. Oncelikle I;, C I(Txq) oldugunu gésterelim. Lemma 5.2.1°den I(Txq) =
Ir, olup L C Ly kapsamasinin ispatlanmast yeterlidir. Veridlen m € L i¢in m € Lg
asikardur. Ote yandan, L kafesinin tansmindan m = m’ + (¢ — V)m” olacak sekilde

m' € LoN Lg vem” € Lg elemanlary vardyr. Qm = (¢ — 1)Qm” egitliginden m € L,
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olur ki 1stenendir.

Simdi [(Txq) C I kapsamasinan saglanmass i¢in gerek ve yeter kosul & = &£ -
(¢ — 1) oldugunu ispatlayalim. Ly C L <= £ : (¢ — 1) C & ifadesinin ispatlanmasy
kafidir. Kabul edelim ki Ly C L olsun ve z € & : (¢—1) alalym. Bu takdirde bir m € Lg
elemani i¢in (¢ — 1)z = Qm ifadesi saglanir. Bu egitlikten m, Ly kafesinin elemanador.

Ly C L kapsamasindan m € L | yani
dm' € LoNLg, 3m" € Ly > m=m' + (¢ — 1)m"

ifadesi saglanwr. Sonug olarak (¢—1)z = Qm = (¢—1)Qm”" esitliginden z= Qm" € &
elde edilir ve £ : (q — 1) modiili, & modilinin alt modilidir.

Varsayalim ki &£ @ (¢ — 1) € & ve m € Ly olsun. Buradan m, Lg kafesinin
elemany oldugundan Qm = (q — 1)z esitligini saglayan bir z € 7Z° vardwr. O halde
zeZ:(¢—1) CZ, dolayrswyla bir m' € Lg elemans i¢in z = Qm’ esitligi yazlur.
Bu esitlikten Q(m — (¢ —1)m’) = 0 ve m — (¢ — 1)m’ € Lg N Lg ifadeleri saglanor.

Buradan m = (m — (¢ — 1)m’) + (¢ — 1)m’ € L olup Ly C L kapsamas: ispatlanar.

Macaulay2 programi ile I, = I(Tx ) saglanmasi igin gerekli olan yukardaki sart:

kontrol edip L kafesinin iiretecleri bulunabilir.

Prosediir 5.3.2. Asagida & : (¢ — 1) kafesi LL: (q-1)*(ZZ~s) komutu ile hesaplan-

NSt

i2: s=numRows Q;
i3: LL=image (Q#Phi);
i4: if LL:(q-1)*(ZZ"~s)==LL then print yes else print no;

i5: ML=mingens ((q-1)*(image Phi)+intersect(ker Q,image Phi));
Ornek 5.3.3. X = %, Fy cismi iizerinde Hirzebruch yiizeyi ve Q = [12 3 4] olsun.
i1 : g=2;Phi=matrix{{1,0},{0,1},{-1,2},{0,-1}};Q=matrix {{1,2,3,4}};

girdileri ile Prosedir 5.3.2, L = ((—1,0,1,0),(=2,—1,0,1)) ¢iktrsenz verir. Buradan
doygunlagtirma ile I1(Tx g) = (¥3x9+ x4, 21+ x3) bulunur. ¢ =11 icin & = L : (¢—1)
sarty saglanmaz. Bu durum icin ideali belirleyen kafes Ornek 5.2.6’da baska bir metot

ile bulunmustur.
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Tanimm 5.3.4. Ejer AQ = [ sartint saglayan A € Mgy s(Q) matrisi varsa Q) matrisine

homojen denir.

Lemma 5.3.5. Q = [q1 - Q] € Msx(Z) olmak tizere Q) homojen matris olmast i¢in

gerek ve yeter kosul Lo C Lg saglanmasidar.

Ispat 7. Q homojen bir matris olsun. Tanwm geredi, AQ = 8 esitligini saglayan bir
A € Myys(Q) matrisi meveuttur. Lo kafesinden herhangi bir m elemans i¢in Qm =0
oldugundan Bm = AQm = 0 esitligi gecerlidir. Dolayisiyla m € Lg olup Lo C Lg
kapsamast elde edilir.

Simdi Lo C Lg kapsamast mevcut iken () matrisinin homojen oldugunu kanitla-
yalim. (s +d) x r boyutlu [Q B]T matrisini Q' ile gisterirsek Ly = LoNLg = Lq
esitlginden () matrisinin satir uzayinwn B matrisinin satirlaring thtiva ettigi gorilir.

O halde B matrisinin 1. satur asagidaki gibi yazilabilir:

anlqin @]+ Faislgss - gsr] = Jaaqu o F QisQsr - @G + 0+ QisQsy
= [ap---ais)qr + - -+ [an - - ais)Qre

Eger A = (a;j) alirsak AQ = B elde edilir ki () homojendir.

Agagidaki sonug, [14] makalesinde sadece X = P" i¢in verilen Teorem 2.5’1 herhangi

bir simitli ¢esitleme genellemigtir.

Sonug 5.3.6. Q) = [q1 - - Q] € My, (Z) bir homojen matris olsun. L = Lo+ (¢q—1)Lg
icin I, C I(Tx ) dir. I, = I(Tx ) olmast igin gerek ve yeter kosul & = £ : (¢ — 1)

saglanmasidar.

ispat 8. ) homojen oldugundan Lg, Lo kafesini kapsar, dolayisiyla L = Lo N Lg +
(¢ —1)Lg = Lo + (¢ — 1)L esitligi mevcuttur. Buradan Teorem 5.3.1 [(Tx ) = I,
esitliging verir.

[21] ¢alismasinda ilk kez ispatlanan agagidaki gerceklerin Teorem 5.3.1 yardimiyla

bagka ispatlar1 verilecektir.
Sonug 5.3.7. I(Tx) = I4-1)L,-

ispat 9. Tx C X simiti Q = I, birim matrisinin parametreledigi simitli kiimedir.
Lg = Qeky 1, = {0} esitligi asikardur. Diger yandan, & = QLg = {[,m|m € Lg} = Lg
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olur. & = Lg, Z-modilinin sifirlayan elemans olmadigindan & = & = (¢ — 1) sarts

saglamr. L = (q —1)Lg olup Teorem 5.8.1’den I(Tx) = I(q-1)r, elde edilir.
Sonug 5.3.8. [1:---:1] € X noktasin sifirlayan ideali 11, idealidir.

Ispat 10. Q = § igin Txq = {[1 : --- : 1]} oldugundan & = QLg = {Qm | m €
Lo} = {0} esitligi elde edilir. Bu takdirde L = Lg + (¢ — 1)Lg = Lg esitligi gegerlidir.

Bu esitlik Teorem 5.3.1 aracilbiguyla I([1: --- : 1]) = I, ifadesini verir.

Teorem 5.3.1’in diger sonuglarindan bahsetmeden 6nce, baz1 notasyonlar verelim.
J bir homojen ideal olmak iizere, bu idealin X simitli gegitleminde sifirlayan kiimesi

asagidaki sekilde tanimlanir:
Vx(J) ={[P] € X | her homojen F € J i¢in F(P) = 0}.

Tanim 5.3.9. L C Lg sart: saglanyorsa L kafesine homogen denir.

Onerme 5.3.10. /21, Onerme 2.3] L kafesinin homojen olmasu i¢in gerek ve yeter

sart Iy, idealinin homojen olmasidar.

Sonu¢ olarak Lemma 5.3.5 ve Onerme 5.3.10 geregi Q matrisinin homojen olmasi

i¢in gerek ve yeter kogul Ir, kafes idealinin homojen olmasidir.

Sonug 5.3.11. [21, Onerme 2.3] L homojen ise Vx(Ip) N Tx C Tx kiimesi bir alt

monoidiir.

Lemma 5.3.12. /21, Lemma 2.8] {J;}, S homojen polinom halkasinin herhangi ho-

mojen tdealler ailesi ve Y1,Ys C X olmak tzere asagidaki 6zellikler saglanar:
(i) Vx(1) =0 ve Vx(0) = X.
(11) Vx(J1) UVx(J2) = Vx(J1Jo).
(1i1) Y1 C Yy = I(Y2) C I(Y1).
(iv) Jy C Jo = Vx(J1) C Vx(J2).
(v) Y1, Y1 kiimesinin Zariski kapanisy olmak dizere 1(Y1) = (Y1)

(vi) Y1 =Vx(I(Y1)).
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Varsayalim ki @) homojen olsun. F, iizerinde ¢aligtigimiz i¢in ve Sonug 5.3.11’den

It simitli idealin simitteki sifirlayan kiimesi Vg = Vx(Ir,) N Tx bir alt gruptur.

Q
Agagidaki sonu¢ & = &£ : (¢ — 1) sart1 saglanirsa bu alt grubunun Ty ¢ alt kiimesine

egit oldugunu temin ediyor.

Teorem 5.3.13 (Sonlu Nullstellensatz). @ homojen ve L = Lo + (¢ — 1)Lg olmak

tzere asagqidaki ifadeler saglanar.

(i) Vo = Vx(Ir).

(i) Ejer & = £ : (¢ — 1) esitligi varsa Vo = Tx o olur.
(i1i)) & =% : (¢ — 1) sarts saglamyorsa I(Vx (1)) = I, olur.

Ispat 11. L kafesinin tanima
mel < Jdm; € Lgvedmy e (¢—1)Lz > m=m; +m,
ifadesini verir. Buradan
meL < JceN >m"=m] +mj +¢c ve m  =mj +m, +c

gerektirmesi dogrudur. Bu vektor esitligini monomlara uygularsak

Xm+ M — Xc[Xm; (ij . me) + . (XmgL _ Xm;)]

elde edilir, dolayswyla Iy = Ip, + Ig—1)r, olur. Sonug¢ 5.3.7 geregi I, = Ir, + I(Tx)

8
saglanr, buradan Vo = Vx(I) olup (i) ispatlaner.

[P] = [t% : .- : t%] € Tx g noktass verilsin. Her m € L igin (x™ —x™ )(P) =
tOmT _ tQm™ — 0 oldugu Lemma 5.2.2'nin ispatinda a¢iklarmgts. Bu takdirde Tx.0,
Vx(IL,) kiimesinin alt kiimesidir. Ayrica Tx o, Tx simitinin bir alt grubu oldugundan
Tx.q C Vg saglamr. Bu ifadenin iki tarafinin idealini alirsak I(Vg) C I(Tx,q) olur.
Ayrica (i) araciligiyla 1(Vy) 2 (Ip) oldugundan I, C I(Vg) C I(Txg) elde edilir.
Teorem 5.3.1°de verilen 1(Tx g) = I, esitliginden I(Vg) = I, olur. Son esitlik ve (i)
ifadesinden I, = I(Vx (1)) elde edilir, boyece (iii) ifadesi ispatlanar.

Lemma 5.3.12 geregi Txq = Vx(I(Txq)) ve Vo = Vx(I(Vg)) esitlikleri saglanar.
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Sonlu cisim tzerinde calistigimaz icin, her kiime Zariski topoplojiye gore kapalidir. Bu

takdirde Tx g = Vg saglanir ve (i) ifadesinin ispate tamamlanar.

Agagida & = £ : (¢ — 1) sart1 saglanmadiginda T'x ¢ # Vi oldugunu gosteren bir

ornek verilmigtir.

Ornek 5.3.14. X = %, Fy, dizerinde Hirzebruch yiizey ve Q = [1 2 3 4] olsun.
Homojen olmayan Q matrisine 3 matrisini ekleyerek homojen Q' = [Q BT matrisini
elde edilir. Txo = Tx.q esitliginden Ornek 5.2.6 ile I(Tx.q)) = (x32y — 24,25 — 13)
olur.

Teorem 5.8.13’ten, L = Lo + (¢ — 1)Lg olmak tzere Vi = Vx(I) dir. Lo =
((2,1,0,—1)) ve Ls = ((2,1,0, —1), (1,0, —1,0)) oldugundan L = ((2,1,0,—1), (10,0, —10,0)),
boylece Iy, = (x3xg — xq, 21" — 23°). [21, Algorithm 1] uygulanarak Vx(I1) = Tx 4 egit-

Ligini saglayan A matrisi hesaplanir:

-1 2 =10
0 1 0 1
A=
0 10 0 O
0 0 1 0

Onceki boliimlerde verilen algoritmalardan biri kullandarak
I(Vo) =1(Vx(Ip)) = I(Tx,a) = 11
sonucu elde edilir. Vi, Tx ¢ kiimelerinin sifirlayan idealleri farkly oldugundan Vo #
TX,Q
() matrisinin kdgegen olma 6zel durumu incelenerek tezin bu kismi sonlanacaktir.

Tanim 5.3.15. Herhangi kdsegen matrisin parametreledigi simitli kiimeye dejenere

stmit denir.

K* devirli grubunun bir iireteci  ve 0 < s; < g—2 olmak iizere her ¢; € K* elemanini
t; = n* seklinde ifade edilebilir. Asagida [41] makalesinde X = P™ projektif uzayinda
verilen bir sonucun genel formu verilecektir. Bu gercek [21]| ¢cahismasinda bagka bir yol

ile ispatlanmigtir, burada Lemma 5.2.2 yardimiyla ispatlanmigtir.
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Teorem 5.3.16. ) = kdsegen|q1,...,q:] € My, (Z) matrisi verilsin. d; = |n%

ve

D = késegen[d; ... ,d,] olmak tzere L = D(Lgp) i¢in [(Txq) = I olur.

ispat 12. Lemma 5.2.2°den, L, = {m € Lz | Qm = 0(mod q — 1)} olmak iizere
L = Ly egitliginin kanitlanmast yeterlidir. L kafesinden herhangi bir m elemans bir
z € Lgp i¢in m = Dz bi¢iminde yazilabilir, boylece m € Lg. d; = (¢—1)/ebob(q—1, ¢;)
esitliginden her d; i¢in qd; = 0 (mod q — 1) denkligi saglanwr. Bu takdirde Qm =
QDz=0 (modq—1) olup m € L.

li C L kapsamasinan ispats i¢in m € Ly verilsin. Boylece Qm = 0 (mod ¢ — 1) olur,
yani her 1 € [r] i¢in g;m; = (¢ — 1)z; esitligini saglayan z; € 7 elemani mevcuttur. Bu
ifade

S T S

gedg—1,q:) " gedlg—1,¢)"
esitligini verir. q;/ebob(q—1,q;) ve ¢ — 1/ebob(q—1,q;) aralarinda asal oldugundan her
i igin d; sayise my; sayisine béler. Buradan her i igin m; = d;z) esitligini saglayan bir

2l € Z elemans vardur. Sonug olarak 2 = (21, ..., 2.) i¢in m = D2 elde edilir kim € L

»r

olur.
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6 PARAMETRIK SIMITLI KODLAR

6.1 Lineer Kodlar

Bu kesimde tezin ana fikrinin kolay anlagilmasi i¢in lineer kodlar ile ilgili bazi kavramlar
icin bir 6zet verilecektir.
A sonlu bir kiime olmak iizere A kiimesine alfabe denir. A kiimesinin elemanlari

harf ve AV kiimesinin elemanlari da N uzunlukta kelime olarak tanimlanir.

Tanim 6.1.1. Herhangi bir € C AN alt kiimesine kod denir. € kiimesinin elemanla-

rina kod kelimest denir.
Simdi A" kiimesinde uzaklik tanimini verelim:

Tanim 6.1.2. Herhangic=c;---cy,b=by---by € AN kelimeleri arasindaki uzaklik

veya Hamming uzaklik d(c, b) = #{i | c¢; # b;} seklinde tanvmlanar.

€ C AY kodunun ii¢c temel parametresi vardir: Uzunluk, boyut, minimum uzak-
hk. N sayisma kodun uzunlugu, log 4 |€| sayisina kodun boyutu denir ve b(€) ile

gosterilir. € kodunun minimum uzakhg:
0(¥) = min{d(c,b) |c,b € €, c # b}

ifadesiyle tanimlanir. Minimum uzaklhg 0 olan K boyutlu € kodu i¢in [N, K, §| para-
metreli ifadesi kullanilir.
Bundan sonra A alfabesi sonlu cisim olarak kabul edilip; lineer kodlar iizerinde

cahisilacaktir. IF, sonlu bir cisim olmak iizere bir € C ]FZIV alt uzayina lineer kod denir.

Tanim 6.1.3. c € IFfIV kod kelimesinin sifirdan farkl harf sayisina ¢ kelimesinin Ham-

mang agirlige denir ve w(e) ile géisterilir.

Onerme 6.1.4. [{2] € C IFfIV7 [N, K, 0] parametreli lineer kod olsun. Bu takdirde

asaqdakiler saglanr:

(i) 6(€) = cgrgi\l{lo}w(c).

(i1) K = boyy, ().
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Ornek 6.1.5. € = {000,111} C F3 alt vektor uzays [3,1,3]s parametreli bir lineer
kodtur. G = [1 1 1} matrisi € kodunun bir tretec matrisidir. Bu ornek tizerinden
kodlamayr agiklayalim. G matrisinin satir sayise kodlamada mesajin harf sayisini gos-
terir. € kodu ile 1 mesaji 1G = (1,1,1) egitliginden 111 olarak kodlanwr. Yani 1 harfli
mesaji kodlamak i¢in 3 harfe ihtiya¢ vardir. Bu yizden € kodunun bilgi orans 1/3
tir denir. Simdi bu kodlamada mesaj iletirken gonderilmis kod kelimest hataly alinirsa

kodun diizeltebilme kapasitesini inceleyelim:
gonderilen mesaj — gonderilen kod kelimesi — alinan kod kelimesi — alinan mesaj

1 mesajinin 111 kodlamast bir hata yapilarak 101 seklinde alinsaydr, alicy i¢in mesajin
gonderilen kod kelimesi 111 weya 000 olabilir. Kodlama teoride alinan kod kelimest,
kendisine en yakin kod olarak ¢ézilir. Bu takdirde d(111,101) = 1 < d(000,101) = 2

oldugundan gonderilen kod kelimesi 111 kabul edilir ve mesaj dogru alinar.
l1—111 — 101 — 1

Sonu¢ olarak kodlamada yapilan 1 harf hatasy dizeltilmistir. Eger 0 mesaji 2 hata ile
101 olarak alinsayds gonderilen kod yine 111 olarak ¢éziilecek ve yanls mesaj alinacak-

tir. Sonug olarak € kodu 2 hatayr diizeltememistir.
0 — 000 — 101 — 1

Tanmm 6.1.6. Uzunlugu N, boyutu K olan lineer kodun bilgi oraniy K/N sayisi ile

tanwmlanr.

Tanum 6.1.7. € lineer kodu ve a € 7 sayusi verilsin. € lineer kodu alinan kod kelimesi
tzerinde a veya daha az sayrda hata dizeltilebiliyor ise € koduna v hata dtuzeltict

kod denir.

Teorem 6.1.8. [/2] Minimum uzaklige § olan bir lineer kod [ (6 —1)/2| hata dizeltici
kodtur.

Teorem 6.1.8 geregince, bir kodun minimum uzakligl ne kadar biiylikse hata dii-
zeltme kapasitesi de o kadar biiyiiktiir. Dolayisiyla, kodlama teorisinin temel amacla-

rindan biri minimum uzakhg: biiyiik olan kodlar bulmaktir. Bu durumda dogal olarak,
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boyutu ve uzunlugu belli olan bir kodun minimum uzaliginin alabilecegi en biiyiik de-
ger ne olabilir sorusu diigiiniiliir. Asagida bir lineer kodun minimum uzakhg igin diger
parametrelerine bagh bir iist sinir olan Singleton Esitsizligi verilecektir. Boylece bo-
yutu ve uzunlugu belli olan bir kodun minimum uzakliginin alabilecegi en biiyiik deger

belirlenir.

Teorem 6.1.9. [}2][Singleton Esitsizligi] €, [N, K, |, parametreli bir kod ise
JSN-K+1

esitsizligi vardar.

Uzunlugu ve boyutu ayni olan kodun minimum uzakligi Singleton sinirina gore 1’dir,

bu kodlara agikar kod denir. [V, K, §], parametreli kodu
§=N-K+1

esitligini sagliyorsa Mlaksimum Uzaklikta Ayrilabilen Kod denir veya kisaca M DS
kod denir. Kodlama teorisindeki ¢nemli kodlardan birisidir, ¢linkii ayni uzunluk ve
boyuta sahip kodlar arasinda en biiyiik minimum uzakliga sahiptir, dolayisiyla hata

diizeltilebilme kapasitesi en fazla olan kodlardir.

Tanim 6.1.10. €, [N, K, §], parametreli bir lineer kod olsun. Satirlarnin kimesi €
kodu i¢in baz teskil eden K X N boyutlu G matrisine, € kodunun tirete¢c matrisi denir.

G matrisi G = [l Pxxn—k] formunda ise G matrisi standart formda denir.

Her lineer kodun iirete¢ matrisine elementer satir iglemleri uygulayarak, siitunlarin
yer degistirerek ve herhangi bir siitununu sifir olmayan bir skalerle carparak iiretec

matris, standart forma doniigtiiriilebilir [42, Teorem 5.5].

Tamim 6.1.11. /43, Tamum 3] 61, G- F, tzerinde N boyutlu iki lineer kod olsun. Eger
Gy = Yra(C1) olacak sekilde m € Sy permiintasyonu ve @ = (a1,...,ay) € (]F;)N

elemans varsa €, ve €y kodlarina denktir denir, burada v, o doniisimai
Vr.a: IE‘f]V — ]Fflv
(Cl7"'7CN) = (alcw(l)u"'7aNC7T(N))

seklinde tanimlanmastor.
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Ornek 6.1.12. %, = {0000, 0101,0010,0111} C F3 lineer kodu verilsin. C' kodu

@, = {0000, 2100, 0001, 2120}

1 2 3 4
koduna denktir, ¢linki m = € Sy vea = (2,1,1,1) alirsak €y =
2 41 3

Uy o(G1) 'dir.

Bir lineer kodun iirete¢ matrisine elementer satir iglemleri uygulayarak elde edilen
matrisin iirettigi kod, bu lineer kod ile aynidir. Fakat bir lineer kod, iirete¢ matrisinin
siitunlarini yer degistirerek veya herhangi bir stitununun sifir olmayan bir skalerle ¢ar-
parak elde edilen matrisin tanimladigi kod ile denktir. Bu yiizden bir lineer kod, iireteg

matrisinin standart formunun tanimladigr kod ile denktir [42, Teorem 5.4|.

Tamim 6.1.13. [/4] €, F, tuzerinde [N, K,0] parametreli bir lineer kod olsun. €
kodunun her kelimesinin herhangt bir koordinatindaki harfin silinerek elde edilen koda

€ kodunun delmesi denir ve bu kod €™ ile gdsterilir.

Teorem 6.1.14. [}4] €, F, tzerinde [N, K, 6|, parametreli bir lineer kod olsun. €*
kodu , € kodunun i. koordinatinin silinmesiyle tretilmis delmesi olmak tizere asagidaksi

ozellikler saglanar.

(i) G bir lineer kodtur ve direte¢ matrisi € kodunun trete¢ matrisinin i. stitununun

silinmesiyle elde edilir.

(i) 6 > 1 olmak tizere € kodunun minimum agirlija sahip kod kelimesinin i. koordi-
nate sifirdan farkl ise €; kodu [N — 1, K, 0 — 1| parametrelidir, aksi durumda 6;
kodu [N — 1, K, 6| parametrelidir.

(i1i) 6 = 1 iken ejer € kodunun i. koordinatr sifir olmayan kelimelerinin minimum
agurlige 1 degilse €;, [N — 1, K, 1] parametreli bir kodtur, aksi durumda K > 1 ise
0* > 1 olmak tizere G;, [N — 1, K — 1,5*] parametreli bir kodtur.

Bu alt boliim MDS lineer kodlarin ¢ok énemli bir sinifi olan polinom fonksiyonlar:
kullanilarak inga edilen Reed Solomon kodlar ile sonlandirilacaktir.
L(K) = {f € F,[z] | der(f) < K} C F,[x] kiimesi F, iizerinde vektor uzayidir.

{1,z,22,..., 2571} kiimesi bu vektér uzaymnin bir bazidir. 0 < K < N olmak iizere
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{c1,...,cny} CF, alt kiimesi verilsin. Bu takdirde

eve : LK) = FY, fe (f(er),..., fen))

doniigiimii lineerdir, dolayisiyla Gor(ev.) kiimesi vektor uzayidir.

Tanim 6.1.15. Gor(eve) = {(f(c1),.... f(en)) | f € LK)} CFY alt vektor uzayina
Reed Solomon(RS) Kod denir ve RSk (c) ile gosterilir.

a = (ai,...,ay) € F} elemam verilsin. Asagida tanimlanan hesaplama fonksiyonu

ile RS kodlarini iceren daha genel kodlar elde edilir.

eVea: LK) = Ty, f e (af(er), ... anflen))

doniisiimii lineerdir ve

Gor(evea) = {(ar1f(c1),...,anf(en)) | f € L(K)} C ]Fév

vektor uzayina Genellegtirilmis Reed Solomon(GRS) Kod denir ve GRSk (c,a)
ile gosterilir. Eger GRSk (c,a) kodunda a = (1,1,...,1) alinirsa RSk (c) kodunu verir.

eV a lineer doniigiimiiniin ¢ekirdegi

Cek(evea) = {f € LK) [ f(c1) = -+ = flen) = 0}

kiimesidir, ¢iinkil her a; sifirdan farkhdir. f € Cek(evea) olsun. f polinomunun F,
cisminde minimum N tane kokii vardir, ayrica der f < K — 1 < N oldugundan f = 0.
Buradan Cek(evea) = {0} olup GRSk (c,a) ~ L(K). Sonug olarak GRSk(c,a) kodu-
nun boyutu boy L(K) = K’dir. GRSk(c,a) kodunun minimum uzakhgm belirlemek
icin bir ¢ = (a1 f(c1),...,anf(cn)) kod kelimesini alahim. der(f) < K — 1 oldugundan
f polinomunun maksimum kok sayist K — 1’dir. Dolayisiyla her kod kelimesinin agirligi
minimum N — K +1 olacagindan 6(GRSk/(c,a)) en az N — K +1’dir. Diger yandan Sing-
leton sinirindan §(GRSk(c,a)) < N — K +1 oldugundan §(GRSk(c,a)) = N — K + 1.
Sonug olarak GRSk (c,a) kodu [N, K, N — K + 1] parametreli MDS kodtur.

eVea lineer doniigiimii birebir oldugundan L(K) vektér uzayinin bir bazinmm bu
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doniigiim altindaki goriintiisiit GRSk (c,a) vektor uzay: igin bir bazdir. Bu takdirde

ay a9 Ce an
aicy a9Cy Ce anNCN
alcf(*l (1,2C£{71 c a]\;cﬁf1

matrisi GRSk (c,a) kodunun bir iirete¢ matrisidir.

6.2 Parametrik Kodlar ve Sifirlayan Idealler

Son kesimde F [z] polinom halkasinin derecesi K’dan az olan polinomlarmnin F, cismi-
nin bir alt kiimesinde hesaplanarak F, iizerinde bir kod tanimlanmigtir. §imdi benzer
sekilde simitli ¢egitlemler ve S = @ S, homojen koordinat halkasinin S, vektor uza-

acd
yinin polinomlar: kullanilarak tanimlanan bir lineer kod olan simitli kodlardan bahse-

dilecektir.
X, K = I, cismi iizerinde bir simitli ¢esitlem ve P;,..., Py € K" elemanlarn Y =
{[P],...,[Pn]} C X alt kiimesinin elemanlarinin sabit bir temsilcisi olsun. Bir o € Nj

degeri icin Y iizerinde hesaplama fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir:
evy : Sy = KN, F s (F(P),...,F(Py)).

evy hesaplama fonksiyonu K lineer fonksiyondur, bu yiizden evy (S,) C Fév goriintii
kiimesi de alt vektor uzayidir. €,y = evy(S,) C Fév alt uzayina da Y alt kiimesinde
hesaplanan « mertebeli hesaplama kodu veya genellegtirilmis simitli kod denir.

Ozel olarak
o YV =Txise oy =evy(S,) C Fév hesaplama koduna « mertebeli simitli kod

e Y kiimesini bir Q € My, (Z) matrisinin tanimladigl parametrik simitli kiime

alirsak €o,g = evry ,(Sa) C F) alt uzayma parametrik simitli kod

denir.
Y, R™ vektor uzayinda bir simpleksel tam fan olmak tizere Y faninin iginlari py, ..., p,. €
R", vq,...,v, € Z" kafes ilkel vektorleriyle iiretilsin. K = F, cismi iizerinde ¥ C R"
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fanina kargilik gelen X simitli ¢egitlemi Tx ~ (K*)" split simiti igersin. C1(X) grubu-
nun sifirlayan elemani olmasin. Béliim 5'ten X simitli ¢esitleminin koordinat halkasi
S’nin derga(z;) = §; olmak tizere of = Zg-dereceli oldugunu hatirlayalim. Bolim 5'te X
simitli cesitleminin T'x o parametrik simitli kiimesinin sifirlayan idealinin iireteclerini
belirleyen metotlar verilmigtir. Bu kesim €, g parametrik kodlarin parametrelerinin
hesaplanmasi iizerinedir. €, ¢ parametrik kodunun uzunlugunu T ¢ ¢esitleminin
eleman sayis1 belirler. €, C Fév alt uzaymin boyutu kodun boyutunu verir, yani
K = boyg(Gag)- Agirhgl en az olan ¢ € €, \ {0} kod kelimesinin agirhgr kodun

minimum uzakhgidir.

a € NS olmak iizere {x[*...,x%} monomlar kiimesi S, vektor uzaymin bir baz ve

Txgo={Pi,..., Py} olsun. Bu takdirde

x™(P) ... x™(Py)
x™2(Py) ... x™2(Py)
_XmK(P1> ... XK (PN)_

€, kodunun bir iirete¢ matrisidir.

Uyari. X bir simitli gegitlem olmak iizere Y = {[P],...,[Pn]} alt gesitleminin ele-
manlarimin farkl temsilcileri kullanildiginda elde edilen kodlar denktir. Gy,..., Gy €
G (Tx ~ (K*)"/G) olmak iizere her [P;] elemanimn temsilcisini G, P; alabiliriz, ¢iinkii
her i i¢in [P)] = [G;P]. S, vektor uzaymin bir bazi {x*...,x7%} monomlar kiimesi
olsun. Y kiimesinin temsilcilerini Py, ..., Py kabul edersek yukarida verilen iirete¢ mat-

risinden kod

{mas - ax | a; = ex™ (P) + ex™(P) + -+ cxx™ (P, ¢; € F,}
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seklinde olur. Eger Y = {[G1],..., |Gy Py|} alirsak kodun iirete¢ matrisi

[ (P)x™(G) . x™ (Py)x™ (Gy) |
XmQ(Pl)Xnu(Gl) x™2 (PN)XmQ(GN)
_XmK(Pl)XmK(Gl) XK (Py)x™K (GN)_

olur ve dolayisiyla kodu
{aras - - an | a; = a;x™ (B)x™(G;) + - - - + cx XK (P)x™F(Gy), ¢j € F,}

kiimesi verir. Herhangi x™i x™ € S, monomu ve her k = 1,..., N icin x™(G}) =
x™i (G},) esitligi vardir, ¢linkii x™ —x™ binomu homojendir ve (x™i—x™3)(1,1,...,1) =
0. Bu takdirde Py, ..., Py temsilcileriyle tanimlanan kodunun her kelimesinin 7. koor-
dinatim x™(G;) ile ¢carparak G1 Py, ..., Gy Py temsilcilerinin verdigi kod elde edilir ve
Tanim 6.1.11 geregi kodlar denktir.

Kodlama teorinin ¢énemli amaclarindan biri kodun parametrelerini hizli bir gsekilde
bulmak icin yontemler geligtirmektir. Bu bdéliimde bir cegitlemin Hilbert fonksiyonu
tanimlanip, 6zellikleri incelenerek parametrik simitli kodlarin boyutu ile iligkilendirile-

cektir.

Tanim 6.2.1. I, o -dereceli S polinom halkasinin homojen ideali olmak ‘izere I ideali-

nin dereceli Hilbert fonksiyonu,
Hi(a) = boyg So — boyg Lo

seklide tanimlanar.

X bir simitli gesitlem ve Y C X bir alt kiimesi olsun. [(Y") sifirlayan idealinin
Hilbert fonksiyonu Y alt kiimesinin Hilbert fonksiyonu olarak da isimlendirilir ve Hy
olarak gosterilir.

Hy(Oé) = bOyK Sa - bOYK [a<Y)
Onerme 6.2.2. [21, Onerme 6.1] Guy kodunun boyutu Hy (o) dar.

Ispat 13. evy hesaplama fonksiyonunun cekirdegi I,(Y), gorintisi Goy = evy(S,)
oldugundan evy (Sa) = So/Ia(Y') dir. Béylece b(€,y) = boyy, €uy = Hy () olur.
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€.,y kodunun boyutu yukaridaki onermede agiklandigi gibi Y 'nin derecelendiril-
mig Hilbert fonksiyonu araciligiyla hesaplanabilir. Hilbert fonksiyonun 6zelliklerini in-
celeyerek kod ile ilgili bilgi sahibi olabiliriz. Simdi Hilbert fonksiyonun bazi 6zellik-
leri verilecektir. Asagida NS C Z? afin yarigrubu iizerinde < kismi siralama bagimtis

a = ad < o — a € Nj geklinde tanimlanmigtir.
Teorem 6.2.3. [12, Teorem 3.7/

(1) I(Y) idealinin her minimal dretecinin o, derecesi igin, ejer o — a; ¢ Nf ise

Hy (a) = boyr,Sa saglanar.

(i) Eger her j € 1,...,r i¢in S/I(Y') halkasinin [5; dereceli sifur bolen olmayan ele-

man varsa, her a < o igin Hy (o) < Hy(a/) olur.
(11i) Her a € Nf i¢in Hy (o) < |Y].

Lemma 6.2.4. [12, Lemma 3.6] Y C Tx olmak tzere her o € Nj i¢in S/I(Y') bolim

halkasinin o dereceli sifir bélen olmayan elemant vardar.

Onerme 6.2.5. [/5, Onerme 1.9] X = P™ x---x P ve e; € 7 standart baz vektirii
olsun. Bu takdirde herhangi j € [r] ve herhangi bir o i¢in Hy () = Hy (o + e;) ise
her k pozitif tam sayust ic¢in Hy (o + e;) = Hy (o + ke;j) olur, yani Hilbert fonksiyon e;

yoniunde sabit hale gelir.

Onerme 6.2.6. [12, Onerme 4.3/ S/I(Y) halkasinin o/ € NS dereceli sifir bilen ol-
mayan eleman varsa ve Hy (o) = Hy (a+d') esitlgi saglanyorsa oy, Gorory kodlar
denktir. Boylece Y iizerinde tanimlanan denk olmayan €.y hesaplama kodlary sonlu

tanedir.

Her « igin €,y kodunun boyutu Hy(«), Y] ile iistten sinirhdir. Buradan kodun
uzunlugunun Hilbert fonksiyonu kullanilarak hesaplanabilecegi cikar. Diger taraftan
Hy (a) = |Y| esitligini saglayan « degerleri, boyutu ve uzunlugu ayni olan agikar kodlar:
verir ve hangi a degerleri icin €,y kodunun agikar olmadigr belirlenir. Simdi ise agikar

olmayan kodlar1 belirleyen agagidaki tanimi verelim.
Tanim 6.2.7.

reg(Y) = {a € NG| Hy (o) = |V}

seklinde tanwmlanan kimeye Y kimesinin dizenlilik kiimest denir.
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Gy kodun uzunlugunu bulmak icin reg(Y) kiimesinin bir elemanini belirlemek
yeterlidir. Genelde reg(Y') kiimesi tam olarak belli degildir, baz1 6zel durumlarda ise
bir alt kiimesi verilmistir. Fakat asagida verecegimiz giizel durumda bu kiime tam

olarak belirlenmigtir.

Onerme 6.2.8. [12, Onerme 3.12] X = P(wy, ..., w,) agurbkl projektif uzay ve Y C
X olsun dyle ki S/I(Y) halkasinin 1 dereceli sifir bilen olmayan elemant olsun. Bu
sartlar altinda

reg(Y)={l+ay +n|n e N}

esitligini veren bir ay tam sayst varder. Ustelik ay degeri I(Y) idealinin Hilbert serisine
paralel olan rasyonel fonksiyonun derecesidir. Ozel olarakY C Tx vew = 1 durumunda

da gecerlidur.

X = P(wy,...,w,) agirhkh projektif uzay ve Y simit iken ay degerinin formiilii
mevcuttur. Bu formiill W = {wy,ws,...,w,.} kiimesinin iirettigi NW yarigrubunun
Frobenius sayisini igermektedir. NW yarigrubuna ait olmayan en biiyiik sayiya bu

yarigrubun Frobenius sayis1 denir ve g(W) ile gésterilir.

Sonug 6.2.9. /20, Sonu¢ 3.9] X = P(wy, ..., w,) agirlikly projektif uzay ve Y = Ty
18€
ay = (¢ = 2)[wr + -+ +wp + g(W)] + g(W)

olur.

X simitli cesitleminin Y alt kiimesinin sifirlayan idealinin {irete¢ sayis1 yiiksekligi
kadarsa bu alt kiimeye tam kesigim denir. Y bir tam kesigim ise reg(Y’) diizenlilik
kiimesi tam olarak bulabilecegimiz bir teori simdilik olmasa bile bir alt kiimesi agagidaki

teoremde verilmistir.

Teorem 6.2.10. [12, Teorem 3.6/ Y, X simitli cesitleminin tam kesigim bir alt kiimesi
ve I(Y) sifirlayan idealinin treteclerinin dereceleri oy, . .., o, olsun. Eger her j € [r]

icin S/I(Y') halkasinin B; dereceli sifur bolen olmayan elemant mevcut ise
ar + -+ a, + N Creg(Y)

olur.
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6.3 6.0 Kodunun Uzunlugu

Tezin kalan kisminda [23] makalesinde elde edilen sonuglara yer verilecektir.

Bu boliimde direk T'x ¢ kiimesinin parametrizasyonu aracihgiyla kodun uzunlugunu
hesaplayan bir algoritma verilecektir. €, ¢ parametrik kodunun uzunlugu T’ g kiime-
sinin sifirlayan ideali yardimiyla, reg(7x ) kiimesinin bir eleman:i bulunarak hesapla-
nabilir. Fakat her durum icin bunu bulmak kolay degildir. I(Tx o) idealinin iiretecleri
ay, ..., o, dereceli tam kesigim ise Teorem 6.2.10 geregince oy + -+ - + o, € reg(T'x g)
olur. Ama Ty ¢ tam kesigim degilse, reg(7T'y ¢) kiimesine ait bir eleman belirli degildir.
Hatta Ornek 6.3.4’te gosterildigi gibi |Tx g| degeri ile reg(Tx q) kiimesi belirlenebilir.

Tx ve Tx ¢ kiimelerinin

prcoplph s p] = [k 2o pepd]
seklinde tanimlanan igleme gore grup oldugu asikardir. Diger yandan
0o (K = Txg, t— [t . :tY]
do6niigiimii bir grup epimorfizmasidir. Boylece Tx o ~ (K*)*/Cek(pq) olur ve

Tx ol = [(K*)°[/|Cek(pq)| = (¢ = 1)°/|Cek(vq)|

esitligi saglanir. Sonug olarak €, ¢ kodun uzunlugunun |Cek(yq)| sayisina baghdir.
O, = 10,9 — 2J°, K =T, sonlu cismi tarafindan belirlenen R* de hiperkiip ve 7, K*
cisminin bir iireteci olsun. Asagida H = {h € 0, NZ* | hQ¢ = 0 (mod ¢ — 1)} olmak

lizere Cek(pg) cekirdegi ile H kiimesi arasinda birebir eslesme oldugu gosterilmistir.

Onerme 6.3.1. Cek(pg) = {(n™,...,n")
|H| olur.

Ispat 14. t € Cek(pg) C (K*)* olsun. Béylece [t4 : --- : t9] = [1 : --- : 1] olur,
yani (t4, ..., t9) elemant, G(1,...,1) = G = {x € (K*)" |V m € Lg i¢in x™ = 1}

yoringesinin elemamdir. Lg = Gor(¢) esitliginden her ¢ € Z™ eleman igin
XMt 1) = 9™ = 90 = | (6)
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olur.

Hert € (K*)*igint = (n™, ..., n") esitligi saglanacak sekilde bir h = (hy, ..., h,) €
H wardwr. Bu durumda (6) esitliginden her ¢ € Z" i¢in n™%¢ = 1 olur, béylece hQpc =
0 (mod q—1). ¢ vektorleri Z" uzayimin standart bazindan segilirse, hQQ¢p = 0 (mod q—1)
denkligi elde edilir. Bu takdirde Cek(pg) C {(n™,...,n")|h = (hy,..., hs) € H} kap-
samast saglaner. Ters kapsama asikardur. Ote yandan 1 elemanimin mertebesi q — 1
ve her h; € [0,q — 2], oldugundan Cek(ypq), H kimeleri birebir ortismektedir. Boylece
|Cek(vq)| = |H| olur ki istenendir.

Prosediir 6.3.2. Asagidaki Macaulay?2 prosediriyle Q, ¢ matrisi ve q degeri girilen
Ga.q kodunun vzunlugunu hesaplayabiliriz. Besinci adimdaki A listesi O, NZ° kiimesin-
deki elemanlary verir. Bu kiimedek: elemanlarin H kiimesine ait olup olmadigs altince

adimda belirlenir, boylece k = |H| sayisi hesaplanar.

12 : r=numRows Phi;s=numRows Q;n=numColumns Phi;k=0;
i3 : L=for i from 1 to g-1 list 1i;

i4 : L

set L;L=L"**(s);L=tolist L;

i5 : A

apply(L,i->toList deepSplice i)
i6 : scan(A,i-> if ((matrix{i}*Q*Phi)%(map((ZZ)~1,n,(i,j)->(q-1))))
==(matrix mutableMatrix(ZZ,1,n)) then (print i,k=k+1));

i7: length=((q-1)"s)/k

Ornek 6.3.3. Ornek 5.2.6°da verilen T'x o parametrik kimesi tam kesisim oldugu igin
reg(Tx,q) kiimesi ile Go,1y , kodunun uzunlugu hesaplanabilir. Ik advm olarak Prosediir

5.2.5ile I(Tx q) ideali hesaplanr:
[(Tx.q) = (v1wy — 24, 7] — 23).
S homojen koordinat halkasinin degiskenlerin derecesi

der(xy) = der(x3) = f1 = B3 = (1,0), der(zs) = o =(0,1), der(zy) = 4= (2,1),

oldugundan I(Tx q) idealinin iireteclerinin dereceleri oy = derge(zize — x4) = (2,1)
ve ay = derge () — x3) = (5,0) olur. Bu takdirde Teorem 6.2.10 ile a; + ap = (7,1),
reg(Tx o) kimesinin elemansdvr. Prosedir 5.2.5 ile I(Tx q) idealini hesapladiktan sonra
[12, Teorem 8.1] geregi asagidaki komutla kodun uzunlugu 5 olarak hesaplanar.
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i9 : hilbertFunction({7,1},IYQ)
Asaqidaki girdilerle Prosediir 6.5.2 sonucunda ayni degert bulunur:
il : g=11;Phi=matrix{{1,0},{0,1},{-1,2},{0,-1}}; Q=matrix {{1,2,3,4}};

Agagidaki 6rnek, kodun uzunlugunun reg(7'y ¢) kiimesini kullanmadan hesaplama-
nin avantajlarim goésteriyor. Kodun uzunlugu ile reg(T’x o) kiimesini belirlenip, agikar

olmayan kodlarin sonlu listesi bulunmugtur.

Ornek 6.3.4. X, F; izerinde P(2,2,3,5) agurlikly projektif uzay ve Q, digimler kiimesi
V =1{1,2,3,4} kenarlar kimesi E = {{1,2},{2,3},{3,4},{1,4}} olan grafin matrisi
olsun. Tx o CP(2,2,3,5) alt grubunun eleman sayisiniy Hilbert fonksiyonu ile hesapla-
mak i¢in oncelikle I(Tx q) sifirlayan idealinin minimal treteclerini Prosedir 5.1.6 ile
bulalvm:

4_ 4 2.6 _ 22 6 _ .22 2 4.4 _ 4
Ly — Ty, Tyly — T3ly, T3 — TTaly, Lyl — Ly

I(Tx ) tam kesisim degildir. Bu sebeple son drnekteki yontem ile |T'x o| sayist hesap-
lanamaz. Asagidaki girdilerle direk Prosedir 6.3.2 araciligiyla hesaplanabilir:

i1 : g=5; Phi= syz matrix {{2,2,3,5}};
Q=matrix{{1’O’O’1}’{1’1’O’O}’{0’1’1’0}’{0’0’1’1}};

Ciktr olarak |Tx o| = 32 verir. Bu da, Tx g kimesinin Tx simitinin elemanlarinin
yarising icerdiging gosterir.

|Tx o] = 32 oldugundan,

reg(Tx.q) = {i € NG | Hry (i) = 32)

seklinde tamimlanar. Teorem 6.2.4 ve Lemma 6.2.5 ile w € {2,3,5} olmak tizere her i >
0 igin Hry (1) < Hry , (i+w) < 32 saglanar. Dolayiswyla bazi i = ig igin Hry ,(ig) = 32
olmast Hry ,(io +2) = Hry ,(io + 3) = 32 egitligini gerektirir. Dolayiswyla her j > 3
i¢in Hry ,(io+j) = 32 olur. Bu yiizden amag iy ve Hry ,(io+1) degerlerini bulmaktur.

Asaqidaki komutlar ile bu degerler hesap edilir:

for i from 0 to 100
do (

if hilbertFunction(i,ITQ)<32 then print hilbertFunction(i,ITQ)
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else stop
and print [i,hilbertFunction(i,ITQ),hilbertFunction(i+1,ITQ)]

)
Sonug olarak 1,0,2,1,3,3,5,5,7,8,10,11, 14, 14, 18,19, 21, 24, 24, 28, 27, 31, 29, [23, 32, 31]

¢iktisy elde edilir. Burada, (23,32, 31] ¢iktise ig = 23, Hry ,(io) = 32 ve Hyy ,(i0+1) =
31 anlamina gelir, bu yizden reg(Tx o) = {23} U {25 + N} olur. Ayrica

N \reg(Tx.q) = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22} U {24}

olmak iizere, her o € Nf\reg(Tx q) igin uzunlugu 32, boyutu yukarida Hr, ,(c) fonk-

siyonu ile verimis asikar olmayan €, kodlart bulunur.

Agagida Cek(pg) cekirdegi ve
P = {(h,k) € R®* x R" |hQ¢ = (¢ — Dk veh € O}

politopunun kafes noktalarinin birebir ortiistiigii gosterilmistir. Boylece bu politop ile

6o, kodunun uzunlugu hesaplanabilir.
Onerme 6.3.5. |Cek(pg)| = |2 N Z57".

ispat 15. Onerme 6.3.1 den, Cek(vq) ¢cekirdegi H kiimesi ile birebir eslesmektedir.
Dolayrsiyla, H, PP N 25" kiimelerinin birebir ortistigini gostermek yeterlidir. Eger
h € H ise hQ¢p = 0 (mod q — 1) seklinde yazilir, yani hQ¢ = (¢ — 1)k olacak sekilde
k = (ki,...,k,) € Z" vardir. Buradan (h,k) € P NZ5™ olur. Aslinda her h elemans
igin, bu sarty saglayan sadece bir tane k vardur, ¢inki (¢—1)k = (¢—1)K ifadesik = K
esitligini gerektirir. Tersine, (h,k) € P N Z*™ olsun. Bu durumda hQ¢ = (¢ — 1)k

elde edilir ve kanit tamamlanar.
Uyari. X = P"~!, n = r —1 boyutlu projektif uzay iken, [14, Onerme 3.3| geregi 1 € Z"
olmak lizere

P={(h\p) eR°xR"xR|hQ=(¢—1DA+pl,hed, veO0<pu<qg-—2}

politopunun kafes noktalar ile Cek(pg) cekirdegi birebir ortiigiip, |Cek(pg)| = |P N

725+ saglamir. P C R¥T! politopu 6zel bir durum igin, yani X projektif uzay igin
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verilmistir ve R**"*! uzayindadir. Diger yandan yukarida verilen & politopu R**t" =

R**"~1 uzayindadir. Bu nedenle, & politopu ile kafes noktalarimi daha hizli bulunabilir.

Ornek 6.3.6. [14, Ornek 3.4/ ele alalvm. Bu takdirde X , F5 tizerinde P3 projektif uzay
ve ¢ matrisinin situnlary (—1,1,0,0), (—=1,0,1,0) ve (—=1,0,0,1) olur. Q, digimler
kimesi V = {1,2,3,4}, kenarlar kimesi E = {{1,2},{2,3},{3,4},{1,4}} olan grafin
matrisidir, yani Q) matrisinin situnlary (1,1,0,0), (0,1,1,0), (0,0,1,1) ve (1,0,0,1)
vektorleridir.

Sage [46] programa ile 0,04 saniyede 4 boyutlu P C R” politopun 16 tane

(hlah27h37h47k17k27k3)

kafes noktasy bulunmustur, ayrica &P C R” politopu 16 késenin disbikey biirimaiidiir.

(0, 0, 0, 0, 0,0, 0, (0,1, 0,1,0,0, 0, (,2,0,2,0,0,0, (0, 3, 0, 3, 0, 0, 0),
(1, 0,10,0,0,0), (t,1,1,1,0,0, 0, (1, 2,1, 2,0,0,0), (4, 3,1, 3,0, 0, 0),
(2,0,2,0,0,0,0), (2,1, 2,1, 0,0, 0, (2,2, 2,2,0,0, 0, (2, 3, 2, 3, 0, 0, 0),
(3, 0, 3,0,0,0,0), (3,84, 3,1, 0,0, 0, (3 2,3, 2,0,0,0, (3, 3,3, 3,0,0,0.

Béylece, yukarida verilen her (hy, hy, hs, hy) degeri icin (n™, 02 ns nt) noktas
hesaplanarak, Tx ¢ alt grubunun 16 noktas: bulunur. Diger yandan, 5 boyutlu 32 kosenin

disbiikey biiriimii P C R® politopunun 16 kafes noktasy 1 dakikada hesaplanmastir.

6.4 6, Kodunun Minimum Uzakhg

Bu bdéliimde, parametrik kodlarin minimum uzakhigi icin bir alt sinir verilecektir. Bu
sinir1 ve onceki boliimlerde verilen yontemleri bazi parametrik kodlar {izerinde uygula-
yarak parametreleri hesaplanacaktir.
Bolim 6.3’de

vo: (K) = Txg, t— [t :tY]

grup homomorfizmasimi tammlayarak [H| = |Cek(pg)| olmak iizere |Tx | = (¢ —
1)*/|H]| esitligi verilmigtir. Herhangi F' € S,, polinomu i¢in F o ¢q : (K*)* — K bilegke
fonksiyonu (¢y,...,ts) € (K*)® olmak tizere (F o pg)(t1,...,ts) = F(t4 1 - : t97)
seklinde tanimlanir. Bir evr, ,(F) kod kelimesinin agirhgi, kodun uzunlugundan F
polinomunun T o parametrik kiimesindeki kok sayisinin ¢ikarilmas: ile bulunur, bu
yiizden 6ncelikle F' o g polinomunun (K*)* kiimesindeki koklerinin sayisi hesaplanma-

hdir. Asagidaki esitsizlik bu amag icin kullanilacaktr.
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Lemma 6.4.1. [16, Lemma 3.2] G(y1,ya2,...,ys), K = F, sonlu cismi dzerinde d
toplam dereceli sifir olmayan bir polinom olsun. G polinomunun (K*)* kimesindeki

kok sayisy |V (G) N (K*)*| < d(q — 1)1 egitsizliging saglar.

Herhangi bir x* = z{'--- 2% € S, monomunda her z; degigkeni yerine y% mo-
nomu yazilirsa y®2 = y?la - y9s2 elde edilir ve Q;, Q matrisinin 7. satir olmak {izere
der,, (y“?) = Q;a saglanir. Q;a monomunun ¢ — 1 ile béliimiinden kalani Q;a ile gdste-
relim. Asagidaki say1 S, vektor uzayindaki monomlarin karsilik geldigi y®* monomla-
rmin y‘f_l, ..., y4 ! monomlarina béliimiinden kalan monomlarin toplam derecesininin

maksimum degerini belirler ve agagida verilen alt sinir icin ¢ok 6nemlidir:
dla, Q) =max{Qa+---+Qsa | x*€S,}.

Teorem 6.4.2. Yukarida verilen gosterimler ile €, ¢ parametrik kodun minimum uzak-

lvgn
(¢—1)"

5(%04,T ) Z
=

esitsizliging saglar.
ispat 16. F' € S, polinomuna karsihk gelen evr, ,(F) kod kelimesini c ile gdsterelim.
c kelimesinin agirlhigy sufir olmayan harflerinin saysidir veya toplam harf sayist ile F

polinomunun Tx g tzerindeki kéklerinin sayisinin farkidur: |Tx o] — |Vx (F)NTx g|. Bu

sebeple sifir olmayan kod kelimelerinin agirbiklarinin minimumu
0(Caq) = [Tx.ql — maz{|Vx(F) NTxq| | F € Sa\ la(Tx.q)}
esitligi ile verilir. Her F' € S, homojen polinomu icin,
Fel(Txg) < Foypge I((K)?)

ifadesi dogrudur. Lemma 5.1.1, I((K*)*) idealinin € = {y? " —1,...,y" " =1} binom-
lar tarafindan dretildigini verir. Bu takdirde F(y®, ..., y%) € Ky, ..., ys| polinomu-
nun € kimesinde bulunan binomlara boliminden kalan G olmak tzere, F' ¢ I(Tx q) ise
G # 0 olur. Ayni zamanda G polinomunun toplam derecesi yukarida verdigimiz d(o, Q)

sayst ile dstten simarlidir. Lemma 6.4.1 gereqi G polinomunun (K*)* kiimesinde en fazla
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kék sayist d(a, Q)(q — 1)~ dar.

Tx o kimesinde bir [P] = [t : --- : t¥] noktast asaguda verilen ozelligi saglar:
[Pl € Vx(F) <= VY (t1,...,t) € og' ([P]) iginG(ty, ..., t;) = 0.

Bu ozellik ile |Vx(F)NTx | = % esitligi elde edilir, dolayiswyla

d(a, @)(q — 1)

[Vx(F)NTxgl <
@ H]

ifadesi saglanir. Sonug olarak maz{|Vx(F) NTx || F € Sa \ 1a(Tx,q)} sayis en fazla

d(a,Q)(g=1)°""

] degerini alabileceginden, §(€a.q) i¢in iddia edilen alt sinur elde edilir.

6.5 Hirzebruch Yiizeyinde Simitli Kodlar

Bu alt boliimde Hirzebruch yiizeyde tanimli bazi parametrik kodlarin parametreleri
hesaplanacaktir. « = (¢,d) € N olmak iizere %, Hirzebruch yiizeyinden elde edilen

6o, parametrik kodlar ile baslayalim.

Teorem 6.5.1. Tx, K cismi dizerinde %, Hirzebruch yiizeyinin simiti ve o = (c,d) €
NS olsun. Bu durumda b, (sirasiyla V'), ¢ — bl > 0 ved —b > 0 (swraswyla ¢ — b'0 >
qg—2ved—10b >0) dzelligini saglayan negatif olmayan en biyik tam sayr olmak tizere

Go1y Parametrik kodun boyutu ve minimum uzakhge asagidaki esitlikler ile verilir:

b+ 1)(c+1—1b/2), c<q—1
@G- +D)+O-V)(c+1-Lb+b+1)/2, c>qg—lveb<qg—2
boyg Gury =
=D+ +(g—2=-V)(c+1-lqg—2+V+1)/2, c>2qg—-1,b>q—2vel <qg—2
(¢—1)7? c>q—1luvel >q—2
(
(¢—=1D(g—1-¢), c<q-1
(g—1)=10, c>qg—1lwveb<qg—2
6(%06771)() <
(g—1)=10, c>qg—1,b>q—2veb <q—2
|1, c>q—1lwvelb >qg—2
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. 0o 0 1 O
Ispat 17. Buirinci olarak Q) = matrisinin simits parametrelediging,

0 0 0 1
yani T'x o = T'x oldugunu kanitlayalim. 0 < hy, hy < g — 2 araliginda

T
0 O 1 0 1 0 -1 0 hq

[hl h2i| = =0 (modq—1)
O 0 0 1 0 1 ¢ -1 hil — ho

denkleminin ¢ozimi hy = 0 = hy’dir. Bu takdirde
H={heO,NZ° | hQp =0 (modq—1)} ={(0,0)}

oldugundan |Tx q| = (¢ — 1)?/|H| = (¢ — 1)? elde edilir. Tx o = Tx olduju agikardar,
¢linkii Tx o simitin bir alt kimesi ve |Tx| = (¢ — 1)2.

Bir a = (¢,d) € Nf i¢in S, wvektor uzayimin bir K-bazine bulalim, burada f =
1 0 1 7

0o 1 0 1
olmak tizere a = (¢,d) = b((,1) + (a’,a") esitligini saglayan en biyik negatif olmayan

.d=c—bl >0wved =d—b>0 negatif olmayan tam saylar

tam sayr b oldugundan,
B, = {z"| der(z®) = fa = (a1 + a3 + las, as + a4) = a, 0 < a4 < b}

kiimesi S, uzays i¢in bir bazder. Sabit bir ay degeri i¢in, ay = d — a4 dederi de sabit ve

a1 + az = ¢ — lay egitliginden
B, ={z%|0<ay<b, ay=d—ay, a1 +az =c—Llay}

ifadesi elde edilir. Buradan sabit bir a4 degeri icin ¢ — lay + 1 tane (a1, a3) ikilisi var
olup asagidaki egitlik saglanir:
b

Bl =) (c+1—tas)=(c+1)(b+1)—¢

as=0

YOEY i) (es1— b)),

Ornek 4.5.8’den ¢ matrisinin siitunlar Lg kafesinin bir baz oldugunu hatirlayalim.

Sonug 5.8.7 geregi I(Tx) = I4-1)L, oldugundan ML matrisinin situnlar (¢ — 1)Lg
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kafesinin bir bazindan olusur:

T
q—1 0 —(¢g—1) 0
ML = (¢ —1)¢ =
0 —(¢g—1) —lg—1) (¢—1)
ML matrisi karisik baskwn oldugundan Teorem 5.2.8 ile
I(Tx) = {af " —af o™ —af ")
elde edilir. Bu takdirde S/I(Tx) bolim halkasinda 297" = 237" 297" = xg‘le;(q‘”

esitliklers mevcut olup
B, = {x%a; = c—az—lay, ay = d—ay,0 < a3 < min{c—Lay, ¢—2} ve 0 < ay < min{b, ¢—2}}

kiimesi So/1,(Tx) uzayr icin bir bazdwr. V' tanima geregi, ejer V' < a4 ise min{c —
lag,q — 2} = ¢ — Lay olur. 0 < ay < b durumunda ise min{c — lay,q — 2} = q — 2
saglanar. Gory kodun uzunlugu N = |Tx| = (¢ —1)%. Simdi kodun boyutu ve minimum
uzaklhgine hesaplayalim.

Durum I: ¢ < q¢— 1 olsun. B, = B, esitligi asikardvr, bu yiizden boyy (Gary) =

|Bo|. Minimum uzaklk i¢in d(a, Q) sayising hesaplayalim:
d(a, Q) = mazr{Q1a+ Q2a|x® € B,} = maz{as+as|0 < ay < b, az+a; =c—Llay} = c.

Sonug olarak, Teorem 6.4.2, 6(€ag) > (¢ — 1)* — (¢ — 1)c alt sinwrine verir. Diger

yandan, K = (n) olmak izere

polinomunun c¢(q — 1) tane koki vardur:
{Pyj=0:1:0:]eTx|1<i<cuvel <j<q-1}.
Bu takdirde, agirlign (¢ —1)*> — (¢ — 1)c olan kod kelimesi mevcut olup

§(Bary) =(g—1)*—(¢g—1)e=(g—1)(g—1—¢)
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esitlige saglanar.

Durum II: ¢ > qg—1 ve b < g — 2 olsun. min{b,q — 2} = b, min{c,q — 2} =q— 2
oldugundan ay, as siraswyla en fazla b, g—2 degerini alir. Ayni zamanda, 0 < aq < b ise
0 <asz <min{c—"Llay,q—2} =q—2, fakat ay >V ise 0 < a3 < min{c — lay,q —2} =

¢ — lay olur. Bu durum asagidaki formili verir:

b
boyg Gag =|Bal = (=)' + 1) + > (c—lay+1).

ag=b'+1
F € S, polinomu verilsin. F polinomu
v q—2 b c—Vlay
o a3 .c—fas—as a4 . d—ay / a3 .c—fas—as a4 d—ay
F(xq, 9,23, 24) = E g Kaga, x5° 1] xrytws M4 E g K0, 30 Y xrytws
a4=0 La3z=0 as=b'+1 Laz=0

seklinde yazilabilir. Herhangi G = G(ys,ys) = F(1,1,ys,y4) polinomu igin V*(G) =
V(G) N (K*)? olsun ve A kiimesi

A={s0 € K" |ys — 50 | G(y3,y4)}

seklinde tamymlansin. V*(G) N (K* x A) ve V*(G) N (K* x (K*\ A)) kimeleri V*(Q)
kiimesinin bir ayrisgizming olusturur. Diger yandan V*(G) N (K* x A) = a(q — 1) ve
VHG)N (K x (K*\ A)) < ds(q —1—a) oldugundan

VG| < [Al(g — 1) + ds(g — 1 — |A]) (7)

esitsizligi vardur, burada ds = dery, (G) ve a = |A|.
Iddia: |V*(G)| < (q—1)(q—2)+ V. a en fazla b degerini alir, ¢iinkii

maz{dery, G | G = G(ys,ys) = F(1,1,y3,ys), FF € So} = b.

Bu esitsizligin ispatr a degerine gore ¢ durum altinda verilecektir: a < b, b < a <

b, a = 0.

Durum Il.a: a <V durumu ile baslayalim. Bu durumda d3 < g — 2 olur, ¢iinki

120



ds < min{c —Vl,q—2} vec—b0 > q—2.d3 < q— 2 ust ssrs (7) esitsizliginde

kullanilirsa

V*(G)| < alg—1)+ds(g—1—a) = a(qg—1)+(¢—2)(¢—1—a) = (¢—2)(¢—1)+a < (¢—2)(¢—1)+V

istenilen ispatlanar.
Durum ILb: k > 1 ve b # b olacak sekilde a = b + k < b olsun. d3 < min{c —
(O +k)l,gq—2} vec— (U + k)l <q—2 olup d3 < c— (V' + k)l saglanir. Bu egitsizlik

ve (7) esitsizligi ile asagrdaki sonuca ulagilir:

V(G| <alg—1)+(qg—1—a)(c— LY +Fk))
=a(lg—1)+(qg—1)(c—0b + k) —alc—Ll + k)
=alg=1)+(g=1)(c—=LO +k) —(¢—2)+ (¢ —2)) —alc— (' +k))
=(@-D(@=2)+(@-(c—Lt' +k)—(q—2))+alg—2—(c— Ll +k))+1)
=(@-D(g-2)+@—2—(c—LlV +k)))(a—(¢g—1) +a (8)

Diger yandan, b’ # b ise ¢ — (b + 1)l < q — 3 egitsizligini gisterelim. Varsayalim ki
c—('+1) > q—2 olsun. b’ # b oldugundan d— (b'+1) > 0 saglanwr. Bu bir ¢eliskidir,
clinki V', c — V0 > q—2ved—b >0 ézelliklerini saglayan en biyiik negatif olmayan
tam sayrdar.

Kanitlanan bu son esitsizlik ¢ — (b + k) =c—0(0' +1) —l(k—1) < q—3—{l(k—1)
esitligini saglar. Buradan da kolayca ¢ —2 — (¢ — (b + k)) > 14+ 4(k — 1) elde edilir.
a<b<q-—2ifadesinden a — (q — 1) < —2 esitsizligi saglanar.

Son bulunan iki esitsizlik, (8) esitsizliginde uygulanirsa

V()| <(g—1)(qg—2)—2(l(k—1)+1)+ b + k. (9)

olur. Ayni zamanda ¢ > 2, k — 1 > 0 ifadelerinden —2 ((k — 1) + 1) < —4k — 2 elde

edilir. Bu takdirde Esitsizlik (9) istenilen sonucu verir:

VG <(g=1D(g—=2) =3k -2+ <(¢—1)(¢g—2)+V,

Durum II.c: Son olarak a = b # V' durumunu ele alalim. (8) esitsizligini elde ettigimiz
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yonteme benzer sekilde, ds < ¢ — bl ve (7) esitsizlikleri
V(G <(g—=D(a—=2)+(qg—2—(c— L)) (b—(¢—1)) +b. (10)
ifadesini verir. Durum I1.b. de kamitlanan ¢ — (V' + 1)¢ < q — 3 esitsizliginden
c—lh=c—lV +1+b—-(b'+1)<q¢g—3—-40b-V—-1)
saglanar. Ustelik b — (¢ — 1) < —1 oldugundan
V) <(g—D(g—=2)+ (=) —b)+{—1+V

esitsizligi elde edilir. (0 — 1)(b/ —b) < ({ — 1)(=1) = 1 — ¢ esitsizligi agikardir, ¢linki
b < b. Bu takdirde son iki esitsizlikten

V(@ <(qg—Dqg—=2)+(L—-1)F =b)+L -1+ <(¢q—1)(¢q—2)+ ¥
olur ve iddia her durum i¢in ispatlanmastar.
Herhangi F € S,, polinomu icin
Vi, (F) N Tx| = |[V(F(1,1,y3,94)) N (K)*| = [V*(G)]

saglandigindan minimum uzaklk en az (¢ —1)> — (¢ — 1)(g—2) =V = (¢—1) =V

degerint alur.

q—2 v
Fo(xy,. .. xyq) = a5 0072 pd-0 H(xg —n'z) H(x4 —latay)
i=1 j=1
polinomunu ele alalim.
q—2 v
Golys,ya) = Fo(1, 1, ys,0a) = [ J(ws — ') [ J(wa — o)
i=1 j=1

polinomu icin |V*(Go)| = (¢ — 1)(¢ — 2) + V', dolayrswyla evy 1, (Go) kod kelimesinin
agrlign (q—1)> = (¢—1)(¢—2) =V = (¢—1) = b dur. Bu durum gosterir ki 6(€o1y) =
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(g—1)-=0b.

Durum III: ¢ > q—1,0> q—2 vel < q¢—2 olsun. 0 < ag < min{b,q—2} = q—2
ve b < q— 2 oldugundan, 0 < ay <V sartini saglayan her ay i¢in as, 0,1,...,q¢ — 2
degerlerini alir. V' < ay < q — 2 araliinda ise 0 < as < ¢ — Lay olur ki

q—2

boyy Ba.q = |Bal = (g = D' + 1)+ > (c—Llag+1).

as=b'+1
elde edilir.
Verilen F' = F(x1,x9,23,24) € S, homojen polinomunu, B, kiimesinin monomlarinin

lineer birlesimi seklinde yazalim:

v q—2 q—2 c—Llay
o az c—fag—as ay d—ay / az c—flag—as a4 . d—ay
F= § § Kagas T3y Ty wy Ut § § Koga, T3 @y Ty Lo
as=0 [a3=0 as=b'+1 Laz=0

Minimum uzaklk hesaplamak i¢in kullandlan yontem Durum II ile aymidir. 0(Gory) =
(g — 1) =0 esitligini gostermek icin, |V*(G)| sayisiman maksimum (¢ — 1)(q —2) + V'
degerini alabilecegi kanitlanmalidir. Bu durumda a < q—2 oldugundan, kanit 3 parcada
yapihir: a <V, 0V <a < q—2, a=q— 2. Buispal Durum II'deki iddianin ispatina cok
benzer oldugu icin yapilmayacaktur.

Durum IV:c > g—1 veb > q—2 olsun. Ayrica tansm geregi b’ < b saglandigindan
0 <ay <min{b,q — 2} = q— 2 olur. Bu takdirde

By={z"| a1 =c—az—lag,as =d —as,0<az3<qg—2 ve 0<ay <q—2}

ifadesinden boyy Gug = |Bal = (¢ — 1)? olur. Sonu¢ olarak €..q kodu asikardir, yani
§(Cary) = 1.

Ornek 6.5.2. X = %, K = F, cismi dzerinde Hirzebruch yiizey ve o = (c,d) € Nj

olsun, burada q tek asal sayrdir. ai, as € Z2 olmak tizere Q = [a1  ay a1+2 al+as]

matrisi verilsin. Bu takdirde, c < Q;Zl durumunda €. o parametrik kodu [q;Ql, c+1, Q;QI—

c| parametreli agikar olmayan MDS kodtur, aksi durumda agikar kodtur.

Birinci olarak Ornek 5.2.9°dan Q' = [0 0 2 0] olmak dizere Tx.g = Tx.q esitligini

hatwrlayalim. Dolayiswyla [1 : 1 : n? 1 1] noktast Tx g kiimesini dretir, burada n, K*

q—1
(q_172)

Bu esitlik |H| = 2 ifadesini ve €, kodunun uzunlugunun N = q;—l oldugunu kanitlar.
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q—1
5= olur.

grubunun bir dretecidir. Bu sebeple Tx ¢ kiimesinin mertebesi |n?| =



(-1/2 _ o

Ornek 5.2.9, I(Txq) = I, idealinin z3ze — x4 ve x} Y2 binomlar ile

a1 a1
diretildigini de verir. Boylece S/1y, uzaymda v4 = xbxy ve 13° = x,%  esitlikleri vardr.

Bu takdirde B, kiimesi So/1.(Tx.q) vektér uzay icin bir bazdir:

5 {22825 |0 < a3z < c}, c< &1
o =

—_

{27 @282 |0 < a3 < (¢—1)/2}, c>4

M|

Sonug¢ olarak

_ c+1, ¢c< %
bOY]K (ga,Q = |Boz| =

—_

g=1 g—1
5, C2 5

elde edilir. €, kodunun minimum uzakligin ¢ < q;21 durumu i¢in hesaplayalim, aksi
durumda boyutu en biiytik degerine, yani uzunluguna ulastige tcin kod asikardwr. Mi-
nimum uzaklhgr 2 farkls metot ile hesaplanabilir. ilk olarak Teorem 6.4.2 araciligiyla
hesaplayalim:

Teorem 6.4.2, €uq kodun minimum uzaklhginin en az N —c oldugunu belirtir, ¢iinki
|H| =2 ved(a, Q") = maz{2a3|0 < az < c} = 2¢. Diger yandan, F = x4 f[ (x3—n¥x1)
polinomunun tam c tane koki oldugundan 0(€aq) = N — c esitligi sagzlzlmr. Bdéylece
minimum uzaklk Singleton sinirina §(€nq) = N —c = N +1— K ulasir ve dolayisiyla
kod MDS kodtur.

Ikinci yol olarak B, bazimn monomlar Txg = {P;j = [L : 1 : 9% : 1]]j =

0,... q;;’} parametrik kimesinin elemanlarnda hesaplanirsa €., kodunun RS kodu

oldugu asikardir. Dolayisiyla €o o MDS kodtur.

Ornek 6.5.3. Ornek 4.5.6°de tamtilan agurlikh projektif uzayen simitinin baz devirli alt
gruplarindan MDS parametrik kodlar elde edilir. K =T, dzerinde X = P(1,wy, ..., w,)
agurlikly projektif uzayin Z-dereceli koordinat halkasinin her i € [n] i¢in dery(xy) = 1
ve dery (x;) = w; > 0 seklinde derecelendirildigini hatirlayalim.

Ayrica Ornek 4.5.6°da verilen tam diziden 8 = [1 wy --- w,] olmak dizere Lg
kafesinin bir Z-bazi ¢ matrisinin situn kimesidir: Her i € [n] icin u; = (—w;, €;) ve e,
Z" uzaywnan standart baz vektori olmak tizere Lg = (uy,...,u,) CZ"™. Q =1[0] ael,
Q1; elemamy a diger n elemant 0 olan satir matrisi olsun.

K* = (n) oldugundan her t € K* bir j € [0,q — 2] NZ i¢in t = 1’ olarak yazlabilir.

Bu sebeple, i. bileseni n* olan [1 : --- : n® : --- : 1] nokta Tx ¢ kimesini dretir. n
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ve 097 elemanlar aymi grubu drettiginden Tx g = ([1 + -+ @ pl@= ... 1))
olur. a’nin q — 17 boldigini kabul ederek, a yerine (a,q — 1) saysine alalim. Béylece,
Txol = In*] = 5+ ve |H| = a.

Txo C Klzg, 21, . .., x,] stfirlayan idealinin dreteclering belirleyelim. Lemma 5.2.2 den
L={me¢c Lg:Qm =0 (modq— 1)} kafesi icin I(Txq) = I, dir. Ornek 4.5.6 ile L
kafesi i¢in bir baz bulalim. Her m € Ly elemant bir ¢ € Z" i¢in m = ¢c seklinde yazi-
labildiginden m € L olmast i¢in gerek ve yeter sart Qoc = ae;c = ac; =0 (mod g — 1)
sartinin saglanmasidir, yani c; = q;—lk’ esitligini saglayan k € Z, vardwr. Bu takdirde
mel<—m=cu+- ---+gu+---+c,u, =cu;+---+£k (%ui) +- -+ cpu,.
Buradan L kafesinin bir Z-bazi {wy,...,u;_q, q;—lui, Wig1,..., U, kiimesi ile verilir.

ML = [ug -+ -4 %ui Wy - - Wy, matrisi karigik baskin oldugundan
[(Txo) = (F,...,Fy...,F)
tam kesisimdir, burada

Fy = gl wide _glable e i e ]\ {i} igin Fy = 2y’ — ;.
Dolayswyla S/I(Tx ) bélim halkasinda her j € {1,...,n} \ {i} i¢in at(()q_l)wi/“ =

$§q71)/a ve 1,0 = x; binomlary esittir. Herhangi bir « € NS = N pozitif tam sayis

1¢in,

{zg7 "2l |0 <a; <ai)}, afi)< a1

{xf ™ " ad |0 <a; < £}, afi) > S

kiimesi So/1o(Tx ) vektor uzays i¢in bir bazdir, burada o(i), @ = a(i)w; + /(i) sarting

saglayan en biiyik negatif olmayan tam sayidir. Bu egitlikten, kodun boyutu hesaplanur:

boyy Gaq = Hry o (@) = [Ba| =

Sa/la(Tx o) vektor uzayinin bir bazins bulmadan dnce €, ¢ kodunun RS kodu oldugu
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belli degildir. Son drneje benzer sekilde B, bazinan monomlaring Pp=[1:-:n9:

el eTxg, 0<i< % noktalarinda hesaplanarak boyy €., kodun trete¢c matrisi

elde edilip RS kodu oldugu gorinir:

1 na e nq_a_l

111 1

T 1 na n(J717(l
g=l-a —1—a a
za | 1ot n

6.6 Ornekler

Bu béliimde, parametrik kodlar1 P" projektif uzay yerine daha genel simitli cesitlemler
ile caligmanin avantaji ve T’ iizerinde hesaplanan kodlardan daha iyi kodlarmn T
simitinin baz1 T'x o alt gruplarinda tanimlandigi gosterilecektir.

Daha iyi kod tanimini acgiklayarak baglayalim. Klasik yaklagimda kodu ve uzunlugu
ayni iki kodu kiyaslarken kullanilan parametre minimum uzakliktir. Minimum uzaklig
daha biiyiik olan kod, hata diizeltme kapasitesi daha biiyiik oldugu icin daha iyi kod
olarak dikkate alinir. Bir kod, bilinen ayni uzunluk ve boyuttaki kodlarin arasinda ola-
bilecek en biiyiik minimum uzakliga sahip ise BP (en iyi kod) olarak isimlendirilir. Bu
mukayese, [47] veritabanindaki en ¢ok 9 elemanh sonlu cisim tizerindeki kayith kodlarin
alt ve iist minimum uzaklik sinirlarina bakilarak yapilir. Bu veritabaninda verilen bir
uzaklik ve boyut i¢in, minimum uzaklhigin alt sinirii belirleyen koda BK (en iyi bili-
nen kod) denir. Ust sinir teorik olarak belirli olmasina ragmen, biitiin kodlar icin aymi
durum gecerli degildir. Her [N, K, §], parametreli bir kod icin tek fakat ¢ogunlukla
zaylf olan sinir Singleton siniridir:d < N 4+ 1 — K. Minimum uzaklik bu sinira gore
maksimum degere sahipse, yani 6 = N + 1 — K, bu koda MDS(maksimum uzaklikla
ayrilabilen) kod denildigini bahsetmigtik. Kodlama teorinin 6ncelikli amaci [47] veri-
tabanindaki BK kodunun minimum uzakhgindan biiyiik minimum uzaklig1 olan kodu
sergileyerek alt sinir1 geligstirmek ve teorik olarak belirlenen iist sinira erigsmis kodlarin
varhginin ispatlamaktir. Simitli kodlar sampiyon kodlar: {iretmek i¢in kullanilmaktadair.

Bu calismadaki yontemler yeni sampiyon kodu elde etmek i¢in yapilan arastirmalarda

kullanilabilir.
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Boyut ve uzaklhiklar farkl: iki kodu kiyaslamak i¢in, agagidaki yaklagim kullanila-
nacaktir. Singleton sinir1 [V, K, §] parametreli bir € kodu i¢gin N+ 1 -6 — K > 0
egitsizligini saglar. Aciktir ki, bu egitsizlik

5(¢) = (1 - K/N)—(6-1)/N

olmak iizere S(€) > 0 egitsizligine denktir. Bu nedenle, €’ agikar olmayan bir kod
olmak iizere eger S(€’) < S(¥) esitsizligi mevcut ise €’ kodu, € kodundan daha iyi
kod olarak dikkate alinir. Aslinda kodun MDS olmasi igin gerek ve yeter sart S(€) =0
olmasidir.

Onceki béliimlerde verilen teknikler kullanilarak asagidaki 2 érnekte sirasiyla aym
@ matrisi icin P? projektif uzayindan ve % Hirzebruch yiizeyinden elde edilen, denk
olmayan ve agikar olmayan €, ¢ kodlarin sonlu listesi verilmigtir. Sonra bu kodlarin
parametreleri hesaplanarak iki farkl simitli ¢esitlemden elde edilen kodlar Tablo 1’de

mukayese edilmigtir.

Ornek 6.6.1 ( Txq C P? iizerinde hesaplanan kodlar). ¢ = 5 ve Q, V = {1,2,3,4}
dugumli ve E = {{1,2},{2,3},{3,4},{1,4}} kenarle grafin matrisi olsun. Bu takdirde

TX,Q = {[tltg . tgtg . t3t4 . t1t4] | tl,tg,tg,t4 c F5} Q ]P)3.

olur. Oncelikle Prosediir 6.3.2 ile N = |Tx o| = 16 bulunur. Ikinci advmda, algoritma

1 ve 2 kullandlarak, I(Tx q) idealinin minimal tretegleri hesaplanar:

4_ .4 3 3 .22 2.2 3_.3
T1T3 — TaTy, T — Ty, T1To — T3ky, TITH — T3Ty, T1TH — T3y,

4_ .4 3 3 2.2 .22 3 3 4_ .4
Ty — Ty, THT3 — TITy, XT3 — T1Ty, Tals — T1Ty, T3 — Ty.

Ornek 6.8.4 de uygulanan metot ile, Hilbert fonksiyonunun ilk 3 dejeri 1,4,9 ve kalan
her a > 2 igin Hr, ,(a) = 16 oldugu gériiliir. Bu Q) matrisinin sadece agikar olmayan
ki kod direttigi anlamina gelir. Tablo 1in birinct kisminda bu kodlarin parametreler:

verilmistir.

Ornek 6.6.2 ( Tx.q C %, tizerinde hesaplanan kodlar). Son drnekteki ¢ ve Q) degerle-

rint #o Hirzebruch yizeyinde uygulayarak daha vyi kodlar elde edilmistir. Bu durumda,
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wzunluk N = |Tx.q| = 8 olur. Oncekibéliimlerde verilen algoritmalar ile I(Tx.g) sifur-
layan ideali bulunur:

I(Txq) = (v — 5, xjwyw; — 7).

Bu nedenle, Tx.q, #» tizerinde tam kesisgimdir. xf — x3, 232322 — 23 € I[(Txg) oldu-
gundan S/I(Tx.q) bélim halkasinda x5 + 1(Txq) = 1 + [(Txq) ve 23 + [(Txg) =
virdei+1(Tx ) esitlikleri mevcuttur. Dolayswyla , asagidaki By, kiimeleri, So/1.(Tx o)

vektor uzaylary icin bir bazdur:

D, _ D, _ 2 2 I > . c c—1 c—2 2 c—3_3
Baoy = {x1, 23}, Booy = {a7, 1123, 23}, Ve > 2iginB o) = {27, 2] @3, 27 “25, 2] "3},

V' d > 0 igin Bay = {25} ve By gy = {z125, 2325},

A 2 d d  2.d  d-1
Vd > 0igin Bog = {2725, 112305, 2505, 5 T4}

T 3.d 2 d  2.d 3.d  d-l d—1
Vd > 0igin Bsq = {270y, ¥12032%, 1120525, T305, L1095 Ta, T3Th T4},

coom g4 d 3 .d 22.d  3.d 2 d-1 d-1, 2 d-1
Vd > 0igin Bug = {2125, 2120305, 270525, L1252, T{Ty T4, T1T3T  Ta, 3Ty T4},

o B _g.5.d 4. .d 3.2.d 2 3.d 3 d-1 2. d-1 2 d-1 3, .d-1
Vd >0 igin B g = {@725, 2120305, 270305, T1052, LTy L4, TIT3TG Ta, T1T5T5 L, T3TG Ty}

Bu takdirde ¢ = 0 dan baslayarak Hr, ,(c,0), 1,2,3,4,4,4,4,... degerlerini alur. Ote
yandan c = 0,1,2,3,4,5,6 i¢in Hr, ,(c, 1) swraswyla 1,2,4,6,7,8,8 olur. Teorem 6.2.3
geregi o/ —a € N ise Hr, () < Hryy (o) esitsizligi gegerlidir. Bu takdirde her ¢ > 5
i¢in (¢ —5,0) € NB oldugundan 8 = Hr, ,(5,1) < Hry,(c,1) < 8 saglamir. Benzer
sekilde her ¢ > 5 ve d > 0 igin (c — 5,d — 1) € NB oldugundan Hr, ,(c,d) =8 esitligi
elde edilir.

Herhangi d > 1 degeri i¢in Hry,(c,d), ¢ = 0,1,2,3,5,5,6 igin 1,2,4,6,7,8,8
degerlerini alir. Bu takdirde her d > 1 igin (0,d — 1) € NB olup Hry ,(c,d) dizileri
Hry ,(c,1) dizisi ile ayna olur.

o' —a € NB ve Hry (o) = Hr (<) saglanwyorsa Onerme 6.2.6, €o.q, Curq kodla-
rinan denk oldugunu verir. Dolaysiyla {€a gl € {(1,0),(2,0),(3,0),(2,1),(3,1), (4,1)}
kiimesi agikar olmayan biitiin farkh kodlarin listesidir. Ashnda Hry ,(3,0) = Hry ,(2,1) =

4 olmasina ragmen (3,0),(2,1) elemanlarina paralel gelen kodlar denk degildir, ¢iinki

:I:[(37 0) - (27 1)] ¢ Nﬁ

Yukaridaki érneklerden elde edilen agikar olmayan kodlarin parametreleri Sage [46]
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programi ile hesap edilerek Tablo 1’de verilmistir. Ornek 6.6.1’de yani Txg C P?
iken sadece 2 kod vardir. Aynm1 Q matrisi ile Ornek 6.6.2’de Txqo C #, igin 6 kod
elde edilmigtir. Bu kodlarin arasinda 3 tane BP 1 tane MDS kod vardir. Bu durum
gosteriyor ki farkli X simitli cegitlemlerin P™ projektif uzay icin iyi bir alternatiftir,

bakimiz Tablo 1.

Tablo 1: Kod Kiyaslama.

a [N,K,d] | S(€aq) | statii

Tx.o C P? iizerinde hesaplanan kodlar

1 | [e6 4,9 1/4

2 |[16,9,4 | 1/4

Tx g C > iizerinde hesaplanan kodlar

1,0 | 8,26 | 1/8 BP
2,00] 8,34 | 1/4
3,00 8,42 | 3/8
@10 84,4 | 1/8 BP
G, 862 | 1/8 BP
41| 187 2 0 MDS

Agagida verilen tablonun birinci kismi Teorem 6.5.1 kullamilarak olugturulmugtur.
Ornek 6.6.2'de verilen T'x o kiimesi T’x simitinin diizgiin bir alt kiimesidir. Bu takdirde
Cao kodu G, 1, kodunun delmesidir, yani T'x \ Tx o kiimesinin noktalarina paralel

gelen €, 1, kodundaki bir kelimenin 8 bilegeni silinerek elde edilir. Tablo 2, biitiin

a € {(1,0),(2,0),(3,0),(2,1),(3,1), (4, 1)}

icin, S(€a,q) < S(Ga,ry) oldugunu gosterir. €, o kodu €, 1, kodundan daha iyidir.
Sonug olarak @, r, kodunu delerek daha iyi bir kod iiretilebilir.

Tablo 2: X = 74 simitli ¢esitleminde kod kiyaslama.

stati stati

« [N, K, ¢]

S(%&,TX)

[N, K, ]

S<Cga,Q)

[16, 2, 12]

3/16

18, 2, 6]

1/8

BP
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[16, 3, §] 3/8 8,3,4 | 1/4
[16,4,4] | 9/16 8,4,2] | 3/8
[16,4,8] | 5/16 8, 4,4 | 1/8 BP
[16,6,4] | 7/16 8,6,2] | 1/8 BP
|16, 7, 4] 3/8 8, 7, 2] 0 MDS




7 SONUC ve ONERI

Bu tez, bir simitli ¢esgitlemin simitinin alt gruplar1 olan parametrik simitli kiimelerden
elde edilen parametrik simitli kodlar iizerinedir. Simitli ¢egitlemler ve fanlar arasindaki
iligki ile bir simitli ¢esitlemin simitinin tipki projektif uzaydaki gibi homojen koordinat-
larla nasil ifade edildigi anlatilmigtir. Homojen koordinatlar ile bir Q € M,y ,.(Z) matrisi
icin bir X simitli ¢egitleminin 7'y ¢ parametrik simitli kiimesi tanimlanmistir. Homojen
polinomlarin bir simitli ¢esitlemin bir alt kiimesinde hesaplanmasiyla hesaplama kod-
lar1 elde edilir. Bu sebeple kodu tanimak icin simitli ¢egitlemin alt kiimesinin yapisini,
bu kiimenin sifirlayan idealinin iireteclerini ve ozelliklerini anlamak gerekmektedir.

Parametrik simitli kiime {izerindeki hesaplama kodlarinin, yani parametrik simitli
kodlarin boyutu parametrik simitli kiimenin derecelendirilmig Hilbert fonksiyonu ile
hesaplanir. Bu amaca yonelik, birinci adimda T'x ¢ parametrik simitli kiimesinde sifir
degerini alan homojen polinomlarin iirettigi /(7'x ¢ ) idealinin cebirsel yapisini belirleye-
rek bir iireteg kiimesini bulmak gerekmektedir. Boliim 5’te ilk olarak I(T'x g) sifirlayan
idealinin iireteclerini eliminasyon teorisi yardimiyla bulan bir yéntem verilmistir [22,
Teorem 2.2|. I(T'yx q) sifirlayan idealine esit olan kafes idealinin kafesi belirlenerek ikinci
metot geligtirilmistir [23, Lemma 3.2]. Iki yontem de, ciktis1 I(Tx q) sifirlayan ideali
olan bir algoritma sunmustur. Ustelik, bir ) matrisinin Cek;(Q) kafesini L ile goste-
rirsek L = (Lo N Lg) + (¢ — 1)Ls olmak iizere I, = [(Tx ) <= QLg =< : (¢ — 1)
ifadesinin dogrulugu gosterilmistir [22, Teorem 3.2|. Ayrica QLg = & : (¢ — 1) esitligi-
nin gegerli oldugu durumda sonlu cisim iizerinde bir Sifir Yeri (Nullstellensatz) teoremi
kamtlanmgtir: [(Vx (1)) = I, [22, Teorem 3.10].

Boliim 6’da parametrik simitli kodun uzunlugunu, yani [T’x o| sayisini parametrik
simitli kiimenin tanimi ile hesaplayan bir yoéntem sunulmugtur [23, Onerme 4.1]. Boy-
lece reg(Tx g) diizenlilik kiimesi belirlenmeden kodun uzunlugu hesaplanabilir. Ornek
6.3.4’te bu yontem ile verilen bir () matrisinin P(2,2,3,5) agirlikli projektif uzayda
tanimladigi parametrik simitli kodlarin uzunlugu hesaplandiktan sonra Hilbert fonksi-
yonlarinin ozellikleri kullanilarak reg(7T'x o) diizenlilik kiimesi ve sonlu tane ilging kod
belirlenmigtir.

Homojen bir polinomun T g kiimesi iizerinde maksimum kok sayisi belirlenerek
parametrik simitli kodlarin minimum uzaklhg i¢in bir alt sinir verilmistir [23, Teorem

5.2|. %, Hirzebruch yiizeyinin simitinin tanimladig1 simitli kodlarin parametreleri he-
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saplanmugtir [23, Teorem 5.3|. Son olarak gelistirilen yontemler ve Sage [46] programi
kullanilarak olusturulan tablolar ile projektif uzay yerine genel bir simitli cegitlemden
ve simit yerine simitin bir parametrik simitli kiimesinden kod elde etmenin avantajlar
gosterilmigtir.

Genel olarak parametrik simitli kodlarin minimum uzakhgini, parametrik kiimeyi
tammlayan () matrisi ve simitli cegitlemin famindan elde edilen ¢ matrisi cinsinden
hesaplayan bir algoritma bulunabilir. reg(Tx o) diizenlilik kiimesi belirlenerek T'x ¢
parametrik simitli kiimesinin tanimladig agikar kodlar elenebilir.

Parametrik simitli kiimelerin sifirlayan idealleri Boliim 5’te verilen metotlardan biri
ile hesaplanarak, farkh simitli ¢esitlemlerde tanimh parametrik simitli kodlarin para-
metreleri Sage [46] programi ile hesaplanabilir. Boylece deneysel ¢caligmalar ile iyi para-
metrelere sahip kodlar veren 6zel durumlar tespit edilebilir. Parametrik simitli kodlarin
parametrelerine yonelik sunulan sonuclar yardimiyla, bu 6zel durumlarda elde edilen
kodlarin parametreleri icin bir esitlik tanimlanip kanitlanabilir. Ornegin bu 6zel durum,
baz1 simitli ¢esitlemlerde baz1 graflarin tanimladigl matrislerin tanimladigi parametrik
simitli kodlar olabilir.

Bir simitli ¢egitlemin rasyonel fonksiyonlar tarafindan parametrize edilen alt kiime-
lerinin sifirlayan ideallerin iiretec kiimesini bulan metotlar geligtirmek bu kiimelerden
elde edilen hesaplama kodlarinin parametrelerini bulmak igin ¢ok énemlidir. Ty o pa-
rametrik simitli kiimesinin sifirlayan idealini hesaplamak icin verilen metotlar bu alt

kiimeler icin genellenebilir.
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