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OZET

MATEMATIK EGITIMINDE ARGUMANTASYON VE KANIT
SURECLERININ ANALIZi VE KARSILASTIRILMASI

SELIN GUNES

Yiksek Lisans, Ortaogretim Fen ve Matematik Alanlar Egitimi
Anabilim Dali

Tez Danigsmant: Prof. Dr. ALi BULBUL
Temmuz 2013, 202 sayfa

Argimantasyon, ogrencilerin verilen bir ifadenin ya da teoremin kanitini yapmaya
baslamadan 6nce, bireysel olarak ya da bir grup iginde arkadaslari ile birlikte
yapilacak kanit ile ilgili olarak hipotez olusturduklari, fikir yGrattikleri, sezgilerini
paylastiklari bir suregtir. Yapilan calismalarda argimantasyon sirecinin kanit
surecini etkiledigi yonuinde sonuglar elde edilmistir. Bunun Uzerine iki sireg
arasindaki olasi iligki ya da iliskiler arastirimaya baslanmistir. Yapilan analizler
sonucunda argumantasyon ve kanit sureci arasindaki iligkiler belirlenmis ve
Toulmin Modeli’'ne gore analiz edilmistir. Elde edilen sonuglarin, édrencilerin kanit
yaparken karsilastiklari zorluklari belirlemek ve bunlara ¢6zim bulmak agisindan
oldukca onemli ve vyararh oldugu gorulmustir. Bu arastrmanin  amaci,
argimantasyon ve matematiksel kanit sureclerini karsilastiran ve bu iki slrec
arasindaki iliski ya da iligkileri Toulmin Model’'ne gore analiz eden calismalari
derlemektir. Bu amaca yonelik olarak s6z konusu g¢alismalar tarihsel siralamasina
gore incelenmis ve kavramlar olabildigince ilk kaynaklara ulagilarak tanimlanmaya
calisiimistir. Ulkemizde argimantasyon ve matematiksel kanit sirecleri arasindaki
iligkileri analiz eden bir galigmaya rastlanmamigtir. Bu nedenle bu tez ¢aligmasinin
bu alandaki muhtemel arastirmalara 6nclu olmasi agisindan 6nemli oldugu

dusunulmektedir.

Anahtar Kelimeler: Argimantasyon, kanit, kanitlama sureci, matematik egitimi



ABSTRACT

ANALYSIS AND COMPARISON OF ARGUMENTATION AND
PROOF IN MATHEMATICS EDUCATION

SELIN GUNES

Master of Science, Secondary Science and Mathematics
Education

Supervisor: Prof. Dr. ALi BULBUL
July 2013, 202 pages

Argumentation is a process in which students progressively work on a given
statement or theorem individually or share their opinions, hypothesis and intuitions
in a group with their friends before they prove the given theorem or statement. In
the studies carried out, the results which show that argumentation process affects
proving process have been obtained, after which possible relationsip(s) between
these processes have been investigated into. The researchers have found that
there are strong relationships between them and these relationships can be
analysed by using Toulmin’s model. The results of analyses are really important
and useful to determine the problems students face in the proving process and to
find a way to solve them. The purpose of this study is to compile the studies that
compare the argumentation and proving processes through analysing them by
using Toulmin’s model and determine the relationship(s) between them. In this
respect, the studies are investigated in the chronological order and the terms
about the topic are identified as they appear in the first resources. In our country,
no study on the relationship between argumentation and proving processes has
been carried out yet. Because of that this study is thought as important and

necessary to be pioneer for the studies which will be done in our country.

Keywords: Argumentation, proof, proving process, mathematic education.



TESEKKUR

Lisans oOgrenimim boyunca matematik alan derslerinde gelisimime en buyuk
katkiyl saglayan; yuksek lisans 6grenimimde ise deneyimleri ve fikirleri ile yolumu
aydinlatan, bana her zaman destek olan, arastirmamin her asamasinda ve
calismamin her satirinda emegdi olan, ¢ok degerli hocam Sayin Prof. Dr. Al

Bulblil'e tesekkurlerimi sunarim.

Yilksek lisans &drenimim boyunca Yurt ici Yiksek Lisans Burs Programi
kapsaminda bana maddi destek veren Turkiye Bilimsel ve Teknolojik Aragtirma

Kurumu’na tesekkurlerimi sunarim.

Bu zorlu slrecte fikirleri ile her zaman bana yardimci olan ¢ok sevgili hocalarim
Dr. Nazan Sezen Ylksel'e, Dr. Meltem Sari Uzun’a, Dr. Yasemin Saglam’a;
deneyimlerini benimle paylasarak dogru adimlar atmami saglayan c¢ok degerli
hocam Dog. Dr. $Senol Dost’a; ¢calismami olusturma asamasinda fikirlerini aldigim
Saygin Dinger’e ve beni her zaman motive eden ve yardimlarini esirgemeyen ¢ok

degerli dostum Pelin Erdogan’a tesekktr ederim.

Hayatima girdikleri ilk gunden bu yana beni her alanda destekleyen, bana
guvenen, her zaman yanimda olan ve varliklari ile bana gug¢ veren, Zeki Onur
Urhan’a ve c¢ok degderli ailem Semra Urhan ve Ramazan Urhan’a tesekkurlerimi

sunarim.

Her zaman kendime 6rnek aldigim, zor animda yanimda olup beni motive eden

sevgili ablam Belgin Gunes’e tesekkurlerimi sunarim.

Hayatimdaki her basarimin asil sebebi ve asil sahibi olan, her saniye desteklerini
hissettigim ¢ok degerli aileme; babam Ergin Giunes’e ve annem Hacer Gilnes’e
yaptiklari fedakarliklar ve verdikleri emekler ile buglnlere gelmemi sagladiklari ve
bitmek bilmeyen enerjileri ve sabirlar ile hayatimi aydinlattiklar i¢cin en buyuk

tesekkulrlerimi sunarim.

Son olarak degerli juri Gyelerine elestirileri, gortis ve oOnerileri icin tesekkirld bir

borg bilirim.



ICINDEKILER

Sayfa

(@ 74 = LR [
N 2 ES Y ¥ AN O TP i
TESEKKUR ..ottt ettt ettt st se ettt et aesae s teeeene e iii
ICINDEKILER ...ttt ettt ettt et s tenn e et ese e tenn e \Y
SEKILLER DIZINT .....viuiieieeees ettt anas viii
(037 = e = I = 2 ] 7 [ 1 PR Xi
L. GIRIS ettt ettt ettt ettt 1
1.1, Temel KAVIAMIAT.......ccoiiiiiiie it e e s e e e e nnaneee s 7
P P B N o 1§ .0 = o RO P PP SPUPPP 7
1.1.2. ArgUmant@SYON ......coouuiiiiiiiiiiie et e s 8

I I 11 To ] (=4SPPSR 10
g 1= Yo=Y [T 1= T [ ST 11
1.1.5. Matematiksel TEOr V& TEOIEIM .......ccuueiieiiiiiiee et 11
1.1.6. Mantiksal DUSUNMIE.........cccuiiiiiieiie et e e 12
1.1.7. Matematiksel DUSUNME.......ccooiiiiieiiieccceceee e 13
1.1.8. Indiiktif- DEAUKET AYIFIMI....cviviivieeeieeeieeeeeeee et eenes 15
1.1.9. Argumantasyon Temelli Muhakeme - Deduktif Temelli Muhakeme....... 15
1.1.10. FOrmMel KanIt.......oooeeiie e a e 16
1.1.11. Matematiksel Kanit..........cooiiiiii e 17
1.2, TOUIMIN MOGEII .t st nnaeeee s 18
1.2.1. Toulmin Modeli'nin Temel Yapisi (iddia-Veri-Gerekge)..............ccu........ 19
1.2.2. Toulmin Modelindeki Yardimci Bilesenler ............cccoovveveeeiiiiiciiieeennnn. 21
1.2.2.1. Niteleyen Bil€SeNi ...........uuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiee e 21
1.2.2.2. CUrGten BileSENi .....veviiiiiiiie e 22
1.2.2.3. DeStEK Bil@SENI ..ccvveeeeeieeee e 23

1.2.3. Matematik Egitimi Arastirmalarinda Toulmin Modeli’nin Kullanimi ....... 25
1.3, Arastirmanin AMACH ......ooo it a e e e 27
1.4, Arastirmanin ONEMi.........ccvcievieeeeeeeeee et ettt e e te e e e 27
)\ I =Y TP 28
3. ARGUMANTASYON VE KANIT SURECLERI ARASINDAKI ILISKILER........... 32



Sayfa

3.1. Teoremlere Okuldaki Geleneksel Yaklagsimin Sorgulanmasi: Teoremlerin

Bilissel Butunlugu Hakkinda Bir HIpotez ..., 33
3.2. Hipotezleri (Konjektlrleri) Uretmede ve Kanitlamada Temel Olan Bazi

Dinamik ZININSEI SUIEGIET .....ceviii i 37
3.3. Geometri Teoremlerine Epistemolojik ve Biligsel Bir Yaklagim....................... 41
3.4. Teoremlerin Biligsel Butinlugu ve Kanit Yapmanin Zorlugu..............c.c......... 43

3.5. Argimantasyon ve Matematiksel Kanit Strecleri ve Bu Sireclerin Egitimdeki
Sonugclari Hakkinda Bazi DUSUNCEIEN...........ouviiiiiiiiiieeeecece e 53

3.6. Matematik Egitiminde Argimantasyon ve Matematiksel Kanit Sureglerini

KarSIlasStirma ... ————— 55
3.7. Matematikte Argiimantasyon ve Kanit Arasindaki iliskinin Bazi Bilissel
B (o 01 1= U UPERRR 57
3.7.1. Yapisal SUrEKIK ........cuuuiiiiiieee e 57
3.7.1.1. Dediktif Arglimantasyon..........ccccceeeeeiiiiiiiiiiiiee e 58
3.7.1.2. Abduktif Arglimantasyon..........ccccceeeeeiiiiiiiiiiiiee e 58
3.7.1.3. IndUktif Argimantasyon ............c.ccoeeveueueeeeieeeeeeeeee e, 59
3.7.2. DENEY SUMECi....eeeieiiiiiiie ettt 59
3.7.2.1. Tipik Bir Deduktif Argimantasyon ............cccccceeeeiiiiiiiiiieeeee e, 60
3.7.2.2. Tipik Bir AbdUktif Arglimantasyon ...........cccccceeeeiiiiiiiiieeeeee e, 61
3.7.2.3. Tipik Bir Indiiktif Argimantasyon ..............cccceeveveveeeeeeeeieeeeeenene, 61
3.7.3. Sonuglar ( Abduktif Argumantasyondan Deduktif Kanita Gegis
D10 10 U ) PR 66
3.8. Kiiltiirel Agidan Sinifta iletisim, Argiimantasyon ve Matematiksel Kanit ........ 66
3.8.1. Japon Kiltiriinde lletisim ve Arglimantasyon SUreCi ..............cc........... 67

3.8.2. Japon ve Bati Kulturindeki Argimantasyon Sureglerinin

KarSHaStirIMasT ......eeiiii e e e e e e 68
3.8.3. Japon Siniflarinda Arglmantasyon ..........ccccccveeiiiiieee i 69
3.8.4. Japon Siniflarinda Kanit............ooooiiiiiiiie e 70
3.8.5. Bati ve Japon Kiltirine Gore Kanit Yazma ..........cccccvvvvvvvvvvvvvvvnnnnnnnnnnnn, 71
IS T TS o 11 [ - T U SSEERR 72
3.9. Abduktif Bir Argimantasyonun Ardindan Ne Tip Bir Kanit Yapilabilir? .......... 73
3.9.1. ANAHZ SUFECi....uviiiiiiiiiii ittt 73



3.9.2. Sonuglar (Abduktif Argumantasyondan Abduktif Kanita Gegis

D10 T8 U ) SRR 78
3.10. Sinifta Kanitlama Yapilirken Karsilagilan Argimantasyon Yapilari.............. 78
3.10.1. Argumantasyonun Kaynak YapISI ........cccouiuriieiiiiiiieeiiiiieee e 79
3.10.2. Argimantasyonun DepPO YapISI......ccccuereeiiiiiiieiiiiiiee e 80
3.11. Fransiz ve Alman Ders Kitaplarindan Alinan Orneklerde Arglimantasyon ve
(=T 0 ] S TSP PP PP PPPPPPPPP 84
3.11.1. Olasilik ArgUmanlart......... ... 84
3.11.2. GerekKlilik Argumaniarti..........coocueeeiiiiiiiee e 84
3.12. Argiimantasyon ve Kanit Arasindaki iliski Nasil Analiz Edilebilir? ................ 85
3.12.1. Argiimantasyon ve Kanitin islevsel ve Yapisal Karakteristikleri.......... 86
3.12.2. Yapilandirici ve Yapisal Argumantasyon ...........ccccccevviiieeeniiiieeeennnnn 87
3.12.3. Induktif Stiregte Rol Oynayan Genellemeler .............cccccveveveuerenenee.. 88
3.12.3.1. Sonug Genelleme (Result Pattern Generalisation)..................... 88
3.12.3.2. Sure¢ Genelleme (Process Pattern Generalisation)................... 88
3.12.4. DENEY SUIECIH ..ceeeiiiiiiii ettt 89
3.12.5. Sonuglar (IndUktif Arglimantasyon Durumu) ............cccceeeveveeveveveeeenennnes. 91
3.12.5.1. Ornek 1 (Sonug¢ Genelleme Temelli Indiiksiyon ve Kanit
Arasindaki Yapisal Mesafe Ornedi) .........c.ccucuoeioeeoeeeeeeeeeeeeeeeeese e, 92
3.12.5.2. Ornek 2 (Siire¢ Genelleme Temelli indiiksiyon ve Matematiksel
Kanit Arasindaki Yapisal Sireklilik Ornegi) ..........c.ccoeeeoeeeeeeereeeeeeeeensenenne, 95
3.13. Matematiksel Argiimantasyonu Modellemede “Niteleyen”’in Onemi............. 98
3.13.1. DENEY SUIECH ..ceeeeeeiiiieeee ettt e e e e e e e e e e 99
N I T 1= =Y (o =T o] =T SRR 103
3.13.2.1. IndUktif GereKge TiPleri........cvcovvveieeeereeeeseeeeeeees e 103
3.13.2.2. Yapisal-Sezgisel Gerekge Tipi .....cceevvvveieeiiiiiiieiiiiiiie e 105
3.13.2.3. Deduktif (Cikarimsal) Gerekge Tipi....ccccveviiiieeeiiiiiiie e 108
I 0 G T8 TS o 1 T3 - SRR 110

3.14. Cebirde Acgik Uglu Problemleri Cdzerken Olusan Argimantasyon ve
Matematiksel Kanit Siirecleri Arasindaki Yapisal iliskiler............ccccocovveviveennn... 112
3.14.1. Ornek 1 (Yapilandirici Argiimantasyon ile Kanit Arasindaki Boslugu

Azaltan Yapisal Argiimantasyon OrMegi).........cccceeeeeveeeeeeeieeeeeeeeseeeenanns 114

Vi



Sayfa
3.14.2. Ornek 2 (Yapilandirici Argiimantasyon ile Kanit Arasindaki Boslugu

Azaltmayan Yapisal Argiimantasyon Ornedi)........cccceeeveevveveeveeieiiesieiesnenens 120
G0 I B TS o 01U o3 =1 SO PP OPPPPPPRRPRPIR: 123
3.15. Argumantasyon ve Cebirsel Kanit...........ccccviiiiiiieeee 124
3.15.1. Argiimantasyon ve Kaniti igerik Sistemleri Agisindan
Karsilastirma. ... ... 125
3.15.2. Toulmin Modeli icinde CK¢ MOAEli ........ceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 126
3.15.3. Argumantasyon ve Kanitin Yapisal Ac¢idan Karsilastiriimasi........... 129
3.15.4. Cebirsel Kanit.........ooooiiiiiiiiie e 130
3.15.5. Argiimantasyon ve Cebirsel Kanit Arasindaki iliskilere Yoénelik
[ T L0 (=4 =1 PSP 131
3.15.6. ANANZIET ... 132
0 T A T o T T = R PRR 154

3.16. Okulda Kanita Yaklasim: Yol Gosterici Hipotez Uretimi ve Kanit Yapma
SUreCiniN ANLALIMI ...oeii e s nraeee e 155
3.16.1. ilk Bélim: Kesif, Hipotezi ifade Etme ve Ondan Anlam Cikarma .... 158

3.16.2. ikinci Bdlim: Muhakeme Adimlarini Arglimantasyon Siirecinde

Organize Etmeyi Ogrenme/OFretme ...........cooveveeieieeeeeeeeeeeeeee e 159
3.16.3. Ucglincli Bolim: Kanit Yapma Sirecini Anlatma ............ccoocveveenee.. 159
3.17. Argimantasyon ve Kanit: Toulmin ve Duval Modelleri Hakkinda Bir
1K= L {5 2 = SO RREER 161
3.18. Argimantasyon ve Kanit: Kuramsal Yaklasimlara ve Sinif Uygulamalarina
B KaKI. . e 163
0 Tt Y - 20t SRR 166
3.18.2. ANANZ 2. 166
3.18.3. ANANZ 3. naes 171
L84, ANANZ ... 173
3.18.5. ANAIIZ Dottt ————————————————————————————————————————— 173
4. SONUCLAR Ve ONERILER........cioiitiececteee ettt 176
0 N1 I PP 186
(@4€1 =103 1Y/ |1 7SR 191

Vi



SEKILLER DiZziNi

Sayfa
Sekil 1.1. Toulmin Modeli’nin temel yapiS! ... 20
Sekil 1.2. Toulmin Modeli’'nin temel yapist Ornegi.........cccooeveveiiiiiieeeiiieee e 20
Sekil 1.3. Toulmin Modeli’nde niteleyen bileseni ..., 21
Sekil 1.4. Toulmin Modeli’nde niteleyen bileseni 6rne@i........ccccceeeveviciiveeeeneeennenns 22
Sekil 1.5. Toulmin Modeli’'nde gurtten bileSeni..........oooeiiiiiiiiiiee e 22
Sekil 1.6. Toulmin Modeli’'nde gurtten bileseni Ornegi .......c..eevvvveeviiiiiiiiiiieneeeeees 23
Sekil 1.7. Toulmin Modeli’nde destek bileSeni ............ccoecviiiiiiieeiiiiiieee e, 23
Sekil 1.8. Toulmin Modeli’nin tim bilesenleri Grnedi........ccccveveveeiiiiiiiiiiiiieee e, 24
Sekil 3.1. Deduktif argimantasyonun Toulmin Modeli’ne gore analizi................... 58
Sekil 3.2. Abduktif argimantasyonun Toulmin Modeli’'ne gére analizi................... 59
Sekil 3.3. Ogrencilerin arglimantasyon SUMECH ..........c.ccveeeveeeeveeceeeeeee e s 62
Sekil 3.4. Ogrencilerin arglimantasyon sirecinin analizi...........c..ccoccceveeveveeieenee. 63
Sekil 3.5. Ogrencilerin Kanit SUFEC...........ccoveveueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 64
Sekil 3.6. Ogrencilerin kanit sGrecinin @analizi ...............ccccceeveveeieeeeeeeeeee e 65
Sekil 3.7. TKi SUUNIU KANIE YAZIMI ...t 71
Sekil 3.8. Paragraf formunda kanit yazimi.........ccccceeooiiiiiiiiiic e 72
Sekil 3.9. Ogrencilerin argimantasyon SUIECI .............ceeveveeeveeeeeeeeeeeeeereeenenes 74
Sekil 3.10. Ogrencilerin arglimantasyon strecinin analizi.............c..ccccooveeeveveennne.. 75
Sekil 3.11. Ogrencilerin arglimantasyon strecinin @analizi............cc.ccoveeveveeeeenne. 76
Sekil 3.12. Ogrencilerin arglimantasyon strecinin @analizi............c..cccccoeveveeeeenene. 76
Sekil 3.13. OFrencilerin Kanit SUIECH..........ccvoveueeveveeeeeeeeeeeeeeeeeee e 77
Sekil 3.14. Ogrencilerin kanit sUrecinin @nalizi ...............cccceeveveeeeveeeeeeeeee e 77
Sekil 3.15. Ogretmenin tahtaya Gizdigi SEKil.........ccooveveeeeeeeieeeieeee e 79
Sekil 3.16. Arglimantasyonun Kaynak YapIS| .......c.coucueieeeiiiiiieeeiiiieeeesieeeeeesnieeeens 80
Sekil 3.17. Argimantasyonun depo YapISI.........uueeeiiuieieeiiiieieeeeriieee e 81
Sekil 3.18. Depo yapisindaki arglmantasyon...........ccccceeviiiiieiiiiiiiee e 83
Sekil 3.19. Sonug genelleme (result pattern generalisation)...........ccccoccveeeiinnen.. 88
Sekil 3.20. Sureg¢ genelleme (process pattern generalisation)............ccccceeeevineenn. 88
Sekil 3.21. Ogrencilerin arglimantasyon SUIECH ............ccoveueeeveeeeeeeeeeeeeeeenenes 92
Sekil 3.22. Ogrencilerin arglimantasyon strecinin analizi.............c..ccccoevveeveveeae., 93

viii



Sekil 3.23. Ogrencilerin Kanit SUIECi.........cc.c.ceeviveueeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 93
Sekil 3.24. Ogrencilerin kanit SUrecinin @analizi ..............ccoeeeeeeeeeveeeeecece e 94
Sekil 3.25.0grencilerin arglimantasyon SUIECI ...........ccoeeeveeeeveeeeeeeerese e ee s 95
Sekil 3.26. Ogrencilerin arglimantasyon strecinin analizi.............c..ccccocveeeveveennne.. 95
Sekil 3.27. Ogrencilerin arglimantasyon SUIEC ............cccvceveeveueeeeeeeeeeeeeeeees 96
Sekil 3.28. Ogrencilerin arglimantasyon strecinin @analizi............cc.ccooveeveveeceennne. 96
Sekil 3.29. OJrencilerin Kanit SUMEC ...........c.ccviveeieieeeeeeeeeeeeeeeeese e 97
Sekil 3.30. Ogrencilerin kanit stirecinin @nalizi ...............c.ccoeeeveeeeeeeeeeeeeeeeeees 97
Sekil 3.31. Chris’in hipotez 3 i¢in Uretmis oldugu argimanin Toulmin Modeli'ne

(oo T (=R= 1 =14 102
Sekil 3.32. Andrew’un hipotez 4’e verdigi cevabin bir KISmI ..........ccccccccvvvvenenenn. 104

Sekil 3.33. Ben ve Fred’in zengin sayilar ile ilgili argimanlarinin Toulmin Modeli'ne

Sekil 3.34.
Sekil 3.35.
Sekil 3.36.
Sekil 3.37.
Sekil 3.38.
Sekil 3.39.
Sekil 3.40.
Sekil 3.41.
Sekil 3.42.
Sekil 3.43.
Sekil 3.44.
Sekil 3.45.
Sekil 3.46.
Sekil 3.47.
Sekil 3.48.
Sekil 3.49.
Sekil 3.50.
Sekil 3.51.

GOME @NAIIZI. ...t e 108
Ogrencinin yapilandirici arglimantasyon SUIeCi ..........c..ooeveveveeeennee. 115
Ogrencinin yapilandirici argiimantasyon surecinin analizi................. 115
Ogrencinin yapisal arglimantasyon SUreCi...........cc.cceveveueeeveerrenenne. 115
Yapisal argumantasyon surecinin analizi .............ccccceviiiiiieiiiiieenenns 116
Yapisal argimantasyonda abduktif adim ............cccooiiiii, 116
Yapisal argimantasyonda abdiktif adimin analizi............................. 117
Yapisal argumantasyOn .........coocuueiieiiiiiiie e 117
Yapisal argumantasyonun analizi ............ccoccveeeeiiiiiiiiniiieee e 118
OFrencinin KanIt SUMECH ..........ccvevieieieecece et 119
Ogrencinin kanit sUrecinin @analizi ..............cccoceeeeveeeieeeereece e 119
Elio’nun yapilandirici argimantasyon SUreCi..........cccveeeviivieeeeniineenn. 120
Elio’nun yapilandirici argumantasyon surecinin analizi ..................... 120
Elio’nun yapisal argumantasyon SUreCi ..........ccccceeeeeiiiniiiiiiieeneeeeeene 121
Elio’nun yapisal argumantasyon surecinin analizi...............cccccceeenne. 121
ElO'NUN KNIt SUMECI....uuviiiiieeei ettt e e e e 122
Ogrencinin kanit sGrecinin analizi ............c..cccceeeeveveeeeeeeeeeeeeeeeenes 123
Ck¢ modelinin Toulmin Modeli i¢cine entegre edilmesi ............c.......... 126
Dogru olmayan bir dugtince Uzerinde temellenen arguman ornegi ... 128
Yapilandirici (constructive) argimantasyon ..........ccccccovcvviveiiiiiieenennns 135

Sekil 3.52.



Sekil 3.53.
Sekil 3.54.
Sekil 3.55.
Sekil 3.56.
Sekil 3.57.
Sekil 3.58.
Sekil 3.59.
Sekil 3.60.
Sekil 3.61.
Sekil 3.62.
Sekil 3.63.
Sekil 3.64.
Sekil 3.65.
Sekil 3.66.
Sekil 3.67.
Sekil 3.68.
Sekil 3.69.
Sekil 3.70.
Sekil 3.71.
Sekil 3.72.
Sekil 3.73.
Sekil 3.74.
Sekil 3.75.
Sekil 3.76.
Sekil 3.77.
Sekil 3.78.
Sekil 3.79.
Sekil 3.80.
Sekil 3.81.
Sekil 3.82.
Sekil 3.83.
Sekil 3.84.

Yapilandirici argumantasyonun analizi........c.ccccccceveveiiiiiiiiiiiiiiiennnnnn, 135
Hipotezin cebirsel dile ¢evrilmesi .......cccccovvviviiiiiiiiieee e, 136
Cebirsel dil @nalizi.............ueeeiiiiiiiii 136
Yanhs Kanit ... 137
Kanitin @naliZi..........ccueieiiiii e 137
Yapilandirict argimantasyOon ..........coccueeeoiiiiiieeiieee e 138
Yapilandirict argumantasyonun analizi............cccccoveiiiiiiiniiiniieeeens 138
Yapisal argumantasyon ... 139
Yapisal argimantasyonun analizi ........cccccccccvveiiiiiiiiiiiiiiieieee, 140
KanIt YapImI ..o 141
Kanit yapiminin @nalizi ... 142
Yapilandirici (constructive) argimantasyon ............cccccceeeeeeeeeiicnnnnnee, 143
Yapilandirici argumantasyonun analizi..........ccccccccvvveiiiiiiiiiiiiiiiinennnn, 144
Yapisal argumantasyon 1 ... 144
Yapisal argumantasyon 1’in @analizi..........cccccceeeiiiiiiiiiiiiiinc e 145
Yapisal argimantasyon 1’in analizinin son Kismi...........cc.ccccoeeevvnnneee. 145
Yapisal argimantasyon 2. 146
Yapisal argumantasyon 2’nin @nalizi ...........ccccccviiiiiiiniiieii e 146
Yapisal argumantasyon 3.........cuueiiiiiiiiieeiiiieeee e 147
Yapisal argumantasyon 3'Un analizi ..........ccccccccvvvvviiiiiiiiiieee, 147
(6= T 11 8077= T 0 1 1 1 148
Kanitin @naliZi.........cccuvieeiiiee e 148
Kanitin analizinin SON KISMI......c.uuiiiiiiii e 149
Yapilandirici (constructive) argumantasyon ..........cccoccvveeeiiiieeeennnne 150
Yapilandirici argumantasyonun analizi..........ccccccccvvveieiiiiiiiiiiiiiinennnn, 150
Yapisal argumantasyon .............ccooiooiiiiiiiiiiiiieee e 151
Yapisal argumantasyonun analizi ............cocceeeeeiiiiiiiiniiiiee e 151
Yapisal argumantasyon analizinin SOn KISMI........cccccoviiiiiiiiiiiiiennenns 151
Kanita teSebbuUs ... 152
Kanitin @naliZi.........cccueeeiiiiii e 153
Ogrencilere Verilen SEKil ...........ccoeeeveueeeeeeeeeeeeeeeeeee e 159
Toulmin Modeli’'ne gore analiz edilen argiman Ornegi............cccceee... 164

Sekil 4.1. Argimantasyon ve matematiksel kanit surecleri arasindaki iliskiler.... 181

X



Cizelge 2.1:
Cizelge 2.2:
Cizelge 2.3:
Cizelge 3.1.:
Cizelge 3.2.:
Cizelge 3.3.:

GIZELGELER DiZziNi

Sayfa
YOK dokiimanlarinda yapilan tarama sonuglari 1990-2013............. 28
ULAKBIM'de yapilan tarama sonuglari 1990-2013 ............cccocveee... 29
TOKAT taramasinda bulunan sonuglar 1990-2013................ ...... 30
Matematiksel Kanit, Argimantasyon, iletisim ve Kultir................... 67
Japonlar ve Amerikalilar arasindaki farkli iletisim stilleri.................. 69
Kanit yapma ve grup modeli arasindaki tutarhlik .....................o... 70

Xi



1. GIRIS
Kanit, matematigin en temel aktivitelerinden biridir. Matematikgilerin matematikte
kesinligi saglamak, bir ifadenin dogrulugunu géstermek ve teoremlerin gecerliligini
saglamak amaciyla bagvurduklari en vazgecilmez yol olan kanit yapma, 6grenciler
icin 6grenilmesi zor bir sure¢ olarak kabul edilmektedir [1; 2]. Son yirmi yildir
matematikte kanitin yeri ve dneminin artmasiyla birlikte, gesitli yas gruplarindaki
ogrencilerin kanit yaparken gegirdikleri disunsel slrecler ve gelisimler matematik

egitimi alaninda yapilan arastirmalara konu olmustur [2; 3; 4].

Kanitlama, yaygin anlamiyla bir yargi, sav ya da sonucun dogrulugunu ya da
yanhshgini yeterli delil gostererek kabul ettirme ¢abasidir (Garnier & Taylor, 1997,
akt. [5]). Arastirmalarin sonucunda ilkogretimden yuksekogretime egitimin her
asamasinda, kanitlamanin o6grencilerin zihninde sikintt g¢ektikleri, basarili
olamadiklari, basari olamayacaklarina inandiklari, korktuklari, genellikle
sevmedikleri bir siire¢ olarak yapilandigi ortaya ¢ikmistir  (Ozer ve Arikan, 2002;
Almeida, 2003; Jones, 2000; de Villiers, 1990; Raman, 2003, akt. [3]). Bu sonucun
akabinde yapilan galismalarda kanit yapma konusunda dgrencilerin yasadiklari bu
korku ve sikintilar, kanit yapmanin gerekliligini kavramada cektikleri gugluk,
¢6zUmU aranan temel sorun haline gelmistir. De Villiers [6]'a gére “neden bunu
kanitlamak zorundayiz?” sorusu, 6grencilerin en sik sordugu sorudur. Ogrenciler
kanit yapmanin anlamlihgini, 6gretmenin beklentisini yerine getirmek ve sinavlari

gecmenin otesinde gorememektedirler (Almeida, 2000, akt. [3]).

Matematiksel kanit, ilkogretim seviyesinden itibaren matematik etkinliklerinin
merkezine alinmaktadir (Jones, 2000; Schoenfeld, 1994; Hanna, 2000, akt. [5]).

Bunun nedenleri Gller, Ozdemir ve Dikici [5] tarafindan sdyle toparlanmistir:

1. Kanit, matematigin derinlemesine 6grenilmesi icin gereklidir.

2. Ogrencilerin kanit yeterlilikleri, matematik yeterliliklerini de genis odlglide
ilerletir.

3. Universite ve yiiksekokul dgrencilerinin kanit yapma ile ilgili karsilastiklari
zorluklarin cogu, Universitede ogrencilerin aniden kanitla

karsilasmalarindan kaynaklanmaktadir.

ilkokul seviyesinde akil yiriitme, ortaokul seviyesinde muhakeme yapma seklinde

gérilen kanit, lise seviyesinde daha sistematik olarak veriimektedir. Universite



ogrencilerinin birgogu formel kanit ile Universitede tanismakta, bu da onlar hig
bilmedikleri, tamamiyla yabanci olduklari bir slrecin igine birden bire sokmaktadir.
Ik ve ortadgretimde matematigin daha cok islemsel boyutuyla ugrasan égrenciler,
universite duzeyinde matematigin soyut ve aksiyomatik yapisiyla karsilastiklarinda
kavramlari, kavramlar arasi iligkileri, tanim ve teoremleri anlayip yorumlayarak

kanitlar olusturmada gugclik cekmektedirler [7].

Bu anlamda her seviyede gugcluklerin yasandigi ve korku duyulan bir sure¢ olarak
bilinen, ancak matematigin can damarlarindan biri olan kanit ile ilgili yapilan
arastirmalar buylk onem tasimaktadir. Kanitlama surecinin incelenmesi ve bu
sureci etkileyen faktorlerin saptanmasi, kanitlama strecinin égrencilerin daha zevk
aldigi, anlamli buldugu ve basari ile tamamladigi bir sidre¢ haline gelmesi

acisindan son derece 6nemlidir.

Heinze ve Reiss [8]'e gobre, kanit uluslararasi alanda yapilan matematik egitimi
arastirmalarinda sik¢ca yer verilen bir konudur. Ancak Ulkemizde bu konuda
yapillmis sinirh sayida calisma bulunmaktadir. Bu ¢alismalar ise genellikle
ilkogretim ve ortadgretim seviyesindeki ogrencilerle gergeklestiriimis, 6grencilerin
kanita iliskin goérusleri ve kanitlama becerileri nicel ve nitel yontemlerle

belirlenmeye calisiimistir [7].

Aydogdu, Olkun ve Toluk (2003, akt. [7]) alti, yedi ve sekizinci siniflar Gzerinde
yaptiklari ¢alismalarinda, Harel ve Sowder'in siniflamasina gore hangi kanit
semalarini kullandiklarini arastirmiglar ve ogrencilerin digsal, deneysel ve analitik
semalardan uglnu de kullandiklarini gézlemislerdir. Guven, Celik ve Karatas [9]
ortadgretim ogrencileri Uzerinde yaptiklari analizler sonucunda ortadgretimde
ogrenim gormekte olan o6grencilerin geometri konularinda kanitlama becerilerinin
istenen diizeyde olmadi§i sonucuna ulasmiglardir. Oren [10], 10. sinif 6grencileri
ile yaptigi calismada, ogrencilerin geometri sorularinda kullandiklari kanit
semalarini  belirlemistir. Ogrencilerin digsal dayanakli ve deneysel kanit
semalarini, analitik kanit semalarina goére énemli dlgide daha fazla kullandiklar
sonucuna ulasiimistir. Ogrencilerin kanit semalarini kullanimlarindaki farkhhiklari
cinsiyetlerine, alan bagimli ya da bagimsiz olmalarina ve bilissel stillerine gore
belirlenmistir. Ugurel [11] ise ortadgretim ogrencilerinin kanit kavramina yonelik
bilgilerini nasil diizenlediklerini arastirmigtir. Ogrenci ve 6Jretmen sdylemlerinin

analizleri araciligiyla elde edilen bulgular 6grencilerde kanitin ne olduguna, kanita
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yonelik temel kavramlarin terimsel ve kavramsal olarak anlamlandiriimasina, kanit
yapma yontemlerine, kanit yapma mekanizmasinin neyi igerdigine ve nasil
uygulandiginin algilanmasina iliskin bazi bilgi eksikliklerinin ve yanilgilarinin
bulundugunu ve kanit yapma yaklagsimlarinin da sinirliliklar igerdigini ortaya

cikarmigtir.

Ulkemizde Universite dgrencileri Gzerinde yapilan galismalar 6grencilerin daha
ziyade kanita yonelik tutumlarini, kanitlama surecinde yasadiklari guglukleri ve
kanit semalarini belilemeye yonelik yapilmaktadir. Moral vd., [3]'nin 6gretmen
adaylari ile yaptiklarn calismada oOgretmen adaylarinin kanitlamaya yonelik
goruslerinin tam olugsmadigi, kanitlamanin matematik ve matematik ogretimi
agisindan 6nemini bilmedikleri gorulmuastir. Sari, Altun ve Askar [12], Universite
ogrencilerinin analiz dersi kapsaminda matematiksel kanitlama sudreclerini
incelemisler ve farkli basari seviyesindeki 6grencilerin kanit semalari ve kanit
yapma yaklasimlarinin arasinda nasil bir biligsel oruntl oldugunu aragtirmiglardir.
Morali, Kéroglu ve Celik [13], matematik 6gretmen adaylarinin soyut matematik
dersine yonelik tutumlarini ve yasadiklari kavram yanilgilarini tespit etmislerdir.
Sari [7]'nin matematik 6gretmen adaylarinin kanittama strecindeki gugliklerini ve
kanittama bigimlerini belilemeyi amacladigi doktora tezi galismasinda ise grup
tartismasi ve sosyal etkilesime dayali sinif ¢galismalarinin, 6gretmen adaylarinin
kanitla ilgili gugliklerini gidermede etkili oldugu ve kanitlama sureclerini olumlu
yonde etkiledigi sonucuna ulasilmistir. Aydogdu, iskenderoglu ve Baki [14],
calismalarinda ilkogretim matematik ogretmen adaylarinin matematiksel kanit
yapmaya yonelik goruslerini nicel yontemlerle analiz etmislerdir. Arastirmanin
sonucunda 6gretmen adaylarinin kanita yonelik olumlu bakig acilarinin oldugu
bulunmustur. Gokkurt ve Soylu [15], Universite 6grencilerinin matematiksel kanit
yapmaya yonelik goruslerini belirlemisler, fen bilgisi ve matematik 6gretmen
adaylarinin kanita yonelik dusuncelerinin yetersiz dizeyde oldugunu sonucuna
ulasmiglardir. Guler, Ozdemir ve Dikici [5], ilkégretim matematik 6gretmen
adaylarinin timevarim yontemi ile kanit yapabilme becerilerini ve matematiksel
kanit hakkindaki distncelerini incelemislerdir. Ogretmen adaylarinin timevarim
yontemi ile kanit yapabilme becerilerinin dusuk oldugu ve kanita yonelik
gérlglerinin tam olusmadidi saptanmig, kanit hakkindaki gorusleriyle timevarim

yontemi ile kanit yapabilme becerileri arasinda istatiksel olarak anlamli bir iligki



bulunmadigi sonucuna ulasiimistir. Guler ve Dikici [16]'nin ortadgretim matematik
ogretmen adaylari ile yaptiklari c¢alismada ogretmen adaylarinin ¢ogunun
matematiksel kanita yonelik olumlu goruslere sahip oldugu goérulmastir. Doruk ve
Kaplan [177in ilkdgretim matematik o6gretmen adaylarinin matematiksel kanit
hakkindaki goruslerini inceledikleri ¢calismalarinda, 6gretmen adaylarinin gogunun
matematiksel kanitla ilgili olumlu dusuncelere sahip olmalarina ragmen kaniti
faydasiz olarak gordukleri, problem ¢6zme ile kanit arasindaki iliskiye yonelik
kayg! icinde olduklari, kendilerine gore bir kanittama yontemlerinin olmadigi ve
kanita karsi 6z glven eksikliklerinin oldugu tespit edilmistir. incikabi [18],
ilkogretim matematik ogretmen adaylarinin mantiksal argumanlari kanitlama

yontemlerini incelemiglerdir.

Universite 6grencileri lizerinde yapilan yabanci kaynakli galigmalar incelendiginde,
daha c¢ok baglangi¢c duzeyindeki Universite ogrencilerinin kanit kavramlari ve
kanitlama sureglerinin incelendigi goérllmektedir. S6z konusu calismalarda
universite ogrencilerinin ilk yillarinda kanitla ilgili gesitli gugluklerinin oldugu
saptanmigtir (Selden & Selden, 2003; Baker & Campbell, 2004; Edwards & Ward,
2004; Knapp, 2005; Weber, 2006, akt. [12]). Ogrencilerin ilerleyen siniflarda kanit
kavramlarinin nasil oldugunu belirlemeye ve kanitlama sureglerini incelemeye
yonelik az sayida g¢alisma bulundugu ifade edilmektedir (Harel & Sowder, 2007;
Ko & Knuth, 2009, akt. [7]). Harel, Selden ve Selden (2006, akt. [7]) Universite
ogrencilerinin formel tanimlarla nasil ugrastiklari, iddialari kanitlarken tanimlari
nasil agtiklari, nasil anladiklari ve kullandiklari Uzerine daha c¢ok arastirma
yapiimasi gerektigini vurgulamiglardir. Moore (1994, akt. [7]), matematik veya
matematik egitimi okuyan Universite ogrencileri ile yaptigi c¢alismasinda,
ogrencilerin kanitlamada karsilastiklar gugluklerin kaynagini belirlemeye ¢alismis
ve bunlarin en 6nemlilerinin kavrami anlama, matematiksel dil ve notasyon ve

kanita baslama oldugunu gormustur.

Bu konuya iligkin calismalarda adi sikca gecen Weber (2001, akt. [12]),
ogrencilerin ileri matematik konularinda kanit yapma ile ilgili yasadiklari guclukleri,
yapilan calismalar dogrultusunda, iki agidan degerlendirmektedir. Bunlardan ilki,
ogrencilerin matematiksel kanitin nelerden olustugu hakkinda dogru bir fikre sahip
olmamasidir. Ornegin, bazi dJrencilere gére teoremin bir veya birka¢ drnek igin

dogrulugunu gostermek yeterli bir kanittir. ikinci olarak, 6grenciler bir kavrami veya



teoremi anlamada ve sistematik olarak bunu uygulamada eksik kalabilmektedirler.
Ogrencilerin  bir gercedi veya teoremi hatirlamasi, bunu uygun sekilde

uygulamalari igin yeterli olmamaktadir.

Ogrencilerin kanita yonelik tutumlarini, kanit semalarini, dogru ve gegerli kanit
olusturmadaki gugcluklerini belirleyen ¢alismalarin sayisi gittikge artmasina kargin;
ogrencilerin kanitlama surecine nasil basladiklarini, kanitlamaya ve kanita yonelik
algilarini etkileyen faktorleri, kanitin basar ile tamamlanmasi surecinde rol
oynayan etkenleri analiz eden c¢alismalarin sayisinin az oldugu dikkat gekmektedir
(Smith, 2006, akt. [7]).

Son yillarda uluslararasi alanda yapilan calismalarda elde edilen sonuglara goére
ogrencilerin kaniti yapmaya baglamadan 6nce kaniti yaparken izlenecek yolu
belirlemeye yonelik bireysel olarak ya da arkadaslari ile birlikte gegcirdikleri strecin
bazi yonleri ile kaniti etkiledigi ortaya cikmistir [19]. Garuti ve digerleri [19],
argumantasyon adi verilen bu suregte 6grencinin kendi icinde ya da arkadaslar ile
birlikte kanita baslamadan oOnce fikirlerini, sezgilerini, hipotezlerini ortaya
koydugunu saptamiglardir. Bu surecin kanit sureci Uzerinde etkili oldugu gorusu,
arastirmacilari argumantasyon ve kanit sureglerini analiz etmeye ve bu iki sureci
karsilastirmaya yoneltmistir. Bu karsilastirma, matematikte kanitin 6zel bir
argimantasyon oldugu hipotezine dayanmaktadir [20]. Buna paralel olarak
arastirmacilar (Plantin, 1990; Toulmin,1993; Perelman & Olbrechts-Tyteca, 1958;
Anscombre & Ducrot, 1983; akt. [20]), argimantasyon sulrecinin de 6zlinde
cikarimlar olarak ifade edilen bir takim mantiksal savunmalardan olusmasi
sebebiyle kanita benzedigini savunmaktadirlar. Kanitin argimantasyona,
argumantasyonun da kanita belli yonlerden benzemesi sebebiyle bu iki kavramin
ve siurecin karsilastirimasi ve aralarindaki iliski ya da iligkilerin analiz edilmesi

muUmkun olmaktadir.

Argumantasyon bazi ¢aligsmalarda 6grencilerin kanita baslamadan 6nce bireysel
olarak ya da arkadaslari ile birlikte fikirlerini paylastiklari ve hipotez gelistirdikleri
sure¢ anlaminda kullanilirken, bazilarinda tartisma ile es anlamh olarak
kullanilmigtir [2]. Tartisma, birbirine benzer ya da farkli pozisyonlara ve bakis
acilarina sahip grup ve bireylerin bir problemi ¢ézmek, bir fenomeni anlamak veya
bir konuda karar vermek amaciyla alternatif bakis acilarini degerlendirmeye

aldiklari sureg, bu sureg igerisindeki iglemler bitint ve bu degerlendirme sonucu
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ortaya cikan bilissel urunlerdir [21]. Sinif ortaminda tartisma ise o6grencilere;
fikirlerini test etmesi, baskalarinin (sinif arkadaslarinin ya da 6gretmenin) fikrini
dinleyip bunlar kendi fikri ile birlestirmesi, fikirlerini kelimelere dokerek
duguncelerini guclendirmelerine ve dolayisiyla anahtar kavramlar i¢cin daha derin
bir anlayis olusturmalarina izin vermek anlaminda kullaniimaktadir (McCrone
2005; akt. [2]).

Dinger [2] doktora tezi galismasinda, matematik egitiminde tartisma anlaminda
argumantasyon Uzerine vyapilan g¢alismalarin ¢ogunun o6grencilerin  kendi
gelistirdikleri argumanlari nasil olusturduklari ve savunduklari, bu argumanlardan
kanita nasil gecis yaptiklari ve ¢ok az bir kisminin da sinif ortamindaki
tartismalarin  yapisi  ile ilgilendiklerini  belirtmektedir. Bu ¢alismalarin
argumantasyonu tartisma anlaminda kullanmalarinin yani sira yalnizca kanit
surecine yogunlagmalari ve argumantasyon surecini vyalnizca kanit ile
iliskilendirmeleri dikkat cekici bir diger ortak &zellikleridir. Dinger [2] ise
¢alismasinda lisans duzeyindeki matematik derslerinde tartigsmalarin sadece kanit
surecinde degil, tanim koyma ve bir tanim veya bir teorem verildikten sonra

uygulama amagli soru ¢ozme surecinde de ortaya ¢iktigini gozlemistir.

Ulkemizde vyapilan calismalar incelendiginde, argiimantasyon slrecinin
ogrencilerin verilen bir ifadeyi kanitlamalari ve genellestirmeleri Gzerinde nasil bir
etkisi oldugunu saptamaya yonelik bir galismanin henlz yapilmadigi gérulmastur.
Argumantasyon sureci ile kanitlama arasindaki iliski ya da iligkileri incelemeye ve
analiz etmeye yonelik Ulkemiz kaynakli herhangi bir arastirma da henuz ortaya
konmamistir. Argumantasyon konusu ile ilgili yapilan az sayida c¢alismada bu
surecin tartisma anlaminda kullanildigi ve yalnizca kendi iginde Toulmin Modeli'ne

gOre analiz edildigi gorulmektedir.

Buradan yola ¢ikarak, bu tez calismasinda argimantasyon ve matematiksel kaniti
kargilagtirmak ve analiz etmek amaciyla uluslararasi alanda yapiimis olan
arastirmalarin derlenmesi ve bu arastirmalar 1si1ginda argumantasyon ve kanit
arasindaki iligkilerin ortaya konulmasi amaglanmistir. Konuya iligkin yapilmis olan
aragtirmalarin ve analiz sonuglarinin bir araya getiriimesi ile argumantasyon ve
matematiksel kanit surecleri hakkinda bilgi verilmis ve bu suregler gesitli yonleri ile
tanitilmistir. Argumantasyon ve matematiksel kanit streglerinin Toulmin Modeli'ne

gbre nasil analiz edilecegi ve nasil karsilastirilacagr 6rnek durumlar ile



aciklanmistir. iki siirecin karsilastiriimasi ile argiimantasyon ve matematiksel kanit
surecgleri arasinda Onemli iligkilerin oldugu ve argUmantasyon surecinin
matematiksel kanit surecini d6nemli Olglude etkiledigi saptanmigtir. Cesitli 6gretim
kademelerinde yapilan deneysel calismalar ile elde edilen sonuglar dogrultusunda

kanit ogretimi konusunda oldukga yonlendirici 6nerilerde bulunulmustur.

So6z konusu caligmalarda yer verilen analizlerin ve analiz sonuglarinin dogru ve
yeterli bicimde anlasiimasi igin oncelikli olarak bazi kavramlarin net bir bicimde
bilinmesi gerekmektedir. Bu nedenle galismalarda yer verilen analizlere ve analiz
sonuglarina gegmeden 6nce bu bdlimde argimantasyon ve matematiksel kanit

suregleri ile ilgili kavramlara yer verilecektir.

1.1. Temel Kavramlar

1.1.1. Argiiman

Argdman kavrami igin Buyuk Tarkge SozlUk’te kanit, tez, iddia, sav karsiliklar
verilmektedir [2]. Webster'in s6zlUgunde ise “bir ctimlenin ya da bir ifadenin lehine
ya da aleyhine sunulan sebep ya da sebepler” olarak yer almaktadir [22]. Bunlar
sozel ifadeler, sayisal veriler ya da ¢izimler seklinde olabilir. Kuhn (1992, akt. [2])'a
gbre arguman, bir dneri igin ya da bir dneriye karsi veya bir olayin gidisati igin ya

da bu gidisata karsi gelistirilen bir nedendir.

Matematik egitimi alaninda calisan arastirmacilarin gogu argiman kavramini, “bir
iddianin ortaya atilmasi ve bu iddianin savunulmasi ya da cdritilmesi igin
gelistirilen neden ya da nedenler’ anlaminda kullanmistir [20; 22; 23; 24; 25; 26;
27; 28; 29; 30; 31; 32; 33]. Bu tez galismasi kapsaminda incelenen calismalarda

arguman kavrami bu anlami ile kullaniimaktadir.

Kanit yapmanin merkezinde ogrencilerin bireysel olarak ya da kendi aralarinda
veya ogretmenleriyle yaptiklari tartismalarda gelistirdikleri argimanlar yatmaktadir.
Ornegin;

“AABC bir iicgendir. Uggenlerin kenarlar iizerine distan 3 adet kare cizilmistir.
Karelerin bosta kalan kbéseleri birlegtirilerek 3 liggen daha olusturulmustur. Bu

tcgenlerin alanlarini AABC'nin alani ile karsilagtirin” [26] problem durumuna iligkin

olarak Uretilebilecek bir argiman 6rnegi soyle verilebilir:

“Bu tiggenlerin alanlari egittir. Clinkl bu lggenlerin taban ve ylikseklikleri egittir. O

halde alan formiiliine gbére, bu liggenlerin alanlari egittir’ [26].
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Bu oOrnekte Uretilen argimanin “licgenlerin alanlar esittir’ seklinde ortaya atilan

iddiay! desteklemeye yonelik Uretildigi gorulmektedir.

1.1.2. Argimantasyon

Webster'in soézligune goére, argiimantasyon, verilen bir ifade ile ilgili mantiksal
acidan birbirine baglantili ama deduiktif olmasi zorunlu olmayan séylevier olarak
ifade edilmektedir [23]. Argimantasyon bir ya da daha fazla mantiken baglantili

argumanlar iceren bir surectir [22].
Argumantasyon;

1. Sebepler olusturma, induksiyon (timevarim) yapma, sonuglar c¢ikarma,
tartisma durumunda bu sonuglara basvurma,
2. Tartismak, bir seyi savunmak ya da kanit yapmak amacli yazma ya da

konusma islevi,

olarak da tanimlanmaktadir [23]. Douek [23]'e gore, herhangi bir konusma ya da
sdylev argumantasyon olarak kabul edilemez; ancak yukaridaki 6zelliklere sahip

Ozel bir konugsma ya da sdylev argimantasyon 6zelligi tagimaktadir.

Dingcer de argimantasyon ile ilgili olarak Eemeren (1996, akt. [2])’den sunlari

aktarmaktadir:

‘Argimantasyon, muhatabimiz i¢in anlagsmazliga neden olan bir bakis
agisinin kabul edilebilirligini artirmak veya azaltmak amaciyla yapilan sozel
ve sosyal bir muhakeme aktivitesidir. Bu aktivite, rasyonel bir karara
varmadan Once s06z konusu bakig agisini savunmak veya reddetmek

amaciyla bir takim dnermeler sunarak gergeklestirilir.”

Argumantasyon, Dinger [2]'e gore birini bir ifadenin dogruluguna ya da yanhghgina
ikna etmek igin kullanilan retorik araglardan ibarettir ve argimantasyonun amaci,
birinin bakis agisini savunmak veya reddetmektir. Buna gore bu surecte, birinin bir

ifadeye verdigi epistemik degeri degistirmesine yonelik caba harcanir.

Bu tez calismasi kapsaminda incelenen c¢alismalarda argimantasyonun
ogrencilerin bireysel olarak ya da arkadaslar ile birlikte grup icinde bir ifade
uzerinde fikir yaruttikleri, hipotez olusturduklari, sezgilerini paylastiklari ve bu
amaclara yonelik olarak ifade Uzerinde argiman ya da argimanlar olusturduklari

bir sure¢ olarak kullanildigi gortulmektedir. Argimantasyon sureci, 6grencilerin



sozlu ifadelerinden ya da yazili metinlerinden tespit edilerek Toulmin Modeli'ne

gore analiz edilmektedir.
Ornegin;
“AABC bir ig¢gendir. Uggenin kenarlari (izerine (i¢ adet distan kare ¢iziniz.

Karelerin bogsta kalan noktalarini 3 adet baska (liggen olugturacak sekilde

birlestiriniz. Bu dg¢genlerin alanlarini AABC nin alani ile kargilagtiriniz” [26].

problem durumuna iliskin 6grenciler arasinda gegen bir arguimantasyon ornegi su

sekilde verilebilir:
“... Ogrenciler ABC ve ICD iicgenlerinin yiiksekliklerini gizerler.

31. L: |BC|yi uzatiyorum, yani daha dogrusu dogru pargasi lizerinde dogruyu

uzatiyorum... Ne yaptim ben?

32. G: B ve C noktalarindan gegen dogruyu uzattin...

33. L: Ah evet!

34. G: Simdi, bu dogruya dik olan dogruyu ¢izmeye ihtiyacimiz var...
35. L: Ah iste orada, fakat biliyor musun onlar egit gibi gbriindiyorlar...
36. G: Kesinlikle esitler!

37. L: Hayir, daha fazlasi, 6yle gériintiyor ki onlar dikler, bunu gbézlemledim...

44. Ogrenciler birlikte: Hey, bunlar iki iiggen!

45. L: Dogru, ALC ve ICM, bunlar iki (iggen... peki neleri var?

46. G: Ayni karenin kenarlari olduklarindan, |AC| |IC|ye esittir...

47. L: Bekle!

48. G: |AC| |IC]’ ye esittir, ¢linkii onlar ayni karenin kenarlaridir, sonra?
49. L:|LC|...

50. G: |LC| |CM|’ ye egittir, neden?

51. L: |CM|’ ye esittir ¢linkdi... Benim diisiinceme gbre, sunu kanitlamak daha iyi
olur... Hayir, bekle bu agi dik ve bu a¢i da dik” [26].



Bu ornekte bir grup halinde égrencilerin gecirmis oldugu argimantasyon surecini
gormekteyiz. Asagida bir baska problem durumuna iligkin bir 6grencinin bireysel
olarak gecirdigi argumantasyon surecine yer verilmektedir. Kaniti istenen ifade

cebir alanindan segilmigtir:

“Eger p ve q tek sayilar ise (p-1)(q?-1)/8 ifadesi hakkinda ne séyleyebilirsiniz?”
[27].

Ogrencinin bireysel olarak gecirdigi arglimantasyon sireci:

“Eger p=11 ve q=13 ise 0 zaman... (6grenci hesaplama yapar) sonug 210 olur.
Eger p=7 ve q=9 ise 0 zaman sonug 60...

Sonuglar ¢ift sayi ¢ikiyor...

O zaman muhtemelen (p-1) (q% — 1)/8 bir ¢ift sayidir” [27].

Argimantasyon surecinde yer alan birey kendi Urettigi argimaninin muhtemelen
dogru olduguna inanir. Bu inanci dogrultusunda argimanini destekleyici kurallara,
ilkelere ve gunlik yasamdan oOrneklere bagvurabilir. Ancak birey Urettigi
argiUmaninin bazi istisnai durumlar ortaya cikarildiginda c¢uruttlebilecegini de
genellikle kabul eder [2]. Bdyle bir istisnai durum ortaya c¢iktiginda ya

argumanindan vazgecer ya da argimanini bu duruma kargi savunmaya cgaligir.

Bunlar ve bunlara benzer daha pek c¢ok 6rnek durumu, argimantasyon ve
matematiksel kanit sureclerinin Toulmin Model’ne gore analizlerini ve
karsilastirmali sonuglarini, derlenen galismalara yer verdigimiz bir sonraki bolum
olan “Argiimantasyon ve Matematiksel Kanit Sirecleri Arasindaki iligkiler’

boélimunde gorebilirsiniz.

1.1.3. Hipotez

Argimantasyon surecinde Uretilen bazi fikirler, anlayislar ve kavrayislar hipotez
(va da varsayim) olarak tanimlanmaktadir (Balacheff, 1994; akt. [24]). Hipotez
Ozer ve Arikan [34]'a gore, mantikl gérinen ancak dogrulugu heniiz
kanittanmamig bir durumdur. Bir teoreme ait ¢6zUm sureci boyunca bir
argumantasyon aktivitesinin bir hipotez uretmek igin gelistirildigi dusunulmektedir
[24]. Balacheff ve Margolinas (2005, akt. [24]), hipotezi "ifade", "argiimantasyon”
ve "fikirler sistemi" olarak ifade etmektedirler.
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Pedemonte [24]'ye gore, hipotez her zaman bir argimantasyonun sonucu dedgildir;
bazen de bir projeden, bir sezgiden vb. seylerden ¢ikan bir “gergek” olabilmektedir.

Bu durumda bu gergegi dogrulayan acgik bir iddia yoktur [24].

Balacheff (1994, akt. [24])'e gore, bazi hipotezler bir ifadeyi dogrular nitelikte bir
argimantasyon kurulmasini saglar ise o zaman s6z konusu ifade potansiyel olarak
“dogru” bir ifade olmaktadir. Hipotez, kendisini dogrulayan nitelikte bir kanit

yapilmasi durumunda ise “gegerli ifade” ye donusmektedir [24].

Argiman ve argumantasyon kavramlarinin agiklamasi esnasinda yer verdigimiz
ornegi dusunelim:
“AABC bir iicgendir. Uggenlerin kenarlari iizerine distan 3 adet kare gizilmistir.

Karelerin bogta kalan kégeleri birlestirilerek 3 (iggen daha olusturulmugtur. Bu

ticgenlerin alanlarini AABC'nin alani ile kargilagtirin” [26].

Ogrencilerin problem durumu Uzerinde cesitli argimanlar Ureterek gecirdikleri
argumantasyon surecinin sonunda sezgisel olarak ortaya koyduklar “bu
ticgenlerin alanlari egittir” sonucu s6z konusu argimantasyon slreci sonunda
uretilen hipotezdir [26]. Gegerli ifadeye donugebilmesi igin kanitlanmaya ihtiyag

duyar. Bu hali ile bir sezgi, bir varsayim, bir iddiadan 6teye gidememektedir.

1.1.4. Gegerli ifade

Gegerli ifade, matematiksel bir teoriye atifta bulunan nitelikte bir kanit ile
dogrulanan ifade olarak tanimlanmaktadir [24]. Bu tlrden bir ifade gecerlidir;
cunkl matematiksel bir teori s6z konusu ifadeyi dogrulayan bir kanitin yapilmasina
imkan vermektedir [24]. Argumantasyon sureci sonunda Uretilen hipotez

kanitlandig1 durumda gegerli ifadeye donusmektedir.

1.1.5. Matematiksel Teori ve Teorem
Matematiksel teorinin bagslica 6zelligi aksiyomatik bir sistem olmasidir. Aksiyomatik
bir sistem bir takim terimler ve bu terimlerin birlesmesinden meydana gelen

Onerme veya dnerme bigimlerinden kurulur [35].
Terimler;

1. ilkel (tanimlanmayan) terimler

2. Tanimlanan terimler
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olmak uzere iki gruba ayrilir. Bir sistemde sonsuz geriye gidise ya da ¢ikmaz
donguye dusmeksizin her terimi tanimlayamayacagimiz igin bazi terimlerin
tanimlanmaksizin, sezgisel anlamlari ile kabul edilmesi zorunludur. Ornegin

geometride nokta, dogru gibi terimler bu tur ilkel terimlerdir [35].

Yildirm [35]'a gbre, dnerme veya onerme bicimlerine gelince onlar da ikiye

ayrilmaktadir:

1. ilkel (kanitlanmaksizin kabul edilen) énermeler: Bunlara aksiyom ya da
postulat denir.

2. Kanitlanan onermeler: Bunlara teorem denir.

Mariotti, Bussi, Boero, Ferri, Garuti [25], teoremi "ifade", "kanit" ve "matematiksel
teori" olarak tanimlamaktadirlar. Bir ifadeyi gecerli kilan bir kanitin yapimini
saglayan bir takim deduktif kurallarin ve ilkelerin sistemi olan matematiksel teori ile

teorem ortaya cikar.

Sisteme giren 6nermelerin dogru kurulmasi ve teoremlerin kaniti i¢in bazi kurallara
da ihtiyac vardir. Bunlardan birinci gruba “kurma kurallari”, ikinci gruba ise “cikarim
kurallari” denir. Kurma kurallari tipki gramer kurallari gibi, cimlelerin dizgin
bicimde kurulmasini saglamaya vyarar. Cikarim kurallari ise teoremlerin

uretiimesinde ya da kanitinda mantiksal gecerliligin denetimini saglar [35].

Aksiyomatik bir sistem, aslinda kapsami genis deduktif bir gikarimdan bagka bir
sey degildir. Aksiyomlar oncdllleri, teoremler de onlarin mantiksal sonuglarini
olusturur. Aksiyomlar daha 6nce de belirtildigi gibi kanitlanmaksizin kabul edilen
temel onermelerdir. Bunlar dogru degilse teoremlerin dogru oldugu sdylenemez.
Ancak bunlar dogru ise, teoremlerin dogrulugu kesinlik kazanir. Bu demektir ki, bir
teoremin kaniti teoremin dogru oldugu anlamina gelmez. Kanit sadece teoremin
dayandidi aksiyom veya aksiyomlari dogru sayarsak, teoremi de dogru saymak
gerektigini bizim i¢in zorunlu kilar. Yoksa teoremin kendi basina dogru oldugunu
ortaya koymaz [35].

1.1.6. Mantiksal Diigiinme

Mantik, rasyonel veya mistik her turli disinme bigimleri arasinda en soyut ve
genel olanidir ve hepsinin temelinde yer alir. Mantigin genel ilkeleri butin
konularda gecerlidir, yere ve zamana bagh degildir. “Didsiinme Yasalari” diye

bilinen su U¢ ilkede bu 6zellik agik¢a gorulur [35]:
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(P bir dnerme degdiskenidir, herhangi bir 6nerme yerine kullaniimistir.)

1. P dogru ise P dogrudur (Bu ilke kimi kez <bir sey A ise A’dir> diye ifade
edilir).

2. P hem yanhs hem de dogru olamaz ( <Bir sey hem A hem de A degil
olamaz>).

3. P yadogru ya da yanlistir (Bir sey <ya A’dir ya da A degildir>).

Mantik olaylarin agiklanmasi ile degil, dogru dusunme kurallari ile ugragir. Mantik
bazi 6nermeleri dogru saydigimizda baska hangi onermeleri dogru saymamiz
gerektigini arastirir. Mantik hangi ¢ikarim kurallarinin gecerli, hangilerinin gecgersiz
oldugunu ayirt etmemize yarayan cikarim Kkurallari denilen birtakim Olgutleri
bulmaya ve saptamaya calisan ve bu kurallari uygulama teknikleri gelistiren
bicimsel (formel) bir bilimdir [35].

Mantiksal dusunmenin bir sonucu olarak bir bilgi alanini birkag temel kavram ve
ilke gercevesinde toplamak, mantiksal yonden duzenlemek, dusunce ve islemde
ekonomi, agiklik ve kesinlik saglamak “aksiyomatiklestirme” olarak tanimlanmistir.
Aksiyomatik yontemin kiminle, ne zaman basladigi kesin olarak belirlenmis degildir
[36]. Yildirim [36]’e gobre, kanit kavraminin matematige Thales'in geometride birgok
teoremi kanitlamasi ile girdigi tahmin edilse de, ne onun ne de onu izleyen
Pisagorcular'in aksiyomatik sistem anlayisina ulastiklari kolayca sdylenemez.
Oklid (Euclides 1.0. 330 - 275), glinimiiz matematiginde halen kullanilan
aksiyomatik kanit yontemini ortaya koyan isim olup; yazmis oldugu 13 ciltlik
‘Elements” adli kitabi matematik derslerinde gecgen bircok teorem ve dnermenin

matematiksel kanitlarini igermektedir [37].

Aksiyomatiklestirmenin aritmetik ve cebirde dedil, ilk olarak geometride kendisini
goOstermesi ilgingtir. Yildirrm [36], sayisal alanda ortaya ¢ikan bunalimlarin buna
sebep oldugunu belirtmektedir. Yildirm [36]a gore bir diger sebep, geometrik
iligkilerin sekiller aracihigiyla dile getiriime olanagidir. Donugumlerin ve gikarimlarin

sekiller Uzerinde gosterilmesi buyuk kolaylik saglamaktaydi.

1.1.7. Matematiksel Dugiinme
En genel anlamda matematiksel dusunme, ‘matematiksel teknik, kavram ve
ybntemleri problem ¢bézme slrecinde dolayli ya da dogrudan kullanmak” seklinde

tanimlanabilir (Henderson vd., 2004, akt. [38]). Birey yasami boyunca okulda, iste,
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gunlik hayatta problem ¢ézmeye calisir (Blitzer, 2003, akt. [38]). Bunun igin de
matematiksel duginmeye gereksinim duyar. Bu nedenle bireyler, yagsamlarinin her
asamasinda karsilastiklari olay ve olgulari ¢cozumlemede, farkinda olarak ya da

olmayarak, matematiksel dugiinmeyi kullanirlar.

Matematiksel dusinmeyi tumulyle deduktif ya da tumdadyle induktif diye
nitelendirmek yanhstir. Matematiksel kanit deduktif ¢ikarsamaya dayandigindan
pek cok kimse matematigi salt deduktif yapida bir bilim sayar. Oysa gunluk
dusunmede oldugu gibi matematikte de induktif diyebilecegimiz disunme bigimleri
vardir [36].

Matematiksel distinmenin tanimi dikkate alindiginda, olduk¢a soyut oldugu fark
edilmektedir. Matematiksel duslinmeyi “somutlastirmak” amaciyla arastirmacilar
matematiksel dustinmenin o6zelliklerini, bilesenlerini ve matematiksel dusunmeyi
diger dugunmelerden ayiran hususlari inceleme yoluna gitmislerdir. Bu baglamda,
matematiksel disiinme tahmin etme, genelleme, hipotezde bulunup test etme,
soyutlama, muhakeme etme, kanitflama ile yeni bir bilgi ya da kavrama ulasma

Ozellikleriyle diger dusunmelerden ayrilir (Alkan ve Bukova Guzel, 2005, akt. [38]).

Arslan ve Yildiz [38]a gobre alan yazin incelendidinde, farkh arastirmacilarin
matematiksel dusunmenin bilesenlerini ortaya koymaya calistiklari goruimektedir.
Ornegin Tall (2002, akt. [38]) matematiksel diisinmenin soyutlama (abstraction),
sentezleme (synthesizing), genelleme (generalizing), modelleme (modelling),
problem ¢ézme (problem solving) ve kanit (proof) gibi bilesenleri kapsadigini ifade
etmektedir. Stacey, Burton ve Mason (1985, akt. [38]) da matematiksel
digsunmenin Ozellestirme (specializing), genelleme (generalizing), hipotezde
bulunma (conjecturing), dogrulama ve ikna etme (justifying and convincing)
bilesenlerini incelemiglerdir. Hacisalihoglu, Mirasyedioglu ve Akpinar (2003, akt.
[38]) ise Stacey, Burton ve Mason'un calismalarina dayanarak matematiksel
distnme surecinin ayrintilamak (6zellestirme), genellestirmek, tahmin etmek ve
ikna etmek bilesenlerinden olustugunu ifade etmiglerdir. Liu (2003, akt. [38]) ise
matematiksel dusunmeyi “‘tahmin edebilme, tiimevarim, tiimdengelim, érnekleme,
genelleme, analoji, formel ve informel olmayan usavurma, dogrulama ve benzeri

karmagik stireglerin bir birlesim kiimesi” olarak tanimlamistir.
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1.1.8. indiiktif- Dediiktif Ayirimi
Yildirnm [36], vermis oldugu ornekte induktif ve deduktif dUginme ayirimini soyle

yapmaktadir:
P+ 224+ 3++nP=1+24+3+4n)?

Bu denklem baslangigta emprik yollardan (belki de salt rastlanti sonucu) bulunan
bir iliskiyi, 1’den n’ye kadar olan dogal sayilarin kiplerinin toplami ile o sayilarin

toplaminin karesi arasindaki esitligi dile getiren bir genellemedir.
1+8+27+64 =100
1P+ 2%+ 3%+ 4% = 102
Bu sekilde algilanan bu iliskinin daha sonra gelen sayilar i¢in de gegerli olup
olmadigi bir merak konusudur. Matematikgi ister istemez 6rneklerini genisletecek,
ilk dort saylyi izleyen sayilari da yoklayarak sonunda ilk genellemeye ulagmaktan

geri kalmayacaktir. indiktif bir diisinme siirecine deginen matematikci Polya

dusuncelerini soyle ifade etmektedir:

“‘Boyle bir genellemeye giderken biz, doga bilimcileri gibi davranmaktayiz.
Merak c¢ekici bir bitki ya da garip gorunen jeolojik bir olusumla karsilasan
bilim adami nasil incelemesini genisletmekten kendini alamazsa, matematikgi
de spesifik bir gdzlemde sezinledigi iliskiyi baska gdzlemlerde yoklamaktan,

ilerde ispatlanabilecek bir genellemeye ulasma ¢gabasindan kendini alamaz.

Bir iligkiyi gbozlemleme, sezinleme ya da rastlantiyla bulma psikolojik bir olaydir;
kurali belli mantiksal bir ¢ikarsamaya indirgenemez. Oysa hem genellemeye
gitmek, hem de ulasilan genellemeyi kanittamak mantigin ilgi alanina giren

islemlerdir. Biri induktif, digeri deduktif distinme slrecini igerir.

Yildirrm [36], gbériunime bakip matematigi salt dediktif mantikla bir tutmanin

yanlighiginin altini gizmektedir.

1.1.9. Argimantasyon Temelli Muhakeme - Dediiktif Temelli Muhakeme

Argimantasyon temelli bir muhakeme yerine dediktif temelli biligsel bir analizin
olmasi gerektigini savunan Duval (1991, akt. [23]) argumantasyon temelli ve
deduktif yapi temelli muhakemeler arasinda karsilastirma yaparak bazi ¢gikarimlar

ortaya koymustur:
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e Argumantasyon temelli muhakemede ifadelerin sezgisel kapsamlari dnemli
iken; deduktif temelli muhakemede ifadeler c¢ikarim kurallarinda etkili
olduklari dlcude 6nem tasimaktadir.

e Argumantasyon temelli muhakeme argumanlarin desteklenmesi ya da
argumanlara karsi ¢ikilmasi ile yarur. Argumantasyon temelli muhakemede,
onceki asamanin sonuglari ya da paylasilan ifadeler surekli olarak tekrar
tekrar yorumlanir. Bu durumda bir argimandan digerine gegis gegici bir bag
ile birbirine baglidir. Bunun tersine deduktif temelli muhakemede, bir adimin
sonucu diger bir adimin ¢ikarim kurahdir. Verilen bir adimin sonucu bir
sonraki adim icin “giris ifadesi” niteligindedir. Bu durum bir gember dongusu
olustururken, deduktif temelli muhakemeyi bir hesaplamalar zinciri haline
getirmektedir.

e Birifadenin kesinlik veya sahip oldugu inandiricilik degeri olarak tanimlanan
“epistemik deger” kavrami da bu iki tip muhakemede farkhlik
gOstermektedir. Argumantasyon temelli muhakemede dogru olan ifadeler
ayni epistemik degere sahip degdildir. Oysa matematikte kanitlanan
ifadelerin kanitla birlikte epistemik degerleri degisir; onlar matematikte

dogru ve gerekli bir nitelik kazanirlar.

1.1.10. Formel Kanit

Formel kanit, bnermelerin ya da onerme kaliplarinin iligkisine dayanan mantiksal
bir cikarimdir [36]. Douek [23]e goére formel kanit mantiksal tahminlere,
hesaplamalara indirgenebilen kanit olarak dusunulmektedir. Formel kanit Duval
(1991, akt. [23])’e gore deduktif bir yapi gerektirir. Hersh (1993, akt. [7])’e gore
formel aksiyomlar Uzerine kurulu ve formel c¢ikarim kurallarina dayanan formel
kelime dagarcigi ile ifade edilmelidir. Eldeki genelleme, dogrulugu onceden
varsayilan ya da bilinen bir veya daha fazla énermenin zorunlu sonucu olarak
gosterilebildiginde, formel kanit yapilmig olur [36]. Bagka bir deyisle A gibi bir
onermeyi dogru saydigimizda, B gibi baska bir onermeyi de dogru saymak
zorunda oldugumuz ortaya kondugunda, B kanitlanmig demektir [36].

Bir teoremin formel kaniti daha 6nce de belirtildigi gibi, o teoremin dogru oldugu
anlamina gelmez. Sadece teoremin dayandigi aksiyom veya aksiyomlari dogru
sayarsak, teoremi de dogru saymak gerektigi anlamini tasir. Yoksa formel
anlamda kanit, o teoremin kendi basina dogru oldugunu ortaya koymaz [35].
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Buna paralel olarak formel anlamda kanitlama, dnerme veya formiller arasindaki
mantiksal iligkileri belirtik hale getirmek, aksiyomlari dogru kabul ettigimizde daha
hangi 6nerme veya formulleri dogru kabul etmemiz gerektigini gostermek igin

basvurulan islemdir (gikarimdir) [36].

Yildirnm [36]'a gore, kanitin formel gérinimu biraz aldaticidir. Her sey mantiksal
adimlarla, dncullerden sonuca gitmekten ibaret degildir. Cogu kez kanitin daha ilk
adiminda konuya iliskin bilgilerden, benzer durumlardan, bilinen 6rneklerden ve
deneyimlerden yararlaniima yoluna gidilir. Bu tur etkinlikler dogrudan mantiga
indirgenemeyen arayiglardir [36]. Bu nedenle matematigi salt deduktif mantikla bir

tutmak yanhstir.

1.1.11. Matematiksel Kanit

Matematiksel kanit; bir sonucu dogrulamak, bagskalarini bilgilendirmek ve bu
bilgiye ikna etmek, bir sonu¢ bulmak ve sonuglari timden gelimsel bir sistem igine
yerlestirmek icin kullanilir (Almeida, 2003, akt. [12]).

Matematikte kanitlama bir ifadenin dogrulugunu, bilinen gerceklerden, tanimlardan
ve onceki teoremlerden ya da sonuglardan, dogru ¢ikarimlari yaparak ve mantik
kurallari uygulayarak gosterme olarak tanimlanirken; sonugta ortaya ¢ikan gegerli

arguman ise matematiksel kanit olarak ifade edilmektedir [7].

Pedemonte [24]'ye gOre; hipotezi agiklayan ifade, bir matematiksel teori
kullanilarak gecerli hale getirildiginde kanit Uretiimis demektir ve bu kanit

matematiksel teori Uzerine kurulmus 6zel bir argimantasyondur.

incelenen arastirmalarda kanit yapmak, (iniversite seviyesindeki dgrenciler igin “bir
ifadeyi belirli aksiyomlardan ve kabullerden yola ¢cikarak genellestirmek, sistematik
bir diizen igerisinde bir ifadenin dogrulugunu gdéstermek” olarak ele alinirken;
ilkokul seviyesindeki 6grenciler icin “bir ifadenin dogrulugunu basit, daha g¢ok
sezgisel yollarla gbstermek ve bunu dogru ve eksiksiz bir Uslupla adim adim

anlatabilme becerisi” olarak kabul edilmigtir.

Douek, matematiksel kanit hakkinda Thurston (1994; akt. [23])'In su diguncesini
paylagsmaktadir:

“Insani becerilerimiz ile anlayabildigimiz ve kontrol edebildigimiz kanitlar
aslinda bizim i¢in en 6nemli kanitlardir. Onlar formel kanitlardan oldukga

farkhdir. Gelecekte formel kanitlar artik etkisini tamamen yitirecek ve gz ardi
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edilecektir. Matematiksel gecerlilik kontrolini insani yeteneklerimiz

OlcUsuinde yapabildigimiz kanitlar deger kazanacaktir.”

1.2. Toulmin Modeli

informel mantigin kurucularindan Toulmin [39], bir alana ve konuya iliskin yapilan
tartismanin yapisini analiz edebilmek i¢in alti bilegenli bir model ortaya koymus ve
bu model zaman i¢inde “Toulmin Modeli” adini almistir. Toulmin [39], bu modeli
hukuki davalarin temele alindigi durumlar i¢in gelistirmistir. Daha sonra bu model

farkli arastirmacilar tarafindan farkli alanlarda kullanilimistir.

Toulmin Modeli’nin ortaya ¢ikisi, Toulmin’in “Argtimanin Kullanimlari (The Uses of
Argument)” [39] kitabinda da belirttigi gibi, formel mantigin tartisma analizlerinde
yetersiz kalmasina dayanir. Dinger [2], formel mantigin tartisma analizlerindeki

yetersizliginin sebeplerini sOyle acgiklamaktadir:

1. Formel mantigin dayandigi u¢ ilke vardir (Hancgerlioglu, 1989, akt. [40]):
Ozdeslik ilkesi (bir sey kendisinin aynisidir), celismezlik ilkesi (bir sey hem
dogru hem yanlis olamaz) ve Uginci durumun olanaksizligi ilkesi (bir sey
ya dogrudur ya yanhstir, Gglncu bir olasilik yoktur). Matematik gibi, formel
mantigin kullanildigi alanlarda bir tartisma ya gecerlidir ya da gegersizdir.

2. Ogrencilerin diisiince geligimleri igin 6énemli olan, fakat formel mantigin
‘mantiksiz” olarak tanimlayacagi dusunceleri olabilir (Knipping, 2008, akt.
[2]). Ancak formel mantik bir disinceyi mantiksiz olarak tanimladiktan
sonra analize devam edemez. Bdylece 6grencilerin bu tipteki dustincelerini
analiz etmede formel mantik yetersiz kalir.

3. Formel mantikta tartisma yalnizca nedenlerden sonuca gitmek olarak
algilanir. Formel mantik varsayimsal, nedensel, kosullu, gegici tartisma
bicimlerine veya tanimlama, siniflandirma, aciklama, degerlendirme, karar
verme, dneride bulunma gibi farkh tartisma amaclarini karsilamakta yetersiz
kalmaktadir (Brockriede, 1980, akt. [40]).

4. Formel mantigin kurallar alandan bagimsizdir. Halbuki bir tartisma analiz
edilirken tartigmanin ait oldugu alan dikkate alinmalidir. Ornegin, matematik
alaninda yapilan bir tartigmadaki argumanlarin degerlendiriimesinde
kullanilacak kurallar ile hukuk alaninda yapilan bir tartismada 6ne sartlen

argumanlarin degerlendiriimesinde kullanilacak kurallar birbirinden farklidir.
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5. Formel mantikta tartisma yalnizca nedenlerden sonuca gitmek olarak
algilandigi icin tartismanin bir sonu vardir. Oysaki her tartismanin bir sonu

olmak zorunda degildir.

informel mantik ise kurallarla, ilkelerle sinirli degildir. Onclllerle sonuglar
arasindaki iligkiler zayif veya kuvvetli olabilir; dncullerin dogrulugu sonucun
dogruluguna tam bir glvence saglamamakla birlikte ona, degisen derecelerde
olasilik kazandirir. Bu nedenle bu tur tartismalarda sonuglar degistirilemeyecek,
kesin ifadelerle degil, olasiliklarla belirtilir (Fisher ve Sayles, 1966, akt. [40]). Bu
sebeplerden dolaylr Toulmin, tartisma analizlerinin informel mantik gergevesinde
yapiimasinin daha uygun oldugunu dusunmus ve bu amaca yonelik olarak

Toulmin Modeli’'ni geligtirmistir.

Toulmin Modeli'nin  hukuk alanindaki tartisma analizlerinde kullaniimasinin
ardindan genel tartismalar icin de kullanihp kullanilamayacagi arastirilmistir [2].
Toulmin’e gére mahkeme salonlarinda, sorularin ortaya ¢iktigi hukuki sirecler ile
baslangictaki iddiayl desteklemek igin tartismalarin kuruldugu rasyonel siregler

arasindaki benzerligin incelenmesiyle bir takim ipuglari yakalamak muamkundar [2].

Toulmin’in bu dislncesine paralel olarak, matematiksel kanit ile hemen 6ncesinde
gerceklesen ya da gergeklesmesi beklenen argumantasyon sureci arasindaki
benzerliklerin incelenmesi ile bu surecgler hakkinda birtakim ipuglar yakalamak
mumkun olacaktir. Argimantasyon ve matematiksel kanit streglerinin benzerlikleri
agisindan incelenmesi, 6grencilerin gecirdikleri kanit sureci hakkinda fikir edinmek

ve bu sureci daha saglikli analiz etmek agisindan faydali olacaktir.

1.2.1. Toulmin Modeli’nin Temel Yapisi (iddia-Veri-Gerekge)

Toulmin kendi modelinin sahip oldugu bilesenlerin birbirinden nasil ayirt
edilecegine “Argidmanin Kullanimlari” kitabinda deginmistir. Herhangi bir
argimantasyonda ilk adim bir baslangi¢ noktasi olarak ifade edilmektedir. Toulmin
terminolojisinde baslangig noktasi iddia (claim) olarak adlandiriimaktadir. ikinci
adim, iddiay! destekleyen veri (data) Uretimi asamasidir. Veri-iddia iligkileri igin
veriye destek niteliginde dogrulama ya da gerekge (warrant) saglamak énemlidir.
Bu gerekge veri ve iddia arasindaki iligki icin garanti saglayici niteliktedir. Garanti
bir prensip, bir kural ya da benzeri olarak ifade edilebilir; veri ve iddia arasinda

kopra roll oynar.
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Pedemonte [20; 24] calismalarinda Toulmin Modelindeki temel bilesenleri kisaca

soyle ifade etmektedir:
Sonug / iddia (Claim: C) : Konugmacinin ifadesi,
Veri (Data: D) : [ddiayi dogrulayan ifadeler,

Gerekge (Warrant: W)  : Veriyi iddiaya baglayan ¢ikarim kurali.

Veri (D) _ > iddia (C)

T

Gerekge (W)

Sekil 1.1. Toulmin Modeli’'nin temel yapisi
‘Ahmet kendi dénemindeki en yliksek mezuniyet ortalamasina sahiptir. En yliksek
ortalamaya sahip olan &grenci boélim birincisi olarak mezun olma hakki
kazandigindan, Ahmet bélidm birincisi olarak mezun olmustur.” Argimanini

yukaridaki oruntliye gore bilegenlerine ayiralim.

Veri (D) iddia (C)
Ahmet kendi dénemindeki en > Ahmet bolim birincisi
yUksek mezuniyet ortalamasina olarak mezun olmustur.
sahiptir.

Gerekge (W)

Cunku en ylksek ortalamaya sahip olan 6grenci
bolim birincisi olarak mezun olma hakki kazanir.

Sekil 1.2. Toulmin Modeli’nin temel yapisi érnegi
Bu odruntuden acikga belli oldugu Uzere iddia, veriden direk olarak ¢ikmaktadir.
Burada gerekge bir anlamda agiklayici ve istege baglidir. Toulmin [39] gerekgeyi
ilk olarak, veri ile iddia arasinda kopru gorevi gorecek olan hipotezsel ifadeler

seklinde tanimlamasina ragmen, gerekgenin aciklayici bir ifade olabilecegini de

ifade etmistir.
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1.2.2. Toulmin Modelindeki Yardimci Bilesenler

Bir argimantasyonu tanimlamak igin yedek/yardimci bilesenler gerekebilmektedir.
Toulmin [39] bu yardimci bilesenlerden Ugunu sdyle tanimlamaktadir: Niteleyen
(qualifier), cdriiten (rebuttal) ve destek (backing). Gerekgenin gucu, kuralla ilgili
istisnalar oldugu durumlarda zayiflayabilir. Bu istisna durumlarinda c¢uruten
bileseni ortaya cikmalidir. O zaman iddia, niteleyen yardimiyla zayiflatiimak
zorundadir. Destek, bodyle bir durumda ortaya c¢ikarak gerekgenin gucunu
arttirmaya c¢aligir. Toulmin Modelindeki yardimci bilesenlere iliskin daha fazla bilgi

asagidaki bolumlerde verilmektedir.

1.2.2.1. Niteleyen Bileseni

Bir argumantasyon surecinde argumanlari Ureten bireyler iddialari ve verileri
arasindaki iligkiyi desteklemek amaciyla farkh tirde gerekgeler Uretebilmektedirler.
Bu gerekgelerin savunulan iddialar Uzerinde farkli derecede etkileri vardir. Bazi
gerekgeler veriyi kuskuya yer birakmayacak sekilde iddiaya baglar. Bu tir
gerekgelerin  kullanimi  durumunda iddia ‘kesinlikle, mutlaka” gibi zarflarla
nitelendirilebilir. Bazi gerekgeler ise kesin olmayan bir sekilde veya kosullara,
istisnalara, sinirlamalara bagh olarak veriyi iddiaya baglar. Bu gibi durumlarda
iddia ifadesi “muhtemelen, bliylk ihtimalle, galiba” gibi zarflarla nitelendirilir. Bu
durumda verinin, gerekce ile elde edilen iddia Uzerindeki etkisinin derecesini
gOsteren bir ifadeye ihtiya¢ vardir. Bu ifade Toulmin tarafindan “niteleyen” olarak

adlandiniimigtir [2].

iddia giicini verinin giiciinden alir. Niteleyen ise giiciini, verinin ve gerekcenin
gucunden alir. Gerekgenin gucu énemlidir, glinkl gerekge argimantasyonda temel

bir rol oynar [20].

Niteleyen bilegseninin de eklenmesiyle 6runtunun yeni sekli sdyle olur:

Gerekge (W)

Sekil 1.3. Toulmin Modeli’nde niteleyen bileseni
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Ornegin, “Ahmet kendi dénemindeki en yiiksek mezuniyet ortalamasina sahiptir.
En yiksek ortalamaya sahip olan 6grenci béliim birincisi olarak mezun olma hakki
kazandigindan, Ahmet ¢ok blylik olasilikla béliim birincisi olarak mezun olmugtur.”

argumanini yukaridaki orunttye gore bilesenlerine ayiralim.

Veri (D) : iddia (C)
Niteleyen (Q)
Ahmet kendi L Ahmet bolim
doénemindeki en 2 Gok buyuk birincisi olarak
yuksek mezuniyet olasilikla mezun olmustur.
ortalamasina sahiptir.

Gerekge (W)

Cunku en yuksek ortalamaya sahip olan
o6grenci bolum birincisi olarak mezun olma
hakki kazanir.

Sekil 1.4. Toulmin Modeli’'nde niteleyen bileseni 6rnegi

1.2.2.2. Curiiten Bileseni
Gerekgenin genel glcund, etkisini zayiflatan ya da gecersiz kilan istisnai kosullar

Toulmin tarafindan “giirditen” olarak adlandiriimistir. Bu istisnai kosullarin gerekge
vasitasiyla ulagilan sonucu, yani iddiayl ¢uritme kapasitesi vardir [2]. Boyle bir
durumda istisnai kosullar ciiriiten bileseni olarak modele eklenir. iddia niteleyen
yardimiyla zayiflatiir. Cartten bileseninin de eklenmesiyle érintinin yeni sekli

asagidaki gibi olur:

Veri (D) > | Niteleyen (Q) S iddia (C)

T

Gerekge (W) <« | Curuten (R)

Sekil 1.5. Toulmin Modeli’'nde ¢uraten bileseni
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Ornegin, “Ahmet kendi dénemindeki en yiiksek mezuniyet ortalamasina sahiptir.
Ahmet alt dbnemden ders almadiysa, en yiiksek ortalamaya sahip olan 6grenci
béliim birincisi olarak mezun olma hakki kazandigindan, c¢ok bliiylik olasilikla
Ahmet béliim birincisi olarak mezun olmugtur.” ifadesini yukaridaki orintiye gore

bilesenlerine ayiralim.

Veri (D) iddia (C)
Niteleyen (Q)

Ahmet kendi Ahmet bolim
dénemindeki en yiiksek Cok buyik | birincisi olarak
mezuniyet ortalamasina olasilikla mezun olmustur.

sahiptir. T
Gerekge (W) Curtten (R)
Cunku en yluksek ortalamaya sahip Ahmet alt
olan 6grenci bolum birincisi olarak < donemden ders
mezun olma hakki kazanir. almadiysa

Sekil 1.6. Toulmin Modeli’'nde ¢lriten bileseni 6rnegi

1.2.2.3. Destek Bileseni
Eger garantinin otoritesi dogrudan dogruya kabul edilmezse, desteklemeye ihtiyag

duyulur. Gerekgelerin arkasinda duran baska glvenceler de vardir ve bunlar
olmaksizin gerekgelerin tek basina gecerliligi yoktur. Bu guvencelere Toulmin

“gerekgenin destegi” adini vermigtir.

Destek bilesenin de eklenmesiyle oruntt son seklini alir:

Veri (D) S Niteleyen (Q) - Iddia (C)

T

Georz‘;‘f‘e %T Guriiten (R)

Destek (B)

Sekil 1.7. Toulmin Modeli’nde destek bileseni
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‘Ahmet kendi dénemindeki en yliksek mezuniyet ortalamasina sahiptir. Ahmet alt
dénemden ders almadiysa, en yiksek ortalamaya sahip olan &grenci bolim
birincisi olarak mezun olma hakki kazandigindan, ¢ok blylk olasilikla Ahmet
béliim birincisi olarak mezun olmugtur. Evet, cok bliylik olasilikla Ahmet bélim
birincisi olarak mezun olmustur. Clnkl transkriptine gére Ahmet hi¢ alttan ders

almamigtir.” ifadesini yukaridaki 6rintlye gore bilesenlerine ayiralim:

Veri (D) Niteleyen ladia (C)
Ahmet kendi donemindeki Q Ahmet bdlim
¥ i > —| birincisi olarak
en yuksek mezuniyet Cok biyuk
ortalamasina sahiptir. olasilikla mezun
olmustur.
Gerekge (W) Curaten (R)
Clnkii en yiiksek ortalamaya | _ Ahmet alt
sahip olan bliim birincisi olarak donemden ders
mezun olma hakki kazanir. T almadiysa

Destek (B)

Ahmet hi¢ alttan ders
almamistir.

Sekil 1.8. Toulmin Modeli’nin tum bilegenleri 6rnegi

z

Toulmin’in (2006, akt. [2]) kendisinin de belirttigi gibi “Arglimanin Kullanimlari’
kitabini yayinladiginda ilk olarak meslektaslar kitaptaki fikirleri benimsememis ve
muhalif olmuslardir. Sonrasinda Toulmin’in fikirleri hukuk ve psikoloji gibi
alanlardaki uzmanlar tarafindan ele alinmis ve Toulmin Modeli’nin tartismalara tam
olarak uydugunu gérmuslerdir. Bunun Uzerine Toulmin Modeli Amerika Birlesik
Devletleri’nde konusma iletisimi (speech communication) alaninda kabul gérmus
ve argumantasyon Uzerine olan ders kitaplarinda Toulmin Modeli zorunlu bir

bolum olarak yer almigtir.
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Loui (2006, akt. [2]) sosyal bilimler, beseri bilimler, bilim ve teknoloji alanindaki
baslica dergilerde yapilan atiflarin Toulmin ve ¢alismalarini yirminci yuzyilin felsefi
mantik¢ilari ve bilim filozoflari arasinda ilk ona yerlestirdigini bildirmistir. Toulmin
[39] kendi fikirlerinin bir sonu olmadidini bir baska deyisle modelinin cesitli
alanlarda yorumlanmasi gerektiginde 1srarci olmustur. Gercekten de Felsefe
alaninda Toulmin Modeli, modelin sahip oldugu bilesenlere c¢esitli anlamlar
yuklenerek farkli sekillerde yeniden olusturulmustur. Toulmin’in iddialarina bazi

filozoflar itiraz etmis ve bu itirazlara cevap bagka filozoflar tarafindan verilmistir [2].

1.2.3. Matematik Egitimi Arastirmalarinda Toulmin Modeli’nin Kullanimi

Dincer [2], doktora tezi calismasi kapsaminda Toulmin Modeli’'nin matematik
egitiminde kullaniimasi Uzerine yapmis oldugu alan yazin taramasinda inceledigi
¢calismalara dayanarak, Toulmin Modeli'nin kullanim alanlarini 3 kategoride

toplamistir:

1. Kanit Surecindeki Tartismalara Odaklanan Calismalar
2. Tanim Surecindeki Tartismalara Odaklanan Calismalar

3. Problem C6zme Surecindeki Tartismalara Odaklanan Calismalar

Matematik egditiminde Toulmin Modeli'ni ilk olarak Krummheuer [41] kullanmis;
sinif ortamindaki matematiksel tartismalari Toulmin Modeli ile analiz etmigtir.
Krummheuer bu analizinde modelin ¢urtten ve niteleyen bilesenlerini kullanmamis
ve modele yeni bir bilesen ekleme ihtiyaci da hissetmemistir. Krummheuer [41]’in
calismasindan sonraki calismalarda da c¢lruten ve niteleyen bilesenleri pek

dikkate alinmamistir.

Inglis vd., [42], Toulmin Modeli’'ni kullanan dnceki ¢alismalarda dikkate alinmayan
niteleyen bileseninin, matematiksel tartismalarda énemli bir rol oynadigini belirtmis

ve analizlerini niteleyen bilesenini de gz 6nune alarak yapmistir.

Krummheuer [43] matematik 6greniminin, 6grencinin argimantasyon surecine
katiimina bagh oldugunu varsaymaktadir. Toulmin Modeli'ni kullanarak yapmis
oldugu analizlerinde Krummheuer [43], grup olarak gergeklestirilen argimantasyon
surecinde gerekge uretilmesine katkida bulunan égrencilerin, bulunmayanlara gore

konuyu daha ¢ok bildigini ve daha ¢ok anladigini sdylemistir.
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Knipping [44], kanit yapma surecindeki argumanlari lokal ve global argiman olmak
Uzere ikiye ayirarak tanimlamis ve bu argumanlari yeniden yapilandirmak igin

Toulmin Modeli’ni kullanmistir.

Pedemonte [20], bir hipotezi destekleyen argimantasyon ile onun matematiksel
kaniti arasindaki bilissel surekliligi ya da mesafeyi, Toulmin Modeli igerisine
entegre edilmis Ck¢ modeli ile analiz etmistir. Pedemonte [20; 24; 26; 27; 28]'nin
sonrasinda yaptigi ¢alismalara bakildiginda hem geometri hem de cebir alaninda
incelemelerini genislettigi ve argimantasyon sureci ile matematiksel kanit sureci
arasindaki iliskiyi yapilari agisindan da inceledigi, biligsel surekliligin yani sira
yapisal surekliligi ya da mesafeyi de Toulmin Modeli'ni kullanarak analiz ettigi

gorulmektedir.

Dincer [2] tanim olusturma slrecinde ortaya c¢ikan argimantasyon surecinin
Toulmin Modeli ile analizini yapan ¢alismalara ¢ok az rastlandigini belirtmektedir.
Dinger [2] doktora tezi ¢calismasinda Universite dgrencilerinin analiz dersinde tanim
olusturma surecinde argumantasyon sureci geligtirdiklerini gozlemlemis ve bu

surecleri Toulmin Modeli’ni kullanarak analiz etmistir.

Dincer [2], Educational Studies in Mathematics, The Journal of Mathematical
Behavior, ZDM The International Journal on Mathematics Education, Research in
Mathematics Education, For The Learning of Mathematics adli dergilerde yaptigi
taramalarda problem c¢6zme slrecindeki tartismalarin incelendigi bir ¢alismaya
rastlamadigini ve problem c¢6zme surecinin bir argumantasyon olarak ele
alinmadigini belirtmektedir. Dinger [2] kendi ¢alismasinda Universite seviyesindeki
ogrencilerin problem ¢6zme surecini incelemis ve gegcirdikleri argumantasyon

surecini Toulmin Modeli’ne gére analiz etmistir.

Ulkemizde yapilan calismalarda argiimantasyon surecinin tartisma ile es anlamli
olarak kullanildigi ve sinif i¢i tartismalarin Toulmin Modeli kullanilarak analiz
edildigi goértulmektedir. Oysa yurt disinda argimantasyon kavramini “tartisma”
anlaminin yani sira “6grencilerin kanit yapmaya baslamadan énce verilen ifadeden
yola ¢ikarak hipotez olusturmak amaciyla bireysel olarak gecirdikleri siire¢” olarak
da ele alan ve bu slreg ile kanit slreci arasindaki iligki ya da iligkileri saptamaya
yonelik analizler yapan c¢alismalar da vyapilmaktadir. Bu c¢alismalarda

argumantasyon surecinin kanit surecini onemli Olgude etkiledigi gorulmustur.
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Bunun Uzerine bu iki sure¢ karsilastirmali olarak Toulmin Modeli’'ne gore analiz
edilmis ve iki sUre¢ arasindaki baglanti ¢6zimlenmeye calisiimistir. Bu sayede
argumantasyon surecinin kaniti ne yonde ve nasil etkiledigi saptanmaya
cahsiimistir. Arastirmacilar bunu yaparak o6grencilerin kanit yaparken yasadiklari
zorluklarin temeline inmeyi ve yasadiklari sikintilarin asil nedenlerini bulmayi

amaclamiglardir.

Bu tez gcalismasinin konusu yapiimig olan bu gesit ¢calismalari derlemek ve elde

edilen analiz sonuglarini olabildigince dogru ve objektif bicimde yansitmaktir.

1.3. Aragtirmanin Amaci

Bu tez calismasinin amaci argumantasyon ve kanit arasinda karsilastirma
yaparak, bu iki sure¢ arasindaki benzerlik ve farkhliklari ortaya koyan ve bu yolla
argumantasyon ve kanit arasindaki iliski ya da iligkileri analiz eden calismalari
inceleyerek, bu konuya iligkin bir derleme c¢alismasi yapmaktir. S6z konusu
calismalar bu baglamda tarihsel siralamalari dikkate alinarak incelenmis ve
yapilan analizler bire bir olarak yansitiimistir. Bu sayede konu ile ilgili ginimuze
kadar elde edilen sonuglar ayrintili olarak verilmeye c¢alisiimigtir. Argimantasyon
ve matematiksel kanit surecleri ile ilgili kavramlar olabildigince ilk kaynaklara

ulasilarak agiklanmigtir.

1.4. Aragtirmanin Onemi

Ulkemizde arglimantasyon ve matematiksel kanit slrecleri arasindaki iligkileri
karsilastirmali olarak analiz etmeye yonelik bir calismaya henluz rastlanmamistir.
Bu nedenle bu konuda yapilmis uluslararasi alanda 6ne cikan arastirmalarin
derlenmesi ile olusan bu ¢alismanin, hem bu alani geng arastirmacilara tanitmasi
hem de gelecek yillarda Ulkemizde yapilacak bu alandaki muhtemel calismalara

oncu bir basamak olusturarak yeni gelismelere 11k tutmasi hedeflenmektedir.
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2. YONTEM
Bu galisma argumantasyon ve matematiksel kanit arasindaki iligki ya da iligkileri
Toulmin Modeli'ne gére analiz eden galismalarin derlenmesi ile olusturulmus nitel

bir calismadir.

Derlenecek calismalarin toparlanmasi igin 2012 yilinin Temmuz-Aralik aylari
boyunca tarama yapilmistir. Calismalara ulagsmak igin ilk olarak yurt i¢i kaynakh

calismalar taranmistir.

Bu amacla 1990-2013 yillari arasinda konuya iligkin yapiimig yuksek lisans ya da
doktora tezi olup olmadigini belirlemek icin YOK Dokiimantasyon Dairesi
Bagkanligrnin Web Sitesi'nde tarama yapilmistir. Tarama yapilirken anahtar
sdzcuk olarak sirasiyla argumantasyon, matematiksel kanit ve Toulmin sézcukleri
girilmigtir. Bulunan caligmalardan matematik egitimi alaninda yapilmis olanlar
inceleme altina alinmistir. Sonuglar asagidaki tabloda verildigi sekilde elde

edilmistir.

Cizelge 2.1: YOK dokiimanlarinda yapilan tarama sonuglari 1990-2013

Bulunan GCaligmalar incelemeye Alinan
Calismalar

Doktora Yuksek Doktora YUksek

Lisans Lisans
Argumantasyon 11 29 -
Mat.sel Kanit 2 - 2 -

Argumantasyon ve
Matematiksel Kanit ve ) i ) i
Toulmin

Toplam 15 35 3 -

“Argiimantasyon” s6zcugu ile yapilan tarama sonucunda bulunan ve matematik
egitimi alaninda konumuzla ilgili yapilmis bir galisma olmasi dolayisiyla inceleme
altina alinan galisma, “Toulmin” s6zcugu ile yapilan tarama sonucunda bulunan ve

inceleme altina alinan galisma ile ayni oldugundan toplamda 3 farkh calisma
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incelenmigtir. Bu galismalardan biri tez konusu ile beklenildigi kadar ilgili olmamasi

sebebiyle inceleme digi birakilmigtir.

Bunun ardindan ULAKBIM’de yine ayni anahtar sézciiklerle 1990-2013 yillari
arasinda tarama yapilarak konuya iligkin arastirma makaleleri, derleme makaleler
ya da mezuniyet galismalari olup olmadidi belirlenmistir. Bulunan g¢alismalardan
matematik egitimi alaninda yapilmis olanlar inceleme altina alinmistir. Elde edilen

sonuglar asagidaki tabloda verilmektedir.

Cizelge 2.2: ULAKBIM’'de yapilan tarama sonuglari 1990-2013

Bulunan Calismalar incelemeye Alinan
Cahgmalar
Argimantasyon 6
Matematiksel Kanit 7 3
Toulmin 3

Argumantasyon ve
Matematiksel Kanit ve
Toulmin

Toplam 15 4

“Toulmin” anahtar sézcugu ile bulunan G¢ g¢alismadan biri konumuzla dogrudan
ilgili olmasi sebebiyle inceleme altina alinmistir. Bu ¢alisma “argiimantasyon”
sdzcugu ile yapilan taramada elde edilen c¢alismanin aynisidir. Sonug¢ olarak
toplam dort calisma incelenmistir. Anahtar soézcUklerinin  hepsinin  birlikte

kullaniimasi ile yapilan taramada ise hi¢bir sonuca ulagilamamistir.

TOKAT (Ulusal Toplu Katalog) veri tabaninda 1990-2013 yillari arasinda
argumantasyon ve matematiksel kanit slrecleri ya da bu slrecgler arasindaki
iligkiler konusunda yapilmig bir calisma olup olmadigini belirlemek amaciyla
yapilan taramada elde edilen sonuclar asagidaki tabloda veriimektedir. U¢ anahtar
s6zcugun de birlikte aratilmasi sonucunda higbir galigmaya ulasilamamisgtir.
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Cizelge 2.3: TOKAT taramasinda bulunan sonuglar 1990-2013

Bulunan Calismalar incelemeye Alinan
Calismalar

Argimantasyon 20 -

Matematiksel Kanit 1 1

Toulmin 3 3
Argumantasyon ve

Matematiksel Kanit ve i i

Toulmin
Toplam 24 4

Yurt i¢i veri tabanlarinda yapilan taramalar sonucunda inceleme altina alinan
calismalar bilgisayar ortamina kaydedilmis ve ayrintili olarak incelenmistir. Ayni
olan calismalar saptanmis; konu ile yeteri kadar ilgili olmayan c¢alismalar

elenmigtir.

Yurt disinda konuya iliskin yapilmis calismalari belirlemek igin ERIC ve
SPRINGER veri tabanlarinda ayni anahtar soézcuklerle 1990-2013 yillari
arasindaki belgelerde tarama vyapilmistir. Bdylece Educational Studies in
Mathematics, The Journal of Mathematical Behaviour, International Journal of
Science and Mathematics Education, Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik,
Journal fiir Mathematik-Didaktik, International Journal of Computers for
Mathematical Learning, Afrika Matematika, International Group for the
Physchology of Mathematics Education, Mathematics Teaching in the Middle
School, International Journal of Science and Mathematics Education, The
Educational Review, Teaching Mathematics and its Applications dergilerinde

matematik egitimi alaninda yapiimisg makaleler taranmistir.

ERIC veri tabaninda 1990-2013 yillari arasinda yapilan taramada anahtar kelime
“argumentation” olarak girildiginde matematik egitimi alaninda yapilmis 44 ¢calisma
bulunmustur. Anahtar kelimelere “mathematical proof’u da ekleyince c¢alisma
sayisi 15’e dusmdustir. Son olarak anahtar kelimelere “Toulmin’l de ekleyince

calisma sayisi 5’e inmistir.
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SPRINGER veri tabaninda yapilan taramada 1997-2013 vyillani arasinda
“argumentation” anahtar s6zcugu ile 224 calisma, “argumentation, mathematical
proof” anahtar sodzcukleri ile 136 calisma, “argumentation, mathematical proof,

Toulmin” anahtar sozcukleri ile 20 galisma bulunmustur.

Elde edilen bu galismalar ayrintili olarak incelenmisg, konu ile ilgili en temel nitelikte
olanlari belirlenmistir. Calismalarin tarihsel siralamasi géz 6nune alinmig, bu
sayede konunun silre¢ icinde gelisimi belilenmeye calisiimistir. incelenen
calismalarin referans kisimlarinda yer alan ve 6énemli oldudu duslnulen ancak
taramalar esnasinda bulunamamis c¢alismalara erigiimeye calisilmistir. Sonug
olarak 1990-2013 yillari arasinda argimantasyon ve matematiksel kanit sureglerini
karsilastirarak bu iki stre¢ arasindaki benzerlikleri ve farkliliklari ortaya koyan ve
bu iki stire¢ arasindaki iligkileri Toulmin Modeli’'ne gére analiz eden ¢alismalar bir

araya getirilmigtir.
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3. ARGUMANTASYON VE KANIT SURECLERIi ARASINDAKI
ILISKILER
Bu bdliumde argumantasyon ve matematiksel kanit sureclerini agiklayan ve bu iki
sure¢ arasindaki iliski ya da iligkileri Toulmin Model’ne goére analiz eden
calismalara tarihsel sira gozetilerek yer verilmektedir. Yapilan taramalar
sonucunda bulunan galigmalarin hepsine bu bdlimde ayrintili olarak yer vermek
yerine; konuyu en net bicimde yansitan, argumantasyon ve matematiksel kanit
sureclerini karsilastirarak bu surecler arasindaki iligkilerin analiz orneklerine agik

ve anlagilir bicimde yer veren ¢aligmalar segilmistir.

Bu cgaligmalarin bir kismi argumantasyon ve kanit sureclerini ve bu iki slrece
iliskin kavramlari agiklayici nitelikte galismalardir. Bu ¢alismalarda argimantasyon
ve matematiksel kanit streglerine iligkin bilgi verildigi ve iki sirecin benzerliklerinin

ve farkliliklarinin ortaya konuldugu goértlmektedir.

Calismalarin bir diger kismi ise bu iki sire¢ arasindaki iligkileri belirlemeye yonelik
yapilmis deneysel sureglere yer veren calismalardir. Bu galismalarda c¢esitli yas
gruplarindan ve basari seviyelerinden ogrenciler ile c¢alisiimis; 0©grencilere
geometri ya da cebir alanindan ifadeler verilerek &grencilerin gecirdikleri
argimantasyon ve matematiksel kanit surecleri incelenmistir. Bu calismalarda
ogrencilerin verilen bir ifade Uzerinde fikir yarattukleri ve ifadenin kanitina iligkin bir
hipotez ortaya koyduklari argimantasyon sureclerinin ve ardindan Urettikleri
hipotezlerini kanitladiklari kanitlama sureglerinin - Toulmin  Modeli'ne gore

analizlerinin yapildigini ve bu yolla iki surecin karsilastirnildigini gérmekteyiz.

Konuya iligskin ilk c¢alismalar geometri alaninda yapilmigtir. Sonrasinda 2000’li
yilllarda Pedemonte’nin g¢alismalari ile birlikte arastirmalarin cebir alaninda da
yapllmaya baglandigi gorulmektedir. Bu durumun ardindan geometri alaninda
yapilan analizlerde elde edilen sonuglar, cebir alaninda yapilan analizlerde elde
edilen sonuglar ile karsilastiriimaya baslanmigstir. Geometri ve cebir alaninda
yapilan analiz sonuglarin farkhliklari ve bu farkhliklarin nedenleri belirlenmeye

cahisiimigtir.

Bu bolimde yer verilen caligsmalarin tarinsel sira gozetilerek sunulmasi, konunun

tarihi gelisim surecini yansitmasi agisindan buyik énem tasimaktadir.
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3.1. Teoremlere Okuldaki Geleneksel Yaklagimin Sorgulanmasi: Teoremlerin
Biligsel Butunlugu Hakkinda Bir Hipotez

Boero, Garuti, Lemut ve Mariotti [45] bu calismalarinda, 8. Sinif 6grencilerinin
ifade Uretmelerinin ve urettikleri ifadenin kanitini yapmalarinin altinda yatan
zihinsel sureglerle ilgili bir hipotez ortaya konulmus ve bu hipotez deneysel bir

calismayla dogrulanmaya calisiimistir.
Arastirmacilarin hipotezi 8. sinif 6grencilerinin gogunlugunun

1. Hipotez Uretme surecinde ifadesi Uzerinde yogun bir argumantasyonel
aktivite ile calismasi,

2. ifadeyi kanittama asamasinda bir énceki asamada irettigi argimanlari
mantiksal bir zincire gore organize ederek iki sureci uyumlu bigimde

bagdlamasi

durumunda ifade Uretebildikleri ve ardindan (Urettikleri ifadenin kanitini

yapabildikleri seklindedir.

Ogretme deneyinin yapimi asamasinda arastirmacilar, 6grencilerin hipotez
uretebilmeleri ve argumantasyon ile matematiksel kanit sudregleri arasindaki
benzerliklerin ya da farkliliklarin goériulebilmesi igin uygun sartlar yaratmaya

calismiglardir.

Deneyde caligilan 6grenciler daha once matematiksel olan ya da olmayan farkl
alanlarda duslUncelerini yazarak argiman Uretme aliskanhgini benimsemis
ogrencilerdir. Ayni zamanda daha 6nce cebirsel alanda ve geometri alaninda ifade
uretme deneyimi yasamislar ve cebir alaninda kanit Uretme girisimlerinde
bulunmuslardir [45; 46; 47].

Calismada tasarlanan goérev, golgeler ile ilgili bir yasanti alani [45; 46; 47]
olusturarak yapilandiriimistir. Ogrenciler sinifta toplam 80 saat boyunca bu yasanti
alaninda performans gdostermislerdir. Yil icindeki (farkli giinlerde) ve bazi gunlerin
sabahinda olusan golge olaylarini dikkatli bigimde gozlemlemisler ve
kaydetmislerdir.

Golgelerin olusumu konusunun secilmesinin sebebi, bu alanin 6grencilere hipotez
Uretme imkani vermesidir. Uretilen hipotezler uzay geometrisi agisindan anlamlidir
ve durumu temsil eden gizimlerin kanit igerisine yerlestirimeden kanitin yapilmasi

kolay degildir.
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Ogrencilerden lizerinde hipotez tiretmeleri istenen durum soyle verilmistir:

Gozlemlere gore yatay zemin Uzerindeki iki dik gubugun golgeleri her
zaman paraleldir. Peki dik bir gubugun ve egik bir gubugun golgeleri
hakkinda ne sdylenebilir? Golgeler paralel olur mu? Hangi
zamanlarda? Ne zaman? Her zaman mi1? Asla mi? Hipotezinizi genel

bir ifade olarak formule ediniz.

Calismalarin bireysel ya da ciftler halinde yapilmasi konusunda segim 6grencilere
birakilmistir. Problem durumunun dinamik kesif (dynamic exploration) surecini
desteklemek icin bazi ince, uzun gubuklar ve polistiren G¢ platform alinmistir.
Codu ogrenci ince gubuklarla ve kalemlerle calismaya baslamiglardir. Neler
oldugunu gérmek icin cubuklari hareket ettirmigler ya da kendileri dizenek
etrafinda donmuslerdir. Ogrenciler gézlerini kapatarak sinifta spotlarin ya da
glnes 1s19inin  etkisini yok etmiglerdir. Bodylece hayal guglerini kullanarak
hipotezlerini olusturmaya calismislardir. Arastirmacilar bu durumu soéyle tasvir

etmektedirler: “bakan” aklin gézleri idl.

Sonrasinda 6grenciler hipotezlerini bireysel olarak yazmuslardir. Ogrencilerin
urettikleri hipotezler 6gretmen rehberliginde sinifta tartisiimis ve problem durumu

ile ilgili olarak farkli yaklasimlari yansitan dogru hipotez ifadeleri secilmistir.

Ogrencilerin problemi ortaya koymasi ve hipotezleri Gretmesi asamalari icin video
kayitlar yapilmig, tartismalar ve 6grenci-ogretmen etkilesimleri teybe kaydedilmis,
batin ogrencilerden bireysel olarak yasanan surece iliskin metin yazmalari
istenmistir. Bazi 6grencilerin hipotez olusturma ve kanit yapma sureclerine iligkin

elde edilen verilere ¢calismada yer verilmigtir.

Biz de bu galismada Beatrice adli 6grenciden elde edilen verileri konunun daha iyi

anlasilmasi adina asagida vermekteyiz:
Beatrice:

“Bir ¢ubugu diiz koymayir denedim ve digerini farkli pozisyonlarda tuttum
(saga, sola, geriye, 6ne hareket ettirerek) ve bir cetvelle paralel isinlar
olusturmaya ¢alistim. Gélgeleri bir parga kdgida ¢izdim ve gérdiim ki; eger bir
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¢ubuk saga ya da sola hareket ederse gdlgeler paralel olmuyor, 6ne ya da
arkaya hareket ederse goélgeler paralel oluyor. Bir diizlem (izerinde bir
cubugu dik tutup diger cubugu 6ne ve arkaya hareket ettirirken, iki gubuk her
zaman ayni ybénde bulunuyorlar, yani onlarin iginlari ayni yol (izerinde
karsiladiklari séylenebilir, bu nedenle gélgeler paraleldirler. Cubugu saga ve
sola yatirirken ise, iki gubuk artik ayni ybénde bulunmuyorlar, bu ylizden
glines iginlarini ayni yol Uzerinde karsilamiyorlar ve bu durumda gblgeler
paralel olmuyor. Yani eger bir ¢ubuk dik dururken digerini éne ya da arkaya

hareket ettirirsek gblgeler paralel olur.”
Kanit:

“Gélgeler paraleldir, ¢linkii dik yiizeye gelen glines iginlari egik olan ¢ubuga
dik gelmektedir. Fakat tim bunlar bize durumun neden dogru oldugunu
aciklamamaktadir. Her geyden &nce cubuklardan biri dik ve digeri egik
durmasina ragmen ayni hizada duruyorlar ve eger egik ¢ubuk dik ylizey
boyunca hareket ettirilirse gubuklarin goélgelerinin paralel olduklarini gériiriiz.

Sonug olarak gélgeler dogal olarak paralel olmak zorundadirlar.”

Ogrencinin muhakeme sureci, ifadeyi gecerli hale getirmenin gerekliligi konusunda
bilingli oldugunu gdstermektedir. “Fakat bunlarin tiimi bize ifadenin neden dogru
oldugunu agiklamaz” cimlesi bunun bir gdstergesidir. incelenen diger pek cok
metin de benzer durumlari yansitmaktadir. Glnesin hareketi ya da cubugun
hareketi ile ifadenin Uuretildigi dinamik slUrece, kanitlama surecinde tekrar
rastlanmaktadir. Ancak bu suregler arasinda dikkat ¢ekici benzerlikler olmasina
ragmen dusunme sureglerinde islevsel olarak derin farkhliklar oldugu da

goOrulmektedir.

Ogrencilerden bazilari dogru hipotez kurabilseler de hipotezlerini destekleyen
argumanlari uretememiglerdir. Bu durum, sonrasinda yapilan kanitta argumanlarin

eksik ve oldukga karmasik olmasina sebebiyet vermistir.
icinde ylksek ve disiik seviyeli égrencilerin oldugu bir grup égrenci ise yanlis
hipotez Uretmiglerdir. Bu o6grenciler 6zel durumlara yogunlasmiglardir. Sinifta

yapilan tartismalardan sonra, bu 6grencilerden bazilarinin kanitlama surecinde

bulamadiklar sebepleri kafadan attiklari/uydurduklari gérulmustir. Bu 6grencilerin
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hipotezlerini kanitlamak igin hipotezlerini yeniden kurmak zorunda kaldiklar ve

argumanlarini yeniden yapilandirdiklari gorulmastur.

Sonug olarak toplanan verilerin tutarli oldugu ve arastirmacilarin hipotezini makul
kildigi goérilmustir. Analizlere gore ifadenin Uretimi ile ilgili olarak, argimantasyon
surecindeki dusunme onemli bir iglevi yerine getirmektedir: Argimantasyon
surecindeki muhakeme 6grencilere bilingli olarak farkli alternatifleri kesfetme sansi
vermekte, asamali olarak ifadeyi Ozellestirmeye yardimci olmakta, dretilen
argiimanlarin olasihgini dogrulama imkani vermektedir. ifadenin uretimi siirecinde
zayif argumantasyonun her zaman kanitin dretimi slUrecinde argumanlarin
eksikligine yol actigi gorulmustir. Diger taraftan yanls hipotez Ureten 6gdrenciler
sonradan kaniti Uretmek icin gecerli hipotezi yeniden yapilandirma ihtiyaci

duymaktadirlar.

Bu sonuglar hipotezin Gretimi ve Uretilen hipotezin kanitinin yapimi arasinda yakin
bir iligkinin varligini gdstermistir. Dahasi ifadelerin Uretimi surecinde sunulan
bireysel argimanlar ve kanit surecinde gelistirilen muhakeme vyollari arasindaki

tutarhlik sunlari ortaya ¢ikarmigtir:

1. Bir 6grencinin ifade Uretme surecindeki argimantasyonel disunme tipini,
kanit yaparken ifadenin dogrulanmasi asamasinda devam ettirdigi,
2. Hipotez asamasindaki dinamik surecin (glnesin ya da cubugun hareketi)

neredeyse her zaman kanit asamasindaki ile ayni oldugu gértlmustur.

S6z konusu arastirmacilarin Gzerinde c¢alistiklari hipotez, geleneksel okul
yaklagimini sorgulamasi bakimindan da onemli sonuglara sahiptir. Geleneksel
okul yaklasiminda ogretmen, ogrencilere kanitlari anlayip anlamadiklarini
sormakta ve kendisinin yaptiklarini tekrar etmelerini istemektedir. Sadece son
asamada 6gretmen genellikle de en iyi seviyedeki 6grencilere ifadenin kanitini
sormakta, bu durumda bile kanit ¢godunlukla 6grenci tarafindan Uretilmemekte;
Oogretmenin Onerdigi ya da yonlendirdigi sekilde olmaktadir. Cok nadiren
ogrencilerden kendi kendilerine hipotez Uretmeleri istenmektedir. Oysaki bu
calismada elde edilen sonuglara goére ifade Uzerinde, ifadenin kanitina yonelik
hipotezler uretmek, o6grencilere kanitlarini yapilandirmalari konusunda bulyuk
dlglide yardimci olmaktadir. Ogretmenler kanit égretiminde 6grencilerine kanitini

yapacaklari ifade Uzerinde hipotez Uretme sansi tanimali, hipotez olusturma
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asamasinda Urettikleri argumanlari kanitlarinda vyapilandirma konusunda
yonlendirici olmalidirlar. CUnkl oOgrenciler argumantasyon surecinde Urettikleri
argumanlarini kanit asamasinda da devam ettirebildikleri olgude gecerli kanit
yapma olasiliklarini arttirmaktadirlar.

3.2. Hipotezleri (Konjektiirleri) Uretmede ve Kanitlamada Temel Olan Bazi
Dinamik Zihinsel Suregler

Boero, Garuti ve Mariotti [48], 3.1.’de yer verilen galismalarindaki ayni deneyi ve
analiz sonuglarini temel alarak bu c¢alismayl yapmislardir. Bu c¢alismanin
matematikte hipotezlerin tretimi ve kanitlanmasi sureclerinin altinda yatan zihinsel
surecleri analiz etmeye yonelik olarak yapildigi belirtiimektedir. Bu tip analizlerin,
hipotez ve kanit dretimini gerektiren uygun problem durumlarini ve sinif
¢alismalarini  6grencilerin  buyuk c¢ogunlugunun basarili olmasini saglayacak

sekilde duzenlemek agisindan bizlere ipuglari verecegi dugunulmektedir.

Bu calismada, “s6z konusu égretme deneyi ile matematiksel hipotezleri tiretme ve
kanitlama arasinda bir iliski var midir?” sorusuna cevap aranmistir. Bu ¢calismanin
hipotezi, hem hipotez uretimi asamasinda hem de kanit yapimi boyunca problem
durumunun dinamik kesfinin géz 6ndne alinmasinin 6énemli olduguna yodnelik

olarak soyle belirlenmigtir:

1. Hipotez Uretimi ile ilgili olarak: Ifadenin kosul kismi problem durumunun
dinamik kesfinin bir Grinu olabilir: “eger... , 0 zaman...”

2. Kanit yapimi ile ilgili olarak: Bir ifadenin yeter kosulu igin kanit, 6zel bir
durumun dinamik kesfinin bir Grind olabilir. Bir ifadenin gerek ve yeter
kosulu igin (“... ancak ve ancak ...”) kosulun gerekli oldugunu kanitlamak,

problem durumunun dinamik kesfini surdurerek yapilabilir.

Bu oOgretme deneyinde, golgeler ile ilgili dinamik 6grenme ortami 6grencilerin

problem durumunu dinamik olarak kesfedebilmeleri icin segilmistir.
Aktiviteler asagidaki adimlara gore organize edilmistir.
1. Problemi kurmak

Ogrenciler kendi tercihlerini yaparak bireysel ya da ciftler halinde calismiglardir.
Problem durumunun dinamik kesif stirecini desteklemek igin 6grencilere ince, uzun

ve polistiren gubuklar dagitiimistir.
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2. Hipotezler Uretmek

GCodu oOgrenci ince c¢ubuklarla ya da kalemlerle c¢alismaya baslamislardir.
Cubuklari hareket ettirmigler ya da neler oldugunu gérmek igin kendileri dizenek
etrafinda dénmuslerdir. Ogrenciler gozlerini kapatmislardir. Sinifta glines 1s1ginin
ya da spot igiklarinin olmamasi, formule ettikleri hipotezleri dogrulamalarini
engellemigstir; arastirmacilarin tasvir ettikleri sekilde sodyleyecek olursak; “akil
gozleri ile gbrmeye” calismislardir. Daha sonra 6grenciler hipotezlerini bireysel

olarak yazmiglardir.
3. Hipotezleri tartismak

Ogretmen yardimiyla dogru hipotez ifadeleri bulunana kadar hipotezler sinifta

tartisiimigtir.
4. ifadeleri diizenlemek

Hipotezlerin 6gretmen rehberliginde tartisiimasinin ardindan baz ifadeler

bulunmustur.
“Eger glnes isinlari egik ¢ubugun ylzeyine dik geliyorsa, gblgeler paralel
olur.”
“Eger egik cubuk, lzerine giines i1sinlari dik gelen bir yiizey boyunca hareket
ettirilirse, o zaman gélgeler paralel olur.”
“Iki cubugun gélgeleri yalnizca (ancak ve ancak) edik cubudun yiizeyine
glines 1sinlari dik geldiginde paralel olur.”

ik iki ifade 6grencilerin probleme yaklasim sekillerindeki glinesin hareketi ve

gubuklarin hareketi ile ilgili iki farkli tarzi ortaya koymaktadir. Ugiincli ifade ise

goOlgelerin paralel oldugu durumun tekligini agiklamaktadir.

Yapilan diger tartismalardan sonra iki ifadenin birlestiriimis yapisi asagida
verilmigtir:
“Eger glines iginlari egik ¢ubugun dik ylizeyine geliyorsa, golgeler paralel
olur. Gélgeler paraleldir, yalnizca (ancak ve ancak) egik ¢ubugun ylizeyine

glines isinlari dik geldiginde.”
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“Eger egik cubuk, lzerine glnes iginlari gelen dik bir ylizey lizerinde ise,
golgeler paralel olur. Gélgeler paraleldir, yalnizca (ancak ve ancak) egik

cubuk, gines isinlarinin geldigi dik bir ylizey lizerinde oldugunda.”
5. Kanita Hazirlik
Kanita hazirlik i¢in sunlar yapiimistir:

e Ogrencilerin Urettigi hipotezlerden segilen hipotez ile “ifadeleri diizenleme”
asamasinda belirlenmis ifadeler arasindaki benzerlikler ve farkliliklar icin
bireysel arastirma,

o ‘Deneyle hipotezimizi test etmenin olasiligi hakkinda ne disintyorsunuz?”
seklinde verilen bireysel gorevin yapimi,

o ‘Deneyle hipotezimizi test etmenin olasiligi hakkinda ne disintyorsunuz?”

sorusuna ogrencilerin verdikleri cevaplar Uzerine bir tartisma.

Tartisma boyunca, ogrenciler deneysel testin ¢ok zor oldugunu anlamislardir.
Cunku test sirasinda gunesin ve gubuklarin sonsuz sayida pozisyonunu disundp,
bu durumlarda neler oldugunu kontrol etmek gerekmektedir. Bu aktivite boyunca
ogrencilerin 6nyargisiz ve elestirel bicimde ifadeler lzerinde disinmelerine firsat
verilmigtir. Bu slre iginde 6grenciler kanit yapma konusunda motive edilmiglerdir.
Son asamada o6grencilerden tum aktivite ile ilgili olarak evde bireysel bir rapor

yazmalari istenmisgtir.

Ogretme deneyinde elde edilen sonuglar, arastirmacilarin  hipotezini
dogrulamaktadir. Ogrencilerin biyik codunlugu ifade olusturmada ve ardindan
kanit yapiminda iretici olarak yer almistir. ilk asama olan ‘“problemi kurma”
asamasinda, hipotez Uretimi boyunca problem durumu UGzerindeki dinamik kesifle
ilgili olarak yapilan videoteyp analizleri gostermektedir ki, 6grencilerin yarisi kadari
farkh yollarla problem durumunun dinamik kesfini yapmiglardir. Gunesin, egik
cubugun ve gubugu destekleyen platformun hareketinin ve kendi hareketlerinin
hayalini canlandirmaya calismiglardir. Ogrencilerin  bir kisminin  bireysel

metinlerinde problem durumunun dinamik kesfinden belirgin izler bulunmaktadir.

Calismada bazi 6grencilerden elde edilen verilere de yer verilmektedir. Biz de bu
calismada Simone adli 6grenciden elde edilen verileri konunun daha liyi

anlasilmasi adina asagida vermekteyiz.
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Simone:

“Eger dik duran iki ¢ubuk ddglintirsek, giines iki ¢ubugu ayni dogrultuda
goriyorsa golgeler paralel olur. Eger bir kisinin glines konumunda gubuklarin
etrafinda dolastigini digtndrsek, gubuklar paralel durdugunda gélgelerin de
iki gubugun pozisyonunda farklilik gérilmedigi sidrece paralel olduklari

gbzlenebilir.”

Bazi yanlis hipotezlere de rastlanmistir. ikinci asamanin basinda, bazi égrenciler
golgelerin her zaman paralel olduklari hipotezini kurmuslardir. Gegmis okul

deneyimlerine dayanarak bunu bir gesit kural, ilke olarak diugunmuslerdir:
“Glnes 1sinlari paraleldir, 6yleyse paralel gélgeler olustururlar.”

Gunesin ve gubuklarin farkli hareketleri ile yeni alternatifler kesfeden égrenciler de

olmustur. Bunlardan Biri Lucia’dir.
Lucia:

“Gélgelerin paralel olduklarini disiindyorum ¢linkl egik ¢ubuk, zeminde dik
duran normal bir obje gibi islev gésterir. Oyleyse isinlar biitiin objeler igin

ayni dogrultuda ise, gblgeler paralel olacaktir.
...fikrimi degistirdim...

Kiiglk bir model yaparak gblgelerin paralelliginin glnegin pozisyonuna
dayandigini bulduk. Eger glinesi ¢ubuklarin arkasina ya da 6nine alirsak,
gélgeler paraleldir ancak eger glines, ¢ubuklara yanlardan vuruyorsa gélgeler

paralel olmaz ve aralarinda bir a¢i olustururlar.”

ikinci asama olan “hipotezler iretme” asamasi incelendiginde goriilmektedir ki,
durumun dinamik kesfi dogru olarak kabul edilen (paralel gubuklar paralel gélgeler
tretirler) ve dogrulanan (golgeler paraleldir) 6zellikler arasinda mantiksal baglanti
olusturmaktadir. Kanitin yapimi sirecinde uygulanan dinamik kesif, hipotezin
uretimi surecinde uygulanan ile dikkate deger benzerlikler gosterir. Bu iki kesif

sureci yalnizca disunme surecindeki iglevleri agisindan farklihk géstermektedirler.

Uclincli basamak olan “hipotezleri tartisma” asamasi ile ilgili olarak arastirmacilar,
bazi 6grencilerin gunesi ya da onun isinlarinin gelis pozisyonunu degistirdiklerini,

bazi 6grencilerin ise gubugu hareket ettirdiklerini gérmuslerdir.
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Verilerin analizlerini 6zetleyecek olursak, ogrenciler deneyin basinda golge olayi
uzerine hipotezlerini Uretmiglerdir. Hipotezlerini dogruladiklarinda muhakeme
yoluyla ifadenin dogrulugunu elde etmek zorunda olduklari gergeginin farkina
varmiglardir. Cogu deduktif muhakeme yoluyla gecerli bir kanit yapmayi
basarmigtir. Muhakemelerine dogru oldugunu dusundukleri 6zelliklerden
baslamiglar (“iki dik ¢cubuk paralel gélgeler lretirler”) ve kendi yazdiklari senaryo

icinde ifadenin dogrulugunu elde etmislerdir.

Bu yolla 6grenciler ne geometrik bir ifade Uretmigler ne de formel bir kanit
yapmiglardir; ne nesneler geometrik birimlerdir, ne de deduksiyon formel bir
ctkarimdir. Fakat ogrencilerin yaptiklari deduktif muhakeme matematiksel bir
kanitin yapimi ile pek c¢ok benzer 0ozellik tagimaktadir. Dahasi ogrencilerin
yaptiklari aktivitenin tamami, matematikgilerin hipotez Uretirken ve bazi
matematiksel alanlarda (6rnegin diferansiyel geometri) kanit yaparken

gerceklestirdikleri galismalari ile pek gok benzer 6zellik tasimaktadir.

Aslinda sanilanin aksine, matematikgiler kanit yazmanin sadece son asamasinda
formel kanit fikrini yakalarlar. Kanit yapimi boyunca argimanlarin arastiriimasi ve
deduktif bir yolla zincirlenmesi c¢ogunlukla deneysel yollarla yapilir, benzer
modeller referans gosterilir ve dugunulen ifadelerin anlamlari g6z onine alinir
(Albert & Thomas, 1991, akt. [48]).

Boero vd., [48]'ne goére, hipotez olusturma sureclerini gelistirmek icin gdlge
deneyindekine benzer olarak uygun (Ozellikle “dinamik geometri” alaninda,
Goldenberg & Cuoco, 1995, akt. [48]) pek ¢ok 6grenme ortami gelistirilebilir. Cabri,
Geometer Supposer ya da Geometer Sketchpad (Bartolini Bussi, 1995, akt. [48])
gibi programlar yardimiyla golge deneyindekine benzer yasanti alanlar
olugturulabilir.  Bunun gibi o6grenme ortamlarindaki analiz sonuglarinin

kargilastiriimasi farkli potansiyelleri ve limitleri belirleme sansi verecektir.

3.3. Geometri Teoremlerine Epistemolojik ve Biligsel Bir Yaklagim

Mariotti, Bartolini Bussi, Boero, Franca Ferri, Garuti [25] bu galismalarinda ifade
uretme (hipotez olusturma) sureci ve uretilen ifadenin kanitinin yapimi arasinda
ortaya cikan bir gesit surekliligin alti gizmekte ve bu sureklilige iliskin ornekler

vermektedirler.
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ifade Uretme (hipotez olusturma) ve Uretilen ifadenin kanitini yapma arasindaki
iliskide neyin rol oynadigi uzun suredir merak konusudur (Alibert & Thomas, 1991,
Lakatos, 1976; Thurston, 1994, akt. [25]). Bu iki stre¢ arasinda ifadenin Uretimine
yonelik argimantasyon tabanli disinmenin 6nemli bir islevi yerine getirdigi
gOrulmustur. Boero, Garuti, Lemut ve Mariotti [45]'nin de belirtmis oldugu gibi,
argumantasyonel dusunme oOgrencilerin farkl alternatifleri  bilingli olarak
kesfetmelerini, ifadeyi asamali bicimde Ozellestirmelerini ve Uretilen hipotezin
olasiligini dogrulamalarini saglamaktadir. Diger taraftan yanlis hipotez Ureten
ogrenciler sonradan kaniti yapmak icin gegerli hipotezi yeniden yapilandirma
ihtiyaci hissetmektedirler. Bu durum hipotez Uretimi ve kanit yapma arasindaki
yakin iligskiyi gostermektedir. Dahasi, ifadelerin Uretimi strecinde ortaya konulan
argumanlar ve kanit surecinde gelistirilen muhakeme yollari arasindaki tutarlilik

sunlarin gostergesi olmustur:

1. Bir 6grencinin ifadenin Uretimi strecinde yaptigli argimantasyonel disinme
bicimi, kanitta ifadenin dogrulanmasi sirasinda ¢ogunlukla benzer dilsel

ifadeler ile devam ettirilir.

2. Hipotez asamasinda kullanilan dinamik sure¢ kanit asamasinda kullanilan

dinamik sureg ¢esidi ile neredeyse her zaman aynidir.

Bu calismada okullarda kanitin geleneksel 6gretim tarzindaki eksik taraflarin da
alti cizilmektedir. Okullarda kanitin geleneksel 6gretim tarzina goére, 6grenciler
hipotezlerin  Uretilmesi asamasinda nadiren yer almaktadirlar. Ogretmen
ogrencilere ifadeyi hazir olarak vererek ogrencinin kendisinin ifade Uretmesine
iliskin siireci atlamasina sebep olmaktadir. ifadeyi kendisi lretmeyen ve
dolayisiyla da ifadenin kanitina yonelik hipotez olusturma surecini geciremeyen
ogrenci, ifadenin kanitini yapmakta da zorlanmaktadir. Clnkl ifadenin kanitinda
ifadeyi yeniden kendi zihninde yapilandirmaya calismaktadir, oysaki kanit
baglamigken bu biligssel karmasikligin yasanmasi her gsey igin ¢ok ge¢ kalindigi
anlamina gelmektedir. Arastirmacilara gore, 0ogrenci adi gegen biligsel
karmasikligi kaniti istenen ifade Uzerinde hipotez olusturma sirecinde
yasamalidir. Hipotezini olusturdugu argumantasyon surecinde biligsel karmasikligi

atlatan 6grenci, ifadenin kanitini yapmakta da zorlanmayacaktir.
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3.4. Teoremlerin Biligsel Biitiinlugli ve Kanit Yapmanin Zorlugu

Garuti, Boero ve Lemut [19] bu calismalarinda okulda geometri teoremlerini
kanitlarken ogrencilerin karsilastiklari bazi zorluklari yorumlamak igin 6zel teorik
bir yapi tanimlamaktadirlar. Bir teoremin bilissel biitiinliigd (cognitive unity of a
theorem) olarak adlandirilan bu yapl, bir hipotezin tretimi ile onun kanitinin Gretimi
arasinda ortaya cikan surekliligi temel almaktadir. Biligsel butunluk kavraminin
bazi calismalarda “bilissel stireklilik” olarak da kullanildigi goérulmektedir. Bu

sureklilik soyle ifade edilmektedir:

Hipotezin Uretimi sUrecinde, 6grenci segimlerinin olasihgini dogrulamasi ile
islevsel olarak i¢ ice gecen yodun bir argimantasyon aktivitesi ile ifadesi
uzerinde adim adim c¢aligir. Bir sonraki kanittama asamasinda, ogrenci
uretmis oldugu argumanlarin bazilarini mantiksal bir zincir halinde organize

ederek kanitlama surecini, argimantasyon sureci ile tutarl bir yolla birlegtirir.

Bu yap fikri ilk olarak geometricilerin yapmis olduklari calismalardaki analizler
sonucunda ortaya ¢ikmistir. S6z konusu c¢alismalarda bir ifadenin Uretilmesi ve
onun kanitinin yapilmasi arasindaki sureklilige dair pek ¢ok érnege yer verilmistir
(Lakatos, 1976; Thurston, 1994, akt. [19]).

Hipotez Uretme slreci ile kanit yapimi slreci arasinda bilissel butinligun
deneysel kanitlarina rastlanmasinin ardindan, arastirmacilar argiimantasyon ile
kanit yapma sureci arasindaki belirgin farklara ragmen bu iki sUre¢ arasindaki

baglantiy1 arastirmaya yonelmislerdir.
Bu arastirmada bu amaca yonelik olarak hipotezlerini soyle belirlemiglerdir:

ifadenin kesfi ile kanitlama siireci arasindaki bilissel bosluk ne kadar

blyuUkse, kanitlama slreci o kadar zor olmaktadir.
Bu hipotez dogrultusunda cevabi aranan arastirma sorulari ise soyledir:

1. Biligsel butunlik arastirmacilarin ve 6gretmenlerin, 6grencilerin verilen bir
ifadeyi kanitlamak zorunda kaldiklarinda yasadiklari zorluklari tahmin
etmeleri ve yorumlamalari igin bir arag olarak kullanilabilir mi?

2. Biligsel butlnlik kavrami égretmenlerin, 6grencilerinin ifadeyi olusturma ve
ifadenin kaniti yapma suregleri arasindaki surekliligi kurmalarini saglayacak

tarzda gorevler hazirlamalarini saglayabilir mi?

43



Hipotezde adi gegen bosluk, oOgrencilerin argimantasyon surecinden kanita
gecerken atlatmalari gereken bir engel niteligindedir. Bu boslugu, yani bir anlamda
argumantasyon ve kanit slrecleri arasindaki mesafeyi doldurabilen bir 6grenci
kaniti da buyuk olasilikla dogru yapmaktadir. Ancak ogrenciler bu boslugun
farkinda olmayip, bir ifadeyi destekleyen argimantasyon urettiklerinde kendilerini
ifadeyi kanitlamig gibi hissedebilmektedirler. Bu durum argimantasyon ve kanit
sureglerinin  benzerliginden etkilenerek, ogrencinin argumantasyon ve kanit

arasindaki boglugu dolduramamasindan kaynaklanmaktadir.

Arastirmacilar bu ¢galisma kapsaminda, dinamik kesif surecinde buyuk rol oynayan
“dénisimsel dlsinme” kavramindan da bahsetmektedirler. Kanitin yapimina
yardimci oldugu dastnulen dinamik kesif surecini [45], hayali olarak ya da somut
olarak sekillerin dénlsumleri olarak tanimlamaktadirlar. Simon [49]'a gdre,
dénlisiimsel diistinme matematiksel bir durumun déndsimunu (transformation) ve
bu déntsimuin sonuglarini disunmeyi saglayan fikir yaratme tarzidir. Teoremleri
genellerken, matematiksel fikirler ile bu fikirlerin gecerliligi arasinda baglanti
kurarken doénustimsel dustinme kullanilabilir. Farkh nesnelerin farkli seviyelerde
donugumlerini yapmak mumkuandur: Tamamen sentaktik (s6z dizimsel) fakat bir
amaca yonelik yapilan donusum (cebirsel donusum temelli bazi kanit sureclerinde
oldugu gibi; [25]); kanitlamasi daha kolay bir baska ifade elde etmek icin yapilan
doénlsum ya da verilen bir ifadeyi bir baska dile gevirmek (6rnedin sdzel verilen bir
ifadenin cebirsel dile donusumu gibi) seklinde yapilan donusim gibi. Garuti vd.,
[19], bu galismada kanitin, bir ifadenin dondsumlerinin mantiksal kurallara goére

olusturulan bir zinciri olarak dustnuUlebilecegini iddia etmektedirler.

Garuti vd., [19], arastirmanin basinda belirledikleri hipotezlerinde adi gegen bilissel
boslugun, ifade Uzerinde hipotez uretilmesi ya da yapilacak uygun dénuasumler ile
azaltilabilecegini dusunmektedirler (ifadenin formulasyonu ile ya da formulasyon
ile temsil edilen durum, velya da referans teori, vb. yoluyla). Bu nedenle hipotez
uretme surecinin ve ifade Uzerinde yapilacak gesitli tirden doénistimlerin, kanit

yapimi i¢in oldukca gerekli ve 6nemli oldugunu disunmektedirler.
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Calismada cebir alanindan (temel sayilar teorisi) bazi ifadeler secilmistir. Butin
gorevler “... oldugunu kanitlayin” seklinde verilmistir. Calismada veriler 7. siniftan
Universite seviyesine kadar olan o6grencilerden elde edilmigtir. Calisma
kapsaminda bazi 6grencilerin hipotez olusturma ve kanit yapma sureglerine yer
verilmigtir. Bu ornekler genel durumu yansitmalarindan dolayr temsili ornekler

olarak segilmistir.

Ogrencilere sorulan ilk problem durumu asagida verildigi sekildedir:

iki ardisik tek sayinin toplaminin 4’in kati oldugunu kanitlayin.

Burada iki 6grencinin ¢éztimlerine yer verilmigtir:
10. sinif 6grencisi:

“2k+1 ve 2k+3 olarak iki ardigik tek sayi yazabilirim, bdéylece
(2k+1)+(2k+3)=4k+4=4(k+1) bulurum. Bu elde ettigim sayi 4’iin katidir.”

Bu 6grenci ifadeyi hemen igsellestirmistir, iki ardisik tek sayinin toplamini uygun
bir yolla yazmigtir. Bunu vyaparken soOzel dili cebirsel dile donusturdugu
gOrulmustir. Sonra da uygun standart cebirsel dontusumler yapmistir. Elde edilen

son formulin yorumu, ifadeyi gecerli hale getirmistir.
7. sinif 6grencisi:
“Bazi testler yapmaliyim: 3+5=8; 1+3=4; 5+7=12.
Simdi bu toplamalari séyle yazabilirim: 3+5=3+1+5-1=4+4=8.

Bu islem, sb6z konusu tek sayilarin arasindaki c¢ift sayiyr kendisi ile

toplamaktir ve ¢ift bir sayinin 2 kati her zaman 4°(in kati olur.”

Bu durumda, 6grenci cebirsel dili bilmemektedir, yani burada 6grencinin ifadeyi
cebirsel dile donistirmesi igin dnce ifadeyi kesfetmesi gereklidir. Ogrencinin
ifadeyi kesfettigi yer, ardisik iki tek sayiyl toplamanin bu ardisik iki tek sayi
arasindaki ¢ift saylyr kendisi ile toplamak anlamina geldigini gdsterdigi yerdir.
Yapilan dénusumin yorumu (“bir ¢ift sayinin 2 kati...”), ifadenin gecerliligini
saglamaktadir. Arastirmacilar, burada 6grencinin “2 c¢ift sayinin toplami c¢ifttir’
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Ozelligini kullandigini, yani ‘“referans teori” olarak sayilarin ¢ok temel bir teorisi

cercevesinde hareket ettigini belirtmektedirler.

ilk ornekte cebirsel dil kullanilirken, ikincisinde giinlik dilin kullanildig
gériilmektedir. iki kanittama siireci arasindaki farkliliklara ragmen her iki durumda
da ifadenin i¢sellestiriimesi ile kanitinin yapilmasi arasinda sureklilik vardir. Her iki

ornekte de, dgrenciler ifadeyi donusturmekte zorlanmamiglardir.

ikinci problem durumu ise asagida verilen sekilde sorulmustur:

“p ve q tek sayi olduklarinda, (p —1)(q%? —1)/8 in ¢ift say! oldugunu
kanitlayiniz” (Arzarello, 1993, akt. [17]).

Calismada yer verilmek Uzere segilen 6rnek, 4. sinif bir Universite 6grencisinden
alinmistir. Analizi kolaylastirmak igin, 6grencinin metni asagida goéruldugu gibi

bolumlere ayriimistir.

Bolum 1:

“pve qtekise,o0zamanp =2n+1ve g = 2m+ 1 olur.”
Bolum 2:

“Formiilii analiz etmeliyim: (p — 1) gifttir, q? tektir, o zaman g2 — 1 de gift olur.
Oyleyse (p —1)(q? — 1) ¢ift olur, ¢iinkii ¢ift sayilarin ¢arpimi da cifttir. Fakat bu
yolla higbir sonug¢ elde edemem. Clinkli her zaman bir ¢ift sayinin bir baska ¢ift

say! ile béliimiinin ¢ift olacagi kesin degildir.”
Bolum 3:
“Bir déniigtim deneyeyim:

[(2m+1)? —1] 4m?+4m+1-1 m?+m
2n+1-1) 3 =2n 3 =2n4 3 "

Bolim 4:
“Egerp =1veq=3ise,0x 8/8;

p=5veq="7ise 0zaman 4 x 48/8;
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p=11ve g = 13ise 0 zaman 10 X 168/8 = 210 olur.

Oyle gériiniiyor ki, q yerine bir tek sayi koydugumuzda, q? — 1 her zaman 8 ile
bélinebiliyor. Eger bunu genel olarak kanitlayabilirsem, her sey harika olur. Clnki
bu noktada bir tam sayi ile kesin olarak ¢ift oldugunu bildigimiz  bir

sayiyi ¢arpiyoruz. O halde, sonucun ¢ift olacagr agiktir.”
Bolim 5:

“Simdi sunu kanitlamaliyim. EJer q tek ise q*> — 1 her zaman 8’in katidir. g=2n+1
ise g2—1=4n’+4n+1—-1=4n(n+1)olur. Bu ifade en azindan 4 ile
béliinebilmektedir. Geriye kalan disdnilmesi gereken ifade n(n+1)'dir. Bu ifade
kesinlikle 2 ile béliinebilmektedir. Clinki n ¢iftse zaten bu ifade de otomatik olarak
cift olur. n tek ise, bu kez (n+1) ifadesi ¢ift olur. Buradan q* — 1 ifadesinin 8’in kati

oldugunu anlayabiliriz.”
Bolum 6:

‘0 ve g tek ise, (»p — 1)(g? — 1)/8 cift oldudunu biliyorum. Sonuca g% — 1’in 8 ile

boliinebildiginin gésterilmesi ile ulasilir.”

Bu 6grencinin performansini analiz eden arastirmacilar su sonuglara ulagsmislardir:

1. ik bélimler (bdlim 1, bolim 2 ve bélim 3) gérinlste hicbir yere
dayanmamaktadir, fakat ifadenin kesfine amacgsizca hizmet etmektedirler.
Ogrenci bir seyler bulmak igcin zemini test etmekte gibidir. Fakat bunu
yaparken bilingli ya da bir seyleri bilerek veya planlayarak yapmamaktadir.
Asil anlamli kisim Bolum 4’te ortaya c¢ikmaktadir. Bu kisimda sayisal
testlerin yapilmasi ve bir hipoteze dayanan duzenin goézlenmesi seklinde
ortaya cikan tutum tipik bir hipotez olusturmaya yoénelik olarak
yapilmaktadir. Bolum 6’da alti gizili cimle sunu gostermektedir: Bir ifadenin
kesfi boyunca “Eger B'yi kanitlayabilirsem, o zaman A’yi da kanitlamig
olurum” noktasina ¢ok sik variimaktadir. Bu noktadan itibaren, dégrencinin
igslemleri bir amaca yoneliktir; bilerek ve ilerisini dusunerek hareket
etmektedir.

2. Ifadenin kesfi dgrenciyi yeni bir teorem Uretmeye yénlendirmistir: “Eger q
tek ise, (q% — 1) 8'in katidir.”
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3. Bolim 4 ve Bolum 5 incelendiginde, cumlelerin statisunde bir degisiklik
gbze carpmaktadir: “(q% — 1) 8 ile bélinir”. Ashnda, baslangigta bu bir
hipotez olarak dustntimistir. Ogrenci bunun dogrulugu konusunda emin
degildir ve soyle yazar: “Oyle gériiniiyor ki”. Sonra bu hipotez kanitlanmasi
gereken bir ifadeye dénusur ve 6grenci Bolim 5’e “kanitlamam gereken

sey” diyerek baglar.

Arastirmacilar bu &grencinin ifadeyi doénustirme yoluyla igsellestirdigini ve
donusturulen ifadenin kesfi ile kanitlama sureci arasinda sureklilik kurdugunu
sOylemektedirler. Mecazi olarak ifadenin kesfi ile 6grenci bir digumu ¢dzmeye

calismig, sonra ipligi takip ederek kanit tomarini inga etmigtir.

Metinleri benzer sekilde bélimlere ayirarak analiz edilen 6grencilerden bazilar
Bolum 3’te verilen ve standart cebirsel dontigumler ile elde ettikleri ayni formulin
yorumunda zorluklarla kargilasmiglardir. Bazilari (Bolum 2’de goéruldugu gibi)
ifadeyi (p-1) ve (g2 — 1)’in garpiminin gift sayl oldugunu yazarak kanitladiklarini

dusunmugler ve bunu yeterli gorerek kanitlarini sonlandirmiglardir.

Arastirmacilara gore, bu problem durumunda kanitlanacak ifadenin kesfi ve kaniti
arasindaki bosluk, bir 6nceki problem durumundakinden daha buayuktar. Cunku
ifadenin ic¢sellestiriimesi daha karmasik bir doénlsum gerektirmektedir. Yani

ifadenin kesfi ile kaniti arasindaki surekliligi saglayan ipligi bulmak daha zordur.

Bir diger problem durumu ise soyle sorulmustur:

Eger iki sayl aralarinda asal ise, bu sayilarin toplamlarinin da bu
sayllarin her biri ile aralarinda asal oldugunu kanitlayin (Euclid’in
Elementleri, Kitap 7, Prop. 28; Heath, 1956, akt. [17]).

Calismada analizine yer verilen 6rnek Universite 4. sinifta olan bir matematik
dgrencisinden alinmigtir.  Ogrencinin  metninin  analizi bir 6nceki problem
durumunun analizinde oldugu gibi bolimlere ayrilarak yapilmistir. Asagida bu

bdlumlere yer veriimektedir.
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Bolum 1:

“‘EBOB (a, b) = 1 ise EBOB (a, a+b) = 1 ve EBOB (b, a+b) =7 oldugunu géstermek

icin celiski ile akil ylritmeyi deneyecegim.

Eger EBOB (a, atb) = ¢ ve ¢, 1’den farkl bir sayi ise o zaman (a+b)/c = n olur. Bu

ise a/c + b/c = n demektir.

Buradan higbir sey séyleyemem, c¢ilinkii érnegin 1/2 + 1/2 = 1; fakat 1, 2 ile

boéliinmemektedir”.
Boliim 2:

“c = EBOB (a, atb) oldugundan, buradan c’nin hem a’yi hem de a+b’yi béldiigi
sonucu g¢ikar. O halde (a+b)/c = n ve a/c = m ise buradan b/c=n-m olur. Buradan

c’nin hem a’yi hem de b’yi béldligl sonucu ¢ikar. Bu ise kabuliimuizle geligir”.
Bolim 3:

“Bunun dogru oldugunu dlsiniyorum, daha iyi sekilde formiile etmeye

calisacagim:
EBOB (a, atb) = ¢ ve ¢ 1'den farkli olmak (izere; a+b = cn, a = cm [*],
(a+b)/c = n, a/lc+b/c = n, m+b/c = n; b/c =n-m =m'o zaman b = cm’olur.

a ve b en azindan c ortak bélenine sahiptir, fakat bu durum EBOB (a, b) = 1 ile
celiski yaratir. Celiski ile sebep bulma fikri aklima geldi, ¢linkii bu tipte seyleri

kanitlamak zorunda oldugumda hemen bu yéntem aklima geliyor.”
Arastirmacilar bu analiz sonucunda su saptamalarda bulunmuslardir:

1. Bolium 1’de 6grenci ifadeyi sembolik dile ¢evirir ve “aralarinda asal olma”
ifadesini EBOB(...) = 1 sekline donusturir. Daha sonra bir takim standart
cebirsel donusumler yapar, ancak bu donugumleri higbir yere
dayandiramaz. “EBOB (a, a+b) = ¢; ¢ 1’den farkli olmak (lizere” ifadesini
‘atb = cn” seklinde sadece kismi olarak yorumlamigtir.

2. “EBOB (a, atb) = c¢; ¢ 1den farkli olmak (izere” ifadesinin butunuyle
kullanimi Bélim 2'de gergeklesmektedir. Ogrenci “c = EBOB(a, a+b)”
seklinde ifade edilen formult “c hem a’yi hem de a+b’yi béler’ olarak

yorumlar. Bu ifadeyi, kolay ve etkili cebirsel donisim saglayan formdllere
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donustarar. Bu kisim 6grencinin olusturdugu onceki ifadesi ile sureklilik
kurarak ifadeyi kanittamasini saglamaktadir.

3. [*] ile igaretli olan kisim Bolim 1’deki eksik kisimdir. Bélim 2’de yapilan
kesiften sonra bu kisim acgik hale gelmistir.

4. Celigki ile yapilan bir kanit bu 6grenci igin higbir zorluk olusturmamaktadir.

Bir kez daha gorulmustur ki, eger ifade acgik olmayan mantiksal bir icerige sahipse,
ifadenin kesfi daha zor olmaktadir. Bu durumda ifadenin kesfi ve kanitlama streci
arasinda daha buyuk bir bosluk olusmaktadir. Sonug olarak kesif ifadenin igine
tam olarak giremeyip, ifadenin formel donusumleri seviyesinde kalabilmektedir

(6rnegin “aralarinda asal olmak” tan “EBOB(...) = 1”e donusum gibi).

Yapilan incelemelerde bazi 6grencilerin geliski bulmaya c¢alisarak muhakeme
yaparken, “a’nin b’nin bir kati” (ya da “b’nin a’nin bir kati”) oldugunu sandiklari
gOrulmustar. Bu dgrencilerin “iki sayinin ortak bdlenlere sahip olmasi (iki sayinin
ebob’u)” durumunu yanlis bildikleri ortaya ¢ikmistir. Bu sonug¢ arastirmacilarin
hipotezini bir kez daha dogrular niteliktedir. Yani ifadenin kesfi ile kanitlama sureci
arasindaki biligsel bosluk ne kadar buylukse, kanitlama sureci o kadar zor

olmaktadir.

Garuti, Boero, Lemut [19Tun bu problemden elde edilen verilerin analizi

sonucunda su sonuglara ulasmiglardir:

1. Ogretmenin dgrencilerine kanitlanmak Gzere bir ifadeyi sunus sekli oldukga
donemlidir. Ozellikle kanit yapma konusunda vyeni olan, baslangi¢
seviyesindeki ogrenciler igin ifadenin sunulus bigimi ayr bir 6nem
tagimaktadir. Ogrencilere problem durumunun “ ... oldugunu kanitlayin”
seklinde veriimesi durumunda o6grenci hipotez olusturma slreci
gecirmediginden, argumantasyon ile kanit arasinda  butunlik
kuramamaktadir. BUtinluk yalnizca ifadenin kesfi surecinde tekrar
kullaniimasi ile kurulabilmektedir. Bu ise butin donglnin 6grenci tarafindan
yeniden vyapilandiriimasi gerektigi anlamina gelmektedir. Bu dongu;
kegfetme, bir hipotez dretme, kesfe geri dénme, kanit organize etme
adimlarini takip edecektir.

2. Kaniti basariyla Ureten 6grencilerin ise problem durumunun dinamik bir

kesfi ile hipotezlerini gecgerli hale getirdikleri gortlmustir. Ogrenciler
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dinamik kesif surecinde kaniti istenen ifadeyi donusturerek ifadenin kanitini
daha kolay yapabilmektedirler. Bu durum, kanit yaparken donusumsel
disinmenin énemini gdstermektedir [49].

3. Kanit sureglerine yer verilen 6grenciler hipotezlerini Uretme slrecinde
argumanlar uretmigler, bu argumanlari kanitlarinda da kullanmiglardir [46].
Bunu yaparak argimantasyon ve kanit arasinda biligsel butunluk kurarak,
arastirmacilarin hipotezlerinde adi gegen boglugu doldurmusglardir.

4. Dinamik kesif aktivitesinin, dondsimsel diuslinmenin ve ifade uUzerinde
argumanlarin arastirilmasinin kanit yapimi igin gerekli birer adim oldugu
gOrulmustar.

5. Verilen ifadenin kanitina yénelik yanlis hipotez Ureten 6grenciler ile ifadeyi
kendisi Uretememis olan dgrencilerin ayni durumda olduklari gérulmustar.

6. ifadenin kesfi ile kanitlama siireci arasindaki bilissel bosluk ne kadar

bluyUkse, kanitlama slreci o kadar zor olmaktadir.

Bu calisma kapsaminda arastirmacilar, daha once yaptiklari bir diger deneysel
calismadan ve sonuglarindan bahsetmektedirler. Alessandria Universitesi'nde

ogrencilerden asagida verilen ifadeyi kanitlamalari istenmigtir:

2'den buyuk her cift sayi 2 farkli tek sayinin toplami olarak yazilabilir.

Gorevin basit gorunmesine ragmen, ogrencilerin yaklagsik %90’1 tam bir kanit
uretememigslerdir. Ogrencilerin yaptiklar kanitlar incelendiginde en cok rastlanan

yaklagimlar soyle tanimlanmistir:

1. Bazi rastgele sayisal denemelerden sonra, bazi 6grenciler “ki farkll tek
sayinin toplami ¢ifttir” ifadesini kanitlamislardir. Bu yaklagim, égrenci ifadeyi
donlstirmek igin c¢abalarken ortaya c¢ikmistir. Ama aslinda asil ifade
kanitlanmasi daha zor olan bir ifadedir. Ogrenci bu ifadeyi, kanitlamasi
daha kolay fakat asil ifadeye denk olmayan bir ifadeye donustirmustar.

2. Baz dgrenciler bircok sayisal deneme yapmiglardir, fakat gegerli bir dizen

kuramamiglardir. Bu durumda, her ne kadar 6grenci argumanlar yoluyla

51



¢ogu sayisal durumda ifadenin gecerliligini saglasa da kesif amagsiz
kalmigtir.

3. Bazi ogrenciler soyle yazmiglardir: 4=1+3; 6=1+5; 8= 1+7; 10=1+9;
12=1+11, ancak herhangi gegerli bir dizen kuramamig ve genel iligkiyi (“her
cift sayi, biri 1 olmak lizere iki tek sayinin toplamidir’) ortaya
clkaramamiglardir. Bazilari sayisal ornekler arasinda genel bir iligki
oldugunu fark etmiglerdir. Ancak soyle yazdiklari gorilmektedir: “Bunu
genel olarak yazamayacagim”. Burada ogrencilerin yasadigr zorlugun,
cebirsel dile hakim olamamaktan kaynaklandigi ifade edilmistir. Bir grup
Oogrenci ise yukaridaki toplama iglemindeki ikinci toplanan terimin her

zaman tek olacagini gérememigtir.

Bu sonuclara gore, kanitlama slrecinde kesif surecinin ve ifadenin donisimuanin

ne kadar 6nemli ve gerekli oldugu bir kez daha gorulmusgtur.

Calismada son olarak bir teoremin bilissel butunligu ile ilgili olarak Garuti vd.,
[46]'nin daha O6nce yapmis oldugu bir 6gretme deneyinde elde edilen sonuglar
tekrar yorumlanmistir. Garuti vd., [46]'nin yapmis oldugu deneyde, bir grup 7.sinif

ogrencisinden asagidaki onermeyi kanitlamalari istenmisgtir:

Ardisik iki sayinin ortak bodleni yoktur.

Ogrenciler kanit yapmak icin ifadenin 2 farkli formilasyonunu tretmiglerdir:
1. “Bir sayr ve hemen ondan sonra gelen sayi 1 diginda ortak bélene sahip
degildir.”
Arastirmacilar bu formulasyonu ‘iliskisel ifade (relational statement)” olarak
adlandirmislardir.

2. “Eger bir sayiya 1 eklersek, onun 1 disinda bditiin bélenleri degisir,”

Arastirmacilar bu formulasyonu “usule uygun ifade (procedural statement)” olarak

adlandirmiglardir.

Arastirmacilar, ifadenin farkli formulasyonlarinin kanitlama surecini nasil

etkiledigini gozlemlemislerdir. iligkisel ifade kullanan 6égrenciler hipotez kesfinin
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otesine gidememislerdir. Aslinda onlar bir sayinin ve o sayidan bir sonraki sayinin
bolenlerinin 1 disinda ortak bdlene sahip olmadigini bazi sayisal denemeler

yaparak gérmusglerdir. Fakat genel bir kanit yapamamislardir.

Tersine usule uygun ifadeyi kullanan c¢ogu &grenci kanit yapabilmistir. Bu
ogrenciler verilen bir sayinin bdlenlerini digunmusglerdir. Sonra onu bir sonraki
saylya donustirmaglerdir. Ilk sayinin  bélenlerinin  ikincininkileri de bélip
bdlmedigini kontrol etmislerdir. Eklenen birim, baslangigtaki sayinin 1 arttiriimasi
ile elde edilen sayinin bdlenlerinin baslangictaki sayinin bélenleri ile boliminden
kalani vermektedir. Boylece bu 6grenciler kanit icin uygun ve genel bir argiman

geligtirmigler, kaniti da basariyla tamamlamiglardir.

Arastirmacilara gore, donusumlerin dogasi ve nasil gelistirilecegi; bazi durumlarda
neden kesif slirecinin tamamen anlasiilmaz oldugu ve kanita yardimci olamadigi
cevap bekleyen sorulardir. Dinamik kesif, donlisumsel dusinme ve biligsel
batanligun sinifta kanit 6gretiminde nasil kullanilacagi ve dégrenciler igin nasil
avantaja donusturulecegi sorusuna da henuz yanit bulunamamistir. Arastirmacilar
bu sireclerin daha iyi anlasiimasi igin bagka calismalarin yapilmasi gerektigini

belirtmektedirler.

3.5. Argumantasyon ve Matematiksel Kanit Siirecleri ve Bu Siireglerin
Egitimdeki Sonuglari Hakkinda Bazi Diigunceler

Douek [23] bu ¢alismasinda argimantasyon ve matematiksel kanit sureglerinden
ve bu suregler arasindaki iliskilerden bahsetmektedir. Bu calisma deneysel bir
calisma deqildir; konu ile ilgili kavramlarin tanimlarina ve argimantasyon ile
matematiksel kanit sirecleri arasindaki iliskilere yonelik aciklamalara yer

verilmektedir.

Bazi matematik egitimcilerine gore dgrencilerin matematiksel kanit yaparken karsi
karsiya kaldiklari zorluklar icinde en Onemli ve en Kkarakteristik olaninin,
argumantasyon ve matematiksel kanit slrecleri arasindaki farkhiliklari
kavrayamamalari oldugu belirtiimektedir. Bu gorusle ilgili Duval (1991, akt. [23]) su

s6zlyle referans gosterilmektedir:

“Deduktif dUsunme argimantasyon gibi degildir. Fakat bu iki distiinme sekli
¢cok benzer dilsel formlar ve baglaglar kullanirlar. Bu, neden pek c¢ok
ogrencinin  matematiksel kanitin gerekliligini anlayamadiklarinin  asil

sebeplerinden biridir.”
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Duval (1991, akt. [23]), argumantasyonel muhakeme ile deduktif muhakeme

arasindaki temel farklari goyle kategorize etmektedir:

1. Cikarim adimlarn: Argimantasyonel muhakemede ifadelerin anlamsal
kapsami dnemlidir; deduktif muhakemede ise ifadeler igerikleri ile degil,
islevsel statlleri ile Gnem kazanir ve gikarimlarin islevinde oynadiklar rol ile
tanimlanirlar.

2. Adimlan zincirleme: Argumantasyonel dusUnme, argumanlarin
desteklenmesi ya da arglmanlara karsi c¢ikilmasi ile isler. Daha o6nceki
asamalarin sonuglari olarak elde edilen ifadeler yeniden yorumlanir.
Tersine deduktif diginmede bir adimin sonucu bir sonraki adimin girig
ifadesi niteligindedir. Bu durum bodyle devam eder, tekrarli bir slreg
olusturur.

3. Epistemik deger (bir ifadeye iliskin kesinligin ya da inancin derecesi):
Argimantasyonel dusunmede dogru ifadeler ayni epistemik degere sahip
degildir. Kanit yapma surecinde ise dogru ifadeler yalnizca bir epistemik
degere sahiptirler. Kanit, kanitlanmis ifadenin epistemik degerini ortaya

cikarir. ifade dogru ve gerekli hale gelir.

Douek [23], argumantasyon ve matematiksel kaniti Uretim sdreci agisindan

karsilastirmis ve bu iki stire¢ arasindaki 6nemli farkliliklari syle ortaya koymustur:

1. Muhakeme Tarzi: ArgUmantasyon ve matematiksel kanit arasinda
muhakeme tarzi ile ilgili olarak énemli farkhliklar vardir. Argimantasyon
matematiksel kanittan farkl olarak daha genis imkanlar sunar. Sadece
deduktif ydntem degil, ayni zamanda analoji, metafor vb. de kullanilabilir.

2. Referans Kaynaklari: Argumantasyonda farkli referans kaynaklarindan
alinan argimanlar kullanilabilir. Bu farkl argimanlarin tutarlihigi olmayabilir.
Matematiksel kanit ise aksiyomlarin tutarli bir sistemi olan bir ya da daha

fazla referans teoriye ihtiyag¢ duyar.

Calismada o©nceden yapimis tanimlar 1siginda formel kanitin  mantiksal
hesaplama cercevesinde yapilan kanit oldugu, matematiksel kanitin ise 6zel bir
argumantasyon oldugu dusunulmektedir. Formel kanit ve matematiksel kanit

arasindaki kiyaslama ile ilgili olarak Thurston [50] referans gosterilmistir:
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“Insanlar tarafindan anlasilabilir ve kontrol edilebilir kanitlarin, yani aslinda
yaptigimiz ve bizim ic¢in asil dnemli olan tarzdaki kanitlarin, formel kanittan
oldukga farkhh oldugunu anliyoruz. Gunumuizde formel kanitlara artik
rastlanmamaktadir ve c¢ogdunlukla gereksiz/ilgisiz olarak gdérulmektedir.

Matematiksel gegerliligi kontrol etmek igin yeterli insani yeteneklere sahibiz.”

Matematiksel analizde o©onemli bazi teoremlerin (Rolle teoremi, Bolzano-
Weierstrass teoremi, vb.) kanitlarinin Universite kitaplarinda formel olarak
yapilmadigi belirtimektedir. Douek [23]'e gdére bunun sebebi formel kanitin,
ogrencilerin bu teoremleri anlamasini engelleyecek bir yapida olmasidir. Bu
nedenle, anlamsal ve gorsel argimanlarin formel seviyede ortaya g¢ikan bosluklari
doldurmak igin siklikla kullanildigi ve kullaniimasinin da gerekli oldugu ifade
edilmektedir.

3.6. Matematik Egitiminde Argimantasyon ve Matematiksel Kanit
Sureglerini Karsilagtirma

Douek [22]'in bu calismasi 3.5.’te verilen g¢alismasinin bir devami niteligindedir.
Douek [22], bu c¢alismasinda da yine argumantasyon ve matematiksel kanit
sureclerinin bilissel ve epistemolojik yonlerden bazi farkliliklara ve benzerliklere

sahip oldugunu gostermeye caligsmigtir.

Douek [22], argumantasyon ve matematiksel kanit sureglerini Uretim asamasi
agisindan karsilastirirken, bu sudreclerde kullanilan referans kaynaklarini g6z
onlne almaktadir. Argumantasyonun referans kaynaklari, argimantasyon
surecinde kullanilan referans ifadelerini, gorsel ve deneysel
verileri/giktilari/sonuglari, tartisma goétirmez seyleri, fiziksel kisitlamalar igerir.
Eder muhakeme adimlarini destekleyen referanslar olmazsa, gunlik hayatta
bireysel ya da grup olarak argimantasyon yapilamaz. Matematiksel kanit da
argumantasyona benzer olarak referans kaynaklarina ihtiyag duyar.
ArgUimantasyon igin referans géstermek ne kadar énemli ise kanit icin de en az o
kadar onemli ve gereklidir. Kanitta kullanilan referans kaynaklari kullaniciya,
dinleyiciye/okuyucuya ve kullaniis bicimine bagli olarak degisir. ilkokul
seviyesinde geometri alaninda yapilan kanitlarda agilarin ya da dogru parcgalarinin
esitligini gostermek icin sekillerin kullaniimasi ve amaca yonelik olarak agilarin ya
da dogru pargalarinin sekle yerlestirimesi referans olarak kabul edilmektedir.

Ancak bu referans ortaokul seviyesinde kanit yaparken degersizdir; bu tip
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referanslarin yerini artik tanimlar ve teoremler almaktadir (Balacheff, 1988, akt.
[22]). Benzer sekilde ortaokulda kaniti desteklemek icin kullanilan bazi detayli
referanslar, daha ylksek seviyedeki matematikgiler icin kanit yaparken kabul

edilmeyebilir.

Calismada argumantasyon ve matematiksel kanitin Uretim sureclerinde sezgisel
adimlarin 6neminden de bahsedilmektedir. Ayrica kimi zaman kullanilan
referanslarin sezgisel olabilecegi belirtiimektedir. Douek [22]'e gbre, ¢ozllememis
bir problemle ugrasan bir matematik¢i sezgisel yolla bir sonuca ulagsmak igin
denemeler yapabilir. Ancak bu sezgisel hareketlerin ya da referanslarin epistemik
anlamda bir degeri yoktur. Ama buna ragmen bu yolla yapilan denemeler
sirasinda matematikgi gercekten de onemli ve gegerli bir sonuca ulagabilir. Hatta
kullandigi yontem diger arastirmacilar tarafindan da kullanilan, paylasilan bir
nitelik kazanabilir ve bir giin yeni bir teori ile buldugu sonu¢ dogrulanabilir. Boylece
ulastigi ifade epistemik anlamda dogru ya da yanlis olarak nitelendirilebilir

(Leibniz’in hesaplamalarinda oldugu gibi).

Duval'in analizine goére, formel kanit bir ifadenin dogruluk degerine bagl olarak
guvenirligini Uretir. Fakat Thurston’in Fermat'in son teoremi ile ilgili olarak Wiles’in
yapmis oldugu kaniti dustnerek iddia ettigi gibi, glvenirlik matematikgilerin formel
argumanlari 6zellikle formel yollarla kontrol etmesinden gelmemektedir. Formel
kanitin gerektirdikleri bir kanit yazmak icin sadece rehberlik eder, oncelikli olarak
saglam temeli olan ve formel olmayan argumanlara gore kanitin gecerliligi kontrol

edilir.

Calismada bir ifadenin kaniti igin dontsumsel duislinmenin 6neminden ve
etkisinden de bahsedilmektedir. Douek [22], calismasinda kanitta donusimsel
disinmenin 6nemini godsteren deneyler yapan bazi arastirmacilari referans
gostermektedir [45; 49; 51; 52]. Donusimsel dusunmeyi Simon [49]'dan alinti

yaparak soyle tanimlar:

“Bir obje veya birtakim objeler Uzerinde yapilan bir islem ya da bir takim
islemlerin sonucunda, s6z konusu objelerin gecirdigi donusumlerin ve
bu doénusumlerin sonuglarinin dusunulmesini saglayacak fiziksel ve

zihinsel aktivite uygulamasidir. Donusumsel disunmenin merkezinde
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duragan bir durumu dasinmek degil; yeni bir durumla ya da durumlarin

surekliligi ile genellestirilebilen dinamik bir streci duginebilme vardir.”

3.7. Matematikte Argiimantasyon ve Kanit Arasindaki iligkinin Bazi Biligsel
Yonleri

Pedemonte [24], argimantasyon ve matematiksel kanit sudrecleri arasindaki
farkhliklarin ve benzerliklerin ortaya ¢ikarilmasi ve bu iki stre¢ arasinda gulgli ve
onemli iligki ya da iligkilerin varhiginin sezilmesinin ardindan, bu konuya bir agiklik
getirmek amaciyla iki sure¢ arasindaki iligkileri analiz etmeyi amaclamistir.
Pedemonte bu calismasinda, amacina yodnelik olarak argumantasyon ve
matematiksel kanit sireclerinin iki ydonden karsilastirilabilecegini savunmaktadir:

icerik ve yapl.

Daha once belirtildigi gibi hipotez olusturmak icin argumantasyon aktivitesi
gelistirildigi durumlarda, kanit 6grenciler icin daha ulasilir hale gelmektedir [19; 45;
48; 53]. Buna ek olarak biligsel bltlinliik hipotezine gore, argimantasyon ve kanit
arasinda biligsel sureklilik kuruldugunda, kanitin yapimi daha da kolaylasmaktadir.
Biligsel butunluk, ogrencilerin kanitin yapiminda karsilagtiklari bazi zorluklari
ongoérmek ve analiz etmek icin de kullanilabilmektedir. Buna yodnelik olarak
Pedemonte (2005, akt. [24]), argimantasyon ve matematiksel kanit arasindaki
bilissel butunligu analiz etmek igin bir ara¢ bulmanin gerekli ve énemli oldugunu
dusunmastur. Pedemonte (2005, akt. [24]), bu ihtiyaca yonelik yapmis oldugu
calismasinda, (Balacheff ve Margolinas, 2005, akt. [24]) Toulmin Modeli igerisine
Ck¢ modelini entegre ederek argimantasyonun ve kanitin icerik agisindan
kiyaslanmasi ve bu yolla argimantasyon ile kanit arasindaki biligsel batinligun

analiz edilmesi i¢in bir ara¢ ortaya koymustur.

Pedemonte (2002, akt. [24])'nin ilerleyen zaman iginde yapmis oldugu deneysel
calismalarda bazi 6grencilerin kaniti ingsa etmek igin gereken teoremi bilseler bile
kaniti yapamayabildiklerini gormusttr. Bu durum biligsel butinluk hipotezi ile
ortusmemektedir. Bu nedenle, Pedemonte daha detayli analiz yapma ihtiyaci
hissetmis ve daha d6nce dusunulmemis bir sureklilik ¢esidini ortaya koymustur:

“Yapisal stireklilik (structural continuity)”.

3.7.1. Yapisal Sureklilik
Yap! ile, ifadeler arasindaki mantiksal bilissel baglanti kastedilmektedir.

Argimantasyonu ve kaniti yapilari agisindan deduktif, abduktif ve induktif olarak
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kategorilendirmek mumkundar. Muhakeme (ya da ¢ikarim) tarzi olarak bu yapilar

tek basina deduksiyon, abdiksiyon ve indUksiyon olarak da adlandiriimaktadir.

Argimantasyon surecindeki muhakeme (ya da c¢ikarim yapma) tarzi, kanit
surecinde de devam ettirilir ise bu durumda argumantasyon ve kanit suregleri
arasinda “yapisal sdreklilik” oldugu sdéylenmektedir. Bir baska deyisle,
argumantasyon ve kanit sureglerinin yapisi ayni oldugu durumda iki slreg
arasinda yapisal sureklilik vardir. Calismalarda yapisal sureklilik kavraminin

“yapisal biitinlik” olarak da kullanildigr gorulmektedir.

Asagida deduktif, abduktif ve induktif yapida argumantasyonlarin Toulmin
Modeli’'ne gore analizleri verilmektedir. Kanitin yapisi (yani muhakeme tarzi) da

benzer sekilde Toulmin Modeli'ne gére analiz edilebilmektedir.

3.7.1.1. Deduktif Argimantasyon

Deduktif bir argimantasyonda, ifade verilerden bir ilke/kaynak aracihgiyla ¢ikartilir.
Birkag veri ve bir kuraldan yola c¢ikilarak bir iddianin ingasini saglayan c¢ikarim
olarak tanimlanmaktadir. Toulmin Modeli’'nde bir adim, deduktif bir adim olarak
ortaya ciktiginda veri ve garantiler iddiaya yol gdsterir. Bu durum Sekil 3.1.de

asagidaki gibi sematize edilmigtir.

D:A N C:B:?

A—B

Sekil 3.1. Deduktif argimantasyonun Toulmin Modeli’'ne goére analizi

3.7.1.2. Abdiiktif Argimantasyon

Abduksiyon Peirce (1960, akt. [28]) tarafindan bir ifadenin kesfi surecinde
kullanilan bir ¢ikarim modeli olarak Uretilmistir. Peirce (1962, akt. [28])'ye gore,
“olasilikli diisiinme” olarak tanimlanabilen abdiksiyon sdyle ifade edilebilir (Polya,
1962, akt. [28]):

Eger A ise B'dir.

B dogru.

O halde A da muhtemelen dogrudur.
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Abduktif arguimantasyonda, ifade veri tanimlanmadan 6nce ortaya konulur [51].
Gozlenen bir gergekten baslayarak, bir iddianin yapimini saglayan bir gikarim
olarak tanimlanmaktadir (Magnani, 2001; Peirce 1960; Polya, 1962, akt. [24]). Bu
durumda s6z konusu gercgek, verilerin timine ulasilamasa da bir ifadenin 6ne
surtlmesini saglar. Bir abduktif argumantasyonun Toulmin Modeli'ne gére analizi

Sekil 3.2.’de sematize edilmigtir.

D: A:? C:B

A—B

Sekil 3.2. Abduktif argimantasyonun Toulmin Modeli'ne gére analizi

3.7.1.3. indiiktif Argiimantasyon

Induiktif argimantasyonda ise, ifade 6zel durumlarin arastiriimasindan sonra genel
bir durum olarak ortaya cikartilir. Bazi 6zel durumlardan genelleme yaparak
iddianin yapimini saglayan bir ¢ikarim olarak tanimlanmaktadir (Fann, 1970;
Polya, 1954, akt. [24]).

Kanitin deduktif, abduktif ya da induktif olan muhakeme (ya da g¢ikarim) tarzi da
benzer sekilde Toulmin Modeli'ne gore analiz edilerek iki strecin de yapilari
birbirleri ile kiyaslanabilmektedir. Argimantasyon ve kanit sureclerinin sahip
olduklari yapilara gore, argumantasyondan kanita gecisin kolay ya da zor oldugu
gorilmektedir. Ornegin abdiiktif bir argiimantasyondan dediiktif kanita gegmek igin
yapinin ters cevrilmesi gerekmektedir. indiiktif arglimantasyon ise dediiktif kanitin
yapisindan oldukg¢a uzak bir yapiya sahiptir. Bu tip durumlarda iki sire¢ arasinda
yapisal mesafe olugsmakta ve ogrencilerin argimantasyon surecinden kanit

surecine gegmekte zorlandiklari gorulmektedir.

3.7.2. Deney siireci

Calismada italya’da ve Fransa'da 12. sinif égrencilerinden geometri alanindan
aclik uclu bir problem durumunun kanitini yapmalari istenmistir. Cabri geometri
yazihmi ile 6grenciler bilgisayar basinda ciftler halinde galismiglardir. Boylece
Oogrenciler arasinda argimantasyon surecinin yagsanmasi ve ogrencilerin dinamik

ortamlarla etkilesime girmeleri saglanmistir. Bu noktada Pedemonte’nin
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argumantasyonu “0grencilerin grup halinde gegirdikleri tartisma sureci” olarak ele
aldigi gorulmektedir. Bilgisayar yazilimi olarak Cabri Geometri segilmigtir, ¢cinku
Pedemonte bu yazilimin ogrencilere sekil gizimlerinin temelinde olan ve kaniti
yapmalari igin gerekli olan geometri 6zelliklerini kullanabilmeleri konusunda yardim

ettigini dusinmektedir.

Ogrencilerin problem durumunu ¢dziim slregleri incelenmistir. Hipotez olusturma
asamasinda gecirdikleri argimantasyon suregleri ve sonrasinda s6z konusu
ifadenin kanitini yapma suregleri kargilastiriimistir. Calismada argimantasyon ve

kanit surecleri arasinda biligsel butinlugun oldugu durumlar saptanmistir.

Ogrencilere ydneltilen problem durumu sdyledir:

AABC bir tggendir. Uggenin kenarlari lzerine Ug¢ adet digtan kare
¢iziniz. Karelerin bosta kalan noktalarint 3 adet baska Uggen
olusturacak sekilde birlestiriniz. Bu Gg¢genlerin alanlarini AABC’nin alani

ile karsilastiriniz.

Argumantasyon ve kanit sureclerinin yapilarini belirlemeye yonelik analizlere gore,

ogrencilerin ¢dzumlerinde asagidaki argumantasyon tipleri bulunmustur.

3.7.2.1. Tipik Bir Dediktif Argimantasyon

Ogrencinin iki alani kiyaslamak icin, AABC’nin ve distaki Ucgenlerden birinin
yukseklik ve taban uzunluklarini kiyasladigini dagunelim. Ayni karenin kenarlari
distaki tggenlerden birinin ve AABC’nin tabani olmaktadir. S6z konusu tabanlara
ait yuUkseklikler indirildiginde, bu yukseklikler Gzerine kurulu kuguk Uggenler
dusunadlurse yukseklikleri kiyaslamak mumkuanduar. Kaguk dggenlerin iki esit aglya
ve bir esit kenara sahip olmasi KAA (kenar-agi-agi) eslik kriteri altinda iki Gggenin
es oldugu sonucunu ortaya c¢ikarmaktadir. Buna gdre buyuk dggenlerin
yukseklikleri de esgittir. Hem tabanlari hem de yukseklikleri ayni olan bu uggenler

esit alanlara sahiptirler.
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3.7.2.2. Tipik Bir Abduktif Argimantasyon

iki alani kiyaslamak isteyen égdrenci, iki ticgenin de tabanlarinin ayni oldugunu
gorur. Alanlarin esit oldugunu kanitlamak igin yuksekliklerin de ayni oldugunu
kanittamak mudmkundur. Yukseklikler Gzerine kurulu kuaguk Uggenlerin  es
gorunmesi, 6grenciyi bunun gergek oldugunu kanitlamasi i¢in bir teorem arastirma
konusunda cesaretlendirebilir. Eslik kriterleri hatirlanir ve bu kriterlerden birine

basvurmak icin veri arastirilir.

3.7.2.3. Tipik Bir indiiktif Argiimantasyon

Ogrenci, AABC’nin bazi 6zel tiplerini disunebilir: ggen, eskenar lggen ve
benzeri. Bunun yani sira AABC’nin sinirli durumlari dusinulebilir: A, B ve C
noktalarinin ayni dogru Gzerinde olmasi gibi. Bu tip bir argimantasyon sureci, 6zel
bir durumdan genel kurallara hareketi temsil eden “induktif arastirmadir. Bu
orneklerden biri, kanita yon veren 6zel bir drnek olarak gelistirilebilir (Balacheff,
1988, akt. [24]).

Calismada ogrencilerden elde edilen verilerden biri segilerek Toulmin Modeli'ne
gore analizi adim adim yapilmigtir. Pedemonte’nin amaci, Toulmin Modeli’'nin
yararhligini kanitlamak icin analizin nasil ¢alistigini gostermektir. Analiz surecinde
ogrencilerin argumantasyon ve kanit adimlari yeniden yapilandiriimistir.
Bilesenlerden iddia (claim) C, veri (data) D ve gerekge (warrant) W ile
gosterilmigtir. Bu harflerin sag altinda verilen indisler argimantasyon adimlarinin
sira sayisini gdstermektedir. ilk olarak dgrencilerin orijinal metnine, hemen altinda
ise analiz sonuclarina ve yorumlarina yer verilmistir. Ogrencilerin orijinal metnine
yer verirken sunulan bazi karsilikl konugmalarda, égrenciler isimlerinin bas harfleri

ile temsil edilmektedir.

Metinler italyancadan ingilizceye cevrilmistir. Bu ¢alisma igin ise ingilizce metinler
Tarkgeye cevrilmistir. Analize C, iddiasindan baglanmistir. Bu noktada dgrenciler
AABC’i ve AICD’nin alanlarini kiyaslamaktadirlar. Buraya kadar &grenciler iki
ucgenin yuksekliklerinin ¢izimi hakkinda konusmuslardir. AABC'i ve AICD’inin

alanlarini kiyaslamak i¢in yuksekliklerini cizmeye karar vermislerdir.
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... Ogrenciler ABC ve ICD tiggenlerinin yiiksekliklerini gizerler.

31.

L: |BC|’yi uzatiyorum, yani daha dogrusu dogru pargasi uzerinde dogruyu

uzatiyorum... Ne yaptim ben?

32.
33.
34.
35.
36.
37.

44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.

G: B ve C noktalarindan gegen dogruyu uzattin...

L: Ah evet!

G: Simdi, bu dogruya dik olan dogruyu gizmeye ihtiyacimiz var...
L: Ah iste orada, fakat biliyor musun onlar esit gibi gérinuyorlar...
G: Kesinlikle esitler!

L: Hayir, daha fazlasi, dyle gértntyor ki onlar dikler, bunu gézlemledim...

Ogrenciler birlikte: Hey, bunlar iki Giggen!

L: Dogru, ALC ve ICM, bunlar iki tggen... peki neleri var?

G: Ayni karenin kenarlari olduklarindan, |[AC| |IC|'ye esittir...

L: Bekle!

G: |AC| |IC]| ye esittir, clinkl onlar ayni karenin kenarlaridir, sonra?
L: [LC]...

G: |ILC| |CM]’ ye esittir, neden?

L: |CM| ye esittir clnkd... Benim distiinceme gore, sunu kanitlamak daha iyi

olur... Hayir, bekle bu agi dik ve bu agi da dik.

Sekil 3.3. Ogrencilerin argiimantasyon sireci
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Ogrencilerin Cabri Geometri kullanarak gizdikleri sekil asadgidaki gibidir:

C,: Yukseklikler esit gibi gértnuyor.
Cg: Yukseklikler dik gibi gorunuyor.

Ifadenin dogruluk degerine Cabri Geometri yardimi ile karar verildiginde,
ifadeler “gercekler” haline gelmektedir. Cabri Geometri’ de siiriikleme islevi
dgrencilerin  kiigiik  iicgenleri  gbérmelerini  saglamaktadir.  Ogrenciler
yiiksekliklerin iki es licgenin yiikseklikleri oldugunu anlarlar. ifade simdi bir
gercek haline gelmisgtir.

Co: AALC ve AICM Ucggenleri estir.

Ogrencilerin konusma yapisi séyledir:

|

Eslik kriteri

Esit kenarlar ve esit

Uggenler estir
acilar bulunur

Argimantasyonel adimin yapisi bir abdliksiyondur:

Dg: ? C9

I

W: Eslik kriteri

Sekil 3.4. Ogrencilerin arglimantasyon siirecinin analizi
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Argimantasyon, abdiktif yapidadir. Ogrenciler yiikseklikler Gzerine kurulu kigik
ucgenlerin es olduklarini gérmuslerdir ve bu gergegi kanitlamak igin bir teorem
arastirmaktadirlar. Pedemonte, kanit boyunca 6grencilerin AALC’inin ve AICM'’inin

esit oldugunu dogrulamak igin verileri agik hale getirdiklerini gozlemlemistir.

Argiimantasyonun abdiiktif yapisi, kanitta dediiktif yapiya donistiriimdstir. Iddia
Cy, AABC ve AICD’nin yuksekliklerinin esit oldugunu ¢ikarmak igin kullaniimigtir ve

sonug olarak AABC ve AICD’lerinin alanlari esit olarak bulunmustur.

Ogrenciler kaniti séyle yazarlar:
AABC ve AICD’ni digunuyorum.

AALC ve AICM’ni dustintiyorum ve bunlarin KAA eslik kriterine gore es

ucgenler olduklarini kanitlarim ¢lnkl sunlara sahibiz:
¢ |AC|=|IC] ¢linkl onlar ayni karenin iki kenari,

e ALC = IMC Ciinki onlar dik agilar (kenarlar ve yiiksekliklerin

kesisimleri olarak ortaya ¢ikan acilar)
e ACL = ICM Ciinkii onlar ayni dik acinin 90 dereceye tamamlayicilaridir
(90 - LCI).

O halde, AABC ve AICD’leri ayni taban uzunluguna sahiptirler (ayni karenin
kenarlari olarak) ve ayni yuksekliklere sahiptirler, o halde ayni alana

sahiptirler.

Sekil 3.5. Ogrencilerin kanit siireci
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Kanit yapisi ded(iktiftir:

Dy: |AC| = |IC|
ALC =IMC | —— 5 Co : ALC ve ICM ucggenleri estir.
ACL =ICM T

W: KAA eslik kriteri

Eger l¢genler esse, o halde yiiksekliklerin esit oldugunu anlamak mimkunddr
ve sonug olarak alanlar da egittir, ¢linkii tabanlar esittir.

Bir 6nceki adimin Cq sonucu (iddiasi), D, i¢in ikinci adima ¢ikarim saglayan

veridir.

Cio: YUkseklikler esittir.

Dig: Co _—

W: Esligin kaltsalligi

C,;1: AABC ve AICD

D11 : Cyo - >
Ucgenlerinin alanlari esittir.

W: Alan formulu

Sekil 3.6. Ogrencilerin kanit surecinin analizi
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3.7.3. Sonuglar ( Abdiiktif Argimantasyondan Dediiktif Kanita Gegis
Durumu)

Bu durum bir biligsel bitinlik oérnegidir. Ogrenciler KAA eglik kriterini hem
arglimantasyonda hem de ifadeleri dogrulamak igin kanitta kullanmaktadirlar. iki
surecte de kullanilan kelimeler ve ifadeler genellikle aynidir (“AALC ve AICMeri
estir’, “ylkseklikler esittir’, vb.). Fakat argumantasyon surecindeki abduktif
yapidan kanit surecindeki deduktif yapiya gegerken iki sire¢ arasinda yapisal bir
mesafe olusmaktadir. Bu durumda iki sure¢ arasindaki yapisal mesafeyi
doldurabilen ve abduktif yapidan deduktif yapiya gecebilen 6grencilerin kanit
surecini  basari ile tamamlayabildigi gorulmustir. Bu yapisal mesafeyi
dolduramayan o6grencilerin abduktif yapidan deduktif yapiya gegemedigi,
dolayisiyla da kanit surecini tamamlayamadigr gortulmuastar. Bu o6grenciler
argumantasyon surecindeki abduiktif yapiyr devam ettirmisler ve bunun bir sonucu

olarak kanitin deduktif yapisini kurmayi bagsaramamislardir.

Gorulmastur ki, 6grencilerin verilerinde argimantasyon ve kanit suregleri arasinda
icerik ile ilgili biligsel butunligu gdzlemlemek kolaydir. Fakat iki surecin yapilari ile
ilgili olarak argimantasyondan kanita gecgerken genellikle bir degisiklik yapilmasi
gerekmektedir. Ozellikle 6grenciler argimantasyon slrecinde abdiksiyonu
kullandiklarinda (bir hipotezin Uretiminde abduksiyon vyapisina daha sik
rastlanmaktadir), kanita gecildiginde deduksiyon kullanmalari durumunda daha
basarilh olduklari goralmuastir. Argumantasyon surecindeki muhakeme tarzini
degistiremeyen (abduksiyon ile devam eden) o6grencilerin ise kanit slrecinde

zorlandiklari sonucuna ulasiimistir.

3.8. Kiiltiirel Agidan Sinifta iletisim, Argiimantasyon ve Matematiksel Kanit

Sekiguchi [54] bu calismasinda argumantasyonu ve matematiksel kaniti kultrel
acidan ele almaktadir. Bu ¢alisma, argimantasyon ve kanit suregleri arasindaki
iligkiler Uzerine yapilan arastirmalardaki analiz sonuglarina kuilturel agidan katki
saglayacaktir. Sekiguchi [54], kdltarlin iletisim stilleri UGzerinde 6onemli etkileri
oldugunu dusunmektedir. Argimantasyonun bir gesit sozel iletisim oldugunu ve
matematiksel kanitin matematik camiasinda iletisimin dnemli bir elemani oldugunu
belirtmektedir. Bu anlamda Sekiguchi [54]'ye go6re, kultliran iletisim stilleri
uzerindeki etkileri dolayli olarak argimantasyon ve matematiksel kanit sureglerine

de yansimaktadir.
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Cizelge 3.1.: Matematiksel Kanit, Arglimantasyon, iletisim ve Kiiltir
KULTUR

—— ILETISIM
ARGUMANTASYON

MATEMATIKSEL KANIT

Arastirmaci, galismasinda 6nce Japon kultirandeki iletisim stillerini tanimlamakta
ve bu stilleri bati kdltirinun iletisim stilleri ile kiyaslamaktadir. Sonra Japon
okullarindaki argimantasyon ve matematiksel kanit sureclerinin nasil oldugunu
aciklamakta ve bu sureclerin Japon kulturandeki genel iletigsim stilleri ile arasindaki

uyumu yansitmaktadir.

3.8.1. Japon Kiiltiiriinde iletisim ve Argiimantasyon Siireci

Bamlund (1975, akt. [54])a gore Japon kiltirinde iletisim aktivitelerinde sozel
iletisime ¢ok deger veriimemektedir. Halk arasindaki iletisimin amaci katihmcilar
arasinda bir uyum vyakalamaktir. Katihmcilarin fikirleri arasindaki farkllik,
aralarinda saglanacak uyuma karsi bir tehdit olarak gorulmektedir. Bu yuzden halk

arasinda anlasmazliga sebep olacak ifadeler kullanmaktan kaginiimaktadir.

Japon kuiltirinde uyum g¢ogunlukla gérunuste, davranigta, ifadelerde benzerlik ve
homojenlik ile kendisini gostermektedir. Aksini yapan kigiler toplumda suglanma,
dislanma, uzaklagtirlma gibi duygusal tepkilerle karsilasabilmektedir. Akademik
konferanslarda bile Japonlar birbirleri ile aciktan agiga tartisamamaktadirlar. Farkli
gorus ifade etmek, kabalik olarak gorulmektedir. Karsit gorus genellikle dolayli
olarak ya da ustu ortuk bigcimde ifade edilmektedir (Nakayama, 1989, akt. [54]).
Japonlarin bu iletisim stili “grup modeli” olarak bilinmektedir (Befu, 1980, akt.
[54]). Her kultlirde bireylerin birbirleri ile anlasamadiklari noktalar olmaktadir. Bu
tip durumlarda bireyler kendi fikirlerini ifade etmek ve onlar tartismak igin firsat

bulmak isterler. Grup modeli boyle firsatlara sans vermemektedir.

Ancak Japon iletigsiminin tamamlayici bir modeli vardir. Bu modelde bireyler
fikirlerini ve duygularini tartismaktadirlar (Befu,1980, akt. [54]). Buna “sosyal
degisim modeli” adi veriimektedir. Bu modelde insanlar kendi fikirlerini sunmakta

ve digerlerinden bol geri donut beklemektedirler (Moeran, 1984, akt. [54]). Bireyler
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gruba bagli kalmak yerine anlik fikirlerini, duygularini, ilgilerini ifade etmek ve

paylasmak yoluna gitmektedirler.

Bu iki modelin dogalarinda yatan, sosyal zorunluluklar ile kisisel iliskiler arasinda
karisikliklara yol acan bir gerilim oldugu aciktir. informel ortamlarda, yakin
arkadaslarla 6zel konugmalarda ya da arkadas toplantilarinda, insanlar fikirlerini
ve duygularini agik agik ifade etmek konusunda kendi tercihlerini yapmakta ve bu
iki modelden birine gore iletisim kurmaktadirlar.

3.8.2. Japon ve Bati Kultuiirundeki Argiimantasyon Sureglerinin
Karsilagtiriimasi

Bati klltarinde biri tarafindan ortaya atilan bir fikrin ya da iddianin digerleri
tarafindan savunulmasi ya da c¢urutulmesi kdltarel agidan son derece normal
kargilanmaktadir. Ortaya atilan iddialarin savunulmasi ya da bu iddialara kargi
cikilmasi, fikirlerin gurtttlmesi ve farkh fikirlerin ortaya atiimasi gibi slrecler Bati
kulturindeki iletisimin dogasinda yatan sureglerdir. Bu anlamda Bati kulturandeki
iletisim surecleri Toulmin Modeli’'nin dodasina son derece uygundur. Bati

kaltarinde fikirlerin paylagim sureci i¢in Toulmin [39] argimani tanimlamistir:

“Batln aktivite iddialari Gretmek, onlarin dogrulugunu tartismak, sebepler
ureterek onlari desteklemek, bu sebepleri elestirmek, bu elestirileri

curtmekten olugsmaktadir.”

Lakoff ve Johnson (1980, akt. [54])'in dedigi gibi Bati kilturiinde argimantasyonun

altinda yatan gercek aslinda bir savastir:

“Tartismada yaptigimiz seylerin ¢cogu savas ile ayni yapidadir. Bu fiziksel bir
savas degildir; sdzel bir savastir. Argumanin yapisi saldiri, savunma, karsi

atak, vb. yansitir.”

Bati kalturinUn tersine Japonya’da halk arasinda ya da 6zel sohbetlerde soézel
anlamda savas hali gorulmez. Yani iletisimde ortak bir paylasim ve dayanigsma s6z
konusudur. Temelde mantik degil, insan iligkileri vardir. Cinkl insanlar dogrudan
kargl karsiya gelmekten kaginirlar, fikirlerini belli belirsiz ortaya koyarlar. Boylece
bagkalar karsit gorusler bildirdiklerinde hemen geri ¢ekilebilirler ya da fikirlerini
degistirebilirler. Bunun bir sonucu olarak Japon kultirinde insanlar veri, gerekce

ve destek gibi mantiksal savunma araglarini genellikle kullanmazlar. Gunlik
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hayatta mantik gereksiz gorulmektedir. Dolayisiyla argumanlar yuzeysel

goOrulmekte ve dinleyicilerin dikkatini gekmemekte; onlari etkilememektedirler.

Japon kultart Uzerine yapilan analizlere bakildiginda Moeran (1984, akt. [54])a
gore, mantiksal muhakemeden ziyade kalbe seslenise/derinden etkileme guclne
daha buylk oOnem veriimektedir. Grup modelinin tamamlayicisi olan sosyal
degisim modelinde bile mantiksal argumantasyon tercih edilmemektedir (Kitade,
1993, akt. [54]).

Cizelge 3.2.: Japonlar ve Amerikalilar arasindaki farkli iletisim stilleri

Japonlar Amerikanlar
Amag Sosyal uyum Gegerli sonuglar
Konu/Ana Fikir Kigiler arasi tavir/tutum | Bireysel fikirler

(insan iligkileri)

Arag Gecgmis deneyimlere | S6zel argiman

dayali sezgiler

Fikirlerdeki Farklilik Kaginilir Deger verilir

3.8.3. Japon Siniflarinda Argumantasyon

Japon okullarinda siniflarda tartisma icin hem formel hem de informel firsatlar
sunulmaktadir. Siniflarda genellikle ya tum sinifin katildig1 ya da kuguk gruplar
halinde tartisma ortamlari duzenlenmektedir. Bu tartismalarin bir kisminda grup

modeline, bir kisminda ise sosyal degisim modeline rastlanmaktadir.

Yetigkinlere kiyasla okullarda o6grenciler bir konu hakkindaki farkh dusuncelerini
rahatlikla ifade eder ve birbirlerine muhalefet olurlar. Olusan anlasmazliklar sinifin
konu hakkindaki uyumuna zarar verebilir. Sinif 6gretmeni burada énemli rol oynar.
Ogretmen genellikle 6grencilerinin bireysel fikirlerine dogru da olsa yanhs da olsa
saygl gosterir. Bdylece oOgrencilerin iddialarn arasinda bir kargasa yaratarak,
konuyu daha iyi anlamalarini saglamak igin tartisma ortami olusturur. Batln sinif
uyeleri problemin ¢ozumune yonelik olarak birlikte ¢alisir ve birlikte son karari alir.

Bdylece ulagilan ¢6zUm sinif iginde bir uyum yaratir.
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Japon ogretmenler bazen agik uclu problemler ile derse baslarlar (Bocker vd.,
1990, akt. [54]). Ogrencileri problemi ¢ozmek igin kendi fikirlerini sunma
konusunda cesaretlendirirler. Ogrenciler bazen yanlis hipotezler ve fikirler tretirler,
bazense ¢ok farkli ¢ézlmler ortaya koyarlar. Bu surecgte 6gretmen 6grencilerinin
digunme sureclerini yogunlagtirmak adina ters ornek veya ters argiman ortaya
atabilir. Ancak sonugta oOgrenciler arasinda birliktelik ve ayni fikrin paylasimi
desteklenir. Ogrenciler arasinda yarisma, hangi ¢6zimin daha iyi oldugu ya da
daha dogru ya da daha etkili oldugunun tartigilmasi genellikle desteklenmez. Buna
gOre Bati kultirinin tersine Japon kulturinde argimantasyon surecinde ne

kazanan ne de kaybeden vardir.

3.8.4. Japon Siniflarinda Kanit

Kanitin amaci oy birligi ile toplumda uyum yaratmayl saglayan bir sonuca
varmaktir. Kanit, toplumda kabul edilen ve toplum dyelerinin uyumunu saglayan
onculleri kabul etmeyi gerektirir. Toplumun ortak degerlerine dayanir. Kanitlarda
neyin gecerli oldugu kisisel bir distnce degildir, bu yizden de fikir farkliliklarina
grup modelindeki kanitlarda deger verilmez. Kanit icinde yer verilen tanimlar,
topluluk Uyeleri arasinda herhangi bir karisikliktan kaginmak ve matematiksel

terimlerin anlamini agiklamak/netlestirmek icin kullanilirlar.

Cizelge 3.3.: Kanit yapma ve grup modeli arasindaki tutarlilik

Kanit Kanitin Yorumu Grup Modeli

Amag Gegcerli bir sonug | Oy birligi ile karara | Sosyal uyum

varilan sonug

Konu Bir iddianin neden | Toplumda  ortak | Kisiler arasi

dogru oldugunun | olan seylere karsi | tutumlar/tavirlar

sebepleri baglihk

Arag Verilen sartlar, | Paylasilan bilgi ve | Ortak deneyim
dogru olarak kabul | ifadeler temelli sezgi
edilen seyler

Fikir Uygun degil ihmal edilebilir/gdz | kacinilr

Farkhhliklari ardi edilebilir
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Argumantasyonun ve matematiksel kanitin yapisi Toulmin Modeli'nden ziyade
Japonlarin geleneksel iletisim stili ile daha tutarli gérinmektedir. Matematiksel
kanit ve Japon iletisim stili arasindaki iligki Uzerine sistematik hicbir calisma
yapilmamistir. Calismada yer verilen argumanlar arastirmacinin  Japon
siniflarindaki kendi goézlemleri ve kitaplar Uzerinde yaptigi analizler sonucunda
ortaya cilkmistir. Buna gore, arastirmaci gelecek calismalar igin bu analiz

sonuglarinin bir hipotez olarak alinmasi gerektigini belirtmektedir.

3.8.5. Bati ve Japon Kiilturiine Gore Kanit Yazma

lletisim modellerinin, matematiksel kaniti yazma stillerini etkiledigi gértimektedir.
Bati kdltirinde lise geometri derslerinde ve cebirde kanit yazmak igin iki sttunlu
form kullanilir. Bu formda yatay uzun bir ¢izgi ve onun ortasindan gecgen dikey bir
cizgi cizilir. BoOylece yatay cizginin altinda 2 sutun olusturulur. Sol situna
kanitlanacak ifadeye yon veren ifadelerin deduktif bir dizisi yazilir. Deduktif
¢ikarimin her bir adimi numaralandirilir. Her bir adim icin sag sutuna sebep yazilir.
Bu format kaniti iki sutun halinde duzenlediginden iki-situn formu olarak
adlandirilir. Bu tarzda kanit yazimi muhakemenin agik agik ifade edilmesini tegvik
eder. Cunku her ifade bir sebep ile sunulmaktadir. Dolayisiyla savunma adimlarini
atlamak zordur. Buna ek olarak, savunma ve dogrulama igin gerekli bUtin
postulatlar, tanimlar ve teoremler acik acik formule edilirler. Bu tarzda kanit yazma

argumantasyonun olduk¢a deger gordugu Bati kultirine uygundur.

If two angles of a tnangle are congruent. then the sides opposite those angles are congruent.
Given: /B=/C

Prove: AB=AC [ a diagram of a mangle ABC]

Proof:

Statements Reasons

1. Draw the bisectorof /A, intersecting BC at D|1. By the Protractor Postubite, an anele has exactly one
bisector.

2. /BAD=/CAD 2. Def of angle bisector

3. zB=/C 3. Given

4. /BDA= Z/CDA 4 ftwo Lsofone /\ are = totwo s of another

then the third /sare =

5. AD=AD 5. Reflexive Property
6. \BAD=/\C4D 6. ASA Postulate
. AB=AC 7. Comrespondmg partsof = /\sare =.

Sekil 3.7. iki stitunlu kanit yazimi
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Diger taraftan Japonya’da lise matematik derslerinde kanitlar genellikle paragraf
formunda yazilir. Bu stilde 6grenciler her ifade icin bir sebep yazmak zorunda
degillerdir. Kanitla ilgili postulatlarin, tanimlarin ve teoremlerin hepsi formile
edilmez. Bir kanitin, ana fikrini anlatmasi yeterli gérilmektedir. Asagida bir Japon
ders kitabindan alinan paragraf formunda yazilmig bir kanit ornegine vyer

verilmektedir:

[In JABC.ff /B= ZC.then AB=AC]
[Proof] Draw the bisector of /A Let ifs mtersection with BC be D

In /ABDand /ACD.

/B=/C
/BAD= /CAD '
Ra~a ‘:..'. ~1111] 7"!“; {1 ol ""‘A ~l < 190 ':. <1 ‘-: = angiss are & il
Becanse the sum of the mienor ancles of a tnangle s 180,  the rest of the angles are aqual.
ADB= AADC 2
ADscommon '3
Reacatoo M) 6O) id ) bl itoas il Bp s, o AP P PRI, i P
Because. from (L. 2. and (3. one sude and the angles at ifs both ends m each nangle are equal to the comresponding parts of
tha afhar ¢ I
K QKT ITSPCIT
AN
~ABD = ~AD

Thereforzs AB=AC

Sekil 3.8. Paragraf formunda kanit yazimi

3.8.6. Sonuglar

Japon kulturanun etkisi ile ortaya cikan bir argimantasyon surecinin Toulmin
Modeli’'ne gére analizinin ¢ok zor oldugu gortlmustir. Ayrica matematiksel kaniti,
argumantasyon aktivitesi olarak ogretmek de kultirel agidan Japonlar igin ¢ok
zordur. Batr'ya kiyasla Japonlarin iletisim stili 6grencilerini mantiksal sebepler
ifade etme konusunda tegvik edici nitelikte dedildir. Onlara gére her adim igin
sebep yazmak olduk¢ca =zordur. Ozellikle grup modeli o6grenciler igin
muhakemelerini nasil ifade edeceklerini 6grenmeleri i¢in ¢ok az firsat vermektedir.
Ancak Japon 6grencilerinin dedisen ¢aga ayak uydurmalari ve farkh kultirden
dinya insanlari ile saghkh iletisim kurabilmeleri icin argimantasyon surecini

tanimalari ve kullanabilmeleri garttir.
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3.9. Abdiiktif Bir Argimantasyonun Ardindan Ne Tip Bir Kanit Yapilabilir?

Pedemonte [26], bu ¢alismasinda bir hipotezi destekleyen abduktif argimantasyon
sureci ile s6z konusu ifadenin kanitlanmasi sureci arasinda olusabilen yapisal
bosluk Uzerine odaklanmaktadir. Pedemonte’ye gore bu yapisal boslugun analizi
ile ogrencilerin kanit yapiminda karsilastiklari bazi zorluklarn belirlemek

mumkudnddur.

Pedemonte [26], 3.7.de vyer verilen c¢alismasinda elde ettigi verileri bu
calismasinda amacina yénelik olarak tekrar kullanmaktadir. Ogrencilere yoneltilen

problem durumu hatirlatma olmasi agisindan agsagida tekrar verilmektedir:

AABC bir tiggendir. Uggenlerin kenarlar lzerine distan 3 adet kare
cizilmigtir. Karelerin bosta kalan koseleri birlestirilerek 3 Ug¢gen daha

olusturulmustur. Bu Uggenlerin alanlarini AABC’nin alani ile karsilastirin.

Calismada analizine yer verilen ilk érnek, argimantasyon ve matematiksel kanit
surecleri arasindaki yapisal bogluk (mesafe) durumunu temsil eden bir érnektir. Bu
Oornekte abduktif argimantasyondan deduktif kanita gegis durumu analiz
edilmektedir. Bu érnek 3.7."de bitlinuyle anlatiimis olmasi sebebiyle bu bélimde

tekrar verilmeyecektir.

Pedemonte’nin bu c¢alismasinda yer verdigi ikinci ornek, argumantasyon ve
matematiksel kanit surecleri arasindaki yapisal sureklilik durumunu temsil
etmektedir. Bu 6rnekte abduktif argimantasyondan abduktif kanita gegis durumu

analiz edilmektedir.

3.9.1. Analiz Sureci
Analiz C,’da baslamaktadir. Bu noktada 6grenciler AABC’nin alani ve AECL’nin
alaninin esit oldugunu kabul ederler. Bu alanlari hesaplarlar. Cg ifadesi

ogrencilerin dogrulamak zorunda olduklari hipotez ifadesidir.
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Ogrenciler iiggenlerin alanlarini hesaplarlar:
103. C: Hesap makinesine gore alanlar esit...
104. N: Simdi bunu kanitlamak zorundayiz!

105. C: Taban ve yulksekligin nasil degistigini bulmamiz gerek... Eger
ucgenlerin tabanlari ve yukseklikleri arasinda alanlari esit yapan bir oran

varsa...

106. N: icteki licgenle bir baglanti bulmaliyiz... Ucgenler degisse de alanlar

sabit...

107. C: Alan sabit... Fakat anlamiyorum... Tabanin yukseklige oraninin diger

ucgende tabanin yukseklige oranina esit oldugunu bulmak zorundayiz.
108. N: Eger tabanlari sabit alirsak ve yukseklikleri degistirirsek...
115. C: Fakat yukseklikler neden esit?

116. N: Tabanimiz ayni ve... Evet, ayni yukseklige sahip olduklarini kanitlamak
zorunda oldugumuz dogru... Fakat bu kenarin AABC’deki bu kenara esit oldugu

elimizde...

117. C: O zaman kuguk uggen diger klguk Ug¢gene estir...

118. N: Bekle bekle... Iki kenarin esit oldugu dogrudur... o zaman...
119. C: O zaman... Burada bir 90° var...

120. N: Bir baska kenara ya da bir bagka agiya ihtiyacimiz var... Ornegin bu
agl, bu agiya esittir gunka...

Sekil 3.9. Ogrencilerin arglimantasyon siireci
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Ogrencilerin Cabri geometri kullanarak ¢izdikleri sekil

Ce: AABC ve AECL Uggenlerinin alanlar esgittir.

Bu ifade bir gergektir. Bu gergcegi dogrulamak igin, égrenciler AABC ve AECL
ticgenlerinin tabanlari ve ylikseklikleri arasinda bir oran ararlar, béylece sabit
alan bulmaya caligirlar.

? D, : taban ve yukseklikler Cq: Uggenlerin alanlari
arasindaki oranin esitligi g esittir

T

W: alan formalu

(adim 6)

Eger AABC ve AECL (i¢genlerinden birinin tabaninin digerinin tabanina orani,
sirasiyla dggenlerin ylikseklikleri arasindaki orana esit ise bu (li¢genlerin
ylikseklikleri de esit olmak zorundadir. Clinkd bu (¢genlerin tabanlari egittir.
Buradan bu (g¢genlerin alanlarinin da egit oldugunu séyleriz.

Burada argiimantasyon adimi abdiktif yapidadir.

D- : esit tabanlar Cy: Dg
esit yukseklikler (?) T :

W: esitligin gegcigliligi

(adim 7)

Sekil 3.10. Ogrencilerin argiimantasyon siirecinin analizi
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Ogrenciler yiiksekliklerin neden esit oldugunu dogrulamak zorundadirlar. Bu
sebeple yiikseklikler (lzerine kurulu AANC ve ADEC kiglik dggenlerini
dustnmektedirler. Eger bu liggenler es iseler, ylikseklikleri de esittir.

? Dg : iki kliguk Uggen estir N Cs : D,

I

W: esligin
kalitsallhgi (adim 8)

Sekil 3.11. Ogrencilerin argiimantasyon siirecinin analizi

Iki kiiciik (icgen arasindaki eslik, bir eslik kriteri ile dogrulanabilir. Bu teoreme
basvurmak igin veri bulunmalidir. Argiimantasyon adimi yine abdliktif yapidadir.

Dg: ? Cy :Dg

T

W: KAA eslik kriteri

(adim 9)

Bir énceki 6rnekte oldugu gibi, 6grenciler eslik kriterine bagvurmak ve iki kliglik
ticgen arasindaki esligi dogrulamak igin veri ararlar.

Sekil 3.12. Ogrencilerin argiimantasyon siirecinin analizi

Argiimantasyonun vyapisi abduktiftir. Ogrenciler iki lggenin alanlarinin esit
oldugunun farkindadirlar. Bunu bu alanlarin esitligini hesaplayarak gérmusglerdir.
Adim 6’da yukseklikler ve tabanlar arasinda ug¢genlerin alanlarini sabit yapacak bir

oran ararlar. Adim 8 ve adim 9'da ise eglik kriterine basvurmak igin veri ararlar.
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Ogrenciler AABC ve AELC iiggenlerini diigiindirler.

Biliyoruz ki bu taban diger Uggenin tabanina esgittir. Simdi yuksekliklerin de esit
oldugunu kanitlamaliyiz. Bu gergegi kagit Uzerinde gizimle kanitladigimiz eslik
kriteri yoluyla dogrulariz.

Kagit tzerindeki ¢izim ile:
A ANC = A EDC
|ECI=IAC]

EDC = ANC = 90°

ACN = ECD

Cunki ACE= 90°, DCN= 90° ve eder DCA diger iki agidan c¢ikarilirsa ayni aclyi
buluruz.

Sekil 3.13. Ogrencilerin kanit siireci

Kanitin yapisi abduktif bir adim igerir:

D¢ : esit tabanlar Ce : Ucgenlerin alanlari
—_

e . esittir.
esit yukseklikler (?) T

W: alan formulu

D,: AANC = A EDC C,: esit
T yiikseklikler

W: esligin kaltsalligi

Dg: |EC| = |AC|
Cg: AANC = AEDC
EDC = ANC =90° >
ACN = ECD T
W: KAA eslik
Kriteri

Sekil 3.14. Ogrencilerin kanit siirecinin analizi
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3.9.2. Sonuglar (Abdiiktif Argiimantasyondan Abduktif Kanita Gegis
Durumu)

Analizi yapilan Ornekte kanitin yapisinin abduktif oldugu goruimektedir.
Ogrencilerin bu durumda kaniti yapmakta zorlandiklari ve sonugta basarisiz
olduklari goérUlmustir. 3.7.’de analizi yapilan o6rnekte abduktif yapida
argumantasyondan deduktif yapida kanita gecgis durumunda, argimantasyon
sureci ile kanit sureci arasinda yapisal bir mesafe olmasina ragmen ogrencilerin
baylk ¢ogunlugu kaniti basari ile tamamlayabilmiglerdir. Bu ornekte oldugu gibi
yapisal sureklilik oldugu durumda ise s6z konusu surekliligin ogrencilerin kanit

yapmalarina engel tegkil ettigi goralmustar.

Pedemonte [26] bu konuda su yorumu yapmaktadir: Abduktif yapida
argumantasyondan deduktif yapida kanita gegen ogrenciler iki sure¢ arasindaki
yapisal mesafeyi basariyla doldurmuslar ve kaniti yapabilmislerdir. Ancak bu
bolumde analizine yer verilen ornekte oldugu gibi, 6grenciler argimantasyon ve
kanit arasindaki yapisal boslugu (mesafeyi) dolduramadiklarinda ve kanitin yapisi
argumantasyondaki gibi abduktif yapida kaldiginda, 6grenciler kanit yapmakta

buyuk oranda basarisiz olmaktadirlar.

Buna goére oOgrenciler argimantasyon ve kanit arasindaki yapisal mesafeyi
doldurabilirlerse ve kanitin yapisini deduktif yapiya gecirebilirlerse kanit yapma
konusunda basarili olma olasiliklarini arttirmaktadirlar. Bu durumun sebeplerinin
arastinlmast ve bu konu Uuzerinde daha ayrintih analizlerin yapilmasi

onerilmektedir.

Yapilan analizlerde dikkat ¢eken bir diger nokta, Pedemonte’nin diger
¢alismalarinda oldugu gibi bu galismasinda da o6grencilerin argimantasyon ve
kanit surecinin yapisal analizini Toulmin Modeli’'ne gbre yaparken yardimci/yedek

elemanlara yer vermemis olmasidir.

3.10. Sinifta Kanitlama Yapilirken Karsilagilan Argiimantasyon Yapilari

Knipping [55] bu calismasinda, sinifta kanittama yaparken rastlanan yontemsel
acidan farkh argimantasyon yapilari Uzerine odaklanmaktadir. Fransa ve
Almanya’da yapilan kargilastirmali bir galismada gozlemlenen yontemsel agidan
farkh iki tip argimantasyon yapisindan bahsediimekte ve bu yapilara iliskin
ornekler sunulmaktadir. Argimanlarin analizinin yine Toulmin Model’ne gore

yapildig1 gorulmektedir.
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Ortaya cikan yontemsel agidan farkli argimantasyonlardan ilki bir kaynak gibi
tanimlanmakta; ikincisi ise bir depo olarak karakterize edilmektedir. Asagidaki

bélimde bu argimantasyon yapilari érneklerle agiklanmaktadir.

3.10.1. Argimantasyonun Kaynak Yapisi

Kaynak tipi argumantasyonlu kanitlama tartigmalarinda argumanlar ve fikirler
kaynaklardan figskiran su gibi cesitli kaynaklardan cikar. Burada kaynak ile
kastedilen, bir sinif tartismasinda yer alarak argiman Ureten bireylerdir. Bu
suregte yalnizca hedef sonu¢ dedil, aradaki ifadeler de cesitli yollarla
dogrulanmalidir. Bir ifadenin dogrulanmasi, 6gretmen tarafindan acgik ya da Ustu
kapall bigimde takdir edilmeli ve desteklenmelidir. Bir 6grencinin argumani diger
ogrenciler tarafindan reddedilse ya da s6z konusu argimana itiraz edilse bile

argumani Ureten 6grenci takdir edilmelidir.

Bu calismada deneyde sinif i¢i tartisma, Pisagor teoremi formdlinin Uretim

surecine  iligkindir. 8  farkli

argumantasyon akiminin  s6z
konusu kanitin global
argumantasyon yapisini besledigi
gorulmustir. Bu akimlar ifadeleri
ve sonuglari bir argiman zincirine
baglamamakta, fakat pek c¢ok
kaynagin bir akarsuyu beslemesi

gibi global argimantasyonunu

beslemektedirler. Ogretmen
tahtaya c¢izdigi sekil Uzerinde
ogrencilerin 6zdes 4 adet dik agili

ucgenin alani ile ilgili bir formul

uretmelerini istemistir.

Sekil 3.15. Ogretmenin tahtaya ¢izdigi sekil
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0 ifadeler (Veri (D) ve iddialar (C))
g. ? Gerekge (W) ya da Destek (B)

I Objection (O) bir hipotezya da
o W iddiaya karsi ¢tkma

:]wj :JT J B8 Nihai Sonug (C)

Sekil 3.16. Argimantasyonun kaynak yapisi

Burada AS-1 gosterimi, argiman 1’i ifade etmektedir. Benzer sekilde diger

argumanlar da sirasi ile ayni gosterim sekli kullanilarak temsil edilmislerdir.

Argiman 1’de igerideki dortgenin kare oldugu; argiman 2’de disaridaki seklin kare
oldugu, argliman 3'te igerideki karenin alaninin b? oldugu, argiiman 4’te disaridaki
karenin alaninin ¢? oldugu ve argiiman 5'te igerideki karenin bir kenarinin b-a
oldugu iddia edilmektedir. Argiman 6 Sascha’nin hipotezidir ve ¢alismada daha
detayl olarak verilmektedir. Sonunda butin argimantasyon akimlari birleserek tek

bir akim olusturmaktadirlar.

Bu surecgte argiman 3 ve 6 reddedilmigtir, fakat bu argimanlar kanit i¢cin dnemli
olan matematiksel fikirlere katkida bulunarak global argumantasyonu
beslemektedirler. Kaynak tipi argimantasyon yapisinda bir hipotezi reddetmek
tartisma icinde buyuk bir dikkat gerektirir. Tersine argumantasyonun ikinci
yapisinda, depo yapili arguimantasyonda odaklanma global argimanin deduktif
elemanlari Uzerindedir; boylece 6grencilerin yanlis hipotezleri tartisma esnasinda

g6z ardi edilebilmektedir.

3.10.2. Argumantasyonun Depo Yapisi

Depo yapisindaki argimanlar, batin argumantasyonu kesin ve kendine yeten
parcalar halinde duzenleyen orta dereceli hedef sonuclarina dogru akarlar.
Argumantasyonu olusturan pargalar, akan suyu diger bolime gecmeden kendi
icinde temizleyen depolar gibidirler. Depo vyapisini basit bir deduktif

argumantasyondan ayiran sey mantiksal bir yapi iginde geri ddénmeyi ve sonra
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tekrar deduksiyonlar halinde ileri gitmeyi saglayan abduksiyon adimlaridir. Bu

yapida argumantasyon sureci, akarken ayni zamanda aritilan su gibidir.

Depo yapisindaki argimantasyonlarda uretilen dedksiyonlar, verilerle daha fazla
desteklenmeyi gerektiren sonuglar ortaya c¢ikarirlar. Abduksiyonlar dogru oldugu
dusundlen bir sonugtan geriye dogru giderek veriyi kurmak icin muhakeme
yapmay! saglar. Bu veriler kabul edildikten sonra bagka dediksiyonlar, dogru
oldugu dusunulen sonuca guvenilir bigimde yon verir. Bu durum, kendine yeten ve
bir hedef sonucundan ileriye ve geriye dogru akan bir argimantasyon deposunu

karakterize etmektedir.

AS-1
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Sekil 3.17. Argimantasyonun depo yapisi
Burada Sekil 3.15.’te verilen 6gretmenin tahtaya c¢izdigi sekil Uzerinden Pisagor
teoremini Uretme amacgl yapilan sinif argimantasyonunda rastlanan depo
yapisina iligkin bir 6rnek verilmektedir. Sekil 3.18.’deki AS-1 gdsterimi, arguman 1’i
ifade etmektedir. Benzer sekilde diger argumanlar da sirasi ile ayni gosterim sekli

kullanilarak temsil edilmiglerdir.

Argiman 1 (AS-1), argiman 2 (AS-2), argiman 3 ve 4 (AS-3 ve AS-4)Un
olusturdugu ilk kismin tersine, argiman 5 (AS-5), argiman 6 (AS-6) ve arguman 7
(AS-7)'nin olusturdugu ikinci kisimda kapali bir yapi gorilmektedir. Yani ikinci
kisimda yalnizca ileriye dogru bir akim vardir; geriye donug gorulmemektedir.
Arguman 5 (AS-5) ve argiman 6 (AS-6) cebirsel argimanlar olup, sonu¢ argimani

niteliginde olan argiman 7 (AS-7)’ye dogru akarlar.
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ilk argimanda (AS-1) kanita konu olan Sekil 3.15.’te verilen déJretmenin tahtaya
cizdigi seklin bir egkenar dortgen oldugu iddia edilmektedir. Argimantasyonun
devaminda dortgenin bir kare olduguna dair bir bagka iddia ortaya konulmustur.
Bu hedef ifade, bir sonraki adimdaki geriye dodru akan abduksiyonun baslangic

noktasidir:
“Disaridaki seklin kare olmasi igin, i¢ agilari élgiileri 90° olmak zorundadir” (AS-X).

Tahtada c¢izimle desteklenen “Digaridaki seklin agilari birer dik ag¢idir’ hipotezi
ilerideki deduksiyonlar igin bir hedef sonucuna dénusmustir. Verilen bir dik agili
ucgende dar acilarin toplami 90°dir. Farkli Uggenlerde ayni agcilari 90°ye
tamamlayan acilar da aynidir. Boylece sekil Gzerinde timler agilar bulunmus ve

buradan s6z konusu seklin kare oldugu sonucuna variimistir.

Buna iliskin 6gretmen ve d6grenciler arasinda gegen depo tipi argimantasyonun bir
kismi asagida verilmektedir. Kisilerin onundeki sayilar, analizde ifadelerin yer

aldigi sira numaralarini gostermektedir.

58 Ogretmen: Kare. Oyleyse hangi kosullar altinda bu bir karedir, eskenar

doértgen mi kare mi?

59 Ogrenciler: Eger dik acisi varsa.
60 Ogretmen: Eger neyi varsa?

61 Ogrenciler: Bir dik agisi.

62 Ogretmen: Bir dik aci, bu yeterli. Peki, hangi acly! segiyorsunuz? Bir aciyi

hesaplayin.

63 Ogretmen: Fakat kanitlamak zorundasiniz. istediginizi secin. Hangi agci

hesaplanmasi kolay duruyor? Suradaki olabilir mi?

64 Ogretmen: Hayir, onu hemen dik agl olarak isaretlemeyin. Bir soru isareti

koyun.

65 Ogretmen: Peki, ne oneriyorsunuz? Onu nasil hesaplarsiniz? Yaptiginizi

sdylemistiniz.

Bu argimantasyon surecinde abduktif adim gorilmektedir ve bu abdiktif adimin
desteg@i karenin tanimidir. Bu destek bir éncillin/aksiyomun ortaya konulmasina

82



yon verir: “Digaridaki sekil bir karedir’” hedef sonucuna yonelik “Disaridaki seklin

acllari dik agidir’ énculinin/aksiyomunun olugsmasini saglar.

Ogrenciler ve dgretmen bu d6ncili 6zellestirmis ve icerideki seklin bir agisini
secerek bu acinin dik agi oldugunu gdsterme yoluna gitmislerdir. Burada abduktif
adimlarin, hedef sonucun oncdullerini agik hale getirdigi goruimustur. Asagidaki

sekilde s6z konusu abduktif argimantasyon surecinin sematik hali verilmektedir.

D: icerideki sekil bir eskenar | __ N
dértgendir. <Stephanie, W: Bir eskenar dortgen eger bir dik
AS-1 Sgretmen 50-54> acisi varsa, kare olur. <6gretmen,
ogrenciler 58-62>
AS-2 D: Igerideki seklin bir dik
acisi vardir.<dégretmen 62> C: icerideki sekil
- bir karedir.
D: Sectigimiz bu aci bir dik <Marc, 55-58>

acidir. <ogrenciler,
AS-3 | 6gretmen 62-64, tahtada>

Sekil 3.18. Depo yapisindaki argimantasyon
Kaynak tipi kanit tartismalarinda kanit yapmanin islevi teoremin neden dogru
oldugunu anlamaktir. Pek c¢ok kaynak kesfedilir. Bunun tersine depo tipi
tartismalarda kanit yapmanin islevi teoremin dogru oldugunu dogrulamaktir,

kavramsal iliskiler daha kapali bir yontemle kurulur.

Verilen 6rneklerde kanitlama surecindeki argumantasyon sadece argimanlarin tipi
bakimindan farkhlik gdéstermez, ayni zamanda tartismanin global yapisinda ve bir
argumandan digerine gecgerken kullanilan metinlerde de farkhlik gdsterir. Bu
durum, argumanlarin yapilar Gzerine daha fazla arastirma yapilmasi gerektigini
gOstermektedir. Kanit yapma ve argimantasyon yapilarinin iglevleri arasindaki
iligkiler, gelecekte yapilacak bagka arastirmalar icin ilging bir konu olacaktir. Bu
arastirmalarda cevabi bulunmasi 6nerilen soru, argumantasyon yapilarindaki
abduksiyonlarin rolu ile ilgilidir. Bu c¢alismada abduksiyon, sadece depo tipi
argumantasyonlarda bulunmustur. Abduksiyonun kaynak tipi argumantasyonlarda
bulunup bulunmadigi hala ucu acgik bir sorudur. Bu nedenle argumantasyon

yapilarindaki abdiksiyonun roltinin dikkatle ve 6zenle arastiriimasi énerilmektedir.
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3.11. Fransiz ve Alman Ders Kitaplarindan Alinan Orneklerde
Argumantasyon ve Kanit

Cabassut [56] bu calismasinda, Alman ve Fransiz ortaokul mufredatinda
matematik egitiminde argimanlarin kullanimina iliskin yapmig oldugu arastirma
sonuglarini paylagsmaktadir. Cabassut [56], olasilik ve gereklilik argiimanlari olmak
Uzere iki gesit arguman tanimlamaktadir. Calisma kapsaminda ilk olarak bu
arguman cgesitleri hakkinda bilgi verilmis, ardindan argumantasyon ve kanit

sureclerinde bu argimanlarin kullanimina iliskin érneklere yer verilmigtir.

3.11.1. Olasilik Argimanlari

Bu tip argimanlarda “garanti” bize sonuca ulagsmamiz igin yalnizca deneysel
anlamda izin verir [39]. Olasi bir istisna ya da kosul durumunu ifade etmek igin
iddia (sonug), “bdylik ihtimalle, su sartla...” gibi bir takim 6zel sdzcuklerle
nitelendirilir [39].

Bu argimantasyonlar aslinda bizim de daha dnceki ¢alismalarda bahsettigimiz
“abduksiyon” olarak isimlendirilen Polya’nin (1954, akt. [56]) tanimladigi olasilikh
dusunmedir (Peirce, 1960, akt. [56]): “C’nin dogdru oldugu goriltuyor. Ancak C, A
dogru oldugu durumda dogrudur. C’nin dogru oldugu agiksa, o zaman A da bdylik

ihtimalle dogrudur.”

3.11.2. Gereklilik Argimanlari

Bu tip argumanlarda “garanti” bilegeni bize sonuca ulagsmamiz i¢in acik sekilde izin
verir [56]. “Modus ponens” bu tip argimanlara bir érnektir: “A gézlenen bir durum
ve eger A dogru ise C de dogrudur. O halde C’nin dogru olmasi gerekir’. Modus
ponens, bir ¢cikarim kuralidir ve bu kurala gére hem A hem de A — B’nin dogru
oldugu bilindiginde B’nin de dogru olmasi gerektigi sonucuna ulasilir (Velleman,
2006, akt. [7]).

Balacheff (1991, akt. [56])'e gore, argumantasyon ve kanit suregleri ayni dogaya
sahip degildir. Argimantasyonun amaci etkilesim sonucunda bir anlasma/uzlasma
elde etmektir. Ama birincil amag bir ifadenin dogrulugunu ortaya koymak degildir.
Argumantasyon acik bir surectir; diger bir deyisle argumantasyon aracilarin her
gesidini kullanmaya firsat verir. Matematiksel kanitlarda ise, matematikgilerin
uzerinde hem fikir olduklari bir bilgiyi temel alarak elde edilmis bir bilgiyi kullanma

gereksinimi (zorunlulugu) vardir.
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Cabassut [56], argumantasyon ve kanit sureglerinin dogalarindaki bu farkliliktan
dolay olasilik ve gereklilik argumanlarinin bu sureclerdeki kullanim farkhliklarina
deginmigtir. Bunu yaparken ilk olarak hem argumantasyon hem de kanit 6zunde

birer dogrulama turt oldugundan “dogrulama nedir?” sorusuna cevap aranmistir.

Cabassut [56]'a gore, “dogrulama” (validation) “bir gereklilik ya da olasi bir durum
olarak ifadenin dogrulugunu iddia etmek niyetiyle ifade (izerinde dlisiinme” olarak
tanimlanmaktadir.  Dogrulamanin  iki ana islevini  birbirinden ayirmak

gerekmektedir:

1. Olasilik iglevi: Olasilik argimanlari yoluyla bir iddianin dogrulugunun
olasiligini denetler.
2. Kanit iglevi: Gereklilik argimanlari aracih@iyla bir iddianin dogrulugunun

gerekliligini denetler.

“‘Argimantasyon” olasilik argumanlarinin ve bazen de gereklilik argimanlarinin
kullanildigi dogrulama tartdur. Argumantasyon surecinde dogrulama, olasilik
islevini yerine getirmektedir. Olasihk argimanlarinin kullanimi bir hipotezi
surdirmek ya da sezgisel (deneyimsel) olarak bir iddianin, ifadenin kanitini
aramak icin kullanilir. Deneysel metotlari ya da matematiksel teoriler disinda kalan
cikarimlari kullanan gunlik matematiksel uygulamalari temel alir. Fakat bu
kullanim ifadeyi, iddiayl matematiksel teori agisindan daha dogru ya da daha
olanakli yapmaz. S6z konusu matematik¢i hipotezinin olasiligi konusunda diger

matematikgilerin onayini alabilir, ancak bu onay sezgiseldir.

‘Kanit” ise sadece gerekliik argumanlarinin kullanildigr bir dogrulamadir.
Matematiksel kanitta gereklilik argimanlari ifadenin dogrulugunun gerekliligini

kanitlarlar. Olasilikli disinme matematiksel bir teoride kabul gérmez.

3.12. Argiimantasyon ve Kanit Arasindaki iligski Nasil Analiz Edilebilir?

Pedemonte [20]'nin bu ¢alismasindaki amaci, argimantasyon ve kanit suregleri
arasinda c¢ogunlukla yapisal bir mesafe oldugunu gostermektir. Calismasina
argumantasyon ve kanitin islevsel ve yapisal Ozelliklerini vererek baslamistir.
Pedemonte’ye gore, matematikte argimantasyon ve kanit sureglerinin dort islevsel

Ozelligi bulunmaktadir.
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3.12.1. Argiimantasyon ve Kanitin islevsel ve Yapisal Karakteristikleri

Argumantasyon ve kanitin iglevsel ozellikleri soyle belirlenmistir:

1. Argimantasyon ve kanit matematikte mantikli savunmalar olarak

dusunulebilir.

Aragtirmalar, matematiksel kanitin yapiminda etkili olan savunma aktivitelerinin
oneminin altin1 gizmektedirler (Hanna 1991, 1995; Healy ve Hoyles, 2000, akt.
[20]). Bu savunma, bir ya da daha fazla yargidan tek bir yargi Uretmeyi saglayan
argumantasyon seklinde ortaya cikar. Bu c¢ikarimlar yargl dilinde kullanilan

ctkarimlar gibi mantiga dayahdir (Plantin, 1990, akt. [20]).
2. Argumantasyon ve kanit matematikte inandirmayi saglar.

Epistemolojik agidan, matematikte argimantasyon ve kanit, birinin kendisini ya da
bagkalarini bir ifadenin dogruluguna inandirmak istediginde gelistirilir (Chazan
1993; De Villiers, 1990; Hanna 1989; Healy ve Hoyles, 2000; Lakatos, 1976, akt.
[20]). Burada 6nemli noktalardan biri de, farkli anlamlardaki ikna etmek (convince)
ve razi etmek (persuade) terimlerini ayirt etmektir. Dil teorilerine gore, ikna
etmenin amaci, mantigin yardimiyla fikirleri ve inancglari degistirmektir. Razi
etmenin amaci ise, mantiga basvurma gerekliligi olmadan anlasma saglamaktir.
lkna etmek razi etmek anlamina gelir, razi etmek ise her zaman ikna etmek
anlamina gelmez. Bir diger deyisle ikna olan kisi razi olmustur, ancak razi olan bir
kisi her zaman ikna olmustur anlamina gelmez. Matematikte argtmanlar birinin

kendisini ya da bagkalarini ikna etmesi icin kullaniimaktadir.

3. Matematikte argumantasyon ve kanit evrensel bir dinleyici kitlesine hitap

eder.

Matematikte argimantasyonun amaci, birini ya da bir dinleyici kitlesini dogruluk
degerine ihtiya¢ duyduklar bir ifadenin dogrulugu hakkinda ikna etmektir. Plantin
(1990, akt. [20])e gobre, bu dinleyici kitlesi evrensel dinleyiciler olarak
adlandirimaktadir. Ozel dinleyicilerin tersine, evrensel bir dinleyici Kkitlesi,
muhataplarinin argimanina ya da argumanlarina saygi gostererek kendi fikirlerini
savunur. Bu galismanin konusu kapsaminda dinleyiciler ile kastedilen matematik
camiasidir. Bir okulda egitim &gretim verilen bir “sinif” matematik camiasina

verilebilecek ilk akla gelen 6rnektir.
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4. Matematikte argimantasyon ve kanit bir alana aittir.

Argimantasyonda kullanilan kelimeler herkes igin kesin ve tek bir algi olusturmayi
garanti etmez. Yanlis anlamalari en aza indirmek igin ifadenin argimantasyonda
hangi kapsamda kullanildigina dikkat etmek gerekir. Burada “kapsam” ile
kastedilen argimantasyonun “alan”dir. Toulmin [39], kelimelerin farkh
anlamlarindan dolay! argimantasyonun ¢oklu bir karaktere sahip oldugunun altini
cizmektedir. Bu nedenle argUmantasyonda “alan” kavramini ortaya koymustur.
Ornegin cebirle ilgili bir argiimantasyonda kullanilan aksiyomlar ile geometri ile
ilgili bir argimantasyonda kullanilan aksiyomlar birbirlerinden farkhdirlar. Kanit igin
ise “alan” ile kastedilen matematikteki teorik alanlardir: Cebir, kalkulis, geometri,
vb.

Argimantasyon ve kanitin islevsel karakterizasyonu bu suregler arasindaki
islevsel baglantiyr gosterir. Pedemonte [20], argumantasyon ve kanit arasindaki

yapisal karakterizasyonu ise Toulmin Modeli’'ne gore analiz etmektedir.

Pedemonte [20] bu c¢alismasinda argumantasyon surecinde hipotezin ortaya
konma sekline gore ortaya c¢ikan yapisal ve yapilandirici argiimantasyon

cesitlerinden s6z etmektedir.

3.12.2. Yapilandirici ve Yapisal Argiimantasyon

Yapilandirici arglimantasyon (constructive argumentation) bir hipotez olusturmaya
karsilik gelmektedir [27]. Verilen bir kurala gére her bir adim kendisinden 6nce
gelen adimin doéntsimu seklindedir. Yapisal (structurant) argiimantasyon ise
hipotezin bir gergek olarak verilmis oldugu durumlarda hipotezi dogrulamak adina
uretilmektedir [27].

Hipotezin argimantasyon surecinin baginda bir gergek olarak ortaya konmasi ya
da bir takim ifadelerin olusturulmasindan ya da sayisal denemelerin yapiimasinin
ardindan argimantasyon surecinin sonunda ortaya konmasina bagli olarak
belirlenen vyapisal ve vyapilandirici argimantasyon c¢esitleri farkli yapida
argumantasyon sureclerinde yer alabilirler. Dogasi geregdi yapisal argimantasyon
abduktif ya da indlktif; yapilandirici argimantayson ise deduktif ya da induktif

argumantasyon surecinin igine girebilmektedir.

Bu calismada yapisal ve yapilandirici argimantasyonlarin induktif yapida

argumantasyon sureci igerisinde yer aldigini gérmekteyiz. Hem bu argimantasyon
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cesitlerinin 6rnek durumlarini, hem de induktif argimantasyon sureci igcine nasil

girdiklerini gormek igin bolim 3.12.5. incelenmelidir.

Pedemonte [20] calismasinda induktif argimantasyonda genellemenin roline de
deginmektedir. Harel [58]'in indUktif bir stregte rol oynayan iki farkli genelleme
tanimladigr aktariimaktadir: Sonug¢ genelleme (result pattern generalisation) ve

stire¢ genelleme (process pattern generalisation).

3.12.3. indiiktif Siiregte Rol Oynayan Genellemeler
3.12.3.1. Sonug¢ Genelleme (Result Pattern Generalisation)

Sonu¢ genellemede sonuglardaki dizene odaklaniimaktadir. Toulmin Modeli'ne

gore sonug genelleme su sekilde sematize edilebilmektedir:

E; 1,2,3,... durumlari Uzerinde genellenen bir 6zellik olmak Uzere E;, E,, E5,...

D E11E21E31"' 1En % C |fade

|

W: sonug genelleme

Sekil 3.19. Sonug genelleme (result pattern generalisation)
Burada E,, E,, Es,..., E, bir onceki adimin iddialandir. Veriler arasinda bir

gerektirme (¢ikarim) bagintisi yoktur; birlikte ifadeyi olustururlar.

3.12.3.2. Sure¢ Genelleme (Process Pattern Generalisation)
Sure¢ genellemede ise suregteki dizene odaklanilir ve genelleme bir durumu bir
sonraki duruma baglayan ¢ikarim ile yapilir. Toulmin Modeli’'ne goére sureg

genelleme sdyle sematize edilebilir:

D: E,, Ey > E,, E; > Es, ... C: ifade

|

W: Sureg genelleme

Sekil 3.20. Sireg genelleme (process pattern generalisation)
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E,, Ey—>E,, E, —> E;, ... 0Onceki argimanlardir. Veriler arasinda zincirleme bir

gerektirme (gikarim) bagintisi vardir.

Hangi tip argimantasyon olursa olsun, bir argimantasyonda ifadeler arasindaki
mantiksal baglanti kanit icindeki mantiksal baglantidan farkhlik gosterebilir. Kanitin
her bir adimi deduktif bir adim olarak tanimlanabilir, fakat argimantasyonun yapisi
deduktif olmak zorunda dedgildir. Argumantasyon farkli yapida adimlardan, 6rnegin
abduktif ya da induktif adimlardan olusabilmektedir (Peirce, 1960; Polya, 1962,
akt. [20]). Bu durumda deduktif bir kanitin yapimi yapisal bir degisiklik
gerektirmektedir. Ornegdin abduktif ya da induktif adimlardan deduktif adimlara bir
degisim gibi. Bu degisim o6grenciler i¢cin her zaman anlasilir ve kolay degildir, fakat

genellikle gereklidir. Aksi halde kanitin yapisi deduktif olmayabilir.

3.12.4. Deney Sureci

Bu calismadaki deney, argimantasyon ve kanit arasindaki icerik anlaminda
surekliligin biligsel iligkileri yorumlamak i¢in yeterli olmadigi hipotezini dogrulamak
ve argumantasyon ile kanit arasindaki yapisal analizin dnemini gostermek igin
yapiimistir. Deneyde Fransa ve italya’da bazi 12. ve 13. sinif égrencileri ile
calisiimistir. Bu siniflarda égrenciler kaniti yeni yeni 6grenmeye baslamiglardir.

Ogrenciler sdz konusu problemleri ¢dzmek igin gerekli teoremleri bilmektedirler.

Hipotez olusturmayi ve sonunda kanit olusturmayi gerektiren U¢ adet agik uglu
geometri problemi kullaniimistir. MUufredatta yer alan ancak standart olmayan
problemler secilmigtir, ¢cinklU bu problemler arastirmacinin hipotezine 1sik tutar
niteliktedir. Bu ¢alismada bu problemlerden sadece ikisi incelenmistir. ilk problem
abduktif argimantasyon ornegi, ikinci problem ise induktif argimantasyon ornegi

sunmaktadir.

S6z konusu iki problem asagida veriimektedir. ilk problem Pedemonte’nin balim

3.7.’de ve 3.9.'da verilen ¢calismalarinda kullandigi problemdir.
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Problem 1. AABC bir Gggendir. Distan U¢ kare t¢genin kenarlari Gzerine
cizilmistir. Karelerin bogta kalan noktalari birlestirilmistir. Boylece ug
ucgen daha olusturulmustur. Bu tggenlerin alanlarini, AABC’nin alani ile

kiyaslayiniz.

Cozum. Bu ucggenlerin alanlari ile AABC’nin alani esittir. Bu problemin ¢6zim
ogrenciler icin acik degildir. Bir ¢6zUm stratejisi bulmak icin abduktif
argumantasyon yapmisglardir. Cabri Geometri'nin surikleme fonksiyonu, AABC’nin
ve distaki uc¢genlerden birinin tabani ve yukseklikleri arasindaki esligi gormelerini
saglamistir. Bdylece hipotez bir gergek olarak ortaya cikmistir. Ogrenciler bu
gercegdi dogrulamak igin veri ve gerekge arayisina girmislerdir. Argimantasyondaki

bu abduktif yapi, dediktif bir kanit Gretmek icin dedUktif yapiya donustiralmelidir.

Bu problem ¢ézamdane iliskin analiz suregleri bolum 3.7.de ve 3.9.'da verildiginden

bu bolumde tekrar edilmeyecektir.

ikinci problem su sekilde verilmektedir:

Problem 2. n kenarli konveks ¢okgenin i¢ acilarinin toplamini veren bir

kural bulun.

Cozum. Farkh konveks poligonlari distinmek mumkundur (bir Gggen, bir 5 kenarli
cokgen, bir 7 kenarli gokgen vb.). Kural, acilarin toplamini distnerek bulunabilir.
Her bir durumda agcilarin toplamini hesaplamak ve farkli sonuglar kargilagtirmak,
genel durumdaki kurali belirlemeyi mimkun kilar. Bu durumda argimantasyonun
adimlari arasinda baglanti yoktur. indlktif yapidaki argiimantasyon sonug
genelleme ile yapilandiriimaktadir. Farkl durumlarda bulunan kurallar karsilastirilir

ve n duruma genellenir.
Bu problem durumuna uygun farkh bir argimantasyon sureci soyle olabilir:

ilk cokgen olarak bir ticgeni diisiinelim. Uggenin agilarinin toplami 180°dir. Sonra
iki Ugcgeni yan yana koyarak 4 kenarli bir cokgeni diisiinelim. i¢ agilarin toplami
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180°nin 2 katina ¢ikmaktadir. Benzer olarak; 5 kenarl bir poligonu U¢ Uggene
parcalarsak, i¢c acilar toplamini 180° x3 olarak elde ederiz. Oyle goruniyor ki, bir
cokgenin kenar sayisini bir arttirmak ona bir t¢ggen eklemek anlamina gelmektedir.
Sonug olarak i¢ acilarinin toplamina 180° eklemek gerekmektedir. Genel olarak, n
kenarli bir gokgen dustundugumuzde i¢ agilar olguleri toplami (n-2)x180° olarak
elde edilmektedir. Bu durumda, induksiyon sidre¢ genelleme ile
yapilandiriimaktadir, c¢unkt genel kurali bulmak i¢in durumlar birbirine

baglanmistir.

102 o6grenci ciftler halinde bilgisayar bagsinda Cabri Geometri ile galismiglardir. Bu
yazilimin secilmesinin sebebi, yazihmin sirikleme fonksiyonunun &égrencilerin
kalem ve kagit kullanirken gézden kagiracaklari bazi 6zellikleri gézlemlemelerine
yardimci olacak nitelikte olmasidir. Dahasi bir ekran 6nunde birlikte ¢alisan iki
ogrenci uygun bir ¢6zUm bulmak igin birlikte konugsmak zorunda kalmaktadirlar. Bu

durum, grup argimantasyonunun ortaya ¢ikmasini saglamaktadir.

Ogrencilerin argimantasyonlari ve kanitlari Toulmin Modeli’'ne gore analiz edilmis
ve Kkarsilastirilmistir. Cozum protokolleri 6grencilerin yazili Urlnleri ve video
kayitlardan elde edilmigtir. Analiz surecinde dgrencilerin argimantasyon ve kanit
adimlari yeniden yapilandinimistir. iddia (claim) C, veri (data) D ve gerekce
(warrant) W ile gOsterilmistir. Bu harflerin sad altinda verilen indisler
arglimantasyon adimlarinin sira sayisini gostermektedir. ik olarak 6grencilerin
orijinal metnine, hemen altinda ise arastirmacinin analiz sonuglarina ve
yorumlarina yer verilmistir. Ogrencilerin orijinal metnine yer verirken sunulan bazi
karsilikli konusmalarda, 6grenciler isimlerinin bas harfleri ile temsil edilmektedir.

Metinler italyancadan ingilizceye, bu calisma icin de Turkgeye gevrilmistir.

3.12.5. Sonuglar (indiiktif Argiimantasyon Durumu)
Bu bdlimde Pedemonte’nin sundugu induktif argimantasyon durumlarinin
analizlerine yer verilmigtir. Calismanin basinda bahsedilen Problem 2 Uzerinde

asagidaki érnek durumlar incelenmistir:

Ornek 1. Sonug genelleme temelli indiiksiyon ve kanit arasindaki yapisal mesafe
ornegi

Ornek 2. Sireg genelleme temelli indiiksiyon ve kanit arasindaki yapisal sureklilik

ornegi
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3.12.5.1. Ornek 1 (Sonug Genelleme Temelli indiiksiyon Ve Kanit Arasindaki
Yapisal Mesafe Ornegi)

Ogrenciler birbirleri ile ilgisi olmayan gokgenler disinmiisler ve her bir gokgenin ig
acilarinin olglleri toplamini hesaplayarak bir tablo yapmiglardir. Bu tabloyu goz
Onune alarak, sonug¢ genelleme yoluyla hipotez olusturduklari sdylenebilmektedir.
Bu suregte oOgrencilerin sonu¢ genelleme temelli argumantasyonlarinda
yapilandirici argumantasyon surecinin yasandigi gorulmektedir. Anlamiglardir ki,
bir cokgene bir kenar eklemek i¢ acilarinin toplamina 180° eklemek demektir.
Fakat bunun sebebini anlayamamiglardir. Bir g¢okgenin kenar sayisini bir

arttirmanin bu ¢cokgene bir tggen eklemek ile es deger oldugunu gorememislerdir.

Alice asagidaki tabloyu yapmistir:

Kenarlar Toplam (acilar)
3 180°

4 360° =180 x 2
5 540° =180 x 3
6 720° =180 x 4

29. A: Buna gore, n kenarli bir gokgen igin kural 180x(n-2) dir.

30. L: Evet. n kenarlarin sayisidir.

Sekil 3.21. Ogrencilerin argiimantasyon sireci
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D,:Cy,Cy, Cs

|

C,: n kenarli gokgenin i¢
acllari
Olclleri toplami 180° x(n-2)
dir.

W: Sonug genelleme

C,, C,, C3 b6nceden yapilandirimis iddialardir:

C; : 4 kenarl bir bir gokgen igin i¢ agilari dlguleri toplami 360°dir.
C, : 5 kenarli bir gokgen ic¢in i¢ acilari dl¢uleri toplami 540°dir.

C5 : 6 kenarli bir gokgen icin i¢ acilari élguleri toplami 720°dir.

Sekil 3.22. Ogrencilerin argiimantasyon siirecinin analizi

Ogrenciler hipotezi kanitlamak zorunda olduklarinin farkindadirlar. Hipotezlerini
matematiksel induksiyon ile kanitlamak istemisler, ancak yapamamiglardir. Bu
argumantasyon ile matematiksel induksiyon arasindaki yapisal mesafe ¢ok
blayuktir. Pedemonte [20] bu yapisal mesafenin kapatilamamasinin sebebinin

ogrencilerin sure¢ icinde kullandiklari yapilandirici argumantasyon oldugunu

diistinmektedir. Ogrencilerin yaptiklari kanit asagida veriimektedir.

Baslangi¢c n=3 igin
180x%(3-2)=180°
Hipotez: 180x (n-2)
Tez: 180x (n-1)

S(n)= 180% (n-2)=180 X n-360

S(n+1)=180x% (n+1)-360=180 x n+180-360= 180 x (n+1-2)=180x (n-1)

Tezimizi matematiksel induksiyon yontemi ile kanitlamis olduk.

Sekil 3.23. Ogrencilerin kanit siireci
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Ogrenciler matematiksel indiiksiyonun zeminini olustururlar (n=3).

Ds : Cokgen bir ug¢gendir Cs: S(3)=180°

|

W: Ucggenlerin i¢ acllari
toplami igin teorem

n adimini n+1 adimi ile baglamak zorunda kaldilar.

D¢ : S(n) = 180x%(n-2) - S Ce: S(n+1)= 180x%(n-1)

T

W: ?

Ogrenciler S(n) formiiliinde n’yi n+1’e déniistiirmiislerdir. Ancak égrenciler
S(n+1)’in S(n)+180° oldugunu gérememiglerdir. Bu béliim igin n ve n+1’i
baglamak énemlidir (bir liggen eklemenin énceki i¢ agilar toplamina 180°

eklemek anlamina geldigini gérmek 6nemlidir).

Sekil 3.24. Ogrencilerin kanit sirecinin analizi

Bu protokol bir bilissel biitiinliik 6rnedi olarak goérinmektedir. Ogrenciler
argimantasyon ve kanitta ayni Ozellikleri ve teoremleri kullanmaktadirlar
(Gggenlerin acgilari toplami; ¢okgene eklenen bir kenar, agilari toplamina eklenen
180° ye denk gelmektedir). Fakat sonu¢ genelleme temelli induktif argimantasyon
ve matematiksel induktif kanit sirecleri arasinda 6grencilerin tamamlayamadigi
yapisal bir mesafe belirlenmistir. Argimantasyon boyunca égrenciler kurali sireg
genellemeden ziyade sonug genelleme yoluyla genellestirmigler ve sadece
yapilandirici  argimantasyon  kullanmiglardir. Pedemonte [20]'ye gore,
muhtemelen bu sebeple argimantasyon ve kanit arasindaki yapisal mesafeyi

dolduramamislar ve matematiksel induktif kanit yapamamislardir.
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3.12.5.2. Ornek 2 (Siire¢ Genelleme Temelli indiiksiyon ve Matematiksel
Kanit Arasindaki Yapisal Siireklilik Ornegi)

Ogrenciler bazi gokgenler diisinmisler ve bu gokgenlerin i¢ agilarinin toplamini
Olgcmuslerdir. Sure¢ genelleme yardimiyla bir hipotez bulmuslardir. Sonra da
hipotezi hakh ¢ikaran bir gerekge aramiglardir. Temeli slire¢ genelleme olan bu
ikinci indUksiyon yapisal argumantasyondur. Burada yapisal argimantasyon

ogrencilerin matematiksel bir induksiyon yapmasini saglamigtir.

Iki 6grenci arasinda gegen konusmalar sdyledir:

66. M: Eger n 3’e esitse, f(n) 180° x1’ e esgittir... Eger n 4’e egitse, f(n) 360°’ye
esittir, yani 180° x2 eder.

67. L: n 5’e egitse, f(n) 540°’ye esit olur, yani 180° x3’e...

68. M: O halde f(n) 180° x(n-2) olur...

Sekil 3.25.0grencilerin arglimantasyon siireci

Aragtirmacinin degerlendirmesi ve yorumlari ise soyledir:

D, : Onceden 5 C; : n kenarl bir cokgenin
yapilandirilan iddialar ic agilari
toplami 180x(n-2) eder.
W: Sonug
genelleme

Sekil 3.26. Ogrencilerin argiimantasyon siirecinin analizi

Ogrenciler sonu¢ genelleme ile hipotezlerini kurmuslardir. Simdi hipotezlerini
kanitlamak zorundadirlar. Stire¢ genelleme temelli indiktif bir argimantasyon olan

yapisal argumantasyon Uretmiglerdir.

Ogrencilerin kendi aralarinda konusmalarinin devami soyle verilmektedir:
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70. M: Tamam... Bekle!

71. L: f(4), 180°+f(3)’e esittir, clinkl bir Gggen daha vardir... Yani
180°+180°...

72. M: Tamam, o zaman f(5), f(4)+180° olur... Bu f(n)'nin, f(n-1)+180° olmasi
demektir.

73. L: Her zaman bir dncekine 180° ekliyorsun.

Sekil 3.27. Ogrencilerin argiimantasyon siireci

Arastirmacilarin analizlerinin devamu:

Ogrenciler ¢okgene bir iicgen eklemenin, agilarin toplamina 180° eklemek
anlamina geldigini anlamiglardir.

D, : Bir Gg¢gen igin f(3)=180° C, : 4 kenarli gokgen igin
T f(4)=180°+f(3)

W: Onceki gokgene bir (iggen eklemek agilarin
toplamina 180° eklemek anlamina gelir.

D;: C, C5 : 5 kenarli bir cokgen
T igin f(5)= 180°+f(4)

W: Onceki gokgene bir liggen eklemek agilarin
toplamina 180° eklemek anlamina gelir.

D, : Dy — Cy; C,: (n+1) kenarli bir
cokgen icin
Ds =G T f(n+1)=180°+f(n)

W: Sireg genelleme

Sekil 3.28. Ogrencilerin argiimantasyon siirecinin analizi

Bu durumda o6grenciler matematiksel induksiyon yapmak ig¢in butun elemanlara

sahiptirler. Stre¢ genelleme dgrencilere bir gokgeni kenar sayisinin ardisi§i kadar
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kenar sayisi olan c¢okgene baglamalarini saglamaktadir. Bu baglantidan
baglayarak, o6grenciler genel bir n kenarli ¢okgen dusundp, i¢ acilarin olguleri

toplami icin elde ettikleri sonucu (n+1) kenarli bir gokgen igin uyarlayabilmiglerdir.

Kanit. Ogrencilerin yaptiklari kanit agagidaki gibidir:

Baslangig f(3)=180°
f(n+1)=180° x(n-1)
f(n+1)=f(n)+180°

f(n)'ye 180° derece eklemeliyiz, clinkli eger cokgene bir kenar eklersek,

cokgene bir ticgen eklemis oluruz. Uggenin agilari toplami 180°dir.
Oyleyse:

f(n+1)=180° x(n-2)+180°

f(n+1)=180° x(n-2+1)

f(n+1)=180° x(n-1)

Sekil 3.29. Ogrencilerin kanit sireci

Ds : Cokgen bir tggen S Cs: S(3)=180°

T

W: Ucgenlerin agilarinin
toplami igin teorem

Sonra n+1 igin formdil yazarlar ve onu kanitlarlar.

Dy : f(n)=180°%(n-2) S Ce : f(n+1) =180° x(n-1)

T

W: Sureg¢
genelleme

Sekil 3.30. Ogrencilerin kanit siirecinin analizi
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Onceki gibi, bu érnek de bir bilissel biitiinliik drnegdi olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
Hipotezi dogrulamak icin yapilan sure¢ genelleme 6grencilerin n kenarli bir gokgen
ile (n+1) kenarli bir cokgen arasinda baglanti kurmalarini saglamistir. Buna gore
su sonuca ulasilmistir. Sonu¢ genelleme temelli indiktif bir argimantasyon,
matematiksel bir indlksiyon kurmakta basarisiz olmaktadir. Matematiksel
induksiyon yapmak igin, sure¢ genelleme gerekli gorulmektedir. Bu sonug

matematiksel indUuktif bir kanit kurmak icin oldukca énemlidir.

Argumantasyon sureci ve ardindan kanit sureci gecirdigi belirlenen 33 ogrenci
ciftinde 18’inin 2. problemi dogru kanitladigi goéralmustur. Bu 6grencilerin hepsinin
de sure¢ genellemesi yardimiyla matematiksel induksiyon yaptigi goérulmuastur.
Sonu¢ genelleme temelli induktif argimantasyon durumunda &grencilerin
kapatmasi gereken mesafe onlar icin bir engel teskil etmis ve matematiksel
indUksiyon yaparken sonu¢ genelleme kullanan 6grencilerin higbiri kanitini basari

ile sonuglandiramamistir.

Pedemonte [20] bunun sebebini 6grencilerin sonug temelli indUktif argimantasyon
yaparken yalnizca  vyapilandirici  argimantasyon  slUreci  gegirmesine
dayandirmaktadir. Sure¢ genelleme temelli induktif argimantasyon yapan
ogrenciler ise yapisal argimantasyon sureci gecirmeleri sebebiyle argimantasyon

ve kanit surecleri arasindaki yapisal mesafeyi doldurabilmektedirler.

3.13. Matematiksel Argiimantasyonu Modellemede “Niteleyen”in Onemi

Inglis, Mejia-Ramos ve Simpson [42] bu calismalarinda, O6grenciler ve
matematikciler tarafindan Uretilen matematiksel argumanlarin analizi Uzerinde
durmaktadirlar. Genel olarak bu tip analizlerin iki kategoride toplandigi
belirtiimektedir: Argdmanin igerigine yogunlasan analizler ya da argiimanin
yapisina yogunlagan analizler. Bu galisma argumantasyonun yapisina odaklanan

bir calismadir.

Matematik egitimi alaninda, Krummheuer [41] sinif temelli matematiksel
argumanlari analiz ederek Toulmin semasini kullanma trendini baslatmistir. Fakat
Krummheuer Toulmin’in orijinal semasinin indirgenmig/azaltilmis versiyonunu
kullanmistir. CUnkli Krummheuer “gurtten” ve “niteleyen” kullanimina gerek
duyulmadigini dusinmektedir. Bu elemanlari matematiksel argumanlarla ilgisiz

gormektedir.
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Sonradan yapilan ¢ogu calismada matematik egitimi arastirmacilari indirgenen
semay! kullanarak Krummheuer'i takip etmistir. Bu yaklagimi 6zellikle temel sayi
becerileri Uzerine (Evens ve Houssart, 2004, akt. [42]), mantiksal dedlksiyon
Uzerine (Hoyles ve Kichemann, 2002, akt. [42]), geometri (Pedemonte, 2005, akt.
[42]) ve genel kanit (Yackel, 2001, akt. [42]) Uzerine caligan aragtirmacilar

benimsemislerdir.

Diger bazi arastirmacilar, Toulmin semasini informel mantiktan formel mantiga
adapte eden farkh bir yaklagsimi benimsemislerdir. Aberdein (2005; 2006, akt. [42])
ve Alcolea Banegas (1998, akt. [42]), Toulmin semasini kullanarak formel
matematiksel kanitlari analiz ederken, semanin “guruten” ve “niteleyen” de dahil

olmak Uzere tum bilesenlerini kullanmislardir.

Inglis, Mejia-Ramos ve Simpson [42]'a gbre, arglUmanlarin analizinde Toulmin
Modeli'ndeki diger elemanlarin 6nemsenmemesi blyuk ve dnemli bir eksiklige yol
acmaktadir. Matematiksel arguman modellerinde niteleyenlerin rolinun ihmal
edilmesinin, bizi yalnizca kesin (absolute) sonuclu argimanlari distinmek
durumunda biraktigini  savunmaktadirlar. Bunun yani sira Toulmin’in tam
semasinin bize belirsizligi azaltmada daha ¢ok sans verirken, kisitli versiyonunun

kesinligi korumaya odaklandigini disunmektedirler.

Bu dusuncelere paralel olarak Inglis, Mejia-Ramos ve Simpson [42]'in bu
calismalarindaki amaci, matematiksel argimantasyonunun tamamini analiz etmek
icin Toulmin semasini tam olarak kullanmanin énemini gostermektir. Profesyonel
matematikgiler  fikirlerini gelistirirken formel olmayan argumanlara
gluvenmektedirler (Burton, 2004; Hadamard, 1945; Poincare, 1905; Thurston,
1994, akt. [42]). Bu nedenle argimanlarin yapisinin tam ve dogru olarak analiz

edilmesi olduk¢a 6nemlidir.

3.13.1. Deney Siireci
Bu calismadaki veriler, lisansustu o6grenim yapmakta olan ustun basarih 6
matematik ogrencisinden toplanan verilerdir. Bu o6grencilerden 5 tanesi doktora

yapmakta, 1 tanesi ise Fred, yuksek lisans yapmaktadir.

S6z konusu goOrev, daha o©nceden baska bir calismanin pargasi olarak,
matematikgilerin kosul (sart) ifadelerini nasil degerlendirdiklerini arastirmak
amaciyla Markowitz ve Tweney (1982, akt. [42]) tarafindan tasarlanmistir.
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Katilimcilar ile roportajlar yapilmig; roportajlarda yari yapilandiriimig goérisme
teknigi kullanilmigtir.  Arastirmaci, katilimcilarin cevaplari yeteri kadar agik
olmadiginda daha acgik ve anlagilir olmalari konusunda onlari yonlendirmigtir.
Kaydedilen roportajlarin analizlerinin yapilmasi igin birer kopyalari ¢ikarilmistir.

Analizler ¢oklu durum galismasi yaklagimina gore yapiimigtir.

Ik bakista hipotezler yetenekli matematikgiler igin oldukca kolay ve sayilar teorisi
ile ilgili basit problemler gibi gorunmektedirler. Ancak roportajlardan anlasildigi
kadariyla katilimcilar problemleri olduk¢a zor bulmuglardir. Yogun bir galisma

surecinin ardindan katiimcilardan yalnizca David batin problemleri gozebilmistir.

Asagida s6z konusu problem durumlarini iceren hipotez ifadeleri, bu hipotezlerin
icinde gecen bazi kavramlarin tanimlari ve bu tanimlara iliskin o6rnekler

verilmektedir. Katilimcilara verilen yonergeler, hipotezler ve érnekler séyledir:
“Asagdidaki bltiin sayilar pozitif tam sayi olarak distindlmelidir.

Tanim. Boélenleri toplandiginda 2 katindan fazla bir sonu¢ elde edilen n tam

sayisina “zengin” (abundant) sayi denir.

Tanim. Bodlenleri toplandiginda tam 2 kati eden n tam sayisina “mikemmel”

(perfect) sayi denir.

Tanim. Bdlenleri toplandiginda 2 katindan az bir sonug elde edilen n tam sayisina

‘kit” (deficient) sayi denir.

Ornek. 12 zengin sayidir, giink(l 1+2+3+4+6+12 = 28 ve 28 > 2 x 12 olur. Fakat
14 kit sayidir, ginkld 1+2+7+14 = 24 ve 24 < 2 X 14 olur.

Sizin goreviniz asagidaki hipotezleri (konjekturleri) disiinmek ve bu hipotezlerin

dogru olup olmadigini kanitlarini yaparak belirlemektir.
Hipotez 1. Bir n sayisi zengin sayidir ancak ve ancak bu sayi 6’nin bir katidir.

Hipotez 2. Bir n sayisi mukemmel sayi ise; o zaman her k € N i¢in kn sayisi

zengin sayi olur.
Hipotez 3. Eger p, ve p, asal sayilar ise; o zaman p; p, zengin sayi olur.
Hipotez 4. Eger n sayisi kit sayi ise; 0 zaman n’nin her boleni kit sayi olur.

Hipotez 5. Eger n ve m zengin sayilar ise; o zaman n + m zengin say!i olur.
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Hipotez 6. Eger n ve m zengin sayilar ise; o zaman nm zengin sayi olur.

Hipotez 7. E§er n zengin sayi ise; o0 zaman n sayis! bir m dogal sayisi ve p asal

sayisi icin p™ formunda yazilamaz.

Ornekler.

ik birkac zengin sayl: 12, 18, 20, 24, 30, 36, 40...
ik birkagc mikemmel sayl: 6, 28, 496, 8128...”

Katilimcilarin argimanlarinda acgikga belirtmedikleri durumlarda ve “niteleyen”,

“clruten” ve “destek” bilesenleri bulunmaya galigiimigtir.

“Niteleyen” kullaniminin acik bir 6rnegi 3. hipotez olan “p; ve p, asal sayilar ise, o
zaman p,p, zengin sayidir.” hipotezine iliskin olarak Chris’ten gelmistir. Chris bu
hipotezin yanls oldugunu dogru bir bigcimde gostermistir. Chris ile yapilan

roportajdan elde edilen veriler sdyledir:

Chris: Bu denklemde yerine yerlestirdigim en kl¢ik sayilar sonucun mikemmel
say! oldugunu; daha blyuUk sayilar ise sonucun kit sayl oldugunu goéstermistir. O
halde tum p; ve p, ler i¢cin durum bdyledir; yani higbirinde ¢arpim sonucu zengin

sayl olmaz.
Arastirmaci: Boyle oldugunu mu dusunuyorsun?

Chris: Evet bdyle oldugunu dusuniyorum, ama emin degilim. Bunun bdyle
monoton olarak gidecedini dugsunuyorum. Yani kuguk, orta ve buylk degerdeki
p1 Ve p,'ler icin durum bdyle, carpim sonucu zengin sayi olmuyor; ya mikemmel
ya da kit sayi oluyor. HHmmm, ama sanirim bunu gdéstermek igin bir seyler yapmak

zorundayim.

Chris, ifadenin muhtemelen yanlis oldugunu disinmekte ve sonuca ulagabileceqi
konusunda oldukgca emin gorunmektedir. Bu duguncesini iki Ornege ve
monotonlukla ilgili bir gerekgeye dayandirmaktadir. Sonucu formel olarak
gOsteremedigini kabul etmektedir. Fakat informel olarak ifadenin muhtemelen
dogru olduguna ikna olmustur. Toulmin semasina gore, Chris’'in argimani kesinlik
tasimayan, onun yerine sadece belirsizlii azaltan bir niteleyen etrafinda

donmektedir.
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p, ve p, asal O halde, : P1 P2 ze_ng_in
sayilardir. T muhtemelen; sayi degildir.

Kaguk p, ve p, degerleri (6rnegin 2 ve 3) igin
p1 p2 zengin sayi degildir; buyuk p; ve

p, degerleri (6rnegin 5 ve 97) igin de Telrs Ogn“ek
p. p» zengin sayi degildir. Oyleyse buradanorta | < OsirJanCqul

degerdeki p, ve p,degerlerii¢in de sonucun
zengin sayl olmayacagini hissediyorum.

Sayilar teorisi
monotonluga egilimlidir.

Sekil 3.31. Chris’in hipotez 3 igin Uretmis oldugu argimanin Toulmin Modeli'ne
gére analizi

Daha belirsiz niteleyenlerin kullanildi§i 6érneklerle de karsilasiimistir. Ornegin

David’e ayni sorunun degistirilmis su hali sorulmustur.

Arastirmaci: Eger 3. hipotezi “zengin sayi olmaz” seklinde degistirirsek, sence ne

olur?

David: Bence daha mantikh olur; ¢lnkd asal sayilar daha c¢ok kit sayi gibi

goérunuyor.

David’in, argumanini kurarken Chris kadar emin olmadigi gorulmektedir. David
dusunme tarzinda informelligi formel kanita donustirmeye daha c¢ok ihtiyag
duymakta ve bu yolda ilerlemektedir. Diger taraftan Chris argimani konusunda
yeteri kadar emindir; sonucu kanitlamak igin bir takim seylerin yapilmasi

gerektigini kabul etmistir, ancak devam etmeye ihtiyag duymamistir.

Buradaki asil 6nemli nokta aslinda sudur: Chris ve David argimanlarinda farkh
gerekge tipleri kullanmislardir. Bu farkh gerekgelere argimanin sonucuna iligkin
inancin derecesini belirten farkli niteleyenler eslik etmislerdir. Gerekge argimanin
bir bolumudur; “gerekge tipi” ise benzer ozellikteki gerekgelerin bir kategorisidir.
“Gerekce tipi” kategorileri Harel ve Sowder tarafindan belirlenen [52] kanit

semalarina benzer genis bir gesitlilige sahiptir.
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Gerekge tipleri ve kanit semalari arasindaki onemli farki Harel ve Sowder [52]

soyle aciklamiglardir:

“Kanit semasi kisinin ifadenin dogrulugu Gzerindeki stiphelerini kaldirmasini
saglar. Yani kanit semasi belirsizligi kaldirmayi amaclar. Gerekge tipleri ise

sadece belirsizligi azaltmay saglar.”

Daha once yapilan calismalarda arastirmacilarin niteleyenleri géz ardi edip,
sinirlandirilmis sema kullanarak yaptiklari ¢alismalarinda atladiklari nokta bu
olmustur: Gerekge tipleri. Onlar Chris ve David'in argimanlari arasindaki bu

farklihgi belirleme konusunda yetersiz kalmaktadirlar.

Inglis, Mejia-Ramos ve Simpson [42]'a gore, Toulmin semasini bir batun olarak
disindigimuizde matematiksel argimanlar igindeki farkliliklar daha genis
anlamda tespit edilebilmektedir. Analizlerde niteleyen bileseninin de saptanmasi
halinde argumanda kullanilan gerekge tipi de belirlenmektedir. Boylece
argumanlarin karsilastirlmasi ve argumanin kendi iginde analizinin yapiimasi
daha saglikh olmaktadir. Bu noktada arastirmacilar gerekge tiplerinden daha

detayli bahsetmeyi gerekli gormuslerdir.

3.13.2. Gerekge Tipleri
3.13.2.1. indiiktif Gerekge Tipleri
Harel ve Sowder [52], induktif (tUmevarimsal) kanit semalarini sdyle

tanimlamiglardir:

“Ogrencilerin bir hipotezin dogrulugu konusunda kendi kendilerini ya da
bagkalarini ikna etmek icin hipotezlerini bir ya da daha fazla 6zel durumda

kullanarak sayisal hesaplamalar yaptiklari kanit tipi."

Induktif gerekge ise bir argimanin sonucu hakkindaki belirsizli§i azaltmak igin
benzer bir stratejiyi kullanir. Bu c¢alismada pek c¢ok induktif gerekgce ornegine
rastlanmisgtir. Chris’in Uretmis oldugu yukarida yer verdigimiz argiman bu
orneklerden biridir; Chris klglk ve buyudk sayilar icin hesaplama yapmis ve
bdylece iddiasinin butin sayilar i¢cin dogru oldugunu hissetmistir. Andrew’un 4.
hipotez ile ilgili olarak Uurettigi argumanda da induktif gerekce kullanimi

gormekteyiz.
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Hipotez 4. Eger n sayisi kit sayi ise; o zaman n’nin her béleni kit sayi olur.

Tanim. Bélenleri toplandiginda 2n’den az bir sonug elde edilen n tam sayisina “kit

say!” (deficient) sayi denir.

Andrew: Bazi denemeler yapalim (gultyor). Kit sayilar, érnegin 9... Evet 9 bir kit
sayl. Bu olmadi sanki ¢unkl... Neyse 10 diyelim; ¢arpanlari 2 ve 5. 2 ve 5 asal

sayilar... Asal sayilar kit sayi sanirim...
Arastirmaci: Asal sayilar kit sayr mi?

Andrew: Evet, asal sayilar her zaman kit sayi. Evet, ¢inku toplam; sayinin kendisi
ile 1’in toplamina esit. Sey, her zaman (guluyor), yani sanirim. Bakalim, evet 2 de
kit sayl. O zaman tamam, kural igliyor. Evet, dyle gortntyor ki saglaniyor. Evet,
tamam gorunuge gore soyledigim sey dogru.

Arastirmaci: Neden bodyle sodyluyorsun peki? Soyledigin sey 10 icin saglaniyor
diye mi?

Andrew: CUnku (sessizlik) Clnkd, sey... (uzun sessizlik)

Andrew’un hipotezine iliskin stphesi, gbézlemleri ve denemeleri sonucunda
azalmistir. Andrew ifadenin olasi dogrulugu ile ilgili olarak kendisini ikna etmek igin

onemli bir deney yapmistir ve sonugta ifadeyi dogru sekilde kanitlayabilmigtir.

Andrew’un argumaninin Toulmin Modeli’'ne gore analizi agagida verilmektedir.

" — : n’nin batun
n kit bir say —> | Oyle gérunuyor ki; | —> bSlenleri kit

T sayidir.

10 kit sayidir; 2 ve 5 de kit Ters 6rnek olmadikga,
sayidir. E

I

2 bile kit sayidir.

Sekil 3.32. Andrew’un hipotez 4’e verdigi cevabin bir kismi
Pek c¢ok sonuca goére, katiimcilarin sonuglara iliskin inanglarinin derecesi,
kullanilan &rneklerden etkilenmektedir. incelenen érneklerde égrencilerin iki ayri

strateji kullandiklari ortaya gikmistir: Orneklerin kullanimi ve ters 6rneklerin
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kullanimi.  Orneklerin kullanildigi ilk strateji hipotezin o durumda saglanip
saglanmadigini test etmek igin yapilan énemli bir deneydir (Balacheff, 1988, akt.
[42]). Eger saglaniyorsa, veri ile sonucu baglayan “uygun” bir niteleyen kullanilir.
ikinci strateji biraz daha farklidir; bu durumda katilimcilar bir seri érnek icinden ters
ornek bulup bulamayacaklarini arastirirlar. Eger bulamazlarsa bu durumda “olasI”

bir niteleyen kullanirlar.

3.13.2.2. Yapisal-Sezgisel Gerekge Tipi

“Yapisal-sezgisel” terimi gozlemler ya da denemeler yapan ve bazi zihinsel
yapilari kullanan, s6z konusu sonu¢ hakkinda digerlerini gorsel yollarla ikna
etmeye calisan birinin kullandigi gerekge tipini betimlemek icin kullanilir. Sik
rastlanan bu cinsten muhakeme sezgisel tipte bir muhakeme olarak goérulmektedir
(Fischbein, 1987, akt. [42]).

Hipotez 5 ve 6’da katilimcilara m ve n’nin abundant oldugu bir durumda sirasiyla
m+n ve mn’nin abundant olup olmadigina karar vermeleri istenmistir. Bu

hipotezlerde Uretilen gerekgeler cogunlukla yapisal-sezgisel tipte olmustur.

Hipotez 5 icin elde edilen veriler 6zel olarak dusunuldiginde, ¢ogu katilimcinin bu
hipotezin muhtemelen yanlig oldugunu duglndikleri gorulmuastir. Buna ornek

olarak Fred ile yapilan réportajdan elde edilen veriler asagida verilmektedir.
Hipotez 5. Eger n ve m zengin sayilar ise; 0 zaman n + m zengin sayi olur.

Fred: $oyle dusunuyorum, icgudisel olarak, hipotezin yanhs oldugunu

dusunuyorum.
Arastirmaci: Neden?

Fred: CUnkl, imm, ben sunu dusuniyorum... Bir diger tipik 6érnek, sunun gibi, bir
seyin zengin say! olup olmadigini sdylemek igin bdlenleri ile yani onu bdlenlerle
ilgili disiinmek lazim. iki sayiy! topladigimizda elde ettigimiz sayinin bdlenlerinin
bu iki sayinin bdlenlerinin 6zelliklerine sahip olacagini sdyleyemeyiz. Yani sunu
demek istiyorum 3 ve 5’i topladiginda 3 ve 5’in bdlenleri, 8in bdlenlerinden
tamamiyla farklidir. Immm, ama asla bilemeyiz. Yani zengin sayi olma bir sayi igin
genis bir kavram; yani sunu demek istiyorum, sezgisel olarak bu sonuca ulagsmayi

bekliyorum, imm, yani deneyecegim.
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Fred ifadenin aslinda yanhs oldugunu gostermeye yonelik gabalamaya devam

etmis ve bir ters 6rnek aramaya baglamistir.

Yapisal-sezgisel gerekge tipi bir diger katilimci tarafindan asagida verildigi sekilde

kullanilmistir.
Chris: m ve n zengin sayi ise, n + m de zengin sayi olur. Bu dogru gérinmuyor.
Arastirmaci: Neden olmasin?

Chris: Clnki n + m’nin bélenleri n ya da m’nin bélenleri ile alakasizdir. Oyleyse
ters drnek bulmak oldukga kolaydir. Oyle dislnuyorum (guliyor). O halde, iki tane

guzel zengin sayi alirsam, immm...
Chris’in Hipotez 6 icin sOyle bir cevap vermistir:
Hipotez 6. Eger n ve m zengin sayilar ise; 0 zaman nm zengin sayi olur.

Chris: (karti okur) Dogru, eder n ve m zengin say! ise nm zengin say! olur. Bu
daha mumkin gorunuayor, c¢unki n ve m sayillari nm ’nin  bdlenlerini

paylagsmaktadirlar.

Chris’in argimanlarinda kullandi§i yapisal-sezgisel gerekcgeler belirsizligi yeterli

dizeyde azaltmaktadir.

Hipotez 5 icin verilen cevaplara genel olarak bakildiginda, bu cevaplarin
birbirlerine ¢ok benzedigi gorulmuagstur. Katihmcilarin  baglangictaki sezgileri,
yapisal-sezgisel gerekgeler olusturmalarini saglamistir. Bu yapisal-sezgisel
gerekgeler onlarin hipotezin dogru olmadigina karar vermelerini ve hipotezi
reddetmelerini saglamistir. Ters 6rnek bulmanin en uygun strateji oldugunu

disunmdagler ve hipotezin dogru olmadigi sonucuna ulasmiglardir.

Hipotez 6'da durum bunun tam tersidir. Katihmcilar yapisal sezgisel gerekgeleri,
hipotezin dogru oldugunu belirlemek igin kullanmislar ve bu kararlarini temel alan

kanit yapma yoluna gitmislerdir.

Matematikte sezginin guvenirligi, matematikgiler ve felsefeciler tarafindan surekli
tartigilan bir konu olmustur. Hahn, 1933’te yazilmig Unlu bir makalede (1960ta
Hahn tarafindan tekrar yazilmigtir, akt. [42]), matematikte sezginin guvenilir
olmadigini ve matematiksel muhakemede sezgiye yer verilmemesi gerektigini

vurgulamaktadir. Hahn bu dusuncesini desteklemek icin birgok ornek vermistir
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(Moore, 1900; Whyburn, 1942, akt. [42]). Hahn bu 6rneklerle matematikte sezgi ile
kavramlarin bagdastirilamayacagini, bu sebeple de matematiksel muhakemeden
sezginin ¢ikartiimasi gerektigini anlatmaktadir. Diger yazarlar bu dusinceye karsi
cikmiglardir. Bazen sezgi yaniltici olsa da, sezginin matematiksel arastirmaya yon
vermesi agisindan onemli oldugu dudsunulmektedir (Feferman, 2000; Poincare,
1905, akt. [42]).

Bu calismanin verileri bu dusunceyi desteklemektedir. Katilimcilar sonucun
verilerden cikip ¢ikmadigl konusunda bir inan¢ olusturmak igin sezgisel yapilari
kullanmiglardir. Bu anlamda yapisal-sezgisel gerekgeler, belirsizligi azaltmak igin

oldukga fazla kullaniimigtir.

Ancak yapisal sezgisel gerekgeler, belirsizligi azaltarak bazen dogru olmayan
sonuglarin ortaya ¢ikmasina neden olmaktadir. Fred hipotez 5 Gzerinde c¢aligirken,

hangi ¢esit sayilarin zengin sayl olmaya daha yakin oldugunu disunmastar.

Fred: Immm, sey benim dusincem, tek sayilar genellikle zengin sayi degildir,

cunku...
Arastirmaci: “Genellikle” derken ne demek istiyorsunuz?

Fred: CUnkU benim genel duslincem soyle, eger bir sayi ¢ift sayl ise o zaman
onun bdlenlerinden biri sayinin yarisi kadardir. Bu da buyuk bir sayidir ve s6z
konusu sayinin bdlenlerinin toplamini  buyatir. Ama sayl tekse bdlenlerin

toplaminda buyuk bir kisim eksik olmaktadir.
Arastirmaci: O halde tek sayilarin zengin sayl olmadigini tahmin ediyorsun.
Fred: Muhtemelen olmayacagini dusunuyorum.

Bu noktada o6rnek verilebilecek bir diger isim Ben’dir. Réportaji boyunca Ben’e
batin zengin sayilarin ¢ift olup olmadigi sorulmustur. Ben’in kurdugu argiman

Fred’inkine benzerdir.
Ben: Imm, (uzun bir sessizlik) dogru olmasi gerektigini dustinuyorum.
Arastirmaci: Neden?

Ben: (Uzun bir sessizlik) Eger sayi tek olursa, sayinin bolenlerinde sayinin yarisi
kadar buyuk bir kismi kaybediyorsunuz. Sayi tek sayi oldugunda, ilk bdleni

muhtemelen 3’tlr. Cift sayillarda ise ilk bdlen 2’dir ve sayinin yarisini elde
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edersiniz. Otomatik olarak sayinin yarisi olan bu buyuk kisim da sayinin bolenleri
arasinda yer alir ve bdlenlerin toplamina buyuk katki saglar. Bu nedenle bence
sezgisel olarak cift sayilar tek sayilara kiyasla zengin sayl olmaya daha yakin

gorunuyorlar.

Fred ve Ben'in her ikisi de zengin sayilarin 6zellikleri hakkinda argiiman uretirken
yapisal sezgisel gerekgeler kullanmiglardir. Fred’'in ve Ben'’in yapisal sezgisel
gerekcgelerine ragmen aslinda tek ve zengin olan sonsuz sayida sayi (ilki 945)
vardir. Yapisal sezgisel gerekge burada her zengin sayinin ¢ift sayr oldugu
hipotezi hakkindaki belirsizligi azaltmakta ve katihmcilarin yanhg bir sonuca
ulasmasina neden olmaktadir. Ben ve Fred’in zengin sayilar ile ilgili Uretmis
olduklari argimantasyon sirecinin Toulmin Modeli’'ne goére analizi asagida

verilmektedir.

Oyleyse muhtemelen;

SN — > | n cifttir.

="

Eger n tekse o zaman olasi
bdlenlerin buydk bolumunu <
kaybediyoruz. T

Bir n ¢ift sayinin olasi
bdlenleri 1°"den n/2’'ye kadar,
tek bir sayi icin ise 1'den
n/3 ’'e kadardir.

n zengin sayl

Bir ters ornek olmasi
ihtimali,

Sekil 3.33. Ben ve Fred’in zengin sayilar igin Uretmis olduklari argimanlarinin
Toulmin Modeli’'ne gére analizi

3.13.2.3. Dediiktif (Cikarimsal) Gerekge Tipi

Harel [58], en gelismis kanit semasi olarak “deduktif (gikarimsal) modern
aksiyomatik” semayi tanimlamaktadir. Bu semayi kullanan Kigiler aksiyomlardan
dogruya ulagsmak icin (gercegi kurmak igin) deduksiyonlari kullanirlar. Deduktif
(cikarimsal) gerekge tiplerinin temeli de benzerdir. Aksiyomlardan Uretilen
deduksiyonlar, cebirsel hesaplamalar, ters 6rneklerin kullanimi deduktif gerekge

olarak siniflandiriimaktadir.
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Profesyonel matematikgiler igin deduktif bir gerekge, formel matematiksel gereklilik
tasimaktadir. Yani deduktif gerekce kullanilan argumanlarda etkili gurttenler
olmadidi dusunulmektedir. Karmasik kanitlarda matematikgiler bazen “benim
argumanimda bir hata olmadigi slrece” gibi acik olmayan niteleyenler ve
curutenler kullanirlar. Fakat deduktif gerekge kullanilan argumanlarda amag, bunu
en aza indirebilmektir. Yani profesyonel matematikgiler igin induktif ve yapisal-
sezgisel gerekge tipleri belirsizligi azaltmayr amaclarken; deduiktif gerekcge,
belirsizligi kaldirmayr amaclar. Ancak her ne kadar bu durum profesyonel

matematikgiler icin boyle olsa da, butun 6grenciler icin boyle olmayabilir.

Deduktif gerekce kullanimi 6rneklerinden biri Andrew’un hipotez 2 tzerinde urettigi
argumanlarda gortlmektedir. Andrew’un urettigi argimantasyon sirecine asagida

yer verilmektedir.

Hipotez 2. Bir n sayisi miikemmel sayi ise; o zaman her k € N i¢cin kn sayisi

zengin sayi olur.,

Andrew: Peki, oyleyse n miukemmel sayi ise her k € N igin kn zengin sayi olur.
Ok, o zaman bu nedir? Yani ne demek oluyor bu? Evet 6yle gorunuyor ki,
n mukemmel sayi ise ve n ’yi bélen herhangi bir p;’yi alirsak, o zaman p;’lerin
toplami 2n olur. Tanim budur. Evet, ok, dyleyse aslinda kn 'yi almaliyiz, o zaman
acikga batin kp;’ler kn ’yi boluyor. Sonra bunlari topluyoruz ve 2kn elde ediyoruz.
Ayrica su da var, 6rnegin kn'yi bélen k’ye de sahibiz. Yani bunu da eklemeliyiz.

Endiselenmeye gerek yok. Evet, bu nasil olur? (uzun bir sessizlik).
Arastirmaci: O halde hipotez 1’deki ayni problemle karsi karsiyayiz. Seyle...

Andrew: Evet, immm, bir tane bulabilir miyiz? Dogru, oyleyse bilmiyorum. Bazi

ornekler bulsam...
Arastirmaci: Senin icin bazi 6érneklerim var.

Andrew: Mikemmel sayl orneklerin mi var? Tamam, o zaman mesela 6 diyelim.
Evet, 1+2+3+6 ve toplam 12 ediyor. O da 2x6 zaten, yani 6'nin tam 2 kati. Tamam,
mukemmel sayi iste! Tamam, Oyleyse 12 igin, 1+2+3+4+6, o zaman, tamam +12
(minldanmalar). Tamam, zengin sayi iste! O zaman, evet, 2, 4, 6, 12 bdlenlerimiz
var. Ayrica baska bdlenlerimiz de var. Evet! Yani bu basit, glinkl ayrica 1 bdlenine

de sahibiz...

109



Her ne kadar Andrew higbir ¢urutenin olmadigina inansa da, aslinda olasi bir
gurtten vardir, k = 1 oldugu durumda. Arastirmacinin da harekete gecirmesi ile
Andrew bu durumu fark etmekte ve argumanini uygun sekilde degistirmektedir.
Formel olarak Andrew’un sonucu, bu modifikasyonu yapana kadar yanlis olsa da,

onun deduktif gerekgesi etkili bir bicimde belirsizligi ortadan kaldirmaktadir.

Deduktif gerekgelerin hepsi bu formda degildir. Bazen katilimcilar sonuglarini
desteklemek igin ters ornekler kullanirlar. Buna iligkin bir 6rnek olarak hipotez 1
icin Edward’in Urettigi argimaninin bir bélimu burada verilmektedir. 6’nin batin
tam katlarinin zengin sayi oldugunu basariyla gosterdikten sonra dikkatini 6’ya

yonlendirmigtir.
Hipotez 1. Bir n sayisi zengin sayidir ancak ve ancak bu sayi 6’nin bir katidir.

Edward: Evet (...) 6yleyse n = 6 durumunu dusunelim, mikemmel sayi olan, yani
Oyle oldugunu biliyorum sadece. Ya da oOyle mi? Hmm, 1+2+3+6 =12, evet,
Oyleyse, bu bir mikemmel sayi. Zengin sayi buyuk ya da esit mi olacakti, yoksa
sadece biyik mi olacakti? Oyleyse, bu, bu bir ters drnek, yani n = 6 oldugunda,

bu bir zengin sayi degildir. Oyleyse... “eger” den kurtulduk.

Arastirmacilar deduktif gerekge tipi ile ilgili daha 6nce yapilmig olan arastirma
sonuglarindan farkli olarak su sonuca ulagsmislardir: Onceki arastirma sonuglarina
gore, deduktif gerekgeler mutlak niteleyenler ile eslestiriimekte ve hicbir ¢uriten
kabul etmemektedirler. Ama bu arastirmanin analiz sonuglarina goére, deduktif
gerekge ile mutlak niteleyenler arasindaki s6z konusu eslestirme her zaman
gerceklesmeyebilmektedir. Bu oldukga onemli ve diger arastirma sonuglarindan

farkh bir sonugtur.

3.13.3. Sonuglar

Inglis, Mejia-Ramos ve Simpson [42], ileri matematikte deduktif olmayan
gerekgeleri temel alarak, bir sonucu kesin olarak kabul eden higbir 6grencinin
basarili olamayacagi konusunda Harel [58] ve Tall [59] ile hem fikirdirler. Ancak bu
calismada gorulmustir ki, matematiksel argumantasyonda deduktif olmayan
gerekge tipleri uygun niteleyenler ile uygun olarak eslestikleri sirece dnemli bir rol
oynamaktadirlar. Analiz sonuglari, matematikgilerin indUktif ve sezgisel
argumanlardan ve gerekgelerden vazgegemeyecegini gostermigtir. Bunun yerine

gerekgelerini uygun niteleyenler ve gurutenler ile eslestirmeyi 6grenmelidirler. Bu,
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basarili bir matematikgi olma yolunda ¢ok onemli bir rol oynamaktadir. Bazi
katilimcilarin gerekcgelerinde hem induktif 6zellikleri hem de yapisal-sezgisel

Ozellikleri birlikte kullandiklari gorulmustar.

Daha oOnce yapilan calismalarda gerekge ile niteleyenlerin her zaman uygun
sekilde eslestirilemedigi gértlmuastir. Weber (2003, akt. [42]), bir 6grencisinin “her
n tek tam sayisi igin, (n> — 1) ifadesi 8 ile bélinebilir”’ ifadesinin kanitini soyle

yaptigini belirtmektedir:
“12—-1=0 8ile boliinebilmektedir. 3> —1 =8 8 ile béliinebilmektedir.

52 —1 =24 8 ile béliinebilmektedir. Bu bbyle devam eder. Buradan n tek

ise, n?> — 1'in 8 ile kesin béliindir.”

indUiktif gerekge kullanmanin bir sonucu olarak, Harel ve Sowder [52] bu
ogrencinin induktif kanit semasina sahip oldugunu belirtmiglerdir. Matematiksel
argumanlari modelleme c¢ergevesinde dusunursek, bu arguman gerekgesine

uygunsuz bigimde eglestirilen mutlak bir niteleyene sahiptir.

Inglis, Mejia-Ramos ve Simpson [42] ile Harel ve Sowder [52] ve Tall [59]'un bakig
acilari arasindaki asil fark, Inglis ve digerlerinin deduktif olmayan gerekgelerin
matematikte uygun bicimde kullanilabildigini disinmeleridir. Onlara goére, aslinda
induktif gerekgce kullanimi uygunsuz degildir. Sadece mutlak bir niteleyen ile

uygunsuz sekilde eslestiginde arguman problemli hale gelmektedir.

Yukarida verilen érnekte Weber (2003, akt. [42])'in 6drencisi deduktif olmayan bir
gerekgeyi uygunsuz bir niteleyen ile eslestirirken, deduktif gerekgeler ile uygunsuz
bir niteleyen eslestirmesi yapilan ornekler ile de karsilagiimistir. Buna iliskin bir

durum Simpson (1995, akt. [42])'dan alinti yapilarak su sekilde ifade edilmektedir:

“Ogrenme stilleri tUizerinde yapilan ¢alismalarin bir bélimi olarak, Simpson
“Arithmagons” olarak adlandirilan probleme verilen cevaplari degerlendirirken
bir dgrencisinin yazdiklari Uzerine sunlari ifade etmistir (Mason vd., 1982, akt.
[42]):

“Bir sure uzerinde galigtiktan sonra oldukga guzel kiguk bir kanit yazdi. O
oldukca genel bir ¢6zim ortaya koydu. Bir sonraki sayfada ise séyle yazmis:

‘Bliyiik sayilar icin de bunun isleyip islemedigini merak ediyorum’.” (Simpson,
1995; Duffin & Simpson, 1993, akt. [42]).”
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Bu ogrenci oldukga mukemmel deduktif bir kanit sunmasina ragmen kanitini
uygun bir niteleyen ile eslestirememigtir. Onun igin, yazmis oldugu deduktif
gerekgce onun sadece kuguk sayilar igin ifadenin dogru oldugunu anlamasini
saglamigtir. BUyuk sayilarin durumu onun igin bir ¢curuten niteligindedir. Kisacasi
bu 6grenci basarili bigimde bir deduktif gerekge kullanmisg, fakat onu uygun sekilde
nitelendirememigtir. Benzer ornekler Fischbein (1982, akt. [42]) tarafindan da
rapor edilmistir. Bdyle drnekler dediktif gerekgelerin kullaniminin ileri matematikte
tek basina yeterli olmadigini géstermektedir; deduktif gerekgeler mutlaka uygun

niteleyenler ile eslestiriimek zorundadirlar.

Sonug olarak bu calismanin arastirmacilari, deduktif olmayan gerekge tiplerinin
aslinda matematiksel argumantasyonda onemli bir rol oynadigini ortaya
koymuslardir. Bu nedenle deduktif olmayan gerekgelerin ileri matematikte hafife
alinmamasi gerektigini belirtmektedirler. Buna paralel olarak onlara gore 6gretimin
amaci, ogrencilerin argumanlarindan induktif ya da sezgisel muhakemenin izlerini
yok etmek olmamalidir. Bunun yerine ogrencilere bu c¢esit gerekgeleri uygun

sekilde nitelendirmek ogretilmelidir.

3.14. Cebirde Agik Uglu Problemleri G6zerken Olugan Argiimantasyon ve
Matematiksel Kanit Siiregleri Arasindaki Yapisal lligkiler

Daha 6nceden yapilan arastirma sonuglarinin geometri alani ile kisith tutuldugu
Pedemonte’nin  dikkatini ¢ekmigstir. Sonuglari diger matematiksel alanlara
genigletmenin mumkun olup olmadigini dugunmus ve bu amaca yonelik olarak bu
calismayi cebir alaninda yapmigtir. Bir proje kapsaminda gelistirilen bu ¢alisma;
geometride agik ucglu problemlerin ¢6zimunde bir hipotezi destekleyen
argumantasyon ve hipotezin kaniti arasindaki iligkiler Gzerine yapiimig olan énceki

bir calismanin geligtirilmis halidir (Pedemonte, 2002, akt. [27]).

Geometri alaninda acik ucglu bir problemin ¢6zim surecinde gelistirilen ve bir
hipotezi destekleyen argimantasyon genellikle abduktif yapidadir. Sonrasinda
yapilan kanitin yapisi da abduktif oldugunda bu iki slre¢ arasinda yapisal
sureklilik kurulmaktadir (Pedemonte, 2002, akt. [27]). Deneyler geometride
ogrencilerin bazen farkinda olmadan, abduktif argimantasyonun ardindan abduktif
kanit yaptiklarini ve bu iki stre¢ arasinda bilingsizce yapisal sureklilik kurduklarini

gOstermektedir. Bu dogal, kendiliginden olusan sureklilik 6grencilere avantaj
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saglamamakta; aksine kanitlarini bagari ile tamamlamalarini engelleyen bir unsur

teskil etmektedir.

Pedemonte, argumantasyon ve kanit arasindaki bu kendiliginden gelisen
surekliligin, cebirsel bir ifadenin kanitinin yapiminda 6grencilerin karsilastigi olasi
problemlerden biri olup olmadigini merak etmistir. Bu nedenle c¢alismalarini

geometri alanindan cebir alanina kaydirmistir.

Pedemonte [27] bu galismasinda da yapilandirici ve yapisal argimantasyonlardan
bahsetmektedir. Yapilandirici argiimantasyon (constructive argumentation) bir
hipotez olusturmaya karsilik gelmektedir (Pedemonte, 2002, akt. [27]). Verilen bir
kurala gore her bir adim kendisinden dnce gelen adimin donisumu seklindedir.
Cebirde vyapilandirici argimantasyon sayisal o&rnekler Uzerine vyapilan bir
genellemedir.  Diger argumantasyon tipi ise  yapisal  (structurant)
argiimantasyondur. Ozellikle hipotezin bir gergek olarak verilmis oldugu
durumlarda hipotezi dogrulamak adina uretilmektedir (Pedemonte, 2002, akt. [27]).
Pedemonte, bu tip argumantasyonlarin cebirde acik uclu problemlerin ¢ozim

surecinde 6nemli rol oynayabilecegini dugunmustur.

Cebirsel problemlerin ¢6zimu ile ilgili bazi biligsel arastirmalar (Duval, 2002, akt.
[27]), problemin cebirsel karakterlere donusumunun vyapildigr yapilandirici
argumantasyon asamasi ile cebirsel bir ifadenin bilinmeyen degerlerinin
dediksiyonunun yapildigi islem asamasi (treatment phase) arasindaki biligsel
boslugun altini gizmektedirler. Duval'e gore cebirsel problemlerin ¢ézimuinde
ogrencilerin bu boslugu kapatmasi gerekir. Dahasi bazen cebirde agik uglu
problemlerde argumantasyon, sayisal aritmetik ornekler Uzerine temellendirilmis
ise yapilandirici argimantasyon ile cebirsel kanit arasindaki bosluk yéntemsel
acgidan da olusur (Chevallard, 1989, akt. [27]). CUnku cebir ve aritmetik su yonleri

ile birbirlerinden oldukga farkhdirlar:

e Aritmetik bilinenden bilinmeyene hareket eder; cebir ise genellikle
bilinmeyenden bilinene hareket eder. Cebirde amag bilinmeyenleri
tanimlamayr mumkudn kilmaktir.

e Aritmetik ve cebir iki ayri dile sahiptir: ilki sayisal dille genigletilen siradan dil
temellidir; ikincisi ise mekanik bir kontrollin oldugu genellikle hesaplamaya

yonelik dildir.
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e Cebirsel ifadelerin anlam agisindan degismezligini yakalamak zordur
(Arzarello vd., 1994; Drohuard, 1992, akt. [27]). Aritmetikte bu degismezlik
otomatiktir; ¢unku ifadeler aritmetikte 6zel bir sayidir; cebirde ise soOz
dizimsel (sentaktik) durumlara baghdir.

Pedemonte vyapilandirici argimantasyon ile kanit arasindaki bilissel boslugu
azaltmak adina yapisal argumantasyonun vyararl olabilecegi hipotezini ortaya
atmigtir. Bu hipotezi test etmek amaciyla yapilan bu galismada cebirde bir adet
aclk uclu problemin iki ayri ¢dézim sureci sunulmustur. S6z konusu iki ¢ozim

sureci soyledir:

Ornek 1. “yapilandirici argiimantasyon” ile kanit arasindaki bosluju azaltan

“yapisal argimantasyon” 6rnegi

Ornek 2. “yapilandirici argiimantasyon” ile kanit arasindaki boslugu azaltmayan

“‘yapisal argumantasyon” ornegi

Bu veriler Genoa’da, Formation Science Universitesinde bir matematik dersine
katilan ilkokul 6gretmeni adaylarindan toplanmistir. Ogretmen adaylari deney
boyunca bireysel c¢alismislardir. Problemleri sesli olarak ¢ézmeleri istenmistir.
Arastirmaci katilimcilara gézetmenlik yapmis, ancak herhangi bir yardim ya da

yonlendirmede bulunmamistir. Ogrencilere su problem sorulmustur:

“Eger p ve q tek sayilar ise (p—1)(q?>—1)/8 ifadesi hakkinda ne

séyleyebilirsiniz?”

Bu problem daha once de farkli arastirmalarda kullanilimis olan klasik bir
problemdir (Arzarello vd., 1994, akt. [27]). Ogretmen adaylarinin yazili
metinlerinden ve video kayitlarindan elde edilen iki ¢6zim surecinin ana
kisimlarina ait analizler asagidaki bolimde veriimektedir.

3.14.1. Ornek 1 (Yapilandirici Arglimantasyon ile Kanit Arasindaki Boslugu
Azaltan Yapisal Argiimantasyon Ornegi)

Manuela, hipotezini sayisal orneklerin genellemesi olarak yapilandirmigtir. Bu

argumantasyon induktif yapidadir ve igerik sistemi aritmetik tGizerinde temellidir.
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Egder p=11 ve q=13 ise o zaman... (hesaplama yapar) sonug 210 olur.
Eger p=7 ve g=9 ise o zaman sonug... 60

Sonuglar cift say ¢ikiyor.

O zaman muhtemelen (p-1) (¢% — 1)/8 bir gift sayidir.

Sekil 3.34. Ogrencinin yapilandirici arglimantasyon sureci

D, : Onceki Muhtemelen C;:(p—1)(q*-1)/8
argumanlar T bir ¢ift sayidir.

W: Genelleme

Hipotez sayisal drnekler Gzerinde bir genelleme olarak yapilandiriimis bir

ifadedir. Simdi 6grenci bunu dogrulamak zorundadir.

Sekil 3.35. Ogrencinin yapilandirici argiimantasyon slrecinin analizi

Manuela hipotezini dogrulamak igin yapisal (structurant) argimantasyon tretmistir.
Manuela (p — 1)(q? —1)/8 ifadesini ¢ift sayilarin ve tek sayilarin 6zelliklerini

dusunerek analiz etmistir; fakat analizini sonuglandiramamistir.

Eger p bir tek sayi ise p — 1 gifttir;
Eger q bir tek sayi ise g2 — 1 de ifttir;

O zaman bir gift sayi ile bir ¢ift sayinin garpimi ¢ift sayi olur, o halde ifade bir

cift sayidir...

Sekil 3.36. Ogrencinin yapisal argiimantasyon sureci
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D, : p bir tek sayidir. C,: (p — 1) bir gift sayidir.

T

W: Cift ve tek sayi
ozellikleri

Ds : q bir gift sayidir. 5 C; : g% —1 cifttir.

T

W: Kalkulus kurali ve cift-
tek sayilarin ozellikleri

. _ 2 _ ifeLt
D,: C,, Cs C,: (p—1)(q* — 1) cifttir.

T

W: ki cift sayinin
carpimi bir ¢ift sayidir.

Sekil 3.37. Yapisal argimantasyon sirecinin analizi

Manuela C,iddiasinin, hipotezini dogrulamak igin yeterli olmadigini anlar. Bunun

uzerine hipotezini kurmasini saglayan bir baska eleman arar.

... Fakat orada 8 ile bolme var.

ifadenin cift oldugunu séylemem igin bagka bir sey bulmak zorundayim.

Sekil 3.38. Yapisal argimantasyonda abduktif adim
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Ds: C, ve? Cs = C1:(p—1)(q* —1)/8 cift

T sayidir.

W: KalkulUs kural ve cift-tek
say| Ozellikleri

(adim 5)
Bu abdUiktif bir yapidir.

Sekil 3.39. Yapisal argimantasyonda abduktif adimin analizi

Son argiman yapisal argimantasyonda ¢ok 6énemli bir adimi temsil etmektedir.
Cunklt son arguman, Manuela’yr hipotezini dogrulamak Uzere baska bir

seyler (Ds'teki soru isareti ile gosterilmektedir) aramaya yoneltmigtir.

Manuela (g2 — 1) ifadesini analiz etmistir. Bazi sayisal ornekler ile Manuela
(¢> —1)'in 8'den az olamayacagini anlamistir. Kesin olarak (g% —1)'in 8 ile
bolinebildigini soyleyememektedir. Fakat Pedemonte, Manuela'nin (g2 — 1)'in 8
ile bolunebildigini dislindigunu savunmaktadir. Bunu Manuela’nin q igin farkli

degerler denemesinden anlamistir.

Fakat g2 — 1, 2 ya da 4’e esit olamaz. Clnkl 1 igin g? — 1, 0 eder; 3 igin ise 8
eder. Buna gobre en kiglik (minimal) degeri 8 olur; 8/8 = 1, 0 zaman
(p — 1)(q? — 1)/8 ifadesi bir gift sayidir.

Sekil 3.40. Yapisal argimantasyon
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D¢ : Bazi sayisal degerlerin g2 — 1 Cs: g% — 1 ifadesi
ifadesinde yerine konmasi - > 2yada4
(9=1, g=3) olamaz.
W: Kalkulus
(adim 6)
D,: Cg C, : q* — 1 ifadesi 8'den az
olamaz.

W: Formulde sayisal degerlerin
yerine yerlestiriimesi
arasinda kiyaslama

(adim 7)

Manuela Ds’i, C; (iddia 7) ile tamamlayabilir.

Sekil 3.41. Yapisal argimantasyonun analizi

Pedemonte burada yapisal (structurant) argimantasyonun hem aritmetik hem de
cebirsel muhakeme ile karakterize edildigini gozlemlemigtir. Manuela kaniti

kurmak igin ise yarar elemanlar aramaktadir.
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g=2n+lburadang®? —1=4n’+4n+1—-1=4n(n+1)

Bu ifade en azindan 4 ile bolunebilmektedir. Bolum olarak n(n+1) elde edilir.

Bu ifade ise kesinlikle 2 ile béllinebilmektedir. ClUnkl eger n ¢ift ise ifade 2 ile

bollnebilir; eger n tek ise (n+1) ¢ift olur ve 0 zaman 4n(n+1) en azindan 8 ile

bolinebilir. Buradan g% — 1 ifadesinin 8'in kati oldugunu anlariz. O halde eger
p ve gqtekise (p— 1)(q* — 1)/8 ifadesi cifttir.

Sekil 3.42. Ogrencinin kanit siireci

Dg: g =2n+1

Cg: qg°—1=4n(n+1)

W: Yerine koyma

(adim 8)

Manuela g2 — 1 ifadesinin en azindan 8 oldugunu kanitlamak igin 4n(n+1)
formalina analiz eder.

Dy : n bir ¢ift sayidir.

bolunebilmektedir.

W: KalkulUs hesabi

(n = 2t olmak lizere, 4x 2t = 8t)

Dio: n bir tek sayidir.

e

T

Cio:4n(n+1),8ile
bolinebilmektedir.

kalkulis hesabi

W: (n + 1)'in ¢ift sayl olmasi ve

(adim 9)

Sekil 3.43. Ogrencinin kanit siirecinin analizi
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Abduktif yapida olan adim 5’'in kanitta deduktif bir adima donasturulmesi ile
sonuca hemen ulasiimigtir. Yapilandirici (constructive) argimantasyon ile deduktif
kanit arasinda baglanti kurmayi saglayan yapisal argimantasyondaki bu abduktif

adimdir.

Yapilandirici (constructive) argumantasyonda igerik sisteminin aritmetik; kanitta
ise cebir Uzerinde temellendigi go6zlemlenmektedir. Yapisal (structurant)
argumantasyon hem aritmetik hem de cebir alanindan elemanlar igermektedir. Bu
elemanlar argimantasyon ve kanit arasinda igerik anlaminda surekliligi
kurmaktadirlar.

3.14.2. Ornek 2 (Yapilandirici Argiimantasyon ile Kanit Arasindaki Boslugu
Azaltmayan Yapisal Argiimantasyon Ornegi)

Bu bolumde bir bagka 6grencinin, Elio’'nun, Urettigi cevaba yer verilmektedir. Elio
farkh stratejiler denemistir: Baslangigta bir 6nceki 6rnekte Manuel’inkine benzer bir
muhakeme Uretir. Buradan (p — 1)(g? -1) ifadesinin bir ¢ift sayl oldugunu anlar.
Fakat bu gercegin yeterli olmadigini sdyler, ¢unkl genel olarak bir ¢ift sayinin bir
baska cift sayiya bolindiginde sonucun c¢ift cikacagl dogru degildir. Sonra Elio, p

ve q i¢in bazi sayilar seger ve genelleme yoluyla hipotezini olugturur.

Egder p=1 ve q=3 ise o zaman 0 x 8/8=0 olur.
p=5 ve q=7 ise 0 zaman 4 x 48/8 =24 olur.
p=11 ve g=13 ise o0 zaman 10 x 168/8=210

Oyle géruniiyor ki (p — 1)(q? — 1)/8 ifadesi cift sayidr.

Sekil 3.44. Elio’'nun yapilandirici argumantasyon sureci

D, : Onceki Ci:(p—1(q°—1)/8

Muhtemelen i i bir ci
argiimanlar T —> | ifadesi bir ¢ift sayidir.

W: Genelleme

Sekil 3.45. Elio’nun yapilandirici argimantasyon surecinin analizi
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Onceki 6rnekte oldugu gibi hipotez aritmetik drnekler tzerinde temellendirilmistir.

Bu 6rnekler g2 — 1’in 8 ile boliinebildiginin anlagiimasini saglamaktadir.

Oyle goruniyor ki q yerine bir tek sayl koydugumuzda g% — 1ifadesi 8 ile
bolinmektedir. O zaman (p — 1)(q? — 1)/8 ifadesi ¢ifttir glnki p-1 cifttir ve

q? — 1 ifadesi 8 ile bolinmektedir.

Sekil 3.46. Elio’nun yapisal argimantasyon sureci

D, : Sayisal érnekler temelli C,:q* — 1 her zaman 8 ile
iddialar T bolundr.

W: Genelleme

Elio g2 — 1'in 8 ile bélindigiinii anlar, sonra hipotezini dogrular:

D5 : p-1 ¢ift sayidir ve C, Cs: Cy

T

W: Kalkulus kurallari ve gift-tek sayi
ozellikleri

Sekil 3.47. Elio’nun yapisal argimantasyon sirecinin analizi

Elio hipotezini dogrulamasini saglayan yapisal (structurant) bir argimantasyon
uretmigstir. Fakat bu dogrulama hala aritmetik 6rnekler Gzerinde temellidir. Dahasi
yapilandirici (constructive) argimantasyon ile kanit arasinda baglanti kurmayi
saglayacak abduktif adim da yoktur. Bunun bir sonucu olarak, Elio bir kanit
yapmay! dener, ama bir sonu¢ alamaz. Kanit surecinde argimantasyon agsamasi
ile baglantiy1 kaybeder; cebirsel kanitin deduktif yapisi ile hareket eder.
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p ve q tek iken ifadeyi kanitlamayi deneyeyim, o zaman p=2k+1 ve g=2h+1

olur. O zaman sunu bulabilirim:

(2k+1-1) [(2h + 1)%> —1]/8

2k [(4h* + 1 + 4h) — 1]/8

2k (4h? + 4h)/8 ifadesi 2'nin herhangi bir kati degildir... anlayamiyorum
Sadelestirebilirim: k(4h? + 4h) /4

Eger 2 parantezine alirsam... 2k (2h? + 2h)/4 hayir...

Eder h parantezine alirsam: 2kh (4h+4)/8 hayir...

Eder 4h parantezine alirsam: 2k x 4h (h+1)/8 hayir...

Sekil 3.48. Elio’nun kanit sureci

Elio problemi ¢oézmustur fakat kaniti yapamamistir. Deduktif zincirin sertligi ¢ok
guclu goérunmektedir, oyle ki Elio argumantasyon ile kanitin igerik sisteminde
sureklilik kuramamistir. FormUlunu s6z konusu ifadeyi “2’nin herhangi bir kati”
formunda olacak sekilde donusturmustir. Ancak igerik sitemindeki baglantiyi
kaybetmistir. Bu durumda yapisal (structurant) argimantasyon aritmetik ve cebir
arasinda baglantt kuramamistir. Cunki yapisal (structurant) argimantasyon

sadece sayisal 6rnekler Gzerinde temellidir; cebirsel elemanlar icermemektedir.

Dahasi yapisal argiumantasyonda belirgin bir abduktif adim da yoktur. Eger yapisal
argumantasyonda abduktif adim kullaniimig olsaydi, abduktif adim Elio’ya
hipotezini dogrulamada ve kaniti yapmada eksik olan elemanlara odaklanma

konusunda yardimci olabilirdi.
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Cyi(p—D(*—1)/8 =

(p-D(@ -1
' 2k +1— D[(2h + 1)2 — 1]/8

D —
4 8

T

W: p=2k+1 ve q=2h+1 ‘i yerine koyarak ifadeyi

donustirme asamasi

De:C, | — 5 | Cs:(p—1)(qg%>—1)/8 =2k x (4h%+ 4h)/8

T

W: Kalkulus kurallari

D¢ : Cs 2'nin herhangi Cs : (p— 1 (g% —1)/8'in gift
bir kati degildir. — | oldugunu anlayamiyorum.

T

W: Cift sayi 6zelligi

Kanitta Elio formiiliin baska déntisiimlerini de yapar, ancak bir sonug alamaz.
Diger argtimanlar bir 6nceki érnektekilere benzerdir ve bu argiimanlardan ayni

sonug ¢ikmistir: Elio kaniti yapamamistir.

Sekil 3.49. Ogrencinin kanit siirecinin analizi

3.14.3. Sonuglar
Argumantasyon ve kanit arasinda icerik sisteminde sureklilik olsa bile, iki stre¢

arasinda (abduktif argimantasyondan deduktif kanita) kapatiimasi gereken
yapisal bir mesafe olabilecegi bu calismada incelenen orneklerde bir kez daha
gorulmustir. Bu yapisal mesafe her zaman 6grenciler tarafindan
kapatilamamakta; bazen o6grenciler argimantasyonun yapisini kanitin deduktif

yapisina donusturemedikleri igin yanlis kanit yapmaktadirlar [27].
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Analiz edilen her iki 6rnekte de yapisal argiimantasyon kullanildigi gérilmustir. ilk
Oornekte yapisal argumantasyon kanitin yapimina yardimci olurken; ikincisinde
kanitin yapimina zorluk ¢ikardigi gorulmusttr. Buna gore su sonuca varilmaktadir:
Cebirde acik uclu problemlerin ¢ozumunde vyapisal argUmantasyon eger
yapilandirici argumantasyon ve kanit arasinda igerik sistemi yonunden bir
sureklilik sagliyorsa kanitin  yapiminda yardimci olabilmektedir. Yapisal
argumantasyonun bu goérevin yerine getirebilmesi, hem aritmetik hem de cebirsel

elemanlar icermesi ile mumkundur.

Ayrica gorulmastur ki, geometri ile ilgili problemlerin ¢ozUmunun tersine, yapisal
argumantasyondaki abduktif yapi o6grencilerin kanit yaparken karsilastiklari
zorluklardan biri  degildir. Aksine abduktif adimlar sayesinde 6grenci
argumantasyon sureci ve cebirsel kanit sureci arasindaki biligsel boglugu

doldurabilmektedir.

3.15. Arglimantasyon ve Cebirsel Kanit

Pedemonte [28], bu ¢alismasinda sayilarin 6zellikleri ile ilgili problemleri ¢ozerken,
bir hipotez Uretmek icin kurulan argiumantasyon ve Uretilen hipotezin cebirsel
kaniti arasindaki bilissel mesafe ya da surekliligi incelemeyi amacglamistir.
Analizler sonucunda geometri ile ilgili yapilan kanitlarin tersine, abduktif
argumantasyondan deduktif kanita gecerken olusan vyapisal mesafenin
ogrencilerin cebirsel problemleri ¢cozerken karsilastiklari zorluklardan biri olmadigi
gOsterilmigtir. Tersine cebirsel kanit gucgli deduktif bir yapi ile karakterize
edildiginden, argumantasyondaki abduktif adimlar cebirsel kanitta kullanilan
simgelerin anlami ile argimantasyonda kullanilan sayilar arasinda bag kurmada

faydali olabilmektedir.

Pedemonte [28]'ye gobre, bir hipotezi destekleyen argumantasyon sureci ile Grun
olarak kaniti birbirinden ayirt etmek zor, fakat dnemlidir. Bu ayrimin yapilmasi ile
ogrencinin nerede kanit surecine bagsladigi anlasilabilir. Bu noktada teorem ve
hipotezi birbirinden ayirt etmek olduk¢a yararli olacaktir. Cunkd hipotez ve
teoremin ayirt edilmesi ile birlikte argimantasyon ve kanit slreclerini de ayirt

etmek mUmkuin olacaktir.

Mariotti, Bartolini Bussi, Boero, Ferri, Garuti [25], “teorem” in 3 elemandan
olustugunu belirtmektedirler: Bir ifade, bir kanit ve matematiksel teori. Teorem

kanitin yapiimasini saglayan matematiksel bir teori (bazi prensipler ve deduksiyon
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kurallar1) oldugunda ortaya cikmaktadir. Bu sayede ifade dogrulanir. Teorem
tanimina paralel olarak, hipotez (Pedemonte, 2005, akt. [28]) 3'lu bir yapi ile
tanimlanabilmektedir: Bir ifade, bir argumantasyon ve dusunceler/kavramlar
sistemi (Balacheff, 2000, akt. [28]).

Bir hipotezin olusumunu destekleyen argumantasyon ve bu hipotezin kaniti
arasindaki kargilastirma, matematikte kanitin 6zel bir argUmantasyon olarak
dusundlebilecedi hipotezine dayanmaktadir [20]. Bir hipotezi destekleyen
argumantasyon ile onun kanitini karsgilastiran ve analiz eden arastirma galigmalari
(Pedemonte, 2002, akt. [28]) gostermistir ki; bdyle bir karsilastirma iki agidan
yapilabilmektedir: igerik ve yapi.

3.15.1. Argiimantasyon ve Kaniti igerik Sistemleri Agisindan Karsilastirma

Argumantasyonun ve kanitin icerik sistemi; temsil (betimleme) ve bilgi
sistemlerinden olugmaktadir. Temsil sistemi dil, sezgi ve ¢izim ile ilgili iken; bilgi
sistemi kavramlardan ve teoremlerden olusmaktadir. Eger argumantasyon
surecinde kullanilan argumanlar mantiksal bir zincir halinde organize edilerek kanit
yapilirsa, bu durumda argumantasyon ve kanit slregleri arasinda bir sureklilik
vardir. Bu sureklilik kavrami “bilissel stireklilik” olarak adlandinimistir. Ornegin,
kanitta kullanilan kelimeler, cizimler argumantasyon surecinde de kullaniliyorsa
argumantasyon ve kanit arasinda bilissel sureklilik vardir. Biligsel sureklilik
kavraminin “biligsel butiinliik” olarak kullanildigi da gorulmektedir. Bu kavram ile
ilgili yapilan deneysel c¢alismalar [19; 45; 53] hipotez olusturmak igin
argumantasyon aktivitesi gelistirildigi ve iki sUre¢ arasinda biligsel butinluk
kuruldugu durumlarda ogrencilerin kaniti yapmakta daha basarili olduklarini

gOstermigtir.

Pedemonte (2005, akt. [28]), argumantasyon ve kanit surecleri arasindaki igerik
sistemi agisindan karsilastirmay! Toulmin Modeli igerisine Ck¢ modelini entegre
ederek (Balacheff, 2000; Balacheff & Margolinas, 2005, akt. [28]) yapmaktadir.
Burada Ck¢ modeli argimantasyon surecinde kullanilan bilgi ile kanit strecinde

kullanilan teoremleri karsilastirmay saglamaktadir.

Bir kanit surecinde gerekge bir aksiyom, bir tanim ya da bir teoremdir. Destek
gerekceyi dogrulayan teorik sistemdir. Bir hipotezin olusumunu destekleyen

argimantasyon surecinde ise bu elemanlarin teorik bir sisteme ait olmasi
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zorunlulugu yoktur. Bu sebeple analizlerde argumantasyon surecinde kullanilan

bilgi sistemini gz dnune almaya firsat veren Ck¢ modeli kullaniimigtir.

3.15.2. Toulmin Modeli iginde Ck¢ Modeli
Ck¢ modelinde bir digunce/kavram dortll yapi ile temsil edilmektedir:

P, problemler kiimesini temsil eder. Bu bdlim disincenin/kavramin olustugu

taslak kismidir.

R, problemlerin ¢ézimunde kullanilan islemler/islemciler (operatdr) kiimesini

temsil eder.

L, temsil sistemini temsil eder. Temsil sistemi problemlerin ve islemlerin temsilini

sadlar.

2, kontrol yapilarini temsil eder. Bu bdlum kavramin/disincenin gegerlilik alanini

tanimlar.

Bu dortli yapr ¢d6zim surecinde o6grencinin harekete gegirdigi dusuncelerinin
tanimlanmasini saglar (Balacheff & Gaudin, 2002; Miyakawa, 2002; Pedemonte,
2005, akt. [28]). Bu model Toulmin Modeli icerisine asagidaki gibi entegre
edilebilmektedir:

Gerekce (W) : - Curiiten (R)
Dusuncenin/kavramin bir islemcisi

T

C=(P,R L, %)

Sekil 3.50. Ck¢ modelinin Toulmin Modeli igine entegre edilmesi
Bu model igerik sisteminin analizi igin oldukga kullaniglidir. ClUnkl argimantasyon
sureci, Ogrencilerin duslUnceleri Uzerinde yapilanmaktadir. Ck¢ modeli de

ogrencinin  harekete gegcirdigi bu dusuncelerinin  doértli  yapi  seklinde
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tanimlanmasini saglamaktadir. Ogrencinin kanit sirecindeki diisiincelerinin de
benzer sekilde analizinin yapilmasi ile argimantasyon ve kanit suregleri igerikleri
acisindan kargilastirilir. Dusuncelerin, kullanilan argimanlarin ve bunlarin kontrol
alanlarinin ayni olup olmamasina bakilarak, argumantasyon ve kanit suregleri

arasinda “biligsel butunluk” olup olmadigina karar verilir.

Argumanda kullanilan gerekce, harekete gecirilen dusunceye siki sikiya baghdir.
Gerekge oOgrencilerin argimantasyonlarini yapilandirmak igin kullandiklari olasi
islemcilerden biridir. Eger harekete gegirilen duslncenin iglemcisi, matematiksel
bir kuralin uygulamasina karsilik geliyorsa, muhtemelen argimantasyon ve kanit
arasinda sureklilik olacaktir. Cunkd bu kural kanitta vyerini bir teoreme
birakabilecektir (Pedemonte, 2005, akt. [28]). Ama eger bu islemci dogru degilse

kanitta yerini bir teoreme birakamaz. Bu durumda ug¢ olasi durum s6z konusudur:

1. Ogrenci kaniti yapamaz, ¢lnki islemcinin yerini bir teoreme birakmasini
saglayamamigtir.

2. Ogrenci dogru olmayan bir kanit yapar ve bu kanit argiimantasyonda
kullanilan distince/kavram Gzerinde temellidir.

3. Ogrenci kurdugu argiimantasyondan vazgecer ve yeni bir argimantasyon

kurar.

Bir argimandaki elemanlarin, kanit adimlari ile karsilastiriimasi icin Ck¢ modelinin
nasil kullanilanacagini gostermek amaciyla su problem durumu Ornek

verilmektedir:

“0’dan farkh bir a sayisi igin —a? hakkinda ne sOyleyebilirsiniz? Bu say

pozitif mi, yoksa negatif midir?”

Ogrenci Cevabi.

“—a? muhtemelen pozitif bir sayidir. Eger ayi 2 olarak alirsak;

—2%2, 4 olur ve 4 poztf bir sayidir. Eger ayi 3 alirsak
—32, 9 olur ve 9 pozitif bir sayidir. Bu boyle devam eder. Oyleyse —a?

muhtemelen pozitif bir sayidir.”
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D:a?,a€2Z, SN Muhtemelen | ——> | C:—-a?2>0
az0

W: Sayisal érneklerin genellemesi Gzerinde
temellendirilmis —a? = (—a)? kuralinin | <——

|

C=(P,R L, Z)

R: Rebuttal

uygulamasi

Sekil 3.51. Dogru olmayan bir dusunce Uzerinde temellenen arguman ornegi

Ogrencinin harekete gegirdigi dusiinceleri —a? = (—a)? kuralinin uygulamasi
uzerinde temellidir. Bu kural sayisal ornekler Uzerinde genelleme olarak soyle
ortaya c¢lkar. —22 = (-2)2=4 , —-3% = (-3)2=9. Duslince cebirsel temsil
sisteminde ifade edilmektedir. Ogrenci —a?nin pozitif bir sayr oldugunu
sdylemektedir. Fakat dustncenin gecerlilik (kontrol) alani Z aritmetiktir. Hipotezi
destekleyen argimantasyonun teorik bir alana ait olmasi gibi bir zorunlulugu
yoktur, fakat kanitin kontrol alaninin mutlaka teorik bir alana ait olmasi

gerekmektedir.

Bu argiman dogru bir kanita donusturilemez. Cunku 6grenci yanlis bir kurala
basvurmustur: —22 = (=2)2 =4, —3%2 = (=3)2 =9 .... Ogrenci bu disuncesini
devam ettirerek sadece dogru olmayan bir kanit yapabilir. Bu durumda
argumantasyon ve dogru olmayan kanit arasinda igerik sistemi acisindan sureklilik
vardir. Bunun tersine eger cebirsel kanit argimantasyonda harekete gecirilen
dusunce referans gosterilerek yapilmasaydi, argimantasyon ve kanit arasinda
icerik anlaminda sureklilik olmayacakti, ancak kanit dogru olacakti. Bu, dnemli bir

sonugtur.

Biligsel batunluk hipotezine gore 6grencilerin argumantasyon surecinde Urettikleri

fikirlerini, sezgilerini, hipotezlerini, gizimlerini kanit sirecinde de devam ettirmeleri
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durumunda kaniti bagari ile tamamlama sanslarinin arttigini sdylemistik. Ancak bu
Ornekte goruldugu gibi eger o6grenci yanlis bir duslincenin pesinde ise ve
argumantasyonda ortaya c¢ikardigr bu duslncesini kanitta da devam ettirerek,
kaniti bu dusunce Uzerine inga ederse; argumantasyon ve kanit suregleri arasinda
biligsel sureklilik kurulmakta, ancak kanit yanls olarak yapiimaktadir. Diguncenin
terk edilerek kanitta dizeltiimesi durumunda biligsel butunlik bozulmakta, ancak

kanit dogru olarak yapilabilmektedir.

Bu sonuca gore argumantasyon ve kanit arasinda biligsel batunlugun oldugu her
durumda kanitin da dogru oldugunu sdylemek dogru degildir. Biligsel butinlGgun
olmasi o6grencinin kanitt dogru yapilandirdigi anlamina gelmemektedir; tipki
yapisal butanligun olmasinin da o6grencinin kaniti kesinlikle dogru yaptigi

anlamina gelmemesi gibi.

3.15.3. Argumantasyon ve Kanitin Yapisal Agidan Karsilastiriimasi

Duval’in galismalar gdstermistir ki, argimantasyon ve kanit slrecleri arasinda
icerik anlamindaki mesafeye ek olarak yapisal anlamda da bir mesafe vardir.
Cunkt argumantasyonda c¢ikarimlar icerik Uzerinde temellidir, kanitta ise
cikarimlar deduktif bir semayi takip etmektedir: Veri, iddia ve ¢ikarim kurallari.
Duval’in ardindan, Pedemonte [20] yapmis oldugu calismalarinda biligsel butunluk
analizinin, argimantasyon ve kanit suregleri arasindaki iligkiyi batin yonleri ile
aciklamadigini gérmustir. Argimantasyon ve kanit surecleri arasinda biligsel
sureklilik olsa bile, bu iki slUre¢ arasinda kapatiimasi gereken baska bir mesafe
oldugunu fark etmistir. Bu yeni mesafe argimantasyon ve kanit slreclerinin
yapilari ile ilgilidir.

Pedemonte’ye gore argimantasyon ve kanitta ¢ikarimlar ayni yapi (abduksiyon,
deduUksiyon, induksiyon) ile birbirlerine baglanmis ise bu iki slre¢ arasinda
“vapisal streklilik” vardir. Ornegin argimantasyonda kullanilan abduktif adimlar
kanitta da devam ettirilir ve cikarimlar kanitta da abduktif yapi ile birbirine
baglanirsa o zaman argumantasyon ve kanit suregleri arasinda yapisal bir
sureklilik  oldugu sdylenebilir. Pedemonte’nin  c¢alismalari  geometride
argumantasyon ve kanit surecleri arasindaki yapisal surekliligin, égrencilerin kanit
yaparken kargsilastiklari olasi zorluklardan biri olabilecegini gostermistir. Bazi
durumlarda ogrencilerin kaniti yapamadiklari ¢unku argumantasyondaki ¢ikarim

kurallarinin yapisini dediktif yapiya donistiiremedikleri gorilmistir. Ornegin
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abduktif yapida argumantasyon kuran bazi ogrencilerin kanitta da bu yapiyi
devam ettirdigi ve deduktif kanit yapmak yerine abduktif kanit yaptigr goralmuagtur.
Pedemonte [28], calismalarin daha ziyade geometri alaninda yapildigini gérmus
ve arastirmalarini cebir alanina kaydirmaya karar vermigtir. Bu amacla yapmis
oldugu ve galismamiz kapsaminda 3.14.Unclu bolumde yer verilen galismasinin
[27], bir devami olarak bu ¢aligmayi yapmistir. Amaci argimantasyon ve cebirsel
kanit suregleri arasindaki yapisal surekliligin 6grenciler icin kanit yapma
konusunda bir engel tesgkil edip etmedigini belirlemektir. Analizlere gegmeden once
degindigi bir diger nokta argumantasyon ve cebirsel kanit arasindaki iligkilere

yonelik hipotezlerdir.

3.15.4. Cebirsel Kanit

Matematikte 12. sinif seviyesinde kanit ogretimi ve kanitlama yaklasiminin
kazandiriimasi yeni yeni baslar. Ancak daha ziyade geometri alaninda kanitlara
yer verildigi, cebirsel kanita pek 6nem ve yer verilmedigi gorulmektedir. Buna
paralel olarak cebir Uzerine ¢ok fazla calismanin yapilmadi§i dikkat ¢ekmektedir
(Healy & Hoyles, 2000, akt. [28]).

Aslinda ortaokul seviyesinde cebir, kaniti 6gretme amagli ¢ok sik tercih edilen bir
alan degildir. Pek cok Ulkenin mifredatinda kanita yaklasim, geometri alani ile
kisithdir (Hanna & Jahnke, 1993, akt. [28]). Ayrica okulda yapilan uygulamalarda
iligkilerin ifade edilmesi ve ortaya konulmasi yolu olarak cebir genellikle tercih
edilmemektedir. Cebir daha ziyade sembolik ifadeler ve kurallar dizisi olarak
goérilmektedir. Ogrenciler genellikle yaptiklari hesaplamalar sirasinda kullandiklari
aksiyomlarin ve teoremlerin ne oldugu ve nereden geldigi konusunda bilingli
degillerdir. Bu sebeple, cebir bir dil olarak gortulmekte ve cebire sentaktik (s6z
dizimsel, soz ile ilgili) acidan 6nem verilmektedir. Bu baglamda cebirsel kanit
hesap (analiz) kurallari ile baglantili kurallar dizisinden olusan gramatik bir yapi
olarak gorulmektedir. Bu nedenle cebirsel kanit, sayilar ve ozellikleri ile ilgili bir
problemi ¢ozmek igin Uretilen, bir hipotezi olusturmak ya da savunmak amaciyla
geligtirilen argimantasyon surecinden olduk¢a uzak gorulmektedir.

Aritmetik ve cebir arasindaki farklilklarin da alti gizilmektedir. Cebir aritmetigin
izlerini tagir, ancak cebirde sayilari ve sembolleri matematiksel nesneler olarak

dusunmek gereklidir. Pedemonte [27]'nin 3.14.te yer verilen g¢alismasinda da
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belirttigi gibi aritmetik ve cebir birbirlerinden oldukc¢a farkhdir ve bu iki alan
arasinda biligsel bir bosluk vardir.

Bu nedenle Pedemonte biligsel acgidan sayilarin ozellikleri ile ilgili agik uglu
problemlerin cebirsel kanitinin yapiminin, geometri alaninda o6grencilerin biligsel
buatinlik kurdugu ve bunun bir sonucu olarak kaniti kolaylikla yapabildikleri
durumlardan oldukga farkli olabilecegini dusunmustar. Bunun bir sonucu olarak,
Pedemonte o&grencilerin kurdugu argimantasyon ve cebirsel kanit slrecleri
arasindaki iligskileri merak ederek bu konuya iligskin ¢alismalar yapmistir [27; 28].
Bu calismalarinda o6grencilerin argimantasyon ve cebirsel kanit sureglerini
Toulmin Modeli'ne gore yapisal agidan analiz etmis ve karsilastirmistir.
Pedemonte’ye goére cebirsel kanit yapiminda, iki stire¢ arasindaki yapisal sureklilik
cogunlukla yok olmaktadir. Ogrenciler argimantasyon asamasinda Urettikleri
abduktif adimlari, buylk olasilikla kanitta kullanmamaktadirlar. Cunku cebirsel
kanitin dogasinda deduktif yapi oldukga baskindir. Bu nedenle &grencilerin
argumantasyonda Uretilen abduktif adimlardan ziyade, cebirsel kaniti karakterize
eden deduktif yapiyi kullanmalari daha sik rastlanan bir durumdur.

Bu nedenle geometri alaninda elde edilen sonuglarin tersine, argimantasyon ve
cebirsel kanit surecleri arasindaki yapisal mesafe 6grencilerin kanit yaparken
karsilastiklari olasi zorluklardan biri olmamaktadir. Pedemonte [28] calismasinda
bu durumu ayrintili analiz edebilmek adina abduktif argimantasyon yapisi lzerine

odaklanmistir.

3.15.5. Argiimantasyon ve Cebirsel Kanit Arasindaki iliskilere Yonelik
Hipotezler

Sayilarin  ozellikleri ile ilgili agik ug¢lu problem durumlarinda, yapilandirici
argumantasyon sayisal érnekler Uzerine bir genelleme ile karakterize edilmektedir.
Yapisal argimantasyon ise hipotezi savunmak (dogrulamak) icin kullaniimaktadir.
Kanit asamasi kurallarin sistematik bir uygulamasidir, verilen kurala gore her adim
bir onceki adimin donusumudur. Cebirsel kanitlar gucgli deduktif bir yapi ile

karakterize edilmektedir.

Cebirsel problemlerin ¢6zim slreci Uzerinde yapilan bazi bilissel calismalar
(Duval, 2002, akt. [28]), problemin cebirsel karakterlere gevirisinin yapildigi
donustirme asamasi (ya da yapilandirici argimantasyon asamasi) ile cebirsel bir

ifadenin bilinmeyen degerinin deduksiyonu olan kanit agamasi arasindaki bilissel
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boslugun altini ¢izmektedirler. Duval (2002, akt. [28])e goOre ogrenciler
argumantasyon asamasindan kanit agsamasina gegerken igerik anlaminda bir
bosluk yasayabilirler. Pedemonte [28]'ye gbre yasanan bu boslugun asil sebebi
aritmetik ve cebir arasindaki farkhliklardir. DonUstlirme asamasi aritmetik temellidir
ve harfler ifade edilmeye calisilan matematiksel nesneyi gostermektedir. Kanit
asamasi ise cebir temellidir ve ifade edilmeye calisilan nesneler igin referans
yoktur, bu asamada nesneler bagl basina disunulrler. Bu farkliliklar, 6grencilerin

bu iki sUre¢ arasinda biligsel bir bosluk yagamasina sebep olurlar.

Cebirsel problemlerin ¢6zum surecinde ya da cebirsel ifadelerin kanitinda yapisal
argumantasyonda kullanilan abduktif adimlar, yapilandirici argimantasyondaki
icerik sistemi ile kanittaki icerik sistemi arasindaki baglantiyr korumak igin yararli
olmaktadir. Clinkl bu adimlar hipotezi olusturmak icin kullanilan sayisal érneklerin
ve kanitta kullanilan cebirsel ifadelerin/sembollerin/harflerin anlamlarini korumak

icin 6grencilere yardimci olmaktadir.

3.15.6. Analizler
Pedemonte ¢alismasinda iki hipotezi dogrulamaya ¢alismaktadir:

1. Sayilarin o6zellikleri ile ilgili agik uglu problemleri ¢bdzerken vyapisal
argumantasyon, yapilandirici argimantasyon ve kanit arasindaki biligsel
boslugu azaltmay! saglamak icin kullanilabilir. Yani basarli bir yapisal
argumantasyon, yapilandirici argumantasyon ve kanit arasindaki igerik
sisteminde sureklilik kurmayi kolaylastirir.

2. Yapisal argimantasyondaki abduktif adimlar, yapilandirici argimatasyonun

icerigi ile kanitin icerigi arasinda baglanti kurmada yardimci olmaktadir.

Asagida Pedemonte [28]'nin calismasinda yapmis oldugu analizlere ve

sonuglarina yer verilmektedir.

Calismada iki agik uglu probleme iligkin ¢ozim sureglerine yer verilmistir. Veriler
bir Universitedeki ilkégretim matematik 6gretmeni adaylarindan toplanmistir. iki
problem igin toplam 14 &gdrencinin ¢ézUm sureci analiz edilmigtir (7 6grenci ilk
problem igin, 7 ddrenci ikinci problem igin). Elde edilen verilerin bir kisminda
argumantasyon sureci, bir kisminda ise kanit sireci eksiktir. Bu sebeple bu veriler

analize dahil edilmemigtir. Toplanan verilerin analizlerinin hepsi, Pedemonte
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[28]'nin galigmanin basinda Urettigi hipotezleri dogrular nitelikte sonuglar

vermiglerdir.

Sonuglar agiklamak agisindan calismada yer verilmek Uzere 4 6rnek anlamli
bulunmustur. Bu veriler bir hipotezi destekleyen argimantasyon sureci ile ifadenin
cebirsel kaniti arasinda karsilagtirma yapmayi sagladiklari ve sorulan iki probleme
genel olarak ogrencilerin verdikleri cevaplari Ozetler nitelikte olduklari igin

secilmislerdir. ilk problem ve ilgili analizler asagida verilmektedir.

Problem 1.

Iki basamakli bir sayi alin, rakamlarinin yerlerini degistirin. Simdi elinizde
iki sayr olmus oldu. Bu sayilardan buyuk olanindan kuguk olanini gikarin.

Sonuc hakkinda ne soyleyebilirsiniz?

Bu problemin ¢ozumu 6grenciler icin pek acik degildir. Hipotez, sayisal drneklerin
genellemesi ile olusturulabilmekte, ancak bu da hemen gerceklesememektedir.
Ogrencilerin ¢éziim siireci incelendiginde dislinme asamasinda hipotezi cebirsel
dile donUstartrken bazi zorluklarin yasandigi goérilmustir. Yapisal analiz abduktif
adimlarin rolu Uzerinde odaklanmistir. Bu abduktif adimlarin kanit yapiminda etkili

olup olmadigi arastiriimigtir.
ikinci problem asagida verilmektedir.

Problem 2.

Eger p ve q tek sayilar ise (p — 1)(g? — 1)/8 igin ne soylenebilir?

Bu problem bagka arastirmalarda da kullaniimis klasik bir problemdir (Arzarello
vd., 2001, akt. [28]). Ogrenciler formildeki harflerin yerine sayilar koyarak bir
hipotez olusturmuslardir. Sonra bu hipotezi kanitlamak igin p ve q harflerini tek ve
cift sayllari temsil eden baska harflerle yer degistirmiglerdir. Diger problemde
oldugu gibi bu problemde de dikkat abdulktif adimlarin kaniti nasil etkiledigi

Uzerindedir.
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Her iki problemde de 6grencilerden problemleri yiksek sesle ¢ozmeleri istenmistir.
Ogrenciler, arastirmacinin gdézlemi altinda yalniz calismislardir. Arastirmaci
dgrencilere yardim etmemistir. Ogrencilerin matematiksel alt yapilari homojen

degildir, fakat 6grencilerin hepsi problemleri teorik altyapilari ile ¢ozebilmektedirler.

Ogrencilerin argimantasyon ve kanit suregleri, Ck¢ modeli ile kombine edilmig
Toulmin Modeli ile analiz edilmis ve Kkarsilagtirimiglardir. C6zum metinleri

ogrencilerin ses kayitlarindan ve yazili Grunlerinden elde edilmistir.

Calismada yer verilen dort ¢6zim slrecinden ikisi ilk problemin ¢dézimu, diger ikisi
ise ikinci problemin ¢6zumdu ile ilgilidir. Problem 1’e iligkin elde edilen iki ¢ozim

surecinin analizi genel hatlar agagida verilmektedir.

Ornek 1. Problem 1’e iligkin birinci ¢6ziim siireci:

yapilandirici argimantasyon ——— kanit

Bu ¢6zUm sirecinde yanlis kanit yapildigr goérulmuastar. Cunkd yanlis dusinme

sureci geligtirilmistir ve bu suregte yapisal arguimantasyon gézlenmemistir.

Ornek 2. Problem 1’e iligkin ikinci ¢dziim siireci:

yapilandirici argumantasyon ———> yapisal argumantasyon ——> kanit

Bu ¢6zum surecinde dogru kanit yapildigi gorulmusttr. Yapisal argimantasyon

vardir ve yapisal argimantasyonda abduktif adimlar gdzlenmistir.
ik 6rnegin ayrintili analizi asagida verildigi sekli ile yapilmigtir.
Problem 1’e iligkin birinci ¢6ziim siirecinin analizi

llaria  hipotezini sayisal Orneklerin  genellemesi ile  yapilandirmistir.

ArgUimantasyonun yapisi indUktiftir ve igerik sistemi aritmetik Gzerine kuruludur.
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Egder 15 ve 57’i alirsam... o zaman 51-15, 36 eder.
Egder 16 ve 671’i alirsam... o zaman 45 eder.
Eger 35 ve 53’0 alirsam... 0 zaman 53-35, 18 eder.

Sonuglar hep 9’un kati oluyor.

Sekil 3.52. Yapilandirici (constructive) argimantasyon

llaria bazi sayisal 6rnekler diisiinmiistiir. ilki asagidaki gibi modellenmektedir:

D, : Problem metni C; :51-15=36, 15ve 51
? icin

!

Sayisal hesaplama
kurallari

I

Aritmetik alan

Buna benzer bagka argiimanlar da yapilandiriimistir. Sonunda llaria hipotezini

sayisal 6rneklerin genellemesi olarak séyle yapilandirmigtir:

D, : Onceki argimanlar C, : Sonuglar 9’'un kati olur.

Ornekler lizerine kurulu
genelleme

Simdi llaria hipotezini dogrulamak zorundadir.

Sekil 3.53. Yapilandirici argumantasyonun analizi
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llaria problem metnini cebirsel dile soyle ¢cevirmistir:

Bir sayiyi ab olarak yazabilirim ve rakamlarinin yerlerini degistirirsem ba olur.
O zaman ab-ba, Qun kati olur. Yani ab-ba=9k yazabilirim. Bu formulu

hesaplamak zorundayim.

Sekil 3.54. Hipotezin cebirsel dile gevrilmesi

D5 : Problem metni C5: ab-ba=9k

E—

T

Cebirsel dontsim kurallart R; R, , R3

T

C=(P,R L, 2)

llaria’nin kullandigi cebirsel donusumler soyledir:

e R, (Rule 1) : iki basamakli bir sayi ab seklinde yazilabilir.

e R, (Rule2): Eger ab iki basamakli bir sayl ise rakamlari vyer
degistirdiginde ba olur.

e R; (Rule 3) : 9'un kati olan bir sayi 9k olarak yazilabilir.

Sekil 3.55. Cebirsel dil analizi
llaria cebirsel igerik sistemini kullanarak problem metnini cebirsel dile gevirmistir.
R, ve R, kurallari dogal dilde ifade edilmistir ve aritmetik alan ile ilgilidir, fakat

donustirme kurali olan R kurali cebirsel alana aittir.

llaria olusturdugu formalin kanitini yapmayi denerken, dusuncelerini cebirsel
alanda ifade eder. Burada icerik sistemi ve kontrol cebirsel alandadir. Fakat
ab — ba’yl ax b — b x a olarak dusunur. Bu sebeple llaria’'nin ¢ézim surecinde

harflerin semantik (anlamsal) yonu tamamen kaybolmustur. Bunun bir sonucu
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olarak llaria kaniti yapamaz ve hipotezini reddeder. Cunkl sayisal ornekler

secerek ulastigi sonucuna uyan bir kanit yapmayi basaramaz.

ab-ba=0 . O zaman 0=9K olur... Ama bu imkénsiz... Fakat... Anlamiyorum...

Belki de hipotezim yanls.

Sekil 3.56. Yanlis kanit

D4 . ab‘bazgk C4_ . O:9k

T

Cebirsel kurallar

T

Cebirsel Alan

llaria devam edememistir.  Cebirsel kurallari  yanlis  uyguladigini

anlayamamigtir.  Bunun sonucunda da hipotezinin yanhg oldugunu

dusinmdagtdr.

Ds : C, : Sonuglar

9'un : Cs : Hipotez
katidir. —> | Beli — yanlstir.

C, : 0=9k T

iki sonug arasindaki esitsizlik

Sekil 3.57. Kanitin analizi
Bu drnekte aritmetik dil ve cebirsel dil arasindaki bosluk o6grenci tarafindan
doldurulamamistir. Kanitlama surecinde llaria sayisal Orneklerini tekrar
dusunmemistir. Eger dusinseydi ilk ornegindeki 51-15’in 5x 1 —1Xx5e esit

olmadigini gorebilirdi. Aritmetikten cebire harflerin anlami devam ettirilerek gegis
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yapilamamistir. Bu nedenle argumantasyon ve “yanlis kanit” arasinda igerik
sistemi acisindan bir sudreklilik yoktur. Dahasi eger abduktif argimantasyon
yapilsaydi, abduktif adimlar argimantasyon ve kanit arasindaki boslugu kapatmak
icin llaria'ya kismen de olsa yardimci olabilirdi. Ancak llaria’nin induktif
argumantasyonunda hi¢ abduktif adim kullanmadigi gorilmektedir. Tum bunlarin

bir sonucu olarak llaria kanit yapiminda basarisiz olmustur.
Problem 1’e iligkin ikinci ¢6zliim siirecinin analizi

Bu boélimde verilerinin analizine yer verilen Francesca’nin ilk olarak yapilandirici
argumantasyon yaptigi gorulmektedir. Francesca’nin yapilandirici (constructive)
argumantasyonu induktif yapidadir. Burada yapilandirici argimantasyon,

Francesca’nin hipotezinin sayisal érnekler Gzerinde genellenmesini saglamaktadir.

Egder 32 ve 23’0 alirsam... 0 zaman 9 ¢ikiyor
63ve 36’yl alirsam... o zaman... 27

13 ve 37’i alirsam o zaman 31-13=18 oluyor.

Bunlar 9’un katlari

Sekil 3.58. Yapilandirici argumantasyon

D; : Problem metni C;: 32-23=9

32 ve 23 T

Hesaplama Kurallar

!

Cebir Alani

D, : Onceki argimanlar C, : Sonuglar 9'un

T katidir.

Ornekler lizerinde genelleme

Sekil 3.59. Yapilandirici argimantasyonun analizi
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Francesca vyapilandirici argumantasyonun ardindan vyapisal argimantasyon
yapmistir. Yapisal argimantasyonda ilk adim abduktiftir (Ds’teki soru isareti).
Francesca sayisal ornekler Uzerinde dusunerek hipotezini dogrulamaya calisir.
Francesca’nin yapilandirici (constructive) argiimantasyonu ile yapisal (structurant)

argumantasyonu arasinda sureklilik vardir.

Simdi neden sonuglarin 9'un kati ¢iktigini sdylemeliyim... Bu biraz zor...

32-23 icin sonug 9, 9 kere bir sey... fakat neden?
32-23=3x10+2-2x10-3=3(10—-1) —2(10 — 1)
63—36=6%x10+3-3%x10-6=6%X9—-3X9

Tamam, sonugclar 9’un kati ¢ikiyor.

Sekil 3.60. Yapisal argimantasyon

139



iIk abdiktif adim séyle ifade edilebilir:

Ds :? Cs; = C, : sonuglar 9'un kati

Francesca her bir érnegi sonuglarin neden 9’un kati oldugunu anlamaya
calisarak ele alir. ik 6rnek igin bir diger abdtiktif adim séyledir:

D,:? C,: 32-23=9k

Francesca 32-23 ifadesini, sonucun 9’un kati oldugunu kanitlamak igin
dondgtdrdir.

Ds: C,: 32-23=9k Cs: 3X9-2%9

T

Doénudgum kurah R; ve
hesaplama kurallari

T

C=(P,R L, 2%)

Francesca diisiincesini R, déniisim kurall ile séyle déniistirmigtiir: “lki
basamakli bir sayi ilk basamagindaki rakamin 10 kati ve ikinci basamagindaki
rakamin toplami” seklinde yazilabilir. Bu kural aritmetik alanda ifade edilebilir,

fakat cebirsel alana da genellenebilir.

Sekil 3.61. Yapisal argimantasyonun analizi
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Yapisal (structurant) argumantasyonda iki abduktif adim goriimektedir. Bu
adimlarin yapilandirici (constructive) argimantasyon ve cebirsel kanit arasinda
badlanti sagladigi gorulmustir. Yapisal (structurant) argimantasyon ve kanit
arasinda icerik sistemi acisindan sdreklilik vardir. CUnkl  yapisal
argumantasyonda kullanilan duasunceler ve kurallar hem aritmetikte hem de
cebirsel alanda dogrulanabilmektedir. Ornegin R, kurali hem aritmetik hem de

cebirsel alanda uygulanabilir bir kuraldir.

Yapisal anlamda ise argimantasyon ve kanit arasinda bir mesafe gézlenmektedir.
Yapisal (structurant) argimantasyonda abduktif adimlar oldugu goériimektedir.
Kanit ise deduktif yapidadir. Bir yapidan digerine gecerken zorluk yasanmadigi
goOrulmektedir. Tersine abduktif adimlar argimantasyon surecinde énemli bir rol
oynamaktadir. CunkG  bu abduiktif adimlar sayesinde Francesca’nin
muhakemesinde yapilandirici (constructive) argimantasyon ve kanit arasindaki

baglanti kopmamistir.

Simdi genel olarak kanitlamaliyim

Orneklerle iki sayiyi sdyle yazabilirim: 10x+y ve 10y+x
Sonra...

10x+y-(10y+x)= 10x+y-10y-x = 9x-9y = 9 (x-y)

Sonuclar hep 9'un katidir.

Sekil 3.62. Kanit yapimi
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Dg: Onceki argiimanlar Cs : 10x+y-(10y+X)

T

Donusum kurall R4

T

Cebirsel alan

Donusum kuralinin problem metnini digtnerek degil, dnceki sayisal érneklerin

dusunulmesi yoluyla uygulandigini goruyoruz.

D, : 10x+y ve 10y+x iki S | & 10x+y-(10y+x) = 9(x-y)

sayidir. T

W, . Cebirsel kurallar

!

B: Cebir

Sekil 3.63. Kanit yapiminin analizi

Pedemonte [27], Problem 2’ye iligkin iki ¢dzUm surecini daha 6nce yayinlamig
oldugu, bizim de 3.14.te yer vermis oldugumuz c¢aligmasinda analiz etmis ve
analiz sonuglarini degerlendirmistir.  S6z konusu analizler asagida kisaca
hatirlatiimakta ve ek olarak argimantasyon ve kanit sureglerinin Ck¢ Modeli’ne

gore yapilmis igerik analizlerine yer verilmektedir.
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Ornek 1. Problem 2’ye iligkin birinci ¢oziim siireci

yapilandirici argimantasyon —> yapisal arguimantasyon ——> kanit

Bu ¢6zim surecinde yapisal argumantasyonda abduktif adimlar gdézlenmistir.

Ogrenci dogru kanit yapabilmigtir.

Ornek 2. Problem 2’ye iligkin ikinci ¢éziim siireci

yapilandirici argumantasyon ——> yapisal argimantasyon ——> kanit

Bu ¢b6zum surecinde yapisal argumantasyonda abduktif adimlar gdézlenmemistir.

Ogrenci kaniti yanlig yapmistir.
Bu ¢6zum sureglerinin ayrintili analizleri asagida verilmektedir.
Problem 2’ye iligkin birinci ¢oziim siirecinin analizi

Manuela sayisal ornekler Uzerinde bir genelleme ile hipotezini yapilandirir.

Arglimantasyonun yapisi indiktiftir. icerik sistemi ise aritmetik tGzerine temellidir.

Egder p=11 ve q=13 ise o zaman... Sonu¢ 210 oluyor.
Eger p=7 ve q=9 ise o zaman sonug... 60 olur.
Sonuglar cift sayi cikiyor.

O zaman muhtemelen (p — 1)(gq? -1)/8 ifadesi bir ¢ift sayidir.

Sekil 3.64. Yapilandirici (constructive) argimantasyon
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Ci:(p—1)(q*-1)/8

D, : Onceki argimanlar Muhtemelen S ifadesi bir Gift

T

Ornekler tizerine temelli genelleme

sayidir.

Hipotez sayisal 6rnekler Gzerine bir genelleme olarak yapilandiriimis bir

gergektir; simdi 6grenci bu hipotezini dogrulamak zorundadir.

Sekil 3.65. Yapilandirici argimantasyonun analizi

Manuela sonrasinda hipotezini dogrulamak igin yapisal argimantasyon Uretmistir.
Cift ve tek sayilarin 6zelliklerini diistinerek (p — 1)(q? -1)/8 ifadesini analiz eder.

Fakat durumu tam olarak anlamay becerememisgtir.

Eger p bir tek sayi ise, p-1 cifttir.
Eger q tek ise, (g2 -1) de cift sayidir.

O zaman bir ¢ift sayi ile bir diger ¢ift sayinin carpimi yine bir cift sayidir,
Oyleyse bu ifade bir ¢ift sayiy1 gosterir...

Sekil 3.66. Yapisal argimantasyon 1
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D, : p bir tek sayidir. C, : p-1 bir cift sayidir.

I

Cift ve tek sayi ozellikleri

I

C=(P,R L, %)

D5 : q bir tek sayidir. _—> Cs: (q? -1) bir gift sayidir.

!

R, : Cift ve tek sayl olma
0zelligi ve hesaplama kurallari

I

C=(P,R L, %)

D,: Cy, Cs : Cy:(p —dl)(q2 -1) bir ift
T saydir.

R, : iki ¢ift sayinin garpimi bir gift sayidir.

!

C=(P,R L, 2%)

Sekil 3.67. Yapisal argimantasyon 1’in analizi

Burada Manuela’nin dusuncesini hangi alanda harekete gecirdigini
soyleyemiyoruz, ¢unkd kontrol Z acgik bicimde belli degildir. Manuela belki de
her iki alanda da (aritmetik ve cebir) kontroli saglayarak dusltncesini
dogrulamaya calismaktadir. Manuela’nin harekete gecirdigi kavramin kontrolU
2 hem aritmetik hem de cebir alaninda yapilabilmektedir.

icerik sistemi dogal dil ve kismen de sembolik dil ile olusturulmustur. Fakat
batin kurallarin her iki alanda da (aritmetik ve cebir) dogrulanabiliyor olmasi
onemlidir.

Sekil 3.68. Yapisal argimantasyon 1’in analizinin son kismi
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Manuela hipotezini dogrulamak igin C, iddiasinin yeterli olmadigini anlar.

Hipotezini kurmak icin bir bagka eleman arar.

... Fakat burada 8 ile bolme var.

Bu ifadenin ¢ift oldugunu sdyleyebilmem icin baska bir seyler bulmam gerek.

Sekil 3.69. Yapisal argimantasyon 2

Ds:Cyve? Cs:(p— 1)(6]2 -1)/8 bir cift
sayidir

R; : Cift ve tek sayi 6zellikleri ve
hesaplama kurallari

Bu abduktif bir yapidir.

(argtiman 5)

Sekil 3.70. Yapisal argimantasyon 2’nin analizi

Yapisal argimantasyondaki son argiman (argiiman 5) oldukga énemlidir. Clnku
bu son arguman Manuela’'y! hipotezini dogrulamak i¢in bagka bir seyler arama
konusunda cesaretlendirir (Ds'teki soru igareti). Bunun lzerine Manuela (g2 -1)
ifadesini analiz eder. Bazi sayisal 6rnekler ile Manuela anlar ki, (g -1) ifadesi
8'den az olamaz. (g2 -1)'in 8 ile bolinebildigini agik agik sOylememektedir, ancak
onun (g2 -1)in 8 ile bolinebildigini distindigund anlayabiliriz. Clinkd q igin farkl

degerler (1, 3, 5, 7, 9) vererek denemeler yapmistir.

Yapisal (structurant) argimantasyonun hem aritmetik hem de cebirsel muhakeme
ile karakterize edildigini gormekteyiz. Manuela bu asamada kaniti yapabilmek igin

isine yarar elemanlar aramaktadir.
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Fakat g2 -1; 2'ye ya da 4’e esit olamaz, ¢linkii g=1 igin g2 -1=0 ve q=3 igin
q? -1=8 olur.

Yani en kiguk sayi 8; 8/8 = 1 eder; dyleyse ifade bir ¢ift sayidir.

Sekil 3.71. Yapisal argimantasyon 3

D¢ : Bazi sayisal 6rneklerin Ce: q° -1, 2 ya da 4 olamaz.
q? -1'de yerine konmasi ?

T

Formulde sayisal yerine koymalarin
karsilastiriimasi

T

C=(P,R L, 2%)

Burada Manuela tarafindan harekete gecirilen dlsiincenin kontrolii 2
muhtemelen aritmetik ve cebir alaninda dogrulanmaktadir. Temsil sistemi L
sayilarin kullanimini saglar, fakat daha ziyade cebirsel dile ydneliktir. Bu
yapisal arglimantasyon bir énceki yapilandirici arglimantasyon ve kanit

arasinda baglanti kurar.

D,: Cg C,:q% -1, 8den az

T olamaz.

Formulde sayisal dederlerin yerine
koyulmasi

I

C=(P,R/L, %)

Manuela Ds ‘i C; ile tamamlayabilir.

Sekil 3.72. Yapisal argimantasyon 3’lUn analizi
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g=2n+1 O halde ¢g°—1= 4n’+4n+1—-1=4n(n+1). Bu ifade en

azindan 4 ile bolunebilmektedir. Bolum sonucu olarak n(n + 1) elde edilir. Bu

bolum ifadesi kesinlikle 2 ile bolunebilmektedir. CUnku eger n ¢ift ise ifadenin 2

ile bolunebildigi aciktir. Eger n tek ise bu durumda (n+1) ¢ift olur ve bu

durumda da ifadenin 2 ile bélinebildigi aciktir. O halde 4n(n + 1) ifadesi en

azindan 8 ile bollinebilmektedir. Buradan g2 — 1 ifadesinin 8’in kati oldugunu

anlayabiliriz. O halde p ve q tek ise (p — 1)(q? — 1)/8 ifadesi cifttir.

Sekil 3.73. Kanit yapimi

Dg: g=2n+1

!

Cg: (¢*—1)=4n(n+1)

Yerine koyma kurali

!

Cebirsel alan

Manuela (g% — 1)’in en azindan 8 oldugunu kanitlamak igin 4n(n+1) formdlin

analiz etmistir.

Dy : n bir ¢ift sayidir.

—

I

Co: 4n(n+1) en azindan 8 ile
bolunebilmektedir.

4n, 8 ile bolunebilmektedir ( n = 2t i¢in 4 X 2t = 8t)

!

Cebirsel alan

(argiiman 9)

Sekil 3.74. Kanitin analizi
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Dy, : n bir tek sayidir. Cio: 4n(n+1) en azindan 8
ile bolinebilmektedir.

n+1’in ¢ift sayl olmasi ve
hesaplama kurallari

Cebirsel alan

(argtiman 10)

Sekil 3.75. Kanitin analizinin son kismi

Argiman 9 ve argiiman 10 4n(n+1)’'in her zaman en azindan 8 ile béllnebildiginin
anlasiimasini saglar. Sonrasinda argiman 5 deduktif bir adima donustaralir ve
sonu¢ buradan hemen c¢ikar. icerik sisteminin yapilandirici (constructive)
argimantasyon asamasinda aritmetik, kanitta ise cebir Uzerine kurulu oldugu
goOrulmektedir. Yapisal (structurant) argimantasyonda dusuncenin kontrolU
aritmetik alandadir, ancak yapilandirici argumantasyon ile kanit arasinda igerik
sistemlerinde surekliligi saglayan cebirsel alandir. Dahasi yapilandirici
(constructive) argimantasyon ile deduktif kanit arasinda baglantiyi saglayanin
blayUk olasilikla yapisal (structurant) argimantasyondaki abduktif adimlar oldugu

dusunulmektedir.
Problem 2’ye iligkin ikinci ¢6ziim siirecinin analizi

Bu bélimde Elio tarafindan uretilen cevaba yer verilmektedir. Elio farkli stratejiler
denemigtir. Baglangigta bir dnceki drnektekine benzer bir muhakeme Uretmigtir.
Boylece (p —1)(q? — 1) ifadesinin bir ¢ift sayl oldugunu anlamistir. Fakat bu
gercegdin yeterli olmadigini séylemistir. CUnka bir ¢ift sayinin bir bagka ¢ift sayiya
bélimuinden elde edilen sonucun her zaman ¢ift say1 olacagini séyleyemeyiz. Elio
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p ve q harflerine bazi sayl degerleri atamistir ve bu genelleme yoluyla bir hipotez

olusturmustur.

Eger p=1 ve q=3 ise 0x8/8=0
p=5 ve q=7 ise 4x48/8=24
p=11 ve q=13 ise 10x168/8=210

Oyle gérinyor ki (p — 1)(q? — 1)/8 ifadesi gifttir.

Sekil 3.76. Yapilandirici (constructive) argimantasyon

Ci:(p—1D(q*—1)/8
——> | muhtemelen | —> ifadesi bir ¢ift

T sayidir.

Ornekler Gizerine genelleme

D, : Onceki
argumanlar

Hipotez sayisal oOrnekler Uzerine temellendiriimis genelleme olarak
yapilandiriimigtir.

Sekil 3.77. Yapilandirici argimantasyonun analizi

Bir onceki ornekte oldugu gibi bu ornekte de hipotez aritmetik ornekler tGzerinde
temellenmektedir. Bu ornekler Elio'nun (g% — 1) ifadesinin 8 ile bollinebildigini

gormesini saglamistir.

Elio hipotezini dogrulamak igin yapilandirici argumantasyonun ardindan yapisal bir
argumantasyon uretmigtir. Fakat bu dogrulama hala aritmetik ornekler Uzerinde
temellidir. Bu nedenle harekete gegirilen distincenin kontroll aritmetik alandadir.
Cebirsel alana dogru bir degisim, gelisim ya da yayillma gortlmemektedir. Dahasi
argumantasyon ve kaniti birbirine baglayan abduktif adimlar da gérilmemektedir.
Sonug olarak Elio kaniti yapmaya c¢alisir, ancak bir sonu¢ alamaz. Argiimantasyon
asamasi ile olan badlantiy1 kaybeder; cebirsel kanitin deduktif yapisi i¢inde bir

sonuca ulasmaksizin surtklenir.
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Ve... Bekle... EGer g’ nun yerine bir tek sayi koyarsak; g — 1 ifadesinin 8 ile

bolunebildigini goraruz.

O halde (p — 1)(gq? — 1)/8 cifttir ¢linkli (p-1) cifttir ve (¢ — 1) ifadesi 8 ile

bolunebilmektedir.

Sekil 3.78. Yapisal argimantasyon

iddialar

D, : Sayisal érnekler temelli C,: g — 1 ifadesi her

> | zaman 8 ile bdliinmektedir.

I

Sayilar temelli genelleme

T

C=(P,R L, %)

Duslnce kontroli %, hipotezi kurmak icin daha dnceden kullanilan sayisal

ornekler tUzerinde temellidir.

Sekil 3.79. Yapisal argimantasyonun analizi

Elio g% — 1 ifadesinin 8 ile bollinebildigini anlar, buradan hipotezini dogrular.

D5 : p-1 cifttir ve C, - C; : C;

!

R : Cift ve tek sayi Ozellikleri ve
hesaplama kurallari

!

C=(P,R L, %)

Duasunce kontrolu Z bir kez daha sayisal drnekler tzerinde temellidir. Kontrol

aritmetik alanda dogrulanmaktadir.

Sekil 3.80. Yapisal argimantasyon analizinin son kismi
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p ve q tek ise p= 2k+1 ve gq=2h+1 olarak yazabilirim. Bu durumda:
2k +1—1)[(2h + 1)?> —1]/8 =2k [(4h® + 1 + 4h) — 1]/8 = 2k (4h* + 4h)/8
Elde ettigim sonug 2’nin herhangi bir kati gibi gérunmuyor. Anlayamiyorum...
Sadelestirebilirim:

k(4h? + 4h)/4
2 parantezine alirsam;

2k(2h% + 2h)
4

Hayir... eger h parantezine alirsam;

2kh (4h + 4)/8
Hayir... 4h parantezine alirsam;

2k4h (h+1)/8

Hayir, ben bunu cebirle kanitlayamiyorum. Fakat eminim ki ifade bir ¢ift sayiyi
temsil edivor.

Sekil 3.81. Kanita tesebbls
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(p-1D(¢*-1) _ (2k+1-1)[(2h+1)?-1]

(p-1)(q*-1)
Dy: = 8 8

| T
p=2k+1, q=2h+1 ifadelerini yerine
koyarak donustiurme agsamasi

T

Cebirsel alan

D, : C, 5 | Cs: (p—1)(q% —1)/8 = 2k(4h? + 4h)/8

T

Hesaplama kurallari

T

Cebirsel alan
o . Cs: (p—1)(g% — 1)/8 ifadesinin
De: Cs: 2 nin herrlgngl SN bir ¢ift sayi oldugunu
bir kati degil
T anlayamiyorum.

Tek ve cift sayi

T

Cebirsel alan

Kanitta Elio bagka donisumler de yapar, fakat basarih olamaz. Diger
argumanlari da bu argumanina benzerdir. Her birinde de ayni sonuca

ulasmigtir. Elio kaniti yapamamisgtir.

Sekil 3.82. Kanitin analizi
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Elio problemi ¢ozmustur, fakat kaniti yapamamigtir. Deduktif zincirin sertligi
Elio'nun argumantasyon ve kanit arasinda igerik sistemi acisindan sureklilik
kurabilmesine karsi engel olusturmaktadir. Yapisal argimantasyonda Elio’nun
dusunceleri aritmetik alaninin kontrolu altindadir, kanitta ise cebirsel kurallarin

kullanimina gegildigi gorulmektedir.

Elio kanitinda “2’nin kati” formunda bir ifade bulabilmek igin formalina
degistirmistir. Fakat bunu yaparken argimantasyonun igerik sistemi ile baglantiyi
kaybetmistir. Yapisal argumantasyon asamasi aritmetik ve cebir alanlari arasinda
bir baglantt kuramamig; sayisal Ornekler asamasinin oOtesine gegememistir.
Dahasi yapisal argimantasyon asamasinda, Elio’ya hipotezini dogrulama ve
kanitini yapma konusunda eksik elemanlari bulmasinda yardim edecek belirgin

abduktif adimlar bulunmamaktadir.

3.15.7. Sonuglar
Problem 21’in ikinci 6rnedinde ve Problem 2’nin ilk érneginde 6grenciler dogru bir
kanit Uretmiglerdir. Her iki durumda da ortak olan iki noktanin 6nemle alti

cizilmektedir:

1. Yapisal argimantasyonda kullanilan duglinceler hem aritmetikte hem de
cebirsel alanda dogrulanabilmektedir.

2. Yapisal argumantasyon abduktif adimlar icermektedir. Bu abduktif adimlar
blayUk olasilikla argimantasyondaki aritmetik alan ve kanittaki cebirsel alan

arasindaki boslugu azaltmaktadir.

Problem 1’in ilk érnedinde ve problem 2’nin ikinci 6érneginde 6grenciler bunlari
yapamamiglardir. Her iki durumda da argimantasyon ve kanit arasindaki boglugu
azaltacak olan abduktif adimlara sahip yapisal argumantasyona rastlanmamigtir.
Pedemonte [28], bu sebeple bu dgrencilerin argimantasyon ve kanit arasindaki
boslugu dolduramadiklarini ve kaniti yapamadiklarini disinmektedir. Buradan
yapisal argumantasyonun, vyapilandirici argumantasyon ve cebirsel kanit
arasindaki surekliligi saglayarak onemli bir rol oynadigi sonucuna ulagmigtir.

Bu acidan geometri alanindaki kanit ile cebir alanindaki kanit farkhlik
gostermektedir. Geometri alaninda yapilan kanitlarin tersine argimantasyon ve
cebirsel kanit arasindaki yapisal mesafe, ogrencilerin karsisina bir engel olarak
cikmamaktadir. Hatta yapisal argimantasyondaki abduktif adimlar, égrencilerin
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cebirsel kanitin sert deduktif yapisinin Ustesinden gelmelerini kolaylastirmaktadir.
Cunku yapisal argumantasyondaki abduktif adimlar, 6grencinin argimantasyon ve
kanit arasinda icerik sistemi agisindan sureklilik kurmasini saglamaktadir. Bu
sureklilik de dégdrencilere cebirsel ifadelerdeki harflerin anlamlarini strdirebilmeleri
icin yardimci olmaktadir [19; 45; 48].

Kaniti yapamayan bazi ogrenciler fikirlerini cebirsel alanda genellestiremedikleri
icin zorlanmiglardir. Bazi 6grencilerin ise fikirlerini cebirsel alanda genellestirdigi,
ancak kurduklari yapisal argumantasyonda kontrol aritmetik alanda oldugu igin
kaniti yapamadiklari gérulmustir. Bu nedenle Pedemonte [28], dusunceleri hem
aritmetik hem de cebirsel alanda gecerli olan 6grencilerin kanit yapmakta basarili
olduklarini belirtmektedir. Yani argumantasyondaki aritmetik alanin, kanitta
cebirsel alana genellestiriimesi ile kanit basariyla yapilabilmektedir. Bu ise yapisal
argumantasyonda kullanilan digtncelerin hem aritmetikte hem de cebirsel alanda
dogrulanabilir olmasina baghdir.

3.16. Okulda Kanita Yaklagim: Yol Gosterici Hipotez Uretimi ve Kanit Yapma
Surecinin Anlatimi

Douek [32] bu galismasinda, kanit 6gretiminin temelinin uygun hipotez Gretme ve
kanit yapma sulrecini anlatma aktivitelerine dayandigini savunmaktadir. Bu tlrden
aktivitelerin okulun erken dénemlerinde baglamasi gerektigini belitmektedir. Bu
dusuncesine yonelik olarak galismasinda bir ifade Uzerinde hipotez olusturmaya
ve kanit yapma surecini anlatmaya imkan veren bir aktivite 6rnedi vermekte ve bu

aktiviteyi asamalar halinde yapilandirmaktadir.

Calisma kapsaminda kanitlama biligssel bir aktivite olarak dusundlmus ve bu

surecte muhakemenin dort sekilde yapilabilecedi belirtiimistir:

1. Deneye dayali/sezgisel kesif: Bu tarzda bir muhakeme ile birisi bir ifadeyi
yorumlamaya calistiginda ya da bir ifade uUretmeye calistiginda karsilasilir.

Erken yaslarda yapilabilen bir aktivitedir.

2. Muhakemenin diizenlenmesi: ifadeleri bir arada tutarak bir bitin halinde
muhakeme yapma s6z konusudur. Kasith ve planh hareketler bu tarzin en
belirgin 6zelligidir. Abduksiyon bu tipte bir muhakemenin iyi bir érnegidir.
Erken yaslarda yapilabilen bir aktivitedir.
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3. Matematikgilerin normlarina uygun deduktif bir metin Uretimi: Kanit ile ilgili
fikirler ortaya c¢iktiktan sonra, bunlar deduktif bir muhakeme iginde organize

edilmek zorundadirlar.
4. Metnin formel yapisi: Muhakemenin formel bir kbkeninin olmasidir.

Bu muhakeme tipleri, bir kanit Gretiminin ardisik agsamalari olarak da dugunulebilir.
Bu asamalarin sirasi degisebilir, iki ya da daha fazlasi bir asamanin igine birlikte

girebilirler.

Muhakemenin farklh tipleri, yani kanit Uretiminin asamalari farkli gecerlilik
kurallarina sahiptirler. Bir tip i¢in gereken ya da saglanan bir sey, bir digeri icin
gecerli olmayabilir. Ornegin, abdiktif muhakeme verilen muhakeme tiplerinden
ikincisi icin bir 6érnektir. Fakat Uglincl ve dérdincl tipe uymamaktadir. Uglincti ve
doérdlncu tip igin égrenciler deduktif muhakeme yapmak zorunda kalirlar, bu da

pek kolay degildir.

Arastirmada 6grencilerin kanitlama surecinde bir ifade olusturmalari ve bu ifadenin
gecerliligini ortaya koyan sebepleri bulmak igin kesif yapmalari, ifadeler ya da
argumanlar arasindaki baglantilari kurmak icin sebeplerin (ya da argimanlarin)
organizasyonunu yapmalari, bunu yaparken de yukarida verilen muhakeme

adimlarini kullanmalari beklenmektedir.

Calismada gelistirilen aktivite 7. ve 8. sinif seviyesindeki 6drencilere uygun olarak
tasarlanmistir. Bu seviyedeki 6grenciler aritmetik ve geometri konularina iliskin
ifadeler Uzerinde hipotez Uretebilmekte ve Ogretmen rehberliginde genel
savunmalar ve gerekgeler olusturabilmektedirler. Ogrencilerin hipotezlerini ve
savunmalarini  6gretmen rehberliginde sinif i¢i tartismalarda birbirleri ile
paylasmalari onlarin, hipotez Uretmenin ve kanit yapmanin gerekliligine
inanmalarini saglamaktadir [60]. Bu sayede o6grenciler hipotez olusturmanin ve

kanit yapmanin faydasi konusunda bilinglenmektedirler.
Ogrencilerin aktivite boyunca gegirecekleri suregler sdyle verilmektedir:
1. Tartisma

Sinif tartismalari eger iyi yonlendirilirse, diuslnceleri ifade etmeye ve agiklamaya
yonelik ¢abayi canlandirir. Bu gabalar mantiksal kurallar konusunda bilingli olmayi

sadlar.
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2. Kanit Yapma Surecini Anlatma

Ogrenciler bir ifadeyi gecerli kilan bir muhakeme igindeki fikirlerinden ve
hesaplamalarindan bireysel bir hikdye yazabilirler. Burada adimlari, sebepleri ile
birbirine baglayan bir hikdyeden sb6z edilmektedir (Bonaffe, 1993, akt. [32]).
Buradaki amac¢ ogrencilerin, arguimantasyonun kanit Uretmedeki rolinin farkina
varmalarini saglamaktir. Kanit o6gretiminin en azindan ilk asamalarinda, bu

bireysel hikaye yapimlari uygun goérevler ile hazirlanmalidirlar.

Bu iki sUreg birlikte planlanmali ve birbirlerini butlinleyen durumlarin dinamik bir
sistemi olarak duzenlenmelidirler. Bireysel hikdye yapimi, 6grencilerin bir kanitin
mantigini bireysel olarak aktif bir sekilde yeniden yapilandirmalarini saglar. Hem
tartisma hem de hikaye olusturma asamasinda diger olasi durumlara ve

duzenlemelere agiklik vardir.

Ogrencilerin  her iki aktivitede de adim adim calismasi saglanmalidir.

Ogrencilerden yapmalari beklenen temel gérevier sunlardir:

1. Kesif ve hipotez olusturma sireclerini muhakemenin 1. tipine (deneye
dayali/sezgisel kesif) gore birlestirmek 6grencilerden beklenen ilk gorevdir.

2. Hipotezleri kanitlamak ikinci gorevdir. Bu asamada iki durum
olusabilmektedir. Ogrenci ya arglimantasyon ve kanit siregleri arasinda
biligsel butunlik kurar ve bu sayede kanit Uretebilir ya da argumantasyon
ve kanit surecleri arasinda bilissel butinlik kuramaz ve 6gretmen bu
ogrencilerin kanit yapabilmesi igin onlari yonlendirir. Biligsel butunligun
islemedigi durumlarda, égrenciler kaniti iyi anlayamayacaklardir. Ayrica pek
bir sey de 6grenemeyeceklerdir.

3. Toplu tartigmaya katilma ogrencilerden beklenen bir diger gorevdir. Bu
adimda ogrencilerden problem durumuna iligkin Urettikleri metinleri
tartisarak, toplu tartismanin dinamik surecini olusturmalari beklenir. Douek

[32]’e gore, bahsi gegen dinamik sureg olduk¢a dnemlidir.

Duzenlenen 6gretme deneyinde ogrencilere Pisagor Teoremi’'ne iligkin bir problem
durumu sorulmustur. Pisagor Teoremi, iki nedenden dolayi segilmistir: Okul
matematiginde bu teorem 6nemli ve ilk karsilasilan teoremlerden biridir ve bu
teorem icin hipotez olusturma zor degilken, kanit yapimi gugli bir 6gretmen

destegi gerektirmektedir.
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3.16.1. ilk Bdliim: Kesif, Hipotezi ifade Etme ve Ondan Anlam Cikarma
Bu bolim Gorev 1, Gorev 2 ve Gorev 3'ten olusmaktadir. Bu goéreviler asagida

ayrintili olarak agiklanmaktadir.

Gorev 1: “Bir liggenin a, b ve ¢ kenarlari disindldigiinde, a+b her zaman c’den
kiguktdr” ifadesini disunun. Bu dogru mudur? Her zaman mi? Neden? Bunu
nasil kontrol ettiginizi ve neden dogru oldugunu ya da olmadigini dusundugunuzu

ya da neden suphelendiginizi aktarin.

Bu bélimde 6gretmen odgrencilere bir (iggen modeli vermemistir. Ogrencilerin
ucgen cizmeleri istenmis, gizmedikleri durumda yaptiklarini kontrol etmeleri igin
ucgen gizmeye yonlendirilmislerdir. Bu gorev, 6grencinin yaptiklarini test ederek
bir seyler kesfedebilmelerini amacglar ve (6zellikle tartismada) o6grencileri

aktivitenin mantigini ifade etmeye yonlendirir.

Gorev 2 (bireysel): Tek basina uzunluklari disunmek yerine, uzunluklarin
karelerini disunudrsek, durum farkli olur. Bir G¢ggenin kenar uzunluklarinin kareleri
arasinda bir iligski olup olmadidina bakin. Gegerli bir ifade (“hipotez”) Urettiginizi

duisunduguniuzde, onu diger 6grencilere agiklamak igin kelimelere dokun.

Calisma kagidinda dik acili, dar acili ve genis acili Uggenler sunulmustur.
Ogretmenin rehberliginde yapilan toplu tartismadan sonra Uretilen hipotezler ve
hipotezlerin  Uretiime vyollari  paylasiimis ve tartisiimistir.  Bir  hipotez
tamamlanmamis ya da hatali olsa da, teoremin 6nemli elemanlarini ortaya koymak

agisindan yararli olabilecegi i¢cin géz 6nunde bulundurulmustur.

Gorev 3 (bireysel): Sizin icin uygun olan hipotezi yazin. Hipotezinizi aciklayin ve

orneklerle gosterin.

ik kisim 1. ve 2. muhakeme tipleri icin uygundur. Tip 1 (deneye dayali/sezgisel
kesif)'e yonelik olarak daha ziyade kesfetme (cizim, 6lcme, hesaplama, modelleme
yaparken ve cebirsel ifadeler Uretirken indUksiyon, prosedurleri tekrarlama ve
veriyi modifiye etme); tip 2 (muhakemenin dizenlenmesi)ye yonelik olarak da
toplanan verilerin kullaniimasi, bazi kurallar bulmak igin bu verilerin organize
edilmesi, sonuglarin genel olarak ifade edilmesi (gunlik dil kabul edilebilir),
ifadelerin tartigsiimasi ve dogrulanmasi, bir amaca yonelik olarak kesfin adimlarinin

organize edilmesi planlanmaktadir.
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3.16.2. ikinci Bolum: Muhakeme Adimlarini Argimantasyon Surecinde
Organize Etmeyi Ogrenme/Ogretme

Ikinci bolim Goérev 4'ten olusmaktadir. Bu gérevde ogrencilerin muhakeme

adimlarini argimantasyon surecinde organize etmesi planlanmaktadir.

Gorev 4 (bireysel): Burada hipotezinizi olusturdugunuz teoremin kaniti Gzerinde
calisalim. a, b ve c kenarli bir dik G¢ggen dusunin. Bu dik tggeni, A karesini

yapmak i¢in kullanacagiz. Onun merkezindeki S karesinin alani ¢? olur.

1SN A@

Sekil 3.83. Ogrencilere verilen sekil

1. Sadece dik agili tggeni kullanarak A'nin nasil elde edilecegini tanimlayabilir
misiniz? S’nin neden alani ¢? olan bir kare oldugunu agiklayiniz.

2. A'nin alanini iki sekilde yazmayi deneyiniz (4 6zdes dik acili tug¢geni farkh
bigimlerde diizenlemeniz gerekebilir). iki yol bulun ve bu yollari agiklayin.

3. Bu bize hipotezimizi gecgerli hale getirmek i¢in nasil yardimci olabilir?

Gorev 4 kaniti hikayelestirmeye yonelik bir yaklasim ile organize edilmistir.
Alanlarin esitligini bulmak icgin cebirsel muhakeme ile geometrik muhakemenin

harmanlanmasi beklenmektedir.

Ogrencilerin bireysel calismasindan sonra, 6gretmen arglimantasyon adimlarini
kanitlamayi ve hesaplamalari yapmayi saglayan sinif ici toplu bir tartismayi
baslatir ve yonetir. Ogretmen, bu asamada faydali etkilesimler kurulmasi icin

ogrencilerin Urdnlerinden bazilarini seger.

3.16.3. Ugiincii Béliim: Kanit Yapma Siirecini Anlatma
Gorev 5 (bireysel): Hipotezinizi dogrulamak igin muhakemenizin adimlarini nasil

organize ettiginizi yaziniz. Bu adimlarin neden énemli oldugunu belirtiniz.
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Bu gorev bir dnceki bolumde Uretici olamayan 6grenciler icin olduk¢a 6nemlidir.
Onlarin (hem de digerlerinin) kanitin mantigini  kavramalarini ve yeniden

yapilandirmalarini saglar.

Ogrencilerden Giretmeleri beklenen argiiman sdyledir:

lik olarak A’nin alanini hesapladik, sonra alani farkli yollarla hesapladik (ya da
tcgenleri farkl farkli yerlestirdik), bbdylece alanin farkli cebirsel ifadelerini
bulduk. Disiindik ki, a?,b? ve c?’nin aralarinda her zaman bir iliski olacak.

Cebirsel esitligi yazip; esitligin dénlisiimlerinden sonra iliskiyi bulabiliriz.

Ogrencilerin asil amaglarinin cebirsel esitligi kurmak oldugunu, fakat geometrik

dusunceler ile ise baslamak zorunda olduklarint anlamalari dnemlidir.

Douek [32]'e goére, ogretmenler sinif icinde bu tirden aktiviteleri uygulama
konusunda sikinti yasamakta ve bu aktiviteler asil amacina ulagsamamaktadirlar.
Bu durum *“hipotez lretme” surecinin okullarda verilen didaktik 6gretim tarzina pek
uygun olmamasindan kaynaklanmaktadir. Okullarda ifadeler genellikle
ogretmenler tarafindan sunulmakta ve acgiklanmakta, 6gdrenciler 6gretmenlerinin

anlattiklarini tekrar ederek ifadeleri ve agiklamalarini 6grenmektedirler.

Kanit 6gretimi ve 6grenimi icin de sure¢ benzer sekilde islemektedir. Geleneksel
ogretme tarzinda kanit 6gretimi ogrencilerin kanit yapmayi 6grenmesi ve bireysel
olarak 6gretmeninden bagimsiz bicimde kanit Uretebilmesi agisindan basarisiz
gorulmektedir. Bu tip bir 6gretme slrecinde kanitlar direk olarak ogrenciye
sunulmakta, 6grenci kanit yapmak durumunda birakilmamakta; 6grenciye bu firsat

verilmemektedir.

Bir hipotez uretiimesini gerektiren agik uc¢lu problem ¢ézimu ile kanit yapmayi
ogretmenin ¢ok daha etkili oldugu dastnutlmektedir. Cunkl bu yolla 6grenci kanit
yapmadan hemen 6nce argimantasyon sureci gegirmekte, argimantasyon sureci
de kanit olusturma sirecine katkida bulunmakta ve yardimci olmaktadir (Arsac,
Germain & Mante, 1991, akt. [32]). Douek [32] galismasinda gegen, ogrencilerin
hipotez olusturmalarini destekleyen tlrden aktivitelerin 6gretmenler tarafindan

sinif icinde uygulanmasi gerektigini savunmaktadir. Bu aktivitelerin sinif icinde
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amacina uygun bigcimde yapilandiriimasinin, aktivitelerin amacina uygun bigimde
islemesi agisindan 6nemli oldugunu vurgulamaktadir.

3.17. Argimantasyon ve Kanit: Toulmin ve Duval Modelleri Hakkinda Bir
Tartisma

Barrier, Mathe ve Durand-Guerrier [57], bu ¢alismalarinda argimantasyon ve kanit
surecleri arasindaki “bosluk” fikrini tartismaktadirlar. Argimantasyon ve kanitin
cok farklh biligsel surecler oldugu ve bunun bir sonucu olarak bu iki sure¢ arasinda

biligsel bir bogluk oldugu Duval (1992, akt. [57])'in su sozleri ile belirtiimektedir:

“‘Argimantasyondan kanita ¢ok fazla ¢caba harcamadan ya da yanilgilara

dismeden gegmek mumkin mudur, evet ya da hayir?

[.]

Eger hayirsa, argumantasyon ile kanit asamasindaki deduktif muhakeme
arasinda biligsel anlamda bosluk oldugunu kabul etmeliyiz. Argimantasyon
kullanimi, yanhg anlamalari beraberinde getirir ve kanit yapiminda engelleri
arttirir. CankU gunlik dille ifade etmek gerekirse argumantasyonun tutarsiz

sureci, gecerli bir muhakeme surecinin olugmasini engeller.”

Duval’in bu sézlerinden argimantasyon ve kanit sureglerinin birbirlerinden oldukca
farkh surecler oldugunu anlamaktayiz. Argimantasyon sureci 6grencilerin kaniti
yapilacak ifadeye iligskin hipotez Urettikleri slre¢ olmasi dolayisiyla kanit sireci igin
baylk 6nem tasir. Ancak dogalari birbirlerinden oldukga farkli olan bu iki sure¢
arasindaki biligssel bosluk, ogrenciler icin buyuk bir engeldir. Argimantasyon
surecinin gunluk, tutarsiz ve sezgisel dogasindan c¢ikip, kanitin kesin, tutarl ve
aksiyomatik dogasina girmeyi basarabilen o6grenciler, kaniti basar ile
tamamlayabilmektedirler. Tersine argumantasyon slrecine kendisini kaptiran ve
bu surecin dogasindan ¢ikamayan ogrenciler ise kanit surecine gegemeyecek ve
argumantasyon sureci sonunda kendisini kanit yapmig gibi hissedeceklerdir.
Oysaki ortaya koyduklari drunler kanittan oldukga uzak olup, yalnizca bir

varsayim; bir hipotez niteligindedirler.

Bu noktada arastirmacilar kanit surecine yardimci oldugu dusunulen ancak bir
taraftan da dogasi geredi kanit slrecine engel olusturdugu belirtilen

argumantasyon sureci ile kanit sureci arasindaki bu biligsel boslugun doldurulmasi
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adina arastirmalar yapmiglardir. Bu ¢alismada argimantasyon ve kanit arasindaki

bosluk fikrine iligkin sdyle bir 6rnek durum aktariimaktadir.
Ornek.

Bu drnek Barrier (2008, akt. [57])’in bir calismasindan alinmistir. Bu ¢alismada Ug¢

ogrenciden olusan bir gruptan su ifadeyi kanitlamalari istenmisgtir:
Y aVbicin (EBOB(a,b) =1) - (EBOB (a?,b?) =1)

Ogrenci grubu, aralarinda asal bazi dogal sayilari duginerek argiimantasyona
baslamiglardir (3 ve 2, 2 ve 5, 9 ve 17, 4 ve 15) ve bu sayilarin karelerinin
EBOB’unu hesaplamiglardir. Ogrencilerin  diyaloglarindan sdyle bir alinti

yapimigtir:

1. A: 125 ve 16. Bunlar kendi aralarinda asal mi1?

2. B: Bilmiyorum.

(Gulusmeler)

3. C: 125'i 16’ya bdlersek goreceksin... Hayir, bu dogru yol degil.

4. A: Hayir, bence 125 ve 16 aralarinda asal.

5. C: Evet, bunlarin karesini aldigimizda...

6. B: Evet, ama bilmiyoruz, kitapta yazmiyor, bunu genel olarak
kanitlayamayiz.

7. A: Ama bence bunu yapmak ¢ok anlamli olur...

8. B: Sey, ben gercekten bilmiyorum, 6dretmen sanki bodyle bir seyler

sOylemisti.

Burada 6grenci 3. adimda 125’i ve 16’y1 asal carpanlarina ayirmaktadir. Bu
yontem, analiz edilen ifadenin kanitinin ortaya c¢ikmasi icin kullanilabilir bir
yontemdir. Ancak ogrenciler kanit ile ilgili okulda yapilanlardan o kadar
etkilenmigler ve kendilerini derste yapilanlara ve kitaba o kadar bagimli
hissetmektedirler ki, bir adim atmak i¢in mutlaka ya kitapta bunla ilgili bir seyler
bulmak ya da ogretmenlerinin daha once soyledigi bir seyi hatirlamaya
calismaktadirlar. Bu sebeple 3. adimda ortaya atlan ¢6zim yontemini

onemsememislerdir.

Calismada Duval (1991, akt. [57])'in argumantasyon ve kanit arasindaki benzerlik

ve farkhliklara iligkin gorUslerine genis yer verilmistir. Duval (1991, akt.[57])’in su
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sozleri argimantasyon ve kanit arasindaki bosluk fikrini ilk kez ortaya c¢ikaran

sOzlerdir:

“Deduktif muhakeme, argiimantasyon ile zit olan iki 6zellige sahiptir. Birincisi,
deduktif muhakeme ifadelerin iglevsel (fonksiyonel) degerini temel alir,
dogruluk degerini degil. ikincisi; dediiktif muhakeme, temel dedlktif adimlari
zincirlemeye dayanir. Argumantasyon ise farkli agilardan argumanlarin

birikmesine ya da yeniden yorumlanmasina dayanir.”

Duval (1991, akt. [57]) ¢ogunlukla argimantasyonun sadece ifadelerin igerigine
dayandidina, kanitta ise dnemli olanin ifadenin islevini kullanmak olduguna dikkat

cekmektedir:

“... bu durum deduktif muhakeme ve argimantasyonel muhakeme arasindaki
onemli ilk farklihgi beraberinde getirmektedir. Deduktif bir adimda, ifadeler
iceriklerine gore dogrudan etki gostermezler, fakat statulerinin kullanimina

gore etki gosterirler.”

Calismada incelenen oOrneklerden her argimantasyonun bir kanit ile
sonuglanmadigi gergedine ulasiimistir. Clnkd oyunun kurallari bu iki aktivitede
birbirinden farkhdir. Kanit ile argimantasyon arasinda gegilemez/agilamaz bir
bosluk olmasi durumunda, &égrencilerin kanit yapma denemeleri basarisizlikla
sonuglanmaktadir. Eger kanit hemen yapilamiyorsa (yani kanitlanacak ifade
icindeki kavramlarin tanimlarinin manipuilasyonundan direkt olarak ¢ikmiyorsa),
ifadenin icerigi Uzerinde galismak gereklidir.

3.18. Arglimantasyon ve Kanit: Kuramsal Yaklagimlara ve Sinif
Uygulamalarina Bir Katki

Boero, Douek, Morselli ve Pedemonte [33] bu galismalarinda argumantasyon ve
kanit streglerini Toulmin Modeli’ne gore analiz etmigler ve karsilastirmislardir. Bir
argumanin Toulmin Modeli'ne gore analizini gostermek amaciyla arastirmacilar su

ornegi vermektedirler:

Eger a 0’dan farkl bir tam sayi ise, -a? hakkinda ne soyleyebiliriz? Bu

sayI pozitif midir, yoksa negatif midir?
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“-a? negatif bir sayidir (iddia). Cinkl her sayinin karesi pozitif sayidir, fakat
onune eksi gelince nagatif sayi olur (gerekge)... Ancak kare ifade bir negatif
sayinin karesi olmadikga... Clnki bu durumda - a? pozitif bir sayi olur (gliriiten).

Hayir hayir olmaz, ¢linkii - a2, (—a)? ile ayni sey degildir.”

Bu argiman Toulmin Modeli’'ne gore asagidaki sekilde analiz edilmistir:

D:-a%?,a€Z,a#0 Q: Muhtemelen C: —a*<0

—>

T

W: Egern>0ise —n<0olur.

—>

R: -a2=(—a)? >0
Ve her ne Z igin n? > 0 olur. T olmadikga

B: —a? # (—a)?

Sekil 3.84. Toulmin Modeli’'ne gore analiz edilen argiman ornegi

Problem ¢dézme slreci boyunca argimantasyon aktivitesinin hipotez Gretmek igin
gerekli oldugu vurgulanmaktadir. Ogrenci arglimantasyonda Urettigi argiimanlari
kanitin yapiminda mantiksal bir zincir halinde organize ederek kullanabildiginde
argumantasyon ve kanit suregleri arasinda biligsel butinlik kurabilmektedir.
Yapilan bazi ¢alismalar referans gosterilerek [45; 48] bir hipotezin yapimina yon
veren argumantasyon aktivitesi gelistirildiginde 6grenci icin kanitin daha ulasilabilir
oldugu belirtiimektedir. CUnkd o6grenci bu durumda kanitini argimantasyon

Uzerine kurmaktadir.

Boero, Douek, Morselli ve Pedemonte [33]'nin bu ¢alismalarinda, argimantasyon
ve kanit surecleri arasindaki iligkiler Uzerine elde edilen sonugclari 6zetler nitelikte
bir giris yaptiklarini gormekteyiz. Biz de bu 6zet niteligindeki bilgilere, konuyu

toparlamasi agisindan bu bélumde yer vermekteyiz.

Pedemonte [20]'nin argumantasyon ve kanit arasindaki iligkilerin analizini iki
yonden yaptigini belirtiimektedir: icerik sistemi ve yapi. Pedemonte [20]'ye gobre,

icerik sistemi (referential system) ile kastedilen temsil-betimleme sistemi (dil, sezgi
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ve ¢izim) ve argumantasyon ile kanitin bilgi sistemidir (kavramlar/fikirler ve
teoremler). Eger kanitta kullanilan bazi ifadeler, gizimler ya da teoremler hipotezi
destekleyen argimantasyonda da kullaniimisg ise, argimantasyon ve kanit
arasinda igerik sisteminde sureklilik vardir. Daha once de belirtildigi gibi bu
sureklilik bilissel bitiinlik olarak tanimlanmaktadir. Yapi ise; ifadeler arasindaki
mantiksal biligsel baglantidir. Argimantasyon ve kanitin yapilari abduksiyon,
deduksiyon ve induksiyon seklinde olabilmektedir [20]. Argimantasyon ve kanitta
cikarimlar ayni yapi (abdiksiyon, indiksiyon ya da dediksiyon) ile birlestiriimis

ise, argimantasyon ve kanit arasinda yapisal stireklilik vardir.

Argimantasyon ve kanit arasinda olusan igerik sistemindeki surekliligin kanitin
yapimini desteklemesi, bu iki sure¢ arasinda yapisal sureklilik oldugu anlamina
gelmemektedir. Ornegdin dedlktif kanit Uretirken ¢odu zaman argiimantasyon ve
kanit arasinda yapisal bir bogluk/mesafe olusmaktadir. Cinkl argimantasyonun

yapisi genellikle deduktif olmamaktadir.

Bazen de 6grenciler farkinda olmadan argimantasyon ve kanit arasinda yapisal
sureklilik kurmaktadirlar. Ornegin argiimantasyon siirecinde abduiktif yapi kullanan
ogrencinin bu yapinin dogasina kapilip kanitta da abduktif yapi kullandigi durumda
kanitt blyuk olasilikla tamamlayamadigi goézlemlenmigtir. Bunun sebebinin
ogrencinin bilingsizce argumantasyondaki yapiyr kanitta da devam ettirmesi

oldugu dusunulmektedir.

Toulmin Modeli argimantasyon ve kaniti analiz etmek igin dnemli ve etkili bir
aractir, cunku iki ¢esit analiz de - yapisal analiz ve igerik sistemi analizi - Toulmin
Modeli kullanilarak yapilabilmektedir. Boero, Douek, Morselli ve Pedemonte [33],

bu konudaki géruslerini su cimle ile ifade etmektedirler:

“Toulmin Modeli argimantasyon ve kanit arasindaki icerik sistemi ve yapiyi

analiz etmek ve karsilastirmak igin iyi bir aragtir.”

Argumantasyon ve kanitta Toulmin Modeli'ne gore en dnemli bilesenin “gerekge
bileseni” oldugundan bahsedilmektedir. Cunki bu iki stire¢ Toulmin Modeli’'ne gére
gerekgeleri karsilastirilarak kiyaslanmakta ve analiz edilmektedir. Kanitta s6zu
gecen gerekge bileseni bir aksiyom, bir tanim ya da bir teoremdir. Hipotezin
olusumu saglayan argumantasyonda ise gerekgenin teorik bir sisteme ait olmasi

gerekmez. Eger argumantasyon surecindeki gerekce matematiksel bir kuralsa,
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argumantasyon ve kanit arasinda muhtemelen bir sureklilik olacaktir. Cunku bu
kural, kanitta muhtemelen yerini bir teoreme birakacaktir (Pedemonte, 2005, akt.
[33]). Tersine argimantasyon surecinde gerekge bileseni olan kural dogru degilse,

kural kanitta yerini bir teoreme birakamaz.

Ozet niteligindeki bu bdlimin ardindan asagidaki boliimde Pedemonte’nin

calismasinda yer verdigi analizleri ve bu analizlerin sonuglarini aktarmaktayiz.

3.18.1. Analiz 1

Ik olarak Pedemonte [20; 24; 26]'nin daha 6nceki galismalarinda da kullanmis
oldugu ucgen problemine iliskin analizlere yer verilmektedir. Boero, Douek,
Morselli ve Pedemonte [33] bu calismalarinda elde ettigi verilerde abduktif
argumantasyondan abduktif yapida kanita gegis slrecini analiz etmektedirler. Bu
analizlere 3.9.da ayrintili olarak yer verildiginden bu bolimde s6z konusu

analizlere tekrar deginilmeyecektir.

3.18.2. Analiz 2

Calismada yapilan bir diger deney italya’da 12-13, Fransa’da 13-14 yaslarinda
ortaokul seviyesindeki ogrenciler ile gergeklestiriimistir. Bu deneydeki amag,
ogrencilere matematiksel argimantasyon ve kaniti tanitmak ve onlari kanit yapma

konusunda bilinglendirmektir.

Arastirmacilar, kaniti yapilacak ifade Uzerinde fikir Gretmek ve bu fikirlerin
organizasyonunu bilingli yapmak i¢in metin yazmanin énemini savunmaktadirlar.
Bireysel metin Urlnlerinin (Bonaffe, 1993, akt. [33]) kesif asamalari agisindan
kullanigh oldugunu dusunmektedirler. Tartisma sonrasinda &grencinin  ne
ogrendigini rapor etmesinin, o6grenmesine iliskin farkindalh@ini arttirdigini
belirtmektedirler (Assude & Paquelier, 2005, akt. [33]). Buna yoOnelik olarak kanit
ogrenimi icin bireysel yazili Urun ortaya koymayi saglayacak “kanit yapiminin

hikayelestiriimesi” seklinde 6zel bir aktivite olusturmusglardir.

Son on yildir hikdye yazma aktivitesi egitimde gelisim gdstermektedir. Bu gelisim
asamalar oykulerin potansiyel gucunu fark etmemizi saglamaktadir (Bruner, 1990,
akt. [33]). Hikayelestirmek, badlantilarin altini ¢izmek icin gergekleri organize
etmek anlamina gelmektedir. BOylece hikaye, dusuncelerin organize edilmesini ve
icerigin anlasiimasini saglayan bir form haline gelmektedir (Dettori & Morselli,
2008, akt. [33]).
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Arastirmacilara gore, ogrenciler adimlarini ve ifadelerini birbirlerine baglayacak
sekilde kanit yapma sudrecini anlatmak konusunda tesvik edilmelidirler.
Hikayelestirme aktivitesi ile 6grenciler argimantasyon satirlarini, bu satirlar
arasindaki olasi hiyerarsik iligskiyi ve bu satirlarin kaniti dreten mantiksal baglanti

icindeki rollerini fark etmektedirler.

Hikayelestirme surecinde dgrencilere verilen gorevler bir gember dongusu halinde
sinif tartismalari ile birlestiriimis olmalidir. Topluca yapilan bir tartismanin ardindan
bireysel metin yazimi, fikirlerin i¢sellestiriimesini ve bireysel olarak yeniden
organize edilmesini saglar. Sonugta Uretilen hikayeler Uzerinde yapilacak bir diger
tartisma ise kanitin dnemli elemanlarini ve kanitli basarmak icin yapilan stratejik
secimleri destekleyerek cemberi kapatir. Boylece sinif tartismasi-bireysel hikaye
uretimi-uaretilen hikayeler Uzerinde tartisma aktiviteleri ile ¢gember tamamlanmig

olur.

Bu deneyde oOgretmen tarafindan yodnetilen matematiksel tartismalar (Bartolini
Bussi, 1996, akt. [33]) ifadeyi aciklama ¢abasini, mantiksal kurallari kullanmayi ve
bu kurallarin gecerliligi konusunda bilingli olmayi destekler. Dahasi tartisma
boyunca bir 6grenci digerlerinin fikirlerini ve kavrayislarini kesfedebilir ve bunlarin
arasinda kendisine bir yer bulur. Bdylece ifadeyi kanitlamaya yonelik fikirlerini

gelistirir.

Arastirmacilara gore, kanit ogretiminin erken asamalarinda hikayelestirmeye
uygun gérevler hazirlanmalidir. Ogrenciler bireysel hikayelerini Urettikten sonra,

sinifta bu hikayeler karsilagtirmali ve tartigiimalidir.

Bu calisma kapsaminda arastirmacilar kanitin hikayelestiriimesine yonelik érnek
bir aktivite hazirlamislardir. Bu aktivite kesif, hipotez ve kanit asamalarini birbirine
badlar niteliktedir. Bireysel aktiviteler ya da grup aktiviteleri yapilmis ve
matematiksel tartismalar o6gretmen tarafindan yoOnetilmigtir. Arastirmacilar
analizlerinde ¢ogunlukla bilissel bitinlik durumlari ile karsilasmislardir. Ogrenciler
hipotez olusturma asamasinda ortaya koyduklari argumanlari kanitlama
asamasinda da kullanmiglardir.
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ilk aktivitede 6grencilere su gérev verilmigtir:

Ogretmen gdyle bir oyun énermistir: Bir sayi segin, bu sayinin 2 katini
alin, simdi sonuca 5 ekleyin, sonugtan basta segilen sayiyi ¢ikarin, simdi
sonuca 8 ekleyin, elde ettiginiz sonugtan 2 c¢ikarin, sonugtan basta
secilen sayiyi ¢ikarin. Simdi elde ettiginiz sonugtan 1 ¢ikarin. Baslangicta
secilen saylyl bilmeden, 6gretmenin oyunun sonucunu tahmin etmesi

mumkun maduar? Eger cevabiniz evetse, nasil?”

Ogrenciler bireysel olarak calismiglar ve sonra ¢dézimlerini énce kiigiik gruplarda,
sonra sinif tartismasinda paylasmiglar ve karsilastirmiglardir. Buatin gruplar,
ogretmenin sonucu tahmin edebilecegini duginmuslerdir. ClUnkld sonug¢ segilen
sayidan bagimsiz olarak her zaman 10’dur. Bazi gruplar neden sonucun her
zaman 10 olduguna iligkin sebepler bulmaya calismiglardir. Asagida verilen alinti

bunun igin bir drnek tegkil etmektedir:

Grup B: Segcilen herhangi bir sayi i¢in sonug¢ 10 olur. Cunku 2 ile garpmak, segilen
sayly! kendisi ile toplamak ile aynidir. Daha sonrasinda sayi elde edilen sonugtan
iki kere cikartiimaktadir. Boylece sayi ortadan kaybolur. Diger hesaplamalar

yapildiginda, sirasi farkli da olsa, sonug her zaman 10 olarak elde edilir.

Hemen sonra yapilan sinif tartismasinda 6grenciler, 6gretmenin sonucun neden
her zaman 10 oldugunu anlayarak sonucu tahmin edebilecegini ifade
etmektedirler. Tartisma sirasinda ogrencilerin “6gretmen secilen sayiyi bilmeden
sonucu tahmin edebilir” seklindeki dusuncelerini destekleyici nitelikte gerekgeler

sunduklari gérulmagtur.

Bir sonraki gorev soyle verilmigtir:

Oyunu bir ifade formunda yazin, secilen sayi icin farkh bir harf kullanin.

Sectiginiz herhangi bir sayi icin igleyen bir ifade yazin.
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Ogrenciler gérevi bireysel olarak yerine getirmislerdir. Sonra da sinif tartigmasinda

¢ozumlerini paylagsmislar ve kargilagtirmiglardir. Temsili olarak 2 durum segilmistir:
Rick’in cevabi:

Nx2+5-N+8-2-N-1=10

Tor’un cevabiu:

Nx2=A; A+5=B; B-N=C; C+8=D; D-2=E; E-N=F; F-1=1

Tartisma 6gretmenin su sorusu ile stirmektedir:

Sizce bir matematikgi bu iki temsilden/cevaptan hangisini segerdi?

Burada o&gretmen stratejik secgeneklerin 6neminin altini gizmek ister. Bu
argumantasyonda odaklanma gorev Uzerinde degildir, daha ziyade gorevi ¢ozmek
ve bir yol segcmek Uzerinedir. Tartisma boyunca o6grenciler iki temsilden birini
secmeye calismislardir. Asagida bazi 6grencilerin sec¢im surecinde akillarindan

gecgen dusuncelere yer verilmektedir.
Mus:

Bana gére Ric’in temsili daha degerli/yararli, ¢linkii onunki daha sematik ve daha

matematiksel.

Alex:

Rick metni daha iyi takip etmis, onunki daha dogru gériintiyor.
Bazi 6grenciler, Giam gibi, Tor'un gortsini desteklemislerdir:

“Torun temsili bence, c¢linkii herkes bunu yapabilir, bitiin adimlari takip
etmis. RicK’inki de &yle, evet yapilabili, ama Rick’inkinde gergekten ne

yaptiginizi anlamiyorsunuz.”

Aslinda her iki temsili durum da matematiksel acidan dogrudur ve
iletisimsel/aktarimsal agidan da etkili bulunmaktadir. Ancak Rick’in ifadesi
gereklilikleri daha iyi karsilamaktadir. Ogretmen igin sadece Rick’'in cevabinin

secilmesi degil, ayni zamanda neden Rick'in cevabinin daha uygun oldugunu
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anlamak da 6nemlidir, gunkl bu sayede neden cevabin her zaman 10 oldugu da

anlasllir.

Gozlemci: Hepiniz pek cok iyi seyler sdylediniz, aslinda onu ya da digerini
yaparak ayni seyi yapiyorsunuz, her iki durumda da sonug elde ediliyor, tamam
mi? Fakat asil soruyu hatirliyor musunuz? Soru “sonug¢ nedir?” degildi; “6gretmen

sonucu tahmin edebilecek mi?” idi. [...]

Gozlemci: Evet, ¢linkl her zaman 10 elde ediyorsunuz ve bazilariniz daha fazla

aciklamalar da yaptiniz. Neden her zaman 10 buldugumuz Uzerine konustuk.

Ogretmen: Hatirliyor musunuz? Brac, sen demistin, Nx2 yapmak su anlama

gelir...
Brac: Yani... Bu sunu yapmak gibi... Evet, bu N+N yapmak gibi.

Ogretmen: N+N, Ric'in yazdig ifadede, sonra... orada Nx2 var, Brac, litfen
tahtaya cik ve Nx2'nin altina N+N yaz. Hepimiz bunlarin ayni sey olduklari
konusunda ayni fikirde miyiz? Ve butun ifadeyi yazdiktan sonra: +5-N+8... ve sunu

farkettiniz: ... N+N’den sonra, neyim var?

Ash: - N

Sesler: 2 kere

Ogretmen: Yani?

Brac: N tamamen gider/kaybolur.

Ogretmen: Bunu Tor'un temsilinde anlayabilir miyim?
Sesler: Hayir.

Fag: Fakat, sonda +8 var, dyleyse, iki temsil de es degerdir, fakat Rick’in cevabi...

daha kolay.

Ogretmen: Fakat neden o daha kolay?

Giam: CUnku secilen sayinin yok oldugunu anhyorsunuz.
Ogretmen: Bu yiizden cevap verebilirim.

Gozlemci: Rick’in cevabi bize sonucu elde etmek igin segilen sayiyl bilmemize

neden gerek olmadigini anlamamizda daha ¢ok yardimci olmaktadir.
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3.18.3. Analiz 3

Arastirmada yapilan bir diger deneyde italya’da 12-13, Fransa’da 13-14 yaslarinda
ortaokul seviyesindeki 6grenciler ile calisiimistir. Ogrencilerden ¢api [AB] olan bir
¢emberin icine cizilen (koseleri A, B, D olan) bir dggenin ne ¢esit bir Ug¢gen
olduguna dair hipotez olusturmalari istenmistir. Ogrencilerin bilgisayar basinda
gegirdikleri kesif sureci biraz zayiftir, yine de butin 6grenciler Gggenin dik agili
oldugu hipotezini Uretmiglerdir. Sonra 6grencilerden hipotezlerini kanitlamalari

istenmistir.

Ogrenciler hipotezlerini kanitlamak icin, Giggenin D noktasina gemberin merkezine
goOre simetrik olan noktayi isaretlemigler ve Uggeni dikdoértgene tamamlamislardir.

Asagida ogrencilerin yasadigi argumantasyon sureci bolumler halinde verilmigtir.
ilk Bdliim: Ogrenciler su diisiinceyle yola ¢ikmislardir:
“Haydi D noktasini olugturalim ve ADBD' dértgenini diigtinelim.”

ikinci Boliim: Bir 6nceki béliimde olusturduklari dértgenin bir dikdértgen oldugunu

kanitlamaya caligsmiglardir.
Son boélum: Son bélimde 6grenciler su dustnceyle hareket etmiglerdir:
“Dértgen dikddrtgen oldugundan, dg¢gen dik agili dggendir.”

Ogrenciler ifadeyi kanitlamaya calistiklarinda, égretmen égrencilerin coguna sunu

onererek yardimci olmaktadir:
“Bir dik acili (iggen bir dikdértgenin yarisi degil midir?”

Bu yolla 6gretmen 6grencilerin Gggeni, dikdortgenin bir pargasi olarak gozlerinde
canlandirmalarini saglamak ister. Bireysel ¢alismalar boyunca ¢cogu 6grenci yararh
argumanlar bulmuslardir, fakat bunlarin higbiri bir kanit olusturmak icin yeterli
olmamigtir. Cogu 6grenci Uggenin dik ac¢ili Gggen oldugunu iddia etmistir, ¢unku
ucgenin tepe acisini 90° olarak olgmuslerdir. Cok az sayida 6grenci istenilen

tarzda kanit yapabilmistir.

Matematiksel tartisma igin bir baglangic noktasi olmasi i¢in 6gretmen ogrenciler
tarafindan sunulan bazi argimanlari se¢gmistir (hem dogru hem de dogru
olmayanlar) ve bunlari sinifa sunmustur. Her bir argiman igin, siniftaki

ogrencilerden asagida verilen bir seri soruyu cevaplamalari istenmistir:
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Bu dogru mu?

Bunun dogru oldugunu nasil kanitlayabiliriz?
Bu argiman ne igin yararli olacak?

Bu acik olarak ifade edilmis mi?

Egder bunu daha farkl ifade etmek istersek, bunu nasil yapariz?

Tartismanin  ardindan 6grencilerden hipotezin  kanitindaki muhakemenin

hikayelestiriimesi istenmistir. Asagida bu slrece ait iki metin 6érnegi verilmektedir:

Metin 1: Biz su hipotezi Urettik: [AB] ¢gemberin ¢api ve D ¢ember Uzerinde bir
nokta ise tepe acgisi 90° olmak zorundadir. Biz AABD’nin her zaman bir
dikdortgenin yarisi oldugunu kanitlarken, D noktasinin ¢gemberin merkezine gore
simetrigini almaliyiz. Olusan doértgenin bir dikdértgen oldugunu kanitlamak igin
dortgenin [AB] ve [DD'l késegenlerini kullaninz. Cunkl eger koésegenler esit
uzunlukta ise o zaman bu dortgen bir dikdortgendir. Dikdortgenin dort agisi
oldugunu ve bunlarin dik agi oldugunu da biliyoruz. Oyleyse basitge biitiin agilar
diktir. Aslinda bu a¢i ADBD' dikddrtgeninin acilarindan biridir. Bu nedenle bu aci

otomatik olarak 90° olur.

Metin 2: Aginin dik oldugunu kanitlamak istiyoruz. AADB’nin bir dikdértgenin yarisi
oldugunu goérebiliriz. Bunu kanitlamak igin agiyr alip ¢ember Uzerinde hareket
ettirmeyi deneriz, sonra gcemberi genisletmeyi ya da daraltmayi deneriz. A¢i her
zaman 90° olarak kalir. Bunu kanitlamak icin O’ya gbére D noktasinin simetrigini
alinz. [AB] ve [DD'Tnin birbirlerini ortalayarak kesistiklerini ve ayni uzunlukta
olduklarini gérebiliriz. Bu sebeple [AB] ve [DD'] késegenler olurlar, ¢gunkl bunlar
¢emberin ¢cap uzunluklaridir. Boylece AD'BD dortgenini elde ederiz. Bu dortgen
dort dik agiya sahiptir. Biliyoruz ki bir dortgende 4 adet dik agi varsa, o zaman bu

dortgen dikdortgendir.
Sonug: Higbir sonug ifadesi yazilmamistir.

iki metin de bitiin 6grencilere dagitiimistir. Ogrencilerden bir sinif tartismasi

kapsaminda bu metinleri karsilastirmalari istenmistir. BUtin &grenciler sinif

172



arkadasglarinin Urunlerini okuma ve anlama zorluklarina ragmen, metinlerdeki pek
cok benzerligin ve farklih@in farkina varmiglardir. Ogrenciler gogunlukla metin 1'i
tercih etmislerdir (“bu iyi, o iyi agiklamis”), ama kimse argimanlarin matematiksel
gegerliligini ele almamistir. Cogu 6grenci metin 2’de higbir sonucun olmadigini not

etmis ve bu yuzden metin 2’yi se¢cmediklerini belirtmislerdir.

3.18.4. Analiz4

Calismada yer verilen bir bagka deneyde Pisagor teoremini tanitmaya yénelik bir
aktivite ornegi sunulmaktadir. Ayni 6rnek Douek [32]'in 3.16.da yer verilen
calismasinda da incelenmistir. Bu sebeple bu bdlimde bu analiz sonuglarina

tekrar yer verilmeyecektir.

3.18.5. Analiz 5

Arastirmada son olarak yer verilen deney, 6grencilerin bir ifade Uzerinde hipotez
olusturduklari argiimantasyon slirecini ortaya c¢ikarmaya yoneliktir. Universite 3.
sinifta geometri dersi almakta olan dgrenciler ile calisiimistir. Ogrencilere sorulan

problem sdyledir:

Cabri ile merkezi C olan ve iginde sabit bir P noktasi olan bir gember
¢izin. P noktasi Uzerinde olan hangi AB Kkirisi icin APXPB degeri

maximum olur?

Ogrenciler problemi ¢ézmek igin durumu modellemiglerdir. Sekil Gizerindeki dogru
parcalarini suruklemisler ve s6z konusu c¢arpim degerinin degismedigini
kesfetmislerdir. Asagida 6grencilerin argimantasyon surecinin bir bolimune yer

verilmektedir:

162 Alejandro: Kanitta bagka bir kiris cizebiliriz, degil mi? [onaylayan

mirildanmalar] Benzer Ug¢genler bulmak igin...

168 Fabian: Her durumda benzerlik elde ederiz? Ya da iki kirigle eslik

yakalayabilir miyiz?

169 Nancy: Carpimin her zaman esit oldugunu kanitlamak igin esligi kullanmak

daha iyi olacaktir.

170 Alejandro: Hayir, cunku... Kanitlamak igin ihtiyacimiz olan sey bir orandir.
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171 Fabian: Evet, bir carpim.
172 Obs: Ne?

173 Alejandro: AP ve PB dogru pargalari arasindaki oran [isaret parmagini Kirig

uzerinde hareket ettirerek]
174 Fabian: O zaman daha ziyade benzerlik...

176 Alejandro: Cunku onlarin es olabilecegi tek durum P noktasinin merkez

olmasi durumudur.
177 Nancy: Evet.

178 Fabian: Neden benim onlarin es olabilecedi bir nokta olup olmadigini

sormamin sebebi bu, onlar es olduklarinda zaten benzer de olacaklar.
179 Nancy: Evet ayni sey.
180 Fabian: Her neyse ... Ama sanki esten ¢ok benzer gibiler.

181 Obs: Bir sey sormak istiyorum. Alejandro sen bagka bir kiris gizmekle ilgili bir
seyler sdylemistin?... Neden dyle bir sey dusindin?

186 Alejandro: Cunku gérmek istedigimiz ¢arpimin her zaman esit oldugu, degil
mi? [isaret parmagi ile cizilen kirisi gostererek] O zaman baska bir kiris bize
benzerligi ya da orani verebilir. [HenUz ¢izilmemis bir kirisi gdstererek] Cizdigimiz
bu dogru pargasi ve bu [hayali kirisi gosterir...], su... [diger kirisi ¢cizmeye baslar],
bekle, yapalim...

190 Alejandro: [Bilgisayarda diger kirisi cizer] Bu nokta... Cember lzerinde... O

zaman burada benzer tggenler olustururuz (ekranda bir Gg¢gen gizerek).

191 Nancy: Oranlardan her iki kiris igin de AP ve BP c¢arpiminin ayni olacagi

goralur.
192 Fabian: Her zaman ayni olacak.
193 Nancy: Kabul ettigimiz yol herhangi bir kirig icin gecerlidir [sessizlik]...

195 Nancy: O halde sadece bizim kullandi§imiz kiris igin degil, diger bir Kiris igin

de bu durum gegerlidir.

Kanitta bir baska kirigin ¢izilip gizilemeyecegini sormak, aslinda bunun kanit igin

yararl olup olmayacagini sormaktir. Bu durumda eksik veri s6z konusudur ve bu
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nedenle bu muhakeme bir abduktif muhakemedir. Her ne kadar gerekge acgik agik
verilmemis olsa da iddia (170) oranlarin esit oldugu seklinde ortaya konmustur. Bu
argumani, deduktif bir muhakemeye donustirmek zordur, ¢lnkl veri bir ifade
degil; bir fikirdir. Benzerligin olmasi (veri) oranlari verir, bdylece ¢arpimlari (iddia)
verir. Problem sudur ki bu argimantasyonda hi¢ gerekge yoktur. Bu duruma daha
dikkatle bakarsak, onlarin bir teoriyi akillarina getirdiklerini; bir argiman

yapilandirmadiklarini sdyleyebiliriz.
Bir baska olasi analiz sdyledir:

Baslangicta ogrenciler, Uzerinde P noktasi olan iki kirisin benzer uggenler
olusturduklarini (iddia) ileri sirmektedirler (162). Higbir gerekge yoktur, bunun
yerine ifadenin genelligi sorgulanmaktadir (curGtlcld) (168). Buraya kadar bir
matematiksel ifade formile edilmistir, fakat bir argimantasyon yoktur. Nancy’nin
katkilari konugmayi dolambagli bir yola sokmustur, ¢unkld 169-180 arasindaki
bdlumde Nancy kanit igin benzer ve es Uggenleri referans godsterir. Carpimin
degismezligini (veri) dikkate alarak benzer Ucgenlerin kullaniminin kaniti
tamamlayacagi (iddia) ileri suralir. CuUnkli buradan esit oranlar c¢ikarilabilir,

buradan da esit carpimlar (gerekge) cikarilabilir.
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4. SONUGLAR ve ONERILER

Bu tez galismasinin amaci gesitli yas gruplarinda ve gesitli basari seviyelerinde
ogrencilerin matematikte bir ifadenin kanitini yaparken hipotez olusturduklar
argumantasyon sureci ve hemen sonrasinda gegirdikleri kanitlama sureci
arasindaki iligki ya da iligkileri analiz etmeye yonelik yapilmis olan c¢alismalar
Isiginda bu konu hakkinda bilgi vermektir. Bu amaca yonelik olarak uluslararasi
alanda yapilmig olan c¢alismalar incelenmis ve analiz sonuglari objektif olarak
yansitilmistir. Ulkemizde matematik egitiminde dogrudan bu konu ile ilgili yapilmis,
argumantasyon ve matematiksel kanit arasindaki iliski ya da iliskileri analiz eden

ve bu iligkileri karsilastiran bir galismaya rastlanmamisgtir.

Ancak argimantasyon surecini tartisma sureci ile esdeger tutan ve bu anlamda
tartisma sulrecini Toulmin Modeli’'ne goére analiz eden calismalarin yapildigi
gorulmektedir. Bu c¢alismalarda argumantasyon surecini kanit ile iligskilendirme
yoluna gidilmedigi ve argumantasyon surecinin kanit sureci Uzerindeki etkilerinin
belirlenmesine yonelik analizlerin yapilmadigi dikkat ¢ekmektedir. Ulkemizdeki
matematik egitimi arastirmacilarinin, ogrencilerin gegirdikleri argumantasyon
surecine bakis acilarini yansitmak ve bu konuya yonelik ¢aligmalarin egilimlerini
belirlemek acisindan bu tip calismalara ve analiz sonuglarina da tez ¢alismamiz
kapsaminda yer verilmistir. Ulkemizdeki duruma benzer olarak yurt disinda da,
argumantasyonu tartisma sureci ile esdeger tutan ve deneylerini buna gore

yapilandiran arastirmacilarin ¢aligsmalari da mercek altina alinmigtir.

Argumantasyon ve matematiksel kanit arasindaki iligkilerin arastiriimaya
bagslandidi ilk vyillarda c¢alismalarin daha ziyade “dinamik kesif sdreci” ve
“‘dondsimsel duslinme” Uzerine yogunlastigini gormekteyiz. Dinamik kesif
surecinin ve donusumsel dusunmenin yasandigi durumlarda 6grencilerin verilerin
bir ifade ya da problem durum Uzerine daha kolay ve saglikl fikir yGrattaga ve
sonrasinda da ifadeyi daha kolay genelleyebildigi ya da kanitlayabildigi
gorulmustur. Daha sonra devam eden calismalarin ise argumantasyon ve
matematiksel kanit suregleri arasindaki iligki ya da iligkileri analiz etmeye yonelik
yapildiklarini ve bu amaca yonelik olarak arastirmacilarin Toulmin Modeli’ni

kullandiklarini goérmekteyiz.
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ilk yapilan calismalarda éncelikli olarak matematiksel kanit yapmadan énce,
argumantasyon sureci gegiren 6grencilerin kaniti yapmakta daha basarili olduklari
gorulmustur. Bunun Uzerine ¢aligmalar biraz daha derinlestirilerek, bu kolayligi
saglayan iligki ya da iligkiler belirlenmeye calisiimistir. Ogrencilerin argimantasyon
ve kanit surecleri Toulmin Modeli'ne gore analiz edildiginde, arastirmacilarin ilk
dikkatlerini ¢eken kaniti basari ile tamamlayan ogrencilerin argimantasyon ve
kanit sureclerinde benzer dilsel ogeler kullaniyor olmalardir. Buna gore
arastirmacilar argumantasyon ve kanit suregleri arasindaki igerik sisteminde
“bilissel bditiinliik” adi altinda bir sureklilik tanimlamiglar ve iki stre¢ arasindaki
surekliligi icerisine Ck¢ modeli entegre edilmis Toulmin Modeli ile analiz
etmiglerdir. Arastirmacilar elde edilen analiz sonuglarina gore biligsel butinluk

hipotezini sOyle ortaya koymuslardir:

“Eger bir d6grenci hipotez olusturma sureci olan argimantasyonda kullandigi
argumanlari mantiksal bir zincir halinde birlestirerek kanitta da kullaniyorsa,
bu 6grenci argiimantasyon ve kanit arasindaki bilissel mesafeyi doldurmakta

ve biligsel surekliligi kurmaktadir.”

Analizlere gore, biligsel surekliligi kurabilen bir 6grencinin kaniti yapma
olasiliginin, biligsel surekliligi kuramayan ogrencilere gore daha yuksek oldugu
gorulmustur. Biligsel butunluk hipotezine gore argimantasyon ve kanit arasinda
icerik anlaminda sureklilik kuran bir 6grenci blyuk olasilikla s6z konusu ifadenin

kanitini da dogru yapacaktir.

Ancak yapilan calismalarda, 6grencilerin argimantasyon ve matematiksel kanit
surecleri arasinda bilissel sureklilik kurduklari, fakat yine de kaniti basar ile
tamamlayamadiklari durumlarla karsilasiimistir. Bu durum, arastirmacilari
argumantasyon ve matematiksel kanit arasindaki iligskileri baska acilardan da
analiz etmeye yoneltmigtir. Arastirmacilar bu iki stre¢ arasinda baska bir tir
iliskinin olabilecegini disunmeye baslamiglar ve bu iligkiyi saptamaya yonelik
analizler yapmiglardir. Bu anlamda en ¢ok on plana ¢ikan isimlerden biri olan
Duval (1991, akt. [24]), sonrasinda da Pedemonte [20; 24; 26; 27; 28; 33]
argumantasyon ve matematiksel kanit slreglerinin yapisal anlamda da
kargilastirilabilecegini ve bu iki slre¢ arasinda yapisal bir iligki olabilecegini

savunmuslardir.
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ilk olarak Duval (1991, akt. [24]), arglimantasyon ve matematiksel kanit siireclerini
yapisal agidan karsilastirma yoluna gitmig, ancak bunu yaparken bu iki surecin
gerekgelerini karsilagtirmakla yetinmistir. Duval, iki sUrecin yapisal analizini ve
yapisal karsilastirmasini yapamamistir, ¢unku her ne kadar argumantasyon ve
kanit sureclerinin birbirlerine benzediklerini dusunse de argumantasyonun kanit
gibi U¢ld bir yapiya sahip olmadigdini ve uglu diyagram (veri-iddia-gerekge) ile

analiz edilemeyecegini savunmustur.

Pedemonte [20; 24; 26; 27; 28; 33] ise Duvalden farkh olarak, hem
argumantasyon hem de kanitin Uglu bir yapiya sahip oldugunu dusunmekte ve
ucla diyagram ile her iki strecin yapilarinin analiz edilebilecedini savunmaktadir.
Pedemonte’nin bu dlslncesinin altinda yatan asil gergek, kanitin 6zel bir
argumantasyon olarak dugunulebilecegidir. Bu dusuncesine paralel olarak yapmis
oldugu calismalarinda, argumantasyon ve kanitin yapilarini Toulmin Modeli'ne
gore analiz etmis ve karsilastirmistir. Pedemonte, argumantasyon ve kanitin
yapilarinin abduktif, indiktif ya da deduktif tarzda olabilecegini belirtmis ve
argumantasyonda kurulan yapinin kanitta da devam ettiriimesi halinde bu iki sureg

arasinda “yapisal sdreklilik’ oldugunu ortaya koymustur.

Geometri alaninda yapilan galismalarda, argimantasyon ve matematiksel kanit
surecleri arasinda yapisal sureklilik kuran 6grencilerin kaniti, tamamlamakta
zorlandiklari goértimistir. Ornegin abduktif yapida arglimantasyon sireci gegiren
ogrencilerden bu yapiy! kanitta da devam ettirerek, abduktif yapida kanit yapan
ogrencilerin  kanitlarini buyldk olasilikla tamamlayamadiklari gérulmustar. Bu
Ogrencilerin argumantasyon surecindeki abdiktif muhakeme tarzlarinin
dogasindan c¢ikamayip kendilerini argumantasyon surecine kaptirarak, bu yapiyi
kanit strecinde de devam ettirdikleri ve deduktif kanit yapamadiklari goraimustir.
Aksine abduktif yapida argimantasyon surecinin ardindan, deduktif yapida kanit
yapabilen 6grencilerin kanitlarini basari ile tamamlayabildikleri gérulmustir. Bu
ogrencilerin argimantasyon ve matematiksel kanit suregleri arasindaki yapisal
mesafeyi basariyla doldurduklar ve bu sayede abdiiktif yapidan deduktif yapiya
gecerek kanitlarini tamamlayabildikleri dikkat cekmektedir. Diger durumda abduktif
yaplyl kanit sirecinde de devam ettiren 6grencilerin basarisiz olduklari asil nokta
da budur. Bu 6grenciler iki slre¢ arasindaki yapisal mesafeyi dolduramamis,

bilingsizce yapisal sureklilik kurarak kaniti tamamlama konusunda basarisiz
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olmuslardir. Aragtirmacilarin bu noktadaki gorusleri yapisal mesafeyi doldurabilen
ogrencilerin (yani abduktif yapidan deduktif yapiya gecebilen o6grencilerin) kanit
yapma surecinde basarili olduklari; iki sure¢ arasinda spontane sekilde yapisal
sureklilik kuran ogrencilerin ise buyuk olasilikla kanit yapma surecinde basarisiz

olduklari yonindedir.

Buna gore geometri alaninda yapilan ¢alismalar gostermektedir ki, argimantasyon
ve kanit suregleri arasindaki yapisal mesafe &6grenciler igin bir engel teskil
etmektedir. Bu mesafeyi/bogslugu doldurabilen 6grencilerin, yani argimantasyon
surecindeki abduktif yapiyl kanit sirecinde deduktife donusturebilen dgrencilerin,
argumantasyondaki abduktif muhakeme tarzini kanit sirecinde de aynen devam
ettiren ogrencilere gore kaniti basar ile tamamlama konusunda daha basarili
olduklari goérilmustir. Bu anlamda geometri alaninda yapilan galismalarda, iki
sure¢ arasindaki yapisal mesafenin dgrenciler icin atlatmalari gereken bir engel
teskil ettigi gérulmastir. Ancak bunun tersine cebir alaninda yapilan ¢alismalarda,
iki slrec¢ arasindaki yapisal mesafenin 6grencilerin kaniti yapmasinda engel teskil
etmedigi gorulmustar. Yani o6grenci cebirsel bir ifadenin kanitini yaparken,
argumantasyon surecinde abduktif yapida muhakeme yapsa da kanitta bu yapiyi
kolaylikla deduktif yapiya donuUsturebilmektedir. Arastirmacilar bunun sebebinin
cebirsel kanitin oldukga kati bir deduktif yapi gerektirmesinde vyattigini
dusunmektedirler. Bu nedenle 6drenci argimantasyonda abduktif adimlar kullansa
da, kanitta deduktif yapiya gegmekte zorlanmamakta, hatta bu abduktif adimlar

ogrenciye deduktif kanit yaparken yardimci bile olabilmektedir.

Bunun Uzerine cebirsel kanit surecinde oOgrencilerin yasadiklari zorluklarin
sebebini belirlemeye calisan arastirmacilar, égrencilerin hipotezlerini dogrulamak
amaclyla sebep arayarak vyapisal argumantasyon yapmalari, yapisal
argumantasyonda kullandiklari ifadelerin ve kurallarin kontrolinin hem aritmetik
hem de cebirsel alanda olmasi ve yapisal argumantasyonda abduktif adimlar
kullanmalari durumunda cebirsel kanitlarini tamamlama sanslarinin arttigini
gormauglerdir. Yalnizca bir takim ornek durumlarla genelleme yaparak bir hipotez
ortaya koyan, hemen ardindan yapisal argimantasyon yapmadan direkt olarak
kanit strecine gegen ya da yapisal argimantasyon yapsa bile bu surecgte abduktif

adim kullanmayan ve yapisal argimantasyonda kullandiklar ifadeleri ve kurallari
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tamamen aritmetik alanindan segen 6grencilerin ise kanit yapmakta zorlandiklari

ve kanit surecini buyuk olasilikla bagariyla tamamlayamadiklari goraimustur.

Calismamiz kapsaminda ge¢misten gunimuize argimantasyon ve matematiksel
kanit slreclerini inceleyen, iki sire¢ arasindaki iligkileri Toulmin Modeli’ne goére
analiz eden ve bu yolla iki streci karsilastiran, bu surecler arasindaki benzerlikleri
ve farkhliklari ortaya koyan, elde edilen sonuglar dogrultusunda o6grencilerin
matematiksel kanit yapmalarini kolaylastiracak yonde onerilerde bulunan ve bu
Onerileri guclendirmek adina oOgrencilerin  matematiksel kanit sureclerini
anlamlandiracak ve Kkolaylastiracak tarzda aktivite Ornekleri veren ve bu

aktivitelerin uygulamalarini sunan galigsmalari bir araya getirmis olduk.

Konuya iligkin elde edilen sonuglari toparlamak amaciyla olusturdugumuz
asagidaki diyagramda, derlemis oldugumuz caligmalarin arastirma konularini, bu
¢alismalarda yapilan analizler sonucunda ortaya konan sonuglari, argimantasyon
ve matematiksel kanit suregleri arasindaki bilissel boslugu ve bu boslugun
doldurulmasindaki gelisim surecini adim adim gérmek mumkunduar. Tarihi sureg¢
icerisinde argimantasyon ve matematiksel kanit surecleri arasindaki bilissel
boslugu analiz etmeye yonelik yapilan galismalarda, iki sure¢ arasinda bir kopru
kurulabildigi durumlarda argumantasyon surecinden matematiksel kanit surecine
gecmenin mumkin hale geldigini gérmekteyiz. Ogrencilerin iki siire¢c arasindaki
mesafeyi kapatmak adina olusturduklari bu bilissel kdpriyu kuvvetlendirmeleri ve
daha kolay yoldan matematiksel kanita ulagabilmeleri adina argimantasyon ve
matematiksel kanit suregleri arasindaki iligkilerin analiz edildigi c¢alismalarin
arttinimasi gereklidir. Yapilacak baska caligsmalar ile ogrencilerin matematiksel
kanit yaparken vyasadiklari baska olasi zorluklarin saptanmasi mimkidn
olabilecektir. Yapilacak arastirma sonuglarinin vermis oldugumuz diyagrama
eklenmesi ile arguimantasyon ve matematiksel kanit surecleri arasindaki iligkilerin
toplu halde yansitiimasina katki saglanmis olacaktir. Konuya iligkin elde edilen

sonuglarin bir arada goérulebilmesi agisindan bu, oldukga yararl ve gereklidir.
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Sekil 4.1. Argimantasyon ve matematiksel kanit strecleri arasindaki iliskiler
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incelenen cgalismalarda (ilkemizde de yodun bicimde kullanilan geleneksel
(reproductive) ogretme stilinin kanit 6gretiminde o6grencilerin basarisini arttirici
yonde saglikli bir ydntem olmadigi gortimistir. Ogretmenin ifadeyi ve ifadeye
iligkin hipotezleri kendisinin olusturdugu ve ogrencilere hazir olarak sundugu, hatta
¢ogu zaman ifadenin kanitini da kendisi yaparak, 6grencilerinden sadece yaptigi
adimlari tekrarlamalarini istedigi sekilde isleyen bu o6gretme stili, basarisiz
bulunmustur. Geleneksel (reproductive) 6gretme tarzinin 6grencileri disinmekten
uzaklastirdigi ve onlari ezbercilige surukledigi vurgulanmaktadir. Bu ogretim tarzi
yerine ogretmenlere, ogrencilerine ifade Uzerinde hipotez olusturma sureci
gegirmeleri igin imkan saglayacak tarzda aktiviteler dizenlemeleri dnerilmektedir.
Bu aktivitelerin iyi yapilandiriimasi, dersin amaci, konusu ve igerigine gore zaman
acisindan ekonomik ve uygun tasarlanmasi gereklidir. Yoksa amacina ulagmayan
aktiviteler hem zaman kaybina yol acacak, hem de 6grenciler icin matematikte

kanitin gereksiz, bos ve sikintili bir stre¢ oldugu algisini gu¢lendirecektir.

Ayrica universite duzeyindeki derslerde, sinavlarin daha ziyade derste yapilan
kanitlarin benzerlerinin ya da aynilarinin sorulmasi seklinde hazirlanmasi, her
sene aynl ya da benzer sorularin sorulmasi 6grencileri ister istemez ezbercilige
yoneltmektedir. Ogrenciler ya defterlerinde dersin iglenisi sirasinda g¢ogunlukla
ogretmenin kendisi tarafindan adim adim yazilan kanitlari ezberleyerek, ya da
ders kitaplarindaki kanitlari akillarina kaziyarak sinaviara girmektedirler. Bu
durumlarda oOgrencilerin Ust siniflardaki arkadaslarindan sorulari aldiklari ve
¢alismalarini bu duyumlarina gore yonlendirdikleri de bilinen bir gergektir.
Ogrencilerin bu tip durumlarda tek derdi sinavi atlatmak ve dersten gecmektir.
Ogrenciler kaniti anlamlandirmaktan ve gergekten kanit yapmayi 6grenmekten ¢ok

ama ¢ok uzak kalmaktadirlar.

Bunu 6nlemek igin Universitede gobrev yapan akademisyenlere buylk gorev
diismektedir. Oncelikli olarak bu durumun farkina varmalari ve sinavlarini her sene
orijinal bicimde yapilandirmalari ve surpriz sorular hazirlamalari onerilmektedir.
Her sene ayni donemlerde yaptiklari sinavlarda ayni sorulari sormalari en basarili
ogrencileri bile ister istemez gegmis sinav sorularina galismaya ve bu sorularda
ctkan kanitlari ezberlemeye yoneltecektir. Bunu 6nlemenin ilk ve en 6nemli yolu
akademisyenlerin kendilerini degistirmeleri, geligtirmeleri ve sinavlarini 6zenle

hazirlamalaridir. ikincil olarak yapilmasi gereken sey, 6grencilere sinav disinda da

182



kanit yapma sansi verilmesidir. Ogrenciler yalnizca sinav sirasinda kanit yapmak
durumunda birakilmakta, bunun disinda ders iginde ya da ders disinda kanit
yapmalari gereken bir durum olmadiginda ogrenciler de kanit yapma ihtiyaci
hissetmemektedirler. Bu durum ogrencileri pratiklikten uzaklastirmakta ve kanit
surecleri gecirmelerini engellemektedir. Yalnizca sinav esnasinda kanit sureci ile
bas basa kalan 0Ogrenci ne yapacagini, nerden baglayacagini bilememekte;
yabanci oldugu bu slregte paniklemektedir. Alisik olmadidi igin de ifade Uzerinde
hangi kanitlama yonteminin daha uygun olacagini bilememektedir. Bu nedenle
ogrencilere ders iginde ya da ders disinda verilen 6devler ya da duzenlenen ek

ders aktiviteleri ile kanit yapma deneyimleri ve aligkanhgi kazandiriimalidir.

Universiteye gelen ogrenciler genellikle daha 6nceki 6grenim yasantilarinda
kanitla tanismamis olan &grencilerdir. Bu &6grenciler Soyut Matematik dersi
kapsaminda kanit ile tanisir ve kanit yapmak durumunda kalirlar [7]. Ik
tecrubelerini de bu derste yasarlar. Bu dersin, o6grencilerin kanit yapmaya ilk
adimlarini attiklari ders olmasi sebebiyle 6nemi son derece blyuktir [7]. Bu dersin
iyi yapilandiriimasi ve oOgrencilerin kanit yaparken argumantasyon sureci
gecirmelerinin saglanmasi son derece Oonemlidir. Bu sayede ogrencilerin ileriki

siniflarda yasamalari muhtemel sikintilar 6nceden 6nlenebilecektir.

Arastirmalara gore, 0ogrencilerin argumantasyon ve kanit  sureglerini
hikayelestirmeleri, bu surece iliskin bireysel metinler yazmalari, sinif igi
tartismalarda hipotezlerini paylagsmalari ve tartismalari, 6grencilerin kanit yapma
surecini tanimalari ve bu surecin gerekliligini ve 6nemini anlamalari agisindan
faydali olmaktadir. Bu noktada o6gretmenin tutumu son derece O6nemlidir.
Ogretmen bu asamalarda yalnizca rehber roliinde olmali, tartismayi yonetmeli, bu
surecte ogrencilerin dogru ya da yanlis her turli hipotez Uretme istegini

cesaretlendirmelidir.

Yapilan calismalarda dgretmenin kanit surecine yonelik goruslerinin, égrencileri
uzerinde buyuk etkisi oldugu gorulmastur. Bu nedenle kanit ogretiminde
ogretmenlerin derslerini 6zenle ve dikkatle yapilandirmasi, 6grencilerini hipotez
olusturma ve kanit yapma konusunda cesaretlendirmeleri ve desteklemeleri

onerilmektedir.
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Ogretmenlerde bu konuya iligkin farkindalik yaratmak da 6nemlidir. Argliman
kuran bir oOgrencinin gectigi asamalari bilen bir 6gretmen ders notlarini,
materyallerini hatta sinavlarini bile buna gore ayarlayabilir [2]. Ancak bu konuda
bir bilgisi olmayan 6gretmen, dersin iglenigini de bu yonde yapilandiramayacaktir.
Bu nedenle Ogretmenlerin argumantasyon ve matematiksel kanit suregleri
arasindaki iligkiler konusunda bilinglenmesi agisindan bu konuya iliskin yayinlara
egitim dergilerinde sikga yer verilmesi, hatta ogretmenlere bu konuya iligkin
seminerler yoluyla ulasiimasi onerilmektedir. Bu tip yayinlarin ve seminerlerin
ogretmenlerin bu konu hakkinda bilgilenmelerini, bilinglenmelerini ve o6gretim
tarzlarini degistirmelerini saglayacagi dusunulmektedir. Bu yayinlarda ya da
seminerlerde 6gretmenlere sinif ici aktivitelerini ya da konuyu sunus bigimlerini
nasil yapilandiracaklarina dair 6nerilerde bulunulmasi, hatta 6rnek uygulamalar

sunulmasi oldukc¢a faydali olacaktir.

Ogretmenlerin yani sira ders kitaplarinin da 6égrencilerin zihninde kanita iligkin
algilarin yapilanmasinda etkisi oldugu gérilmustir [2]. Ogrencilerden bir ifadenin
kanitini yapmalari istendiginde bu ifadenin aynisini ya da benzerini kitaptan
bulmaya c¢alistiklarina ¢ok sik rastlanmaktadir. Bu nedenle ders kitaplarinin da
Ozenle ve dikkatle hazirlanmasi gerekmektedir. Direk olarak ifadenin ve adim adim
kanitinin verilmesi ogrencileri ezbercilige yoneltecektir. Bunun yerine ders
kitaplarinda &grencileri ifade Uzerinde hipotezler olusturmaya ydnlendiren
aktivitelere yer verilmelidir. Ancak bu noktada bu tip aktivitelerin segimi oldukca
onemlidir. Amacindan uzak ve ilgisiz aktiviteler o6grencilerin zihninde karisik
algilara sebep olabilecektir. Bu anlamda ders kitaplarinin dikkatle ve 6zenle
hazirlanmasi onerilmektedir. Dinger [2], bu konuda yapmis oldugu incelemeler
sonucunda ulkemizde ders kitaplarinda bazi gereksiz ve kafa karistirici aktivitelere
ve argumantasyon orneklerine yer verildigini belitmektedir. Bu nedenle ders

kitaplarinin bu anlamda incelendigi bir calisma yapiimasi oldukga faydali olacaktir.

Matematiksel kanit yapma sureci uzerine vyapilan c¢alismalarin artiriimasi
gerekmektedir. Matematiksel kanitin gerekliligi ve matematiksel dusunmenin
gelisimi Uzerine etkileri arastinlarak ortaya konmalidir. Bu yolla 6grencilerin
kanittan ve kanit yapmaktan korkmamalari, kanitin gerekliligine ve 6nemine
inanmalari  saglanabilir. Bu anlamda arastirmacilara argimantasyon ve

matematiksel kanit surecleri hakkinda caligmalar yapmalari ve bu suregler
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arasindaki iligkileri analiz etmeleri Onerilmektedir. Bu iligkilerin 6grencileri nasil
etkiledigi ve kanit surecinin basari ile sonuglanmasi Uzerinde nasil bir etkisi oldugu
arastinlmahdir. Buna yonelik olarak yapilacak c¢aligsmalar ogrencilerin kanit
sureglerinin daha iyi analiz edilmesini saglayacaktir. Elde edilen sonuglar
dogrultusunda o6grencilerin daha saglikli yonlendiriimesi ve kanit 6gretiminin daha

bilingli yapilmasi mimkun olacaktir.
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